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Capitulo 1

Introducao

LOGICA ¢ o estudo do raciocinio dedutivo.



Historico

Aristoteles — leis do discurso;

e [dade Média — logica filosofica;

e Boole (1815-1864) — algebra booleana;

e Peano (c.1865) — axiomatizacdo da aritmética;

o Frege (1874)
— investigar fundamentos da matematica

— légica moderna;

e Russel-Whitehead (1910)
— Principia Matemaética

— légica moderna;

e Hilbert (1925) —
— formalizagao da nogao de prova

— mecaniza¢ao da matematica;
e Gentzen (1935) — teoria da prova;

e Godel (1931-1935) —
— completude da logica

— incompletude da aritmética;

e Investigar Fundamentos da Computagao.



O que é logica?
e [ o estudo do raciocinio dedutivo. (informalmente);
e E um sistema formal (formalmente)

Logica:

LINGUAGEM
+
REGRAS DE DEDUCAO / INFERENCIA
+
SEMANTICA

Linguagem

E usada para descrever o conhecimento que se deseja representar.

Regras de Deducgao

Servem para tirar conclusoes a partir do conhecimento representado na lingua-

gem.

Seméantica

Serve para dar significado aos objetos descritos na linguagem.



Tipos mais comuns de légica:

Logica Cléssica Proposicional

Logica Cléssica de 1* Ordem

Logicas Modais: tempo, conhecimento, agoes, pogramas e etc.

Logicas Paraconsistente;

Logicas Relevantes;

Logicas Difusas;

Logicas Probabilisticas.

Hipoteses da Loégica Classica:

e proposicoes atomicas;

e proposigoes mais complexas podem ser (construidas decompostas) de (em)

proposigoes atomicas;

e proposigoes atomicas sdo verdadeiras ou falsas (2 valores);

o valor verdade de uma proposi¢ao mais complexa somente depende dos valores
das proposi¢oes atdmicas que a compoe.
Ex1: Joao ama Maria. (V ou F)

Ex2: Joao é estudante e Joao é alto.

o valor verdade s6 depende de sabermos se:

Joao ¢é estudante. (V ou F7?)

Joao é alto. (V ou F?)



Capitulo 2

Logica Classica Proposicional

Neste capitulo nés apresentaremos a Logica Classica Proposicional. Na secao 2.1
no6s definimos a linguagem. Na secao 2.2 nés apresentamos a seméantica e definimos
a importante nogao de conseguéncia logica. Na se¢ao 2.3 apresentamos algoritmos
para verificar conseguéncia logica e satisfabilidade e discutimos a complexidades des-
tes problenas. Na se¢ao 2.4 sao apresentados alguns sistemas dedutivos. Finalmente,
na secao 2.4.6, enunciamos e provamos os teoremas de Corre¢ao e Completude da

Logica Classica Proposicional.
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2.1 Linguagem da Légica Classica Proposicional

A linguagem proposicional é uma linguagem formal cujo objetivo é representar
trechos de discurso de uma maneira precisa e sem ambigiiidades. Os seguintes opera-
dores serao usados para formar proposigoes mais complexas a partir de proposigoes

mais simples:

e A

ou V

se <condigao> entao <conclusao> | —
nao -

e Para representar proposicoes atomicas usaremos letras maitusculas, por exem-

plo: A, B, C,...

Exemplos ANB,AV B,A— B,-A

Sécrates ¢ um homem.

Se Socrates ¢ um homem entdao Soécrates é mortal.

A—Sb6crates é um homem.

B—Socrates é mortal.

A— B
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Definicao

Um alfabeto proposicional é composto por trés conjuntos de simbolos:

e Conectivos/operadores logicos: A, V, —, —
e Simbolos auxiliares: (e )

e Simbolos proposicionais: qualquer letra maitscula é um simbolo proposi-

cional (ex: A, B,..., Z).

Podemos acrescentar um subscrito numeérico a letras maidsculas (A, As, ...).

Denotamos este conjunto por P.

Apresentaremos a seguir uma gramaética para definirmos quais sao as férmulas

bem formadas da linguagem:

Definicao A nocio de formula bem formada, ou simplesmente formula, é definida,

indutivamente, pelas seguintes condicoes:
e Qualquer simbolo proposicional é uma férmula.
e Se a e (3 sao formulas entao (a A B), (aV (), —a, (& — ) também o sdo;
e Nada mais é formula

De uma forma alternativa podemos definir a linguagem proposicional por meio

de uma notacao BNF.

az=P| (g ANa) | (a1 Vag) | (g = ) | ~a

onde P é um simbolo proposicional.

Algumas vezes utilizamos o conectivo se e somente se <> que é definido como:

(@ f)=((a= L) A (B —a)

Exemplo e férmulas bem formadas:



2.1 Linguagem da Légica Classica Proposicional 8

A — B (nao é formula)
o (A) = —~(B) (nao é formula)

o (FAV B)A(BVC)— D (nao é formula)

((A— (B— —-A)) - (AV B)) (¢ formula)

o (A— (BAC)) (& formula)

Exercicios:

Questao 1. Represente as seguintes proposicoes utilizando a linguagem da logica
classica proposicional. Utilize os simbolos proposicionais C (esté chovendo) e N (esta

nevando).
(a) Esta chovendo, mas ndo esta nevando.
(b) Nao ¢ o caso que esta chovendo ou nevando.
(c) Se nao esté chovendo, entdo esta nevando.
(d) Nao ¢é o caso que se esta chovendo entao esté nevando.
(e) Esta chovendo se e somente se esté nevando.
(f) Se esta nevando e chovendo, entdo esté nevando.

(g) Se nao esta chovendo, entao ndo ¢ o caso que esta nevando e chovendo.

Nos exercicios seguintes, represente o texto na linguagem da légica proposicional,

especificando significado dos simbolos proposicionais utilizados.

Questao 2. Ela nao estd em casa ou nao estd atendendo ao telefone. Mas se ela
nao esta em casa, entao ela foi seqiiestrada. E se ela nao esta atendendo ao telefone,
ela esta correndo algum outro perigo. Ou ela foi seqiiestrada ou ela esta correndo

um outro perigo.

Questao 3. Hoje é fim-de-semana se e somente se hoje é sibado ou domingo. Hoje

nao ¢ sdbado. Hoje nao é domingo. Portanto, hoje nao é um fim-de-semana.
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Questao 4. A proposta de auxilio estd no correio. Se os juizes a receberem até
sexta-feira, eles a analisarao. Portanto, eles a analisarao porque se a proposta estiver

no correio, eles a receberao até sexta-feira.

Observacao:

e Convengoes sobre omissao de parénteses:

T>A>V >

e Parénteses mais externos podem ser omitidos:

A—-(B—-C)=(A—= (B—0))

2.2 Semantica da Légica Classica Proposicional

A seméantica da logica cléssica proposicional consiste na atribuigao de signifi-

cado as féormulas da linguagem.

Isto ¢ feito através da atribuigao de valor verdade.

Para cada formula é atribuido um valor verdadeiro ou falso.

valores-verdade:
V - verdadeiro

F - falso

O valor verdade de uma férmula depende unicamente dos valores verdade

atribuidos aos seus simbolos proposicionais.
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Tabela Verdade

Conjuncao:
A|B|AAB
VIV \Y
VIF F
FlV F
FlF F
Hoje tem aula e hoje é quinta-feira.
Disjungao (nao-exclusiva):
A|B|AVB
VIV V
V| F V
F |V V
F|F F
Hoje tem aula ou hoje é quinta-feira.
Negacao:
Al -A
F

Hoje nao tem aula.
Implicacao:
Exemplo: considere o antincio abaixo:

Para pagamento a vista, nés damos 25% de desconto na compra de qualquer TV.

Re-escrevendo:”Se pagamento a vista entao 25% de desconto.”

Suponha agora que D. Maria deseja verificar se este aniincio é honesto ou nao.
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Possibilidade | Pagamento a vista | 25% de desconto | Antncio
1 \Y \Y \Y
2 \Y F F
3 F \Y \Y
4 F F ?
A|B|A—=B
V|V \Y
VI|F F
F |V \Y
F|F| V(7

Existem logicas que discordam da linha 4 Ex: 3-valores, intuicionista, relevante...

Exercicio:

Construa a tabela verdade de: (mAV B) — C

-A

(mAV B)

(—AVB)—=C

R RIS |I<s|<| >

mig i< |m|Tm|<|<|®

< |m|I<|"m|< "< Q
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Funcao de Atribuicao de Valor Verdade

A cada simbolo proposicional nés queremos atribuir um valor verdadeiro ou falso.
Isto ¢é feito através de uma fungao v de atribuicao de valor verdade. v:P — {V| F'},

onde P é conjunto dos simbolos proposicionais
Exemplos:v(A) = F, v(B) =V, v(C)=V

Uma vez atribuido valor verdade a cada simbolo proposicional em P, queremos
estender esta atribuicao para o conjunto de todas as férmulas da linguagem propo-
sicional, que denotaremos por W. Na defini¢ao a seguir a e § denotam férmulas e

A denota um simbolo proposicional, isto é, a, € W e A € P.

Definimos uma fungao v de atribuicao de valor verdade a formulas da linguagem

como uma extensao da fungao v tal que:

v: W — {V, F}, onde v deve satisfazer as seguintes condigoes:

1. v(A) =v(A),seA € P

V se wv(a)=F
2. v(—a) =
F se v(a)=V
3. (an f) = Vo ose v(a)=v(B)=V
F caso contrario
L vV ) = F se v(a)=v(B)=F
V caso contrario
5. (o B) = F se vo)=Vev(p)=F

V se caso contrario
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Exemplo: Ache o valor verdade da seguinte formula para a valoragao

v(A)=V, v(B)=F, v(C) = F:

WA= (BV=C) =V

v(A) =V v(BVv-C)) =V
v(d) =V v(B)=F v(=C) =V
| |
v(B)=F v(C)=F
V(C’)l F

Exemplo: Ache o valor verdade da seguinte formula para a valoragao

v(A)=F, v(B)=F,v(C)=V, v(D)=V:

v(AN-D))=F v(-CVB))=F
v(A)=F v(=D)=F v(=C)=F v(B)=F
| | | |
v(A)=F v(D)=V v(C) =V v(B)=F
V(D)\L 1% V(C’)l 1%
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Algoritmo para Construir Tabela Verdade
Quantas linhas possui uma tabela verdade para (AA -D) — (-C'V B) ?

Cada linha corresponde a uma possivel atribuicao de valores verdade aos sim-
bolos proposicionais que compde a féormula. Como esta férmula possui 4 simbolos

proposicionais (A,B,C e D), sua tabela verdade deve ter 2* = 16 linhas.

Tabela Verdade computa o valor verdade de uma férmula para todas as possiveis

atribui¢oes v a seus simbolos proposicionais.

Logo, o problema de se saber todos os valores verdades de uma férmula na logica
classica proposicional, para todas as atribuig¢oes v a seus simbolos proposicionais, é

decidivel; o algoritmo é o seguinte:

passo 1: conte o nimero de simbolos proposicionais;

passo2: monte uma tabela com 2" linhas e com quantas colunas for o ntumero de
subféormulas da fémula;

passo 3: preencha as colunas dos simbolos proposicionais com V ou F alternando
de cima para baixo VFVF para a la coluna, VVFF... para a 2a, VVVVFFFF para
a 3a e assim por diante, nas poténcias de 2.

passo 4: compute o valor verdade das outras colunas usando as tabelas basicas

fornecidas.
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Exemplo: (wA — B)VC

23 =18
A|B|C|-A|(-A—=B)|(~A—=B)VvC
VIV|V]| F \Y \Y
VIV|IF| F \Y \Y
VIF|V]| F \Y \Y
VIF|F| F \Y \Y
FIV|IV]|V \Y \Y
FIV|IF| V \Y \Y
FIF|V]|V F \Y
FIF|F| V F F

Tautologias, Contradigoes, Férmula Equivalentes

Existem formulas onde todas as linhas da Tabela Verdade dao verdade. Elas sao
verdadeiras nao importando os valores verdade que atribuimos aos seus simbolos
proposicionais. Estas formulas sao chamadas tautologias. Da mesma forma, exis-
tem férmulas que sao sempre falsas, independente dos valores verdade atribuidos
aos seus simbolos proposicionais. Estas sao chamadas contradigoes. Além disso,
existem formulas que, embora diferentes, tém tabelas verdade que coincidem linha

a linha. Tais formulas sao ditas equivalentes.

Exemplos:
AlA—= A
Vv
F Vv

A — A é uma tautologia.
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A|IB|B—-A|A—(B—A)
VIiv] V \Y
VIF| V \Y
F|V] F \Y
FIF| V \Y
A|B|(BVA)|~(AVB)| AN—=(AV B)
VIV V F F
V|F \Y F F
F|V \% F F
F|F F \% F

AN—-(AV B) é uma contradicao.

A|B|BANA|-(AADB)

VIV \Y F

VI F F \Y

F |V F \Y

F|F F \Y
A|B|-A|-B|-AV-B
V|iV| F F F
VIF| F |V \Y
F|V| V| F \Y
FI|F| V|V \Y%

—(A A B) é equivalente a =A V —B.
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Definicao 1 Tautologia e Contradi¢ao:

e Uma formula o € uma tautologia se e somente se, para toda atribuicdo v,

v(a) =V.

o Uma formula o € uma contradicao se e somente se, para toda atribui¢ao v,

v(a) =F.

Exemplos de tautologias "famosas™:

AV -A

e A A

(A— ((A— B)— B)

ANB = A

ANB — B

[ ] —|—|A—>A

A— AV B

B—+AVB

o (A= B)AN—-B)—=-A

Exemplos de contradigoes:

e AN—A
® —|(A—>A)

e AN(A— B)AN-B

Exercicio

Verificar se estas formulas sao realmente tautologias e contradigoes.
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Definicao 1 Equivaléncia entre Formulas:

Duas formulas o e B sao ditas equivalentes, o« = 3, se e somente se, para toda
atribui¢ao v, v(a) = v(B).

Intuitivamente, duas formulas sao equivalentes se, linha a linha, elas tem a mesma
tabela verdade.

Exemplos de equivaléncias:

—A=A

-(AVB)=-AN-B

Exercicio: Verificar se as seguintes formulas sao equivalentes:

1. «(AAB)= AV B

2. 2(P=Q)=(PN-Q)

3. PN(QVR)=(PANQ)V(PAR)
4. P—Q=-Q — -P

5. PV(QAR)=(PVQ)A(PVR)

Observagao:

Utilizando a nogao de equivaléncia, é possivel definir alguns dos conectivos a par-
tir de outros. Por exemplo, utilizando a negagao (—) e mais um conectivo qualquer

( A, V ou — ) podemos definir todos os outros. Assim:
Definimos — e A usando — e V

P—-Q=-PVQ

PAQ=-(=PV-Q)
Definimos — e V usando — e A

P—Q=~(PA-Q)
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PvQ@Q=-(-PA-Q)
Definimos A e V usando = e —
PAQ=~(P Q)
PvQ@Q=-P—=Q
Exercicio: Verificar as equivaléncias acima.

Na verdade todos os conectivos podem ser definido a partir de um tnico novo

conectivo chamado. Isto é o que vamos ver no exercicio seguinte.
Exercicio: (Sheffer Stroke P/Q)

Suponha P/Q é uma férmula com a seguinte Tabela Verdade

P/Q

< || <O

P
\Y
\Y
F
F

<|/™|™=|™

Defina A, V, =, — usando ”/“ Dica: =P =(P/P)

P|-P|P/P
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Dada uma tabela verdade, como saber a féormula correspondente?

Q

HlHi"Hli"glRigHIHI<S | < | < |l << |<|@»

H| < "l <|lm|<|lg|l<|m|l<|g|l<| "g|l< | —g|<|
Hlb| <l <|lm|Hl<|<clm|bl<|<c|"glb|< | <O
Hlbg i H Hlg| << | <m0 |H << <<
s e B > B B> B B> B > B e > B > B B 5 B B B e B 5 B B S B Bl Bl B

Linhas em que « é verdadeira:

Q

< =3 <| '
o< < |(|O
< < < | &
< < < |@»
< < <

Logo:

e PANQANRANS
e -PAQARAS
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(PANQARANS)V(APAQARANS)V(PA-QARAS)

Formalizando: Para achar a féormula correspondente a uma tabela verdade, pro-

cedemos da seguinte maneira:

1. Para cada linha da tabela verdade em que a formula « é verdadeira, escrevemos
uma féormula correspondendo & conjuncao ( E ) dos simbolos proposicionais
que forem verdadeiros e das negacoes daqueles que forem falsos na linha con-

siderada.

2. A formula « ¢ a disjungao ( OU ) das formulas escritas no passo 1.

Definicao 1 Atomo e Literal

e Uma formula atomica ou dtomo € qualquer simbolo proposicional. Fx: A, e

C.

o Um literal € um dtomo ou sua nega¢io. Fr: A,—A, B,—C.

Forma Normal Disjuntiva(FND):

Uma férmula « esté na forma normal disjuntiva se e somente se o tem a seguinte

forma:
oz:C'l\/C'g\/...\/C'n

onde cada C; = (Q1 AQ2 A ... ANQp), 1 <i<n,eQ;,1<j<m,sdo literais,
isto é, cada C; é uma conjuncao de literais. E a é um disjuncao de conjungoes de

literais.
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Forma Normal Conjuntiva(FNC):

Uma férmula o esta na forma normal conjuntiva se e somente se a tem a seguinte
forma:

OAIDl/\Dg/\/\Dn

onde cada D; = (Q1VQ2V ..V Qp), 1 <i<ne@; 1<j<m,sao literais,
isto ¢, cada D; ¢ uma disjuncao de literais. E o é um conjungao de disjuncoes de

literais.

Algoritmo: Converter formulas para a FNC:
passol: elimine o conectivo — usando:
a— = (-aVp)
~(a = B) = (aA=p)
passo 2: mova a negacao (—) para o interior da férmula, usando as seguintes regras:
o =«
—(a A B) = (mav =)
~(aV )= (~aA-p)
passod: mova as conjungoes para o exterior da féormula usando:
aV (BAy)=(aVvB)A(aVy)
(anB)Vy=(aVy)A(BV7Y)
Exemplo:
(AV B) — C = passol = =(AV B)V(C = passo2 =

(—AAN-B)VC = passo3 = (mAVC)A(-BVC)FNC

Exercicio:

Fazer um algoritmo para converter férmulas para a forma normal disjuntiva.
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Definicao:

Seja o uma férmula e I' um conjunto de férmulas:

1. Uma atribuigdo de valor verdade v:P — {V, F'} satisfaz o se e somente se

v(a) = V. E v satisfaz ' se e somente se v satisfaz cada membro de I'.

2. T ¢é satisfativel se e somente se existe uma atribuicao v que satisfaz I'. Caso

contrario, I' é insatisfativel.

Definicao:

Uma férmula 8 é dita uma consequéncia logica de um conjunto de féormulas
I' = {ay,an,...,a,}, ou f é uma implicagao logica de I, oy, s, ...,a, = 5, se
somente se para toda valoracao v se v(ay Aag A ... Aay) =V, entao v(fB) = V.

Teorema:

Uma féormula  ¢é dita uma consequéncia logica de um conjunto de férmulas
I'={ay,aq,...,a,}, ou seja, aq, o, ..., oy, = [ se somente se (a1 Aag A ... ANay,) = 3
¢ uma tautologia.

Exemplo:

(CVT)N-T — C étautologia = (CVT)AN-T = C
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2.3 Complexidade

Nesta secao gostariamos de investigar dois problemas distintos:

Problema 1: Dada uma férmula ¢ com comprimento n e uma valoragao v para
os simbolos proposicionais. Qual a complexidade de se calcular o valor de v(p) para

a atribuicao v? Calcular v(p,v).

Onde o comprimento de uma féormula é o nimero de simbolos da férmula, i.e.,

ntumero de simbolos proposicionais + niimero de conectivos l6gicos.

A seguir especificamos uma fung¢ao v(p,v) que implementa a fungao v(p) para a

atribuicao v.
Funcao v(¢,v): bool

caso ¢

= P onde P é um simbolo proposicional, retorna v(P);
= =1, retornar NOT v(pq,v);

= @1 A o, retornar v(p1,v) AND v(pg,v);

= 1 V @9, retornar v(p1,v) OR v(p9,v);

= @1 — @9, retornar NOT v(p1,v) OR v(p9,v);

Complexidade da funcao v(p,v) é O(n), pois a fungdo é chamada uma vez para

cada simbolo proposicional e uma vez para cada conectivo légico.
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Problema 2: Dada uma férmula ¢ com comprimento n e m simbolos proposi-

cionais. Verificar se existe alguma valoracao que satisfaz .

Funcao SAT(y): bool

para cada valoracao v faga
se v(p,v) entao retorna verdadeiro

retorna falso

Complexidade da fungao SAT(y)

Complexidade da fungao SAT ~ ntmero de valoragoes diferentes x complexidade

de v(p,v)

Complexidade da fun¢ao SAT ~ O(2™) x O(n) =~ O(2™.n)

Obs.:

1) problema 1 é polinomial (linear) no comprimento da férmula;

2) problema 2 é NP completo.
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2.4 Sistemas Dedutivos

Nas segoes anteriores apresentamos a linguagem e a semantica da Logica Classica
Proposicional. Voltaremos agora a problema central deste curso. Dado Um banco
de dados (conjunto de formulas), BD = {ay, -+, a,}, e uma pergunta (férmula), «

com saber se o banco de dados implica logicamente na pergunta.

Nos ja temos um algoritmo para responder BD = « montando a tabela verdade
para a; A as A ... A o, — a. Se for uma tautologia responde SIM, senao responde

NaO.

A complexidade deste algoritmo é da ordem de 2", onde n é o nimero de simbolos

proposicionais em a3 A as A ... A o, — Q.

2.4.1 Deducao Natural

o Jakowski(1924) e Gentzen(1935)
e Somente regras de inferéncia

e Para cada conectivo logico temos 2 regras:

1. Regra de Introdugao
2. Regra de Eliminagao
3. Regra de Introdugao: como uma férmula contendo o conectivo pode ser inferida

4. Regra de Eliminagao: que consequéncias podemos tirar de uma férmula con-

tendo o conectivo
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Queremos escrever regras de inferéncia que sejam validas, isto é, que as premissas

impliquem logicamente nas conclusoes.

Regras de inferéncia:

pt.p? .. pr
C

Se todas as premissas P!, P?, ..., P" forem verdadeiras, entdao a conclusao C é

verdadeira.

PP, P \-C
Exemplo: A seguintes regras sao validas?

«

o N\ "«

Nao, pois a nao implica logicamente o A —av, Pois, a A =« é sempre falso (con-

tradigao).

—a aVp

B
E valida, pois se v(-a) =V e v(aV ) =V, entdo v(8) = V porque v(a) = F e
parav(aV fB) =V, v(p) =V.

Regras de Inferéncia:

Primeiro apresentaremos as regras que nao utilizam o conceito de suposicao para

em seguida introdizir este conceito e apresentar as regras restantes.

Conjuncao A

A-1

Q
>
=
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Se BD F a e BD F 3, entao responda sim para a A 5. Isto é BD - a A 5.

A-1 ¢ valida? Sim, pois se v(a) = v(8) =V entdao v(a A p) =V

N-E
aAp alp

o B

A-E é valida? Sim, pois se v(a A 5) =V entao v(a) = v(B) =V

Disjuncao V

V-1
o 5
aVp aV

E valida? Sim, pois se v(a) =V entdo v(a V 3) =V
V -E Esta regra envolve o conceito de suposicao que veremos a seguir. Iremos

apresenté-la e seguir.

Implicacao —

— E
a,a— f3

B
Se v(a) =V ev(a— ) =V entdo v(f) =V

Exemplo:

quinta-feira

se quinta-feira entao aula de logica

aula de logica
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Exemplo 1:
1. ANB
2A—=C

3.C =D
BDF D

4. ANNE(1)
5. C — E(24)

6. D — E(3,5)

— I Esta regra envolve o conceito de suposicao que veremos a seguir. Iremos

apresenta-la em seguida.

Negacao: —

-1
«
Y
1
«

Redugao ao Absurdo: Esta regra envolve o conceito de suposi¢ao que veremos

a seguir. Iremos apresenté-la em seguida.
Exemplo:

BD = {AANBYBDF AV B ?

1. ANB
2. A NEL(1)

3. AV B VI(2)
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Vamos introduzir agora o impotante conceito de suposigao. Informalmente,
uma suposicao é uma féormula que supomos ser verdadeira para concluirmos algo
que depende desta suposigao. Representamos suposigoes como formulas entre |...],

por exemplo, [A A B].
Vamos comegar com dois exemplos.

No meu banco de dados eu tenho uma axiomatizagao das leis da Mecanica Clés-

sica e que eu gostaria de estabelecer a seguinta proposi¢ao condicional:
”Se corpo solto no ar entao corpo cai
BD = leis da Mecanica Classica
Suponho que o corpo esta solto no ar.
Provo, usando esta suposicao e as leis do BD que

0 corpo cai

Se corpo solto no ar entao corpo cai

Porém, a suposigao que o corpo esta solto no ar deve ser descartada (descarre-

gada) apos a proposigao condicional ter sido estabelecida.
Um segundo exemplo seria:

No meu banco de dados eu tenho uma axiomatizacao da Aritmética e eu gostaria

de estabelecer a seguinta proposicao condicional:
”Se n é impar entao sucessor de n é par”
BD = axiomatizagao da Aritmética
Suponho que n é impar.
Provo, usando esta suposicao e as leis do BD que

sucesor de n ’e par

Se n é impar entao sucessor de n é par
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De novo, temos que descarrgar a suposi¢ao que n ¢ impar apos a proposicao

condicional ter sido estabelecida.

Introducao da —

— 1 ,
[off
B
a— [
Onde [a] ¢ uma suposi¢ao
Exemplo:
BD={A—C, C— D}
Pergunta: A — D
BDFA—D
1. A=>C BD
2. C—D BD
3. [A] Suposi¢ao
3.1 C — E@3)]1)
3.2 D —E(3.1.2)
4. A— D! — 1(3,3.2)
Eliminacao da Vv
Vv -E
o] [B)
aVp :
gl gl
ok

Exemplo:
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Hoje é terca-feira V Hoje é quinta-feira.
Se Hoje ¢ terca-feira entao aula de logica.

Se Hoje é quinta-feira entao aula de logica.

aula de logica

Exemplo:

BD={AVvB, A= C, B—(C}

Pergunta: C'
BDFC
1. AvB BD
2. A=C BD
3. B—=>C BD
4. [A} Suposi¢ao
4.1 C - E(4,2)
5. [B)? Suposicao
5.1 C — E(5,3)
6. C? vV E(1,4.1,5.1)

Reducgao ao Absurdo:

A seguir apresentamos as duas tltimas regras de Deducao Natural. A regra ABS
introduz o absurdo a patir de uma contradi¢ao qualquer aA—a. A regra de Rudugao
ao Absudo, RAA, é uma regra fundamental de Dedugao Natural, sua intui¢ao é que
se supusermos a negacao do que queremos provar e chegarmos a um absurdo entao

podemos concluir nossa prova dizendo sim para a pergunta.

--RAA —--ABS
[—al
: a N\«
N 1
o

Exemplo:
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BD = {A — C}
Pergunta: =(A A =C)

BD F ~(A A ~C)

1. A-=C

2. [=(AA-O)!
2.1 (AN-C)
2.2 A
2.3 -C
2.4 C
2.5 CA-C
2.6 1

3. —|(A A _'C)l

BD
Suposigao

- E(2)

A E(2.1)

A E(2.1)

— E(2.2)1)
A1(2.3,2.4)
ABS(2.5)
RAA 1(2,2.6)
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A seguir apresentamos todas as regras de deducao Natural.

Dedugao Natural para a Légica Proposicional Classica

A-1 N-E
a fB alAp alp
alAp Q 15}
V-1 V-E
] [8Y
@ p aV :
aVp aVp 8 2
ok
—-1 —-E
[a]f
: a a—f
p B
a — f
—|-I _“E
> e
Y (8%
—--RAA —--ABS
[—a]’
: a N\«
L L
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Definigao:

1. Uma prova em dedugao natural de uma formula ¢ a partir de um conjunto de
formulas BD={¢1, ¢2, ..., ¢ k} é uma sequéncia de formulas rotuladas da seguinte

forma:

i. as féormulas do BD formam o prefixo da sequéncia e sao rotuladas 1: ¢1, 2:

02, ..., ki ©k;

ii. se a ultima formula da sequéncia é p.r: @i (onde p pode ser a sequéncia vazia),

entao a proxima férmula rotulada sera:
ii.1 p.r.1: ¢ jse ¢i é uma suposicao;

ii.2 pr+1: ¢ j se ¢ j foi obtida pela aplicagao de regras do grupo I a férmulas no

escopo igual superior a o, onde p = 0.1}

ii.3 o.s+1: ¢ j se p j foi obtida pela aplicacao das regras do grupo Il e p = o.s;

iv. n: ¢ € a ultima formula da sequéncia.

2. A formula ¢ é dita um teorema do conjunto de féormulas BD, BDF .

3.A formula ¢ é dita um teorema logico se BD é vazio.

OBS: Uma prova pode ser chamada algumas vezes de derivagao.

Definicao:

1. Um conjunto de formulas T' = {al, a2, ..., « n} é inconsistente se somente

se I' = 8 A\ —f para alguma formula /5.

2. Um conjunto de formulas I' = {al, a2, ..., an} é consistente se somente se

ele nao é inconsistente.
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Notacao:

Nos abreviaremos:

''vakpBporl, ak g

0+ a por b«

Exercicios:

Prove por deducao natural as seguintes afirmacoes:

10.

11.

12.

13.

14.

BD={A—-BVC,A—-B,C—-D};BDFA—-D?
F(PAQ)—= (QAP)?

QFP—=Q?

P>QANRF(P—-QANP—R)?
P—(QANRF(PANQ)—R?

“PA-QFE-(PVQ)?

PvQ - RFP—(Q—R)?
B,RVvS—ARVSANR—-C,BANS—-CFC?
(P=QNQ—>REFP—-R?
P—-RQ—>SFPANQ—RANS?
ANB,(AVB)—=(R—959),(P—>Q) >R ANP—-QFS?
P—=Q,~QF-P?

(P—-Q)—Q,Q—PkF-P?

Fo(PVQ)—-PA-Q?7
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Arvores de Prova

A forma mais usual de se representar provas em Dedugao Natural é usando-se
drvores de prova. Informalmente, uma arvore de prova é uma arvore finita na qual
na raiz temos a férmula que queremos provar « e nas folhas temos as suposigoes e
formulas do banco I'. Cada suposi¢ao tem um nimero, e se este nimero aparece
na aplicacao de uma regra de inferéncia significa que a suposicao foi descarregada.
Cada n6 intermediario é obtido, como conclusao, pela aplicacao de uma regra de

inferéncia aos seus filhos, que sdo as premissas da regral.

Nos dizemos que uma féormula « segue de um banco de dados (conjunto de
formulas) I', I' F «, se existe uma arvore de prova com « na raiz e todas as formulas

de I" s@o exatamente a tnicas siposi¢oes que nao foram descarregadas.

Exemplo 2.4.1 : - (A— (BAC)) — (A — B).

(A= (BACO)]" [A]
(BAC)
B
(A — B)?
(A= (BANC)) = (A— B)!

Exemplo 2.4.2 (A — B)F —=(AA-B).

(AN =B [-—(AA-B)]!
(A A~ ) AN—D
AN-B [A— B] A
“B B
-BAB
1
“(AA B3

Exercicios: Faga todos os exercicios do final da secao anterior colocando as

provas em forma de arvores de prova.

I'E importante observar que a arvore de prova é desenhada com a raiz embaixo e as folhas estao

em cima. Isto nao é usual em Computacao
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2.4.2 Meétodo de Tableaux

As dedugobes sao feitas por refutagao, i.e., se queremos deduzir a a partir de um
banco de férmulas BD, BD F «, partimos da negacao de « e tentamos chegar no

absurdo. As dedugoes tém forma de arvore.

A seguir apresentamos todas as regras de de Tableaux.

Tableaux para a Loégica Proposicional Classica

Rl RZ
agﬁ aVp
B @ p
Rg 1%4
o — B —
—a o
R5 R46
R
—(a = f)
8]
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Motivacao

Se aplicarmos as regras a uma féormula, vamos gerar uma arvore, onde cada ramo
corresponde a uma ou mais valoracoes que satisfazem a férmula, por isso é chamado

Tableau Semantico.

Lembrando do nosso método seméantico para verificar consequéncia logica, i.e.,
dadoum BD = {¢1, -+, ¢,} e uma pergunta ¢, temos que BD = ¢ se e somente se
(p1 A+~ Ny,) — p € uma tautologia. Mas verificar se esta formula é uma tautologia
é equivalente a verificar se sua negagao é uma contradi¢do. A intui¢do do método
de Tableaux é aplicar as regras para mostrar que —((¢; A--- A ¢,) — @) nao possui
nenhuma valoracao que a faca verdadeira, i.e., ela é uma contradi¢ao. E portanto,

(¢1 A+ A @) — o é uma tautologia.

Definicao: Um ramo 6 de um tableaux 7 é dito fechado se ele contiver o e —«
para qualquer formula o.

Definicao: Um tableaux 7 é dito fechado se cada um dos seus ramos for fechado.
E aberto caso contrario.

Método

1. O ramo inicial deve conter todas as férmulas do BD seguidas da negacao da

pergunta;
2. aplique as regras as férmulas no mesmo ramo no maximo uma vez;
3. se o tableaux fechar responda SIM;

4. se , em todos os ramos, todas as féormulas ja foram usadas uma vez e mesmo

assim o tableaux nao fechou responda NAO.

Exemplo 1: {A— B, B—>C}FA—C
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BD A—B
BD B—C
Neg. peryg. -(A—C)
:
A
-C
-B
y \
m B

Exemplo 2: A VB F =(=AA-B)

BD AV B

Neg. peryg. —=(=AAN-B)

|

(~AA-B)
-
-A

-B

A

Este tableaux ¢ fechado, pois todas as valoragoes sao contraditorias, logo AV B

e =(-A A —B) nao ¢ satisfativel.

Teorema (Completude): se BD = a entéo existe tableaux fechado para BD, —a.

Teorema (Corregao): se existe um tableaux fechado para BD, —a., entao BD = a.
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O método de Tableaux é refutacionalmente completo.

Exercicios:

1. A—» B,~(AVB)F~(C — A)
2. (P—=Q),~(P+Q)F-P

3. Guga é inteligente. Guga é determinado. Se Guga é determinado e atleta
entao ele nao é um perdedor. Guga ¢é atleta se ele ¢ amante do ténis. Guga é

amante do ténis se ¢ inteligente. Guga nao ¢ um perdedor?
4. (P—-(R—Q)),(P—R)F(P—Q)

5. AV B,~(BV-C),C - DF-AV D

2.4.3 Meétodo de Resolucao

Passo 1: Passar o BD para FNC e quebrar os comjungoes em Clausulas;

Passo 2: Negar a pergunta, passa-la para FNC e quebrar os comjungoes em Clau-

sulas;

Passo 3: Juntas as clausulas obtidas nos passos 1 e 2 e aplicar as regras até obter
a clausula vazia O (contradigao).

Regras de Resolucgao

Lla"'aLiaaaLi—i-la"';Ln Mla"'Mja_'aan—i-la"'aMk
Lla"'LnaMl>"'>Mk

Lly'"7Li7057Li+17"'7Lj705Lj+17"'7Ln
Lla"'7Li7a7Li+17'"7Lj7Lj+17"'7Ln

Exemplo 1:
BD={AVvB, A—-C, B—(C}

Pergunta: C'
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BDFC

Negando a pergunta e transformando a pergunta negada e o BD em clausulas

temos:

1. AvB BD

2. mAvC BD

3. -BVvC(C BD

4. =C Negacao da pergunta
5. —B (3,4)

6. —A (2,4)

7. (5,1)

8. O (6,7)

Exemplo 2:

BD ={AVvB, A— B, B— A}
Pergunta: A A B
BDHAAB

Negando a pergunta e transformando a pergunta negada e o BD em clausulas

temos:

1. AvB BD

2. mAVB BD

3. -BVA BD

4. -AV-B Negacao da pergunta
5. ~BV-B (3,4)

6. -B (5)

7. A (6,1)

8. —-A (6,2)

9. O (7,8)

O método de Resolugao ¢é refutacionalmente correto e completo. Dado um banco

de dados BD e uma pergunta . Seja = o conjunto de clausulas resultante da
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transformacao do BD e de —).
Corregao: se = kg, O entdao BD =1

Completude: se BD |= v entao = Fpres O

2.4.4 Provador de Dov Gabbay

Um provador automatico de teoremas dirigido pelo objetivo. Isto ¢, parte da

negacao da pergunta.

e Objetivo: Dado um banco de dados e uma pergunta (objetivo) a, nés quere-
mos responder SIM ou NaO para o caso da pergunta « seguir ou nao do banco

de dados.

e 2 Métodos até o momento:

— Tabela Verdade BD = « (semanticamente);

— Regras de Dedugao Natural BD - « (sintaticamente).

Tabela Verdade é mecanico mas pouco eficiente.

Deducao Natural requer criatividade.

e Nosso objetivo: Responder BD - o automaticamente.

Provador Automdtico de Teoremas Dirijido pelo Objetivo (pergunta) :

e Linguagem:
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Linguagem ¢ a linguagem da logica classica proposicional com A, — e o simbolo

1 (absurdo). Nos escreveremos a ~a = o — L.

No6s chamamos de clausulas as formulas que podem ocorrer no banco de dados e

objetivo as férmulas que resultam da pergunta.

Definicao: Clausula, Objetivo e Banco de Dados.

(i) Qualquer &tomo (simbolo proposicional) , incluindo L, é uma cldusula e

também um objetivo.

(ii) Se © é um objetivo e q um atomo, entdo © — ¢ é uma cldusula e também

um objetivo.
(iii) Se O e Oy sdo objetivos, entdo O A O é também um objetivo.
(vi) Um banco de dados BD ¢ um conjunto de clausulas.

(v) Nenhuma férmula é uma clausula a nao ser as definidas em (i), (ii),(iii) e (vi).

Resumindo:

Clausula Objetivo

qou L (a4tomos) | q ou L (4tomos)

O —q O —q
- O, N O,

Transformacgao de formulas em Cldusulas e Objetivos:

. ra=(a—1)
2. avp=(a—l)—=p
3.a=(B—=o)=(anp)—o

4. a—= (BAho)=(a—= B)A(a—0)
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5. Se na transformacao do BD obtenho a; AasA...Aqy, , nés colocamos ay, as, ...,

no BD.

Exemplo:

—AVB—=BAC

(A—=1)V B — BAC (Regral)

(A—1) —»1) — B— BAC (Regra 2)

(A—=1l)—=1L)—>B—->B)A((A—L)—1)— B—C) (Regra4)

Toda formula da logica proposicional é equivalente (pode ser traduzida) a uma
conjungao de clausulas.

Problema Original: BDy = ©¢?

Problema Transformado: BD + ©7

Regras de Computacgao:

1. Provar BD - a A 8, prove BD -« e BD F 5.

2. Provar BD  a — j, prove BD, a - 3. Se a for uma conjuncao o =

ap Nasg A ... A\ a,, adicione a BD aq, as,..., a,.

3. Provar BD F q, onde q é um atomo, temos 4 casos:
3.1. q € BD, responda SIM.

3.2.1€ BD, responda SIM.

3.3.0 — q € BD, pergunte BD |- o.

3.4.0 — 1€ BD, pergunte BD F o.

4. Regra do Reinicio (restart)
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Nosso problema inicial era mostrar BD + ©. No meio da computagao, nés es-
tamos perguntando BD'F «. Se nao conseguimos prosseguir deste ponto, podemos
perguntar qualquer pergunta ja feita no mesmo ramo, por exemplo 3, ao banco

de dados atual, isto é, BD’ = 3 e continuar a prova.

5. Checagem de LOOP: Nunca pergunte BD F « pela 2* vez para ao mesmo

BD e mesmo «.

Exemplos:

(1) (A—- B,B—-C),ArC(A— B),(B— C),AF B Regra (3.3) (A —
B),(B — C),AF A Regra (3.3) SIM ! Regra (3.1)

(2)A—>(BAC).DAF 2 A DAF-BAF

A-B.A—-C,(DAF) -A.D.F|- BAF Transformacao do BD
BDI-B Regra(l) BDRF Regra(l)
BD|- A Regra (3.3) SIM ! Regra(3.1)

BD|- D ~ F Regra (3.3)

BD |- D Regra (1) BD|-F Regra(l)
SIM | Regra (3.1) SIM ! Regra (3.1)

Figura 2.1:
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{3)BO=| (A—H) — B
A—=C
B—=C |

(33)

FALHA
BD|-A—B

2]

BD.AL B

{13}

BOLA}- A—B
2

BD A-B | ENTRA EM LOOP.
U'sar a Regro do Reimicio,

{4}

SUCESS(

Figura 2.2:



2.4 Sistemas Dedutivos

48

(4) BD=| (P—=0Q) — P P?
BD-P
(3.3)
[} ®
BDR (P—0Q)
(2)
BD.PH Q \FALHA
Usar a Regra do Reinicio.
(4)
BD.P-P
(3.1)
SUCESSO
Figura 2.3:
Execicios:

(1) (A= B) > BF(B— A) > A
(2) (A—>B) > B AVB

(3) (A — A) - A

(4) (A= B)F (CV A) = (CV B)
(5) AF AV B

(6) A— B,~BF —A

(7) F AV (A= B)

8) (AVB)VCHEFAV(BVC)

2.4.5 Sistema Axiomatico

e Qutro sistema dedutivo.
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e Mais antigo e mais utilizado para fins tedricos.

e Varios axiomas e uma unica regra de inferéncia.

Sejam «, # e v férmulas quaisquer da linguagem proposicional.

Axiomas Logicos:

Implicacao:
(1) o= (8= a)

@)a—=(B—=7) = (@=p) = a—=7)

Conjungio:

(3) (@A B) = a

(4) (@A B) =B

(5) = (B — (aApB))

Disjuncgao:
6) a—aVp
(1) p—>aVp

8) (=) AB—=7)) = ((aVp) =)

Negacao:
9) o = -«
(10) =—a — «

(11) (@ = §) = ((« = =B) = —a)

Regra de Inferéncia:
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Modus Pones (M.P.)
a a—pf

e Nosso calculo dedutivo possui um conjunto infinito de axiomas logicos. Para

cada formula «, 8 e v, nos temos axiomas diferentes.
e (1),...,(11) s@o chamadas de axiomas esquema.

e A dnica regra ¢ a Modus Pones (M.P.).

Definigao:

Uma féormula « é dita um teorema de um conjunto de formulas I'(T' F «) se e

somente se existe uma seqiiéncia de férmulas aq, ..., a,, tal que a,, = a e cada «; é:
(4) uma instancia de um axioma esquema;
(7i) ou for obtida por M.P. aplicada a oy e oy e [,k < i.

(44i) ou um membro de I'.
A seqiiéncia de férmulas ay, ..., oy, é chamada de uma prova de « a partir de I'.

Exemplos:

()T ={AAB,A—>C}-CVD?

1. ANB— A axioma 3
2. ANB r

3. A M.P.(1,2)
4. A—=C r

5. C M.P.(3,4)

6. C — (CVvD) axioma 6
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7.CVD M.P.(5,6)

2)FA— A

1. A= ((A— A) > A) axioma 1

2. (A= (A= A) > A) = (A= (A > A)) = (A — A)) axioma 2
3. (A— (A= A)) > (A — A) MP.(1,2)

4. A— (A — A) axioma 1

5. A— A M.P.(4,3)

Exercicios:

Provar usando o Método Axiomatico:

1) A-B,B—-CFA—=C
2)(AVB) - CFA— (BV(Q)

3) A- (BVC)F (A= B)V(A—= ()

Observagao: E importante notar ( e possivel provar ) que os todos métodos dedu-
tivos estudados para a logica classica proposicional sao equivalentes, ou seja, uma
formula que pode ser provada utilizando um deles, sempre podera ser provada utili-
zando qualquer dos outros. Isso é importante, na medida em que nos permite provar
uma determinada propriedade dos sistemas dedutivos em geral, provando-a apenas
para o método axiomatico, que embora dificil de ser usado na pratica para provar
um teorema, é bastante simples no que diz respeito a sua construcao, o que facilita
a demonstracao de propriedades teoéricas, como a completude e a corretude, que

veremos na proxima segao.
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2.4.6 Relacoes entre Sintaxe e Semantica

Uma das aspectos mais importantes da légica proposicional ¢ a maneira como a

sintaxe se relaciona com a semantica.

SEMANTICA SINTAXE
Valor verdade prova/dedugao
valida teorema
implica logicamente I" = « 'k«
tabela verdade calculo dedutivo

No6s queremos relacionar o fato de uma férmula « ser um teorema de um conjunto

de formulas I' (I' - o) com a propriedade de I' implicar logicamente em « (I' = «).

Teorema da Corretude

“Tudo que o calculo dedutivo prova é semanticamente valido.”

Sel'Faentao ' E «

Se uma féormula é provada a partir de um conjunto de férmulas entao ela é

logicamente implicada por este conjunto de féormulas.

Este teorema nos assegura que tudo que provamos no sistema dedutivo é correto
em relacao & semantica. Isto é, mnosso sistema dedutivo s6 prova teoremas que

semanticamente estao corretos.

Como se prova:

1) Prova-se que os axiomas do calculo dedutivo sdo seméanticamente validos, isto

é, sao tautologias;

2) Prova-se que as regras de inferéncia sempre derivam conclusdes verdadeiras a

partir de premissas verdadeiras.
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Teorema da Completude

“Tudo que é semanticamente valido ¢ provado pelo calculo dedutivo.”
Sel' Faentao I' - «
Se I' implica logicamente em « entao existe uma prova de « a partir de I' no
sistema dedutivo.

O sistema dedutivo é completo em relagao a seméantica pois para toda féormula
a que ¢ logicamente implicada por I' existe uma prova «a a partir de I' no sistema

dedutivo.

Tudo que é semanticamente obtido pode ser também obtido no sistema dedutivo.

I' = a .. a é conseqiiéncia logica de T

= Toda atribuicao de valores verdade que satisfaz I' também satisfaz «.

Sendo I' = { oy, ..., a0, }

Quero provar que se = (a1 A ... Aay,) = aentao F (a1 Ao Aay) = «

A maneira mais usual de se provar Completude é usando-se a técnica de modelo

candnico:

Modelo Canénico

A técnica do modelo canoénico se baseia numa propriedade da Logica Proposicio-
nal que provar Completude é equivalente a provar que qualquer conjunto consistente

é satisfativel. Enunciaremos e provaremos este fato a seguir:

Sel' =aentao 't «

0

Se I'U {a} ¢é consistente entao I'U {« } ¢ satisfativel
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Seja IV = I'Ua.

1. Suponha que se I' = a entao I' F «.
2. Suponha que I é consistente.
3. Suponha, por contradi¢ao, que I é insatisfativel.

4. Se I ¢ insatisfativel, entao, por defini¢do, ndo existe nenhuma atribuicao de
valores verdade que satisfaga todos os membros de I”. Sendo assim, podemos dizer

que IV = B e IV = =, para uma formula qualquer 5.
5. Pela suposi¢ao em (1), temos que I''+ g e IV F —f;
6. A partir de (5) podemos concluir que IV - 5 A =
7. Ora, (6) contradiz o fato que I" é consistente.

Assim, por contradi¢cao, podemos afirmar que:

Sel' Faentao 't «

Y

Se T'U {a} ¢ consistente entao I'U {a} ¢ satisfativel

Vamos agora provar a implicacao contraria:

1. Suponha que se I' é consistente entao I' é satisfativel.
2. Suponha I' = «
3. Suponha, por contradigao, que I' I/ «v

4. Entao I'U { -« } é consistente, ja que I' I/ a e portanto nao podera ocorrer

que I' - a A —a
5. Entdo, pela suposigao (1), T'U { —a} é satisfativel.

6. Logo, existe uma valoragao v que satisfaz I'U {—a}.
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7. Mas isto é uma contradigao, pois por (2) v satisfaz o também.

Assim, estabelecemos a volta:

Sel' =aentao 't «

fr

Se T'U {a} ¢ consistente entao I'U {a} ¢ satisfativel

Observagoes:

e Um conjunto de formulas I' é consistente se e somente se =(I' - o A =)

e Uma valoragao s ¢ um modelo para I' = {ay, ..., a;, } se e somente se s(o;) =V

para todo a; € I'.

e Pelo modelo canoénico, para provar a completude basta mostrar que todo con-

junto consistente de féormulas é satisfativel.

Prova do Teorema da Completude:

Dado um conjunto de férmulas consistente [', nés precisamos construir uma

valoracao s’ e mostrar que s’ satisfaz I'.

lo passo: Estender o conjunto consistente I' para um conjunto A satisfazendo

as seguintes condigoes:
a) ' CA

b) A é maximal e consistente, isto ¢, para toda formula « da linguagem, ou

a € A ou ~a € A.

20 passo: Seja L a linguagem proposicional e ® o conjunto dos simbolos propo-

sicionais.
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Vamos construir uma valoracao que satisfaz I' a partir de A.

s: ® — {V,F} para todo simbolo proposicional A € ®.
s(A) =VseAecA

s(A) =FseAdgA

Nos podemos estender s para um s’ que valorize férmulas,

s L —» {V,F}.( Como definido em aulas anteriores)

Lema da Verdade

Seja I' um conjunto de féormulas e o uma férmula. s’(a) =V < a € A

Prova do Lema da Verdade:

Por indugao, sobre o comprimento da férmula, isto é, no nimero de simbolos
l6gicos nela contidos (=, V, etc).

a) Caso base:

|a|=0 (Férmula Atémica)

aceda=A

s'(A) =s(A) =V & A € A (pela definigao de s)

b) Hipotese de Indugdo: o lema vale para formula de tamanho |o |< n.

c¢) Queremos mostrar que vale para |o |= n+1
Considere | |= n+1

Temos entao varios casos:

s'(mf8) = Vsse s’(f ) = F (defini¢ao de s”)
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sse ¢ A (pela hipotese de indugao)

Logo, = € A (pois A é maximal)

Logo o é V sse o € A.

i) a=p—7y
S(B—7y)=Vsses'(B)=FVs'(y)=V

sse EAVyeEA

sse " fe€AVyeA

sse AF=fVey

sse AF 3 — v, pois AF (=fV7y) < (8—7)
sse (8 — ) € A, pois A é consistente.
Observagao: os casos iii e iv sao similares e ficam como exercicio.
i) a =AYy

iv) a =0V~

Vamos agora, a partir do lema demonstrado, provar o Teorema da Completude:

1. Suponha I' é consistente.
2. Estenda I' para A maximal e consistente.
3. Construir s e s’

4. Seja I' = {aq,...,a, }. Como I' C Ajo; € A = s'(ey;) = V, para todo i (pelo

“lema da verdade”).

5. Logo, s’ satisfaz I' e portanto I' é satisfativel.
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2.5 Aplicacao

Suponha que um banco deseja fazer um programa escrito na linguagem da LCP
para decidir o perfil de um dado cliente e decidr qual a plicacao que é mais apropirida
para ele. O banco classifica o perfil do cliente como: conservador, moderado e
arrojado. As aplicagbes sao: poupanga, agdes e mista (metada na poupanga e
metade em agoes). Um cliente conservador deve aplicar em poupanga. Um cliente
moderado deve dividir a aplicagdo entre poupanca e a¢oes. E um cliente arrojado
deve aplicar tudo em agoes. Porém, dependendo da renda mensal ele pode ser
aconselhado a aplicar fora do seu perfil. O perfil do cliente é identificado fazendo

com que ele responda ao seguinte formulério:
1. Sua idade é maior que 50 anos? () Sim () Nao
2. Sua idade ¢ menor que 30 anos? () Sim () Nao
3. Casado? () Sim () Nao
4. Filhos? () Sim () Nao

5. Renda mensal maior que R$ 10.000,007
Representacgao:

I.5y - idade é maior que 50 anos
I3y - idade é menor que 30 anos
C - casado
F - filhos
R-10x - Renda mensal maior que R$ 10.000,00
Co - perfil conservador

Mo - perfil moderado
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Ar - perfil arrojado
Poup - aplicar em poupanga
Ac - aplicar em agoes
Mz - aplicar em poupanca e agoes
Regras:
1. (I>50 V _|(]<30) ANCANF — Co

10.

11.

12.

Consultas: Dado que um cliente respondeu o questionério da seguinte forma:

(I<30 V —ls50) AN 2C' AN —F — Ar
—(Ie30 A\ Is50) — Mo

I 50 N\CANF — Mo

Io50 N\=C AN—=F — Mo

Co — Poup

CoN Rsiox — Mz

Ar — Ac

Ar AN —=Rs1ox — Mz

Mo — Mz

Mo A (Rs1oxlor—F) — Ac

Mo A (=RsyoxlandF) — Poup

I>50

_‘I<30

C
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o [/

e R0k - Renda mensal maior que R$ 10.000,0

Consulta:

1. = Poup, i.e., ele deve aplicar em poupanca

1. Prove as consultas em Ded. Nat.
2. Prove as consultas em Tableaux

3. Prove as consultas em Resolugao

Observacoes:

1. Sera que falta alguma regra? Tem algum caso que nao esta sendo tratado?

Qual?

2. Suponha que vocé deseja guardar todas as respostas de todos os clientes e
gostaria de expressar a seguinte regra: para todo cliente X, X nao pode ser
conservador e moderado ao mesmo tempo. Como vocé expressaria esta fraze

na linguagem da LCP?
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Variaveis
+
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-
Funcoes
+

Tabelas (Predicados)
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e Formaliza o raciocinio dedutivo

e Logica Proposicional ¢ um modelo muito restrito:

Nao podemos descrever propriedades sobre os elementos do universo de dis-
curso: todos os elementos do dominio tém propriedade P; existem elementos do
dominio que tém a propriedade P; nao podemos representar relagoes e fungoes.

Ex: Teoria dos Numeros < 0, suc, <, +, . , -,... >

3.1 Linguagem da Loégica Classica de Primeira Or-

dem

Linguagem: alfabeto + regras gramaticais

Definicao 1 Um alfabeto de 1a ordem consiste dos sequintes conjuntos de simbolos:

Simbolos Légicos:

~

. Conectivos logicos: N\, V, —, <, =, V, 3.
2. Simbolos auziliares: (e ).

3. Conjunto enumerdvel de varidveis: V = {vl,v2,...}

Simbolos nao Logicos:
4. Congunto enumerdvel de constantes: C = {cl,c2...}

5. Conjunto enumerdvel de simbolos de funcao: F = {f1,f2,..} A cada

simbolo funcional estd associado um nimero inteiro n > 0, chamado de ari-

dade.

6. Conjunto enumerdvel de simbolos predicativos (Predicados): P =

(P1,P2,..}

A cada simbolo predicativo estd associado um nimero inteiro n > 0, chamado ari-

dade.



3.1 Linguagem da Légica Classica de Primeira Ordem 63

Varidveis: representam elementos quaisquer do dominio.

Constantes: dao nome a elementos particulares do dominio.

Funcgoes: representam operagoes sobre elementos do dominio.

Predicados: representam propriedades ou relagoes entre elementos do domi-

n%o.

V Quantificador universal: "para todo elemento do dominio®.

3 Quantificador existencial: "existe ao menos um individuo®.

Exemplo: Vz(Jdy ANCESTRAL(y,z) A ANCESTRAL(Joao,José))

Definicao 1 Os termos da linguagem de 1a ordem sao definidos recursivamente
como:
(1) toda varidvel e constante é um termo,

(ii) setl,t2,....tn sdo termos e f um simbolo funcional de aridaden, f(t1,t2,...,tn)

€ um termo;

(iii) nada mais € termo.

Definicao 1 As formulas da légica de 1a ordem sdao definidas recursivamente

como:
(1) Se P é um predicado de aridade n e t1,12, ..., tn sao termos, entao P(t1,t2,...,tn)
¢ uma formula chamada formula atémica;

(ii) Se a e B sao formulas, entio (—a), (a A B),(aV B), (e — B) também sao

formulas;

(iii) Se alpha € uma formula e x wma varidvel, entdo Vo « e Iz o também sao

formulas;
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(iv) Nada mais € formula

De uma forma alternativa podemos definir a linguagem de primeira ordem por

meio de uma notagao BNF.

Termos:

tuo=wxlcl| flty, ... t,)

Formulas:

a =Pty ..., t,) | (aca Aag) | (aq Vag) | (o = o) | ma | Vea(z) | Fra(x)

onde P é um simbolo predicativo n-ario e tq, ..., t, sao termos.

Observagoes:

L.avpf=(a—= 0N B — )
2. Convengoes:

(i) x, v, z, ... Variaveis;
(ii) a, b, c, ... Constantes;
(iii) f, g, h, ... Fungoes;

(iv) A, B, C, P, U, ... Predicados;
3. =dz GOSTA(x, collor) = Vz—-GOSTA(x,collor)
Exercicios: Nos exercicios seguintes, represente cada proposi¢ao na linguagem
da logica de primeira ordem, especificando em cada caso o significado dos simbolos

nao logicos utilizados.

1. Todo cachorro é um animal. Todo animal morre. Rex é um cachorro.
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2. Qualquer pessoa passando nos exames de historia e ganhando na loteria é
feliz. Porém qualquer pessoa que estuda ou tem sorte pode passar em todos
os exames. Joao nao estudou, mas ele tem sorte. Qualquer pessoa que tem

sorte ganha na loteria. Joao é feliz?

3. Toda pessoa que nao é pobre e é esperta ¢ feliz. Pessoas que léem nao sao
burras. Joao sabe ler e é rico. Pessoas felizes tém vidas excitantes. Existe

alguém que tem vida excitante?
4. Ninguém conquistou o mundo. Portanto, todo mundo é livre.

5. Todo elétron tem carga negativa. Nenhum pésitron tem carga negativa. Por-

tanto, nenhum positron é um elétron.

6. Se Jane esta doente, ela nao vira trabalhar. Se ela nao vier trabalhar, nenhum
de nos tera nada para fazer. Assim, se Jane estd doente, nenhum de nos tera

nada para fazer.

Exemplo: Conselheiro Financeiro:

1. Fungao: ajuda a decidir se devemos investir em investimentos tipo poupanca

ou no mercado de agoes.

2. O investimento recomendado depende do ganho mensal da pessoa e quanto ela

tem em poupanca.

3. Pessoas com valor inadequado de poupanca devem sempre aumentar o valor

da poupanga como la prioridade, independente do seu ganho.

4. Pessoas com valor adequado de poupanca e um ganho adequado devem con-
siderar um investimento mais arriscado, porém mais lucrativo no mercado de

acoes.

5. Pessoas com ganho inadequado e com poupancga adequada podem considerar
em dividir o valor a ser investido entre poupanca e mercado de agoes. Isto

aumenta a poupanga e tenta aumentar o ganho.
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6. Poupanca adequada se valor poupado maior do que 5.000 x no de dependentes.

7. Ganho adequado se valor ganho maior do que 15.000 + (4.000 x no de de-
pendentes) e ¢é estavel. Um ganho instavel, mesmo que grande, é sempre
inadequado.

e TOTALPOUP(x): x é total na poupanga.

e DEPEND(y): nimero de dependente

e minpoup(y): fungdo que retorna o valor da poupanc¢a minima (5.000) vezes o

nimero de dependentes
e TOTALGANHO(x, estavel): ganho total ¢ x e este ¢ estavel.

e minganho(y): fungdo que retorna o valor do ganho minimo mais o acréscimo

por dependente.
e MAIOR(x,y): x >y

e POUP(status): status éuma variavel que indica a situagao (adequada/inadequada)

da poupanga.

e GANHO(status): aqui, status indica a situagdo (adequada/inadequada) do
ganho.

e INVEST(tipo): tipo é uma variavel que guarda o tipo de investimento reco-
mendado (poupanca/combinado/agoes)

Especificagao:

1. POUP(inadequado) to INVEST (poupanga)
2. POUP(adequado) A GANHO(inadequado) — INVEST (combinado)
3. POUP(adequado) A GANHO(adequado) — INVEST (agoes)

4. Vo TOTALPOUP(x) A Jy (DEPEND(y) A MAIOR(x, minpoup(y))) — POUP (adequado)
onde minpoup(x) = 5.000x
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5. V& TOTALPOUP(x) A Jy (DEPEND(y) A = MAIOR(x, minpoup(y)) —
POUP (inadequado)

6. Vx TOTALGANHO(x, estavel) A 3y (DEPEND(y) A MAIOR(x, minganho(y)))
to GANHO (adequado)

7. Yo TOTALGANHO(x, estavel) A Jy (DEPEND(y) A =-MAIOR(x, minga-
nho(y))) — GANHO(inadequado)

8. Vo TOTALGANHO(x, instavel) — GANHO (inadequado)

Entrada:
9. TOTALPOUP(22.000)
10. TOTALGANHO(25.000, estavel)
11. DEPEND(3)

Exercicio: Qual a saida produzida pela especificacao acima para a entrada

dada?

3.2 Sistemas Dedutivos

Sistemas dedutivos para logica de primeira ordem.

Definicao 1 Dizemos que uma varidvel x ocorre livre em uma formula o se somente

Se!

(i) « € uma formula atémica e x ocorre em «;
(il) « € uma formula da forma 5 N-~y, BV, B — v e x ocorre livre em [ ou 7;
(iii) « € uma formula da forma =3 e z ocorre livre em [3;

(iv) a € uma formula da forma YyB ou JypB e x ocorre livre em [ e x # .
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Exemplos: x ocorre livre?

1. P(xy) SIM

2. Vy( P(xy) A Q(yx) = R(y) ) SIM

3. Vy( Vx(P(x) = Q(y)) = R(x) ) SIM

4. Vy ¥z ( (vxP(xy) = Q(2)) A (Q(x) = R(xy)) ) SIM
5. P(z,y) NAO

6. vy 3x (P(xy) = Q(v) ) NAO

Definicao 1 Uma formula a é uma sentenga (ou uma formula fechada) se somente

se a nao tem nenhuma varidvel ocorrendo livre.

Definicao 1 Seja o uma formula, x uma varidvel e t um termo. Pela substituicao
de x por t em a(a(x/t)) entendemos a expressao resultante da troca de todas as

ocorréncias livres de x por t.

Exemplos:

L Vy(P(x, yf(x, v))) = Q(g(x), h(g(x)) x/h(a)

v y(P(h(a), y, f(h(a), y)) = Q(g(h(a), h(g(h(a))))

2.V y(¥ x(Q(x, ¥, 8(2) = P(E), ¥)) = R(y(s(x)) x/f(z)

Vy(¥ x(Qx, v, 8(z)) = P(f(x), ¥))) = R(y(g(f(2))))

3. [ vy(P(x, y, f(xy))) = Qlyz) x/g(z) | z/a
Yy (P(g(2), v, f(g(2), y)) = Q(y, 2) z/a

vy (P(g(a), v, f(g(a), y)) = Q(y; a)
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Definicao:
Denotaremos por:
a(X1,X9,..nXn) (X1/t1,X2/ta, .y Xy /tn)

a substitui¢do simultanea (paralelo) de todas as ocorréncias livres de x 1 , ..., X

n porty, .., t, respectivamente.
OBS: o (x1 /t1) ... (xn/tn)éem série da esquerda para direita.

a (x1/t1,X9 /ta,...,xy, /ty)éem paralelo.

Exemplos:

L P(x, f(y), g(xy)) (x/a, y/b)

P(a, f(b), g(a,b))

2.(VyvaP(z,y)) = Qg(x)) A R(h(y)) (v/f(a),y/z)
(VyVaP(z,y)) = Q(g(f(a))) A R(h(z))

3. Pxyif(x2))  (x/g(2), 2/y, y/a)

P(g(2), a, f(g(2),y)

4. P(x,yf(x,2)) (x/g(2)) (z/y) (v/a)
P(g(z),y.f(g(2)2) (z/y) (v/a)
P(g(y)»f(g(y)y)) (v/a)

P(g(a)a,f(g(a)a))

Definicao:

Uma varidvel x é substituivel em uma férmula o por um termo t se, para cada
variavel y ocorrendo em t, nao existe nenhuma subférmula de a da forma V y3 ou

3 yf onde x ocorre livre em [.
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O que queremos evitar com esta condic¢ao é que o quantificador V y ou 3y capture

alguma variavel de t.

Exemplo:
(V y CHEFE(x,y) - GERENTE(x)) x/y

(V y CHEFE(y,y) — GERENTE(y))

3.3 Deducao Natural

e Regras para A, V, —, =, ABS e RA sao as mesmas do caso proposicional.

e Regras do Quantificador Universal :

V-1
Condicao: Condigao:a nao ocorre em
ala
(@) nenhuma férmula do BD e nem em ne-
Vrxa(a/x)
nhuma suposi¢ao em aberto.
V-E
Vra

Condigao: x ¢é substituivel em o por t

a(z/t)

Regras para o Quantificador Existencial:

31

Condicao: a nao ocorrem
em 6, nem no BD e nem em
qualquer suposicao na qual 6

depende, a nao ser a(x/a).
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Exemplo 1: - VaVyP(z,y) — YyVaP(z,y)

1. [VaVyP(x,y)* Suposi¢ao
1.1 YyP(a,y) V-E (1)
1.2 P(a,b) V- E(l 1)
1.3 VzP(x,b) -1(1.2)
1.4 VyVzP(x,y) -1 (1.3)

2. VaVyP(z,y) — VyVaeP(x,y)! — E(1,1.4)

Exemplo 2: Vz(Q(y) — P(x)) = (Q(y) — VxP(x))

L Vz(Q(y) — P(x))]! Suposicao
1.1 Q(y) — P(a) V-E (1)
1.2 [Q(y))? Suposigao

121 Pla)  —-E (1.1,1.2)
1.22VzP(z) V-1(1.2.1)
1.3 (Q(y) — VaP(z)? —-1(1.2,1.2.2)
2. Vz(Q(y) — P(z)) = (Q(y) = VzP(x)) —-1(1,1.3)
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Exemplo 3:
1. VaVyP(z,y)
2. VaVy(P(z,y) — Q(z) A R(y))
3. JzR(x) AVzQ(x) — Jx(S(x) AT (x))
4. VyP(a,y)
5 P(a,b)
6. Vy(P(a,y) = Q(a) A R(y))
7.  P(a,b) = Q(a) A R(b)
8.  Qa) A R(b)
9. Qa)
10.  VzQ(x)
11.  R(b)
12. JzR(z)
13. JzR(z) AVzQ(x)
14. Fx(S(z) ANT(x))
15. [S(a) AT(a)]*
15.1 T(a)
15.2 30T (x)
16. 2T (z)*

3.4 Método de Tableaux

Pergunta: 3 xT(x)?

3-1(11)
A-1(10,12)
—-E(13,3)
Suposicao
N-E(15)
31(15.1)
3-E(14,15,15.2)

O método de Tableuax apresentado nesta se¢ao foi proposto por Smullian [3] e

pode ser encontrado em [4]. Este se caracteriza por nao usar unificagdo. Existem

outros Tableaux que utilizam unificacao mas nao serao estudados neste curso.

O método é o mesmo da Loégica Cléassica Proposicional acrescentando-se quatro

novas regras para tratar dos quantificadores. Comegamos com o ramo incial con-

tendo o BD e a negagao da pergunta e aplicamos as regras até obter um Tableaux

fechado ou esgotar todas as possibilidades. A seguir apresentamos as novas regras
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para os quantificadores V e 3.

e Regras para A, V, —, -, sao as mesmas do caso proposicional, i.e., R, Rg,

Rs, R4, Rs, Re € Ry.

e Regras do Quantificador Universal :

Rs
vra Condigéo: t 6 um t 1
oz /1) ondigao: t é um termo qualquer
Ry
“Vza Condicao: t é um termo novo no Table-
—a(x/t) AUX

e Regras para o Quantificador Existencial:

Rio
dra Condicao: t é um termo novo no Table-
m aux
Rn
—Jdra

Condicao: t é um termo qualquer

—a(x/t)

e Condigao: nas regras Rg e Rj; as formulas Vxa and —dza podem ser usadas

mais de uma vez no mesmo ramos.

Exemplo 1: - VzP(z) — JzP(x)
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1. =(VzP(z) — JzP(z))

2. VzP(x) R,
3. —JzP(x)) R;
4. P(a) Ru
5. —P(a) Rs

Negagao Perg.

Exemplo 2: {Jz3yP(z,y), YaVy(P(z,y) = Q(z) A R(y))} F FzR(2)

AxIyP(x,y)

VaVy(P(z,y) = Q(z) A R(y))
—JzR(2)

JyP(a,y)

P(a,b)

Vy(P(a,y) — Q(a) A R(y))
(P(a,b) = Q(a) A R(D))
~P(a,b) | (Q(a) A R(D))

e A A B

3.5 Método Axiomatico

BD

BD

Negacgao Perg.
Rio(1)(z/a)

e Os conectivos A, V, —, = sao definidos pelos mesmos axiomas esquema da

Logica Proposicional.

Aziomas Logicos:

eImplicacao:

(H)a— (f—a)

2)a=(B—=7)—= (=0 =2a—=7)



3.5 Método Axiomatico

75

e Conjungio:

(3) (@A B) =«

(4) (@A B) =B

(5) a = (B = (aApB))

e Disjuncao:
6) a—aVp
(1) B—=aVp

®) ((a=)A(B—=7) = (e 5) =7)

eNegacao:
9) a — «
(10) =—a — «

(11) (@ = ) = (e = =) = —a)

e Quantificador Universal:

(12) Vxa — «a (x/t),onde x é substituivel por t em «; (V -elim)
(13)(av — ) = (o = Vx5 ), onde x nao ocorre livre em «; ( V -introd)

(14) Jza(z) < —Vae—a(z) por definigao

Exemplo 1:

1. VxP(x)
2. Vz((P(z) A Q(z)) = R(x)) F VyR(y) 7

3. VzQ(z)
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4. VaP(z) — P(y) axioma 12 x/y
5. P(y) MP(1,4)

6. V2Q(z) — Q(y) axioma 12 x/y

7. Q(y) MP(3,6)

8. P(y) = (Qy) = (P(y) A Qy))) axioma 5

9. Qy) = (P(y) A Q(y)) MP(5,8)
10. P(y) A Q(y) MP(7.,9)

11. Vz((P(z) A Q(z)) = R(z)) = ((P(y)A Q(y))— R(y)) axiomal2 x/y
12. (P(y) A Q(y)) = R(y) MP(2,11)

13. R(y) MP(10,12)

14. R(y) — (VaP(z) — R(y)) axiomal

15. VoP(z) — R(y) MP(13,14)

16. (V2P (z) — R(y)) — (VoP(z) — YyR(y)) axiomal3

17. VaP(z) — YyR(y) MP(15,16)

18. VyR(y) MP(1,17)

OBS: As nogoes de prova, teorema e a relagdo de derivabilidade I' + « sao

analogas as da Logica Proposicional.
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3.6 Semantica

Nesta segao apresentaremos a seméantica da Logica Classica de Primeira Ordem

somente para sentengas, isto é, férmulas sem ocorréncia de varaveis livres.

e Revisao da Seméantica da Logica Proposicional:

Maria foi ao cinema. Se ela foi ao cinema entao ela comprou pipoca e assistiu ao
filme. Se ela comprou pipoca entao ela tem dinheiro ou ela pegou emprestado com

Joao. Se ela pegou emprestado com Joao entao Joao tem dinheiro.

C: Maria foi ao cinema.

P: Maria comprou pipoca.

F: Maria assistiu ao filme.

D: Maria tem dinheiro.

E: Maria pegou dinheiro emprestado com Joao.

J: Joao tem dinheiro.

C
C—PAF

P—-DVE
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Nao é um modelo para o conjunto de formulas, pois nao satisfaz todas as férmu-

las.
w(C) =V
W(P)=V
W(F) =V
w(D)=F
W(E) =V
W)=V

w(C) =V
w(P)=V
W(F) =V
w(D) =V
v(E)=F
w(J)=F

é um modelo.

A seméantica da logica de primeira ordem tem como objetivo atribuir significados

as formulas da linguagem.

e Uma férmula s6 tem significado quando uma interpretagao é dada a seus sim-

bolos nao légicos.

o Vz(Q(x) — P(x)) é verdadeira ou falsa?
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Nos s6 podemos dizer se esta formula é V ou F se interpretarmos seus simbolos

nao-logicos.

Primeiro, precisamos saber qual o universo em que as variaveis estao quantifi-

cando. Por exemplo: nimeros inteiros, niimeros reais, pessoas...

Depois, precisamos interpretar os predicados, fungoes e constantes.

Exemplo: Vz(Q(z) — P(x))

Interpretacao:
euniverso:pessoas

epredicados: Q: ¢ funcionario da UFRJ. P: é funcionério ptblico.

Estrutura

Figura 3.1:

Vr(Q(z) — P(x)) é verdadeira na interpretacao acima.
Exemplo 2:
U={Joao, José, Pedro}

Q! = {< Joao >, < Jose >}
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P! ={< Jose >, < Pedro >}

Va(Q(x) — P(x)) é falsa nesta interpretagao.

Exemplo 3: Vz(Q(x) — P(x))
U=Z7 (inteiros)
Q! = {<0>,<1>,.. .} (naturais)

Pl={.<-2><-1><0><1><2>, ..} (inteiros)

Vx(Q(x) — P(x)) é verdadeira nesta interpretacao.

Exemplo 4: Jx(P(z) A Q(z,¢))

U = R (reais)

Ql=z>c

P! = g ¢ racional

=0

“Existe algum nUmero real que também é racional e maior do que zero.”
Exemplo 5: Vz(P(x) A Q(z) — R(x, f(c)))
U = Z (inteiros)

=0

fl=z+1

Ql={<2><4><6>,..}
Pl={<1><2><3> .}

Rl =z>y

“Todo nimero inteiro positivo e par é maior do que 1.” (verdadeiro)
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Exemplo 6: Vz(P(z) A Q(z) — R(z, f(c)))

U = Z (inteiros)

=4

ff=ac+1
Ql={<2><4><6>,..}
Pl={<1><2><3> .}

Rl =z>y

“Todo nimero inteiro positivo e par é maior do que 4.” (falso)

Exemplo 7: (VyC(z,y)) — G(x)

U = {José,Joao,Pedro,Paulo}
C : x é chefe de y

G : x é gerente

CI
Joao José
Joao | Paulo
Joao | Pedro
Joao | Joao
Paulo | Joao
Paulo | Paulo
Paulo | Pedro
Paulo | José
Paulo | José

GI

Joao

Pedro
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X = Joao =V
X = José =V
x = Pedro =V

x = Paulo = F

Porém, pela nossa definicao da linguagem de LPO, podemos ter variaveis livres

ocorrendo nas férmulas, por exemplo

VaC(z,y)

A variavel y ocorre livre nesta formula.

Em geral, para sabermos se uma férmula é verdadeira ou falsa, nos precisamos
saber o universo e interpretar cada simbolo nao-légico neste universo e dar valor as

varidveis livres.

(1) Interpretar variaveis livres e constantes em elementos do dominio.
(2) Interpretar predicados em relagoes entre elementos do dominio.

(3) Interpretar fun¢oes em fungoes sobre o dominio.

Defini¢ao: Definimos uma interpretacao como sendo um par ordenado Z =<
D,I > onde D é um conjunto nao-vazio de individuos chamado dominio. E I é

uma fun¢ao chamada de fungao de interpretagao, definida como:

1. I associa a cada variavel livre x um elemento do dominio df € D.

I(z) =d!

2. I associa a cada constante ¢, um elemento do dominio ¢! € D.

I(c)=¢c!
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3. I associa a cada simbolo funcional n-ario f uma funcao n-aria f/ : D* — D

tal que I(f(t1,....tn)) = fI(I(t1),....1(,)), onde ty,...,t, sdo termos.

4. I associa a cada simbolo predicativo n-ario P uma relacao n-éaria sobre D.

I(P)= P! P C D" ie, Pl C Dx Dx,,,xD, n vezes.
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Definicao:

Seja L uma linguagem de primeira ordem e « e 3, formulas de L, ¢4, ..., t" termos,
P um simbolo predicativo n-ario e < D, I > uma interpretagao. Definimos a funcao

de avaliacao de formulas de L. como:

Vr: W — {V,F}, onde W é o conjunto de féormulas, tal que:

(1) Vz(P(ty,...,tn)) = V se somente se < I(t), ..., I(t,) >€ PL. F caso contrario.

(2) Vz(—a) =V se Vi(a) = F. F caso contrario.

(3) Vz(aNB) =V se Vz(a) =V e Vz(B) = V. F caso contrario.

(4) Vz(a Vv B) = F se Vz(a) = F e VZ(8) = F. V caso contrario.

(5) Vz(aw — B) = F se Vz(a) =V e V() = F. V caso contrario.

(6) Vz(Vxa) = V se somente se para todo d € D, se I(x) = d entdao Vz(a) = V.

F caso contréario.

(7) Vz(3za) =V se para algum d € D, I(x) = d e Vz(a) = V. F caso contrario.
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Definicao:

Seja L uma linguagem de la ordem. I uma interpretacao para L, I' um conjunto

de férmulas de L e o uma formula.

—_

. I satisfaz a(=; «) se somente se V() = V;
2. I satisfaz I se somente se satisfaz cada membro de I ;
3. T' é satisfativel se somente se existe uma interpretacao I que satisfaga I';

4. «évalida (F «) se somente se para toda interpretagao I, =7 o, i.e., Vi(a) =V

para todo I; (*valida ¢ equivalente a tautologia™®)

5. " implica logicamente em o(I" = « ) se somente se para toda interpretagao

I, se I satisfaz I', entao I satisfaz «;

6. I' é insatisfativel se somente se I' nao é satisfativel, i.e., nao existe uma

interpretacao I que satisfaz I';

7. Uma interpretacao I que satisfaz I' ¢ dita modelo para I'.

Exemplol: Vz(P(z) — E(x,s(x))

Esta formula é satisfativel?

Interpretagao: D = { Jodo, José, Pedro, 0,100, 200}
P : pessoas
E : empregado

s : salario

Pessoas

Joao

José
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Empregado
Joao | 100
José | 200

Pedro | 0

Salério
José | 100
Joao | 200

OBS: As fungoes tém que ser totais,i.e., devem retornar algum valor pertencente
ao dominio a cada elemento do dominio.

Vi(Ve(P(z) — E(x,s(x))) = 7

ePara todo d € D:

d = Joao

Vi(P(Joao))=V V; (E(Jo20,200)) = F = V;(Vz(P(z) — E(x,s(x))) = F

Trocando os valores na tabela de salério:

Salario
José | 200
Joao | 100

ePara todo d € D:

d = Joao

Vi (P(Joao))=V V; (E(Joao,100))=V = V;(Vz(P(z) = E(x,s(x))) =V
d = José

Vi (P(José))=V Vi (E(José,200))=V = Vi(Vz(P(x) — E(xs(x))) =V
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d = Pedro

V; (P(Pedro))= F V; (E(Pedro,..))=? = V;(Va(P(z) - BE(xs(x))) = V
d=0

Vi (P(0))=F Vi (E(0,...))=? = Vi(Vz(P(x) = E(xs(x))) = V

d = 100

Vi (P(100)=F V; (E(100,..))= F = V;(Va(P(z) = B(xs(x))) = V

d = 200

Vi (P(200)=F Vi (E(200,..))= F = V;(Va(P(z) — B(xs(x))) = V

Exemplo 2: Va(P(z) A JyQ(x,y))

Nao Satisfaz Satisfaz

D ={0,1} D ={0,1}
Pl={<0>} Pl={<0><1>}
Ql={<0,1>} | Q' =1{<0,1>,<1,0>}

Exemplo 3: Vz(P(z,y) — Q(z) V R(c))

Nao Satisfaz Satisfaz
D=1{0,1} D = {0,1}
y' =0 y' =0
=0 =0
Pl={<1,1>} | Pl={<0,0>,<1,0>}
Ql={<1>} Q! =+
R'={< 0>} Rl ={<1>}

Exercicio:

Dada a seguinte estrutura:
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D = {joao, jose,ana, maria}
Filhiacao Homem Mulher Pai
jose | joao jose ana joao | jose
maria | jose jose maria jose | maria
joao | ana

Interprete a formula VaVy(F (y,z) A H(xz) — P(z,y)) e verifique formalmente se

ela é verdadeira ou falsa.
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3.7 Relacao entre Sintaxe e Semantica

TEOREMA DA CORRETUDE:

Se '+ aentao I' = a..
TEOREMA DA COMPLETUDE:

SeI' = aventao I' - a.
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3.8 Tabelas - SQL x Loégica

Nesta secao ilustramos o poder de expressao da LCPO para representar consultas

em SQL.

Dada as seguintes tabelas e as consultas em SQL represente as consultas em

LCPO.

CLIENTE
Cliente | Rua | Cidade
Joao | Monte Rio
José Sol Macei6
Pedro | Flores | Curitiba
AGENCIA
Agéncia | Fundos Cidade
345 100.000,00 Rio
243 340.000,00 Salvador
610 520.000,00 | Porto Alegre
EMPRESTIMO
Agéncia | Empréstimo | Cliente | Valor
345 107 Joao 2.000,00
243 340 José 7.000,00
619 D73 Maria | 10.000,00
DEPOSITO
Agéncia | Num. C.C, | Cliente | Saldo
345 10050 Joao | 500,00
243 10129 Ana 750,00
619 23040 Maria | 200,00
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Representar as seguintes consultas em logica. Supondo que as relagoes =, #, <

,>, <, > sao pré-definidas.

1. Todos os clientes tendo conta na agéncia 345.

select Cliente
from DEPOSITO
where Agéncia = 345

2. Todos os clientes tendo um empréstimo na agéncia 345.

select Cliente

from  EMPRESTIMO

where Agéncia = 345
3. Todos os clientes tendo um empréstimo, uma conta ou ambos na agéncia 345.

select Cliente

from  DEPOSITO

where Agéncia = 345

Union

select Cliente

from  EMPRESTIMO

where Agéncia = 345

4. Todos os clientes tendo um empréstimo e uma conta na agéncia 345.

select Cliente
from DEPOSITO
where Agéncia = 345

Intersect
select Cliente
from EMPRESTIMO

where Agéncia = 345

5. Todos os clientes tendo conta na agéncia 345 mas nao tendo um empréstimo

la.
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select Cliente

from  DEPOSITO
where Agéncia = 345
Minus

select Cliente

from  EMPRESTIMO
where Agéncia = 345

6. Todos os clientes e suas cidades que tem empréstimo em alguma agéncia.

select CLIENTE.Cliente, CLIENTE.Cidade
from EMPRESTIMO, CLIENTE
where EMPRESTIMO.Cliente=CLIENTE.Cliente

7. Todos os clientes e suas cidades que tem empréstimo na agéncia 345.
select CLIENTE.Cliente, CLIENTE.Cidade
from EMPRESTIMO, CLIENTE
where EMPRESTIMO.Cliente=CLIENTE.Cliente and Agéncia=345

8. Todos os clientes que tem conta em alguma agéncia que Joao tem conta.
select Cliente
from  DEPOSITO
where Agéncia In
select Agéncia
from  DEPOSITO

where Cliente=Joao

9. Ache todas as agéncias tem um fundo maior que alguma agéncia em Salvador.

select Agéncia
from  AGENCIA
where Fundos > Any
select Fundos

from AGENCIA

where Agéncia = Salvador

10. Ache todas as agéncias tem um fundo maior que todas as agéncias em Salvador.
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select Agéncia
from  AGENCIA
where Fundos > All
select Fundos

from AGENCIA

where Agéncia = Salvador

11. Ache todos os clientes tem que conta em agéncias em Salvador.
select Cliente
from  DEPOSITO S
where
select Agéncia
from DEPOSITO T
where S.Cliente = T.Cliente

Contains
select Agéncia
from AGENCIA

where AGENCIA.Cidade = Salvador
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3.9 Estruturas e Teorias

Nesta secao gostariamos de apresentar alguns exemplos de estruras relacionais
conhecidas e como certas formulas podem ser interpretadas nestas. Achar um con-
junto de féormulas que sao verdadeiras exatamente em uma certa classe de estruturas.

Estudaremos os nimeros naturais, grafos, ordens e arvores.

Quando juntamos um conjunto de formulas nao logicas a axiomatizacao da Lo-
gica de Primeira ordem obtemos uma Teoria. A partir da teoria podemos deduzir

propriedades (teoremas) sobre a estrutura sendo representada pela teoria.

Grafos, Ordens e Arvores

Garfos

Um grafo G = (V, A) ¢ uma par onde V' ¢ um conjunto ndo vazio de vértices e

A é uma relacao binaria sobre V, ACV x V.

Um linguagem, basica, de primeira ordem para representar grafos devera ter um
simbolo predicativo 2-ario para ser interpretado como A. E o dominio da interpre-

tacao deve ser o conjunto de vétices V.

Linguagem: predicado 2-ario R.

Interpretacao:
oD =1V
e /[(R) = A

Podemos escrever féormulas que impoem condigdes sobre o tipo de grafo. Por

exemplo, a fomula

VeR(x,x)



3.9 Estruturas e Teorias 95

é verdadeira, na interpretagao a cima se e somente se a relacao A for refleiva.

Outros exemplos de condigoes sao:

Condicao Foérmula
Rx.  Reflexividade VeR(z, x)
IRx. Ireflexividade Ve-R(z, x)
Sm.  Simétria VaVyR(z,y) — R(y,x)
Tr. Transitividade | VaVy(3z(R(z, 2) A R(z,v))) = R(x,y)
SL. Serial (Total) VaedyR(z,y)
Eu. Euclidiana VaVyVz(R(x, z) A R(x,y)) = R(z,y)
ASm. Anti-Simétrica VaVyR(z,y) AN R(y,z) > x =y
Te. Tricotomia VaVy(R(z,y) Vo =y V R(y, )

Outra classe de grafos muito usada em computacao ¢é classe dos grafos k-coloriveis.
Estes sao os grafos que podem ser coloriveis com k cores respeitando as seguintes

condigoes:

1. todo vértice é atribuida uma tnica cor;

2. vértices vizinhos tem cores distintas.

Estes grafos formam uma estrutura com mais k relagbes unarias para represen-

tar as cores, G = (V,A,Cory,---,Cory). Para expressar estes grafos precisamos
estender nossa linguagem comok simbolos de predicados Cf, - - - C} e interpreté-los
como

e [(C;) =Cory, paratodo 1 <1<k

exercicio: Escreva as féormulas para expressar as condigoes 1 e 2 para um grafo ser

3-colorivel.
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Se juntar algumas destas formulas aos axiomas da Logica de Primeira Ordem
obteremos uma teoria dos grafos, por exemplo podemos ter a teoria dos grafos

reflexivos e simétricos e etc.

Ordens

Um relagao de ordem pode ser vista como um grafo onde o conjunto de aresta
A é a prorpria relagao de ordem < ou < dependendo se a ordem ¢ estrita ou nao.

Para ter uma ordem algumas condi¢oes devem ser impostas:

Ordem Formulas
Pré  Pré-Ordem Rx + Tr
Par. Ordem Parcial Rx + Tr + ASm
Tot  Odem Total(linear) Rx + Tr + ASm + Tc
Est. Estrita Subst. Rx por IRx em Pré, Par, Tot

Se juntar algumas destas formulas aos axiomas da Logica de Primeira Ordem
obteremos uma teoria das ordens, por exemplo podemos ter a teoria dos grafos

parciais e etc.

Arvores

Uma arvore ¢ um grafo conexo com um vértice especial chamado raiz tal que
deste vértice s6 existe um tnico caminho para qualquer outro vértice. Uma arvore
pode ser vista como um grafo G = (V, A,raiz). Nos vamos estender a linguagem

dos grafos com uma constante r para denotar a raiz,

o I(r) =raiz

exercicio: Escreva as formulas para expressar que um grafo é uma arvore. Dica:
defina um novo simbolo de predicado, na linguagem, para expressar caminho entre

dois vértices, C(z,y) se exsite um caminho de z para y e/ou use a relacao de =.
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Se juntar estas formulas aos axiomas da Loégica de Primeira Ordem obteremos

uma teoria das arvores.

Teoria dos Numeros

Outro exemplo de estrutura sao os ntiimeros Naturais e as operacoes bésicas de
aritimética. Dada a seguinte estrutura Ap = (IN,0,S, <, +, ., E) sobre os Naturais
nos podemos escrever as seguintes formulas (axiomas) e interpreté-los nesta estru-

tura.

Axiomas de Agp
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S1.

S2.

L1.

L2.

L3.

Al.

A2

M1.

M2.

El.

E2.

VaS(x) #0

Vavy(S(z) = S(y) = = =y)

Vavy(z < S(y) >z < y)

Vo £ 0

VaVy(z <yVax=yVy<x)

Ve(z+0) ==z

Vavy(z + S(y)) = S(z + y)

Vr(x.0) =0

VaVy(z.S(y)) = (x.y) + x

Vz(xE0) = S(0)

VaVy(zES(y)) = (xEy).x

Um leitor mais familiarizado notara que os seguintes axiomas foram

retirados de Ag:
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S3. Vyly #0 — Jx y = S(z))

Indugao. (p(0) AVz(p(z) = ¢(5(2)))) = Yae(z)

Se juntarmos estes axiomas com a nossa axiomatixacao da Logica
de Primeira Ordem teremos uma axiomatizacao para a aritimética dos

numeros naturais, i.e, uma teoria dos nimeros Naturais.

De fato, mesmo sem estes axiomas, nés podemos provar um teorema

muito iteressante:

Teorema 1 Uma relagio R é recursiva sse R é representdvel em Cn(Ag).



Capitulo 4

Logicas Modais

Este material esta sendo construido durante o curso. Faltam varias

figuras, provas, exemplos e explicacoes.

4.1 Linguagem

4.1.1 Alfabeto modal sobre &

Dado um conjunto ® de simbolos proposicionais, ® = {p,q,...}, o
alfabeto modal sobre ® é constituido por: cada um dos elementos de ®; o
simbolo L (absurdo); os conectivos logicos = (negagao), — (implicagdo),
A (conjuncado) e V (disjungao); os operadores modais O (necessidade) e

& (possibilidade); e os parénteses, como simbolos auxiliares.
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4.1.2 Linguagem modal induzida pelo alfabeto modal sobre

)

A linguagem modal induzida pelo alfabeto modal sobre ® é definida

indutivamente da seguinte forma:

pu=plLleiAp| 1 V| pr—= @] | Op | Op

4.2 Semantica

4.2.1 Frames

Um frame é um par F' = (W, R) onde W é um conjunto nao-vazio de
estados e R é uma relacao binaria em W dita relagao de acessibilidade.

Diz-se que so € W é acessivel a partir de s; € W se, e somente se,

(s1,$2) € R.

No exemplo da figura 4.1 o conjundo de estados é W = {s1, s9, s3, S4, S5}
e arelagao de acessibilidade ¢ R = {(s1, 52), (51, 53), (3, 53), (83, $4), (52, 54), (52, 85,

(S4,51), (S4,55), (S5,55)}. O frame ¢ F' = (W, R).
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Figura 4.1: Exemplo de um Frame.

4.2.2 Modelos

Um modelo sobre o conjunto ® ¢ um par M = (F,V) onde F' =
(W, R) é um frame e V é uma fun¢ao de ® no conjunto das partes de
W, que faz corresponder a todo simbolo proposicional p € ® o conjunto

de estados nos quais p é satisfeito, i.e., V : & — Pow(W).

Figura 4.2: Exemplo de um Modelo.

No exemplo da figura 4.2 o frame é o mesmo da figura 4.1 e a funcao

V é:
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o V(p) = {s3,54,85}
o V(q) = {s1,s5}

o V(r)={s1}

4.2.3 Satisfacao

Seja M = (F,V) um modelo e w € W um estado. A notacao
M, w IF ¢ indica que a férmula ¢ é satisfeita pelo modelo M no estado
w, o que é definido indutivamente como:

o M, wlFpssewe V(p)(Vp e D)

o M, wlf L

o M, wlF—yiff M,w lf ¢,

o M,wlkp — ¢ sse M, wk pou M, wl ¢

e M,wlFpANy sse Mwlkgpe M,wl- ¢

o M, wlk oV sse M,wlk ¢ ou M,wl ¢

e M,w I Oy sse para todo w' € W se wRw' implica M, w' |- ¢

o M, wlk o sse existe w € W, wRw' e M,w' IF ¢

Nos podemos generalizar a nogao de satisfagao para conjuntos de

formulas. Se I' = {¢1, -+, ¢} entdo M, w IF T" sse M, w IF ¢;, para

todo 1 <17 <n.
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Exemplo: Seja M o modelo da figura 4.2. Queremos verificar se

M, so I Op.

M, sy IF Op sse para todo w' € W se syRw' implica M, w' I+
p, nos precisamos verificar para w’' € {sy, $9, S3, S4,S5}. Como temos
uma implicacao, para os nao vizinhos de sy a implicagao é vacoamente

verdadeira. Entao precisamos verificar somente para

o w = sy, M,sqlF psse sy €V(p)o que é verdade;

o w' = s5, M, 5l psse s; € V(p) o que é verdade.

A seguir apresentamos um algoritmo para verificar se uma féormula

modal ¢ ¢é satisfeita num modelo M = (W, R, V)! num estado w.

1Usaremos no texto M = (W, R, V) quando na verdade deveriamos usar M = (F,V) e F =
(W, R).
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funcao Satisfaz(p, M, w): booleano

caso :

—|(101:
V1 N P!
Y1V P!

P1 — P2

O

se w € V(p) entao retorna verdadeiro
senao retorna falso
retorna falso
retorna not Satisfaz(yp1,M,w)
retorna Satisfaz(pi, M, w) and Satisfaz(pq, M, w)
retorna Satisfaz(p;, M w) or Satisfaz(ps, M w)
retorna not Satisfaz(y,M,w) or Satisfaz(pq, M ,w)
para todo v’ t. q. wRw' faca

se Satisfaz(yr,M,w’)entao retorna verdadeiro
retorna falso
para todo w' t. q. wRw' faga

se not Satisfaz(yp;,M,w’)entao retorna falso

retorna verdadeiro

Complexidade: para cada conectivo booleano sao feitas, no pior caso,

duas chamadas e para cada ocorréncia de simbolo proposicional temos

uma chamada. Para os conectivos modais temos que percorrer a lista

de adjacéncias, no pior caso, para todos os estados de W. Logo a com-

plexidade ¢ O(|¢| x (W] + |R])), isto ¢, linear no tamanho da formula

e no tamanho do modelo.

Exercicio 1 No modelo da figura 4.2 verifique:

1. M,wIFO(p — Op)

2. M,wl-3(O(pAO(rAs)))
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3. M,wlE<O(pAO(pAST))

4. Satisfaz(OO-r, M, sq)

5. Satisfaz(O(—r — Op), M, s1)

6. Satisfaz(O(—r AOO(pAq)), M, sq1)
7. Satisfaz(OOq, M, s1)

4.2.4 Classes de Frames

Nesta secao apresentamos algumas classes de frames que sao mais

usuais.

Seja um frame F = (W, R) e F a cléasse de todos os frames.

Classe dos Frames Reflexivos F,

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja reflexiva.

Ve e W (zRx)

C——0

Figura 4.3: Exemplo de Frame Reflexivo
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Classe dos Frames Simétricos F;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja simétrica.

Vr,y € W (xRy — yRx)

P
S1 \/tl

Figura 4.4: Exemplo de Frame Simétrico

Classe dos Frames Transistivos F;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja transitiva.

Ve,y,z € W (xRy NyRz — xR2)

51

—_— T
1 tl

Figura 4.5: Exemplo de Frame Transitivo
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Classe dos Frames Seriais Fi. iy

Composta pelos frames cuja a relagao de acessibilidade seja serial.

VaJy (zRy)

—)

Figura 4.6: Exemplo de Frame Serial
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