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um algoritmo %—aproximativo para este problema em grafos split e resolvemos o
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um corte maximo simples. Partimos entao para o estudo da complexidade
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SUBGRAFO BALANCEADO DE TAMANHO MAXIMO EM UM GRAFO SINALIZADO
que generaliza o problema do Corte Maximo Simples mostramos que este ultimo
problema é tratavel por parametro fixo em grafos split e grafos (r,¢) exibindo um
nucleo quadratico em ambos os casos. Obtivemos também nticleo linear para a
subclasse dos grafos d*-split. Finalmente consideramos os problemas de cortes
maximo e minimo de arestas em um grafo aresta-colorido, mostramos que ambos sao
problemas NP-completos mesmo em grafos completos e sao trataveis por parametro

fixo.

vi



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

ON SIMPLE MAXCUT PROBLEM FOR CHORDAL GRAPHS

Rubens André Sucupira

January /2017

Advisors: Sulamita Klein

Luerbio Faria

Department: Systems Engineering and Computer Science

We start this work showing that SIMPLE MAXCUT restricted to strongly
chordal graphs is NP-complete, posed as open on Johnson’s Column [47] . Next
we find a %—approximative algorithm to solve this problem for split graphs and we
find an exact algorithm for full (k,n)-split graphs. As we already know that this
problem is NP-complete for generic graphs, we study its parameterized complexity
using the problem: given a signed graph G we want to find a balanced signed
subgraph of G with maximum size. This problem is a generalization of SIMPLE
MAXCUT. We prove that SIMPLE MAXCUT is fixed parameter tractable on split
graphs and (7, ) graphs exhibiting a quadratic kernel in both cases. We also find a
linear kernel for d*-split graphs. At last we consider the problems of MAXCUT and
MINCUT on edge colored graphs, we show that both problems are NP-complete

even on complete graphs and these problems are FPT.

vil



Sumario

[Lista de Figuras| X
[Lista de Tabelas| xiii
(1 Introducad| 1
(1.1 Organizacao do textol . . . . . . . . . . . . . ... 2
(1.2 Definicoes Basicas e Notacoes| . . . . . . . . . .. . ... ... .... 3
(1.2.1  Complexidade Classical . . . . . . .. . . ... ... ... ... 5)

(1.2.2  Algoritmos Aproximativos| . . . . . . . . . ... .. ... ... 7

[1.2.3  Complexidade Parametrizada] . . . . . ... .. ... .. ... 8

(1.3 Particoes de Vértices e Cortes de Arestas| . . . . . . . . . .. .. ... 10
(1.4 Limite inferior para o corte maximo simples| . . . . . . ... ... .. 12
(1.5 MAXCUT é NP-completo] . . . . . ... ... ... ... ........ 14
(1.6 Casos especials| . . . . . . . . . ... 14
(1.7 O Trabalho de Karp| . . . ... ... ... ... .. ... ... .... 16
(1.8 O Problema do Corte Maximo Simples| . . . . . . ... ... ... .. 17

2 Complexidade do Problema do Corte Maximo para Grafos Forte- |

[_mente Cordais| 23
2.1 Grafos Cordaisl . . . . .. .. ... 23
[2.1.1 Caracterizacao e Reconhecimento| . . . . . . . . ... ... .. 23

2.2 Grafos Fortemente Cordaisl . . . . . . . . . .. .. ... ... 25
[2.2.1 Caracterizacao e Reconhecimento| . . . . . . . . ... ... .. 27

2.3 SIMPLE MAX CUL em Grafos Fortemente Cordais . . . . . . . . .. 29
[2.3.1 Esquema de eliminacao fortede G'| . . . . . ... ... .. .. 30

[3  Algoritmos Aproximativos Polinomiais para o Problema do Corte |

[ Maximo em Grafos Split| 35
[3.1 Definicoes Preliminares| . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 35
(3.2  Algoritmos Aproximativos Polinomiais . . . . . .. . ... ... ... 36

|3.2.1 Um Algoritmo %—aproximativo para SIMPLE MAX CUT| .37
(3.3  Grafos (k,n)-Split Cheios| . . . . ... ... ... ... ... .. ... 39




[4 Complexidade Parametrizada do Problema do Corte Maximo Si- |

[_nalizaddl 45
4.1 Resultados Geraisf . . . . . . . .. .. oo 48
E2 NACleod . o v oo 50
.3 Nicleo Quadratico para Grafos (r,0)| . . . . . . ... ... ... ... 53

[4.3.1 Nucleo Quadratico em Grafos Split| . . . .. .. ... ... .. 56
4.3.2  Generalizagao para Grafos (r,0)| . . . . . ... ... ... ... 60
[4.4  Nucleo Linear em Subclasses de Gratos Spht|. . . . . ... .. .. .. 64
[4.4.1 Max CuT é NP-completo em Gratos d*-Split| . . . . . . . .. 65
[4.4.2 O Algoritmo de Kernelizacao| . . . ... ... ... ... ... 67

5_Cortes de Arestas em Grafos Aresta-Coloridos 71
(.1 Introducao|. . . . . . . . . . ... 71
b.2  Preliminares . . . . . . . ..o 74
(5.3  Resultados de NP-completude para o corte colorido minimo| . . . . . 75

[>.4 Resultados de complexidade parametrizada para o corte colorido |

[ MINIMOL . . . . o e e e e e 80
[5.5 Resultados de maproximabilidade para o corte colorido minimo| . . . 85
[>.6  Resultados polinomiais para o corte colorido minimo| . . . . .. . .. 87
[>.7  Resultados de NP-completude para o corte colorido maximo| . . . . . 91
5.8 Algoritmo 2-aproximativo para o corte colorido maximo|. . . . . . . . 101

[5.9 Resultados de complexidade parametrizada para o corte colorido |

[ MAXIMOl © . . e e e e e e e e e e e e e 101

(.10 Resultados polinomiais para o corte colorido maximo| . . . . . . . .. 102
6 Conclusoes| 104
[Reterencias Bibliograficas| 108

[Indice Remissivol 114

1X



Lista de Figuras

1.1 Um grafo G com sua clique méxima e o grafo complementar G com |
[ seu conjunto independente maximo.| . . . . . . . ... ... ... 8
(1.2 (a) Um grafo G e (b) um corte de arestas de G de custo 9. |. . . . . . 11
[1.3  Quatro casos possiveis para a disposicao dos vertices v e v. Somente |
| os casos (a) e (b) sao favordveis| . . . . . .. ... L. 12
[[.4 Grafo G associado ao conjunto C' = {(z1,73); (1, z2)}. As arestas |
| com linha cheia pertencem a F;, enquanto as pontilhadas formam o |
| conjunto Fo.l . . . . . . . 20
[1.5 Particao correspondente a atribuicao z; = F, xo = F.| . . . . . . . .. 21
2.1 (a) Um grafo cordal (grafo de Hajés) e (b) um nao cordal (roda Wg),| 23
2.2 Um grato cordal que possui um esquema de eliminacao perfeita |
| (1,4,5,8,2,7,3,6).] . . . . . . 24
[2.3  (a) Tlustragao do esquema de eliminacao perfeita (1,4,5,8,2.7,3,6) |
| do grafo da Figura[2.2} (b),(c),(d),(e),(f),(g).). . . . . . . . ... ... 25
[2.4 (a)Grafo nao cordal com uma corda impar e (b)Grafo fortemente cordal.| 26
2.5 (a) Um 3-sol completo (grafo de Hajos), (b) um 4-sol completo e (c) |
| um 4-sol incompleto.| . . . . ... ..o o000 26
2.6 condicao (i).|. . . . . . . .. 27
[2.7 condicao (i) . . . . . . ... 27
2.8 (a) Um grafo fortemente cordal e (b),(c),(d),(e) um esquema de eli- |
| minagao forte (6,3,5,2,4,1) para esse grafo.| . . . . . ... ... ... 28
2.9 Arvore de cliques de G'| . . . ... 31
[2.10 Grafo G’ obtido a partir da instancia I = (X,C) = ({x1,x0,T1,Z2},{(x1 V |
[ T2), (xa VZ1)}) de MAX-2-SAT| . . . . . . . . . . ... 32
[2.11 Esquema de eliminagao forte para o grafo fortemente cordal G’:(a) Eliminagao |
| dos conjuntos D) e E): (b)Eliminacao dos conjuntos U e Z; (c)Eliminacao dos |
| conjuntos V,W e T; (d)Eliminacio dos conjuntos @ e S; (e)Eliminacio dos |
| conjuntos C'¥) e posterior eliminacao da clique XUYUR.) . . . . . . . . . .. 34
(3.1 (a) Um grafo split e (b) Um grafo (2,4)-split.|. . . . . ... ... ... 35




[2.2

Exemplo de corte miximo para o grafo completo Kg.|. . . . . . . . . . . . ..

36

(3.3 Exemplo de corte maximo para um grafo split com [N(S)] < [5]| . . 37
;3.4 Exemplo de corte aproximado para um grafo split com |[N(S)| > [5]: |
(a) K[S| < 2[5 ]|5] e (b) K[S[>2[5|[5]|. .. ... ... ... ... 38
[3.5  Grafo split no qual o algoritmo aproximativo tem razdo de aproximagao 2| . . . 39
(3.6 (a) Um grafo (3,4)-split cheio simples e (b) um grafo (3,4)-split cheio |
multiplo.|. . . . ... 40
[3.7 (a) Um grafo 1-split e (b) seu corte maximo.| . . . . . . ... .. ... 41
[3.8  Particao de um conjunto X em duas partes Y e Z. Possiveis escolhas |
de subconjuntos de X com cardinalidade 4. | . . . . . ... ... ... 41
[4.1  Exemplo de um grafo sinalizado.|. . . . . . . ... ... ... ... .. 45
[4.2  Exemplo de um grato sinalizado balanceado com sua particao.| . . . . 46
4.3 (a) Um grafo sinalizado nao balanceado e (b) seu subgrafo balanceado |
MAXIMNOL « « v v v e e e e e e e e e e e e e e 46
1.4 Particao de V(K5) com 2 4 "= = 1 + 22 = 6 arestas| . . . . ... 47
1.5 (a) Um ciclo positivo e (b) um ciclo negativo| . . . . ... ... ... 49
4.6 (a) Um grafo sinalizado balanceado e (b) sua partigao balanceada.| . . 49
[4.7  Exemplo de um grafo bloco.| . . . . . ... ... 50
4.8 (a) Regras de reducao two-way (b) Regras de redugao one-way.| 51
4.9 (a) Um bloco C' com Ciy e Coy, (b) blocos folha de um grafo e (c) |
blocos caminho e o vértice de caminho vl . . . . . . .. ... .. 54
[4.10 (a) Um bloco C' = {z,y,u} em G — S nas condi¢oes da Regra 10. Se a aresta |
{z,y} é uma ponte em G — u, procedemos como em (b). Caso contrario, fazemos |
a transformacao ilustradaem (c).| . . . . . . . ..o 95
4.11 Grafo bloco G — S sem arestas positivas obtido pelo algoritmo parametrizado |
FPT', mencionado na Proposicao 4.3, para o problema do balanceamento devido |
a Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia |[15], obtido da entrada (G, k) na qual G é |
um grafo split sinalizado quando o algoritmo nao responde expressamente SIM.| o7
14.12 Unico bloco caminho possivel em G — S, quando K2 = K, e cada um |
dos vértices de K* tem pelo menos um vizinho em I3.. . . . . .. .. 58
.13 Vértices do conjunto @) C I que nao possui vizinhos em S.|. . . . . . 59
[4.14 Reducao para mostrar que MAX Cut ¢ NP-diticil em grafos sem |
vertices universais) . . . . . . . ... 66
[4.15 Exemplo para d = 3 dos conjuntos definidos na demonstracao da |
Afirmacaold.22l| . . . . . 69
[0.1 (a) Um grafo aresta-colorido G e (b) Um corte 9.S de G com S = {a, b} e capaci- |
Tade COS) =2« « o o e e e e 72

x1



[0.2  (a) Um corte colorido minimo com as partes circuladas e que apresenta muitas |

arestas(3) e poucas cores(1l) e (b) um corte colorido maximo de um grafo com |

muitas cores(2) e poucas arestas(2) . . . . . .. ..o 73

0.0 (a) Grafo  bipartido G’ obtido a  partir da  instancia

((C,S)ak) - (({1,2,3,4,5},{S1,52,S3,S4}),2) -

COVER e (b) o (s, t)-grafo G°. Veja que existe uma cobertura de conjuntos Ss, Sy

|
|
(({1,2,3,4,5},{{1,2},{1,4},{1,3,5},{2,4,5}),2) usado na redugao de SET |
|
|

de tamanho 2 para C' = {1,2,3,4,5} se, e somente se, existe um (s, t)-corte de

(G€,s,t,k" =2) contendo as K =k =2cores S3e Sy| . . . ... ... 76

[5.4 (a) O grafo cibico G e (b) seu (s,t)-grafo G¢.| . . . . ... ... ... 7
[5.5 (a) Um grafo ctubico G e (b) seu grafo associado G’ para o Lema|5.5| 78

[0.6 (a) O grafo com grau méaximo 3, G = (V, F) no qual toda aresta incide a no |

maximo um vértice de grau 3, (b) seu (s, t)-grafo intermedidrio G’ e (c) o grafo |

G" no qual cada cor aparece no maximo 2 vezes e cada (s, t)-caminho tem com- |

primento no maximo 3./ . . . . . . . . .. L. L. 80

[o.7  (a) O grafo G¢ modificado e (b) o grafo completo G” no qual as arestas pontilhadas |

representam as arestas coloridas comacorp+1.) . . . . . ... .00 . 82

[5.8 (a) Os grafos G; e (b) o grafo G construido no Lema[5.11}| . . . . . . 84

[5.9 Exemplo de um (s, t)-grafo no qual cada cor aparece em no maximo |

dois (s,t)-caminhos.|. . . . . .. ... L 89

[5.10 Exemplos de grafos tais que para todo par de vértices distintos s,t € V(G), |

sempre existe um (s, t)-corte de arestas nao colorido de tamanho constante: os |

grafos com grau maximo limitado, k-regulares e as arvores fazem parte dessa classe] 90

[5.11 Um grafo planar com um veértice v de grau menor ou igual a 5.|. . . . 90
[5.12 (a) Instancia G' de MAX-COLORED-CUT e (b) o grafo completo G”| . 91
[5.13 Grafo G associado a instancia (x1VZ3VT3) A (T1 Ve Vas) A(T1 VT2 Ves). 92
[5.14 Multigrafo G associado ao grafo G’ com arestas coloridas.|. . . . . . . 93

[5.15 Corte de arestas do multigrafo GG associado a instancia (z1 V73 VT3) A |

(T1 Vo Vas) A (T VT Vas) com atribuigao 2y =V, 20 =V exz3 = V.| 94

[>.16 Grafo simples H associado ao multigrato G.| . . . . .. . ... .. .. 95
[5.17 Corte de arestas associado ao grato H.| . . . . . . . ... . ... ... 95
B8 Grafo G"J . . . . .. 96
[5.19 Grafo G° associado a instancia [ = (U,C') na qual U = {uy,us, us} e |
| C={{LiVwuVa), Ve Va), iV Vug) ] 97
[5.20 Corte com 14 cores obtido de G° = (V, F, f) da Figura [5.19| para a |
[ atribuicao satisfativel uy =us =uz=V.,| . . . ... ... 99
[5.21 Grafo F' obtido apos a tusao dos veértices do multigrafo G| . . . . . . 100

x1i



Lista de Tabelas

[>.1 Tabela apresentando um resumo dos resultados de complexidade para

MIN-COLORED-(S,£)-CUT.[ . . . . . . .. . .. ... 91
6.1 C.C.=“complexidade  cléssica”; C.P.=“complexidade = parametrizada’; |
O="“aberto”; P="polinomial”] . . . . . . . . . . . . .. ... .. ..... 107

xiil



Capitulo 1

Introducao

Um dos problemas bésicos envolvendo grafos é o problema da determinacao de um
corte de arestas maximo (MAXCUT): dado um grafo simples G = (V, E) e uma
funcao peso ¢ : E — N que atribui a cada aresta de G um valor numérico chamado
peso da aresta, determinar uma particao (S,V \ S) do conjunto de vértices V', de
modo que a soma dos pesos das arestas com um dos extremos em S e o outro em
V'\ S seja a maior possivel. Quando atribuimos um peso unitario a todas as arestas
do grafo, o problema se reduz a determinar o corte de arestas de cardinalidade
maxima. Esse problema é conhecido como Problema do Corte Mdximo Simples ou
SIMPLE MAXCUT.

Esses sao problemas combinatorios classicos da Teoria dos Grafos que tém sido
amplamente estudados desde a década de 60. Ao final dessa década, mais precisa-
mente em 1967, na busca por um meio de determinagao do corte maximo simples,
Erdés [26] mostrou que é sempre possivel obter um corte de arestas com pelo menos
metade das arestas do grafo. Com o desenvolvimento da Teoria da Computagao,
na década seguinte, em 1971, Cook introduziu o conceito de problemas de decisao
NP-completos e no ano seguinte Karp provou que MAXCUT ¢é NP-completo através
de uma reducao de PARTITION. Um pouco mais tarde, em 1976, Garey, Johnson e
Stockmeyer mostraram que SIMPLE MAXCUT é também NP-completo. A partir dai
foram realizados esforcos no sentido de encontrar algoritmos aproximativos polino-
miais que resolvessem o problema do Corte Maximo Simples com a maior eficiéncia
possivel e, ao mesmo tempo, a complexidade desse problema passou a ser estudada
em classes de grafos particulares, com o objetivo de determinar se SIMPLE MAXCUT
tem solucao polinomial em alguma classe de grafos especifica. Por exemplo, em 1975,
Hadlock [45] mostrou que SIMPLE MAXCUT é polinomial em grafos planares. Esse
mesmo resultado foi obtido algum tempo antes por Orlova e Dorfman [52], em 1972.
Em 1995, Goemans e Williamson [42] encontraram um algoritmo aproximativo po-
linomial para SIMPLE MAXCUT cuja razao de aproximacao ¢ 0,878, e complexidade

de tempo O(n?). O algoritmo aproximativo de Goemans e Williamson [42] usa pro-



gramagao semidefinida [67] e portanto, ndo é “puramente” combinatério. Assim,
a motivacao na literatura para algoritmos aproximativos polinomiais combinatorios
para SIMPLE MAXCUT com razao de aproximagao inferior e tempo de execugao mais
eficiente para grafos em geral ou para classes particulares de grafos ainda se encontra
presente.

O problema do Corte Maximo pode ser aplicado para resolver o problema da
analise de Clusters, no qual um conjunto de dados representados por pontos é par-
ticionado em grupos (clusters) de pontos de modo que em cada cluster os pontos
sao “similares” e dois pontos de um mesmo cluster estao mais proximos do que dois
pontos em clusters distintos. Esse problema pode ser formulado matematicamente,
criando-se um grafo no qual cada vértice representa um ponto e cada par de vértices
é conectados por uma aresta cujo peso é determinado pela proximidade dos vértices
ligados. Considerando-se dados numéricos, por exemplo, a proximidade entre os
pontos pode ser definida pela distancia Euclidiana. Determinar um corte maximo
no grafo que modela o problema significa encontrar dois clusters cujos pontos dentro
de cada um deles sdo os mais “similares” (préximos) possiveis. Barahona, Grotschel,
Jiinger e Reinelt [2] descreveram como o problema do Corte Maximo surge no design

de circuitos VLSI e na anélise dos modelos spin-glass.

1.1 Organizacao do texto

No Capitulo 1 apresentamos, além da introducao, as defini¢oes basicas de Teoria dos
Grafos necessarias ao entendimento geral do texto, bem como as notagoes utilizadas
ao longo de toda a tese. Apresentamos também as preliminares e o historico dos
resultados bésicos conhecidos para o Problema do Corte Mdximo Simples (SIMPLE
MAXCUT). No Capitulo 2, provamos que SIMPLE MAX CUT é NP-completo para
grafos fortemente cordais, partindo da construgao realizada por Bodlaender e Jan-
sen [6] e mostrando que o grafo resultante é fortemente cordal através da exibigao de
um esquema de eliminacgao simples para o grafo construido. Neste mesmo artigo de
Bodlaender e Jansen [6], foi provado que SIMPLE MAX CUT é NP-completo para gra-
fos split e, com base nesse resultado, foi feito o estudo do Capitulo 3. Como SIMPLE
MAX CUT em grafos split ¢ NP-completo, exibimos um algoritmo %—aproximativo po-
linomial para a determinacao do corte maximo em grafos split. Em seguida, ainda
neste capitulo, definimos a subclasse dos grafos (k, n)-split cheios e mostramos que
para essa subclasse de grafos, SIMPLE MAXCUT esta em P. No Capitulo 4 explora-
mos uma nova abordagem para a solucao de SIMPLE MAX CUT através do estudo
do problema SIGNED MAX CUT no qual é dado um grafo sinalizado e procura-se
determinar o subgrafo sinalizado balanceado desse grafo que possua o maior niimero

de arestas. No inicio do Capitulo 4 mostramos que SIMPLE MAX CUT é um caso



particular desse problema e passamos a estudar SIGNED MAX CUT do ponto de vista
da Complexidade Parametrizada, considerando as classes de grafos split e grafos
(r, ). Mostramos que SIGNED MAX CUT tem nticleo quadrético nessas duas classes
e encontramos uma subclasse de grafos split — os grafos d*-split — na qual SIGNED
MAX CUT tem ntcleo linear. Buscando novas abordagens para o problema de cortes,
no Capitulo 5 consideramos os problemas cuja entrada é um grafo aresta-colorido
G°= (V,E,f),noqual f: E— {1,2,3,...,¢} é uma coloragao de arestas dada, e
procuramos cortes de arestas especificos que apresentem o menor e o maior niimero
de cores possiveis, respectivamente. O primeiro deles é o problema do corte colorido
minimo (MIN-COLORED-CUT) em que buscamos um corte de arestas que apresenta o
menor nimero de cores; e o segundo é o problema do corte colorido maximo (MAX-
COLORED-CUT) no qual se busca um corte de arestas com o maior niumero de cores

presentes.

1.2 Definicoes Basicas e Notacoes

Nesta secao fazemos as definigoes bésicas da Teoria dos Grafos utilizadas ao longo
de toda a tese e que podem ser encontradas no livro de Bondy e Murty [8]. Além
disso, apresentamos trés subsessoes referentes aos temas de Complexidade Classica,
Complexidade Parametrizada e Algoritmos Aproximativos.

Um grafo G = (V, E, ) é uma estrutura matemética formada por um conjunto
finito nao vazio V' cujos elementos sao chamados vértices, um conjunto F cujos
elementos sao chamados arestas e uma funcao de incidéncia v : E — V X V que
associa a cada aresta e € F um par nao ordenado {u,v} de vértices de V. Se
Y(e) = {u, v}, dizemos que os vértices u e v sdo os extremos da aresta e, ou que a
aresta e liga os vértices u e v, ou ainda que os vértices u e v sao adjacentes, ou que a
aresta e € incidente aos vértices u e v. Uma aresta que liga um vértice v a si mesmo
é chamada laco, isto é, e € E é um laco se ¥(e) = {v,v}. Analogamente, duas ou
mais arestas que ligam o mesmo par de vértices sao ditas paralelas ou mailtiplas, ou
seja, e1 e ey sdo arestas paralelas se 1(e;) = ¥(es).

Um grafo que nao admite lacos e nem arestas paralelas é dito um grafo simples.
Neste caso representamos apenas G = (V, E) e como nao hé perigo de confusao,
associamos diretamente e = {u, v} no lugar de ¢(e) = {u,v}. Um grafo que possui
lacos ou arestas paralelas é chamado multigrafo.

Dado um grafo G = (V, E) e v € V(G), a vizinhanga aberta de v é o conjunto
formado por todos os vértices de G adjacentes a v, que representaremos por N (v),
ou seja, N(v) = {u € V(G){u,v} € E(G)}. Analogamente, a vizinhanca fechada
de v, que representaremos por N[v] é definida como N[v] = N(v) U {v}.

Um vértice v € V(@) é dito universal se é adjacente a todos os outros vértices



de G, isto é, se N[v] = V(G). Analogamente, um vértice v € V(G) é dito isolado
quando nao é adjacente a nenhum vértice de G, ou seja, N[v] = {v}.

O grau de um vértice v € V(G) é dado pelo nimero de arestas incidentes a v
em G. No caso de multigrafos com lacos, cada lago incidente a v contribui com
duas unidades para o grau de v e no caso de grafos simples, o grau de v é dado
pela cardinalidade do conjunto N(v). Representamos o grau do vértice v por d(v).
Temos entao d(v) = |N(v)| em grafos simples.

Um grafo simples G é dito k-regular se todos os seus vértices possuem o mesmo
grau k. Os grafos 3-regulares sao chamados grafos cubicos.

Um grafo G é dito completo se todos os seus vértices sao universais. Represen-
tamos o grafo completo com n vértices por K.

Um grafo GG é dito nulo se todos os seus vértices sao isolados.

Um grafo H = (V', E') é dito um subgrafo de G = (V,E)se V' CV, E' C E.

Dados um grafo G = (V, E) e S C V', nao vazio, o subgrafo induzido por S, que
representaremos por G[S] é o subgrafo de G' cujo conjunto de vértices é dado por
S e cujo conjunto de arestas é composto por todas as arestas de G com ambos os
extremos em S.

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que um conjunto K C V(G) é uma clique
de G se K induz um subgrafo de G que é completo, ou seja, se G[K] é completo.
Do mesmo modo, I C V(G) é um conjunto independente de G se G[I] é nulo.

Um grafo G = (V, E) é uma estrela se V = {u, vy, v, -+ ,v,}, sendo u um vértice
universal e {vy, v, -+ ,v,} um conjunto independente.

Um grafo G = (V, E) é dito bipartido se o conjunto de vértices V' puder ser
particionado em dois subconjuntos V; e V5 nao vazios tais que toda aresta de G
tem um extremo em V; e o outro em V5. Um grafo G é bipartido completo se G é
bipartido e todo par de vértices (vy,v9) € Vi x V5 é ligado por uma aresta de G. Se
|Vi| = ny e |V3| = ng, representamos o grafo bipartido completo correspondente por
Ky, n,. Os grafos bipartidos completos sao também chamados de bicliques.

Um caminho em um grafo G é uma sequéncia P = (vq,vq, -+ ,v,) de vértices
dois a dois distintos de G tais que v; é adjacente a v;1 para todoi € {1,--- ,p—1},
isto é, {v;,vis1} € E(G) para todo i € {1,---,p — 1}. Os vértices vy e v, sao
chamados extremos do caminho P. Dizemos também que o caminho P liga v; a v,,.
O comprimento do caminho P é dado pelo nimero de arestas de P.

Um ciclo em um grafo G é um caminho fechado, isto é, um caminho no qual
v, = v;. De forma genérica, representamos um ciclo com n vértices por C, =
(v1,v9,+ - , Uy, v1). Um ciclo par é um ciclo que possui um nimero par de arestas.
Caso contrario temos um ciclo impar. Os ciclos sao exemplos de grafos 2-regulares.

Um ciclo que contém todos os vértices do grafo G é dito um ciclo hamiltoniano de

G.



Um conjunto S é dito maximal com relagao a uma propriedade II se S satisfaz
IT e nao existe nenhum conjunto S” que contém propriamente S e satisfaz I1. Analo-
gamente, S é dito minimal com relacao a uma propriedade Il se S satisfaz II e nao
existe nenhum conjunto S’ propriamente contido em S que satisfaz II.

Um grafo G é dito conezo se para todo par u, v de vértices distintos de G existe
pelo menos um caminho ligando v a v. Uma componente conexa de G é um subgrafo
conexo maximal de G. Um grafo G é conexo se, e somente se, possui uma tnica
componente conexa que ¢ ele mesmo. Caso o grafo G nao seja conexo, dizemos
que G é desconexo, ou seja, G possui pelo menos duas componentes conexas. Uma
aresta e € E' de um grafo conexo G é uma ponte se o grafo G — e é desconexo, ou
seja, se a remocao de e da origem a um grafo desconexo.

Dizemos que uma classe de grafos € é hereditdria se todo subgrafo induzido de
um grafo G em € também pertence a €.

Uma coloragao de vértices de um grafo G = (V, F) é uma fungao ¢: V — N que
associa a cada aresta e € F uma cor c¢(e) € N. Uma coloracao de vértices de um
grafo G é dita propria se vértices adjacentes em G possuem sempre cores distintas,
ou seja, se {u,v} € E, entao c(u) # c(v). Um grafo G é dito k-cromdtico se G
possui uma coloragao prépria com k cores.

Um hipergrafo H = (V, E) consiste de um conjunto finito V' de vértices e um
conjunto E de hiperarestas no qual cada hiperaresta ¢ um subconjunto de V. Um
grafo simples G = (V, E') é um hipergrafo no qual cada hiperaresta é um subconjunto

de V com cardinalidade fixa 2.

1.2.1 Complexidade Classica

As definigoes apresentadas nessa segao foram baseadas nos textos de [60] e [37].

Um problema computacional II é composto por uma questao a ser resolvida,
envolvendo uma ou mais varidveis de entrada. Uma instancia de II é um conjunto
particular de valores assumidos pelas variaveis de entrada do problema II.

Um problema II é dito problema de decisao, se II admite como possiveis res-
postas apenas SIM ou NAO. Desse modo, a formulacao de um problema de de-
cisao é composta por uma descricao geral de suas variaveis de entrada, seguida por
uma questao cujas possiveis respostas sao SIM ou NAO, proposta em funcao dessas
variaveis. Considerando o problema de decisao II com um conjunto de instancias
Ir1, podemos observar que existe uma particao de Iy em dois subconjuntos St e Ny
que sao, respectivamente, os conjuntos de instancias que dao a resposta SIM e NAO
ao problema II, ou seja, Ny = I \ St

Um algoritmo A que soluciona o problema II é uma sequéncia finita de instrugoes

que aplicada a qualquer instancia x € I produz uma solucao y de II associada a



instancia z, ou seja, y = A(x). Diremos que A é um algoritmo deterministico para I1
se dada qualquer instancia x € Iy tem-se que A(x) realiza sempre a mesma sequéncia
de passos e produz sempre a mesma solucao para a instancia x. Caso contrario, isto
é, quando sucessivas aplicacoes do algoritmo A a uma mesma instancia x produzem
solucoes distintas, diremos que A é um algoritmo randomizado.

Sejam IT um problema computacional, A um algoritmo que resolve II e I;(n) o
conjunto de todas as instancias de II com tamanho n. Definimos a complexidade
de tempo do algoritmo A como a funcao que associa a cada inteiro positivo n, o
tempo maximo que A demanda para fornecer uma solucao de II, qualquer que seja
a instancia de entrada x € Iyy(n).

Dizemos que uma funcao f(n) é da ordem de g(n) e escrevemos f(n) = O(g(n))
quando existem um natural ny e uma constante ¢ > 0 tais que 0 < f(n) < c¢- g(n)
para todo n > ny.

Dados IT um problema computacional, A um algoritmo que resolve II e I1;(n) o
conjunto de todas as instancias de II com tamanho n, dizemos que o algoritmo A
possui complexidade de tempo polinomial, ou simplesmente que A é polinomial, se
existir um polinémio p(n) tal que a funcao de complexidade de tempo do algoritmo
A é O(p(n)) para toda instancia de entrada em Ir(n).

Um problema II pertence a classe de problemas soluciondveis em tempo polino-
mial denotada por P se existe um algoritmo deterministico com complexidade de
tempo polinomial que soluciona II. Dizemos também que II estd em P e represen-
tamos por Il € P.

Um problema de decisao II pertence a classe dos problemas NP se existe um
algoritmo deterministico de tempo polinomial que verifica a validade de um certifi-
cado polinomial para o SIM. Analogamente, se existir um algoritmo deterministico
de tempo polinomial que verifique a validade de um certificado polinomial para o
NAO, diremos que II pertence a classe dos problemas coNP.

Uma redug¢ao polinomial de um problema de decisao Il para um problema de

decisao II" é uma funcao f : Iy1 — I que satisfaz as seguintes condigoes:
e existe um algoritmo deterministico polinomial A que computa f;
e x € 5y se, e somente se, f(x) € Spy.

Neste caso dizemos também que II se reduz polinomialmente a I, e denotamos essa
relacdo por Il o« IT'. Uma consequéncia imediata da existéncia de uma reducao
polinomial de II para II’ é que se IT' € P, entao Il € P.

Um problema II é NP-dificil se existe um problema II' € NP tal que II' < II.
Caso II seja NP dificil e ainda II € NP, dizemos que II é NP-completo.



1.2.2 Algoritmos Aproximativos

Nesta secao apresentamos alguns conceitos relacionados a algoritmos aproximativos

polinomiais [68].

Definicao.  [68] (Problemas de Otimiza¢do) Consideremos um problema com-
binatério A com uma instancia x4 e um conjunto S4(x4) de solugoes viaveis do
problema para essa instancia. O custo ca(xa,s) de uma solugao vidvel s associada
a instancia x4 é um nimero inteiro nao negativo. Por exemplo, no caso de SIMPLE
MAX CUT, o custo de uma solucao ¢ dado pelo nimero de arestas presentes no
corte obtido. Uma solug¢io dtima OPTs(x4) de um problema de maximizagao
(minimizacao) A com rela¢do a uma instancia x4 é uma solucao vidvel de A cujo

custo é o maximo (minimo) possivel no conjunto de solugoes vidveis Sa(x4).

Definigao.  [20] (S-redu¢io) Sejam A e B dois problemas de otimizagao. Consi-
deremos z4 e xp instancias de A e B com conjuntos de solugoes vidveis Sa(z4) e
Sp(xp) com custos ca(z4, ) e cg(xp,s’), sendo s € Sy(x4) e s’ € Sg(xp), respecti-
vamente. Sejam ainda OPT4(z4) e OPTg(xp) as solugoes Gtimas dos problemas A
e B. Uma S-reducao é um par f e g de algoritmos de tempo polinomial no tamanho

de x4, tais que:

1. f leva instancias z4 de A em instancias xp = f(r4) de B, e g leva instancias

rp de B em instancias x4 = g(zp) de A;
2. Se 3y é uma solucao viavel de xp, entao g(y') é uma solugao viavel de z 4;

3. ¢p(f(xa), OPTs(f(24))) = ca(wa, OPTy(x4));
4. ca(za,9(y)) = ca(rs,Y).

Se um problema de otimizagao A se S-reduz a outro problema de otimizacao B
e sabemos resolver B por um algoritmo exato de tempo polinomial, entao é possivel
transformar uma instancia de A em uma instancia de B através da S-redugao, resol-
ver o problema para a instancia de B encontrada utilizando o algoritmo polinomial
conhecido e transformar a solucao obtida para B numa solucao de A utilizando
novamente a S-reducao. Caso B seja um problema NP-completo, a existéncia da
S-redugao de A em B nos garante que A também é NP-completo. Esses resulta-
dos podem ser resumidos na Proposi¢ao [I.I] Ainda mais, no caso de problemas
de decisao NP-completos ou problemas de otimizacao NP-dificeis, nao se conhece
algoritmo polinomial que dé uma solugao exata do problema considerado e lancamos

mao de algoritmos que dao uma solucao aproximada do problema.



Um exemplo de S-reducao é dado entre os problemas A =CLIQUE MAXIMA e
B =CONJUNTO INDEPENDENTE MAXIMO. Se z4 = G = (V, E) é uma instancia
de A, e x5 = G = (V,E) é uma instancia de B, entdo o algoritmo polinomial
f:G — G, em que G é a classe de todos os grafos, definido por f(G) = G, leva
instancias de A em B, de modo que se S C V(G) é uma solugdo de CONJUNTO
INDEPENDENTE MAXIMO em G, entdo g(S) = S é uma solucdo de CLIQUE MAXIMA

em G. A Figura[l.I]ilustra essa S-reducao.

Figura 1.1: Um grafo G com sua clique maxima e o grafo complementar G com seu
conjunto independente méaximo.

Um algoritmo de aprorimagao é¢ um algoritmo polinomial usado para encontrar
uma solucao viavel de um problema de otimizacao que estd “proxima” da solugao
6tima do problema de otimizacao considerado. Um FEsquema de Aproximacdao em
Tempo Polinomial (PTAS) é um algoritmo que toma como entrada um problema
de otimizagao II e um parametro € > 0 chamado fator de aprorimacao e, em tempo
polinomial, produz uma solu¢ao S de II tal que |S — OPT(II)| < ¢ - |OPT(II)|,
sendo OPT(II) a solucao étima do problema II. Alguns problemas que nao tém
um PTAS podem admitir um algoritmo randomizado com propriedades semelhan-
tes. Um FEsquema de Aprozimacao em Tempo Polinomial Randomizado (PRAS)
¢ um algoritmo que toma como entrada um problema de otimizagao II e um
parametro ¢ > 0 e, em tempo polinomial, produz uma solucao S de II tal que
Pr(|S—OPT(I)| < e-|OPT(II)[] > 3.

Uma classe de complexidade de aproximacgao é uma classe de problemas de oti-

mizacao que possuem as mesmas propriedades aproximativas [13].

Proposicao 1.1. [12]. Sejam A e B dois problemas de otimiza¢ao, se A se S-reduz

a B e B pertence a uma classe € de complezridade de aprozimacao, entio A € €.

1.2.3 Complexidade Parametrizada

A seguir apresentamos alguns conceitos da Complexidade Parametrizada que serao
utilizados nos Capitulos 4 e 5. Um problema de otimizacao II é dito parametri-
zado quando uma variavel k£ presente na instancia do problema é escolhida como

parametro.



Definicao. [21](Classe FPT) Dado um problema A, dizemos que A é tratdvel por
parametro fizo, i.e., pertence a classe FPT com relagao a um parametro k (escolhido
em A) ou é computdvel em tempo FPT com relacao a k, se existe um algoritmo que

resolve A em tempo f(k) - n°®) para alguma funcio computével f.

Defini¢ao. [21](FPT-redu¢io) Dados dois problemas parametrizados (A,k) e

(B, k'), uma FPT-redugdo é uma transformacao que cumpre as seguintes condigdes:

1. leva uma instancia (z1, k) de A em uma instancia (z, k') de B;

\)

. (x1,k) € A se e somente se (zq,k") € B;
3. (2, k') é computavel em tempo FPT de k

4. k' < g(k) para alguma func¢ao computével g.

Além da classe e da reducao FPT, Downey e Fellows [20] definiram classes de
problemas parametrizados de acordo com seu nivel de intratabilidade parametrizada.
Essas classes sao organizadas em uma W-hierarquia (FPT CW[1] CW[2] C ... C
WI[P] C ---), e sdo baseadas na complexidade dos circuitos necessarios para se
verificar a validade de uma solucao, ou, alternativamente, na profundidade natural
dos circuitos logicos para o problema. E conjecturado que cada uma dessas inclusoes
de classes sao préprias, e se P = NP entao F'PT = W/[P], veja [60].

Seja C' um circuito booleano de decisao (para maiores definigdes, consulte [21])
com variaveis de entrada x1, xo, - - - , x,. Uma porta légica de C' é dita larga se o seu
nimero de entradas excede algum limite constante, usualmente 2. O entrelacamento
de C' é o nimero méaximo de portas logicas largas em qualquer caminho a partir das
variaveis de entrada até a linha de saida de C'. A profundidade de C' é o comprimento
do maior caminho de uma variavel de entrada até uma linha de saida em C. O peso
de uma atribuigao de valores-verdade para as variaveis de C' é o nimero de varidveis
definido com valor verdadeiro nessa atribuicao.

Abaixo definimos o problema de SATISFATIBILIDADE PONDERADA EM CIRCUI-
TOS, conhecido abreviadamente por wcslt, h].

SATISFATIBILIDADE PONDERADA EM CIRCUITOS (WCS[t, h])

INSTANCIA: Um circuito de decisao C' com entrelacamento ¢ e profundidade h e
um inteiro nao negativo p.
PARAMETRO: O inteiro p.
QUESTAO: Existe uma atribuicao de valores-verdade para as variaveis de C' que

satisfaga o circuito C' e tenha peso p 7




Para ¢t > 1, dizemos que um problema parametrizado II pertence a classe W t] se,
e somente se, existe uma redugao parametrizada de II para WCS|t, h|, para alguma
constante h > 1.

Um problema parametrizado I1 é dito Wt]-dificil se existe uma FPT-redugao
de II para algum problema em W[t]. Se além dessa condigao tivermos II € W(t],
diremos que II é Wt]-completo.

A seguir apresentamos a Proposicao devida a Downey e Fellows.

Proposicao 1.2. [2])] Sejam (A, k) e (B, k') dois problemas parametrizados, se A
se FPT-reduz a B e B pertence a uma classe € da W-hierarquia, entao A € € .

E conhecido na literatura especializada que todo problema em FPT admite um
ntcleo (kernel), isto é, pode-se aplicar um conjunto de regras de redugao que trans-
formam a instancia original em uma instancia “equivalente” com tamanho depen-
dente somente de k. Em teoria da complexidade parametrizada, frequentemente
é possivel reduzir em tempo polinomial a instancia original do problema em uma
instancia cujo tamanho resultante seja nao maior que o tamanho da instancia origi-
nal. Essa instancia resultante é conhecida como ntcleo. Além disso, o tamanho do
nicleo é sempre limitado por uma fungao do parametro. Sendo assim, cabe pergun-
tar se tais problemas em FPT admitem um nicleo de tamanho limitado por uma
funcao polinomial com relagao ao parametro escolhido. Todavia ntcleos polinomi-
ais nem sempre ocorrem como podemos observar no artigo de Bodlaender, Downey;,
Fellows e Hermelin [5]. E as vezes existem teoremas relacionando a sua possivel

existéncia.

1.3 Particoes de Vértices e Cortes de Arestas

Dado um grafo G = (V, E), uma particio (A, B) de V' é uma decomposicao de V'
como uniao disjunta de dois subconjuntos nao vazios A e B, ou seja, V = AUB com
ANB =10,sendo A # 0 e B #0. Se V' CV énao vazio, diremos que a particao
(A, B) de V induz a partigao (A’, B")se A" C A, B'C Be V' = A/UB’. Nesse caso,
diremos que (A’, B") é uma particao de V' induzida pela partigdo (A, B) de V.

Dados um grafo G = (V, E) e A, B C V nao vazios, o conjunto formado pelas
arestas que possuem um dos extremos em A e o outro em B serd representado por
[A, B]. O subconjunto de E formado pelas arestas que possuem apenas um dos
extremos em S C V, o qual representaremos por [S,V \ S] = 95 é chamado um
corte de arestas de GG. As arestas de 05 sao ditas arestas de corte. Observe que a
remocao de todas as arestas de 0.5 de GG produz um subgrafo de G desconexo.

De modo genérico, num grafo G = (V, E) com |V| = n, podemos rotular os

vértices com os inteiros de 1 a n, isto é, V' = {1,2,--- ,n} e assim representar as
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arestas de G como pares nao ordenados de vértices {7, 5} com i < j. O peso de uma
aresta e = {7, j} serd representado por ¢, ou ¢;;. Se o peso das arestas de G for
sempre positivo, considerando que todo grafo G com n vértices é subgrafo do grafo
completo K,, podemos considerar sempre o grafo completo K, e atribuir o valor
cij = 0 caso os vértices i e j de K, nao sejam adjacentes em G.

Com base na notacao anterior, podemos representar o corte de arestas 95 como
05 ={{i,j} € Elie S, j ¢S}

O peso do corte 05, que representaremos por ¢(9S), é a soma dos pesos das

arestas presentes no corte, isto é,

c(0S) = Zeeas Ce = Zies,jgs Cij-

Dados um grafo G = (V| E) e uma funcdo peso ¢ : ¥ — N, um corte mdzimo
de (G, ¢) é um conjunto 9S C E que cumpre a condigao ¢(9S) > ¢(0S") para todo

S" € V. O peso do corte maximo de (G, ¢) serd representado por mc(G, ¢):
mc(G, ¢) = maxgey ¢(05).

No caso do corte maximo simples, isto é, quando ¢, = 1 para toda aresta e €
E(G), escreveremos simplesmente mc(G) para representar a cardinalidade do corte
maximo associado ao grafo G. A Figura [1.2] ilustra um grafo G com um corte de

arestas de cardinalidade 9.

(a) (b)
Figura 1.2: (a) Um grafo G' e (b) um corte de arestas de G de custo 9.

Note que SIMPLE MAXCUT é trivial em grafos bipartidos. De fato, se G = (V, E)
é um grafo bipartido, por definicao V = X UY com X e Y nao vazios disjuntos
e [X,X] = [Y,Y] = 0, ou seja, temos uma partigdo (X,Y) de V e ndo existem
arestas de G ligando vértices em uma mesma parte dessa partigao. Portanto todas

as arestas de G pertencem ao corte [X, Y] e trivialmente este é um corte méaximo.
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Determinar o corte méaximo simples de um grafo G é equivalente a determinar
o subgrafo bipartido de G com o maior tamanho (ntimero de arestas) possivel. Por

sua vez, isso € equivalente a encontrar o subgrafo 2-cromatico maximo de G.

1.4 Limite inferior para o corte maximo simples

Em 1967, Erdés [26] mostrou que para todo grafo G é sempre possivel determinar
um corte com pelo menos metade das arestas, usando o método probabilistico. Ele

considerou aleatoriamente um subconjunto S C V' e uma aresta {u,v}. A proba-
bilidade de {u,v} pertencer a 9S é I, (veja a Figura e a linearidade do valor

27
esperado nos diz que existe um corte com metade das arestas de GG. De fato, con-
sidere uma enumeragao de F(G) = {ej,eq, -+ ,e,} e para cada 1 < i < m defina
X; = 1 se a aresta e; pertence ao corte 95 e X; = 0 em caso contrario. Temos
1

E[X;] = 5. Seja c(S) a variavel aleatéria que representa o tamanho do corte 95S.

Entao E[c(S)] = E[>", X;] = m -3 = 2. Como o valor esperado da varidvel

aleatoria c(S) é %, pelo método probabilistico existe S C V(G) tal que [0S > 7.

() (d)

Figura 1.3: Quatro casos possiveis para a disposicao dos vértices u e v. Somente os
casos (a) e (b) sao favoraveis

A partir desse resultado podemos construir um algoritmo randomizado Las Vegas
que obtém um corte [A, V'\ A] com tamanho esperado %'. Considere uma ordenagao
(v1,v9, -+ ,v,) dos vértices de V' e dois conjuntos A e B inicialmente vazios. Para
cada vértice vy, v9,03,...,v, executamos o procedimento randomico de posicionar
v; em A com probabilidade %

O tnico problema é que o método das esperancas nao nos fornece um limite
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inferior para um corte com pelo menos % arestas, isto ¢, nao sabemos determinar a

principio o nimero minimo de vezes que o algoritmo randomizado deve ser executado

para que se obtenha um corte de arestas de cardinalidade pelo menos 7. Para

encontrar tal limite consideremos
p=Pr (C’(A, B) > %)

em que C'(A, B) representa a cardinalidade do corte de arestas [A, B].
Como sabemos, C(A, B) < m e E[C(A, B)] = %. De acordo com a definigao de

esperanca podemos escrever

E[C(A,B)]= Y i-Pr(C(A,B)=i)+» i-Pr(C(AB)=i).

N m N m
<5 -1 12>

Temos que

N i Pr(C(A,B)=i)< (T—1) - Pr (O(A,B)g (T_1)) _

-~ 2
z§771

i Pr(C(A,B)=i)<m- Pr (C(A, B) >

: m
1>

Desse modo

o que implica em

A ;
541

ou seja, o algoritmo randomizado devera ser executado pelo menos % + 1 vezes para
garantir alta probabilidade de obtencao de um corte de arestas com cardinalidade
pelo menos 3.

Para resolver esse problema de execugao, podemos derandomizar esse algoritmo
utilizando o método das esperancas condicionais, o qual escolhe uma sequéncia de
decisoes de modo a tornar a sequéncia das esperangas condicionais correspondentes
mondétona nao decrescente. Nesse caso obtemos um algoritmo guloso que parte das
mesmas condigoes iniciais do algoritmo randomizado, mas que a cada etapa posiciona
os vértices da sequéncia em cada parte de modo a maximizar o nimero de arestas de
corte, isto ¢, se |[N(v)NA| < |N(v)NB|, entao ponha v em A. Caso contrario ponha

v em B. Obtemos dessa forma um algoritmo deterministico 2-aproximativo para
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SIMPLE MAXCUT. Os detalhes da derandomizagao podem ser encontrados em [50].

1.5 MAXCUT é NP-completo

Em 1971, Stephen Cook introduziu o conceito de problemas de decisao NP-completos
em seu artigo The complexity of theorem-proving procedures [10]. Nesse artigo,
Cook provou que o Problema de Satisfatibilidade Booleana é NP-completo. Em
1972, partindo dos resultados de Cook, Richard Karp provou no artigo Reducibi-
lity among combinatorial problems [48] que 21 problemas combinatérios sao NP-
completos através de sucessivas redugoes a partir do problema de Satisfatibilidade
Booleana. Entre esses 21 problemas encontrava-se o Problema do Corte Maximo
(MAXCUT) com pesos nas arestas.

Alguns anos mais tarde, em 1976, Garey, Johnson e Stockmeyer [40] mostraram
que SIMPLE MAXCUT (sem pesos) é NP-completo com base no artigo de Cook e
Karp. Desde entao, SIMPLE MAXCUT tem sido amplamente estudado na busca de
algoritmos aproximativos polinomiais que determinem cortes de arestas com a maior
cardinalidade possivel, ou, em certos casos, considerando-se subclasses especiais de
grafos, algoritmos que determinem exatamente um corte méximo.

Em 1973, Edwards [23 24] mostrou que em um grafo conexo sempre existe
um corte de arestas de tamanho 7 + ”T_l. Esse fato nos permite concluir que em
qualquer grafo com n vértices, m arestas e ¢ componentes conexas, sempre existe
um corte de tamanho % + ”T’t, o que melhora o resultado anteriormente obtido por
Erdss [26]. A cota inferior 2 + 51 é conhecida como Edwards-Erdds bound e esse
limite é atingido quando determinamos cortes maximos em grafos completos K, com
n fmpar. Demonstrou-se, por varias vezes, em diferentes artigos [7, 14l 27, [53] 66],
que esse valor é uma cota inferior para o tamanho do corte maximo de um grafo
conexo e, em algumas provas encontram-se algoritmos de tempo polinomial que
fornecem um corte com pelo menos F + ”Tfl arestas. Por exemplo, no artigo de
Ngoc e Tuza [66] de 1993, foi determinado um algoritmo polinomial de tempo O(m)

. . -1
que encontra um subgrafo bipartido de um grafo G com pelo menos % + *= arestas.

1.6 Casos especiais

Em 1972, Orlova e Dorfman [52], e posteriormente, em 1975, Hadlock [45] mostraram
que existe um algoritmo polinomial para determinar o corte maximo em grafos
planares. Sua estratégia foi remover o menor nimero de arestas possivel de modo a
obter um grafo bipartido, ou seja, eliminar todos os ciclos impares do grafo original.
Para tal intento, Hadlock considerou o dual Gp de um grafo planar G e utilizando

as técnicas que resolvem o Problema do Carteiro Chinés [69], reduziu o problema do
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corte maximo simples a determinagao de um emparelhamento de peso maximo no
grafo completo formado apenas pelos vértices de grau impar de Gp. A partir desse
emparelhamento perfeito de peso méaximo pode-se determinar, usando-se o algoritmo
polinomial de Edmonds, o niimero minimo de arestas que ao serem removidas de G
dao origem a um grafo bipartido.

Em 1979, Garey e Johnson [3§] escreveram o primeiro livro abordando exclu-
sivamente a teoria de NP-completude e intratabilidade computacional. Esse livro
apresenta um apéndice contendo uma lista com mais de 300 problemas NP-completos
agrupados em areas afins. Dentre esses problemas podemos encontrar MAXCUT na
secao A2.2 que fala sobre cortes e conectividade. Com o desenvolvimento do estudo
sobre a teoria de NP-completude e a classificacao de novos problemas, os autores
foram, ao longo dos anos, atualizando a lista de problemas NP-completos conhecidos.

Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de arestas F' C F, definimos o vetor de
incidéncia de F por ' € R™ tal que " = 1see € F e 2! = 0 caso contrario. O po-
litopo definido por Pg(G) = conv{z! € R™|(V, F) é um subgrafo bipartido de G}
¢ chamado politopo dos subgrafos bipartidos de G. O grafo G é dito fracamente bi-
partido se Pg(G) é o conjunto dos vetores z € R™ tais que 0 < z, < 1 e para todo
ciclo impar de G vale a desigualdade [z°] =", z. < |C] — 1.

Em 1981, Grétschel e Pulleyblank [44] mostraram que SIMPLE MAXCUT ¢ soluvel
em tempo polinomial para grafos fracamente bipartidos. Essa classe de grafos
contém os grafos bipartidos e os grafos planares. O algoritmo polinomial apresen-
tado no artigo é baseado no método do elipsdide e em um algoritmo que computa o
caminho de comprimento par mais curto. Na mesma época, Barahona [I] mostrou
que o problema ¢ solivel em tempo polinomial para grafos de género (genus) fixo.

Em 1984, Grétschel e Nemhauser [43] mostraram que SIMPLE MAXCUT é soluvel
em tempo polinomial para grafos cujo ciclo impar mais longo nao ultrapassa com-
primento 2K + 1, em que K é um inteiro nao negativo independente do ntimero de
vértices de G.

Um ano mais tarde, em 1985, Johnson [47] fez a tltima atualizagao dos problemas
NP-completos conhecidos a época, montando uma tabela na qual listava os resulta-
dos em termos de complexidade para varios problemas combinatérios considerados
em classes de grafos especificas. Nessa tabela, conhecida como Coluna Johnson é
possivel observar os resultados em termos de complexidade para SIMPLE MAXCUT
considerado em algumas dessas classes. Um fato notavel é que este problema é
NP-completo para a maioria das classes de grafos conhecidas.

Em 1995, Goemans e Williamson [42] encontraram um algoritmo aproximativo
polinomial para determinar o corte maximo usando programacao semidefinida com
razao de aproximacao 0,878. Este é o melhor algoritmo aproximativo polinomial

encontrado até o presente momento.
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Em 2000, Bodlaender e Jansen [6] analisaram o problema do corte maximo sim-
ples em algumas classes de grafos, mostrando que esse problema é NP-completo para
grafos cordais, split, tripartidos e cobipartidos. Por outro lado, mostraram também
que o problema é polinomial para cografos e grafos com treewidth limitada.

Desde entao, ha um esforco continuado na busca de algoritmos aproximativos
polinomiais que fornecam boas solucoes para o problema nas classes em que MAX
cuT é NP-completo.

A seguir, com o objetivo de deixar o trabalho auto-contido, apresentamos a

reducao feita por Karp [48] para mostrar que MAXCUT é NP-completo.

1.7 O Trabalho de Karp

Karp mostrou que MAX CcUT é NP-completo através de uma reducao de PARTICAO.
A seguir definimos esses problemas na forma de decisao e mostramos como foi cons-

truida a redugao utilizada por Karp.

PARTICAO

INSTANCIA: Um conjunto finito de inteiros C' = {c1, ¢a, -+ , ¢, }-

QUESTAO: Existe um subconjunto I de {1,2,--- ,n} tal que Z cp = Z cn ?
hel heC\I

MAX CUT

INSTANCIA: Um grafo simples G = (V| F), uma func¢ao peso w : E — N e um

inteiro positivo W.

QUESTAO: Existe um subconjunto S C V' tal que ¢(9S) > W ?

Analisando o problema de particao, podemos observar que, se a resposta é SIM,
isto é, se existe uma particao do conjunto C' em duas partes disjuntas cujas somas
dos elementos sao iguais, entao cada parte tem soma igual a metade da soma de
todos os elementos de C'. De fato, se chamarmos s a soma de todos os elementos
do conjunto C, teremos a relacao ¢; + ¢y + -+ + ¢, = s. E como as partes tém a
mesma soma, valem as igualdades ¢;, + ¢, +- -+ ¢, = ¢, +Cippy T+ 0, = A,
em que {c;,, Ciy, -, ¢,y =1 e {cip.1,Cipry, - Ci,} = C'\ I. Lembrando que a soma

dos elementos das duas partes recupera a soma de todos os elementos do conjunto
s
5
concluir que o problema de partigao s6 terd solucao se 3 for um numero inteiro.

C, teremos a igualdade 24 = s o que leva ao resultado A = Portanto pode-se
Claso contrario a resposta ao problema é NAO, ou seja, nao se pode determinar uma
particao do conjunto C' em duas partes que possuam a mesma soma.

Dada uma instancia C' do problema NP-completo PARTICAO, Karp construiu em

tempo polinomial o grafo completo G = (V, E) com pesos w do seguinte modo: V é
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o conjunto formado pelos indices associados aos elementos do conjunto C', ou seja,

V ={1,2,3,--- ,n} e a funcao peso w associada a cada aresta {j, k} € E é definida
por w({j,k}) =c¢; - cx , e definimos W = (#
Vamos utilizar a notagdo Vi = {i1, 42, - ,ip} € Vo = {ipr1,9p42, -+ ,in} por

motivo de simplificacao, para representar uma particao de V.
Afirmamos que o problema da particao de C' tem solucao se, e somente se, existe

um corte de arestas [V}, V3] de G satisfazendo a desigualdade

> w(j k) > [s2/4].

JjeEV1L,kEV,

De fato, se o problema da particao de C' tem solucao, valem as igualdades

Cy +Ciy + -+, = 5 € ¢y, + ¢y, + o+ ¢, = 5 que multiplicadas resul-
S . - . s°
tam em E Cj-Cp = 1 ou seja, a condigao E w(j, k) > 1 é satisfeita.
jeV1,keV, JjEVL,EEV,
Por outro lado, se o problema da particao de C' nao tem solucao, uma das partes
S
2
memos r = ¢, + ¢, + - +c, ey =c¢,,, +¢,.,+ - +¢, Entao o produto

tem soma menor que enquanto a outra tem soma maior que este valor. Cha-

dessas igualdades resulta na relagao xy = Z ¢; - ¢,. Lembrando que z +y = s,
JEVI,kEVS
podemos reescrever a relagdo anterior como x - (s — x) = Z cj - C, OU seja,
JEVI,kEVS

a soma dos pesos associados as arestas do corte (V1,V5) de G é determinada pela

~ ;. 2 . ;. 52 , . . s
fungao quadrética sr — x° cujo maximo % ¢ atingido apenas para x = 3.
modo, para qualquer outro valor da varidvel x obtém-se soma (sx — x?) dos pesos

2
S

do corte estritamente menor do que [*-].

Logo o problema da particao de C' tem solucao se, e somente se, existe um corte
de arestas [V}, V5] de G satisfazendo a desigualdade Z w(j, k) > W.

JEVL,kEVS

Desse

1.8 O Problema do Corte Maximo Simples

Como comentamos acima, o problema do corte maximo pode ser simplificado,
considerando-se todas as arestas com igual peso, que pode ser tomado unitario.
Nesse caso, o que nos interessa é a cardinalidade do corte de arestas encontrado, ou
seja, o corte maximo ¢é aquele que apresenta o maior niimero de arestas e o problema
do corte maximo simples (SIMPLE MAX CUT) pode ser formulado como um problema

de decisao na seguinte forma:
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SIMPLE MAX CUT

INSTANCIA: Um grafo simples G = (V, E) e um inteiro positivo k.

QUESTAO: Existe um subconjunto S C V tal que o niimero de arestas com um

extremo em S e o outro em V' \ S é maior ou igual a k 7

Em 1976, Garey, Johnson e Stockmeyer [40] mostraram que SIMPLE MAXCUT
¢ NP-completo através de uma reducao de MAX2SAT. Posteriormente, em 1995,
Poljak e Tuza [55] mostraram que SIMPLE MAXCUT é NP-completo usando uma
reducao de STABLE SET. A seguir apresentamos a demonstracao de Garey, Johnson

e Stockmeyer [40]. Para isso, definimos o problema MAX2SAT.

MAX2SAT
INSTANCIA: [ = (U,C) na qual U = {x1, 2, -+ ,x,} é um conjunto de varidveis
légicas, C' = {C},Cy, -+ ,C,} é um conjunto de clausulas disjuntivas sobre U tal

que |C;] < 2 para cada 1 < i < p e um inteiro k > 0.
QUESTAO: Existe uma atribuicao légica para os literais que satisfaga pelo menos

k clausulas?

Teorema 1.3. [{0] SIMPLE MAX CUT é NP-completo.

Demonstragao. Consideremos as cldusulas C, Cy, - - - , C,, e o inteiro positivo k dados
na instancia de MAX2SAT. Sem perda de generalidade, podemos assumir que cada
clausula é formada por dois literais, nao necessariamente distintos, e vamos rotula-las
por (a; Vby), (a2 Vby),- -, (a,Vb,), respectivamente. Além disso, podemos assumir
que nao ha duas clausulas idénticas, pois, caso isso ocorresse, bastaria substituirmos
a clausula (u V v) que se repete pelas clausulas (u V ¢) e (v V ¢). Desse modo, se
existissem ¢ clausulas C1, Cy, - - - , €} aparecendo como c6pias de outras jé existentes,
bastaria trocarmos cada clausula C! = (u; V v;) por duas novas clausulas (u; V ¢;) e
(v; V&), em que cada ¢; é uma nova variavel, para cada i € {1,--- , ¢} e o inteiro
positivo k seria substituido por k£ 4 ¢ na nova instancia de MAX2SAT.

A partir da instancia de MAX2SAT construimos uma instancia G = (V, E) de
SIMPLE MAXCUT em duas etapas: primeiro exibimos o conjunto de vértices V e
uma estrutura basica de arestas E7; em seguida acrescentamos um conjunto de
arestas especificas Fy que resolvem problemas adicionais, de modo que F = E; U Es.

Sejam z1, xs,- -+ ,x, as variaveis presentes nas p clausulas. O grafo G = (V, E)
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tem conjunto de vértices dado por:

V = {T;;0<i<3p}U{F;0<i<3ppuU
U {ti;;1<i<n,0<j<3ptu
U {fi;;1<i<n,0<5<3ptuU
U {251 <i<n}u{z;l<i<n}

A estrutura basica de arestas F; é:

B, = {{T,F};0<i<3p,0<j <3p}uU
U {{ty, fi;};1<i<n,0< 5 < 3ppuU
U {{z;, fi;11<i<n,0<j<3p}U
U {{7i,t;;};1 <i<n,0<j<3p}

Para qualquer particio V' = V; U V4 dada, dizemos que a aresta {u,v} é ruim
se ambos os extremos u e v pertencem a mesma parte da particao. Caso contrario,
dizemos que {u,v} é boa.

Se considerarmos uma particao de V' na qual:

e Todos os T; pertencem a mesma parte da particao enquanto todos os F; per-

tencem a outra parte e

e Para cada i os vértices x; e t;; pertencem a mesma parte da particao enquanto

7; e fi; pertencem a outra parte,

entao todas as arestas de E; sao boas. Além disso, se os vértices F; e F); pertencem
a partes distintas da particao, entao pelo menos 3p + 1 arestas de F; sao ruins,
uma vez que os vértices F; e I; sao mutuamente adjacentes a 3p + 1 outros vértices
(note que os vértices T; e F; induzem um grafo bipartido completo segundo E;). De
modo andalogo, se os vértices x; e T; pertencem a mesma parte da particao, entao
pelo menos 3p + 1 arestas de E; sao ruins, ja que existem 3p + 1 caminhos de
comprimento 3 disjuntos em arestas ligando x; a T; (a saber, caminhos da forma
(w3, fij, tij, @)

Nesse ponto vamos acrescentar o conjunto formado pelas arestas adicionais Fy:

By = {{aibi};1<i<pa;#b}U
Hai, Foia}; 1 <i <p}U

U
U {{bi, Foi}; 1 <i < p},

no qual a; e b; representam os literais presentes na clausula Cj.
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A instancia de SIMPLE MAXCUT é dada pelo grafo G = (V, E) e pelo inteiro
W = |Ey|+2k. A Figura[L.4ilustra o grafo G correspondente & instancia I = (U, C)
de MAX 2-SAT na qual U = {x1,22} e C' = {(v1,72); (T1,22)}. Nessa figura, as
arestas de E; aparecem com linha cheia, enquanto as de E5 estao representadas com

linhas pontilhadas.

To
Ty
T

13
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Figura 1.4: Grafo G associado ao conjunto C' = {(z1,T3); (T1,72)}. As arestas com
linha cheia pertencem a FE;, enquanto as pontilhadas formam o conjunto F,.

Dada uma atribuicao de valores-verdade para as n variaveis satisfazendo pelo

menos k clausulas, construa a particao V' = (V4, V3) como segue:

Vi = {F;0<i<3p}U{z;z éfalsa,1 <i<n}uU
U {ti;z; éfalsa,1 <i<n,0<j<3p}uU
U {7 x; é verdadeira,1 <i<n} U
U {fij;x; é verdadeira,1 <7 <n,0 < j < 3p},
v, = VWL

A Figura[L.5]ilustra a partigao correspondente & atribuigdo que torna as varidveis
x1 e oo falsas. Observe que exatamente quatro arestas de Ey estao presentes no corte.

Uma vez que, para cada clausula satisfeita, ou a; ou b; ou ambos pertencem a
Vs, exatamente duas arestas de Es provenientes dessa clausula devem ser boas (a
saber, se a; é verdadeiro e b; falso, teremos as arestas {a;, b;} e {a;, Fp;_1}; se a; é
falso e b; verdadeiro obteremos as arestas {a;, b;} e {b;, F5;} e finalmente caso ambos
sejam verdadeiros obteremos as arestas {a;, Fo;—1} e {b;, F;}). Além do mais, pelas
nossas observacoes anteriores, todas as arestas de E; sao boas. Portanto teremos
pelo menos W = |Ey| + 2k arestas boas.

Por outro lado, suponhamos que exista uma particao V' = V; U V; para a qual
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Figura 1.5: Particao correspondente a atribuicao z; = F, x5 = F'.

W ou mais arestas sao boas. Uma vez que k > 0 e |Es| < 3p, o nimero de arestas
ruins nao pode ser maior que 3p (lembre-se todas as arestas de E; sdao boas segundo
a particao dada anteriormente e qualquer mudanca nessa particao acarretaria uma
perda de pelo menos 3p+1 arestas boas, o que resultaria, mesmo que todas as arestas
de E; fossem boas, em um corte com no maximo |E;| —1 arestas). Desse modo todos
os vértices F; devem pertencer a mesma parte da particao de V', digamos V. Pelo
mesmo motivo, exatamente um dos vértices de cada par (z;,7;) deve pertencer a
Vi. Com isso, conseguimos uma atribuicao de valores-verdade consistente pondo x;
verdadeiro se, e somente se, x; € V5. Para essa atribuicao de valores-verdade, a
clausula C; é satisfeita toda vez que a; ou b; ou ambos os vértices pertencem a V5. E
j& observamos que quando isso acontece exatamente duas arestas correspondentes a
clausula C; em F5 sao boas. Do mesmo modo, nao é dificil ver que nenhuma aresta
de FE» correspondente a clausula C; sera boa caso ambos os vértices pertencam a Vj.
Consequentemente, como devemos ter 2k arestas de Fy boas, entao a atribuicao de

valores-verdade deve satisfazer pelo menos k clausulas. O

Em 1978, Yannakakis [70] mostrou que SIMPLE MAXCUT ¢é NP-completo para
grafos com grau maximo igual a tres.

Ao longo dos préximos capitulos desenvolvemos alguns estudos particulares sobre

21



SIMPLE MAX CUT, com vistas a analise de complexidade do problema restrito a certas
classes de grafos, bem como determinacao de algoritmos aproximativos polinomiais
para estas classes. Consideramos também o problema parametrizado associado e a

determinacao da complexidade parametrizada do mesmo.
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Capitulo 2

Complexidade do Problema do
Corte Maximo para Grafos

Fortemente Cordais

Neste capitulo consideraremos a classe dos grafos fortemente cordais e mostraremos
que para esta classe o problema SIMPLE MAX CUT é NP-completo, resolvendo um

dos problemas em aberto da coluna Johnson [47].

2.1 Grafos Cordais

Um grafo é dito cordal ou triangularizado quando todo ciclo de comprimento maior
que trés possui uma corda, ou seja, uma aresta unindo dois vértices que nao sao
consecutivos no ciclo. Na Figura 2.1 o grafo de Hajés é cordal, enquanto a roda W

nao é cordal, pois possui um ciclo externo de comprimento 6 sem nenhuma corda.

(a) (b)
Figura 2.1: (a) Um grafo cordal (grafo de Hajés) e (b) um nao cordal (roda Wj).

2.1.1 Caracterizacao e Reconhecimento

Gavril [4I] provou que uma das defini¢oes alternativas para grafo cordal é a seguinte:
um grafo G = (V, E) é cordal se, e somente se, existe uma arvore T = (W, F') tal que

pode-se associar a cada vértice v € V(G), uma subérvore T, = (W,, E,) de T', com
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(v,w) € E se, e somente se, W,NW,, # (). Com base nesta defini¢ao, Gavril mostrou
que se G é cordal, entao todas as cliques maximais de G podem ser arrumadas em
uma arvore T'(G), conhecida como drvore de cliques ou cliquetree tal que para todo
vértice v € V(G), as cliques que contém v formam uma subérvore de T'(G).

E importante ressaltar que a classe dos grafos cordais é hereditaria, ou seja,
todo subgrafo induzido de um grafo cordal é também cordal e essa propriedade nos
permite encontrar um algoritmo de reconhecimento para grafos cordais. Pode-se
determinar de um modo eficiente se um grafo G ¢é cordal apresentando um esquema
de eliminacao perfeita para GG. Para definirmos o que vem a ser um esquema de
eliminacao perfeita, precisamos do conceito de vértice simplicial. Um vértice v €
V(@) é dito simplicial se N(v) é uma clique em GG. Equivalentemente podemos dizer
que N[v] é uma clique em G. Como exemplo, observe que todo vértice em um grafo
completo K, é simplicial. Um Esquema de Elimina¢ao Perfeita (EEP) de um grafo
G é uma ordenagao (vy,vs,- -+ ,v,) dos vértices de G de modo que cada vértice v;
é simplicial no subgrafo induzido pelos vértices {v;,- - ,v,}. Em outras palavras, a
sequéncia (vy, vg, -+ ,v,) é um Esquema de Eliminacao Perfeita se, para cada v;, o
subgrafo induzido por N(v;) — {vy, -+ ,v;—1} for completo [64].

A seguir citamos dois resultados importantes no sentido do reconhecimento de
grafos cordais, o primeiro deles devido a Dirac [19] e o segundo devido a Fulkerson
e Gross [30].

Teorema 2.1. [19] Todo grafo cordal que nao é uma clique contém pelo menos dois

vértices simpliciais nao adjacentes.

Teorema 2.2. [36] Um grafo G € cordal se, e somente se, possui um Esquema de

Eliminagao Perfeita.

A Figura[2.2)ilustra um grafo cordal G com um Esquema de Eliminagao Perfeita.

Figura 2.2: Um grafo cordal que possui um esquema de eliminagao perfeita
(1,4,5,8,2,7,3,6).

Observe que no grafo da Figura a vizinhanca de cada vértice da ordenacao

dada induz uma clique sobre o grafo formado apenas pelos vértices que o sucedem
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nesta ordenacao. De fato, N(1) = {2,3} é uma clique de G, N(4) = {2,6} ¢é
uma clique de G[2,---,8], N(5) = {3,7} é uma clique de G[2,3,6,7,8], e assim
sucessivamente até esgotarmos todos os vértices de G.

Uma maneira eficiente de obter um esquema de eliminacao perfeita em um grafo
cordal é através da eliminagao sucessiva de seus vértices simpliciais até que todos os
vértices do grafo sejam esgotados. Esse processo da origem a um algoritmo no qual
cada vértice simplicial vai sendo removido um a um, de modo que, apds a remocao
do vértice simplicial v, o grafo G ¢é atualizado para G := G — {v}. Caso o grafo
G seja cordal o processo termina quando todos os vértices sao removidos. Caso
contrario o processo para e informa-se que o grafo dado nao é cordal. Se G é cordal,
podemos determinar um Esquema de Eliminacao Perfeita para G listando um a um
os vértices simpliciais que foram removidos sucessivamente até esgotar V(G).

A Figura [2.3| apresenta a eliminacao sucessiva dos vértices simpliciais que deu
origem ao Esquema de Eliminacao Perfeita do grafo G apresentado na Figura [2.2]

Pode-se encontrar um Esquema de Eliminacao Perfeita para um grafo cordal
através de um algoritmo de tempo linear que consiste de duas etapas. Numa pri-
meira etapa, faz-se uso do algoritmo de Busca Lexicogréfica [59] ou do algoritmo
MCS(maximum cardinality search) [65] para computar uma ordenagao e, numa se-

gunda etapa, verifica-se se essa ordenacao ¢ um Esquema de Eliminagao Perfeita.

1
3 2 3 2 3
5 4 5 5
7 6 7 6 7
8 8 8
(a) (b) ()
2 3 - 3 - /3 :
6 7 6 7 6
(e) (f) (8)

Figura 2.3: (a) Ilustragdo do esquema de eliminagao perfeita (1,4,5,8,2,7,3,6) do

grafo da Figura[2.2} (b),(c),(d),(e),(f),(g).
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2.2 Grafos Fortemente Cordais

Um grafo G = (V, E) é fortemente cordal se G é cordal e todo ciclo de comprimento

par maior ou igual a seis tem uma corda impar, isto é, uma aresta que conecta dois

25



vértices nao consecutivos no ciclo que estao a uma distancia impar um do outro
sobre este ciclo. No item (a) da Figura temos um grafo nao cordal com uma

corda fmpar {vq,v5} e no item (b) um grafo fortemente cordal.

U1 V9 U1 U2

Ve U3 Vg (%

Figura 2.4: (a)Grafo ndo cordal com uma corda impar e (b)Grafo fortemente cordal.

Um n-sol ou n-trampolim é um grafo cordal que possui um ciclo hamiltoniano
(Y1, 1, Y2, T2y * s Yn, T, Y1), (> 3) no qual cada x; tem grau dois, isto é, o con-
junto de vértices pode ser particionado em dois subconjuntos X = {1, -+ ,x,} e
Y ={u1, - ,yn} tais que cada vértice z; em X tem exatamente dois vizinhos y; e
Y(i+1)mod n- E facil ver que um sol nao pode ser um grafo fortemente cordal pois o
ciclo hamiltoniano presente nesse grafo nao possui nenhuma corda impar. Quando
o conjunto {y1,ys, - ,yn} forma uma clique, dizemos que o n-sol é completo. Caso
contrario, dizemos que o n-sol é incompleto. Na Figura damos exemplos de

alguns n-sois.

X1 X1
X1

X4 X2 X4 X2

*3 Y3 X2 X3 X3

(a) (b) ()

Figura 2.5: (a) Um 3-sol completo (grafo de Hajos), (b) um 4-sol completo e (¢) um
4-sol incompleto.

Grafos fortemente cordais podem ser caracterizados através de subgrafos proibi-
dos: um grafo G é fortemente cordal se, e somente se, G é um grafo cordal que nao
possui nenhum n-sol completo como subgrafo induzido [29).

Grafos fortemente cordais também podem ser caracterizados por possuirem um
esquema de eliminacao forte. Um Esquema de Eliminacao Forte (EEF) de um grafo
G é uma ordenagao (vy,ve, - - ,v,) dos vértices de G satisfazendo as duas condigbes

seguintes para cada i, j, k,l em {1,2,--- n} comi>j>k>1I:
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(i) Se (vi,vg), (v, vx) € E(G), entdo (v;,v;) € E(G);

Figura 2.6: condigao (i).

(ii) Se (vi,vr), (vj,v1), (vj,v,) € E(G), entdo (v, vx) € E(G).

v Vg vj |V

Figura 2.7: condicao (ii).

2.2.1 Caracterizacao e Reconhecimento

Em seu artigo de 1983, Farber [29] determinou que uma condigdo necessaria e su-
ficiente para um grafo cordal ser fortemente cordal é a existéncia de um esquema
de eliminagao forte para esse grafo. Com essa condig¢ao é possivel produzir um al-
goritmo de reconhecimento para grafos fortemente cordais em tempo polinomial. A
seguir enunciamos dois teoremas devidos a Farber que permitem a construcao do
algoritmo de reconhecimento para grafos fortemente cordais em tempo polinomial.

Com o objetivo de construir de modo simples um Esquema de Eliminagao Forte
para um grafo G = (V, E), introduziremos algumas definigoes.

Dois vértices u e v de um grafo G sdo compativeis se Nu] C N[v] ou N[v] C Nul.
Usamos a simbologia u ~ v para dizer que os vértices u e v sao compativeis. Caso
contrario dizemos que u e v sao incompatives.

Um vértice z € V(G) é simples se os vértices de N[v] sdo dois a dois com-
pativeis,ou seja, se o conjunto { N[u]lu € N[v]} formado pelas vizinhangas fechadas

dos vértices de N|[v] pode ser ordenado linearmente por inclusao.

Teorema 2.3. [29] Todo grafo fortemente cordal nao trivial tem pelo menos dois

vértices simples.

Teorema 2.4. [29] Um grafo é fortemente cordal se, e somente se, possui um

esquema de eliminagao forte.

A Figura[2.§ apresenta um exemplo de um grafo fortemente cordal e um esquema

de eliminacao forte para esse grafo. Podemos observar que existem dois vértices
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1 4 4
6 5 6 5
(a) (b)
2 3 3 3
6 5 6 5 6

(c) (d) (e)

Figura 2.8: (a) Um grafo fortemente cordal e (b),(c),(d),(e) um esquema de eli-
minagcao forte (6,3,5,2,4,1) para esse grafo.

simples, a saber 1 e 4. De fato, N(1) = {2,6} e tem-se N[2] = {1,2,3,6} C
{1,2,3,5,6} = N|[6], do mesmo modo que N(4) = {3,5} e N[3] D N[5]. Eliminando
o vértice 1 obtemos um novo grafo fortemente cordal no qual o vértice 4 continua
sendo simples pois preserva a mesma vizinhanga {3,5} e as vizinhancgas fechadas
dos vértices 3 e 5 ainda sao aninhadas como anteriormente. Eliminamos entao
o vértice 4, obtendo um novo grafo fortemente cordal com dois vértices simples,
a saber 2 e 5, ambos com mesma vizinhanca N(2) = N(5) = {3,6} e N[3] =
N[6] = {2,3,5,6}. Eliminando o vértice 2 obtemos um grafo K3 com todos os
vértices simples, isto é, a ordem de eliminacao a esta altura é indiferente e podemos
eliminar sequencialmente 5,3 e 6, obtendo a sequéncia (1,4,2,5,3,6) de eliminagao
dos vértices simples. Observe que a sequéncia reversa correspondente fornece um
esquema de eliminagao forte para o grafo, isto é, a ordenagao (6,3,5,2,4,1) é um
esquema de eliminacao forte para o grafo dado e esse fato nos garante que o grafo é
fortemente cordal.

Observe que o procedimento descrito acima nos fornece um algoritmo linear
para o reconhecimento de um grafo fortemente cordal. De fato, iniciamos com um
grafo G e procuramos um vértice simples v € V(G). Feito isso, eliminamos v
atualizando o grafo, de modo que G := G — {v}. Buscamos um vértice simples
no grafo atualizado, eliminamos esse vértice e o processo continua recursivamente.
Se em algum momento o grafo atualizado nao apresenta nenhum vértice simples, o
algoritmo retorna que GG nao é fortemente cordal. Caso contrario, esgotamos todos
os vértices de GG, obtendo uma sequéncia de eliminagao simples, que revertida produz

um esquema de eliminacao forte para GG, provando que G é fortemente cordal.
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2.3 SIMPLE MAX CUT em Grafos Fortemente

Cordais

Lembramos aqui que Bodlaender e Jansen [6] provaram que SIMPLE MAX CUT é
NP-completo para grafos cordais em 2000. Nossa contribuicao consiste em observar
que a instancia de Bodlaender e Jansen [6] é um grafo cordal que é também forte-
mente cordal. Utilizando a redugao feita por Bodlaender e Jansen [6], mostramos
que SIMPLE MAX CUT é NP-completo para grafos fortemente cordais a partir do

problema MAX 2-SAT, o qual apresentamos a seguir em sua forma de decisao.
Teorema 2.5. SIMPLE MAX CUT é NP-completo para grafos fortemente cordais.

Demonstracao. O problema MAX CUT estd em NP, uma vez que pode-se verificar
em tempo polinomial se |[S,V \ S]| > k.

Bodlaender e Jansen apresentaram uma transformacao polinomial de MAX 2-SAT
para SIMPLE MAX CUT em grafos cordais utilizando a seguinte construcao.

Seja X ={x1,--+ , &, T1, -+ , T} 0 conjunto de literais de U e (a1 Vby),- -, (a,V
b,) o conjunto de clausulas da instancia de MAX 2-SAT , em que as literais a; e b;
pertencem ao conjunto X.

Consideremos m = 2p. Vamos definir os seguintes conjuntos com o objetivo de

construir o grafo G' = (V' E’) que compde a instancia de SIMPLE MAX CUT :

L. C(Z) = {Cgl)v'” 705111)+1}7 D(Z) - {d§Z)7 7d£rzz)+2}7 E(Z) - {egZ)f" 765:1)4»2}7
para cada i € {1,--- ,n}.

2. TO = {tgi),'-- ,tffl)ﬁ}, para cada i € {l,---,n}, e R = {r,---,rp},
Q:{Ch»"' 7%1}7 Y:{yla 7yp} eS:{Slv"' 7Sm+1}~

3. U=Au, - ,up}, V=Av,- -0}, W=Awy, - ,w,} e Z={z1,--,2,}.

A seguir definimos o grafo G’ = (V’, E’) anteriormente citado e uma parti¢ao
(V4, V) do conjunto de vértices V' na qual V; contem os literais com valor-verdade
falso e V5 contem os literais com valor-verdade verdadeiro. O conjunto de vértices
V' é a uniao disjunta de todos os conjuntos mencionados anteriormente, isto é,
CO(1<i<n),DY(1<i<n),ED(1<i<n),SRQTVA<i<p) UVWY,Z
Existe uma aresta entre cada par de vértices de V' se, e somente se, ambos os vértices
pertencerem a pelo menos um dos seguintes conjuntos, ou seja, cada um dos seguintes

conjuntos forma uma clique em G”:
e para cada i € {1,--- ,n}:

— {z;} UCW U DO,
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—{z;}uCO U E®,
— {z,mpuCY;

para cada j € {1,--- ,m + 1}, temos a clique R U {s;};

e XURUY;

e para cada ¢ € {1,---,p}, e cada j € {1,---,m+ 2}, temos a clique
{rzaQ’nty)})

e para cada i € {1,---,p}, se a i — ésima cldusula é (a; V b;), entdo temos as
cliques:

- {a'iybi7ri7qi}7
- {a/i,bi,'l)i,wi},
- {ai,Ui,Ui},

- {bl7 Wi, Zi}'

O grafo G’ é cordal porque podemos arrumar todas as cliques anteriormente
definidas em uma arvore 7T, tal que todo vértice pertence a um conjunto de arvores
que formam uma subdarvore conexa de T. Veja a Figura Mais do que isso,
provaremos a seguir que GG’ é fortemente cordal, exibindo um esquema de eliminacao

forte para G'.

2.3.1 Esquema de eliminagao forte de ¢’

A seguir descrevemos um esquema de eliminacao forte considerando que em cada
etapa uma sequencia de conjuntos de vértices simples serao removidos do grafo
original, definindo um novo grafo para a etapa seguinte. Observe que a cada etapa
as vizinhancas dos vértices remanescentes no grafo sao atualizadas pela remogao dos

vértices eliminados nas etapas anteriores.

1. Eliminando os vértices dos conjuntos D®:

Para cadai € {1,--- ,n}, os vértices dgi) pertencem unicamente a clique {x; }U
C® U DY, Portanto temos N[dg-i)] = {z;} UCYD U DW. Com o objetivo de
simplificar a notagdo, escreveremos N[DW] = {x;} U C® U DO significando
que para todo vértice dy) € DY tem-se N[dy)] = {2z} uC®u DO, Se
z; = a; para algum j € {1,2,--- ,p}, entdo N[z;] = X URUY UCW U
DD U ED U {vj,wj,u;,q}. Se x; = by para algum k € {1,2,---,p}, entdo
Nlz;] = X URUY UC® U DY U E® U {v, wy, 2k, g} Caso contrério, se z;
no é literal de nenhuma cldusula, entdao N[z;] = XURUY UCPWUDODUE®,
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RU {Sn1} {x}uC® uyD"

:

|

| . .
i {x}uC" uE?"
|

|

Ru{s} {x,,%}uC"
XURuUuY
{ri,qa.,a.,h}
{ri’q!tgi) {aiah'VaWi}
1,9, } {a,u,v} {bi,w,2}

Figura 2.9: Arvore de cliques de G'.

E N[CY] = {z;,7;} UCYD U D® U E®. Portanto podemos ver que todos
os vértices de D sdo simples para cada i € {1,--- ,n}, o que nos permite

eliminéa-los.

2. Eliminando os vértices dos conjuntos £E®:

Analisamos os conjuntos £ para cadai € {1,--- ,n}, N[EW] = {z;} uC®D U
E®. Se z; = a; para algum j € {1,2,---,p}, entdo N[z;] = X URUY U
COuU ED U {v;,w;,uj,q;}. Se x; = by para algum k € {1,2,---,p}, entdo
N[z;] = X URUY UCY U ED U {v, wy, 2, qr}. Caso contrério, se x; nao
é literal de nenhuma cldusula, entio N[z, = X URUY UC® U E®. E
N[CW] = {z;, 7;} UCH U E®. Novamente podemos ver que os vértices de £
sdo simples, o que nos permite eliminar todos os vértices de E®, para cada
ie{l,---,n}

3. Eliminando os vértices do conjunto U:

Para cada i € {1,--- ,p}, temos N[u;| = {u;, a;,v;}, N[vi| = {ai, b;, vi, us, w; }
e N[a;] = X URUY U{q;, u;, v;, w; }. Concluimos que todos os vértices de U

sao simples e os eliminamos.

4. Eliminando os vértices do conjunto Z:
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Figura 2.10: Grafo G’ obtido a partir da instancia I = (X,C) = ({z1, 22,71, T2}, { (21 VZ2), (z2V
Z1)}) de MAX-2-SAT.

Agora consideramos os vértices do conjunto Z. Temos N|z] = {b;, w;, 2},
N[b;] = X URUY U{v;,w;, 2, q;} e Nw;] = {a;, b, vi, w;, z;}. Entédo, todos

os vértices de Z sao simples e eliminamos os vértices de Z.

5. Eliminando os vértices do conjunto V:

Podemos ver que Nv;] = {a;, b;, v;, w; }, Nla;] = N[b;] = XURUY U{v;, w;, q;}
e Nw;| = {a;,b;,v;,w;}. Logo concluimos que todos os vértices de V' sao

simples e eliminamos todos os vértices de V.

6. Eliminando os vértices do conjunto W:

Temos N[w;] = {a;, b, w;}, N[a;] = N[b;] = X URUY U{g;,w;}. Desse modo

todos os vértices de W sao simples e vamos eliminar todos os vértices de W.

7. Eliminando os vértices dos conjuntos 7?:

Para cada i € {1,---,n}, podemos ver que N[tg»i)] = {tg-i),m,qi}, Nlg] =
{rs, 45,0, b, yUTD e N[r;] = {g} UTWURUX UY US. Portanto, todo vértice
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de T é simples, para cada i € {1,--- ,p}, e eliminamos todos os vértices de
T(l)7Z € {17 27 37 e 7p}
8. Eliminando os vértices do conjunto Q:

Temos N{qi| = {ri, i, ai, bi}, Nri] = {g:;} URUX UY US e Na;] = N[b;] =
X URUY U{g}. Consequentemente todos os vértices de @) sao simples e

eliminamos todos os vértices de ().

9. Eliminando os vértices do conjunto S:

Temos N[s;] = {s;} UR e N[r;] = X UY URUS. Portanto todos os vértices

de S sao simples e eliminamos todos os vértices de S.

10. Eliminando os vértices dos conjuntos C'®:

Temos N[CW] = {z;,7;} UCW e N[z;] = N[7;] = X UY URUCY. Portanto

todos os vértices de C¥ sdo simples e eliminamos todos os vértices de C®.

11. Eliminando os vértices do conjunto RU X U Y

Podemos ver que N[R] = N[X| = N[Y] = XUYUR. Consequentemente todos
esses trés conjuntos sao formados por vértices simples e eliminamos todos os
vértices de RUX UY.

Isso conclui o esquema de eliminacao forte. A Figura [2.11]ilustra o esquema de
eliminagao forte para o grafo G’ da Figura [2.10
O

Os resultados obtidos nesse capitulo encontram-se no artigo “A Complezidade do
Problema do Corte Mdximo para Grafos Fortemente Cordais”, que foi apresentado
no XLV SBPO, 2013, e publicado nos Anais do XLV SBPO, 2013 [62].
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Figura 2.11: Esquema de eliminagdo forte para o grafo fortemente cordal G’:(a) Eliminagao dos
conjuntos D e E®: (b)Eliminacio dos conjuntos U e Z; (c)Eliminacao dos conjuntos V, W e
T@; (d)Eliminacao dos conjuntos @ e S; (e)Eliminacao dos conjuntos C*) e posterior eliminacio
da clique X UY U R.
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Capitulo 3

Algoritmos Aproximativos
Polinomiais para o Problema do

Corte Maximo em Grafos Split

3.1 Definicoes Preliminares

Um grafo G = (V, E) é split se o conjunto V' dos vértices de G admite uma parti¢ao
V = K US na qual K é uma clique e S é um conjunto independente. Se todos os
vértices de S possuem o mesmo grau k, diremos que G é um grafo k-split. Se o grafo
k-split G' possuir uma clique maximal com n vértices, entao diremos que G é um
grafo (k,n)-split. Note que devemos ter sempre k < n, pois de outro modo a clique
K nao seria maximal, podendo ser aumentada. Na Figura temos exemplos de

tais grafos.

________

\\\\\

(a) (b)
Figura 3.1: (a) Um grafo split e (b) Um grafo (2,4)-split.
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3.2 Algoritmos Aproximativos Polinomiais

Como jé foi mostrado por Bodlaender e Jansen [6], SIMPLE MAXCUT é NP-completo
para grafos 2-split.

Desse modo, vamos apresentar um algoritmo aproximativo para a determinagao
do Corte Maximo para grafos split, utilizando um resultado de Bodlaender, Figuei-
redo, Gutierrez, Kloks e Niedermeier [4] juntamente com um lema que fornece uma

cota superior para o tamanho do corte maximo de um grafo split.

Lema 3.1. [}/ Seja K,, o grafo completo com n vértices. Entao mc(k,) = [5]]5].
Além disso, qualquer particao de V- em duas partes A e B com cardinalidades |A| =

(5] e |B| = 5] da origem a um corte mdwimo de K,.

Demonstracao. Seja (A, B) uma partigao dos vértices de K, tal que |A| =pe |B| =
¢, (p+ ¢ =n). Entdo o corte de arestas [A, B] ¢ isomorfo a K, , o grafo bipartido
completo que tem exatamente pq = p(n — p) arestas. Logo |[A, B]| = p(n — p) que
assume seu valor maximo quando p = | 5] oup = [§]. De fato, a fungao f : R — R,
f(p) = p(n — p) quadrética atinge seu valor maximo no ponto que anula a derivada
f'(p) = n — 2p, isto ¢, quando p = 7. Como estamos considerando apenas valores
inteiros para a variavel p, entao a funcao atingira valor maximo para os valores
de p inteiros mais préximos de § que é a abcissa do vértice da parabola associada

a essa fungao. Portanto temos [[A, B]| < [§][5] e esse valor ¢ atingido quando
Al =T31. O

Uma ilustracao do lema anterior pode ser vista na Figura 3.2

Figura 3.2: Exemplo de corte maximo para o grafo completo Kg.

Lema 3.2. Se G = (V, E) € um grafo split com particao V- = K U S no qual a

ZUGS d(’l))
S|

independente S, entdo para todo corte de arestas [A, B tem-se |[A, B]| < [5][5] +
k|S|.

clique mdzima tem tamanho |K| =n e k = € o grau médio do conjunto

Demonstracao. Observe que de acordo com o lema anterior, o melhor corte possivel

para a clique maximal K tem tamanho [§][%]. Uma particao (A, B) de V induz as
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partigoes (K4, Kg) em K e (S4,Sg) em S. Como S é um conjunto independente,
nao ha arestas entre Sy e Sp. Logo, basta considerarmos os seguintes subconjun-
tos de E: [Ka, Kgl, [Ka,Sp| e [Kp,Sal]. Desse modo, podemos decompor o corte
de arestas [A, B] numa uniao disjunta [A, B] = [Ka, Kp] U [K4,Sg| U [Kp, S4l.
Lembrando que [Ka,Sp] U [Kp,Sa] C [K,S], teremos |[Ka, Sg|| + |[KB, Sa]| <
[/, S]], Além disso, |[K,S]| = > ,cqd(v) = k[S|. A partir das desigualda-
des |[Ka, Kp]| < [5]115] e [[Ka,SB]| + |[KB,Sa]| < k|S]|, podemos concluir que
1A, B)| < [2112] + KIS, .

3.2.1 Um Algoritmo %-aproximativo para SIMPLE MAX
CuT

Sejam G = (V, E) um grafo split com particao de vértices V = K U S, na qual K é
a clique méxima com |K| =n, S é o conjunto independente, ¢ N(S) = U,esN(v) a
vizinhanc¢a do conjunto independente S. A seguir, apresentamos um algoritmo apro-
ximativo que fornece uma solugao viavel de SIMPLE MAXCUT através da construgao

de um corte de arestas [A, B] do grafo G.

Caso 1: Se [N(S5)| < [ 5], ponha todos os vértices de N(S) em A e, se necessario,

complete essa parte com outros vértices de K\ N(S) até obter | § | vértices na parte

A. Ponha todos os vértices de S e os vértices restantes de K na parte B.
A Figura ilustra essa situacao. Veremos adiante no Teorema (3.3 que o corte

obtido nesse caso é exatamente o corte maximo.

Figura 3.3: Exemplo de corte maximo para um grafo split com |N(S)| < [F].

ZUGS d('U)
Is| -

Se k|S| < 2[%][%], entdo escolha aleatoriamente | 5] vértices de N(S) e coloque-os

Caso 2: Se |N(S)| > | 5], calcule o grau médio dos vértices de S: k =
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na parte A. Ponha os demais vértices de K na parte B. Para cada vértice v € S,
se |[N(v) N A] > |N(v) N B, ponha v em B, caso contrario ponha v em A. Se
k|S| >2[5]%] faca A=SeB=K.

A Figura[3.4]ilustra as duas possibilidades para o segundo caso.

(a) (b)

Figura 3.4: Exemplo de corte aproximado para um grafo split com |[N(S)| > [5]:
(a) kIS] < 2[5][5] e (b) K[S] > 2[5][5].

No caso do problema SIMPLE MAXCUT, a razao de aproximacao do algoritmo
serd obtida pelo quociente entre o tamanho do corte fornecido pelo algoritmo dado
e o tamanho do corte maximo real. Contudo, como nao sabemos determinar o
tamanho do corte maximo, vamos substituir esse valor pela cota superior fornecida
no Lema 3.2

Provamos, no teorema seguinte, que o algoritmo aproximativo encontrado tem

2

razao 3"

Teorema 3.3. Se G = (V, E) é um grafo split com particao V. = K U S, entdo o

algoritmo aprorimativo para SIMPLE MAXCUT lem razdao %

Demonstragdo. Nas condigoes do caso 1, isto é, quando [N(S)| < [§], o algoritmo
fornece exatamente o corte maximo [5][5] + k|S| = |[A, B]| para G. De fato,
todas as arestas do conjunto [S, K] pertencem ao corte, e |[S, K]| = k|S|. Além
disso, pela construcao feita, a clique K foi particionada de modo que, em cada parte

ha, respectivamente | 3] e [§] vértices de K. Entdo o corte obtido tem tamanho

[211%] + k[S| que, pelo Lema é 0 maior possivel.
Teremos dois subcasos a considerar para o caso 2, no qual [N(S)| > 5], ou

seja, quando o tamanho da vizinhanca do conjunto independente S satisfaz: k|S| <

22113 ou k|S| > 2[3](3).
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Se kS| < 2[%][5], podemos observar que a construcao dada pelo algoritmo

particiona a clique K em duas partes que possuem, respectivamente, L%J e [g}
vértices. Desse modo, com relacao a essa clique teremos exatamente [5][% | arestas

de corte. Como |N(S)| ultrapassa a metade de |K|, ha possivelmente vértices de S
com vizinhos em ambas as partes da particao. Pela construgao, posicionamos esses
vértices de modo a obter o maior numero possivel de arestas de corte, isto é, se
veSe|Nw) NAl > |N(v)N B|, colocamos v em B, de modo a obter pelo menos
metade das arestas com extremo em v como arestas de corte. Consequentemente

isso origina um corte com pelo menos metade das arestas de [S, K], isto é, o corte

n
2

do algoritmo sera %, uma vez que vale a seguinte cadeia de desigualdades:
k|S| < 2[%]|5]) implica em @ < [5]15]. Somando aos dois membros dessa
desigualdade a expressao @ + 2[4 ][ %] obteremos: 3@ +3[5115] = 2k|S| +

2
EELH31L3) S, 2
RSTITATE] = 3

Se k|S| > 2[5][5], o algoritmo fornece um corte de tamanho k|S| e, somando
2k|S| aos dois membros da desigualdade anterior, obteremos 3k|S| > 2k|S| +

k|S| 2
CEREa e i

final obtido tem pelo menos @ + [51]5]) arestas. Entao a razao de aproximacao

2[%1]5] a partir da qual podemos concluir diretamente que

2[51]5]). Novamente, a partir dessa desigualdade, obtemos

A seguir apresentamos um exemplo de um grafo split no qual a razao de apro-
ximagao dada ¢ exatamente 2. Considere G o grafo 3-split no qual |[K| =5¢|S| = 4.
A Figura [3.5| ilustra uma possivel particao desse grafo obtida pelo algoritmo apro-

ximativo dado anteriormente.

2

Figura 3.5: Grafo split no qual o algoritmo aproximativo tem razao de aproximagao 5

3.3 Grafos (k,n)-Split Cheios

Definimos a seguir a classe dos grafos (k,n)-split cheios. Seja G um grafo (k,n)-
split. Dizemos que G = (V, E) é (k,n)-split cheio se V.= K U S e, para cada

subconjunto W formado por k vértices da clique K, existe um subconjunto nao
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vazio e maximal U C S tal que cada vértice u € U é adjacente a todos os vértices
de W. A multiplicidade ms(W) de W em S é a cardinalidade do conjunto U, isto
é, mg(W) = |U|. Se mg(W) = 1, para todo W C K, com |W| = k, dizemos que
G é um grafo (k,n)-split cheio simples . Caso contrario, dizemos que G é um grafo

(k,n)-split cheio maltiplo. A Figura mostra exemplos desses grafos.

(a) (b)

Figura 3.6: (a) Um grafo (3,4)-split cheio simples e (b) um grafo (3,4)-split cheio
multiplo.

A seguir determinamos alguns resultados sobre o corte méximo de grafos (k,n)-

split cheios.
Teorema 3.4. Se G ¢ um grafo (1,n)-split, entao mc(G) = |S|+ [5][5]-

Demonstra¢ao. Como G é (1,n)-split, particionamos a clique K pondo aleatori-

amente 5] vértices em A e [§] vértices em B. Em seguida, se v € K N A,

ponha Ng(v) em B. Caso contrario, ponha Ng(v) em A. Dessa forma, to-

das as arestas de [S, K] pertencem ao corte e obtemos um corte de tamanho

[2115] + I[S,K]| = [511%] + |S| que é o limite superior determinado no lema
. Portanto mc(G) = |S| + [5][5]. O

A Figura [3.7)ilustra um grafo 1-split e seu corte maximo.

Segue imediatamente desse teorema o resultado para grafos (1,n)-split cheios:
Corolario 3.5. Se G ¢ um grafo (1,n)-split cheio, entao mce(G) = S|+ [5][5].

Teorema 3.6. Se G = (S,K) € um grafo (k,n)-split cheio simples com k > 2,
entao mc(G) = kl|S|.
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(a) (b)

Figura 3.7: (a) Um grafo 1-split e (b) seu corte méximo.

Demonstracao. Para o estudo deste caso, vamos considerar trés subcasos nos quais
utilizaremos a seguinte propriedade combinatoéria: Se um conjunto X com n ele-

mentos for particionado em dois subconjuntos Y e Z com p e ¢ elementos, respecti-
n
vamente, o nimero de subconjuntos de X com k elementos, Nk pode ser obtido

através da soma dos numeros de subconjuntos de Y e de Z com k elementos, mais
a soma dos numeros de composicoes de elementos de Y e de Z que resultam em
subconjuntos com k elementos (veja a Figura [3.8). Suponha que G seja (k, n)-split

cheio simples. Desse modo temos:

Figura 3.8: Particao de um conjunto X em duas partes Y e Z. Possiveis escolhas
de subconjuntos de X com cardinalidade 4.
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Subcaso 1: k < min{p, ¢}

()= () ()06

se k < pek <q. Consequentemente, o nimero de arestas do corte [S, K| em um

grafo (k,n)-split cheio simples é dado por

(1)) )2+ 0

sempre que k <pek <q.

Portanto, se tomarmos uma partigdo da clique K = (A, B), tal que |A] = p e
|B| = ¢, podemos posicionar os vértices do conjunto independente S de modo a
obter o maior nimero possivel de arestas de corte, colocando os vértices que sao

adjacentes somente aos elementos de A na parte B e vice-versa, obtendo um total
de k (Z) +k (i) arestas de corte. Caso um vértice u € S tenha vizinhos em

ambas as partes, procedemos do seguinte modo: se |N(u) N A| > |N(u) N BJ, ponha

u em B, caso contrario ponha u em A. Esse procedimento resulta num total de

> max(i, k—1) | | arestas de corte.
i=1 1 k—1
Logo
p 7\ p q
A B]| =k +k —i—E max(i, k — i + pq.
L <k) (k> i=1 ( ) <Z> (k B 7’) "

Observe que, quaisquer que sejam p > k e ¢ > k tem-se p < (p) eq< (k: q )
) —1

se 1 <i <k — 1. Consequentemente

== ()(5) =2 0)(2)

Note também que max(i, k—i) < k—1 paral <7 < k—1. Desse modo, obtemos

a seguinte desigualdade:

ot = 1(0) o) s Emer () (1) o -
() 1) e ()6n) 50 -0
() B O) ()
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Subcaso 2: p < k <q

Nesse caso , dada uma particao (A, B) de K tal que |A| = p e |B| = ¢, o niimero
de elementos de S serda dado pela soma do nimero de subconjuntos de B com k
elementos, mais o niimero de possiveis combinacoes de elementos de A e de B que

resultam em conjuntos com k elementos, isto é,

0)-()=0))

quaisquer que sejam p e ¢ inteiros positivos tais que p+¢ = n com p < k < q.

Procedendo como no caso anterior, obtemos o corte de arestas [A, B] de tamanho

I[4, B]!_pQ-i-k( >+Zmaxz k—1) () (k:ciz)
Como p < (f) eq< (k:q—z>’ segue dal que
OO

E também max(i, k — i) < k — 1. Logo temos a seguinte desigualdade:

|[A,BHZPQ+/€(Z>+ZP:H1&X(Z/€ (p)( 1 ) <

()-8 ) £0)(
(o))l

Subcaso 3: p<qg<k
Num tltimo caso, o nimero de elementos de S serd dado unicamente pelas

possiveis combinacoes entre elementos de A e de B que resultam em subconjuntos

B)-S0)(n)

com k elementos, isto é,
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Desse modo, o corte de arestas [A, B] terd tamanho
- p\ ([ a
A, B]| =pqg+ max(z, k — @ )
4.3 =pa+ 3 (=) () (k ! )

A partir de , e da desigualdade max(i, k—i) < k—1 para todo k—q < i < p,

segue que
(A, B)l < & (Z) = K3,

]

Os resultados desse capitulo encontram-se no artigo “Approximation Algorithms
for Simple Max Cut of Split Graphs” [63] que concorreu ao prémio Roberto Diéguez
Galvao no XLVI SBPO, 2014 e encontra-se publicado nos Anais do XLVI SBPO,
2014.
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Capitulo 4

Complexidade Parametrizada do
Problema do Corte Maximo

Sinalizado

Um grafo G = (V, E) ¢ sinalizado se cada aresta for rotulada como positiva(+) ou
negativa(—). De outro modo podemos dizer que existe uma fungao ¢: £ — {4, —}
que atribui a cada aresta e € E um sinal c(e) € {+,—}. A Figura {4.1| mostra um

exemplo de grafo sinalizado.

Figura 4.1: Exemplo de um grafo sinalizado.

Seja (V4, V) uma partigao de V. Dizemos que o grafo G é (Vi, V,)-balanceado
se os subgrafos induzidos G[V;] e G[V5] s6 possuem arestas positivas, enquanto o
conjunto [Vi, V5] sé possui arestas negativas.

Um grafo G é balanceado se existe uma particao (V1, V5) de V' tal que G é (Vi, V3)-
balanceado. A Figura mostra um grafo sinalizado balanceado e sua particao
(V1,V5). O problema de reconhecimento de grafos sinalizados balanceados é poli-
nomial. Essas defini¢oes foram estabelecidas por Harary [46] num artigo de 1953.
Neste artigo, Harary provou que um grafo sinalizado é balanceado se, e somente
se, nao possui ciclos negativos. Um ciclo negativo é um ciclo que apresenta uma
quantidade fmpar de arestas negativas. Com essa propriedade é possivel construir
um algoritmo de tempo polinomial para o reconhecimento de grafos sinalizados ba-

lanceados como foi mencionado acima. De fato, basta ordenar cada ciclo e percorrer
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Figura 4.2: Exemplo de um grafo sinalizado balanceado com sua partigao.

seus vértices, posicionando-os na mesma parte da particao caso a aresta percorrida
tenha sinal positivo. Caso a aresta tenha sinal negativo, posicionamos estes vértices
em partes distintas.

Na Figura mostramos um grafo sinalizado nao balanceado e seu subgrafo

balanceado de tamanho maximo.

Figura 4.3: (a) Um grafo sinalizado nao balanceado e (b) seu subgrafo balanceado
maximo.

Dado um grafo sinalizado GG, o problema da determinagao do subgrafo balanceado
de G com o maior nimero possivel de arestas é chamado SIGNED MAX CUT. Se
considerarmos a restricao do problema SIGNED MAX CUT apenas as instancias G
cujas arestas s6 apresentam sinal negativo, entao o problema SIGNED MAX CUT se
reduz a SIMPLE MAX CUT. De fato, basta procurarmos uma particao (V4, V3) dos
vértices de G que fornega um corte de arestas [V}, V3] com a maior cardinalidade
possivel e eliminarmos as arestas que estao fora do corte. Portanto, SIGNED MAX
cutT ¢ NP-dificil, uma vez que SIMPLE MAX CUT também ¢é [40]. Assim, SIGNED
MAX CUT é um problema mais geral que SIMPLE MAX CUT. Esse fato nos motiva a
buscar abordagens alternativas para determinar solugoes de SIGNED MAX CUT. Uma
dessas abordagens ¢é a analise do ponto de vista da Complexidade Parametrizada.

Ao longo desse capitulo, o problema SIGNED MAX CUT sera abordado sob a
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perspectiva da Complexidade Parametrizada. Este capitulo é autocontido, mas
citamos [20], [34], [33] e [51] como referéncias para um estudo introdutério desse
assunto.

O objetivo do estudo da complexidade parametrizada de um problema compu-
tacional é classificar o problema de acordo com o nivel de dificuldade de solugao
com respeito a um ou mais parametros da instancia de entrada ou de saida. A com-
plexidade serda medida como uma funcao de tais parametros. O parametro é uma
variavel escolhida na instancia do problema. Sejam II um problema de decisao, G
o grafo de entrada de IT e k o parametro escolhido sobre G. Dizemos que I1(G, k)
é tratdvel a parametro firo (FPT) quando existe um algoritmo que resolve II em
tempo f(k)-n®® para alguma funcdo computével f. Isto significa que ao fixarmos
o parametro k, obteremos uma solugao polinomial para o problema II. Fellows [21]
mostrou que um problema parametrizado II(G, k) é FPT se, e somente se, admite
um nicleo. O processo de obtencao do nticleo, conhecido como kernelizacdo, bem
como a defini¢ao desse conceito serao dados na Secao [4.2,

Considerando SIGNED MAX CUT, estamos interessados em determinar uma pa-
rametrizacao desse problema que nos forneca um corte balanceado com pelo menos
5+ "T_l arestas, de modo a obter nicleos(kernels) com ordem polinomial baixa em
certas classes de grafos. De fato, como ja mencionamos anteriormente no capitulo 1,
Edwards [23] e [24] mostrou que qualquer grafo conexo com n vértices e m arestas
tem um corte de tamanho 3 + "T_l e esse valor é justo, pois é realizado em gra-
fos completos de ordem fmpar. A Figura [4.4] ilustra esse fato. Como ja foi dito,
essa cota inferior para o tamanho do corte de arestas do grafo é conhecida como
Edwards-Erdds bound e justifica a seguinte parametrizacao de MAX CUT recente-
mente considerada por Crowston, Jones e Mnich [I6]: Dado um grafo conexo G
e um parametro k, decidir se G tem um corte de arestas de tamanho maior ou
igual a & + ”T_l + %. Crowston, Jones e Mnich [16] provaram que este problema é
NP-completo, produziram algoritmos FPT para essa parametrizacao do problema,

e determinaram um niicleo de tamanho O(k®) para grafos em geral.

Figura 4.4: Parti¢io de V(K5) com %2 + 2= = 22 + 221 — 6 arestas.
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Com respeito ao problema SIGNED MAX CUT, Poljak e Turzik [54] provaram
que % ”T_l ¢ uma cota inferior justa para o tamanho (nimero de arestas) de um
subgrafo balanceado de qualquer grafo G conexo sinalizado. Devido a esse fato,
representaremos essa cota inferior utilizando as iniciais de Poljak e Turzik, isto é,
pt(G) = & + ”T_l. Motivados pelo resultado anterior para MAX cuT, Crowston,
Gutin, Jones e Muciaccia [15] consideraram a seguinte parametrizagdo de SIGNED
MAX CUT, que nos fornece um corte de arestas de tamanho maior ou igual a % + %,
sendo por isso chamada de parametrizacao acima do limite inferior justo a qual

utilizamos nesse capitulo.

SIGNED MAX CUT ABOVE TIGHT LOWER BOUND(ATLB)

INSTANCIA: Um grafo G' conexo sinalizado e um inteiro positivo k.

PARAMETRO: k

~

QUESTAO: (' contém um subgrafo balanceado com pelo menos % + ”T_l +

arestas?

Por motivo de simplificacao, o problema acima sera referido ao longo do capitulo
como SIGNED MAX CUT ATLB. Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] provaram
que SIGNED MAX CUT ATLB é também FPT, determinando também um nicleo de ta-
manho O(k?) para grafos em geral. Como ja observamos anteriormente, o problema
analogo MAX CUT ATLB ¢ obtido a partir de SIGNED MAX CUT ATLB, considerando
o grafo sinalizado G com todas as arestas negativas. Desse modo, os resultados de
Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] melhoraram consideravelmente o tamanho
do nucleo que, antes era de O(k°) no caso particular de grafos nao sinalizados es-
tudados no problema MAX cUT ATLB dado por Crowston, Jones e Mnich [16], para
um nticleo de O(k?®) no caso geral de SIGNED MAX CUT ATLB.

Um grafo G é (r, () se V(G) pode ser particionado em r conjuntos independentes
e { cliques. O problema de reconhecimento para grafos (r,¢) é NP-completo se, e
somente se, max{r,{} > 3 [9] [32].

Nesse capitulo mostramos que SIGNED MAX CUT ATLB tem ntcleo de tamanho
O(k?) em grafos (r,¢), para todo r, ¢ > 0 fixados, utilizando fortemente as técnicas
desenvolvidas por Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] e explorando a estrutura
dos grafos (r, ¢) para melhorar o tamanho do nicleo de ctibico para quadréatico.

A seguir listamos algumas defini¢oes e resultados obtidos para grafos em geral e

que utilizamos nas proximas sessoes.

4.1 Resultados Gerais

Dado um grafo simples G = (V, E), se S C V(G) definimos G — S = G[V(G) \ S].

Se o grafo G é sinalizado, dizemos que um ciclo C' de G é positivo quando tem um
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numero par de arestas negativas (veja a Figura |4.5)).

Figura 4.5: (a) Um ciclo positivo e (b) um ciclo negativo.

Teorema 4.1 (Harary). [£6] Um grafo sinalizado G ¢é balanceado se, e somente se,

todo ciclo de G € positivo.

Figura 4.6: (a) Um grafo sinalizado balanceado e (b) sua partigdo balanceada.

O Lema a seguir, devido a Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] nos
serd de grande utilidade, uma vez que fornece uma cota inferior para o tamanho de
um subgrafo sinalizado balanceado de um grafo dado. Seja G = (V, E) um grafo
sinalizado. Representaremos por 5(G) o tamanho do subgrafo balanceado H de G

que tem o maior numero numero 3(G) = |E(H)| de arestas total.

Lema 4.2. [15] Seja G = (V, E) um grafo conezxo sinalizado e (U, W) uma particdao
NAo-trivial de V(G). Entio B(G) > B(G[U]) + B(G[W]) + 3|[U, W]|. Além disso,
se G[U] e G[W] tém, respectivamente, ¢ e ¢y componentes conexas, B(G[U]) >
pGIU)) + & e BGIW]) > pt(GIW]) + &2, entio B(G) > pt(G) + thetate-l),

7
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4.2 Nucleos

O processo de kerneliza¢do é uma técnica utilizada para reduzir o tamanho de uma
instancia (G, k) para o problema dado por meio de regras de redugdo de dados
em tempo polinomial que transformam a instancia original (G, k) em uma nova
instancia (G', k') de tamanho limitado por uma fungao do parametro k. Para os
problemas estudados nesse capitulo, consideraremos o tamanho de GG’ como sendo o
nimero de vértices de G'. A instancia reduzida (G’, k') é o tao mencionado nicleo
ou kernel do problema. Uma vez que o nicleo do problema tenha sido obtido,
sabemos que o problema é tratavel por parametro fixo, ja que o tempo de execugao
de qualquer algoritmo de forca bruta depende exclusivamente do parametro k. A
reciproca também é verdadeira: toda vez que um problema parametrizado é FPT,
entdo admite um nicleo [20, B34, B1]. A questao crucial com respeito a nicleos é
decidir quando um problema parametrizado admite um nicleo polinomial ou NAO.
Um nticleo é polinomial quando seu tamanho ¢é de ordem polinomial, ou seja, quando
existe um inteiro positivo p tal que o tamanho do nicleo é de O(kP).

Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] mostraram que SIGNED MAX CUT ATLB
é FPT para grafos em geral através de um algoritmo com tempo de execucao 23#n°M)
O algoritmo aplica algumas regras de redugao a instancia (G, k) que ou determinam
se essa instancia tem resposta SIM para o problema de decisao SIGNED MAX CUT
ATLB, ou produzem um subconjunto S com no maximo 3k vértices tal que G — S é
um grafo bloco ou floresta de cliques (um grafo no qual toda componente biconexa

é uma clique) sem arestas positivas. Esse resultado estd estabelecido a seguir.

Figura 4.7: Exemplo de um grafo bloco.

Proposigao 4.3. [15] Se (G, k) é uma instancia de SIGNED MAX CUT ATLB, entdo
¢ possivel determinar em tempo polinomial que (G, k) € uma instancia SIM ou que
existe um subconjunto S com no mdzrimo 3k vértices tal que G — S € um grafo bloco

sem arestas positivas.

Existem dois tipos de regras de reducao aplicadas por Crowston, Gutin, Jones e
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Muciaccia [I5] a uma instancia (G, k) com o objetivo de obter um nicleo de tamanho
O(k?) para SIGNED MAX CUT ATLB: regras de reducao do tipo one-way e do tipo
two-way.

Uma regra de reducao é do tipo two-way se sua aplicagdo na instancia (G, k)
produz, em tempo polinomial no tamanho de GG, uma instancia (G’, k) equivalente a
(G, k), ou seja, (G, k) é uma instancia SIM se, e somente se, (G, k') é uma instancia
SIM. Isso significa que essas regras podem certamente ser aplicadas a qualquer
instancia do problema em questao para a obtencao de algoritmos FPT ou nicleos,
na medida que o parametro k NAO aumenta pela aplicacao das regras definidas por
Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [15].

Por outro lado, uma regra de reducao do tipo one-way, quando aplicada a uma
instancia (G, k), produz uma instancia (G, k') que satisfaz a seguinte condigao:
se (G', k') é uma instancia sIM, entdo (G,k) é uma instancia SIM. Note que é
possivel que (G, k) seja uma instancia SIM e (G’, k') seja uma instancia NAO. Embora
as regras de reducao do tipo one-way nao produzam uma instancia equivalente a
(G, k), seu uso repetido, juntamente com as regras de redugao do tipo two-way nos
permitem em determinados casos, encontrar uma instancia SIM (G’ k') com k' <0
e assim concluir certamente que (G, k) é uma instancia SiM. A Figura ilustra o

funcionamento das regras de reducao.

(G'K')-SIM

(G,k)-SIM

(G,k)-SIM

A
y

> (G',k')-SIM

(G'k')-NAO

(G,k)-NAO |« (G',k')-NAO

Y

(G,k)-NAO

—>>
] (G,k)-SIM
\

(b)

(a)
Figura 4.8: (a) Regras de redugao two-way (b) Regras de reducao one-way.

A seguir, listamos as primeiras sete dentre as onze regras de reducao criadas
por Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [15]. Essas regras sao do tipo one-way,
enquanto as regras de 8 a 11 que listamos posteriormente sao do tipo two-way.
O algoritmo construido por Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [15] aplica estas
regras de reducao ao grafo de entrada do problema parametrizado, marcando alguns

vértices nos casos em que o parametro k é decrementado.

Regra 1. Seja G um grafo conexo sinalizado. Se abca é um triangulo positivo tal
que G —{a,b,c} € conexo, entdo marque os vértices a, b, c, remova-os de G e faca

k' =Fk—3.
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Regra 2. Seja G um grafo conexo sinalizado. Se abca é um triangulo positivo tal
que G — {a,b,c} tem duas componentes conexas C' eY, sendo C uma clique que
nao contém triangulos positivos, entdo marque os vértices a,b,c, remova-os de G

jguntamente com C e faca k' =k — 2.

Regra 3. Sejam G um grafo conexo sinalizado e C' uma clique que que nao contém
triangulos positivos e é uma componente conexa de G — v para algum vértice v € G.
Se existem a,b € V(C) tais que G — {a,b} é conexo e v é adjacente a a, mas naio é

adjacente a b, entdo marque os vértices a,b, remova-os de G e faca k' =k — 2.

Regra 4. Sejam G um grafo conexo sinalizado e C uma clique que que nao contém
triangulos positivos e € uma componente conexa de G — v para algum vértice v € G.
Se existem a,b € V(C) tais que G — {a,b} € conexo e vabv € um triangulo positivo,

entao marque os vértices a,b, remova-os de G e faca k' = k — 4.

Regra 5. Sejam G um grafo conexo sinalizado e C uma clique que que nao contém
triangulos positivos e é uma componente conexa de G — v para algum vértice v € G.
Se G[V(C) U {v}] é uma clique de G que nao contém triangulos positivos, entao

remova C' de G e faca k' = k.
Regra 6. Seja G um grafo conexo sinalizado. Se a,b,c € V(G), {ab,bc} € E(G),

mas ac ¢ E(G), e G—{a,b,c} € conexo, entdo marque os vértices a, b, ¢, remova-os
de G e faca k' =k — 1.

Regra 7. Sejam G um grafo conexo sinalizado, C' e Y duas componentes conexas
de G — {v,b} para algum par de vértices v,b € V(G) tal que vb ¢ E(G) e C' € uma
clique que nao contém triangulos positivos. Se G|V (C) U {v}] e G[V(C) U {b}] sao
cliques que nao contém triangulos positivos, entao marque os vértices v, b, remova-os

de G juntamente com C e faca k' =k — 1.

Vamos formular uma nova regra de redugao do tipo one-way que generaliza a

Regra 6 do tipo one-way dada por Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [15].

Regra 67. Seja G um grafo conexo. Sev € V(G) e uy,ug, - ,u. sio vizinhos de v
dois a dois NAO adjacentes tais que ¢ > 2 ¢ G — {v,uy,ug, -+ ,u.} € conexo, entio

delete v, uy,us, -+ ,u. € faca k' =k —c+ 1.
Note que a Regra 6 de Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] corresponde
exatamente ao caso ¢ = 2 da Regra 61 definida acima.

Definicao 4.4. Uma regra de reducao do tipo one-way € segura se nao transforma

uma instancia NAO em uma instancia SIM.

Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] provaram que as regras de reducao de

1 a 7 sdo todas seguras. Nos provamos que a regra 67 também é segura.
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Lema 4.5. A Regra 6% € sequra.

Demonstragao. Sejam v € V(G) e uy,ug, -+ ,u, como na descrigio da Regra 67.
Consideremos o grafo P = G[{v,u1,us, -+ ,uc}]. Observe que pt(P) = £+ ¢ = %
e, uma vez que P é uma estrela, temos P balanceado, quaisquer que sejam os sinais
das arestas de P, de acordo com o Teorema [4.1l Portanto, 5(P) = ¢ = pt(P) + §.
Seja G’ o grafo obtido de G pela remocao dos vértices v, uy, us, - -+ ,u,. Temos G’
conexo por hip6tese. Suponha que 5(G’) > pt(G') + kz/, em que k' = k—c+1. Entao
pelo Lema , B(G) > pt(G) + % = pt(G) + £, e consequentemente G é uma
instancia SIM. O

Na préxima secao mostramos que SIGNED MAX CUT ATLB admite um nicleo de
tamanho O(k?) em grafos (r, £), quaisquer que sejam os inteiros nao negativos r e £.
Para isso, usamos fortemente os resultados e técnicas desenvolvidos por Crowston,

Gutin, Jones e Muciaccia [15].

4.3 Nicleo Quadratico para Grafos (r,/)

O algoritmo de nucleagao inicialmente aplica a instancia (G, k), o algoritmo dado na
Proposigao [1.3] Este algoritmo usa as regras de reducao do tipo two-way: Regra 8,
Regra 9, Regra 10 e Regra 11, definidas por Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [15].
A saber, o algoritmo aplica exaustivamente todas essas regras de reducao até que
nenhuma delas possa mais ser aplicada. Nesse momento, ha duas alternativas para o
processo: ou pode-se concluir diretamente que a instancia (G, k) é uma instancia SIM
(pois o parametro final £’ obtido ap6s todas as redugdes é menor ou igual a zero),
ou, sabendo que o grafo nao pode mais ser reduzido, prova-se que seu tamanho
pode ser limitado por uma funcao que depende exclusivamente de k. E exatamente
nesse ponto que exploramos a estrutura dos grafos (r, ) a fim de obter um nicleo
quadrético para tais grafos. Reforcamos, nesse ponto do raciocinio, que NAO se
faz necessdria a obtencao algoritmica de uma tal partigdo de V(G) em r conjuntos
independentes e ¢ cliques, uma vez que precisamos apenas garantir a existéncia de
tal particao para efetuarmos a andlise do algoritmo.

Reproduzimos aqui as definigdes de duas das quatro regras de redugao menciona-
das anteriormente, pois serao necessarias nas provas de dois teoremas subsequentes.
As demais regras podem ser encontradas em [I5]. A seguir introduzimos algumas
definigoes de [I5] necessarias para o estabelecimento das regras de redugao que uti-
lizaremos.

Para um bloco C' em G — S, sejam Cyy, = {z € V(C) | Ng_s(x) C V(C)} o
interior de C' e Ce = V(C)\Cin 0 exterior de C. Se um bloco C' tem apenas dois

vértices e esses vértices pertencem a Cl, entao C' é chamado bloco-caminho. Um
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vértice que pertence apenas a blocos-caminho é chamado vértice-de-caminho. Um
bloco C' de G — S que tem |Cog| < 1 é chamado bloco-folha (veja a Figura [1.9).

Agora estamos em condigoes de escrever as regras de reducao do tipo two-way.

Figura 4.9: (a) Um bloco C' com Ciy; € Cext, (b) blocos folha de um grafo e (c) blocos
caminho e o vértice de caminho v.

Listamos a seguir as regras de reducao de 8 a 11 de Crowston, Gutin, Jones e

Muciaccia [15]. Essas sao todas do tipo two-way.

Regra 8. Seja C um bloco de G — S. Se existe X C Cyy tal que |X| >
|V(C)|+U;[G(X)QS| > 1, Ni(x)nS = NJ(X)NS e Ng(z) NS = N;(X) NS para

todo x € X, entao delete dois vértices arbitrarios x1,x, € X e faca k' = k.

Regra 9. Seja C um bloco de G — S. Se |V(C)| € par e existe X C Cyy tal que
| X| = &20” e Ng(X) NS =0, entao delete um vértice x € X, e faca k' =k — 1.

Regra 10. Seja C' um bloco de G — S com conjunto de vértices {x,y,u}, tal que
Ne(u) = {z,y}. Se a aresta {x,y} € uma ponte em G — u, delete C, adicione
um novo vértice z, arestas positivas {{z,v} | v € Ni_,({z,y})}, arestas negativas
{{z,v} | v € Ng_,({z,y})}, e faca k' = k. Caso contrdrio, delete u e a aresta
{z,y}, e faca k' = k — 1.
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Regra 11. Seja T uma componente conexa de G — S que € adjacente apenas ao
vértice s € S. Forme uma instancia de MAX-CUT-WITH-WEIGHTED-VERTICES em
T, definindo wi(x) =1 se x € NA(s) N'T (wy(z) =0, caso contrdrio), e wy(y) = 1
sey € No(s)NT (we(y) =0, caso contrdrio). Se f(G[V(T)U{s}]) = pt(G]V(T)U
{s}]) + &, entao delete T e faga k' =k — p.

Na Regra 10 acima, N (respectivamente N ™) representam as vizinhangas dos
conjuntos dados via arestas positivas (respectivamente negativas). A Figura [£.10]

ilustra a aplicacao da Regra 10.

()

Figura 4.10: (a) Um bloco C = {x,y,u} em G — S nas condi¢des da Regra 10. Se a aresta
{z,y} é uma ponte em G — u, procedemos como em (b). Caso contrario, fazemos a transformagao
ilustrada em (c).

Definicao 4.6. Uma regra de redugao do tipo two-way € vdlida se transforma
instancias SIM em instancias SIM e instancias NAO em instancias NAO.

Precisamos dos seguintes resultados de Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [15]:
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Lema 4.7. [1]] Seja T uma componente conexa de G —S. Entdo, para cada bloco-
folha C de T, tem-se Ng(Cip) NS # 0. Além disso, se [Ng(S)NV(T)| =1, entao

T € formado por um unico vértice.
Seja B o conjunto dos blocos de G — S que nao sao blocos-de-caminho.

Corolario 4.8. [15] Se Y .c5|Na(Cum) 0S| > |S|(2S| — 3 + 2k) + 1,
entdo a instancia (G,k) é uma instancia SIM. Se ZceB|NG(Cint)mSﬁ| <
|S|(2|S| =34 2k) + 1, entao Y ey |Na(Cint) N S| < 3k(8k — 3).

Corolario 4.9. [15] G — S contém no mdzimo 6k(8k — 3) blocos que nao sao

blocos-de-caminho e 24k*(8k — 3) vértices-de-caminho.

Corolario 4.10. [15] G — S contém no mdzimo 12k(8k — 3) vértices no exterior

dos blocos que nao sao blocos-de-caminho.

Lema 4.11. [15] Para um bloco C se |V (C)| > 2|Cep|+| N (Cing) NS|(2]S|+2k+1),
entao (G, k) € uma instancia SIM. Se |V (C)| < 2|Cep| +|Ne(Cine) N S|(2|S]|4+2k+1),
entdo |V (C)| < 2|Ceut| + |Na(Cine) N S|(8k + 1).

Por motivos de simplificagao, apresentamos o processo de obtencao do nucleo
quadratico para grafos split (isto é, quando r = ¢ = 1) na Subsegao |4.3.1l Em

seguida, generalizamos para r e ¢ arbitrarios na Subsecao |4.3.2]

4.3.1 Nucleo Quadratico em Grafos Split

Mostramos a seguir que o problema SIGNED MAX CUT ATLB tem ntcleo quadratico

quando considerado em grafos split.

Teorema 4.12. SIGNED MAX CUT ATLB em grafos split admite um nicleo com
O(k?) vértices.

Demonstrag¢ao. Consideramos como instancia G = (V, E) um grafo split e k£ um
inteiro positivo. Aplicando o algoritmo de tempo polinomial da Proposicao [4.3]
podemos concluir que ou (G, k) é uma instancia SIM ou, no caso em que o conjunto
S é definido, vamos construir um grafo (G’, k') tal que |V (G’)| < 168k* + 24k e K/
é polinomialmente limitado por k, isto é, (G', k") é o niicleo polinomial procurado e
G — S é uma floresta de cliques ou grafo bloco sem arestas positivas.

Como G ¢ split e ser split é uma propriedade hereditéria, temos que G[S] e
G — S sao também grafos split. Sejam S = K'U ', V(G) — S = K? U I, tais que
K' K? sao cliques e I', I? sao conjuntos independentes. Vamos particionar I? em

trés subconjuntos:

1. 12 contendo apenas os vértices isolados de G — S;
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2. I? contendo os vértices de grau um em G — S e

3. I? contendo no méximo um vértice u adjacente a K* em G — S, isto é,
2
NG,S(U) = K~

Veja a Figura [.11] para ilustracao.

K S
\IZ
. GS
\
\\/%/. |§j

Figura 4.11: Grafo bloco G — S sem arestas positivas obtido pelo algoritmo parametrizado FPT,
mencionado na Proposi¢ao 4.3, para o problema do balanceamento devido a Crowston, Gutin,
Jones e Muciaccia [I5], obtido da entrada (G, k) na qual G é um grafo split sinalizado quando o
algoritmo nao responde expressamente SIM.

De fato, os conjuntos I2, I? e I? definem uma particao de I?, pois nao ¢ possivel
encontrar um vértice v € I? tal que 1 < dg2(v) < |[V(K?)|, uma vez que isso
implicaria em termos um bloco em G — S que nao é uma clique, mas seria um bloco
formado por duas cliques (K2 e {v} U Ng2(v)) que tém como intersegao o conjunto
Ng2(v), o que contrariaria o fato de que G — S é um grafo bloco. Isso contraria a
estrutura do grafo bloco, pois ai, cada bloco é uma clique maximal e dois blocos sé
podem se intersectar em no maximo um vértice em uma floresta de cliques. Portanto
nao existem vértices v € I? tal que 1 < dg2(v) < |[V(K?)|, e assim (I3, 1%, (I%) = I?
é uma particao para I2.

Note que G — S tem, no maximo, um bloco-caminho. Essa possibilidade s6 ocorre
quando a clique K? é exatamente o grafo completo Ks, o conjunto I2 é vazio e cada
um dos vértices de K, tem pelo menos um vizinho em 7. Nesse caso, cada uma das

arestas da forma {v,w} com v € K5 e w € Nj2(v) é um bloco-folha. Portanto, neste
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caso, o unico bloco-caminho é a clique K5 e G — S nao tem vértices-de-caminho. A
Figura ilustra essa situacao.

Figura 4.12: Unico bloco caminho possivel em G — S, quando K? = K, e cada um
dos vértices de K? tem pelo menos um vizinho em 7.

Para cada vértice z no conjunto I3, existe um bloco-folha C* tal que |V (C®)| = 2
e CF. = {x}. Desse modo pode-se aplicar a Regra 9 ao grafo G — S, de modo que
para cada vértice em I? sem vizinhos em S, deletamos sucessivamente cada um
desses vértices e obtemos k' = k — |Q|, para Q = {x € I}|Ng(x) = 0}, dando
origem a um novo grafo G’ e atualizando o parametro k’. Note que a diminuig¢ao do
parametro k em |@| unidades significa que cada uma das |@)| arestas pertencentes
aos blocos-folha serao imediatamente alocadas no subgrafo sinalizado balanceado
maximo de G. A Figura ilustra essa situacao.

Pode-se também deletar diretamente todos os vértices de I sem vizinhos em S,
pois estes sao vértices isolados no grafo G' e por nao serem extremos de nenhuma
aresta, nao contribuem para o tamanho do subgrafo sinalizado balanceado maximo
de G. Nesse caso, fazemos k' = k ja que nao ha remocao de nenhuma aresta.

Observe que a Regra 10 s6 pode ser aplicada em dois casos: primeiro, quando
K' = () e K? ¢ um triangulo; segundo, quando K' = 0, K? = {x,y} e I> = {u}.
De fato, como o conjunto {z,y,u} C G — S mencionado na Regra 10 forma um
triangulo tal que Ng(u) = {z,y}, ndo podemos ter mais de um vértice desse conjunto
compondo 1%, o que resulta em K? = {z,y,u}, (correspondente ao primeiro caso),
ou entdo K? = {x,y} e I? = {u} (correspondente ao segundo caso). Além disso,
como K' U K? = K, obrigatoriamente precisamos que se tenha K! = (), para que
seja satisfeita a condi¢ao Ng(u) = {x,y}. No primeiro caso, quando K* =0 e K2 é

um triangulo, se os vértices x e y nao possuem nenhum vizinho comum em [, entao
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Figura 4.13: Vértices do conjunto Q C I? que nao possui vizinhos em S.

a aresta {z,y} é uma ponte em G —u e a aplicagdo da Regra 10 mantém o parametro
inalterado, sendo k' = k. Porém, se existir pelo menos um vértice v € V(G) que seja
adjacente a x e y, teremos obrigatoriamente v € S, mais ainda, v € I', pois como ja
vimos anteriormente K; = ) e nao existe vértice em I? de grau estritamente maior
que 1 e menor que o tamanho de K2. Neste caso, a aresta {z,y} nao é uma ponte
em G — u e a aplicagao da Regra 10 decrementa o parametro k de uma unidade, ou
seja, K =k — 1.

Usando o Lema [4.7, é possivel ver que apds a aplicagao da Regra 9, cada um
dos vértices restantes em I? é adjacente a algum vértice de S. Caso contrdrio, a
Regra 9 poderia ser aplicada novamente e deletarfamos os vértices z € CZ, de I?

T
int

com Ng(CE,) NS =, contrariando a hipdtese de que o grafo G ja foi reduzido ao
maximo pelas regras de reducao do tipo two-way.

Seja B o conjunto dos blocos de G — S que nao sao blocos-de-caminho. Como
ja foi dito anteriormente e ilustrado na Figura4.12] em um grafo split G s6 ha uma
possibilidade de existéncia de bloco-caminho. Desse modo podemos afirmar que
todos os blocos de G — S, exceto possivelmente um, nao sao blocos-caminho. Como
sabemos que apenas no caso K? = K,, pode ocorrer um tinico bloco-caminho, entao
o numero de blocos-caminho é no maximo um, ocorrendo numa situacao muito
especial. Logo podemos assumir daqui por diante que em geral G — S nao tem
nenhum bloco-caminho.

Pelo Corolério [4.8] ou podemos determinar que G é uma instancia SIM ou entao

Y cen INa(Cine) N S| < 3k(8k — 3). Usando o Lema podemos concluir que para
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todo bloco C' de G — S, vale
[V(C)| < 2|Cexs| + [Ng(Cing) N S| - (8k + 1).

Entao |V(G)| < [S]+ 2 ces|V(C)| uma vez que podemos assumir a inexisténcia de
blocos-caminho em G — S. Como G é um grafo split, G — S também o é e nossa
andlise anterior mostra que B é composto por um grande bloco Cj definido por
K2, blocos-folha que sao arestas com pelo menos um vizinho em S, e possivelmente
vértices isolados. Seja B, o conjunto de blocos-folha de B. Podemos reescrever a

desigualdade anterior como

V(@) < [S]+ [V(Co)l+ Y IV(O).

CeB.

Em particular, para o grande bloco Cy temos:
[V(Co)| < 2|Coext] + | Na(Coing) N S8k + 1) < 2|Coexe| + |S](8K + 1).
E para todo bloco-folha C' € B, temos |V (C)| < 2. Entao

S IV(O) 2B <2 [Ne(Cin) N S| < 2-3k(8k — 3)
ceBx CeBxy

como uma consequéncia do Corolério [4.8] uma vez que todo bloco C' € B, tem um
vértice v € Cpy tal que Ng(v) # (). Finalmente, o nimero de vértices de G pode ser

limitado como segue:

V(@) < |S|+|S|(8k + 1) + 6k(8k — 3) + 2|Coext]
< 3k + 3k(8k + 1) + 6k(8k —3) + 2 _ |Cexi]
ceB
< 3k + 3k(8k + 1) + 6k(8k — 3) + 12k(8k — 3)

= 168k* — 24k = O(K?),

em que a tltima desigualdade se deve ao Coroldrio [1.10} o que mostra a existéncia

de um nicleo quadratico para grafos split. O

4.3.2 Generalizagao para Grafos (r, /)

Nesta subsecao mostramos como as ideias contidas na subsecao anterior podem
ser generalizadas para grafos (r, () arbitrarios. Seguimos a mesma estratégia que
foi usada na demonstracao do Teorema [4.12] porém precisaremos de mais alguns

argumentos, a maior parte deles para lidar com os vértices-de-caminho em G — S.
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Teorema 4.13. Para quaisquer dois inteiros v, > 0, SIGNED MAX CUT ATLB em

grafos (r,{) admite um nicleo com O(k?) vértices.

Demonstracao. Seja G um grafo (r,¢) para dois inteiros 7, ¢ > 0 dados. Represen-
temos por K', K2, ..., K* as cliques e por I', I?,...,I" os conjuntos independentes
de GG. Reforcamos novamente o fato de que a particao de GG serd usada apenas para
a analise, nao havendo a necessidade de conhecer exatamente tal particao. Pela
Proposicao determinamos em tempo polinomial que (G, k) é uma instancia SIM
ou, podemos encontrar um conjunto S com no maximo 3k vértices tal que o sub-
grafo G — S é um grafo-bloco sem arestas positivas. Para um grafo (r,¢) temos:
S=KlU---UK/UL}U---UlleG—-S=K}U---UK{UI;U---UI5 mas agora,
em contraste com grafos split, podemos ter vértices-de-caminho em G — S.

Com o objetivo de limitar o tamanho de V(G), limitaremos separadamente o
tamanho total dos blocos que nao sao blocos-caminhos e o nimero de vértices-de-
caminho (ou seja, os tinicos vértices que nao pertencem a blocos que nao sao blocos-
caminho) em G — S. Representemos novamente por B o conjunto dos blocos que nao
sao blocos-caminho, por B, o subconjunto de B formado por blocos contendo pelo
menos dois vértices do conjunto K' U K2 U ---U K’ e By, = B\B,. A estrutura do
grafo-bloco implica em |By| < ¢, e em virtude do Lema para cada bloco C' € B,

ou podemos concluir que (G, k) é uma instancia SIM ou temos
[V(C)| < 2|Cext| + [Ng(Cint) NS| - (8k + 1) < 2|Coxs| + |S](8% + 1).

Entao podemos escrever

DIV < 2 [Coul+ D IS8k +1)

ceBby ceBby ceBy
< 2 [Cox| +€IS|(8k + 1)
CceBy

< 24k(8k — 3) + 30k(8k + 1),

em que a ultima desigualdade segue do Corolario [4.10]

Para cada bloco C' € B, temos |[V(C)| < r+1, ja que C' contém apenas vértices
dos 7 conjuntos independentes I', I2,...,I" e possivelmente mais um vértice de al-
guma das cliques. De fato, caso contrario se |V(C)| > r + 1 entdo existem dois
vértices adjacentes no mesmo conjunto independente, o que é impossivel. Conse-
quentemente, pelo Coroldrio [£.9] podemos limitar a soma do ntmero de vértices de
C € B, por

> V() < (r+1)-6k(8k — 3).
CeBs

Considerando a fungao g(k,r,¢) = (2r + ¢ + 10)3k(8k + 1) e utilizando uma
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combinacao dos limites encontrados nos dois paragrafos anteriores, concluimos que

STV =Y VO + D V(O] < (2r+€+10)3k(8k+1) = g(k, 7, (). (4.1)

ceB CeBy CceBs

Resta apenas limitar o nimero de vértices-de-caminho presentes nos blocos de
G — S. Note que nao podemos usar diretamente o limite sobre o nimero de vértices-
de-caminho de G — .S dado pelo Corolario , j4 que esse limite tem tamanho O(k?),
0 que nao ajuda em nosso objetivo de determinar o nicleo quadratico.

Seja P o conjunto formado por todos os vértices-de-caminho em G — S. Com o
objetivo de limitar o tamanho de P, argumentamos separadamente, primeiro sobre
as componentes em G[P] que possuem no maximo dois vértices (Afirmacao e
depois sobre o resto (Afirmagao [4.15)), sendo G[P] o subgrafo de G induzido por P.

Um wvértice marcado é um vértice-de-caminho cuja vizinhanca ¢é formada por
vértices que nao sao de caminho, e uma aresta marcada é uma aresta cuja contragao
d4 origem a um vértice marcado. Mostramos na Afirmacao que o numero de
vértices-de-caminho marcados e o nimero de arestas-de-caminho marcadas de G[P]

sao ambos limitados pelo niimero de blocos que nao sao de caminho, o qual é no

mdximo 6k (8% — 3) pelo Lema [1.9]

Afirmacao 4.14. O numero de vértices marcados em G[P] e o nimero de arestas
marcadas em G[P| sao limitados superiormente pelo nimero de blocos que nao sao

de caminho.

Sejam P; o subconjunto de P formado pelos vértices ndo-marcados, p = |Pi| e e,
o numero de arestas em G[P;]. Note que o grau minimo dos vértices de G[P,], que

representaremos por §(G[Py]), é tal que 6(G[P;1]) > 1. Entao o nimero de arestas

p
2

arestas disjuntas. Precisamos melhorar esse limite de § para que sejamos capazes

e, de G[P1] é pelo menos £ e este valor é atingido quando G[P;] é formado por
de formular a Equacao (4.2)) a seguir, e podemos fazer isso facilmente proibindo esse

ultimo caso.

Afirmagao 4.15. Se cada componente conexa de G[P;] tem pelo menos trés vértices,

entao e, > %.
O subgrafo induzido G[P;] é uma floresta e, consequentemente, pelo Teorema
G[P1] é balanceado. Entdo B(G[P1]) = e, e pt(G[Py]) = 2+ 2 supondo que G[P;]

é conexo. A Afirmacao [4.15/implica que

B & p-1l 2-ptl Fop+l _§
BG[P]) = pt(G[P]) = € — 5 = ; > ———>2 (42

Afirmacao 4.16. Seja (G, k) uma instincia de SIGNED MAX CUT ATLB. Se P

€ o conjunto dos vértices-de-caminho em G — S, entao o numero de componentes
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conezas de G[P] € no mdzimo 6k(8k — 3). Se W = G — P, entao o nimero de

componentes conexas de W é no mdximo 6k(8k — 2).

Agora estamos prontos para juntar todos os resultados e concluir a prova do
teorema

Devido & Afirmacao[4.14] acrescentando uma parcela de 18%(8k — 3) ao tamanho
do nicleo podemos assumir que cada componente de G[P] tem pelo menos trés
vértices, e assim a hipdtese da Afirmacao [4.15 é valida. Aplicamos o Lema [4.2] ao
grafo G com U = P. Temos ¢; componentes conexas de G[P], ca componentes
conexas de W, e B(G) > pt(G) + w, em que 3(G[P]) > pt(G[P]) + &
e B(W) > pt(W) + '%f. Claramente vale ko > 0. Pela Equacao temos k; > £
para p = |Py| e, pela Afirmagao , segue que c¢; +co < 12k(8k —2) < 96k*. Entao
B(G) > pt(G) + g—%%?ﬂ' Consequentemente, se ¥ — 192k* + 1 > k, entao (G, k)
¢ uma instancia SiM. Caso contrario, § <k — 1+ 192k2, ou seja, podemos assumir
que p < 576k2 + 3k — 3.

Desse modo, combinando a Equacao com os resultados obtidos anterior-

mente, podemos concluir que

V(G)| <|S|+ Z V(O + |P| < 3k + g(k, 7, £) + 18k(8k — 3) + p = O(K?).
ceB

Finalmente, note que ao longo de toda a demonstracao, quando usamos algum
resultado de Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [I5] no qual uma das possiveis
respostas é que (G, k) seja uma instancia SIM, a condigdo a ser checada se re-
fere somente aos blocos de G — S, os quais podemos obter em tempo polinomial
pela Proposicao 4.3l Portanto, como haviamos afirmado, nao precisamos computar

4

nenhuma partigdao de V(G) em cliques K*, K% ..., K* e conjuntos independentes

I'. 1% ... I". Isso conclui a demonstracao do teorema. O

A seguir apresentamos as demonstragoes dos lemas embutidos na demonstracao
do teorema anterior.

Demonstragao da Afirmacao4.14; Primeiramente vamos lidar com o ntimero
de vértices marcados de G[P]. Mostramos essa propriedade por indu¢ao no niimero
de vértices marcados de G[P]. Um vértice é marcado se e somente se é exclusiva-
mente adjacente a vértices que nao sao de caminho. Contraimos cada bloco que
nao é de caminho em um vértice preto e representamos cada vértice-de-caminho por
um vértice branco. Desse modo, a floresta de cliques de G — S serd representada
por uma floresta simples colorida por duas cores: preto e branco. Seja py 0 niimero
de vértices marcados de G[P]. Se py = 1, entao existem pelo menos dois vértices
pretos adjacentes ao unico vértice branco de G[P]. Logo a propriedade é valida e

a base da inducao estd provada. Suponha que a propriedade seja vélida quando
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po = j para todo 1 < j < p. Tome G[P] tal que o nimero de vértices marcados seja
p + 1 e escolha um desses vértices marcados. Sem perda de generalidade, podemos
supor que G[P] é conexo. Caso contrario poderfamos trabalhar com cada uma das
componentes conexas de G[P| separadamente para obter o mesmo resultado. A
remocao desse vértice branco desconecta a arvore, produzindo componentes conexas
de tamanho menor contendo no maximo p vértices marcados. Logo, para cada uma
dessas componentes conexas a propriedade é valida pela hipotese de inducao, ou
seja, o numero de vértices marcados em cada componente conexa ¢ no maximo igual
ao numero de blocos que nao sao de caminho presentes nessa componente menos
um. Portanto, o niimero de vértices marcados presentes no grafo original é limitado
superiormente pela soma do ntumeros de blocos que nao sao de caminho menos o
numero de componentes conexas obtidas, mais um (o vértice removido) e essa cota
superior ¢ menor ou igual ao nimero de blocos que nao sao de caminho menos um.

Para determinar o nimero de arestas marcadas de G[P], procedemos de modo
semelhante ao descrito acima, contraindo cada bloco que nao é de caminho em
um vértice preto e representando cada vértice-de-caminho como um vértice branco.
Uma aresta marcada sera representada por um vértice vermelho, pois de acordo com
a definicao, sua contragao é um vértice marcado. Devido ao fato de que as arestas
marcadas funcionam como vértices marcados, os vértices vermelhos possuem como
vizinhos apenas vértices pretos. Entao, procedendo por inducao, como foi feito para
os vértices marcados, podemos mostrar que o niimero de arestas marcadas é limitado

superiormente pelo nimero de blocos que nao sao de caminho.

Demonstragao da Afirmacao [4.15} Sem perda de generalidade, podemos supor
que G[P1] é conexo pelo mesmo motivo exposto na demonstragao da Afirmacao m
Seja p = |Py|. Como G[P;] é uma arvore, temos |E(G[P1])] = p—1. Se p > 3 entao

£>1, ouseja, p— %p >lep—1> % como queriamos.

Demonstragao da Afirmagao [4.16} As mesmas ideias usadas na demonstrac¢ao
da Afirmacao facilmente implicam que o nimero de componentes conexas de
G[P] é no maximo 6k(8k — 3). Uma vez que WN (G — S) é o complemento de G[P]
em G — S, cada vértice de WN (G — S) pertence a um bloco que nao é de caminho. E
como o tamanho de S é no maximo 3k, usando o Corolario [4.9 podemos concluir que

o nimero de componentes conexas de W é no maximo 3k + 6k(8k —3) < 6k(8k —2).

4.4 Ntcleo Linear em Subclasses de Grafos Split

Com o objetivo de determinar um nicleo de tamanho menor do que o quadratico

encontrado em subclasses de grafos (r, /), apresentamos nesta segao a subclasse dos
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grafos d*-split para todo inteiro d > 1 que possui um nicleo linear. Um grafo
G = (V,E) é d*-split se V pode ser particionado em uma clique K e um conjunto
independente [ tal que todo vértice de K tem pelo menos um vizinho em I, e todo
vértice de I tem grau no maximo d.

Demonstramos na Subsecao que o problema permanece NP-completo
quando considerado apenas nessa classe de grafos para todo d > 2 (de fato, prova-
mos que mesmo MAX CUT é NP-completo), e na Subsegao exibimos o algoritmo

de obtencao do niucleo linear para grafos d*-split.

4.4.1 Max Cut é NP-completo em Grafos d*-Split

Nessa subsecao provamos que MAX CUT, caso particular de SIGNED MAX CUT, é
NP-completo em grafos d*-split para todo d > 2 fixado. Esse resultado é justo em
termos de d. De fato, para d = 0, pela definicao anterior nao existem grafos 0*-split,
e para d = 1, MAX CUT em grafos 1*-split é solivel em tempo polinomial, pois de
acordo com a definicao de grafos 1*-split, tais grafos possuem uma estrutura muito
precisa. A saber, sdo formados por uma clique K arbitrariamente grande na qual
todo vértice v € K tem um vizinho exclusivo v' € I (isto ¢, um vértice de grau um).
Entao, uma solu¢ao 6tima de MAX CUT consiste de uma particao (A, B) da clique
tal que |A| = L'%'J, |B| = f‘%w, e para cada v € K, colocamos seu vizinho exclusivo
v’ na parte oposta a qual v pertence.

Provamos que MAX cUT é NP-completo em grafos sem vértices universais. Em
seguida, usando a demonstragao feita por Bodlaender e Jansen [6] sobre a complexi-
dade de MAX CUT, provamos que este problema é também NP-completo em grafos

2*-split e, consequentemente, NP-completo em grafos d*-split para todo d > 2 fixado.
Lema 4.17. MAX CUT é NP-completo em grafos sem vértices universais.

Demonstracao. Obviamente, MAX CUT restrito a grafos sem vértices universais esta
em NP pois podemos checar em tempo linear o tamanho de um corte de um grafo em
geral. Usamos o fato ja bem conhecido de que MAX CUT é NP-completo para grafos
em geral [40] para mostrar que esse problema é ainda NP-completo para grafos sem
vértices universais. Para isso, consideramos um grafo (G, k) como uma instancia de
MAX CUT, e construimos um novo grafo (G, k') = (2G, 2k) em que 2G ¢ formado
por duas cépias disjuntas de G. Obviamente G’ nao tem vértices universais por
ser desconexo. Sejam mc(G) e me(G') os tamanhos dos cortes méximos de G e G,
respectivamente. Vamos mostrar que mc(G) > k se e somente se me(G') > 2k. A
ida ¢é simples pois se V(G) = [V1, V3] é uma particao de V(G) tal que |[Vi, Va]| > E,
entao a mesma parti¢do em cada cépia reproduz uma particao para V(G’) maior ou
igual a 2k. Por outro lado se mc(G’) > 2k, afirmamos que mc(G') = 2 - me(G). De

fato, mc(G') > 2 - me(G) porque se [V, Va] é um corte de G com tamanho méximo,
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entdo 2 - me(G) é o tamanho do corte [2V7, 2V5] correspondente produzido em G;
veja a Figura [1.14] para uma ilustragao. Por outro lado, se mc(G') > 2 - me(G),
como G’ é formado por duas cépias disjuntas de GG, necessariamente uma das cépias

de G possui um corte de tamanho maior que mc(G), uma contradigao. O

A construgao dada na demonstragao do Teorema [4.1§| apresentado a seguir é
exatamente a mesma feita por Bodlaender e Jansen em [6], mas vamos reproduzi-la
aqui pois mostramos que partindo de um grafo sem vértices universais (podemos

fazé-lo gragas ao Lema 4.17)), a redugao apresentada fornece um grafo 2*-split.

c s WAL VA

Figura 4.14: Reducao para mostrar que MAx CutT é NP-dificil em grafos sem
vértices universais.

Teorema 4.18. MAX CUT é NP-completo em grafos 2*-split.

Demonstragio. Sejam G = (V, E) um grafo dado e G = (V, E) o grafo complemen-
tar de G. Seja H = (VU E, F) o grafo no qual F = {(v,w) | v,w € V,v # w} U
{(v,e) |v e V,e € E, v éum dos extremos da aresta e¢}. Entdao V forma uma clique,
E forma um conjunto independente em H, e cada vértice representante da aresta
e é adjacente aos vértices que representam seus extremos. Portanto H é um grafo
split no qual todos os vértices do conjunto independente tém grau dois. Afirmamos
que GG admite uma particao com pelo menos p arestas de corte se, e somente se, H
admite uma particdo com pelo menos 2|E| + p arestas de corte.

Suponhamos primeiramente que existe uma partigao (W7, Ws) de G com pelo
menos p arestas de corte. Particionamos os vértices de H do seguinte modo: parti-
cione V respeitando a particio original do grafo G; para cada e € E, se ambos os
extremos de e pertencem a Wi, entao ponha e em W, caso contrario ponha e em
W;. E facil ver que essa particao apresenta o nimero de arestas de corte desejado.

Agora suponha que temos uma particao (W, Wy) de H com pelo menos 2|E|+p

arestas de corte. Particione os vértices de G em dois subconjuntos W1 NV, WoNV.
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Essa particao tem o niimero de arestas de corte desejado. Isso pode ser provado do
seguinte modo: para cada aresta {v,w} € E, temos uma aresta de corte em H se
{v,w} é uma aresta de corte de G, caso contrario ndo temos arestas de corte. Para
cada aresta e = {v,w} € E, temos que dentre as trés arestas {v,w}, {e,v}, {e,w},
exatamente duas serao arestas de corte. Portanto, o nimero total de arestas de
corte em H é igual ao nimero de arestas de corte de G mais 2|E|. Note que H
claramente pode ser construido a partir de G em tempo polinomial.

Pelo Lema , podemos assumir que o grafo G = (V, E) nao tem vértices
universais. Entdo o grafo G construido acima nao tem vértices isolados, e con-
sequentemente cada vértice v € V tem pelo menos um vizinho em E. Uma vez
que todo vértice de E tem grau dois, o grafo H construido na reducdo anterior é

certamente um grafo 2*-split, o que conclui o teorema. O

Uma vez que para cada d > 2, a classe dos grafos d*-split contém a classe dos

grafos 2*-split, o proximo corolario é uma consequéncia direta do Teorema [4.18

Corolario 4.19. MAX CUT é NP-completo em grafos d*-split para cada d > 2 fixo.

4.4.2 O Algoritmo de Kernelizagao

A seguir, apresentamos na demonstracao do Teorema [4.20, um algoritmo de kerne-
lizacao cujo objetivo é simplesmente a analise do tamanho do nicleo associado ao

problema, ou seja, o algoritmo nao produz o nicleo.

Teorema 4.20. Para qualquer inteiro fixo d > 1, SIGNED MAX CUT ATLB em grafos

d*-split admite um nicleo com no mdzximo 4(d + 1)k vértices.

Demonstra¢ao. Dado um grafo sinalizado d*-split G = (V, E) e um inteiro positivo
k, seja (K, I) uma partigdo de V' em uma clique K e um conjunto independente [
tal que cada vértice de I tem grau no maximo d e cada vértice de K tem pelo menos
um vizinho em . Note que nao precisamos exibir tal particao (K, I) de V, ja que
vamos usa-la apenas para a analise.

Sejam K} o conjunto dos vértices de K que tém pelo menos dois vizinhos em 1,
K, = K\ K}, (por hipdtese, cada vértice de K tem exatamente um vizinho em T),
I, = Ni(K}), e Iy = I\ I;. Como assumimos que G é conexo, valem as desigualdades
|I5| < |K,| <|K|. Agora faremos duas afirmagées que nos permitirdo certificar em
alguns casos que (G, k) é uma instancia SIM. As provas dessas afirmagoes serao

dadas logo apds a demonstracao deste teorema.
Afirmacao 4.21. Se |K| > (d+ 1)k, entao (G, k) € uma instancia SIM.

Afirmacao 4.22. Se |I;| > 2dk, entao (G, k) € uma instancia SIM.
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Desse modo, se ocorrer pelo menos uma das hipéteses dadas nas afirmacgoes ante-
riores, podemos concluir diretamente que (G, k) é uma instancia SIM. Suponhamos,
portanto, que as hipdteses da Afirmagao e da Afirmagao sejam ambas
falsas, isto é, que |K| < (d+ 1)k e |I;]| < 2dk. Entao temos que

V| =|K|+ |I| = |K|+ |In| + |Is| < (d+ 1)k + 2dk + (d + 1)k < 4(d + 1)k.

Desse modo, se a desigualdade anterior nao for verdadeira, isto é, se |V| > 4(d+
1)k, entao necessariamente pelo menos uma das hipéteses da Afirmagao ou da
Afirmagao[d.22)serd verdadeira, e em qualquer caso podemos concluir certamente que
(G, k) é uma instancia sStM . Consequentemente, nosso nicleo linear é extremamente
simples: se |V| > 4(d + 1)k, informamos que (G, k) é uma instancia SIM, e caso

contrario |V| < 4(d 4 1)k, como querfamos. O

Demonstracao da Afirmagao [4.21} Mostramos que se |K| > (d + 1)k, entao a
Regra 67 com ¢ = 2 pode ser aplicada pelo menos k vezes, implicando que (G, k)
¢ uma instancia SIM. De fato, caso tenhamos |K| > d + 1, serd possivel aplicar o
seguinte procedimento: seja v um vértice qualquer de K, e u; um vizinho de v em I,
que existe por hipétese. Uma vez que u; tem grau no maximo d em G, e |[K| > d+1
necessariamente existe um vértice us € K tal que {v,us} € F e {uj,us} ¢ E. Note
que devido a hipétese de G ser conexo, G — {v,uy,us} é também conexo. Portanto
a Regra 61 para ¢ = 2 pode ser aplicada a {v,us,us}. Entao removemos de G o
conjunto de vértices Nuj] U {us}, que tem tamanho no maximo d + 1. Note que
o grafo resultante ainda é d*-split e que nessa etapa de reducao do tamanho de G
tem-se k' = k — 1. Como |K| > (d + 1)k, este procedimento pode ser aplicado pelo

menos k vezes, e a afirmacgao é valida.

Demonstracao da Afirmacao [4.22} Mostramos que se |I,| > 2dk, entdo ¢

possivel aplicar iterativamente a Regra 61 a instancia (G,k) até que se obtenha

uma instancia (G', k") com k' < 0, o que implica em G ser uma instancia SIM.
Aplicamos a (G, k) o seguinte procedimento. Faca i := 1, G' := G, K} := K},

I} := I, e k; := k. Proceda do seguinte modo:

1. Seja v; um vértice qualquer de K}, faga N' := Ny (vi), e ¢; = |N|. Note que
¢ > 2eque G*— N' é conexo, pois estamos removendo uma parte do conjunto
independente composta apenas por vértices que sao adjacentes a v;, isto é, os

vértices de I} — N* sdo adjacentes a vértices de K; — {v;} e K} é uma clique.
2. Aplique a Regra 6™ a {v;} U N".

3. Seja D% o conjunto de vértices de K} que tém no mdximo um vizinho em
I, \ N, faga D := Nyi\ni(Dj); veja a Figura como um exemplo desses
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conjuntos para d = 3. Como cada vértice de K} tem pelo menos dois vizinhos
em I e cada vértice de I} tem grau no maximo d, segue que |D%| < (d —
1)|N?| = (d — 1)¢;. Por outro lado, de acordo com a definigdao, vale que
1Dj| < |Digl < (d = Ve

4. Faca G = G' — ({v;} UN'U DL U DY), K= K} \ ({v;} U DY), [T =
I\ (N'U DY), e kipy :=k; —c; + 1. Note que |I}| — |I;T!] = |N'| — | D] <

¢i + (d — 1)¢; = dey, e por construgao cada vértice de K,’:Ll tem pelo menos

dois vizinhos em I/

5. Se |I;*!] > 0, atualize i < i + 1 e retorne ao Passo 1. Caso contrario, pare o

procedimento.

=

f— N'

Figura 4.15: Exemplo para d = 3 dos conjuntos definidos na demonstragao da
Afirmacao [4.22]

Assuma que o procedimento acima tenha sido aplicado p > 1 vezes, e faca
k' := kyt1. Note que k' =k — 3% (¢; —1). Como k' é o parametro obtido de k
através da aplicacao iterativa da Regra 67 em G aos conjuntos descritos no Passo 2
acima, nosso objetivo é mostrar que k' < 0.

De acordo com a condicao no Passo 5 acima, necessariamente |]§+1| = 0. Uma
vez que para todo 1 < i < p temos que,(como foi discutido no Passo 4 acima),
|It| — || < de;, é possivel usar a hipétese |I}| = |I,| > 2dk e concluir que

p p
1 1 2 2 3 +1 ‘ i+1
2dk < |1 = (L= G+ =D+ A=) = Y (=) < d-y e

i=1 =1

Portanto, segue que Y -, ¢; > 2k. Como, para todo 1 < i < p vale ¢; > 2 (veja o

Passo 1 acima) e a fungao = — = — 1 é maior ou igual a fungao x — /2 para x > 2,
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temos que > &, (¢; —1) > >"  ¢;/2 > k. Finalmente,

p
F=k=) (¢—1)<k—k=0,
=1

e portanto podemos concluir que (G, k) é uma instancia SIM, como haviamos afir-

mado.

Os resultados desse capitulo datam de 2015 e encontram-se no artigo “Im-
proved Kernels for Signed Max Cut Parameterized Above Lower Bound on (r,()-
Graphs” [30] que teve a colaboragao do pesquisador Ignasi Sau. Em dezembro de
2016 foi apresentado no ISAAC 2016 o artigo “Linear Kernels and Linear Time
Algorithms for Finding Large Cuts” de Michael Etscheid e Matthias Mnich [28] no
qual é determinado um ntcleo linear para grafos em geral, melhorando consideravel-
mente tanto os resultados de Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia [15], bem como os
nossos resultados. Neste artigo, Etscheid e Mnich utilizam a definicao de classes de
grafos A-extendiveis, criada por Poljak e Turzik [54] para definir classes fortemente
A-extendiveis. Etscheid e Mnich mostraram que a classe dos grafos bipartidos é forte-
mente %—extendl’vel e que a classe dos grafos fortemente A\-extendiveis esta contida na
classe dos grafos A-extendiveis. A partir dai utilizaram o resultado de Poljak e Tur-
zik de que dado um grafo conexo GG arbitrario e uma classe de grafos ¢ A-extendivel,
existe um subgrafo H de G tal que H € € e |E(H)| > AE(G)|+ 2([V(G)] - 1).
Desse modo, para SIMPLE MAX CUT em um grafo G com |[V(G)|=ne |[E(G)|=m
obtém-se sempre um subgrafo bipartido com pelo menos 3 + ”T_l arestas, isto é,
me(G) > 2 + 221 sendo esse ltimo nimero o j& conhecido valor pt(G). Em se-
guida, Etscheid e Mnich modificaram as regras de redugao do tipo two-way aplicadas
por Crowston, Gutin, Jones e Muciaccia de modo a garantir que a aplicacao dessas
regras ao grafo G — S nao aumenta o numero de componentes conexas no grafo
resultante, ou seja, a aplicacao das regras nao “quebra” as componentes conexas de
G — S no grafo resultante G' — S. Desse modo, o mesmo conjunto S de vértices
marcados no grafo original G pode ser visto como conjunto de vértices marcados no
grafo resultante G’ ap6s a aplicagdo exaustiva das regras de reducao. Com isso é
possivel remover juntamente com cada vértice v € S um subconjunto formado por
vértices adjacentes a v, cada um no interior de um bloco de G’ — S, determinando
uma estrutura Y, do tipo estrela que ao ser removida provoca um crescimento linear
do parametro k em 3 + ”T’l + k com relagao a |Y,|. A partir disso, é possivel fazer a
remocao das estruturas Y, de forma que os grafos obtidos a cada passo sejam ainda
conexos, 0 que provoca um crescimento do parametro k£ da magnitude da soma de

|Y,| para os v € S removidos.
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Capitulo 5

Cortes de Arestas em Grafos

Aresta-Coloridos

5.1 Introducao

Vamos relembrar alguns conceitos ja introduzidos no Capitulo 1 e que serao ne-
cessarios ao longo desse capitulo. Seja G = (V, F)) um grafo conexo simples, e sejam
S e T dois subconjuntos nao vazios disjuntos de V(G). Usamos a notacao [S, T| para
representar o subconjunto de E(G) formado pelas arestas que possuem um extremo
em S e o outro em 7. Um corte de arestas de G é um subconjunto [S,V \ S| = 95
de E(G) para algum subconjunto nao vazio S C V(G). Dados s e t dois vértices
distintos de V(G), quando queremos destacar a importancia desses vértices no grafo
G, diremos que G é um (s, t)-grafo. Um (s,t)-corte de G é um corte de arestas [S, T
de G tal que s € SeteT. Um (s,t)-caminho é um caminho ligando os vértices s
et.

Seja G¢ = (V, E,c) um grafo conexo simples G = (V, E) com uma coloracao
de arestas ¢ : E(G) — {1,2,---,p} nao necessariamente prépria, isto é, arestas
incidentes a um mesmo vértice podem ter a mesma cor. Aqui os rétulos numéricos
representam as cores atribuidas as arestas de G através da coloracao c. O numero de
cores C(0S) de um corte de arestas 0S é o ndmero de cores presentes nesse corte.
Denotamos por ¢(95) = {c(e)|e € S} o conjunto formado pelas cores presentes no

corte de arestas 0.S. Observe que o nimero de cores do corte é a cardinalidade do
conjunto ¢(0S), ou seja, C(9S) = |c(99)].

A partir de agora consideramos G¢ = (V, E,¢) um grafo conexo simples mu-
nido de uma coloragao de arestas c. Dado um grafo G, nosso primeiro objetivo ao
longo desse capitulo é determinar cortes de arestas que tenham a menor capacidade

possivel e outros que tenham a maior capacidade possivel. O estudo dos proble-
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1
d l‘
3
(b)

Figura 5.1: (a) Um grafo aresta-colorido G e (b) Um corte &S de G com S = {a, b} e capacidade
C(0S) =2.

mas de cortes de arestas em grafos aresta-coloridos nos foi sugerido pelo professor
Uéverton dos Santos Souza durante o Exame de Qualificacao. O problema de oti-
mizacao que consiste na determinacao do corte de arestas colorido com a menor
capacidade possivel é chamado de MIN-COLORED-CUT. A seguir apresentamos a

forma de decisao desse problema.

MIN-COLORED-CUT

INSTANCIA: Um grafo aresta-colorido G¢ e um inteiro k& > 0.
PERGUNTA: Existe um subconjunto nao vazio S C V(G) tal que C(9S) é no

maximo k?

Associado ao problema MIN-COLORED-CUT, temos o problema de decisao MIN-
COLORED-(s,t)-CUT, obtido quando fixamos dois vértices s € Set e T.

MIN-COLORED- (s, t)-CUT

INSTANCIA: Um grafo aresta-colorido G¢ com vértices fixados s, € V e um
inteiro k£ > 0.
PERGUNTA: Existe um corte de arestas [S,T] com s € S, t € T e capacidade no

maximo k?

Os problemas MIN-COLORED-CUT e MIN-COLORED-(s, t)-CUT foram inicialmente
introduzidos por Rizzi, Coudert, Datta, Perennes, Rivano e Voge [11], 57] que utili-
zaram grafos aresta-coloridos no estudo de Grupos de Recursos de Risco Comparti-
lhado (Shared Risk Resource Group (SRRG)). Em particular, estudaram os proble-
mas MC-CUT e MC-($,t)-CUT que correspondem aos problemas MIN-COLORED-CUT
e MIN-COLORED-($, t)-CUT, respectivamente. Definiram o conceito de span de uma
cor (nimero de componentes conexas do grafo formadas por arestas coloridas com
aquela cor) e provaram que esses problemas sao polinomiais para grafos aresta-
coloridos com span no maximo um. Mostraram também que esses problemas sao
NP-dificeis ou NP-completos quando o span maximo do grafo é limitado por uma

constante k > 1.
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Note que se a func¢ao de coloragao ¢ : E(G) — {1,2,--- ,p} é injetiva, isto é,
se todas as arestas possuem cores distintas, entao os problemas MIN-COLORED-CUT
e MIN-COLORED-($, t)-CUT correspondem exatamente a MIN-CUT e MIN-(Ss, t)-CUT,
respectivamente, sendo portanto solucionaveis em tempo polinomial pelo algoritmo
classico do Fluxo Méximo de Ford e Fulkerson [35] que posteriormente foi aprimo-
rado por Edmonds e Karp [22].

Nao podemos resolver MIN-COLORED-CUT através do algoritmo anterior porque
nesse caso o tamanho do corte de arestas geralmente nao importa: podemos ter
um corte de arestas com “muitas” arestas coloridas com poucas cores e, por outro
lado podemos encontrar um corte de arestas “pequeno” que apresenta muitas das
cores da coloracao de arestas desse grafo. A Figura ilustra dois exemplos dessas

situagoes num mesmo grafo.

N
\

(a) (b)

Figura 5.2: (a) Um corte colorido minimo com as partes circuladas e que apresenta muitas
arestas(3) e poucas cores(1) e (b) um corte colorido maximo de um grafo com muitas cores(2) e
poucas arestas(2).

Por outro lado, podemos estar interessados em encontrar cortes de arestas com
a maior capacidade. Este problema de otimizagao é chamado MAX-COLORED-CUT.

A seguir apresentamos a forma de decisao do problema.

MAX-COLORED-CUT

INSTANCIA: Um grafo aresta-colorido G¢ e um inteiro k > 0.
PERGUNTA: Existe um subconjunto nao vazio S C V(G) tal que C(9S5) é pelo

menos k7

Esse problema ¢ uma generalizacao do problema classico do corte maximo, SIM-
PLE MAX-CUT [39] e portanto também é NP-completo. O problema SIMPLE MAXCUT
corresponde ao caso em que cada par de arestas de GG esta colorido com cores dis-
tintas, isto é, cada aresta possui sua cor exclusiva e consequentemente a capacidade
de um corte colorido de arestas é exatamente o nimero de arestas presentes nesse
corte.

Cabe também perguntar se existe algum corte de arestas do grafo G¢ com todas
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as cores da coloracao c. Este problema foi sugerido pelo professor Carlos Alberto
de Jesus Martinhon. Caso exista, esse é um corte colorido méximo. Esse problema
¢ chamado COLORFUL CUT e constitui um caso particular de MAX-COLORED-CUT.
Por exemplo, se considerarmos grafos completos K, com n > 3 e uma coloragao
de arestas prépria, entao a resposta a COLORFUL CUT é sempre NAO. Em grafos
bipartidos, a resposta é sempre SIM, independentemente da coloragao de arestas do

grafo. A seguir apresentamos COLORFUL CUT na forma de decisao.

COLORFUL CUT

INSTANCIA: Um grafo aresta-colorido G°.
PERGUNTA: Existe um subconjunto nao vazio S C V(G) tal que C(9S) =
|e(G)]?

Neste capitulo estudamos a complexidade computacional desses problemas, com
énfase especial em suas complexidades aproximativa e parametrizada para vérias
escolhas de parametros. Para uma introdugao ao assunto veja [I7, 21], B33, 51]. Ao
longo do capitulo, denotamos por n o nimero de vértices do grafo de entrada do

problema considerado.

5.2 Preliminares

A seguir apresentamos um framework para demonstrar a inviabilidade de ntcleos
polinomiais em um problema FPT. Para estabelecé-lo precisaremos da definicao de
OU-composigao.

Um algoritmo de OU-composicao para um problema parametrizado IT C ¥* x N

¢ um algoritmo que:
1. recebe como entrada uma sequéncia de instancias (G1, ki), -+, (G, ki) de T e
2. produz, em tempo polinomial em ¥|G;|, uma instancia (G, k) tal que
3. k < f(max|k;|) com f uma fungdo polinomial e

4. (G, k) é uma instancia SIM se e somente se existe 1 < i <t tal que (Gy, k;) é

uma instancia SIM.

O Teorema dado a seguir nos fornece condi¢oes para determinar quando um

problema parametrizado nao admite ntcleo polinomial.

Teorema 5.1. [5] Se o problema 11 admite um algoritmo de OU-composi¢ao, entdo

IT nao admite nicleo polinomial a menos que NP C coNP /poly.
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5.3 Resultados de NP-completude para o corte

colorido minimo

Richard Karp apresentou 21 problemas combinatoérios em seu artigo de 1972 e mos-
trou que todos eles sao NP-completos. Entre esses problemas figura SET COVER. A

seguir apresentamos o problema SET COVER em sua forma de decisao.

SET COVER
INSTANCIA: Um conjunto C' = {1,--- ,m}, uma familia S = {S;,---,5,} de
subconjuntos de C' tal que C' C |J!_, S; e um inteiro k > 0.

PERGUNTA: Existe uma subfamilia S;,,---,5;, com k conjuntos de S tal que
k
C cUjo 5,57

Se C' C U§:1 Si; dizemos que a subfamilia S;,, - -, S;, cobre C'ouque S;, - -+, S,
é uma cobertura do conjunto C.
Apresentamos a seguir uma redugao de instancias de SET COVER em instancias

de MIN-COLORED-(s,t)-CUT, mostrando que esse tltimo problema é NP-completo.
Teorema 5.2. MIN-COLORED-(s,t)-CUT é NP-completo.

Demonstra¢ao. MIN-COLORED-(s,t)-CUT estd em NP porque dada uma instancia
(G®, k) de MIN-COLORED- (s, t)-CUT, podemos considerar um certificado como sendo
um subconjunto S C V com |S| < k e podemos checar se existem k cores no corte
[S,V '\ S| em tempo O(m).

Seja ((C,S), k) uma instancia do problema set cover. Nés vamos construir em
tempo polinomial no tamanho de ((C,5), k) uma instancia (G¢ = (V, E,¢), s, t, k')
de MIN-COLORED-(s,)-CUT tal que existe uma cobertura S;,,---,S;, de C' com
no maximo k conjuntos de S se e somente se existe um (s,t)-corte [S,V \ S| de
G° = (V, E,c) com no maximo k' cores.

Vamos identificar os elementos de C' e os subconjuntos de S com vértices de
um grafo bipartido G’ = (V', E') de modo que V' = C U S, C' e S sdo conjuntos
independentes e existe uma aresta unindo um elemento 7 de C' a um conjunto S; de
SseieS;. AF igura ilustra um exemplo do grafo G'.

A partir de G’ construimos o grafo G¢ = (V, E, ¢) do seguinte modo:

e Crie dois vértices s e t.

e Para cada ¢ € C com Ng(i) = {S}, 52 - ,Sl-d(i)} crie P, =
(s,pl,p?,- - ,pf(z)_l,t) um caminho adicional unindo s a t de forma que o
numero de arestas em P; seja igual ao grau de ¢ em G’, e cada aresta em

P; tenha uma cor associada a um conjunto S; vizinho de ¢ em G, isto é,
c({s.p}}) = Sl p'}) = 8! paral < j < d(i)2e c({s{"",1}) = 57
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(a)

Figura 5.3:  (a) Grafo bipartido G’ obtido a partic da instancia ((C,S),k) =
(({1,2,3,4,5},{51, 52, 53,54}),2) = (({1,2,3,4,5},{{1,2},{1,4},{1,3,5},{2,4,5}),2) usado na
reducdo de SET COVER e (b) o (s,t)-grafo G°. Veja que existe uma cobertura de conjuntos Ss, Sy
de tamanho 2 para C' = {1,2,3,4,5} se, e somente se, existe um (s,t)-corte de (G, s,t, k' = 2)
contendo as k' = k = 2 cores S3 e Sy.

Para a conveniéncia do leitor, a Figura ilustra a construcao de G° a partir
do grafo G'.

Suponha que o (s,t)-grafo G¢ possui um (s,t) corte de arestas [S,7T] com ca-
pacidade k (k cores) em que s € S et € T. Seja {S1,52,53...,Sk} o conjunto
das cores do corte [S,T]. Como G tem m caminhos disjuntos ligando s a ¢, qual-
quer (s,t)-corte contém pelo menos uma aresta de cada (s,t)-caminho. Logo, por

definigao de [S,T], cada um dos m (s,t)-caminhos possui pelo menos uma aresta

colorida com uma das k cores do corte. Assim, para cada i € {1,2,3,...,m} existe
S;,j€{1,2,3...,k} tal que i € S;. Portanto, C' C U?:l S;.
Por outro lado, suponha que existem k conjuntos S;,,S;,, -+ ,S;, de S cobrindo

C,ie., CC U§:1 Si;. Por construgao, existe pelo menos um representante de cada
uma das cores S;,, Siy, -+, 5, em cada um dos (s, t)-caminhos de G’. Dessa forma,
o (s,t)-grafo G° tem um corte de arestas [S,T] com s € S et € T com capacidade

no maximo k. O

Dado um grafo G = (V, E), um subconjunto C' C V é dito uma cobertura de
vértices (vertex cover) de G se toda aresta de G possui pelo menos um extremo em

C'. A seguir enunciamos o problema de decisao VERTEX COVER.

VERTEX COVER

INSTANCIA: Um grafo G = (V| E) e um inteiro k > 0.

PERGUNTA: Existe uma cobertura de vértices S C V com tamanho no

maximo k?

O resultado a seguir é devido a Garey, Johnson e Stockmeyer [39)].
Lema 5.3. [39/. VERTEX COVER permanece NP-completo mesmo restrito a grafos

cubicos.
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Observe que o problema VERTEX COVER ¢ um caso particular de SET COVER
quando os conjuntos S; da familia S representam as vizinhangas fechadas de cada
vértice em V(G) e os elementos i € C representam as arestas em E(G). Portanto a

construcao da instancia para o Teorema 5.4 serd analoga a realizada na Secao [5.3]

(a)
Figura 5.4: (a) O grafo cibico G e (b) seu (s, t)-grafo G°.

Teorema 5.4. MIN-COLORED-(s, t)-CUT é NP-completo mesmo se toda cor aparece

no mdzimo trés vezes e cada (s,t)-caminho tem tamanho dois.

Demonstra¢ao. MIN-COLORED-(s,t)-CUT estd em NP porque dada uma instancia
(G, k) de MIN-COLORED-(s, t)-CUT, podemos considerar um certificado como sendo
um subconjunto S C V de V com |S| < k e podemos checar se s € S, t € V\ S, e
se existem k cores no corte [S,V \ S] tudo em tempo O(m).

Consideremos uma instancia de VERTEX COVER dada por (G, k), em que G =
(V,E) é um grafo ctibico. Vamos construir em tempo polinomial no tamanho de
(G, k) uma instancia (G s,t, k') de MIN-COLORED-(s,t)-CUT tal que existe uma
cobertura de vértices S C V com |S| < k se e somente se existe um (s,t) corte
[S,V'\ S| de G° com no méaximo k' cores.

Para isso consideramos dois vértices adicionais s e t em V(G’) e para cada aresta
{u,v} € G associamos um caminho P, = (s,p;,t) em G’ com c({s,p;}) = u e
c¢({pi,t}) = v. Finalmente fixamos k' = k. Para a conveniéncia do leitor, oferecemos
na Figura um exemplo de construcao.

Tomando um (s, t)-corte de G com no maximo k = k' cores, podemos observar
que cada um dos m (s,t)-caminhos tem uma aresta com uma das k¥ = k cores no
corte, caso contrario t poderia ser alcancado a partir de s através de um caminho que
nao tivesse arestas no corte. Como as arestas de G¢ estao coloridas pelos vértices de
(G, e os caminhos de G° representam as arestas de (7, entao para cada aresta de G ao
menos um de seus extremos possui sua cor no corte, sendo assim as cores presentes
no corte induzem uma cobertura de vértices com no maximo k vértices de G.

Reciprocamente, se existe uma cobertura de vértices B C V' de G com |B| < k,

entao todas as arestas de GG tém pelo menos um extremo em B. Portanto, todos
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os (s,t)-caminhos de G° tém pelo menos uma aresta colorida por um vértice de B,
assim podemos escolher um subconjunto dessas arestas para formar um (s, t)-corte
de G°.

Observe que o fato de G ser ctbico, implica que em G¢ cada cor ocorrera exata-

mente trés vezes, uma vez em cada caminho no qual esta presente. O

A seguir provamos que MIN-COLORED-(s,t)-CUT é NP-completo mesmo se toda
cor aparece no maximo duas vezes e cada (s,t)-caminho tem comprimento no
méaximo trés. Usaremos uma reducao de VERTEX COVER em que todo vértice possui

grau trés e toda aresta incide a no maximo um vértice de grau treés.

Lema 5.5. VERTEX COVER permanece NP-completo mesmo em grafos com grau

maximo trés, em que toda aresta incide a no mdximo um vértice de grau treés.

Demonstracao. Seja G um grafo ciibico. Construiremos a partir de G um grafo G’
de grau méaximo trés, em que toda aresta incide a no maximo um vértice de grau
trés, de modo que G possua uma cobertura de tamanho k se e somente se G’ possuir
uma cobertura de tamanho k' = k + |E(G)|. A construcao é dada a seguir partindo

de um grafo G’ vazio. Tal construgao é ilustrada na Figura [5.5]
e Faca V(G') =V(G)U{vl,v?: e E(G)};

e Para cada aresta ¢ = (u,w) € F(G) acrescente em G’ o caminho (u, v}, v w).

u
1 1
Dy Vi
u v
2 2
Vuw Uiy
w v
1 2
X w Vwy Uy

(a) (b)
Figura 5.5: (a) Um grafo ctbico G e (b) seu grafo associado G’ para o Lema [5.5]

Seja B uma cobertura por vértices de G, tal que |B| = k. Podemos construir
uma cobertura B’ de G atribuindo todo vértice em B também a B’. Como B é uma
cobertura de G, entdao para todo caminho (u, v}, v w) de G’ (u,w € V(G)), temos
que u ou w ou ambos pertencem a B’, de acordo com a atribuicdo que foi feita.
Desta forma, se u € B’ adicionamos v? em B’, sendo adicionamos v} em B’. Sendo
assim temos que B’ cobre todas as arestas de G’ e possui tamanho k + |E(G)|.

Por outro lado, seja B’ uma cobertura de vértices de G’ de tamanho no méximo

k + |E(GQ)]. Todo caminho (u,v!,v?,w) de G’ possui ao menos dois vértices em
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B’, sendo pelo menos um deles em {v!,v?}. Se v! e v? € B’ podemos atualizar
outra cobertura de vértices B’ com |B’| < |B| substituindo v! e v? por v} e v em
B. Assim, podemos assumir que B’ possui exatamente um vértice em {v!,v?} para
todo e € E(G). Sendo assim, podemos definir uma cobertura B para G como
B =V(G)N B'. Logo B é uma cobertura de G de cardinalidade menor ou igual a
k, pois B’ possui exatamente um vértice em {v!,v2} e consequentemente ao menos

um vértice em {u,w} para todo e = (u,w) € E(G). O

Teorema 5.6. MIN-COLORED-(s,t)-CUT é NP-completo mesmo se toda cor aparece

no mdzimo duas vezes e cada (s,t)-caminho tem comprimento no mdximo trés.

Demonstra¢ao. Dado um grafo G = (V, E) em que o grau dos vértices é no maximo
trés e toda aresta incide a no maximo um vértice de grau trés, podemos usar o
resultado do Lema para mostrar a NP-completude de MIN-COLORED-(s, ¢)-CUT
em (s,t)-grafos nos quais cada cor aparece no méaximo em duas arestas e cada
(s,t)-caminho tem comprimento no méximo trés. Para isso, construimos um grafo
G' como no Teorema e na Figura de modo que a cada aresta e = {u,v}
de G corresponde um (s,t)-caminho P, = (s,pe,t) em G’ com c({s,p.}) = u e
c¢({pe,t}) = v. Portanto, se um vértice u € G tem grau no maximo trés, podemos
concluir que em G’ existem no maximo trés (s,t)-caminhos de comprimento dois,
cada um deles apresentando a cor v em uma de suas arestas. Podemos supor que
GG possui pelo menos um vértice de grau trés, caso contrario G se reduziria a um
caminho ou um ciclo, tornando o problema polinomial. Usaremos o grafo G’ para

construir um novo grafo G” do seguinte modo:

1. Escolha uma cor ¢; que ocorre em trés (s,t)-caminhos de G’ e selecione es-
ses caminhos. Pode-se construir G' de modo que os trés (s,t)-caminhos
P., = (s,pe;,t) selecionados (j = 1,2,3) nos quais a cor ¢; estd presente
tenham a propriedade c¢({s,p,}) = c¢;. Em cada um desses caminhos selecio-
nados, substitua o vértice p.; por dois novos vértices p’ej e p’e’j, criando a aresta
{pg],, pgj} e atribuindo a essa aresta uma nova cor ¢, diferente das cores pre-
sentes em G’ e fazendo c({s,p }) = ¢, c({p,,,t}) = c({pe;,t}). Em seguida,
troque as arestas coloridas com a cor ¢; por uma tnica aresta {s,p;}, ob-
tendo novos (s,?)-caminhos de comprimento trés da forma P, = (s, p;, p;,,t)
com & coloragio de arestas e({s.p)) = . e({prl}) = e({pl,.pL)) o
c({pl,:1}) = c({pe;,t}) (isto faz com que a cor ¢; apareca no maximo duas

vezes em G");

2. Repita o procedimento anterior para as demais cores que também ocorrem
trés vezes no grafo corrente (caso seja necessario, troque a ordem das cores no
caminho para que as arestas coloridas com a mesma cor sejam adjacentes em

s para poder aplicar o processo);
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Como toda aresta ¢ incidente a no maximo um vértice de grau trés, o procedi-
mento acima descrito é aplicado no méximo uma vez para cada (s,t)-caminho de
G’. Sendo assim, G” é um (s, t)-grafo no qual cada (s, t)-caminho tem comprimento
no maximo trés e cada cor aparece no maximo duas vezes. Para a conveniéncia do
leitor, oferecemos na Figura um exemplo ilustrando cada etapa da construcao.

Afirmamos que G” possui um (s, t)-corte colorido com capacidade no maximo k
se e somente se (G possui uma cobertura de vértices de cardinalidade no méaximo k.

Suponhamos que G” possui um (s, t)-corte colorido com capacidade no méximo
k. Sabemos que cada um dos (s,t)-caminhos de G” tem uma aresta no corte. Se o
corte s envolve arestas coloridas com as cores antigas, isso significa que para cada
(s,t)-caminho de G” (aresta de GG) esta sendo tomado um extremo de cada aresta de
G: temos uma cobertura de vértices de G com no méaximo k vértices. Caso o corte
envolva arestas coloridas com as cores novas, é possivel trocar cada cor nova por
uma antiga, ja que a remoc¢ao de qualquer aresta do (s,t)-caminho correspondente
desconecta s de t ao longo desse caminho e assim recaimos no caso anterior, obtendo
novamente uma cobertura de vértices de G com no maximo k vértices. A reciproca
é idéntica a do Teorema [5.4] O

Figura 5.6: (a) O grafo com grau maximo 3, G = (V, E) no qual toda aresta incide a no maximo
um vértice de grau 3, (b) seu (s, t)-grafo intermedidrio G’ e (c) o grafo G” no qual cada cor aparece
no maximo 2 vezes e cada (s,t)-caminho tem comprimento no méximo 3.

Na demonstracao acima, embora as cores ocorram no maximo duas vezes, algu-

mas cores aparecem em trés (s,t)-caminhos distintos.

5.4 Resultados de complexidade parametrizada

para o corte colorido minimo

Iniciamos esta secao apresentando um resultado de complexidade parametrizada

para SET COVER devido a Downey e Fellows [20] que serd utilizado para a anélise
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da complexidade parametrizada de MIN-COLORED-(s, t)-CUT tanto restrito a grafos

bipartidos planares quanto restrito a grafos completos.

Lema 5.7. [2(0)] SET COVER é W/[2]-completo quando parametrizado pelo tamanho

da solucao buscada.

Corolario 5.8. MIN-COLORED-(s,t)-CUT restrito a grafos bipartidos planares é
WI2]-dificil quando parametrizado pelo tamanho da solugao (nimero de cores pre-

sentes na solugao).

Demonstra¢ao. A mesma do Corolario [5.16 utilizando-se o Lema e a Pro-
posicao [1.2l De fato, observe que o grafo H¢ construido na demonstracao do Co-
roldrio 5.16¢ bipartido planar e, como j4 mencionamos, H¢ tem um (s, t)-corte [S, T
com capacidade k se e somente se existe um subconjunto de S de tamanho k que
cobre C'. Tomando k como parametro teremos uma FPT-reducao, ja que ambos os
problemas MIN-COLORED-(S,t)-CUT e SET COVER podem ser parametrizados, res-
pectivamente, pelo tamanho do corte &’ e pelo tamanho da cobertura k. Além disso,
segundo os resultados obtidos ao longo da demonstragdo do Corolério [5.16] temos
0 mesmo algoritmo polinomial levando instancias sim de (C, S, k) de SET COVER
em instancias SIM de (H® k') de MIN-COLORED-(s,?)-CUT, com k' = k. Logo o
algoritmo que leva uma instancia de SET COVER em MIN-COLORED-(s,t)-CUT res-
trito a grafos bipartidos planares é uma FPT-redugao. Aplicando a Proposicao (1.2
concluimos que esses dois problemas pertencem a uma mesma classe da hierarquia
W. Utilizando entéo o Lemal[5.7 concluimos que MIN-COLORED- (s, ¢)-CUT restrito a
grafos bipartidos planares é W[2]-dificil quando parametrizado pela capacidade do

corte colorido. O

Podemos modificar a reducao apresentada na Secao também para provar que
MIN-COLORED-(s, t)- cuT é W[2]-dificil em grafos completos.

Corolario 5.9. MIN-COLORED-(s,t)-cuT ¢ W[2]-dificil em grafos completos,

quando parametrizado pelo tamanho da solucao buscada.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que MIN-COLORED-(s,?)-CUT parametrizado pela
capacidade do corte é W[2]-dificil em grafos completos a partir de uma reducao
de SET COVER parametrizado pelo tamanho da cobertura de conjuntos. Construa
a partir de uma instancia (C,S,k) de SET COVER (com C = {1,2,--- .n}, S =
{S1,-+,Sm} e k o tamanho da cobertura de conjuntos) o (s, t)-grafo (G¢, k) como
foi feito na Secao [5.3| e, como ja vimos, o parametro k é dado pela capacidade do
(s,t)-corte. Caso {s,t} € G° modifique o grafo G¢ substituindo essa aresta pelo
caminho (s,u,t) no qual c({s,u}) = c({u,t}) = c({s,t}). Crie um grafo completo

G" adicionando arestas que ligam todos os vértices dois a dois nao adjacentes de G°
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e defina uma coloragao de arestas ¢ em G” de modo que ¢(e¢) = c(e) se e € G ¢
d(e) =p+1seec G"\ G, sendo p o nimero de cores presentes na coloragao de
arestas de G, isto é, ¢ : E(G) — {1,--- ,p}. A Figuralp.7]ilustra esses procedimentos.
A partir dessa construcao teremos o seguinte resultado: G” tem um (s, t)-corte de
arestas de capacidade no méximo k + 1 se e somente se G¢ tem um (s,t)-corte
de capacidade no maximo k. Note que se G° tem um (s,t)-corte de capacidade
no maximo k, entdo o (s,t)-corte de G” correspondente apresenta a aresta {s,t}
colorida com a cor p + 1, ou seja, G” tem um corte com capacidade no méaximo
k+ 1. Em contrapartida, a aresta {s,t} existe em G” e tem cor ¢({s,t}) =p+1, ja
que essa aresta nao existia em G¢(modificado). Logo esta cor estd sempre presente
em qualquer (s, t)-corte de arestas de G”. Desse modo, a cada (s, t)-corte de arestas
de G° com capacidade no méaximo k, estd associado um (s, t)-corte de arestas de G”
de capacidade no maximo k' = k + 1. Como a redugao apresentada é uma FPT-
reducao e SET COVER paramentrizado pelo tamanho da cobertura de conjuntos é
W/[2]-dificil, podemos concluir, usando a Proposicao que MIN-COLORED-(S, t)-

CUT parametrizado pela capacidade do corte é W[2]-dificil em grafos completos. []

Figura 5.7: (a) O grafo G¢ modificado e (b) o grafo completo G’ no qual as arestas pontilhadas
representam as arestas coloridas com a cor p + 1.

Teorema 5.10. MIN-COLORED-CUT e MIN-COLORED-(s,t)-CUT sdo FPT quando

parametrizados pelo numero de cores da coloracao dada.

Demonstracao. Dadas as p cores 1,---,p da coloracao de arestas do grafo G,
considere E; o conjunto formado pelas arestas de G coloridas com a cor i, para
i€ {l,---,p}. Testamos exaustivamente a remocao dos conjuntos E; até esgotar-
mos todas as possibilidades. No pior caso, este procedimento empregaria todas as p

cores. Esse processo tem um custo de 2P - O(m), o que justifica o teorema. L]

Observe que MIN-COLORED-(s,t)-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial
quando p = O(logn). De fato, como vimos na demonstragdo do Teorema [5.10} o
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algoritmo que resolve o problema dado emprega tempo 27 - O(m), e quando p =
O(logn) isso resulta em tempo 2°0°¢™ . O(m) = O(n) - O(m) que é polinomial.

Um algoritmo é executado em tempo pseudo-polinomial se o seu tempo de
execugao é polinomial no valor numérico da entrada, mas é exponencial no tamanho
da entrada. Nesta definicao, tamanho da entrada significa o espaco alocado para
representar a entrada do problema.

Desse modo, MIN-COLORED-(s,t)-CUT pode ser resolvido em tempo pseudo-
polinomial quando G' tem um (s, t)-corte nao colorido de tamanho O(logn), pois
nesse caso hd no méximo O(logn) cores presentes nesse corte e portanto serd ne-
cessario testar todas as combinagoes com até O(logn) cores, sendo o custo total de,
no maximo, p?1°e™ . O(m).

Como temos um algoritmo FPT para ambos os problemas quando parametriza-
dos pelo nimero de cores, é interessante verificar se esses problemas possuem ntcleo
(kernel) polinomial. Sendo assim o préximo resultado complementa o Teorema

acima.

Lema 5.11. MIN-COLORED-(s,t)-CUT nao admite nicleo polinomial quando para-

metrizado pelo nimero de cores, a menos que NP C coNP /poly.

Demonstragao. Usando o Teorema [5.1] basta mostrar que o problema II = MIN-
COLORED-(s,1)-CUT admite um algoritmo de OU-composi¢ao. Para isso, conside-
remos uma sequéncia de instancias (Gy, k1), -, (G, kq) desse problema, nas quais
G1,- -, G, sao grafos conexos dois a dois disjuntos tais que em cada G; existem dois
vértices distintos s; e t; fixados e k; é um inteiro positivo para 1 < ¢ < ¢q. Vamos
construir G colapsando os vértices t; com s;;1 para cada 1 < i < g — 1 e fazendo
s =51 et=t, Osgrafos G; e G estao ilustrados na Figura Em cada grafo G;
existe uma coloracao com as cores 1,--- ,¢; para 1 <1 < g. Tome ¢ = max;<i<4¢;.
Entao G tem uma coloracao com c cores. Observe que G é construido em tempo
polinomial em ¥|G;| (colapsando os vértices especiais) e k < maxj<;<,¢;. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que k; = k para todo 1 < i < ¢, ja que o problema
considerado consiste em determinar, para cada G, se existe um (s, t)-corte em G;
com no maximo k; cores, o que nos permite tomar £ = max k; em todas as instancias.
Desse modo, existe um (s,t)-corte em G com no maximo k cores se e somente se
existe algum 1 < i <t tal que G; admite um (s;, t;)-corte com no maximo k cores.
De fato, se algum G; admite um corte com no maximo k cores, este também é um
corte de G com no maximo k cores. Reciprocamente, se nenhum grafo GG; admitisse
um corte com no maximo k cores, entao todos os G; admitiriam cortes com pelo
menos k + 1 cores e consequentemente GG admitiria apenas cortes com pelo menos
k 4+ 1 cores. Desse modo o problema admite um algoritmo de OU-composicao e o

resultado segue. O
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(a)
Figura 5.8: (a) Os grafos G; e (b) o grafo G construido no Lema [5.11]

A seguir, algumas definigdes necessarias sao apresentadas. Dado um grafo G¢
aresta-colorido, o span de uma cor 7 ¢ o nimero de componentes conexas induzidas
pelo conjunto de arestas do grafo coloridas com a cor .

Dado um grafo aresta-colorido G¢ = (V, E, ¢), se cada cor tem span = 1, vamos
construir o hipergrafo associado no qual o conjunto de vértices que compdem a
componente conexa da cor ¢ formam uma hiperaresta. De acordo com os resultados
de Rizzi [57], MIN-COLORED-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial nesse caso,
ja que esse problema ¢ equivalente a determinar o corte de hiperarestas minimo em

hipergrafos.

Teorema 5.12. Dado um grafo aresta-colorido G¢, denotemos por co o nimero de
cores com span pelo menos dois. O problema MIN-COLORED-CUT pode ser resolvido

em tempo 2% - n°).

Demonstracao. Aplicaremos inducdao no numero de cores com span pelo menos 2.
O caso co = 0 pode ser resolvido em tempo polinomial utilizando-se o algoritmo
para MIN-CUT em hipergrafos devido a Rizzi [57]. Suponha que existe um algoritmo
recursivo que resolve o problema em tempo 2% - n°M quando 0 < ¢, < t . Se
co = t 4+ 1, para cada cor ¢ com span pelo menos 2, consideremos os dois grafos
seguintes: G (no qual todas as arestas com a cor i sdo removidas), e G4 (no qual cada
componente com a cor ¢ recebe uma nova cor diferente das ja existentes). Observe
que c2(GY) = c2(Gh) = c2(G€) — 1 e isso nos permite aplicar o algoritmo recursivo
tanto para G como para G%. Note que OPT(G¢) = min{OPT(G%)+1,0PT(G%)}.
De fato, temos duas possibilidades a considerar: a cor i estd presente no corte
minimo ou nao. Caso a cor i esteja presente no corte colorido minimo, devemos
remover essa cor e além disso procurar a solugao 6tima no grafo remanescente GY.
Nesse caso teremos OPT(G¢) = OPT(GY) + 1. Caso a cor i nao esteja presente
no corte colorido minimo, se considerarmos as componentes conexas dessa cor, cada
uma delas colorida com uma nova cor diferente das ja existentes em G, podemos
observar que nenhuma dessas novas cores estd presente no corte 6timo, pois se assim
fosse, a remocao da cor ¢ original ja teria tornado o grafo GG¢ desconexo. Nesse caso,
o surgimento das novas cores nao aumenta o tamanho do corte com relagao ao grafo
original e assim temos OPT(G¢) = OPT(G3).
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Mais detalhamente, o algoritmo funciona da seguinte forma: seja OPT(G)
o numero de cores presentes no corte minimo colorido para G°¢. Observe que
OPT(GY) < OPT(G°) < OPT(GY) para cada 1 < i < ¢y. Seja i uma cor
com span maior que 1. Se existe um corte 6timo de G¢ que nao contém %, entao

OPT(G®) = OPT(GY). Caso contrario OPT(G¢) = OPT(GY) + 1. O

O préximo Lema é devido a Rizzi [57] e considera algoritmos de tempo rando-

mizado polinomial para o problema MIN-COLORED-CUT.

Lema 5.13. [57/ MIN-COLORED-CUT € soluciondvel em tempo randomizado po-

linomial, quando o span mdrimo da instancia G¢ € delimitado por uma constante

q.

Dado um inteiro ¢ > 0, denotemos por ¢,(G¢) o nimero de cores com span pelo

menos q.

Teorema 5.14. O problema MIN-COLORED-CUT pode ser resolvido por um algo-

ritmo randomizado em tempo 264(G) . nO(@).

Demonstracao. Basta aplicar o algoritmo apresentado no Teorema decremen-
tando a cada passo o span das cores que possuem span maior que ¢, até obter na
arvore de recursao, grafos em que as cores tém span no maximo q (caso base da nossa
recursao) que sera solucionado diretamente pelo algoritmo randomizado polinomial
de Blin, Bonizzoni, Dondi, Rizzi e Sikora [3], o qual nada mais é do que o algoritmo
classico de contragao de cores. Nesse algoritmo, uma cor é escolhida aleatoriamente
no conjunto de cores da coloragao de arestas e todas as arestas coloridas com aquela
cor sao contraidas, dando origem a um novo grafo no qual aquela cor nao esta mais
presente. Nesse processo, cada aresta {u,v} € E(G) colorida com uma cor i dé
origem a um supervértice w € V(G') no novo grafo G’ obtido apds a contragao.
A medida que esse processo recursivo evolui, a cada vértice w € V(G') pode ser
associado um conjunto S(w) C V(G) formado pelos vértices que desapareceram na
contragao que deu origem a w. O algoritmo termina quando é obtido um grafo G’

com apenas dois supervértices v4 e vp que dao origem ao corte colorido (A, B) no

qual A = S(v4) e B= S(vg). O

5.5 Resultados de inaproximabilidade para o

corte colorido minimo

Com base nas redugdes anteriores e num resultado de Dinur e Steurer [I§], citado
no Coroldrio [5.16] vamos concluir que MIN-COLORED- (s, t)-CUT, mesmo restrito a

grafos bipartidos planares ou completos nao pode ser aproximado por um fator de
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(1 —¢)lIn(p) ou % In(p) para qualquer constante € > 0, respectivamente, a menos

que P = NP. Aqui p representa o nimero de cores da coloracdo ¢ : F(G) —
{17 27 U 7p}

Lema 5.15. [1§/. Dada uma instincia (C,S) de SET COVER, na qual C =
{1,2,3,...,m} e S = {51,52,5s,...,5,}, tem-se que para todo € > 0, ndo eziste

uma (1 — ) Inm-aprozimacao para (C,S), a menos que P=NP.

Corolario 5.16. MIN-COLORED-(s,t)-CUT restrito a grafos bipartidos planares nao
pode ser aproximado por um fator de (1 — €)In(p) para qualquer constante € > 0 a

menos que P = NP.

Demonstracao. Tome o grafo G¢ construido na Se(;éoe para cada um dos m (s, t)-
caminhos P, = (s,p},p?,- - ,p?(i)fl,t) execute o seguinte procedimento. Se d(i) é
par, entao mantenha P; e suas cores inalteradas. Se d(i) é impar, entdo substitua
P, por ¢ = (s,p}p2, {07 pi 1), tal que o({p{" 7, p{}) = e({p{”,1})
e as demais arestas de P’ tém as suas cores inalteradas. Desse modo obteremos
um (s,t)-grafo H® planar que possui apenas ciclos pares, ou seja, H¢ é um grafo
bipartido planar com arestas coloridas. Neste ponto, é facil ver que H¢ tem um
(s,t)-corte [S,T] com capacidade k se e somente se G° também possui tal corte.
Logo, pelo Teorema existe um subconjunto de S de tamanho k que cobre C' se
e somente se H¢ tem um (s, t)-corte [S,T] com capacidade k.

Como podemos observar, a construcao descrita acima é uma S-redugao. De fato,
o algoritmo de contrucao de G¢ a partir de uma instancia de SET COVER dado na
Secao [5.3] é polinomial e a tranformacao de G em H¢ é linear. Logo o algoritmo
que leva uma instancia de SET COVER em H€ é polinomial. Além disso, como foi
mencionado no pardgrafo acima, é possivel ir de uma solucao de H¢ para uma solugao
de G° em tempo linear e a NP-completude de MIN-COLORED-(s,t)-CUT combinada
com esse fato garante que existe um algoritmo de tempo polinomial que leva solugoes
de MIN-COLORED-(s,t)-CUT para H® em solugoes de SET COVER para (C,S). Note
que o numero de cores do grafo G¢ é igual ao nimero de elementos da instancia de

SET COVER. Logo pelo Lema [5.15] e pela Proposicao temos o requerido. O

Embora o resultado de inaproximabilidade para o problema MIN-COLORED- (s, t)-
CUT resulte diretamente da S-reducao de SET COVER para o problema em grafos

bipartidos planares, o mesmo nao se aplica tao diretamente para grafos completos.

Corolario 5.17. MIN-COLORED-(s,t)-CUT em grafos completos nao pode ser apro-
ximado por um fator de %ln(p) para qualquer constante € > 0 a menos que
P = NP.

Demonstrac¢ao. Considere a redugao apresentada no Corolario 5.5, Pelo Co-

rolario temos que A = MIN-COLORED-(s,t)-CUT com instancia G” possui uma
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solucao de custo k + 1 se e somente se B = setcover com a instancia associada
possui uma solugao de custo k. Sejam OPT4(G") e OPTg(G') solugoes Gtimas
para MIN-COLORED- (s, t)-CUT e para SET COVER, respectivamente. Pela construcao
apresentada no Corolario sabemos que |OPT4(G")| = |OPTg(G")| + 1. Sendo
assim, a partir de uma solugao de custo (1 — ¢)In(c)(|OPT4(G")| — 1) para MIN-
COLORED- (s, t)-CUT obtém-se uma solucao de custo (1 —¢)In(c)(|JOPTg(G")|) para
SET COVER, que sabemos nao existir a menos que P=NP. Sendo x o fator tal que
z - |OPTA(G")] = (1 — &) In(p)(|JOPTA(G")| — 1) temos:

z - |OPTA(G")| = (1 — ) In(p) - |[OPT4(G")| — (1 — &) In(p) =

(1—¢)n(p)

=zr=(1-¢)l R —
Observe que |[OPT4(G")| > 2, pois a cor p+1 estard sempre presente em qualquer

corte de arestas de G” além das cores que ja existiam em G¢. Entao

(1—¢)

562(1—6)111(19)—(1;6)11&(19)— 5 n(p)-

5.6 Resultados polinomiais para o corte colorido
minimo

Para a demonstracao do proximo teorema, vamos precisar dos dois lemas a seguir,
devidos a Zhang e Fu [71] e que fazem uso de um resultado de Robertson e Sey-
mour [58] e também faremos uso do problema MINIMUM MONOTONE WEIGHTED
SAT.

Lema 5.18. [71] Dados dois vértices s e t e uma aresta e em um grafo simples,
encontrar um caminho P que conecta s at e contém a aresta e, ou verificar que tal

caminho nao eziste, pode ser feito em tempo polinomial.

Lema 5.19. [71] Dados dois vértices s e t e duas arestas ey = {uy,v1} € eg =
{ug, v} em um grafo simples, encontrar um caminho P que conecta s a t e contém
as arestas ey € e, ou verificar que tal caminho nao existe, pode ser feito em tempo

polinomial.

A seguir, introduzimos o problema MINIMUM MONOTONE WEIGHTED SAT que

serd utilizado na demonstracao do Teorema [5.20}
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MINIMUM MONOTONE WEIGHTED SAT

INSTANCIA: Uma terna I = (U,C,w), na qual U = {x1, 29, ,z,} é um conjunto
de varidveis; C' = {cy, g, -+ , ¢} € um conjunto de cldusulas no qual cada varidvel
ocorre em no maximo duas clausulas e nenhuma clausula contém varidveis negadas;
w uma funcdo peso w : V(C') — R definida no conjunto V(C') das varidveis de U
que estao presentes nas clausulas de C; e k é um inteiro.

PERGUNTA: Existe uma atribuicao de valores verdade n para U com todas as

clausulas satisfeitas, de modo que a soma dos pesos das variaveis verdadeiras de

V(C) é no méximo k?

Teorema 5.20. MIN-COLORED-(s,t)-CUT pode ser solucionado em tempo polino-
mial quando toda cor aparece em no mdzimo dois (s,t)-caminhos de G, sendo G um

grafo de entrada com (s,t)-caminhos de comprimentos quaisquer.

Demonstragcao. Observe que encontrar, caso exista, um caminho entre s e t passando
por uma determinada aresta e pode ser executado em tempo polinomial de acordo
com o Lema Além disso, um segundo e um terceiro caminhos entre s e t
passando por e, caso existam, devem nao conter ao menos uma aresta de cada
um dos caminhos anteriores que passam por e. Sendo assim tais caminhos, caso
existam, também podem ser obtidos em tempo polinomial. Note também que se a
cor i aparece em no maximo dois (s,t)-caminhos, entdao toda aresta colorida com
a cor ¢ ocorre em no maximo dois (s,¢)-caminhos, caso contrério teriamos mais de
dois (s,t)-caminhos apresentando arestas coloridas com a cor i. Como esse resultado
vale para todas as cores da coloracao de arestas, podemos concluir que toda aresta
do (s, t)-grafo G aparece em no maximo dois (s, t)-caminhos. Esse fato nos permite
reconhecer em tempo polinomial se toda cor aparece em no méaximo dois (s,t)-
caminhos de G, assim como enumerar todos os (s, t)-caminhos de G em caso positivo,
ou seja, o reconhecimento dos grafos que cumprem a hipdtese do teorema pode ser
feito em tempo polinomial.

Portanto, feita a enumeracao de todos os (s,t)-caminhos de G em tempo poli-
nomial, podemos em seguida, construir em tempo polinomial uma instancia F' de
MINIMUM MONOTONE WEIGHTED SAT, na qual cada clasula representa um (s,t)-
caminho e cada cor representa uma variavel, de tal forma que F' possua uma atri-
buicao satisfativel de peso k se e somente se G possuir um corte de capacidade k.
A seguir ilustramos com o auxilio da Figura [5.9) a construgao de F'. Neste ponto,
para resolver MIN-COLORED- (s, t)-CUT basta executar em F o algoritmo polinomial
para MINIMUM MONOTONE WEIGHTED SAT (veja o artigo de Porschen e Specken-
meyer [56]). O

A Figura apresenta um (s, t)-grafo no qual cada cor aparece em no méaximo

dois (s,t)-caminhos. A cor 1 aparece nos caminhos (s, a,b, ¢, t) e (s,a,b,c,e, f,t);
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Figura 5.9: Exemplo de um (s, t)-grafo no qual cada cor aparece em no méaximo dois
(s,t)-caminhos.

a cor 2 aparece nos caminhos (s,a,b,c,e, f,t) e (s,d,e, f,t); a cor 3 aparece em
(s,a,b,c,e, f,t) e (s,d,e, f,t); a cor 4 aparece em (s,a,b,c,t) e (s,a,b,c,e, f,t);
a cor b aparece em (s,d, e, c,t) e (s,d,e, f,t); a cor 6 aparece em (s,g,h,i,t); a
cor 7 aparece em (s,a,b,c e, f,t) e (s,d, e, c,t); a cor 8 aparece em (s,a,b,c,t) e
(s,d,e,c,t); a cor 9 aparece em (s,g,h,i,t) e a cor 10 aparece em (s,d, e, c,t) e
(s,d,e, f,t). Note que o (s,t)-grafo dado possui 5 (s, t)-caminhos distintos, a saber:
(s,a,b,c,t), (s,a,b,c,e, f, 1), (s,d,e,c,t), (s,d,e, f,t) e (s,g,h,i,t). Construimos a

instancia F' de MINIMUM MONOTONE WEIGHTED SAT fazendo U = {x1, 29, -+ , 210},
C ={ci, ¢, 05}, e = (11,74, 78), Co = (T1, T4, T7, T, T3), C3 = (T35, 710, T7, Tg),
cy = (x5,210,23,T2), ¢5 = (x9,26) € atribuindo o peso unitdrio a cada uma das

variaveis de U. Note que a atribuicao que torna verdadeiras apenas as variaveis
x1, x5 e Tg torna C satisfativel com peso 3 e essa atribuigao corresponde a um corte
de arestas colorido com as cores 1, 5 ¢ 9 (por exemplo, o corte [S, V\S] com S = {s}).
Do mesmo modo, o corte de arestas [S,V \ S| com S = {s,a,b,c,d, g} apresenta as
cores 6,7,8,10 e corresponde a atribuicao que torna verdadeiras apenas as variaveis

xg, T7, X8, L1 € faz C satisfativel.

Corolério 5.21. MIN-COLORED-(s,t)-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial
quando cada cor ocorre no mdzimo em duas arestas e cada (s,t)-caminho tem com-

primento dois.

Demonstragao. Se cada cor aparece em no maximo duas arestas e cada (s,t)-
caminho tem comprimento dois, isto significa que cada cor poderd aparecer em
no maximo dois (s, t)-caminhos. Logo estamos nas condigbes da hipétese do Teo-

rema [5.20] e o resultado segue diretamente. O]

A seguir apresentamos um resultado sobre a versao que nao faz uso de um par

(s,t) fixo, permitindo solucionar o problema mais geral MIN-COLORED-CUT.

Lema 5.22. MIN-COLORED-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial quando
para todo par s,t € V(G) existe um (s,t)-corte nao colorido de tamanho constante,

e pode ser resolvido em tempo O(p® - m) em grafos planares.
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Figura 5.10: Exemplos de grafos tais que para todo par de vértices distintos s,t € V(G), sempre
existe um (s,t)-corte de arestas nao colorido de tamanho constante: os grafos com grau méximo
limitado, k-regulares e as arvores fazem parte dessa classe.

Demonstracao. Dados s,t € V(G) quaisquer, se sempre existir um (s, t)-corte de
arestas nao colorido de tamanho constante ¢, entao o corte colorido correspondente
a ele tem capacidade no maximo ¢, ja que o nimero de cores presentes num corte
de arestas é sempre menor ou igual ao nimero de arestas desse corte. A Figura[5.10]
mostra exemplos de grafos tais que para todo par de vértices distintos s,t € V(G),
sempre existe um (s, t)-corte de arestas nao colorido de tamanho constante (os grafos
k-regulares fazem parte dessa classe). Isso limita nossas possibilidades de escolhas de
cores e torna o problema solucionavel em tempo polinomial, pois basta analisarmos
as remocoes das combinacoes de até ¢ cores escolhidas entre as p cores da coloracao
de arestas de G, resultando num algoritmo de tempo O(p?). Para o caso planar,
utilizamos a propriedade de que em todo grafo planar existe pelo menos um vértice
v tal que d(v) < 5 [§], ou seja, é possivel obter um corte de arestas [v, V(G)\ {v}] de
cardinalidade no maximo 5. A Figura[s.11]ilustra essa situagao. Consequentemente,
esse corte da origem a um corte colorido com capacidade C' < 5 e assim basta
testarmos a remogao de até C' cores escolhidas entre as p cores da coloracao de
arestas de G. m

’
/ \
1 1
\U
N

Figura 5.11: Um grafo planar com um vértice v de grau menor ou igual a 5.
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Arestas por cor | |(s,t)-caminho méximo| | # (s,t)-caminhos por cor | Complexidade
3 2 3 NP-completo
2 3 3 NP-completo
— - 2 Polinomial
2 2 — Polinomial

Tabela 5.1: Tabela apresentando um resumo dos resultados de complexidade para
MIN-COLORED- (S, t)-CUT.

5.7 Resultados de NP-completude para o corte

colorido maximo

Como sabemos, os problemas MAX-COLORED-CUT e COLORFUL CUT sao trivial-
mente polinomiais para grafos bipartidos, da mesma forma que SIMPLE MAX-CUT,
ja que é sempre possivel encontrar um corte contendo todas as arestas do grafo. Con-
tudo, quando consideramos grafos completos, os problemas MAX-COLORED-CUT e
COLORFUL CUT passam a ser NP-completos, diferentemente do que ocorria com

SIMPLE MAX-CUT. A seguir provamos esses resultados.

Teorema 5.23. MAX-COLORED-CUT permanece NP-completo mesmo quando res-

trito a grafos completos.

Demonstracao. Seja G uma instancia de SIMPLE MAX-CUT. Vamos construir uma
instancia G’ de MAX-COLORED-CUT adicionando a G um vértice isolado v; e atri-
buindo a cada aresta de G uma cor exclusiva. Note que G tem um corte simples de
tamanho k se e somente se G’ tem um corte colorido de capacidade k. Finalmente,
crie arestas conectando todos os pares de vértices nao adjacentes em G’ e atribua
a todas essas novas arestas uma nova cor ¢’, obtendo um grafo completo G”. A Fi-
gura [5.12]ilustra esse procedimento. Como podemos observar, a cor ¢ sempre ocorre
num corte maximo colorido de G” e assim G” possui um corte maximo colorido de

tamanho k£ 4 1 se e somente se G possui um corte maximo de tamanho k. O

U

(a)

Figura 5.12: (a) Instancia G’ de MAX-COLORED-CUT e (b) o grafo completo G”.

91



No Teorema mostramos que COLORFUL CUT ¢ NP-completo em grafos pla-

nares a partir de uma reducao de 3-SAT que definimos a seguir.

3-SAT
INSTANCIA: Uma férmula conjuntiva I = (U,C), na qual U = {x1, 29, -+ ,x,} é
um conjunto de variaveis e C' = {¢1, ¢, -+ , ¢} é um conjunto de clausulas tal que

cada clausula ¢; € C' é formada por 3 literais do conjunto U.
PERCUNTA: Existe uma atribuicao de valores verdade n para U com todas as

clausulas satisfeitas?

Teorema 5.24. COLORFUL CUT é NP-completo em grafos planares.

Demonstragao. Seja I = (U, C') uma instancia de 3-SAT. Vamos construir em tempo
polinomial uma instancia planar G¢ = (V| E, f) de COLORFUL CUT tal que [ =
(U, C) é satisfativel se e somente se G° possui um corte S com todas as cores da
coloragao.

Para cada clausula ¢; = (z,y,2) € C vamos construir uma clique de tamanho
3 na qual cada aresta representa uma das literais de ¢;. Teremos entao um grafo
G’ formado por m componentes conexas que sao cliques de tamanho 3. A partir de
G’ vamos construir o grafo G¢, que é um multigrafo, associando arestas coloridas a

cada um dos literais presentes nas clausulas de C'; do modo descrito a seguir:

e Para cada par {27, 7;*} no qual os inteiros j e k contabilizam as ocorréncias

. . _ , . . ik
dos literais x; e T; nas cldusulas de C, respectivamente, atribua uma cor S7".

e A aresta que representa o literal 27 em G’ serd substituida pelas arestas para-
. ik

lelas coloridas com as cores S em G para todo k. Do mesmo modo, a aresta

que representa o literal 7;* em G’ serd substituida pelas arestas paralelas co-

. ik .
loridas com as cores S7" para todo j.

A Figura ilustra o grafo G’ associado a instancia I = (U,C) na qual U =
{z1,29,23} e C = {c1,¢0,¢c3F com ¢y = (11 VT2V T3), ca = (TT Vw2 Vag) e cy =

(T1 VT3 V z3) e a Figura ilustra o multigrafo G correspondente com as arestas

coloridas.
Z1! 12
x3 T2
3 3

Figura 5.13: Grafo G’ associado a instancia (x1VZ2VZ3)A(T1Vra Vas) A(TTVT2Vrs).
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Figura 5.14: Multigrafo G associado ao grafo G’ com arestas coloridas.

Suponhamos que I seja satisfativel. Sem perda de generalidade, podemos supor
que toda variavel aparece pelo menos uma vez positiva e pelo menos uma vez nega-
tiva, caso contrario, poderiamos atribuir o mesmo valor verdade a todas as literais
presentes e o problema seria trivialmente satisfativel.

Como I ¢ satisfativel, entao toda clausula de C possui pelo menos uma literal
verdadeira. Caso haja mais de uma literal verdadeira na clausula, escolha uma delas,
digamos x;. Entao ¥; é falsa. Ponha as arestas coloridas correspondentes a variavel
verdadeira escolhida x; em uma das partes da particao e as demais arestas coloridas
correspondentes as literais nao escolhidas em C|, no corte. Essa construcao da origem
a um corte de arestas com todas as cores. De fato, de acordo com a suposicao inicial,
para cada ocorréncia a:f verdadeira, ha uma outra de 7;* falsa, a qual fard com que
a cor ka correspondente as arestas que representam xf e T;" e estd perdida em
relagao a x;, seja recuperada na parte do corte referente a cldusula que apresenta
7;*. Portanto o corte de arestas construido apresenta todas as cores. A Figura m
ilustra um corte com todas as cores para o multigrafo G correspondente a instancia
(x1 VT3 VT3) A (T V 22 V x3) A (T V T3 V 3), considerando-se a atribuicao 1 =V,
ro=Vex3=V.

Por outro lado, suponha que G possui um corte que utiliza todas as cores da
coloracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que toda clique possui arestas
no corte. De fato, como o corte utiliza todas as cores, se houvesse uma clique
inteiramente contida em uma das partes da particao, poderiamos escolher qualquer
um de seus vértices e coloca-lo na outra parte, sem prejuizo, pois todas as cores
continuariam sendo utilizadas no corte.

A partir desse corte construimos uma atribuigao n que satisfaz I pondo x; verda-
deiro se as arestas correspondentes a algum literal xz encontram-se dentro de uma
das partes da particao em alguma das m cliques e z; falso caso as arestas corres-
pondentes a algum literal Z;* encontram-se dentro de uma das partes dessa mesma

particao. Note que nao existe um par de literais {xf,x_zk} tal que as arestas corres-

pondentes a x] e a 7;" estejam, respectivamente, na mesma parte da particdo, pois
nesse caso a cor Sf * seria perdida e ndo terfamos um corte com todas as cores presen-
tes. Além disso, como cada clique possui as arestas correspondentes a algum literal
dentro de uma das partes da particao, claramente essa atribuicao parcial satisfaz

todas as clausulas. Observe que, se apos a atribuicao parcial realizada, alguma das
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Figura 5.15: Corte de arestas do multigrafo G associado a instancia (z1 V72 VZ3) A
(T1 V xo V x3) A (T7 VT3 V 23) com atribuicdo 1 =V, 2o =V e x3 = V.

variaveis de U nao tiver valor determinado, podemos atribuir a ela qualquer valor,
o que nao afetara o resultado anterior.

Essa propriedade pode ser estendida para grafos simples, substituindo cada
aresta colorida com a cor Sz-j ok por um caminho de comprimento trés de modo que a
cor da aresta central desse caminho seja S7* e as arestas das extremidades recebam
duas cores novas. A Figura [5.16] ilustra esse procedimento. Nao é dificil ver que o
multigrafo G’ tem um corte colorido que utiliza todas as cores da coloragao original
se e somente se o grafo simples H associado tem um corte colorido que utiliza todas
as cores da nova coloragao. A Figura[5.17]ilustra o corte com todas as cores corres-
pondente ao grafo H. De fato, se G tem um corte com todas as cores, entao toda cor
Sij * estd representada no corte e correspondentemente no grafo simples H podemos
dispor alternadamente os vértices do caminho correspondente a ka nas partes da
particao de modo que as arestas das novas cores criadas estejam sempre presentes
no corte. Por outro lado, se o grafo simples H apresenta um corte de arestas com
todas as cores da nova coloracao, em particular todas as cores ka estao presentes
nesse corte. Contraindo as arestas coloridas pelas cores que nao sao da forma Sf"k

obteremos exatamente um corte de G com todas as cores da coloragao original.
O

Vamos mostrar no teorema seguinte, que mesmo em subclasses de grafos planares

muito particulares o problema do corte colorido maximo permanece NP-completo.

Teorema 5.25. COLORFUL CUT € NP-completo mesmo em grafos planares nos
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Figura 5.17: Corte de arestas associado ao grafo H.

quais cada cor ocorre no mdrimo duas vezes e cada vértice tem grau no mdximo 3.

Demonstracao. Considerando o problema 3SAT no qual cada variavel aparece no
maximo trés vezes e cada literal aparece no maximo duas vezes, que sabemos ser
NP-completo [37], vamos construir a partir do multigrafo G do Teorema [5.24] um
grafo planar simples G” em que cada cor ocorre no maximo duas vezes e cada vértice

tem grau no maximo 3. Podemos observar que em G cada cor S;" aparece exata-

mente duas vezes, pois estd associada apenas as literais z7 e 7;*. Para cada par de

arestas paralelas de G' com extremos u e v, vamos substituir cada um desses extre-
mos por uma aresta, isto é, u se transforma em {u,u,} e v em {v,v;}, lembrando
que esse procedimento deve ser repetido para cada par de arestas paralelas. Com
isso, os vértices u e v passam a ter ambos grau 2, enquanto u; e v; possuem ambos

grau 3. Vamos colorir as arestas que tém uw como um de seus extremos com a cor

95



u, do mesmo modo que as arestas que tém v como extremo receberao a cor v. Em
seguida procedemos como no final do Teorema [5.24] transformando as arestas pa-
ralelas em caminhos de comprimento 3, coloridos como no teorema anterior. Desse
modo, obteremos um grafo planar G” com grau maximo 3 no qual cada cor ocorre
no maximo duas vezes. A Figura ilustra esse procedimento. Podemos observar
sem muita dificuldade que G” tem um corte com todas as cores da coloragao resul-
tante se e somente se GG possui um corte com todas as cores da coloracao original.
De fato, sabemos do Teorema que G possui um corte com todas as cores da
coloracao original se e somente se H possui um corte com todas as cores da coloragao
modificada. Basta mostrar que H possui um corte com todas as cores da coloracao
modificada se e somente se G possui um corte com todas as cores da coloragao final.
Observe que se H possui um corte com todas as cores da coloracao modificada, entao
cada cor ka e suas adjacentes no caminho de comprimento 3 sempre comparecem

no corte. n

Figura 5.18: Grafo G”.

O préoximo teorema mostra que mesmo quando cada classe de cor induz uma
clique, o problema do corte colorido maximo é NP-completo. Para essa demons-
traco utilizaremos uma redugdo de NOT ALL EQUAL 3SAT que ¢ NP-completo [61].

Representaremos abreviadamente este problema por NAE 3SAT.

NAE 3SAT
INSTANCIA: Uma férmula conjuntiva I = (U,C), na qual U = {uy,ug, -+ ,u,} é
um conjunto de varidveis e C' = {¢1, ¢, -+ , ¢} é um conjunto de clausulas tal que

cada clausula ¢; € C' é formada por 3 literais do conjunto U.
PERCUNTA: Existe uma atribuicao de valores verdade n para U de modo que cada

cldusula tenha uma literal verdadeira e uma falsa?

Teorema 5.26. COLORFUL CUT ¢ NP-completo mesmo quando cada classe de cor

mduz uma clique.

Demonstracao. Seja I = (U,C') uma instancia de NAE 3SAT na qual U =

{uy,ug, -+ yu,} e C ={cy,c9,-++ ,cpn}t. Vamos construir em tempo polinomial no
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tamanho de I, uma instancia G¢ = (V, E, f) de COLORFUL cUT tal que [ = (U, C)
é NAE satisfativel se e somente se G¢ = (V, E, f) possui um corte de arestas 95
contendo todas as cores da coloragao f.

O grafo aresta-colorido G¢ = (V, E, f) é construido do seguinte modo:

e Para cada cldusula ¢; = (z,y,2) € C construa uma clique {z;,y;,2;} com

todas as arestas coloridas pela cor j.

e Para cada variavel u; € U crie os vértices a; e b; em V' de modo que a; seja
unicamente adjacente a todas as ocorréncias positivas da variavel u;, e b; seja

unicamente adjacente a todas as ocorréncias negativas dessa mesma variavel.

e Para cada variavel u; € U crie uma aresta unindo a primeira ocorréncia posi-

tiva e a primeira ocorréncia negativa dessa variavel.

e Excetuando-se as arestas que formam as cliques iniciais, todas as outras arestas

devem ser coloridas com cores distintas.

Terminamos dessa forma a construgao do grafo. A Figura [5.19] ilustra o grafo
associado a instancia I = (U, C') na qual U = {uy, ug, uz} e C = {(ug Vug Vuz), (a1 vV

U Vug), (U Vug Vuz)}

ai as b1

11

[
an b2 bg

Figura 5.19: Grafo G¢ associado a instancia [ = (U,C) na qual U = {uy, ug,us} e
C = {(u Vua Vug), (uy Vg Vus), (U Vug Vis)}.

Suponha que I = (U, (') seja uma instancia satisfativel de NAE 3SAT. Seja 7
uma atribuicao de valores verdade para U que torna a instancia satisfativel para
NAE 3SAT. O corte 05 com todas as cores de f sera obtido da seguinte forma: Se
u; é verdadeira, entao ponha todas as suas ocorréncias positivas juntamente com b;
em S e ponha todas as suas ocorréncias negativas juntamente com a; em V'\ S. Por

construcao todas as cores maiores que m pertencem ao corte 3S. Além disso, cada
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uma das cores j < m estao presentes no corte ja que em cada clausula ha sempre
uma ocorréncia verdadeira e uma falsa.

Suponha que existe um corte S contendo todas as cores de f. Como as cores
1 < j < m s6 ocorrem nas arestas das cliques, nao é possivel que haja alguma
clique cujos vértices estejam todos na mesma parte da particao, ou seja, para cada
clique ha pelo menos um vértice de cada lado, garantindo a presenca da cor no
corte. Vamos produzir uma atribui¢do de valores verdade n que torna I = (U, C)
NAE 3SAT satisfativel do seguinte modo: atribuimos valor verdadeiro aos literais
correspondentes aos vértices da clique {z;,y;,z;} que pertencem a S, e valor falso
aos literais correspondentes aos vértices da clique que pertencem a V'\\S. Observe que
essa atribuicao é consistente, pois a aresta que une as primeiras ocorréncias positiva e
negativa da variavel u; tem uma cor Unica presente no corte, significando que essas
literais possuem valores verdade opostos. Além disso, como todas as ocorréncias
positivas da varidvel u; sao adjacentes ao vértice a; por arestas com cores exclusivas,
todas presentes no corte, isto significa que todas as ocorréncias positivas da variavel
u; estao na mesma parte da particao e portanto recebem o mesmo valor verdade.
Um raciocinio andlogo garante que todas as ocorréncias negativas da variavel wu;
estao na mesma parte da particao e recebem todas o mesmo valor verdade.

Observe que no grafo construido cada classe de cor induz uma clique, pois as
cores 1 < j < m s6 aparecem nas cliques correspondentes as m clausulas, enquanto

todas as outras arestas possuem cores exclusivas. L]

Para a conveniéncia do leitor, apresentamos na Figura [5.20| o corte com todas as
14 cores obtido de G¢ = (V| E, f) proveniente da instancia de NAE 3SAT dada por
I = (U,C)naqual U = {uy,us,us} e C = {(u1 Vua Vuag), (ur Vuz Vug), (ur Vus Vug) },
satisfazendo a atribuicao uy = us = ug = V.

Ja haviamos visto no Teorema [5.23] que MAX-COLORED-CUT é NP-completo
mesmo restrito a grafos completos. No préximo teorema vamos provar que o mesmo

ocorre com COLORFUL CUT.

Teorema 5.27. COLORFUL CUT é NP-completo mesmo quando restrito a grafos

completos.

Demonstracao. Com base na construcao feita no Teorema [5.26| vamos mostrar que
COLORFUL CUT é NP-completo mesmo quando restrito a grafos completos. Sejam
I = (U,C) uma instancia de NAE 3SAT e G° = (V, E, f) a instancia de COLORFUL
cuT produzida no Teorema [5.26| a partir de /. Construa o grafo aresta-colorido
completo HY = (V, E', g) a partir de G° adicionando arestas a todos os pares de
vértices dois a dois nao adjacentes, mantendo a coloracao original de G¢ para as
arestas que ja existiam (¢ cores) e atribuindo uma nova cor ¢ + 1 a todas as arestas

adicionadas. Vamos mostrar que I = (U, ') é NAE 3SAT satisfativel se e somente
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Figura 5.20: Corte com 14 cores obtido de G¢ = (V, E, f) da Figura [p.19 para a
atribuicao satisfativel uy = ug = uz = V.

se existe um corte de arestas de HY com todas as cores da coloracgao g, isto é, ¢+ 1
cores.

Pelo Teorema temos que I = (U, C') é NAE 3SAT satisfativel se e somente se
existe um corte de arestas de G¢ com todas as cores da coloracao f. Vamos mostrar
que existe um corte de arestas de G com todas as cores de f se e somente se existe
um corte de arestas de HY com todas as cores da coloragao g e isso nos dara o
resultado final desejado.

Suponha que G¢ possui um corte de arestas 0S contendo todas as ¢ cores de f.
Entao 0S é um corte de arestas de HY com ¢ + 1 cores. De fato, como os vértices
a; e b; sao nao adjacentes em G° e se encontram em partes distintas da partigao
[S,V '\ 5], entdo para essa mesma partigao, a aresta {a;, b;} de HY participara do
corte de arestas correspondente nesse grafo , estando colorida com a nova cor ¢+ 1.

Suponha que HY possui um corte de arestas com ¢+ 1 cores. Contraindo todas
as arestas coloridas com a nova cor ¢+ 1 recuperaremos o grafo G com a coloragao

f. Logo a mesma particao da origem a um corte de arestas de G° com todas as ¢

99



cores da coloragao f. O

Para a demonstracao do préximo corolario precisaremos de uma nova definicao.
Dado um grafo G = (V, E), dizemos que um conjunto O C V(G) é odd cycle
transversal se o subgrafo induzido G[V \ O] é bipartido, ou seja, se a remogao dos
vértices de O da origem a um grafo bipartido. O numero minimo de vértices de
V(G) cuja remogao origina um grafo bipartido é chamado de odd cycle transversal

number e seréd representado por oct(G).

Corolario 5.28. COLORFUL CUT é NP-completo, mesmo quando restrito a grafos

planares com odd cycle transversal number no mdzrimo 1.

Demonstragao. Se oct(G) = 0, entdo G é bipartido e o problema é polinomial.
Para mostrar que COLORFUL CUT é NP-completo quando oct(G) = 1 fazemos uma
redugao de 3-SAT. Seja H o grafo obtido no Teorema [5.24l Vamos escolher em cada
componente conexa de H um vértice que pertencia originalmente ao multigrafo G de
modo que todos os vértices escolhidos estejam na mesma parte da parti¢ao (S, V'\ S).
Isso sempre pode ser feito, pois a construcao da particao utilizada no Teorema, [5.24
considera sempre como arestas nao presentes no corte aquelas correspondentes a uma
literal verdadeira, o que permite inverter as posi¢oes dos vértices pertencentes a uma
mesma componente conexa no corte, sem prejuizo. Em seguida, vamos identificar
todos os vértices escolhidos como um tnico vértice, dando origem ao grafo F', como
ilustra a Figura Observe que cada um dos vértices escolhidos pertence a todos
os ciclos impares de sua respectiva componente conexa. Portanto o vértice de F'
obtido ap6s a fusao estd em todos os ciclos impares desse grafo, ou seja, oct(F) = 1.
Ap6s a fusdao dos vértices, as arestas presentes no corte de H se mantém para F'
e assim, pelo Teorema temos que COLORFUL CUT é NP-completo quando odd

cycle transversal number é 1. O

Figura 5.21: Grafo F' obtido apds a fusao dos vértices do multigrafo G.
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5.8 Algoritmo 2-aproximativo para o corte colo-
rido maximo

Teorema 5.29. MAX-COLORED-CUT admite wum algoritmo polinomial 2-

aproxrimativo.

Demonstragao. Dado um grafo aresta-colorido G¢ = (V, E, ¢) com uma coloragao de
arestas ¢ : E(G) — {1,2,--- ,p}, sabemos que o nimero p de cores ndo ultrapassa o
nimero m de arestas, ou seja, m > p. Usando o método probabilistico, Erdés provou
que, dado um grafo G sempre é possivel determinar um corte de arestas de G' com
metade de suas arestas. Desse modo existe um corte 95 tal que [0S| > 3 > £. No
caso de uma coloracao de arestas prépria, o método de Erdos ja garante a existéncia
de um corte de arestas que apresenta pelo menos metade das cores dessa coloragao,
ja que a capacidade do corte sera dada exatamente pelo niimero de arestas presentes
no corte, para essa situacao.

Dado um grafo aresta-colorido G°, podemos construir um algoritmo 2-
aproximativo para a determinacao de um corte de arestas de G com capacidade §
usando um argumento semelhante ao do algoritmo guloso apresentado na Secao 1.4

do Capitulo 1. O algoritmo consiste dos seguintes passos:
1. Tome uma ordenagao (vy,--- ,v,) dos vértices de G
2. Inicie com os subconjuntos A = {v1} e B = {vs};

3. Parai =3, - n faga: se C([v; UA, B]) > C([A,v; U B]), entdo ponha v; em

A; caso contrario, ponha v; em B.

5.9 Resultados de complexidade parametrizada

para o corte colorido maximo

Teorema 5.30. MAX-COLORED-CUT admite um nicleo cubico quando parametri-

zado pelo nimero de cores.

Demonstra¢ao. Consideremos MAX-COLORED-CUT parametrizado pelo nimero de
cores presentes no corte, isto é (G, ¢,p) em que G é um grafo aresta-colorido com
coloracao ¢ e o parametro p é o numero de cores presentes no corte. Olhamos
para o problema por uma perspectiva diferente: procuramos um subgrafo bipartido
contendo o maior nimero de cores. Observe que, se para alguma cor %, o conjunto E;

formado pelas arestas coloridas com a cor 4 tiver tamanho maior que 2p? > 2(p ;1),
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certamente essa cor sempre poderd fazer parte de uma solucao. De fato, supondo
que ja existe um corte com p—1 cores, devemos ter pelo menos p— 1 arestas de cores
distintas nesse corte. Desse modo, deve haver no maximo p — 1 vértices em cada
parte dessa partigao (S,7") como extremos destas p — 1 arestas de cores distintas.
Se nao puder ser acrescentada nenhuma aresta da cor ¢ a esse corte, significa que
todas as arestas coloridas com essa cor possuem ambos os extremos ou em S, ou
em 7. Consequentemente hd, no méximo, 2(”,") = (p— 1)(p — 2) arestas dessa cor.
Portanto, aplicamos a seguinte regra de reducao simples: se alguma cor ¢ satisfaz
|E;| > 2p?, entdo substitua (G, ¢, k) por (G — E;,p— 1,k — 1). No pior caso, esse
procedimento devera ser realizado para todas as cores da coloracao, resultando em

uma instancia equivalente com O(p?) vértices. O

Corolario 5.31. MAX-COLORED-CUT admite um niucleo ciubico quando parametri-

zado pelo custo da solucao.

Demonstracao. Seja k o custo do corte desejado, isto é, o nimero de cores presentes
nesse corte. Usamos a reducao descrita na demonstracao do Lema [5.30, juntamente
com a propriedade bem conhecida de que qualquer grafo com pelo menos 2p arestas
contém um subgrafo bipartido com pelo menos p arestas (veja [25]). Ou seja, se p >
2k, entao tomando uma aresta de cada classe de cor, podemos obter um corte com
pelo menos k cores. Portanto, podemos assumir que p < 2k, e consequentemente

obtemos um ntcleo com O(k?) vértices. O

5.10 Resultados polinomiais para o corte colorido
maximo
Como uma consequéncia imediata do Teorema temos o seguinte:

Corolario 5.32. MAX-COLORED-CUT pode ser resolvido em tempo polinomial em

grafos G coloridos com um nimero constante de cores.

Demonstra¢ao. Como vimos no Teorema [5.30, MAX-COLORED-CUT ¢ FPT quando
o parametro é o niimero de cores. Logo é solivel em tempo f(c)-n®®Y. Desse modo,

se ¢ é constante temos uma solucao de tempo n°® . como querfamos. O

Todos os resultados desse capitulo encontram-se nos artigos “On Colored Edge
Cuts in Graphs” [49)], apresentado no Primeiro Encontro de Teoria da Computagcao (I
ETC), em julho de 2016 e Sobre Cortes em Grafos Aresta-Coloridos [31] apresentado
no XLVIII SBPO, em novembro de 2016. Em ambos os artigos houve a colaboragao
dos pesquisadores Ignasi Sau, pesquisador junior do Laboratoire d'Informatique, Ro-

botique et Microélectronique da Universidade de Montpellier e Uéverton dos Santos
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Souza, professor adjunto do Instituto de Computacao da Universidade Federal Flu-

minense.
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Capitulo 6
Conclusoes

Nesse tltimo capitulo apresentamos uma visao geral de todo o trabalho realizado
até o presente momento.

No Capitulo 1 estabelecemos o problema MAX CUT, bem como todas as definigoes
preliminares para seu entendimento. Apresentamos também a reducao original feita
por Karp [48] mostrando que MAX CUT é NP-completo. A partir dai, nos concen-
tramos no Problema SIMPLE MAX CUT, o qual é uma versao simplificada do Pro-
blema MAX cuUT. Citamos os resultados obtidos para esse problema em termos de
complexidade, bem como os artigos referentes a algoritmos de tempo polinomial que
resolvem o problema em certas classes de grafos, como por exemplo, grafos planares.
Mencionamos também o algoritmo aproximativo de Goemans e Williamson [42] que
usa programacao semidefinida para obter uma solucao aproximada de razao 0,878.
Esse algoritmo aproximativo é o melhor algoritmo conhecido até o momento. Sobre
o problema geral, baseado no limite de Erdos para SIMPLE MAX CUT, temos uma
sugestao que consideramos muito interessante da professora Celina Miraglia Herrera
de Figueiredo: analisar o status de complexidade do problema de determinar se um
grafo G = (V, E) dado tem um corte de arestas com exatamente % arestas.

No Capitulo 2 mostramos que SIMPLE MAX CUT considerado na classe dos gra-
fos fortemente cordais é um problema NP-completo, utilizando a reducao feita por
Bodlaender e Jansen [6] e verificando que o grafo construido por eles é fortemente
cordal, através da apresentacao de um esquema de eliminacao forte para esse grafo.
Os resultados do Capitulo 2 foram apresentados no artigo “A Complexidade do Pro-
blema do Corte Mdximo para Grafos Fortemente Cordais”, no XLV SBPO, 2013, e
publicado nos Anais do XLV SBPO, 2013 [62]. A respeito de problemas em aberto
para o Capitulos 2, um problema que estamos trabalhando consiste em considerar
a analise de complexidade de SIMPLE MAX CUT para outras subclasses de grafos
cordais como por exemplo a classe dos grafos de intervalo proprios, isto é, os grafos
de intervalo que possuem um modelo de intersecao no qual nenhum intervalo esta

propriamente contido em outro.

104



No Capitulo 3 apresentamos algoritmos aproximativos polinomiais para resolver
SIMPLE MAX CUT em grafos split. Inicialmente, utilizando uma cota superior para
o tamanho do corte maximo, construimos um algoritmo aproximativo polinomial de
razao % Exibimos um exemplo no qual o corte obtido pela aplicacao do algoritmo
fornece um corte muito préximo do corte 6timo, sendo % do tamanho co corte 6timo.
Esse algoritmo tem a vantagem de determinar, em alguns casos particulares, exata-
mente o corte maximo. Em seguida, definimos subclasses especiais dos grafos split,
tais como grafos split cheios simples e os split cheios multiplos, apresentando algo-
ritmos que fornecem exatamente um corte maximo para esses grafos. Os resultados
desse capitulo encontram-se no artigo “Approzimation Algorithms for Simple Max
Cut of Split Graphs” [63] que foi um dos 5 trabalhos selecionados para concorrer ao
prémio Roberto Diéguez Galvao no XLVI SBPO, 2014 e encontra-se publicado nos
Anais do XLVI SBPO, 2014.

No Capitulo 4 analisamos um problema que apresenta SIMPLE MAX CUT como
um de seus casos particulares, o problema SIGNED MAX CUT ATLB: dado um grafo
sinalizado GG, determinar o maior subgrafo balanceado de G, isto é, um subgrafo ba-
lanceado de G com o maior niimero de arestas possivel. Esse problema foi estudado,
do ponto de vista da complexidade parametrizada, por Crowston, Gutin, Jones e
Muciaccia [15]. Através da aplicacao de um conjunto de regras de redugao, Crows-
ton, Gutin, Jones e Muciaccia demonstraram que, partindo de uma instancia (G, k)
do problema é possivel determinar uma nova instancia (G’, k') chamada nicleo de ta-
manho menor que o de (G, k) cumprindo as seguintes condicoes: se (G', k') responde
positivamente ao problema de decisao associado, entao (G, k) também o faz; ou a
ordem de G’ ¢é limitada superiormente por uma funcao do parametro k. Tomando
por base estes resultados, mostramos que o problema SIGNED MAX CUT ATLB em
grafos (r, ) tem nicleo quadrético. Definimos ainda a subclasse dos grafos d*-split
e provamos que nessa classe o problema tem niucleo linear, utilizando para isso um
algoritmo de tempo polinomial. Os resultados desse capitulo encontram-se no artigo
“Improved Kernels for Signed Max Cut Parameterized Above Lower Bound on (r,{)-
Graphs” [30] que teve também a colaboracao do pesquisador Ignasi Sau. Esse artigo
foi submetido ao jornal Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science
em 2016. Cabe aqui ressaltar que em dezembro de 2016 foi apresentado no ISAAC
2016 o artigo “Linear Kernels and Linear Time Algorithms for Finding Large Cuts”
de Michael Etscheid e Matthias Mnich [28] no qual é determinado um ntcleo li-
near, melhorando consideravelmente tanto os resultados de Crowston, Gutin, Jones
e Muciaccia [15], bem como os nossos resultados.

No Capitulo 5 estudamos uma nova versao dos problemas de cortes de ares-
tas maximos e minimos, introduzindo no grafo considerado uma coloracao de ares-

tas e buscando cortes de arestas que apresentam o menor nimero de cores (MIN-
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COLORED-CUT), bem como cortes de arestas com o maior nimero de cores possivel
(MAX-COLORED-CUT) ou cortes que utilizam todas as cores da coloracao dada
(COLORFUL cuUT). Consideramos a versao simplificada de MIN-COLORED-CUT na
qual sdo fixados dois vértices s,t € G e procura-se um corte de arestas [S, 7] com o
minimo de cores, de modo que s € S et € T' (MIN-COLORED-(s,t)-CUT). Verifica-
mos que mesmo nesse caso simplificado o problema é NP-completo, em contraponto
com o problema cldssico do Corte Minimo Simples(MIN CUT) que é polinomial.
Provamos que o problema MIN-COLORED-(s,t)-CUT é NP-completo para grafos bi-
partidos planares. Ainda que seja considerada a versao de MIN-COLORED-(s, t)-CUT
parametrizado pelo niimero de cores da solucao dada, mostramos que esse problema
¢ W2]-dificil. Mostramos que o mesmo ocorre em grafos completos: MIN-COLORED-
(s,t)-cuT é NP-completo e W [2]-dificil quando parametrizado pelo nimero de cores
da solugao procurada. Por outro lado, mostramos que tanto MIN-COLORED-(s, t)-
CUT como MIN-COLORED-CUT sao FPT quando parametrizados pelo ntmero de
cores da coloracao de arestas, o que permite resolver facilmente esses problemas
quando o numero de cores da coloracao de arestas é fixo. Encontramos também
situagdes em que MIN-COLORED-(s,t)-CUT e MIN-COLORED-CUT sao polinomiais: o
primeiro problema é polinomial para (s, t)-grafos nos quais cada cor aparece em no
méximo dois (s, t)-caminhos de comprimentos quaisquer, e o segundo é polinomial
se dados dois vértices quaisquer s,t € V| sempre existe um (s, t)-corte simples de
tamanho constante. No estudo de cortes coloridos méximos, mostramos que MAX-
COLORED-CUT é NP-completo em grafos completos e COLORFUL cUT é NP-completo
em grafos planares, mesmo quando cada cor aparece em apenas duas arestas e o grau
maximo dos vértices é trés. Provamos também que COLORFUL cUT é NP-completo
quando cada classe de cor induz uma clique. Determinamos um algoritmo polino-
mial 2-aproximativo para a obtencao de um corte colorido maximo, baseados em
um raciocinio analogo ao empregado por Erdos na obtencao de um corte maximo
simples. Do ponto de vista parametrizado, mostramos que MAX-COLORED-CUT ¢é
FPT e admite um ntcleo cibico, tanto quando parametrizado pelo nimero de co-
res da coloragao, quanto quando parametrizado pelo nimero de cores presentes na
solugao. Observamos, por ultimo, que MAX-COLORED-CUT pode ser resolvido em
tempo polinomial quando o niimero de cores da coloragao é constante. Os resulta-
dos do Capitulo 6 encontram-se em dois artigos que foram produzidos com a cola-
boracao dos pesquisadores Ignasi Sau e Uéverton Souza: “On Colored Edge Cuts in
Graphs” [49)], apresentado no Primeiro Encontro de Teoria da Computagao (I ETC),
em julho de 2016 e “Sobre Cortes em Grafos Aresta-Coloridos” [31] apresentado no
XLVIIT SBPO, em novembro de 2016.

Sobre o Capitulo 5 ressaltamos que ja foi iniciado um trabalho com os pesqui-

sadores Ignasi Sau e Uéverton Souza sobre o problema MAX-COLORED-CUT com 0
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Problemas

MAXCUT

MINCUT

SIMPLE MAXCUT

EDGE COLORED

SIMPLE
MINCUT

EDGE COLORED

simples sinal. ATLB simples colorful simples simples (s,t)
Classe C.C. C.P. C.C. C.P. C.C.|[CP.|[C.C.| C.P. | C.C. |C.C.|C.P. |[C.C.| C.P.
NPc FPT NPc FPT Bl FPT FPT P FPT FPT
i [@Is,74] | [cIM,12] | [caiM,13]| [caaM,13]| NEC | el | NP | el | mExr2] © | gl | NP e
split (B1,00] FPT NPc FPT NPc | FPT | O FPT P O | FPT O | FPT
(@ )it P FPT o FPT o |FPT| O FPT o |FPT| O |FPT
cheios
d*-split NPc FPT NPc FPT O |FPT | O FPT O |FPT | O | FPT
cordais [BI\IJPOCO] FPT NPc FPT o |FPT| O FPT o |FPT| O |FPT
g
fortemente NPc FPT NPc FPT O |FPT| O FPT o |FPpT| O |FPT
cordais
(r, 1) NPc FPT NPc FPT O | FPT | O FPT O | FPT | O | FPT
completos P FPT O FPT NPc | FPT | NPc FPT (@] FPT | NPc ?’Z(E?]‘h
planares [Hag 75] FPT O FPT NPc | FPT | NPc FPT 12 12 W[2]h| NPc | W[2]h
bipartidos P FPT e} FPT NPc | FPT | P FPT P | w2 xpe | VPRI
planares |sol.|
OCT<1 P FPT [®) FPT NPc | FPT | NPc | FPT P O | FPT | O | FPT
apc| <3 o o o o o o o o o o o .|
Y NPc | FPT
apc| < 2 . . . . . . . . . o .
(s, )< 3 Nbe | PR
[c|= const. — — — — P | FPT | P FPT — P | FPT | P | FPT
clas.=clique — — — — NPc | FPT | NPc | FPT — O | FPT | O | FPT

Tabela 6.1: C.C.=“complexidade classica”; C.P.=“complexidade parametrizada”; O=*“aberto”;
P=%“polinomial”.

objetivo de determinar a soleira P versus NP-completo quando o vertexr cover num-

ber do grafo é fixado. J4 mostramos que estao em P os casos em que o vertex cover

number € 1, ou 2, e estamos analisando o caso quando vertex cover number é maior

ou igual a 3. Pensamos que este tltimo trabalho possa também ser estendido para

o problema COLORFUL CUT, bem como para a analise de Complexidade Parametri-

zada em ambos os casos. Pensamos também no problema MIN-COLORED-CUT em

grafos aresta-coloridos que é mencionado no artigo de Coudert, Datta, Pérennes,

Rivano e Voge [11] e aberto até hoje na literatura. Pensamos na dicotomia P versus

NPc¢ de MIN-COLORED-CUT ¢ COLORFUL CUT para grafos (r,¢) que ainda nao foi

estudada, e é claro também pensamos no estudo da complexidade parametrizada

desses problemas nessa classe de grafos.

A Tabela [6.1] mostra um resumo de todos os resultados obtidos nessa Tese.
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