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QUESTAO 4:(2.5 pontos) Considere o problema 3-SAT que vimos ao estudarmos pro-
blemas NP-Completos. Lembre-se que uma instancia de 3-SAT é uma expressao booleana
na forma normal conjuntiva na qual cada clausula possui exatamente trés literais como
abaixo

a)

(ko Var VTg) A(xaVaaVag) ATz VasVIT) A(xs VT2V xg)

Fixada uma clausula C' qualquer, qual a probabilidade de satisfazermos C' se escolher-
mos uma atribuicao de suas varidveis aleatoriamente?

Resposta. Seja F uma expressao booleana com n variaveis xq, ..., x, e m clausulas,
cada uma contendo trés varidveis. Seja C' = (y; V y; V yx) uma clausula qualquer, em
que y; € {x;,7;} paral € {i,7,k}. Para que C nao seja satisfeita por uma atribuigao
das varidveis 1, ..., Ty, devemos ter y; = y; = y = I, enquanto as demais varidveis
nao relacionadas a C' podem receber tanto F quanto 7. Isso implica que o nimero
de atribuicoes de x1,..., 7, que nao satisfazem C ¢é precisamente 2" 3. Como ha
2™ atribuicoes possiveis para zi,...,T,, o numero de atribuicoes que satisfazem C é
2m—2n=3 = (1 — %) = %-2". Logo, a probabilidade de satisfazermos C ao escolhermos
uma atribuigao de z, ..., x, ao acaso é 7/8.

Mostre que para cada instancia de 3-SAT existe uma atribuicao de suas variaveis que
satisfaz pelo menos 7/8 das cldusulas.

Resposta. Seja F uma expressao booleana com n variaveis x1,...,x, e m clausulas
Ci,...,C,,, cada uma contendo trés variaveis. Seja wq, ..., w, uma atribuicao aleatéria
das varidveis xy,...,z, e, para cada clausula i € {1,... ,m}, seja X; a varidvel indi-

cadora tal que X; = 1 se C; é satisfeita, e X; = 0 se C; nao é satisfeita. Como X; é
uma variavel indicadora, temos que o valor esperado de X; é precisamente sua proba-
bilidade de sucesso, que pela questdo a) vale 7/8. Em outras palavras, E(X;) = 7/8.
Claramente, o nimero de clausulas satisfeitas ¢ X = Zle X;. Logo, pela linearidade
da esperanga, o valor esperado de X, i.e., E(X) é

m m m

B(X) = EQ_X:) =) B(X:) =)

i=1 i=1 i=1
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Como o valor esperado é %m, entao certamente hd uma atribuicao que satisfaz pelo
menos %m clausulas, como gostariamos de demonstrar.



