


QUESTÃO 4:(2.5 pontos) Considere o problema 3-SAT que vimos ao estudarmos pro-
blemas NP-Completos. Lembre-se que uma instância de 3-SAT é uma expressão booleana
na forma normal conjuntiva na qual cada cláusula possui exatamente três literais como
abaixo

(x0 ∨ x1 ∨ x4) ∧ (x4 ∨ x2 ∨ x0) ∧ (x4 ∨ x3 ∨ x1) ∧ (x3 ∨ x2 ∨ x0)

a) Fixada uma clausula C qualquer, qual a probabilidade de satisfazermos C se escolher-
mos uma atribuição de suas variáveis aleatoriamente?

Resposta. Seja E uma expressão booleana com n variáveis x1, . . . , xn e m cláusulas,
cada uma contendo três variáveis. Seja C = (yi ∨ yj ∨ yk) uma cláusula qualquer, em
que yl ∈ {xl, xl} para l ∈ {i, j, k}. Para que C não seja satisfeita por uma atribuição
das variáveis x1, . . . , xn, devemos ter yi = yj = yk = F , enquanto as demais variáveis
não relacionadas a C podem receber tanto F quanto T . Isso implica que o número
de atribuições de x1, . . . , xn que não satisfazem C é precisamente 2n−3. Como há
2n atribuições posśıveis para x1, . . . , xn, o número de atribuições que satisfazem C é
2n−2n−3 = 2n(1− 1

8
) = 7

8
·2n. Logo, a probabilidade de satisfazermos C ao escolhermos

uma atribuição de x1, . . . , xn ao acaso é 7/8.

b) Mostre que para cada instância de 3-SAT existe uma atribuição de suas variáveis que
satisfaz pelo menos 7/8 das cláusulas.

Resposta. Seja E uma expressão booleana com n variáveis x1, . . . , xn e m cláusulas
C1, . . . , Cm, cada uma contendo três variáveis. Seja w1, . . . , wn uma atribuição aleatória
das variáveis x1, . . . , xn e, para cada clausula i ∈ {1, . . . ,m}, seja Xi a variável indi-
cadora tal que Xi = 1 se Ci é satisfeita, e Xi = 0 se Ci não é satisfeita. Como Xi é
uma variável indicadora, temos que o valor esperado de Xi é precisamente sua proba-
bilidade de sucesso, que pela questão a) vale 7/8. Em outras palavras, E(Xi) = 7/8.
Claramente, o número de clausulas satisfeitas é X =

∑k
i=1Xi. Logo, pela linearidade

da esperança, o valor esperado de X, i.e., E(X) é

E(X) = E(
m∑
i=1

Xi) =
m∑
i=1

E(Xi) =
m∑
i=1

7

8
=

7

8
m

Como o valor esperado é 7
8
m, então certamente há uma atribuição que satisfaz pelo

menos 7
8
m cláusulas, como gostaŕıamos de demonstrar.


