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QUESTAO 4. (4 pontos) Um caminho é um grafo conexo de grau méximo no

maximo 2 e possui dois vértices com grau exatamente 1. Um ciclo é um grafo conexo
no qual cada vértice possui grau exatamente 2. Um caminho ou ciclo em um grafo G é
dito Hamiltoniano se contém todos os vértices de G. Considere os seguintes problemas, e
resolva os itens a — g.

Problema: Caminho Hamiltoniano.
Dados: um grafo G
Pergunta: G possui um caminho Hamiltoniano?

Problema: Ciclo Hamiltoniano.
Dados: um grafo G
Pergunta: G possui um ciclo Hamiltoniano?

Problema: Ciclo meio Hamiltoniano.
Dados: um grafo G
Pergunta: G possui um caminho com pelo menos |V(G)|/2 vértices?

a)

Apresente uma reducao do problema Caminho Hamiltoniano para o problema Ciclo
Hamiltoniano.

Solugao. Devemos apresentar um algoritmo f que leva instancias do Caminho
Hamiltoniano em instancias do Ciclo Hamiltoniano com a seguinte propriedade:
uma instancia G do Caminho Hamiltoniano é do tipo SIM se e somente se f(G) é do
tipo SIM. Em outras palavras, que GG possui um caminho hamiltoniano se e somente
se f(G) possui um ciclo hamiltoniano.

Considere a fungao f que recebe um grafo G = (V, F) (uma instancia do Caminho
Hamiltoniano), e devolve um grafo f(G) = G’ obtido de G pela adi¢ao de um vértice
novo v juntamente com todas as arestas ligando v a todos os vértices em V(G).

Afirmamos que G possui um caminho hamiltoniano se e somente se G’ possui um
ciclo hamiltoniano. De fato, se G possui um caminho hamiltoniano, digamos ug - - - u,,,
entao vug - - - u,v é um ciclo hamiltoniano em G’. Por outro lado, suponha que G’
contém um ciclo hamiltoniano C'. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
C = vwy - - -wy,v. Nesse caso, wy - - - w, ¢ um caminho que passa por todos os vértices
de G, ou seja, um caminho hamiltoniano, como desejado.

Suponha que exista um algoritmo A’ que decide Caminho Hamiltoniano, e construa
um algoritmo A que decide Ciclo Hamiltoniano usando apenas um numero pequeno
de execucoes de A’;

Solugao. Ha duas solucoes. A primeira solugao é definir, para cada aresta e = uv €
E(G) um grafo G, obtido de G pela adi¢ao de dois novos vértices u',v" e das arestas
uu’ e vv'. Cada grafo desses pode ser obtido em tempo O(n?) e, portanto, a colecao de
tais grafos pode ser obtida em tempo O(n*). O algoritmo A consiste entao da execugao
de A’ em cada um dos grafos G, e retorna STM se pelo menos uma das execugoes de
A’ retornar STM. No que segue provamos que A'(G.) = SIM se e somente se G possui
um ciclo Hamiltoniano.



f)

De fato, se A'(G.) = SIM para algum e € E(G), entao todo caminho Hamiltoniano
em G, deve ter v’ e v’ como vértices finais. Assim, se removermos u' e v’ e adicionarmos
a aresta uv obtemos um ciclo Hamiltoniano em G. Por outro lado, suponha que G
possui um ciclo Hamiltoniano C, e seja e = uv uma aresta qualquer de C' e note que
C — w + wu' 4+ vv' é um caminho Hamiltoniano em G, e portanto, A'(G.) = SIM.
Assim, G possui um ciclo Hamiltoniano se e somente se A'(G) = SIM. Note que o
numero de vezes que executamos o algoritmo A’ é no maximo |E(G)| = O(n?).

Uma outra solugao resulta em rodar A’ exatamente uma vez. Dado grafo GG, seja u um
vértice arbitrario de G e seja G’ o grafo obtido de G’ ao adicionarmos um gémeo falso
v’ de v, e mais dois novos vértices x,y como segue. Um gémeo falso é um novo vértice
v’ adjacente aos mesmos vizinhos de v; e x e y sao adicionados juntamente com as
arestas zv e yv’. Note que se G possui um ciclo Hamiltoniano, digamos vug - - - t,_10,
entao G’ possui um caminho vug - - - u,,_1v’, que pode ser transformado em um caminho
Hamiltoniano pela adi¢ao das arestas xv, yv'. Logo, A'(G') = SIM. Por outro lado, se
A'(G") = SIM, entao G’ possui um caminho Hamiltoniano, que por sua vez é for¢ado a
ter z e y como vértices finais, porque tais vértices possuem grau precisamente 1 (em G”).
Entao um tal caminho deve ser da forma zvwy - - - w,_1v"y, mas entao vwg - - - w,_1v é
um ciclo Hamiltoniano em G, como desejado.

Enuncie as defini¢oes de Problemas NP-Completos e NP-Dificil;

Solugao. Dizemos que um problema IT é NP-dificil se todo problema II" em NP pode
ser reduzido em tempo polinomial para II. Dizemos que II é um problema NP-completo
se I estd em NP e se II é NP-dificil.

Mostre que Ciclo Hamiltoniano estd em NP.

Solugao. Para isso precisamos definir um certificado que possa ser verificado em
tempo polinomial. Um certificado para este problema é uma sequéncia (ordenada)
de vértices. Dado uma instancia G de Ciclo Hamiltoniano e um certificado C' =
Vg, . . . Ui, verificamos C' da seguinte forma. Primeiramente C' deve conter cada vértice
de G precisamente uma vez. Isso pode ser feito em tempo O(n). Depois verificamos
se as arestas v;v;41 estdao em G (tomando indices médulo k, i.e., vgpy1 = vp). Isso pode
também ser feito em tempo O(n) ou O(n?) dependendo da estrutura de dados utilizada.
Aceitamos C' se C' satisfizer as duas condigoes acima, e rejeitamos caso contrario.

No que segue, assuma que Caminho Hamiltoniano é um problema NP-Completo.

Mostre que Ciclo Hamiltoniano é NP-dificil;

Solugao. Assumindo que Caminho Hamiltoniano é NP-completo, temos que Caminho
Hamiltoniano é NP-dificil e, portanto, que todo problema II' em NP pode ser re-
duzido a Caminho Hamiltoniano em tempo polinomial. No item a) mostramos um
algoritmo que reduz Caminho Hamiltoniano a Ciclo Hamiltoniano em tempo poli-
nomial. Logo, pela transitividade da transformacao polinomial, todo problema II’
em NP pode ser reduzido a Ciclo Hamiltoniano em tempo polinomial. Logo Ciclo
Hamiltoniano é NP-dificil

Ciclo Hamiltoniano é NP-Completo? justifique



Solugao. Sim. Como vimos em d), Ciclo Hamiltoniano estd em NP, e como vimos
em e), Ciclo Hamiltoniano é NP-dificil. Logo Ciclo Hamiltoniano é NP-completo,
conforme a defini¢ao apresentada em c).

Ciclo meio Hamiltoniano é NP-Completo? justifique

Solugao. Primeiramente mostramos que Ciclo meio Hamiltonianoestd em NP. Isso
é feito de forma anédloga ao item d): um certificado para Ciclo meio Hamiltoniano é
uma sequéncia de vértices, e sua verificagao consiste em checar se tal sequéncia possui
pelo menos metade dos vértices, e se qualquer par de vértices consecutivos ¢ ligado por
uma aresta do grafo dado.

Para mostrar que Ciclo meio Hamiltonianoé NP-dificil, apresentamos uma reducao
polinomial g de Ciclo Hamiltoniano para Ciclo meio Hamiltoniano. Dado grafo
G (como instancia de Ciclo Hamiltoniano), definimos g(G) como o grafo obtido de
G pela adigao de |V(G)| vértices isolados. Entao ¢g(G) possui exatamente 2|V (G)|
vértices. Note que se G possui um ciclo Hamiltoniano (i.e., se G é uma instancia do
tipo SIM), entao g(G) possui um ciclo contendo exatamente os mesmos vértices, e
nenhum dos vértices novos. Logo, tal ciclo possui |[V(G)| = |V (g(G))|/2 vértices e
g(G) é uma instancia do tipo SIM. Por outro lado, se g(G) possui um ciclo C' com
metade de seus vértices, entao C' nao pode conter nehum dos vértices novos, porque
tais vértices sao isolados. Logo C' é um ciclo em G que contém |V (g(G))|/2 = |V (G)]
vértices, ou seja, um ciclo Hamiltoniano em G.

Como Ciclo meio Hamiltoniano estd em NP e é NP-dificil, entao Ciclo meio
Hamiltoniano é NP-completo.

obs. Uma outra redugao pode considerar g(G) como o grafo formado por duas cépias
disjuntas de G.



