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Gabarito Lista 1

@ (Relagoes de recorréncia). Para cada uma das relagoes de recorréncia abaixo, caso seja possivel,
aplique o teorema mestre; caso contrario, explique o porqué da impossibilidade. (2,5 pontos)

a)

T(n) =3T(n/2) + n?

Resolucao:

Inicialmente, vamos identificar as constantes e a funcao f(n) para analisar em qual caso o
Teorema Mestre se aplica. Note que:

T(n):\3/T(n/ 2 )+ .n*,

a b f(n)
Note que n'°g® = plos23,
Como n? > n'°e23 para todo n > 1, n'°#% é um limite assintético inferior para f(n), o que nos

faz concluir que a complexidade da recorréncia T'(n) tem estrutura encaixada no caso do 3 do

Teorema Mestre.

2 2

Evidentemente, n? < n?, logo, pode-se concluir que n?> = f(n) € Q(n?) = Q(n'e2%) =
1.

Q(n'823%€) com € =

2 3n®2 3
Além disso, 3 . (E> - -n?,
~~— \2 4
a4 Nem—
(%)

portanto, a fungiao f(n) = n? satisfaz a condi¢ao de regularidade para qualquer constante c
tal que 0,75 < ¢ < 1.

Portanto, pelo caso 3 do Teorema Mestre, concluimos que T'(n) = O(f(n)) = O(n?).

T(n) =2T(n/2) +nlogn

Resolucao:

Inicialmente, vamos identificar as constantes e a funcao f(n) para analisar em qual caso o
Teorema Mestre se aplica. Note que:

T(n)=_2 T(n/ f )+ nlogn,
@ f(n)

Note que n'°8 @ = nl°¢22 — . Como nlogn > n para todon > e, n'°® ¢ é um limite assintdtico
inferior para f(n), o que nos faz concluir que a complexidade da recorréncia T'(n) sé pode ser
avaliada no caso do 3 do Teorema Mestre.

J& concluimos que logn > 1, Vn > e, assim f(n) = nlogn € Q(n) = Q(n'°522). Resta provar
que f(n) = nlogn € Q(n'°%227¢) para algum € > 0 e em seguida mostrar a condicao de
regularidade.

Vamos assumir que existe um e conforme descrito acima. Note que a condicao de regularidade
nao seria satisfeita nesse caso. Repare:

a.f(n) = Q.g log <g) = nlog (g) = n[log(n) — log(2)].



Para satisfazer a condigao de regularidade, deveriamos encontrar um ¢, com 0 < ¢ < 1 tal que

n[log(n) — log(2)]

<1
cnlog(n)

— Y

n[log(n) —log(2)] < enlog(n) =

para todo n suficientemente grande.

No entanto, para qualquer ¢, com 0 < ¢ < 1, n[log(n) — log(2)] é assintoticamente maior do
que cnlog(n). Mostraremos esse fato, provando que para todo ¢ < 1 positivo

n[log(n) — log(2)]

1.
cnlog(n) ~
Com efeito,
lim nllog(n) — log(2)] ~ lim nlog(n) — nlog(2)
n—00 enlog(n) n—00 cnlog(n)

1
=~

1log(n) + %% —log(2)
= lim
n—oo

(Regra de L’Hopital)
c(1log(n) + 7} )
1

— bm log(n) + 1 —log(2)
n—soo  clog(n) +c¢

n—oo

1
= lim Ll (Regra de L’Hopital)
n

1
= lim - > 1. (Pois ¢ é menor que 1)
n—o0 C

portanto, a fungao f(n) = nlogn nao satisfaz a condi¢ao de regularidade para nenhuma
constante ¢ < 1.

Outra maneira de argumentar seria justificar que f(n) = nlog(n) ndo é polinomialmente
maior que n'*e.

n
T(n)=4T(n/2) + ——
(n) = 4T (n/2) +
Resolucao:
Inicialmente, vamos identificar as constantes e a funcao f(n) para analisar em qual caso o

Teorema Mestre se aplica. Note que:

Tn)=_4 T 2
()= T/ 2)+ o
a b N——"
f(n)
Note que nl°8® = plog24 = n2 Além disso,
logn =log.n>1,Vn> e — <n,Vn>e.
~—~ logn

base



n 7 . . . Va . .
Como n? > n > Toon para todo n > e, nl°8r® & um limite assintético superior para f(n), o
ogn

que nos faz concluir que a complexidade da recorréncia T'(n) estd estruturado conforme o caso
do 1 do Teorema Mestre.

n
Ja mostramos que n > ——, portanto,
logn

n

oy = () € O(n) = 0% = O(nl),

com € = 2.

Portanto, pelo caso 1 do Teorema Mestre, concluimos que T'(n) = ©(n'°&: %) = ©(n?).



@ Verdadeiro ou falso: para todo k > 0, log"n = O(y/n), onde log"n = (logn)* ? Justifique
devidamente a tua resposta. (2,5 pontos)

Resolugao: (Utilizando propriedades de log.) Verdadeiro.
log"(n) = (log(n))*

k
= (2k (ﬁ) log(n))
= (leog(n)l/zk)k
< (anu%)k

= (2k)"(n'/?)
e

N



Resolugao: (Utilizando a regra de L’Hopital.) Verdadeiro.

1
k—1
log* klog" " (n)—
g o8 () _ T Yy

24/1n

k-1
~ lim 23/fik log" ™ (n)

n—00 w
(S

NG

(Regra de L’Hopital e da cadeia no numerador)

k—1
~ lim 2klog™ " (n)

n—00 \/ﬁ

1
2k(k — 1) log"%(n)—
= lim n (Regra de L’Hopital e da cadeia)

n—o0 ]_

2/n
2.23/7k(k — 1) log"?(n)

L
NG

= lim
n—oo

2.1 _ k—2
~ lim 2°k(k — 1) log" *(n)
n—00 \/ﬁ

=... (Sucessivas aplicagoes de L’Hopital)

n—00 \/ﬁ

= lim L (Regra de L’Hopital )

2k k!
= lim — =0
n—00 \/ﬁ
Como encontramos valor 0 para o limite, fica demonstrado que o crescimento do denominador
¢ mais acelerado que o do numerador. Formalmente, Assim, fica provado que para qualquer k
pré-fixado, a fungao /n limita superiormente o crescimento do tempo de execucao de log® n para
valores suficientemente grandes de n, assim log® n = O(y/n), para todo k > 0.

Ao demonstrarmos esse resultado, assumimos que a fungao log(z) esté definida na base neperiana,
isto é, log(x) = log,(x) = In(x).

Para quem interpretou log(x) considerando 10 como base do logaritmo, a construcao é anédloga a
acima. A unica diferenca estd na derivada desta funcao. A saber, basta aplicarmos a propriedade
de mudanca de base de logaritmo:

d d (In(z)y 1 d 1
2 1oBl®) = <1n(10)> = (10) gz ) = oy



Ou seja, para cada derivagao de log(x), deverfamos acrescentar a constante multiplicativa I (10)
n

Ao final de todos os passos, obteriamos o mesmo resultado para o limite, uma vez que a constante
multiplicativa nao alteraria a convergéncia para zero:

1
klog"t(n)———— _
log" 2k logh™! 2k k!

lim og () = lim nIn(10) = lim Zvos ) (n) == lim —— =

nroo /Mmoo \1/_ n—oo  In(10)y/n n—oo In*(10)/n
24/1n




@ (Dividir para conquistar). Resolva o problema de encontrar um par de pontos mais préximos no
R?(2,5 pontos).

Dados n pontos em um espaco métrico, encontrar um par de pontos com a menor distancia dentre
as distancias entre quaisquer dois destes pontos.
Resolucdo: Para resolver o problema faremos uso da técnica de dividir e conquistar.

A distancia entre dois pontos do plano é usualmente definida a partir da métrica euclidiana,
definida abaixo:

Passo 1)

Passo 2)

Passo 3)

Passo 4)

Passo 5)

Passo 6)

Passo 7)

d: R? x R? — R

(A B) = dAB) =/ 27t P
(z1,91) (22,y2)

Para construir o algoritmo, considere L = [py, pa, ..., p,] uma lista formada pelos n pontos
do plano R?, onde cada ponto p; é da forma p; = (pai, Pyi), isto é, tem coordenadas pa;

€ py’i-

Em seguida, estabelecemos uma ordenacao para os pontos de L. Como R? nao é um
conjunto ordenado, determinamos que p; precede p; se, e somente se, pg; < pgj, isto €,
ordenamos a lista a partir da primeira coordenada de cada ponto.

No préximo passo, encontramos pys, o ponto médio de L (com base na ordenagao es-
tabelecida acima), e "repartirmos”a lista em duas sub-listas, que chamaremos de L.y, €
Lg;,-. Elas representam a lista de pontos que precedem p,; e a lista de pontos que sao
precedidos por pjy.

Em cada sub-lista, obtemos a menor distancia e salvamos o par de pontos mais proximo
em Les, € Lg;r. Definimos d,,;;, 0 minimo entre a menor distancia em L., € a menor
distancia em Lg;,. e salvamos o par de pontos que determina essa distancia.

Para atualizar o valor de distancia minima em L devemos analisar as distancias formadas
por pontos que pertencem a diferentes particoes de L, ou seja, as distancias entre pares
formados por um ponto em L.s, € um ponto em Lg;,. Para isso, é suficiente utilizar o
valor de d,,;, como uma cota superior para distancia minima. Assim, formamos a lista
Y, definida pelos pontos que se encontram em uma faixa horizontal de amplitude 2d,,;,
ao ponto médio de L, py,.

Estabelecemos uma ordenacao para Y em funcao da ordem crescente das segundas co-
ordenadas de seus pontos. Para maior organizagao, renomeamos esses pontos como g¢;,

ie{l,..,|Y]}

Por fim, compare as distancias em Y com a menor distancia encontrada até o momento.
Retornamos o par de pontos com a menor distancia em L,

Segue abaixo o algoritmo:



Algoritmo 1: Par de pontos mais préximos no plano.

W N o U R W N -

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

Dados: L = [p1,p2, ..., pn] < uma lista L com n pontos do plano R?, p; = (ps;, py;) >
Procedimento:;
def d(p1,p2) : < definindo distancia >;
retorna +/(pz, — Pay)? + (Pyr — Pys)%;
Ordene a lista L de modo que p; < p; <= pa; < p.; < ordem crescente das primeiras coordenadas >;
se n € par entao
\ PMm < Pz
senao
‘ PM = P
fim
Lesq < [p1, -y Put];
Lair < [pr41, - PN
d1 — o0
Pesq | ]
para i =1,..., (|Lesq| — 1) faga
para j =i+ 1,...,|Ley| faca
se d(pi,pj) < di entao
dy < d(p;,pj) < obtendo a menor distancia em Legy> ;
Pesq < [Pi,Pj] < obtendo o par mais préximo em Legg> ;
fim
fim

fim
d2 — o0
Pdir < [ ]
parai =M +1,...n — 1 faca
para j = M + 2,...,n faga
se d(pi,pj) < do entao
dy < d(p;.pj) < obtendo a menor distancia em Lg;,> ;
Ddir < [Di pj] < obtendo o par mais proximo em Lg;> ;
fim
fim

fim

Amin < 0

Pmin < [ ]

se di < do entao
dmin <~ dl;
Pmin < Pesq
senao

Apmin < da;
Pmin < Ddir

fim
Y 0
para p; € L tal que |py, — prm| < dmin faga
‘ Y «+ Y U{p;} < adiciona pontos em que a primeira coordenada dista d,;, de pyr>
fim
Ordene M =Y tal que p; < p; <= py, < py,
Y = {q1,q2, -, qy|} < Reescreva os elementos de Y como ¢; adequados a ordenagao >
parai=1,... (]Y|—1) faca
para j =i+ 1,...,|Y| faca
enquanto |q,, — q,,| < dmn faca
yin d(Qinj);
Pmin < [Qia Qj]
fim
fim

fim
retorna o par de pontos cuja distancia € Ppmin € sua distancia € dpn.




@ O problema da mochila tem a seguinte formulacao: Dado um nimero real W e um conjunto C),

de n itens, representados por C, = {1,2,...,n}, em que cada i € C, tem um peso p; ¢ um valor
v; (pi > 0 e v; > 0), determine um subconjunto S C C), tal que a soma dos pesos dos elementos
de S seja menor ou igual a W e a soma dos valores seja méxima (2,5 pontos).

e Proponha um algoritmo guloso para resolver esse problema. Indique um contraexemplo para
o qual o seu algoritmo nao funciona e explique o porque.
Resolucao:
Propomos o algoritmo guloso abaixo para resolvermos o problema da mochila, onde:
v: valor dos itens;
p: peso de cada item;
n: numero de objetos;
W: capacidade méxima (peso méximo) da mochila.

A ordenacao considerada é tal que os elementos estejam ordenados em termo da maior “efi-
ciéncia” ou beneficio/custo, para a menor, isto é:
ofj] vl +1]
pli] — i+ 1

,paraj=1,...n—1.

Algoritmo 2: Mochila

14

15 fim
16 retorna X

Dados: Mochila (v, p,n, W)
Procedimento:;
para i = 1 até n faga
Calcular custo [i] = v[i]
para j =1,.....n — 1 faca
Ordenar custo [i] em ordem nao crescente
enquanto A mochila ndo estiver cheia faga
se p[j] < W entao
X[i] +— 1
W «— W —p[j]
senao
| X[i]«—0
fim

fim
fim

— X[i] é uma mochila X[1,...,n].

Note que este algoritmo é guloso, pois em cada iteragao, escolhe o objeto de maior valor, sem
se preocupar com a capacidade da mochila. Observe que a solucao gerada por este algoritmo
nem sempre nos retorna uma mochila 6tima. Por exemplo, consideremos no exemplo abaixo
W =60, e os itens da Tabela abaixo.

Item | A B |C

Valor | 100 | 280 | 120
Peso | 10 | 40 | 20
v/p | 10 | 7 |6




Note que, utilizando o algoritmo guloso proposto, o primeiro item a ser escolhido é o item
A, e em seguida o item B, donde o beneficio total é 100 4+ 280 = 380. Contudo, observe
que a solucao 6tima para este problema se da pela escolha dos itens B e C', cujo beneficio
é 218 4+ 120 = 400. Assim, concluimos que o algoritmo guloso nao nos retorna uma solugao
6tima.

e Descreva um algoritmo para resolver esse problema utilizando a técnica da programacao di-
namica. O seu algoritmo deve determinar quais objetos pertencem ao subconjunto viavel de
valor maximo.

Resolucao:

Seja k(w, i) o maior valor alcangado por uma mochila de capacidade w e itens 1, ...,i. Adici-
onamos este subproblema como parametro para a resposta que procuramos, que é k(W,n),
onde k(w,7),0 < i < n. Este valor tem a finalidade de carregar informagao acerca dos itens ja
utilizados. Dessa forma, podemos chamar a recursividade do problema transformando k(w, 7)
em termos de subproblemas menores, de modo que ou o item 7 é necessario para alcancar-
mos o valor 6timo, ou nao é. Assim, definimos o seguinte algoritmo utilizando programacao
dinamica:

Algoritmo 3: Mochila Prog Dinamica

Dados: k(0,7) =0, Vi € {1,...,n} e k(w,0) =0, Vw = {1, ..., W}
1 Procedimento:;
2 para i =1 até n faga

3

W 3 S Tt s

9

10 fim

11 retorna k(W,n)

para w =1 até W faga
se w; > w entao
| k(w,i) = k(w,i—1)
senao
‘ k(w,i) = max{k(w,7 — 1), k(w —w;,i — 1) +v;}
fim
fim

Este algoritmo preenche uma tabela de duas dimensoes, com W + 1 linhas e n + 1 colunas.
Como cada chamada leva um tempo fixo de O(n), e temos que fazer W chamadas, o tempo
total de execugao deste algoritmo serd de O(nW).



