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Geometria computacional é a area da computacao que estuda a complexidade de algo-
ritmos, problemas e estruturas de dados de natureza geométrica. O problema mais famoso
é talvez o fecho convexo, que consiste em determinar o menor poligono convexo que contém
um dado conjunto de pontos.

Diversas razoes justificam o fato de os algoritmos randomizados terem ganho importancia
central no estudo da geometria computacional. Primeiro, algoritmos randomizados sao,
como ja o observamos nos capitulos anteriores, freqiientemente mais simples e eficientes na
pratica do que seus equivalentes deterministicos. Segundo, algoritmos randomizados para
problemas no plano geralmente se estendem para espagos d-dimensionais, com pequenas mo-
dificagoes. Finalmente, os algoritmos deterministicos mais eficientes para varios problemas
foram obtidos a partir das de-randomizacoes de algoritmos randomizados. Por exemplo, o
unico algoritmo étimo conhecido para computacao do fecho convexo em dimensoes impares
maiores que 3 é a de-randomizagao de um algoritmo randomizado incremental.

Devido a natureza continua dos problemas, o modelo computacional mais utilizado é o
real RAM, onde operagoes algébricas com ntmeros reais podem ser realizadas em tempo
constante. Os algoritmos sao normalmente descritos de modo geométrico, sem entrar em
detalhes de implementacao de fungoes como céalculo de angulos e distancias. Assume-se que
qualquer computagao envolvendo um ntimero constante de primitivas geométricas pode ser
realizada em tempo O(1).

Também assume-se que a dimensao d do espago Euclidiano é uma constante. Portanto,
um algoritmo cuja complexidade seja O(29n) tem sua complexidade escrita como O(n).
Dependeéncias exponenciais na dimensao do espaco sao comuns. Sendo assim, a maior parte
dos algoritmos nao é eficiente para dimensoes muito altas.

Outra pratica comum em geometria computacional é assumir que a entrada do problema



estd em posicao geral. Nao tentamos definir formalmente posicao geral, mas a idéia é des-
considerar propriedades que se perdem com uma perturbacao infinitesimal da entrada. Por
exemplo, caso a entrada seja um conjunto de pontos, podemos assumir que nao ha trés pon-
tos colineares, ou que nao hé quatro pontos cocirculares. Caso a entrada seja um conjunto de
retas, podemos assumir que nao ha retas verticais, horizontais, ou duas retas paralelas. Na
maioria dos casos, assumir posicao geral nao altera a complexidade do problema e simplifica
a explicacao e a analise dos algoritmos.

Na secao 1.1, apresentamos um algoritmo randomizado incremental para o problema de
programacao linear com um nimero constante de variaveis. Na se¢ao 1.2, introduzimos o
conceito de funcao hash randomizada, que utilizamos no algoritmo para obtencao do par
de pontos mais préoximos descrito na secao 1.3. O leitor encontrara, na secao 1.4, diversos
exercicios algoritmicos usando as técnicas introduzidas neste capitulo. E, como de costume,
incluimos notas bibliograficas e comentérios mais avangados na secao 1.5.

1.1 Programacao linear

Um problema de programacao linear com d varidveis consiste em determinar o vetor d-
dimensional X que maximiza a funcao linear f = C'X e que satisfaz um sistema de desigual-
dades lineares AX < B. Reescrevendo o problema sem usar notagao matricial temos:

Maximizar: f = cix1 + coxg + - + Cayq
Satisfazendo: @171 + @100 + - - + a1qrq < by

p1T1 + QpaToy + -+ + ApaTq < by,.

Geometricamente, cada desigualdade linear representa um semi-espaco d-dimensional.
A intersecao dos n semi-espacos é chamada de regiao vidvel. Maximizar a funcdo linear
f = CX satisfazendo as desigualdades AX < B consiste em determinar um ponto extremo
na direcao C, que esteja contido na regiao viavel. Um problema de programacao linear com
duas varidveis esta ilustrado na figura 1.1(a).

Concentramos nossa explica¢do no caso de apenas duas variaveis (d = 2), mencionando
brevemente como estender o algoritmo para um nimero arbitrario de varidveis. Sem perda
de generalidade, assumimos que C' = (1,0), pois os demais casos podem ser reduzidos ao
caso C' = (1,0) rodando o espago (figura 1.1(b)). Assim, estamos interessados em obter o
ponto mais a direita da intersecao de um conjunto de semiplanos S.

Existem dois casos especiais em que o problema nao possui solu¢ao. O primeiro caso
ocorre quando a regido viavel é vazia (figura 1.2(a)) e é chamado de problema invidvel. O
segundo caso ocorre quando a regidao viavel nao é limitada do lado direito (figura 1.2(b)) e é
chamado de problema ilimitado. Dizemos que dois semiplanos s, so € S limitam o problema
se a regiao formada por s; N s, é limitada do lado direito.

O caso de o problema ser ilimitado é o primeiro que tratamos. Desejamos obter um
algoritmo que ou diga que o problema ¢ ilimitado ou encontre dois semiplanos que limitem
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Figura 1.1: (a) Interpretagao geométrica de um problema de programagao linear com duas
varidveis. (b) O mesmo problema apds rotacao.

o problema. Dado um semiplano s, definimos N(s) como o vetor unitario normal & borda
de s e que aponta para o interior de s. Definimos N’(s) como o angulo entre N(s) e (—1,0),
com —m < N'(s) < m. Seja s; o semiplano com N'(s) > 0 que minimiza N'(s) e sy 0
semiplano com N’(s) < 0 que maximiza N'(s). E possivel provar que s, e s, limitam o
problema se N'(s;) — N'(s2) < w. O problema ¢ ilimitado se s; ou sy ndo existir, ou se
N'(s1) — N'(s3) > m. O caso N'(s;) — N'(s2) = 7 é mais delicado, mas nao ocorre quando
os semiplanos estao em posicao geral.

Usando o procedimento descrito no paragrafo anterior, nao s6 podemos nos concentrar
apenas em problemas limitados, como também sabemos como obter duas restri¢oes que limi-
tam o problema, caso elas existam. Esta é a condicao inicial do nosso algoritmo incremental.
A partir dai, acrescentamos as restricoes uma a uma, atualizando o ponto extremo satisfa-
zendo as restricoes. De modo geral, um algoritmo randomizado incremental primeiro resolve
o problema para um subconjunto pequeno dos elementos da entrada e, a cada passo, acres-
centa um novo elemento da entrada escolhido aleatoriamente, atualizando a solucao. Quando
todos os elementos da entrada tiverem sido acrescentados, tem-se a solucao do problema.

Sejam s1,...,s, os n semiplanos da entrada do problema, onde s;, sy sao um par de
semiplanos que limitam o problema. Definimos S; = {si,...,s;} € p; como o ponto mais a
direita da intersecao de semiplanos de S;. Iniciamos o algoritmo determinando o ponto ps. O
ponto ps pode ser determinado resolvendo o sistema linear formado pelas retas que definem
a borda de s; e sy. Para calcularmos p,, que é a solugao do nosso problema, o algoritmo
procede calculando p; incrementalmente, para ¢ de 3 até n. Existem dois casos que podem
ocorrer: ou bem p;_1 € s;, ou p;_1 ¢ s;. Analisamos estes dois casos separadamente.

Note que a regiao viavel definida por S; esta contida na regiao viavel definida por S;_1,
pois a regiao viavel de S; é a intersecao de s; com a regiao viavel de S;_;. Conseqilientemente,
se pi_1 € s, entdo p; = p;_1. Neste caso, p; pode ser computado em tempo O(1).

Caso p;—1 ¢ s;, precisamos examinar os semiplanos de S; para determinar o valor de p;.
Fica como exercicio provar que, se o problema é viavel, entao p; esta na borda de s;. No caso
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Figura 1.2: (a) Problema de programacao linear invidvel. (b) Problema de programacao
linear ilimitado.

de duas varidveis, é facil determinar o valor de p;, em tempo O(i), examinando a interse¢ao
de cada semiplano de S;_; com a reta formada pela borda de s;. E possivel que, neste
procedimento, nao encontremos nenhum ponto viavel. Se isso ocorrer, podemos afirmar que
o problema ¢é invidvel. Vale notar que, no caso de d variaveis, como a solugao se encontra no
subespaco s;, é necessario resolver recursivamente um problema de programacao linear com
d — 1 variaveis.

Assim, para acrescentarmos um semiplano a um problema com 7 semiplanos, a complexi-
dade de tempo é O(7) no pior caso. Para acrescentarmos n semiplanos, um a um, comegando
com 2 semiplanos, a complexidade de tempo é

T(n) = Z O(i) = O(n?).

Desejamos reduzir o valor esperado da complexidade de tempo. Para isto, permutamos
aleatoriamente os semiplanos de s3 a s,,. O algoritmo para permutar aleatoriamente um vetor
de n elementos em tempo O(n) estd descrito na figura 1.3. O pseudo-cédigo do algoritmo
de programacao linear encontra-se na figura 1.4.

Podemos escrever o valor esperado da complexidade de tempo como

n

E[T(n)] =) (40(i) + (1 - ¢)O(1)),

=3

onde ¢; é a probabilidade de p;_; ¢ s;. Para determinarmos E[T'(n)], precisamos calcular um
limite superior para o valor de ¢;. Este limite superior deve depender apenas da permutacao
aleatoria dos semiplanos, e nao da entrada do problema.

A técnica andlise de trds para frente é freqiientemente utilizada para analisar algoritmos
incrementais randomizados. O algoritmo incremental descrito parte de uma solugao inicial
e segue acrescentando um semiplano por vez. Podemos imaginar esse processo de tras para
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Entrada:

v: Vetor com n elementos a serem permutados aleatoriamente.
Saida:

O vetor v permutado aleatoriamente.
Observacoes:

rand(n): Ndmero aleatério distribuido uniformemente de 0 a n — 1.

permutacdoAleatdria(v, n):
para ¢ decrescendo den — 1 até 1
troca v[i] com wv[rand()]

Figura 1.3: Algoritmo que permuta aleatoriamente um vetor.

frente, partindo da solu¢ao do problema e removendo um semiplano por vez, até chegar na
solucao inicial. A cada passo, removemos um semiplano aleatério dentre ¢—2 semiplanos, pois
2 semiplanos fazem parte da solucao inicial. O valor de ¢; é a probabilidade de removermos
um dos 2 semiplanos que definem p;. Entao concluimos que ¢; < 2/(i —2) = O(1/i). Assim,

temos
n

E[T(n)] = ) (O(1/)0(i) + O(1)O(1)) = Z O(1) = O(n).

=3

1.2 Funcoes hash

Funcoes hash, também chamadas de funcoes de dispersdo, nao sao um topico particularmente
geométrico. Entretanto, elas encontram diversas aplicagoes dentro de geometria computaci-
onal, assim como nas areas mais diversas da computagao, de linguagens de programagao a
teoria da complexidade. Dados um parametro inteiro m e um conjunto de niimeros inteiros
C, uma func¢ao hash é uma funcao h que mapeia os elementos de C' em ntimeros inteiros de
0 a m—1. Chamamos os elementos de C' de chaves. Desejamos escolher aleatoriamente uma
fungao hash de modo que, se x e y s@o duas chaves distintas, entao h(x) # h(y) com alta
probabilidade (no caso, pelo menos 1 — 1/m).

Por exemplo, considere o conjunto de chaves C' = {7,92,1092} e o parametro m = 3.
Uma excelente func¢do hash seria h(z) = z mod 3, pois h(7) = 1, h(92) = 2, h(1092) = 0,
de modo que h(z) # h(y) sempre que z # y. Porém, a fun¢do h(x) = x mod 3 funciona
extremamente mal para certos conjuntos de chaves, como por exemplo, C' = {3,33,129}.
Neste caso, temos h(x) = 0 para todo x € C. A utilizagdo de niimeros aleatérios permite
construir fungoes hash que funcionem bem, no caso esperado, para qualquer conjunto de
chaves C, sem nem mesmo necessitarmos examinar o conjunto C.

Para construirmos uma func¢ao hash, primeiro determinamos um nimero primo p tal que
p > x para todo z € C. A obtencao de tal nimero primo nao é tarefa trivial, porém p
pode ser obtido eficientemente usando as técnicas descritas no capitulo 7?7, juntamente com



Entrada:
S: Conjunto de n semiplanos.
Saida:
p: Ponto extremo direito na intersecao dos semiplanos de S.

progLin(S):
determinar 2 semiplanos s, so que limitem o problema
se s1, So nao existem:
retorne “problema ilimitado”
p < intersecdo das bordas de s1 e s9
fazer s3,..., s, uma permutagdo aleatéria de S\ {s1, s2}.

para ¢ de 3 até n:
sep ¢ s
p < ponto extremo direito na borda de s; e
contido na intersecao de si,...,8;—1
se p nao existe:
retorne “problema invidvel”
retorne p

Figura 1.4: Algoritmo que resolve o problema de programacao linear.

o postulado de Bertrand, que diz que, para todo x > 3, existe um nimero primo p tal que
x < p < 2x—2. Apés calcularmos p, obtemos dois niimeros inteiros aleatérios a € [1,p — 1]
e b€ [0,p—1]. Definimos a fun¢ao hash como

h(z) = res(res(azx + b, p), m),

onde res(x, y) representa, como na se¢ao ??, o resto da divisdo de = por y. Para essa funcao
hash, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1. Dadas duas chaves distintas x,y € C, a probabilidade de h(x) = h(y) € no
mdazximo 1/m. A probabilidade é obtida em fung¢ao dos valores aleatorios a e b, independente
do valor de x e y.

Demonstracao. Nesta demonstracao usamos notacao e propriedades estabelecidas no capitulo 77?.
Definimos H(z) =a Z + b em Z,. Considere duas chaves ¢7,¢; € Z,. Temos que

H(c))=ac+b e H(c)=adc+0.

Primeiro, mostramos que H(c;) = H(cz) se e s6 se ¢ = ¢3. Partindo de H(cy) = H(c2),
por definicdo temos que @ &7 + b = @ & + b. Pela existéncia de inverso aditivo em Ly, temos
que @ ¢; = a ¢3. Como a # 0 e p é primo, @ possui inverso multiplicativo em Z,. Entao
concluimos que ¢ = ¢3.



O préximo passo é mostrarmos que podemos determinar @ e b em funcdo de 1, &, H(c;)
e H(cg). Subtraindo @ ¢; de H(c;) temos que

b= H(c,) —a c.

Subtraindo H(c;) — H(cy) temos

H(ey) — H(ex) =a (1 — ¢2).

Como ¢ # ¢, entao ¢; — ¢y possui inverso multiplicativo em Z,. Denotamos o inverso
multiplicativo de ¢; — ¢o por (¢1 — 02)_1. Segue que

a=(c1—c) ' (H(er) — Hca)).

Note que existem p(p—1) atribuicoes possiveis para o par (@, b), e existem também p(p—1)
pares (H(cy), H(ep)) com H(cy) # H(cg). Sendo assim, existe uma correspondéncia 1 para 1
entre (a,b) e (H(c1), H(cz)). Como (@, b) é escolhido aleatéria e uniformemente em (Z?, Z,),
o par (H(c1), H(c2)) também é escolhido aleatéria e uniformemente dentre pares de valores
distintos em Z,,.

A partir daqul consideramos H (c;) e H(cz) como inteiros de 0 a p — 1, e ndo mais como
elementos de Z,. Temos que h(c;) = res(H(cy),m) e h(cy) = res(H(cg),m). Queremos
determinar a probablhdade Prlh(c;) = h(cp)] e sabemos que H(c;) # H(cy).

Se fixarmos o valor de H(cy), existem no maximo [p/m| — 1 valores possiveis de H(cy)
com H(cz) # H(cy) e h(c1) = h(cz). Como ha no total p — 1 valores possiveis para H(cg),
entao

]

Corolario 1.2.2. Considere uma chave x € C, e um conjunto C' C C com |C'| < m.
O walor esperado do nimero de chaves y € C' com h(x) = h(y) é menor que 2, ou seja,

El[{y € C": h(z) = h(y)}]] < 2.

Demonstragao. O valor esperado do nimero de chaves y € C’ com h(z) = h(y) é a soma das
probabilidades de h(x) = h(y) para as chaves y € C". Caso z € C’, usando o teorema 1.2.1,

-1

Ell{y € O’ : h(x) = }r<1+z I i e

m

Caso x ¢ (', e usando ainda o teorema 1.2.1,

1C’]

Bllfy € 0"t =nl < 3~ = Tl <y

i=1




1.3 Par de pontos mais proximos

Dado um conjunto P contendo n pontos de um espaco Euclidiano d-dimensional, é natu-
ral perguntar qual o par de pontos mais proximos, isto é, quais sao os dois pontos distintos
P, q € P que minimizam a distancia |[p—¢|. Um algoritmo trivial para este problema tem com-
plexidade de tempo O(n?), simplesmente calculando as distancias entre todos os n(n — 1)/2
pares de pontos e escolhendo o par que determina a distancia minima. Entretanto, existem
algoritmos mais eficientes. Por bastante tempo, o problema foi considerado completamente
solucionado, pois ha diversos algoritmos deterministicos com tempo O(nlogn) e existe um li-
mite inferior de ©(n logn) para o problema, mesmo no caso unidimensional. O limite inferior
se refere apenas a algoritmos deterministicos e restritos a comparar resultados de operagoes
algébricas.

O piso de um numero real = é denotado por |z] e é definido como o maior inteiro ¢ tal
que 7 < z. O piso nao é uma operacao algébrica. Surpreendentemente, usando randomizacao
e computagao de pisos, é possivel resolver o problema em tempo O(n). Usando pisos, mas
sem usar randomizagao, é possivel resolver o problema em tempo O(nloglogn). Descre-
vemos um algoritmo randomizado que resolve o problema em tempo O(n). O algoritmo
pode ser facilmente generalizado para espacos d-dimensionais, mas nos restringimos ao caso
bidimensional.

O algoritmo usa randomizacao de duas maneiras. Primeiro, usa randomizacao explici-
tamente na escolha do ponto a ser amostrado a cada iteracao. Segundo, usa randomizacao
implicitamente através da utilizagdo de fungoes hash (vide segao 1.2). Iniciamos com algu-
mas defini¢oes que facilitam a descricao do algoritmo. O wvizinho mais proximo de um ponto
p (com respeito ao conjunto P), denotado por vmp(p), é o ponto p’ € P\ {p} que minimiza
|p—p'|. Definimos f(p) = |p—vmp(p)|, ou seja, f(p) é a distancia do ponto p ao seu vizinho
mais préximo.

A idéia do algoritmo é, a cada iteracao, escolher um ponto p aleatoriamente e remover
de P todo ponto ¢ com f(q) > f(p). Este procedimento é repetido até todos os pontos de P
serem removidos. Note que f(p) limita superiormente a distancia entre o par de pontos mais
proximos. Conseqiientemente, os pontos removidos nao podem ser um dos pontos do par de
pontos mais préximos, a nao ser que p seja um dos pontos do par de pontos mais proximos.
Quando todos os pontos foram removidos, sabe-se que p e seu vizinho mais préximo sao de
fato o par de pontos mais proximos. O pseudo-codigo do algoritmo encontra-se na figura 1.5.

Entretanto, calcular f(q) leva tempo O(n), pois determinar o vizinho mais préximo de
um ponto ¢ exige examinar todos os demais pontos de P. Assim, a primeira chamada da
funcao removerPontos leva tempo ©(n?) ao calcular f(q) para todo ¢ € P. Como a nossa
meta é determinar o par de pontos mais préximos em tempo O(n), precisamos acelerar a
fungao removerPontos. Temos que remover do conjunto P todos os pontos ¢ com f(q) > f(p),
sem calcularmos f(¢q) individualmente para cada ponto ¢ € P.

Podemos, antes de iniciar o algoritmo, transladar e escalar os pontos sem alterar o par
de pontos mais préximos. Portanto, assumimos, sem perda de generalidade, que os pontos
de P estao contidos no quadrado unitdrio, ou seja, P C [0,1]%. Imagine um quadriculado
dividindo o quadrado unitério em células de didmetro f(p)/2 (e lado f(p)/2v/2). Chamamos
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Entrada:
P: Conjunto de n pontos.
Saida:
p, p': Par de pontos mais préximos de P.

pontosMaisPréximos(P):
enquanto P # &
p < ponto de P escolhido aleatoriamente
P vmp(p)
P — removerPontos(P, f(p))
retorne p, p’

removerPontos(P, fp):
para cada q € P:
se f(q) > fp:
P —P\{q}

Figura 1.5: Primeira versao do algoritmo que determina o par de pontos mais préximos.

a célula que contém um ponto ¢ de ¢(q), e definimos a adjacéncia de uma célula c¢(q) como
a regiao formada por ¢(q) e as no méximo 8 células no seu entorno (figura 1.6). Note que,
se f(q) > f(p), entdo a adjacéncia de ¢(q) contém somente o ponto ¢q. Por outro lado, a
adjacéncia de c¢(gq) conter somente o ponto ¢ nao significa que f(q) > f(p), mas sim que
f(q) > f(p)/2V/2. Para removermos eficientemente todo ponto ¢ tal que a adjacéncia de
¢(q) contém somente ¢, usamos uma fungao hash e a fungao piso.

Definimos uma fungao hash h com parametro m = n e conjunto de chaves sendo o
conjunto de todas as células do quadriculado, representadas por ntimeros inteiros como
definido a seguir. A funcao piso é importante porque, para representar a célula de um ponto
q = (¢s» qy) como um nimero inteiro, fazemos ¢(q) = \_qx/(f(p)/2\/§)J +k qu/(f(p)/Q\/?)J,
onde k =1+ [1/(f(p)/2V?2)].

Criamos entao um vetor v com n posigoes inicializadas com um conjunto vazio. O vetor v
é definido como um vetor de colegoes de conjuntos de pontos. Associamos cada ponto g € P
a um dos conjuntos em v[h(c(q))]. Desejamos que dois pontos pertengam ao mesmo conjunto
se e sO se pertencerem a mesma célula, mas duas células distintas podem ter o mesmo valor
da funcao hash. Esta é razao de associarmos v[h(c(q))] a uma cole¢do de conjuntos, sendo um
conjunto (de pontos) para cada célula distinta. Deste modo, a posicao v[h(c(q))] armazena
as células cuja fungao hash tem valor h(c(q)), e um dos conjuntos de vlh(c(q))] contém os
pontos da célula ¢(q).

Usando o vetor v, podemos remover todo ponto ¢ tal que a adjacéncia de ¢(q) contém
somente ¢q. Para isso, examinamos um elemento do conjunto de pontos — de modo a deter-
minar a célula correspondente — e o niimero de pontos no conjunto — de modo a determinar
se a célula contém algum ponto que nao seja ¢ —, conforme o pseudo-codigo da figura 1.7.
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Figura 1.6: Divisao do plano por um quadriculado, com adjacéncia da célula do ponto ¢ em
cinza.

Infelizmente, a funcao removerPontos remove pontos q com
f(p)/2v2 < flq) < f(p). Deste modo, nosso algoritmo nao encontra necessariamente o
par de pontos mais préximos, mas sim uma aproximacdo do par de pontos mais proximos.
Mais especificamente, o algoritmo encontra um par de pontos p, p’ cuja distancia [p —p'| é no
maximo 2v/2 vezes a distancia entre o par de pontos mais préximos. Antes de mostrarmos
como obter uma solugao exata para o problema, a partir da solugao aproximada, analisamos
a complexidade de tempo do algoritmo.

Primeiro, analisamos a complexidade da funcao removerPontos. Para mostrar que a
fungao leva tempo O(n), precisamos mostrar que a condigdo se do loop mais interno é
avaliada O(n) vezes. O nimero de conjuntos C' € v[h(x)] é igual ao nimero de células y com
h(y) = h(z). Pelo coroléario 1.2.2; o valor esperado do niimero de células y com h(y) = h(z)
é no maximo 2. O numero de células na adjacéncia de uma célula qualquer é no maximo 9.
Portanto, a condicao se do loop mais interno é avaliada no méaximo 18 vezes por ponto de P
e, conseqiientemente, a fungao removerPontos leva tempo esperado O(n).

Desejamos analisar a complexidade do algoritmo da figura 1.5 usando a fungao remover-
Pontos. Note que, a cada itera¢do, o conjunto P pode ser ordenado segundo o valor de f(p)
para cada p € P. Escolhemos um ponto p aleatoriamente. Portanto, no caso esperado, pelo
menos metade dos pontos ¢ € P tem f(q) > f(p), sendo entdao removidos. O algoritmo
termina quando nao ha mais pontos em P. Sendo assim, limitamos o valor esperado da
complexidade de tempo usando a linearidade da esperanca:

B[T(n)] < 3 0(n/2) = O(n).

=0

Voltamos agora ao problema do algoritmo analisado nao determinar o par de pontos mais
préximos, mas sim uma aproximacao do par de pontos mais préximos. Para obtermos o par
de pontos mais préximos a partir da aproximacao, usamos um quadriculado e funcao hash
novamente. Seja a a distancia entre o par de pontos retornada pelo algoritmo aproximado.
Criamos um quadriculado com células de lado a e usamos a funcao hash para organizar
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removerPontos(P, fp):

P —{}
0[0...(n—1)] — {}
k—1+|1/(fp/2v?2)]

seja c(q) = |qu/(f/2V2)] + k |ay/(fp/2V2)]
para cada ¢ € P:
para cada conjunto C' € v[h(c(q))]
se ¢(C0]) = ¢(q)
C=Cu{q}
se ¢ ndo foi adicionado a nenhum conjunto C'
olh(e(q))] = vlh(e(a))] U{{a}}
para cada ¢ € P:
remover «— 1
para cada célula = na adjacéncia de ¢(q):
para cada conjunto C' € v[h(z)]
se o(C[0]) = o e (c(C[0]) # e(q) ou [C] > 1)
remover «— 0
se remover # 1:
P'— P'U{q}
retorne P’

Figura 1.7: Funcao que remove todos os pontos que nao possuem nenhum outro ponto na
adjacéncia de sua célula em tempo O(n).

os pontos em um vetor, do mesmo modo que feito anteriormente. Para cada ponto ¢,
determinamos o ponto mais proximo de ¢ na adjacéncia da célula que contém ¢, se houver.
Note que, como a é um limite superior para a distancia entre o par de pontos mais préximos,
e as células tém lado a, sabemos que o par de pontos mais préximos encontra-se em células
adjacentes.

Para analisarmos a complexidade do algoritmo, precisamos saber o nimero maximo de
pontos que podem pertencer a uma mesma célula do quadriculado. Sabemos que nao ha dois
pontos mais préximos que a/2v/2, j4 que a é uma aproximacao de fator 2v/2 da distancia
do par de pontos mais préximos. Dividimos uma célula do quadriculado em 16 sub-células
de didmetro a/2v/2 (figura 1.8). Como ndo hé dois pontos mais préximos que a/2v/2, cada
sub-célula pode ter no maximo 1 ponto, e uma célula pode ter no maximo 16 pontos. Usando
o coroldrio 1.2.2 de maneira andloga & anterior, mostramos que esta rotina leva tempo O(n)
— e obtemos o par de pontos mais préximos em tempo O(n).
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N%/i a/4

a/4

Figura 1.8: Divisao de uma célula em 16 sub-células com no maximo um ponto por sub-célula.

1.4 Exercicios

1.

Escreva algoritmos randomizados incrementais, com complexidade de tempo O(n),
para os seguintes problemas:

(a) Dado um conjunto de n pontos P, e um ponto p € P, determinar o menor circulo
C que contém todos os pontos de P, tal que p pertence a borda de C.

(b) Dado um conjunto de n pontos P, determinar o menor circulo C' que contém
todos os pontos de P.

Dados dois conjuntos de pontos P;, P, separados por uma reta vertical, chamamos de
ponte a reta r que contém dois pontos p; € P; e py € P, de modo que todos os demais
pontos de P; U P, estao abaixo de r. Escreva um algoritmo randomizado incremental
que determina a ponte em tempo O(|Py| + | P2|).

. Dado um conjunto de n chaves inteiras C, uma funcao hash h é dita perfeita quando

h(x) # h(y) para todo par de chaves distintas z,y. Neste exercicio, vocé deve escrever
e analisar um algoritmo que, dado um conjunto C', obtenha uma funcao hash perfeita
h:C —{0,...,m—1}. A fungao h deve poder ser avaliada em tempo O(1). Forneca
inicialmente um algoritmo de Monte Carlo e, em seguida, converta este algoritmo em
um algoritmo de Las Vegas. Considere que o parametro m é:

(a) m = O(n?);
(b) m = O(n). (Dica: use dois niveis de fungoes hash.)

Escreva um algoritmo que, dados um conjunto de pontos P e um ntimero real r, liste
todos os pares de pontos py, ps tal que |p; — po| < 7. O seu algoritmo deve ter
complexidade de tempo O(n + k), onde k é o nimero de pontos listados.

Modifique o algoritmo que determina o par de pontos mais proximos para funcionar
em espacos d-dimensionais, onde d é constante.
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1.5 Notas bibliograficas

Diversos livros estudam algoritmos randomizados em geometria computacional. De Berg,
van Kreveld, Overmars e Schwarzkopf [6] fazem uma excelente introdugao ao estudo de geo-
metria computacional, cobrindo diversos algoritmos randomizados, entre eles o algoritmo de
programagao linear apresentado aqui. Motwani e Raghavan [14] analisam um grande ntimero
de algoritmos randomizados de programacao linear, geometria computacional e funcoes hash.
Mulmuley [15] introduz problemas fundamentais de geometria computacional usando algo-
ritmos randomizados. Em lingua portuguesa, Figueiredo e Carvalho [7] e também Rezende
e Stolfi [19] escreveram 6timos textos introdutdrios de geometria computacional.

O algoritmo de programacao linear apresentado aqui foi descoberto por Seidel [18]. Caso
consideremos a dimensao d como uma variavel assintotica, a complexidade de tempo é
O(d!'n). Outros algoritmos randomizados sdo mais eficientes em funcao de d, tendo comple-
xidades como O(d?n + e¥4md) [13].

Funcoes hash vem sendo estudadas na ciéncia da computacao desde a década de 50 e
costumam ser apresentadas em livros introdutdrios de algoritmos [5, 10]. Knuth [11] cobre
funcoes hash, porém considerando a distribuicao probabilistica das chaves. Funcoes hash
que garantem resultados probabilisticos independentemente da distribuicao das chaves foram
introduzidas por Carter e Wegman [1].

O algoritmo cléssico para o par de pontos mais préximos leva tempo O(nlog n) e é baseado
no paradigma de divisao e conquista [16]. A primeira solugdo randomizada foi descoberta
por Rabin [17] e leva tempo O(n). Um algoritmo deterministico que usa a fungao piso e
leva tempo O(nloglogn) foi descoberto por Fortune e Hopcroft [8]. Khuller e Matias [9]
descobriram o algoritmo descrito aqui.

Grande parte dos algoritmos randomizados para geometria computacional possuem versoes
de-randomizadas com complexidades similares. Chazelle e Friedman [3] introduziram diver-
sas técnicas para de-randomizar algoritmos geométricos. Matousek [12] compilou diversos
resultados de de-randomizagao em geometria computacional. O algoritmo randomizado in-
cremental para o fecho convexo em tempo 6timo O(nl@=1/2) 4 nlogn) foi descoberto por
Clarkson e Shor [4] e de-randomizado por Chazelle [2].
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