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INTRODUÇÃO

         A Complexidade Computacional é um ramo da Matemática Computacional que estuda a eficiência dos algoritmos. Do ponto de vista prático, de nada nos adianta um algoritmo perfeito se sua implementação computacional demora uma centena de anos para ser processada. Mesmo tarefas relativamente simples, como o produto de dois números com muitos dígitos, podem demorar alguns minutos para serem concluídas nos atuais computadores. Se considerarmos que alguns algoritmos necessitam multiplicar números muito grandes milhares de vezes, esses alguns minutos podem se transformar em um tempo excessivamente longo. 

         Para medir a eficiência de um algoritmo freqüentemente usamos o tempo teórico que o programa leva para encontrar uma resposta em função dos dados de entrada. Este cálculo é feito associando-se uma unidade de tempo para cada operação básica que o procedimento executa. Se a dependência do tempo com relação aos dados de entrada for polinomial, o programa é considerado rápido, pois dado um polinômio p(x) sabemos que (p(x)( cresce para +( com (x(.  Se, entretanto, a dependência do tempo for exponencial o programa é considerado lento. Basta recorrermos à Análise Matemática para constatarmos que 
          A classe de algoritmos P é formada pelos procedimentos para os quais existe um polinômio p(n) que limita o número de passos do processamento se este for iniciado com uma entrada de tamanho n. 

         Os algoritmos NP não se referem a procedimentos não polinomiais (na verdade isto é uma conjectura). A leitura correta para procedimentos NP é dizer que se referem a algoritmos "não-determinísticos polinomiais" no tempo. 

         No início dos anos 70, foram encontrados muitos algoritmos que resistiam a uma simplificação polinomial, isto é, algoritmos que não admitiam procedimentos análogos na classe P. Nesta época Steve Cook observou um fato simples e ao mesmo tempo surpreendente: se um problema pudesse ser resolvido em tempo polinomial, poderíamos também verificar se uma dada possível solução é correta em tempo polinomial (dizemos que o algoritmo pode ser certificado em tempo polinomial). 

         Um exemplo simples de como esta certificação pode ser feita é o problema de descobrir se um dado número não é primo. Suponha que queiramos descobrir se 4294967297 é um número composto. Não existe uma maneira eficiente (rápida) de fazer isto. De fato tal tarefa pode ser realizada pela utilização do crivo de Erastóstenes, testando os possíveis divisores do número, o que pode demandar um tempo excessivo de computação. Entretanto existe uma maneira sucinta de certificar que aquele número é composto: basta verificar que o produto de 6700417 por 641 é exatamente 4294967297. Assim, se pudermos achar uma certificação, podemos exibir efetivamente sua validade. Achá-la pode ser extremamente difícil, no entanto. A fatoração de 4294967297 foi encontrada por Leonard Euler em 1732, noventa e dois anos após Pierre de Fermat ter conjecturado erroneamente que tal número era primo. 

         A classe dos problemas NP é aquela para as quais podemos verificar, em tempo polinomial, se uma possível solução é correta. 

          É evidente que os problemas de classe P estão contidos nos de classe NP. De fato, se um algoritmo pode ser executado em tempo polinomial e tivermos em mãos um possível candidato S à solução, é possível executar o programa, obter uma solução correta C e comparar C com S para certificar que S é de fato solução, tudo em tempo polinomial. 

         O problema P versus NP consiste em demonstrar a seguinte conjectura: P=NP ?

         A classe NP consiste dos algoritmos não-determinísticos polinomiais, e recebe este nome devido a uma formulação equivalente que não usa o conceito de certificação, mas o de decisão de linguagens (discutiremos esta questão no capítulo dedicados ao estudo das máquinas de Turing).

         Procuramos com estas definições responder a uma questão: “uma vez de posse da complexidade de um algoritmo, como reconhecer se ele é ou não eficiente?”. Tal questão na verdade, procura analisar a seguinte afirmativa: um algoritmo é eficiente precisamente quando sua complexidade for um polinômio no tamanho de sua entrada. Esta classificação, certamente não é absoluta, ela pode até ser satisfatória, contudo é aceitável para a grande maioria dos casos. Uma extensão importante deste assunto é saber se no conjunto dos problemas P, exista de complexidade polinomial. Existindo ele será  denominado tratável, e intratável, caso contrário. A idéia seria  que, um problema tratável, pudesse sempre ser resolvido, para entradas e saídas de tamanhos razoáveis, por algum processo automático. Já um algoritmo de complexidade não-polinomial, de algum problema intratável, poderia em alguns casos levar séculos para computar dados de entrada e saída de tamanhos relativamente reduzidos.

         De acordo com a definição, um problema seria considerado tratável, exibindo-se algum algoritmo de complexidade polinomial que o resolvesse. Para verificar que é intratável, há necessidade de provar que todo possível algoritmo que o resolva não possui complexidade polinomial.

         Este trabalho apresenta tais questões culminando na Teoria dos NP-Completos, na qual se estuda a  questão relativa a tratabilidade de problemas. De um modo geral, os problemas serão restritos a uma classe especial de problemas, denominada problemas de decisão.As restrições e extensões de problemas serão também descritas, e o trabalho será fechado com o conceito de algoritmos pseudopolinomiais. 

CAPÍTULO 1

PROBLEMAS DE DECISÃO

                  De um modo geral, um problema algorítmico pode ser caracterizado por um conjunto de todos os possíveis dados do problema, denominado conjunto de dados, e por uma questão solicitada, denominada  objetivo do problema.Os dados específicos que constituem uma entrada formam uma instância do problema. Assim sendo, um problema possui tantas instâncias diferentes quantas são as variações possíveis de seus dados. Assim, por exemplo, “elaborar um algoritmo que encontre uma clique (sub-grafo completo de G com k vértices) de tamanho maior ou igual a k num grafo G dado” pode ser entendido como determinar o conjunto de todos os pares (G, k), onde G é um grafo arbitrário e k é um inteiro positivo arbitrário. Um par específico (G, k), constitui uma instância do problema. O subgrafo encontrado será a solução do problema.

         Há certas classes gerais de problemas algorítmicos: os problemas de decisão, os problemas de localização e os problemas de otimização. Num problema de decisão o objetivo consiste em decidir se a resposta a uma questão será sim ou não. Num problema de localização, o objetivo é localizar uma certa estrutura S que satisfaça ao conjunto de propriedades dadas. Se as propriedades a que S deve satisfazer  envolverem critérios c de otimização, então o problema torna-se de otimização. Observe que é possível formular um problema de decisão cujo objetivo é indagar se existe ou não a mencionada estrutura S, satisfazendo as propriedades dadas.
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         Como exemplo, considere o problema do caixeiro viajante:

         “Suponha que um caixeiro viajante tenha de visitar n cidades diferentes, iniciando e encerrando sua viagem na primeira cidade. Suponha, também, que não importa a ordem com que as cidades são visitadas e que de cada uma delas pode-se ir diretamente a qualquer outra. O problema do caixeiro viajante consiste em descobrir a rota que torna mínima a viagem total”. 

         Se tivermos as cidades A, B, C e D, uma rota que o caixeiro poderia considerar é sair de A para B, dessa vai para C, e daí ba para B e então volte para A.  Existem mais seis rotas possíveis ABCDA, ABDCA, ACBDA, ACDBA, ADBCA e ADCBA.

         Seja um grafo G completo, tal que cada aresta e possui um peso c(e) maior ou igual a zero. Um percurso de caixeiro viajante é simplesmente um ciclo hamiltoniano de G. O peso de um percurso é a soma dos pesos das arestas que o formam. Um percurso de caixeiro viajante ótimo é aquele cujo peso é mínimo. No grafo abaixo, para o caminho a, b, c, d, a   o peso é 16, enquanto que um peso ótimo é a, b, d, c, a de peso 11.
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         Os seguintes problemas associados podem ser formulados:

(1) Problema de decisão: Dados: um grafo G e um inteiro k maior do que zero.

           Objetivo: Verificar se g possui um percurso de caixeiro viajante de peso menor ou

          Ou igual ao valor de k.

(2) Problema de localização: Dado um grafo G e um inteiro k maior do que zero.

Objetivo: Localizar em G, um percurso de caixeiro viajante, de peso menor ou igual ao valor de k.

(3) Problema de otimização: Dados: Um grafo G.

Objetivo: Localizar em G, um percurso de caixeiro viajante que seja ótimo.

         Os três problemas de caixeiro viajante, acima, estão obviamente relacionados. Suponha que o Problema de Otimização respectivo seja resolvido e denomina por Q o percurso ótimo encontrado. Então Q pode ser utilizado para resolver o Problema de Localização associado, da seguinte maneira: Seja c (Q) o peso do percurso Q. Note que c (Q) pode ser obtido facilmente (somando os pesos das arestas) de Q. Então se c (Q) ( k, Q é também uma solução para o Problema de Localização. Caso contrário, c (Q) > k e não existe em G percurso de caixeiro viajante de peso ( k. Obviamente, isto resolve também o Problema de Decisão associado. Então, para o caso de caixeiro viajante, o Problema de Decisão é de dificuldade não maior do que o de Localização, e este de dificuldade não maior do que o de Otimização. Aliás, é natural que assim o seja. Contudo é bastante menos intuitiva que, também em diversos casos, os problemas de otimização e localização apresentem ambos dificuldade não maior do que o da decisão associado.

Os problemas em discussão neste capítulo serão todos de decisão. Uma justificativa para esta escolha é que, em geral, o problema de decisão é o mais simples dentre os três associados. Por isso, alguma prova de sua possível intratabilidade pode ser estendida aos outros casos.

A notação ¶ (D, Q) será utilizada para representar um problema de decisão ¶. D representa o conjunto de dados e Q a questão (decisão) correspondente. Quando conveniente, utiliza-se ¶ (I) para denotar o problema ¶ (D, Q) aplicado à instância I ( D.

CAPÍTULO 2

A complexidade computacional do problema do caixeiro viajante 

         O problema do caixeiro é um clássico exemplo de problema de otimização combinatória.          A primeira coisa que podemos pensar para resolver esse tipo de problema é reduzi-lo a um problema de enumeração: achamos todas as rotas possíveis e, usando um computador, calculamos o comprimento de cada uma delas e então vemos qual a menor. 

          É claro que se acharmos todas as rotas,   podermos dizer que estamos reduzindo o problema de otimização a um de enumeração . 

         Para acharmos o número R( n ) de rotas para o caso de n cidades, basta fazer um raciocínio combinatório simples e clássico. Por exemplo, no caso de n = 4 cidades, a primeira e a última posições são fixas, de modo que elas não afetam o cálculo; na segunda posição podemos colocar qualquer uma das três cidades restantes B, C e D, e uma vez escolhida uma delas, podemos colocar qualquer uma das duas restantes na terceira posição; na quarta posição não teríamos nenhuma escolha, pois sobrou apenas uma cidade; conseqüentemente, o número de rotas é 3 x 2 x 1 = 6, resultado que tínhamos obtido antes contando diretamente a lista de rotas acima.


         De modo semelhante, para o caso de n cidades, como a primeira é fixa, o leitor não terá nenhuma dificuldade em ver que o número total de escolhas que podemos fazer é (n-1) x (n-2) x ... x 2 x 1. De modo que, usando a notação de fatorial: R( n ) = ( n - 1 )!. 

         Assim que nossa estratégia reducionista consiste em gerar cada uma dessas R( n ) = ( n - 1 )! rotas, calcular o comprimento total das viagens de cada rota e ver qual delas tem o menor comprimento total. Trabalho fácil para o computador, diria alguém. Bem, talvez não. Vejamos o porquê. 
         Suponhamos temos um muito veloz computador, capaz de fazer um bilhão de adições por segundo. Isso parece uma velocidade imensa, capaz de tudo. Com efeito, no caso de 20 cidades, o computador precisa apenas de 19 adições para dizer qual o comprimento de uma rota e então será capaz de calcular 109 / 19 = 53 milhões de rotas por segundo. Contudo, essa imensa velocidade é um nada frente à imensidão do número 19! de rotas que precisará examinar. Com efeito, acredite se puder, o valor de 19! é 121 645 100 408 832 000 ( ou , aproximadamente, 1.2 x 1017 em notação científica ). 

        Conseqüentemente, ele precisará de  1.2 x 1017 / ( 53 milhões ) = 2.3 x 109 segundos para completar sua tarefa, o que equivale à cerca de 73 anos . 

         O problema é que a quantidade ( n - 1 )! cresce com uma velocidade alarmante, sendo que muito rapidamente o computador torna-se incapaz de executar o que lhe pedimos. Constate isso mais claramente na tabela a seguir:

	n
	Rotas por segundo
	(n - 1)!
	Cálculo total

	5
	250 milhões
	24
	insignificante

	10
	110 milhões
	362 880
	0.003 seg

	15
	71 milhões
	87 bilhões
	20 min

	20
	53 milhões
	1.2 x 1017
	73 anos

	25
	42 milhões
	6.2 x 1023
	470 milhões de anos



         Observe que o aumento no valor do n provoca uma muito lenta diminuição na velocidade com que o computador calcula o tempo de cada rota ( ela diminui apenas de um sexto ao n aumentar de 5 para 25 ), mas provoca um imensamente grande aumento no tempo total de cálculo. Em outras palavras: a inviabilidade computacional é devida à presença da fatorial na medida do esforço computacional do método da redução. Com efeito, se essa complexidade fosse expressa em termos de um polinômio em n o nosso computador seria perfeitamente capaz de suportar o aumento do n. Confira isso na seguinte tabela que corresponde a um esforço computacional polinomial R(n) = n5: 

	n
	Rotas por segundo
	n 5
	Cálculo total

	5
	250 milhões
	3 125
	insignificante

	10
	110 milhões
	100 000
	insignificante

	15
	71 milhões
	759 375
	0.01 seg

	20
	53 milhões
	3 200 000
	0.06 seg

	25
	42 milhões
	9 765 625
	0.23 seg



         Então o método reducionista não é prático ( a não ser para o caso de muito poucas cidades ), mas será que não se pode inventar algum método prático ( por exemplo, envolvendo esforço polinomial na variável número de ) para resolver o problema do caixeiro? 

         Bem, apesar de inúmeros esforços, ainda não foi achado um tal método e começa-se a achar que o mesmo não existe. 

         A existência ou não de um método polinomial para resolver o problema do caixeiro viajante é um dos grandes problemas em aberto da Matemática na medida em que S. A. COOK ( 1971 ) e R. M. KARP ( 1972 )) mostraram que uma grande quantidade de problemas importantes ( como é o caso de muitos tipos de problemas de otimização combinatória, o caso do problema da decifragem de senhas criptografadas com processos modernos como o DES, etc ) podem ser reduzidos, em tempo polinomial, ao problema do caixeiro. 
         Conseqüentemente: se descobrirmos como resolver o problema do caixeiro viajante em tempo polinomial,  ficaremos sendo capazes de resolver, também em tempo polinomial, uma grande quantidade de outros problemas matemáticos importantes.  Por outro lado, se um dia alguém provar que é impossível resolver o problema do caixeiro em tempo polinomial no número de cidades, também se terá estabelecido que uma grande quantidade de problemas importantes não tem solução prática.


         Costuma-se resumir essas propriedades do problema do caixeiro dizendo que ele pertence à categoria dos problemas NP - completos.

CAPÍTULO 3

A MÁQUINA DE TURING E OS PROBLEMAS P E NP

          Máquinas de Turing  são computadores teóricos que expressam a linguagem da computação. Tais máquinas parecem capturar completamente o sentido do termo computação. 

                  Em 1936, com a idade de 24 anos, Alan M. Turing consagrou-se como um dos maiores matemáticos do seu tempo quando fez antever aos seus colegas que era possível executar operações computacionais sobre a teoria dos números por meio de uma máquina que tivesse embutidas as regras de um sistema formal. Embora propriamente não existisse tal máquina, Turing enfatizou desde o início que tais mecanismos poderiam ser construídos. Sua descoberta abriu uma nova perspectiva no esforço de formalizar a matemática, e, ao mesmo tempo, marcou fortemente a história da computação. 

         Em sua brilhante solução para um dos problemas chave discutidos pelos formalistas, Alan Turing descreveu em termos matematicamente precisos como um sistema formal automático, com regras muito simples de operação, pode ser poderoso. Um sistema formal automático é um dispositivo físico que manipula automaticamente os símbolos de um sistema formal de acordo com as regras dele. A máquina teórica de Turing era tanto um exemplo da sua teoria da computação como uma prova de que certos tipos de máquinas computacionais poderiam, de fato, serem construídas. 

         Quando ele uniu matemática e lógica na forma de uma máquina, Turing tornou possíveis sistemas processadores de símbolos. Propôs ainda que a grande maioria dos problemas inteligíveis poderiam ser convertidos para a forma "encontre um número n tal que ...". E, mais importante do que esta ligação entre as abstrações do nosso sistema cognoscitivo e a realidade concreta dos números - buscada pelos pesquisadores do campo da inteligência artificial -, foi a descoberta feita por Turing de que os números eram elementos mais importantes como símbolos, neste caso, do que como elementos de cálculo. 

         O que faz o raciocínio humano quando executa um cálculo, perguntou Turing. Ele definiu que os cálculos mentais consistem de operações para transformar números em uma série de estados intermediários que progridem de um para outro de acordo com um conjunto fixo de regras, até que uma resposta seja encontrada. Algumas vezes usamos papel e lápis para não perdermos o estado dos nossos cálculos. As regras da matemática exigem definições mais rígidas que aquelas descritas nas discussões metafísicas sobre os estados da mente humana, e Turing concentrou-se na definição destes estados de tal maneira que fossem claros e sem ambigüidades, para que tais definições pudessem ser usadas para comandar as operações da máquina. 

         Turing começou com uma descrição precisa de um sistema formal, na forma de "tabela de instruções" que descreviam quais movimentos a fazer para qualquer configuração possível dos estados no sistema. Ele então provou que a descrição destas informações, que os passos de um sistema axiomático formal semelhante à lógica, e o estados da máquina que fazem os "movimentos" em um sistema formal automático são equivalentes entre si. Estes conceitos estão todos subjacentes na tecnologia atual dos computadores digitais, que foram possíveis somente uma década depois da publicação de Turing. 

         O processo computacional foi graficamente mostrado no artigo de Turing quando ele pediu ao leitor que considerasse em dispositivo que pudesse ler e escrever símbolos em uma fita que estava dividida em quadrados.

         Uma cabeça de leitura/gravação se moveria em qualquer direção ao longo da fita, um quadrado por vez, e uma unidade de controle poderia interpretar uma lista de instruções simples sobre leitura e gravação de símbolos nos quadrados, movendo-se ou não para a direita ou esquerda. O quadrado que é "lido" em cada etapa é conhecido como "quadrado ativo". A regra que está sendo executada determina o que se convencionou chamar 'estado' da máquina. A fita é potencialmente infinita. 

         Imagine os símbolos "I" e "-" (branco). Suponha que o dispositivo possa limpar qualquer um deles quando ele os lê em um quadrado ativo e trocá-lo por outro (i.é., apagar "I" e substituir por "-" e vice-versa). Lembre-se que o dispositivo pode mover a cabeça de leitura/gravação para a direita ou esquerda, de acordo com instruções interpretadas pela unidade de controle. As instruções podem limpar um símbolo, escrevê-lo ou deixá-lo como está, de acordo com o símbolo lido. 

         Qualquer tipo de "jogo" pode ser elaborado usando estas regras, não tendo necessariamente algum significado. Uma das primeiras coisas que Alan Turing demonstrou foi que alguns "jogos" construídos sob estas regras podem ser sofisticados, considerando a simplicidade destas operações primitivas. 

         Dado um quadrado que seja uma posição inicial de uma seção da fita preenchida por quaisquer caracteres ou branca, o dispositivo executa ações especificadas por uma lista de regras, seguindo-as uma por vez até chegar àquela que force sua parada (se não há uma instrução explícita na tabela para uma determinada configuração da fita, então não há nada que a máquina possa fazer quando alcança aquela configuração, encerrando a execução, portanto). 

       Cada instrução - ou regra - estabelece uma ação a ser executada se houver determinado símbolo no quadrado ativo no tempo em que é lido. No nosso caso vamos estabelecer 4 diferentes tipos de regra: 

· Substituir - (branco) por símbolo 

· Substituir símbolo por - (branco) 

· Ir um quadrado para a direita 

· Ir um quadrado para a esquerda 

        Um exemplo de instrução seria: "Se houver um I no quadrado ativo, substitua-o por -". Esta instrução faz a máquina executar a segunda ação da lista acima. Para se elaborar um "jogo" nós necessitamos fazer uma lista que especifique o número da regra que se deve observar no momento atual, e, de alguma forma, qual será a próxima. Cada regra desta lista será composta pela seguinte seqüência: o número da regra - estado da máquina -, um caractere/branco para comparação, próximo estado e ação (novo símbolo que irá para o quadrado ou movimentar para direita (>)/esquerda (<) cabeça de leitura/gravação).

         Segue abaixo uma lista de regras - código e descrição - que dirão a uma máquina de Turing como desenvolver um determinado "jogo": 

1 I 2 - 

Estado 1: se há um I no quadrado ativo, substitua-o por - e vá para estado 2; 

2 - 3 > 

Estado 2: se há um - no quadrado ativo, vá para estado 3 e ande um quadrado a direita; 

3 I 3 > 

Estado 3: se há um I no quadrado ativo, vá para estado 3 e ande um quadrado a direita; 

3 - 4 > 

Estado 3: se há um - no quadrado ativo, vá para estado 4 e ande um quadrado a direita; 

4 I 4 > 

Estado 4: se há um I no quadrado ativo, vá para estado 4 e ande um quadrado a direita; 

4 - 5 I 

Estado 4: se há um - no quadrado ativo, substitua-o por I vá para estado 5; 

5 I 5 > 

Estado 5: se há um I no quadrado ativo, vá para estado 5 e ande um quadrado a direita; 

5 - 6 I 

Estado 5: se há um - no quadrado ativo, substitua-o por I vá para estado 6; 

6 I 6 < 

Estado 6: se há um I no quadrado ativo, vá para estado 6 e ande um quadrado a esquerda; 

6 - 7 < 

Estado 6: se há um - no quadrado ativo, vá para estado 7 e ande um quadrado a esquerda; 

7 I 8 < 

Estado 7: se há um I no quadrado ativo, vá para estado 8 e ande um quadrado a esquerda; 

8 I 8 < 

Estado 8: se há um I no quadrado ativo, vá para estado 8 e ande um quadrado a esquerda; 

8 - 1 > 

Estado 8: se há um - no quadrado ativo, vá para estado 1 e ande um quadrado a direita; 

         Note que se houver um branco no quadrado ativo quando os estados forem 1 ou 7, ou se há um I no quadrado ativo quando o estado da máquina é 2, ela pára, pois não saberia o que fazer. 

       O jogo neste caso é duplicar uma sequência de Is que estejam na fita. Se a fita contiver I I I I, no final conterá I I I I I I I I. Para se jogar (em termos mais técnicos diríamos executar o programa descrito na lista de regras) é necessário especificar uma configuração inicial na fita, qual o quadrado inicial ativo e o estado inicial da máquina. Quando a máquina começar a executar, ela, a partir do estado inicial e do quadrado ativo seguirá a sequência (lógica) de regras que darão o produto final.     Que ligação afinal existe entre máquinas de Turing e linguagens? 

         Em termos breves, se L é uma linguagem sobre um alfabeto S, isto é, se L é um subconjunto finito de seqüências de letras de S, dizemos que uma máquina de Turing M aceita a linguagem L se para toda palavra construída com as letras de S colocada como entrada (input), após o processamento M entra em um estado de aceitação (respondendo de algum modo sim) se a palavra pertencer à linguagem. A palavra é recusada por M se, após o processamento M entra num estado de rejeição (respondendo não de algum modo) ou se ela falhar em completar seu processo computacional. 

         Neste contexto, o problema P versus NP assume a seguinte forma:  É verdade que toda linguagem aceita em tempo polinomial por uma máquina de Turing não-determinística é também aceita, em tempo polinomial, por uma máquina determinística?    

        Quais conseqüências à resolução positiva desta conjectura pode trazer? Destacamos apenas três: 

· a existência de algoritmos úteis para uma série de problemas computacionais práticos nas indústrias; 

· a destruição da segurança nas transações financeiras feitas eletronicamente; 

· a quebra do sigilo de trocas de informações diplomáticas, Internet, etc.

         A possível destruição dos códigos de segurança se deve ao fato de que as maiorias dos algoritmos criptográficas são construídas sobre a hipótese da impossibilidade de uma criptoanálise em tempo polinomial.

         Finalmente gostaríamos de destacar uma importante subclasse dos problemas NP, que são os problemas NP-completos. Leonid Levin  e Steve Cook observaram que, dentre os problemas NP, existem alguns que são mais difíceis do que outros, no sentido de que, se pudermos resolver um desses problemas em tempo polinomial, então todos os problemas em NP também podem ser resolvidos em tempo polinomial. Assim a classe dos problemas NP-completos é o subconjunto dos "mais difíceis" problemas não-determinísticos polinomiais. Atualmente são conhecidas umas quantidades enormes de problemas NP-completos, mas o mais famoso deles talvez seja o Problema do Caixeiro Viajante, também designado por TSP (Traveling Salesman Problem): 

Um viajante necessita visitar n cidades. As distâncias entre estas cidades são conhecidas. Começando inicialmente em uma cidade Ci , ele visita todas as outras cidades e retorna a Ci. Suponhamos que o orçamento disponível permita ao viajante se deslocar até uma distância k. Existe uma rota que passe por todas as cidades e tenha comprimento menor do que k?

         A solução deste problema, por ser ele NP-completo, pode levar à destruição de quase todos os sistemas de segurança eletrônicos do mundo.

CAPÍTULO 4

AS DEFINIÇÕES FORMAIS

         Conforme mencionado , um algoritmo eficiente é aquele cuja complexidade é uma função polinomial nos tamanhos dos dados de entrada. Observe que para um problema de decisão, o tamanho da saída é constante, o que possibilita ignorá-lo. Por exemplo, se n for o tamanho da entrada, algoritmos cujas complexidades sejam 0(1), 0(n), 0(n2 log n) ou 0 (n10), seriam todos classificados como eficientes. Por outro lado, complexidades como, por exemplo, 0 (2n) ou 0 (n!) corresponderiam a algoritmos não eficientes.

Observe que o critério acima da avaliação de eficiência, certamente, não é absoluto. Por exemplo, considere dois algoritmos A e B, de complexidades 0(n10) e 0 (2n), respectivamente, para um mesmo problema ¶. O algoritmo A seria eficiente e B não eficiente. Suponha que A e B utilizem exatamente n10 e 2n passos, respectivamente, e ainda que ambos sejam implementados em um computador que efetua um passo em cada milissegundo. Para uma instância de ¶ em que n = 2, o algoritmo “eficiente” levaria        210 = 1024 milissegundos, enquanto o “não eficiente” terminaria em 22 = 4 milissegundos. Contudo, é fácil verificar que quando n cresce, o algoritmo A melhora a sua performance em relação a B e a partir de certo ponto se torna, obviamente, mais eficiente.

O exemplo acima, com n = 2, contudo, constitui exceção. Para a grande maioria dos casos práticos, os algoritmos de complexidade polinomial são, de um modo geral, eficientes. Enquanto que os de complexidade não polinomial não o são.

Para maior simplicidade de expressão um algoritmo será denominado polinomial (exponencial) quando sua complexidade for uma função polinomial (exponencial) nos tamanhos dos dados de entrada.

A adoção do critério acima de classificação de algoritmos quanto a sua eficiência foi também motivada por outros fatores. Por exemplo, as expressões de complexidade dos algoritmos polinomiais são freqüentemente polinômios de baixo grau. Isto é, são mais raras complexidades como 0 (n10) ou 0 (n12). São comuns outras como 0(n), 0 (n log n) ou 0 (n2). Um outro argumento diz respeito ao modelo de computação correspondente à medida de complexidade. Como foi observado no capítulo 1, a idéia de passo de um algoritmo é fundamental para a conceituação de sua complexidade. E esta idéia está relacionada ao modelo de computação utilizado. Existem alguns modelos que podem ser considerados como abstrações dos computadores reais . Entre esses, em geral, é preservado o caráter polinomial de algoritmos. Isto é, um algoritmo polinomial, segundo um certo modelo, permaneceria polinomial quando traduzido para um outro. Assim sendo, o conceito de eficiência seria independente do modelo de computação adotado.

Com a motivação acima, define-se a classe P de problemas de decisão como sendo aquela que compreende precisamente aqueles que admitem algoritmo polinomial. Por exemplo, existe um algoritmo  o qual verifica se um grafo é ou não biconexo, em complexidade linear no tamanho do grafo. Logo, o problema Biconectividade pertence à classe P.

Observe que se os algoritmos conhecidos para um certo problema ¶ forem todos exponenciais, não necessariamente ¶ ( P. Se de fato ( ( P então deve existir alguma prova de que todo possível algoritmo para resolver ¶ não é polinomial. Por exemplo, os algoritmos conhecidos até agora para o problema Caixeiro Viajante, são todos exponenciais. Contudo, não é conhecida prova de que seja impossível a formulação de algoritmo polinomial para o problema. Isto é, se desconhece se Caixeiro Viajante pertence ou não a P. Pode-se observar das seções seguintes que esta incerteza quanto à pertinência a P é compartilhada por um grande número de problemas.

CAPÍTULO 5

ALGUNS PROBLEMAS APARENTEMENTE DIFÍCEIS

     Nesta seção apresenta-se uma lista de dez problemas. O primeiro deles é um problema de lógica, envolvendo expressões booleanas. Os demais são problemas conhecidos em grafos. Eles possuem em comum o fato de que são exponenciais todos os algoritmos desenvolvidos, até o momento, para resolver qualquer um deles. E isto, apesar do enorme esforço despendido por muitos, na tentativa de encontrar um algoritmo polinomial que resolvesse algum problema da lista. Por outro lado, também se desconhece até o momento qualquer prova de que tal algoritmo polinomial, de fato, não existia. Recorde-se, da seção anterior, que o problema Caixeiro Viajante possui esta mesma característica. Na realidade, como será observado mais adiante, há uma quantidade muito grande de outros problemas que compartilham, com os da lista abaixo, essa aparente intratabilidade.

PROBLEMA 1: SATISFABILIDADE

DADOS: Uma expressão booleana E na FNC

DECISÃO: E é satisfatível?

Para enunciar o primeiro problema da lista, considere um conjunto de variáveis booleanas x1, x2, x3, ... e denote por 
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seus complementos. Isto é, cada variável xi assume um valor verdadeiro (V) ou falso (F) e xi é verdadeiro se somente se 
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 são denominados literais. Denote por ( e V, respectivamente as operações binárias usuais de conjunção (e) e disjunção (ou). A tabela da figura 7.4 contém a definição dessas operações. Uma cláusula é uma disjunção de literais. Assim, 
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 é uma cláusula. Uma expressão booleana é uma expressão cujos operandos são literais e cujos operadores são conjunções ou disjunções. Uma expressão booleana é dita na forma normal conjuntiva (FNC) quando for uma conjunção de cláusulas. Assim, por exemplo:
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é uma expressão booleana na FNC. Se atribuirmos um valor, verdadeiro ou falso, a cada variável de uma expressão booleana E, pode-se computar o valor (V ou F) de E, calculando-se os resultados das operações (conjunções e disjunções) indicadas na expressão. Assim, por exemplo, para a atribuição x1 = F, x2 = V, x3 = V, a expressão acima na FNC assume o valor V. Sabe-se que toda expressão booleana pode ser colocada na FNC, mediante a aplicação de transformações que preservam o seu valor. Uma expressão booleana é dita satisfatível se existe uma atribuição de valores, verdadeiro ou falso, às variáveis de tal modo que o valor da expressão seja verdadeiro. A expressão do exemplo acima é, pois satisfatível. A expressão (x1) ( 
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 é obviamente não satisfatível, pois qualquer que seja o valor de x1, (x1) ( 
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 assume o valor falso. O problema de satisfabilidade consiste em dada uma expressão booleana na FNC, verificar se ela é satisfatível.
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Conjunção e disjunção

PROBLEMA 2: CONJUNTO INDEPENDENTE DE VÉRTICES

DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0

DECISÃO: G possui um conjunto independente de vértices de tamanho ( k?

Dado um grafo G (V, E) recorda-se que um conjunto independente de vértices é um subconjunto V’ ( V tal que todo par de vértice de V’ não é adjacente. Isto é, se v, w e V’ então (v, w) ( E. Por exemplo, no grafo da figura, {a, c, b, g, h} é um tal conjunto de cardinalidade 5. De fato, o maior desses no grafo da figura. O problema consiste em, dado G, verificar se o mesmo possui um conjunto independente de vértices de cardinalidade pelo menos igual a um valor dado.

PROBLEMA 3: CLIQUE

DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0

DECISÃO: G possui uma clique de tamanho ( k?

[image: image10.wmf] 

Dado um grafo G (V, E) recorde-se que uma clique é um subconjunto V’ ( V tal que todo par de vértices de V’ é adjacente. Isto é, se v, w ( V’ então (v, w) ( E. Tal subconjunto induz pois um subgrafo completo. No grafo da figura, {d, b, e} é uma clique de cardinalidade 3. De fato, a maior desse grafo. O problema em questão consiste em dado G, verificar se o mesmo possui uma clique de cardinalidade pelo menos igual a um valor dado.

PROBLEMA 4: COBERTURA DE VÉRTICES

DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0

DECISÃO: G possui uma cobertura de vértices de tamanho ( k?

Para um grafo G (V, E), um subconjunto V’ ( V é chamado cobertura de vértices quando toda aresta de G possuir (pelo menos) um de seus extremos em V’. Isto é, se (v, w) ( E então v ou w ( V’. Por exemplo, V’ = {d, f, e} é uma cobertura de vértices de tamanho 3, do grafo da figura. E, de fato, a  cobertura de tamanho mínimo. O problema consiste em verificar se um grafo dado possui uma cobertura de vértices de tamanho no máximo igual a um valor dado.

PROBLEMA 5: CICLO HAMILTONIANO DIRECIONADO

DADOS: Dígrafo F

DECISÃO: D possui um ciclo hamiltoniano?

Recorda-se que um ciclo de um dado dígrafo D é dito hamiltoniano quando ele contém exatamente uma vez cada vértice de D. O ciclo a, b, d, f, g e c, a do dígrafo da figura (a) é obviamente hamiltoniano, enquanto que o dígrafo da figura (b) não possui tal ciclo. O presente problema consiste em reconhecer dígrafos hamiltonianos.

PROBLEMA 6: CICLO HAMILTONIANO NÃO DIRECIONADO

DADOS: Grafo G

DECISÃO: G possui um ciclo hamiltoniano?

Este problema é análogo ao anterior, exceto que o grafo não é direcionado.

PROBLEMA 7: CONJUNTO DE ARESTAS DE REALIMENTAÇÃO

DADOS: Dígrafo D e inteiro k > 0

DECISÃO: D possui um conjunto de arestas de realimentação de tamanho ( k?

Para um dígrafo D (V, E), um conjunto de arestas de realimentação é um subconjunto E’ ( E tal que cada ciclo (direcionado) de D possui (pelo menos) uma aresta de E’. Ou seja, D (V, E – E’) é acíclico. Na figura  (b), pode-se verificar que E’ = {(a, d), (f, h), (b, e)} é um conjunto de arestas de realimentação, pois todo ciclo do dígrafo exemplo contém pelo menos uma dessas três arestas. O presente problema consiste em verificar se um dado dígrafo possui um conjunto de arestas de realimentação de tamanho no máximo igual a um valor dado.

PROBLEMA 8: CONJUNTO DE VÉRTICES DE REALIMENTAÇÃO

DADOS: Dígrafo D, número k > 0.

DECISÃO: D possui um conjunto de vértices de realimentação de tamanho ( k?

Este problema é análogo ao anterior, exceto que as arestas do conjunto E’ são substituídas por vértices. Assim sendo, para um dígrafo D (V, E) um conjunto de vértices de realimentação é um subconjunto V’ ( V tal que todo ciclo de D possui um vértice em V’. Ou seja, retirando-se os vértices V’ de D, este se torna acíclico. No dígrafo da figura (b) V’ = {b, h} é um conjunto de vértices de realimentação, de tamanho 2.

PROBLEMA 9: COLORAÇÃO

DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0

DECISÃO: G possui uma coloração com um número ( k de cores?

Recorde-se que uma coloração de um grafo G (V, E) é uma atribuição de cores aos vértices de G, de tal modo que vértices adjacentes possuam cores diferentes. O problema em questão consiste em dado um grafo G, verificar se o mesmo admite uma coloração que utiliza no máximo com número prefixado k de cores.

PROBLEMA 10: ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS

DADOS: Grafos G1, G2
DECISÃO: G1 contém um subgrafo isomorfo a G2?

Considere agora dois grafos G1 (V1, E) e G2 (V2, E2). Um subgrafo S (Ví, Eí) de G1 é dito isomorfo a G2 quando existe uma função unívoca f : Ví ( V2 que preserva adjacência. Isto é, (v, w) ( Eí se e somente se (f (v), f (w)) ( E2. Por exemplo: o subgrafo induzido pelos vértices {a, b, c, d, e} do grafo da figura  (a) é isomorfo ao grafo da figura (b). O problema presente consiste em, dados os grafos G1 e G2, verificar se G1 contém um subgrafo isomorfo a G2.


Problema de Decisão: Existe estrutura S que satisfaça a propriedade P ?


Problema de Localização: Encontrar uma estrutura S que satisfaça uma propriedade P.


Problema de Otimização: Encontrar uma estrutura S que satisfaça critérios de otimização.
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