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CAPÍTULO 6

A CLASSE NP

Considere um problema de decisão ¶. Se ¶ for solúvel através da aplicação de algum processo, então necessariamente existe uma justificativa para a solução de ¶. Essa justificativa pode ser representada por um determinado conjunto de argumentos, os quais, quando interpretados convenientemente, podem atestar a veracidade da resposta SIM ou NÃO dada ao problema.

Considere agora o problema Ciclo Hamiltoniano anterior, onde o objetivo é decidir se um grafo G possui ou não ciclo hamiltoniano. Uma justificativa para a resposta SIM pode ser obtida, por exemplo, exibindo-se um ciclo C de G e reconhecendo-se que C é de fato hamiltoniano (ou seja, de que C é um ciclo e que contém todos os vértices de G, exatamente uma vez cada). Uma justificativa para a resposta NÃO pode ser apresentada, por exemplo, listando-se todos os ciclos simples de G e verificando-se que nenhum deles é hamiltoniano. Por exemplo, a resposta ao problema Ciclo Hamiltoniano para o grafo da figura (a) é SIM. Como justificativa pode ser exibido o ciclo a, b, c, d, e, f, a Verifica-se que o mesmo é hamiltoniano. Por outro lado, a resposta para o grafo da figura (b) é NÃO. Como justificativa pode ser apresentada a seguinte lista de ciclos: {a, b, c, a;  e, c, d, e;  e, c, f, e;  e, d, c, f, e}. Verifica-se que esta lista contém todos os ciclos simples do grafo e que nenhum deles é hamiltoniano.

Como ilustração adicional, considere o problema Clique, onde o objetivo é decidir se um dado grafo G contém uma clique de tamanho ( k, onde k > 0 é um inteiro dado. Uma justificativa para uma resposta SIM pode ser obtida exibindo-se uma clique P de tamanho ( k. Efetua-se então uma verificação para reconhecer (i) que P de fato é uma clique (ou seja, todo par de vértices de P é adjacente em G) e (ii) que 
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. Uma justificativa para uma resposta NÃO pode consistir de uma lista de todas as cliques de G. Efetua-se então uma verificação para confirmar que a lista de fato está completa e que o tamanho de cada clique é < k.

Observe que o processo acima de justificar respostas a problemas de decisão se compõe de duas fases distintas:

FASE 1: EXIBIÇÃO

Consiste em exibir a justificativa

FASE 2: RECONHECIMENTO

Consiste em verificar que a justificativa apresentada (no passo de exibição) é, de fato, satisfatória.
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Seja, novamente, o problema Ciclo Hamiltoniano para o grafo da figura (a), cuja solução é SIM. Na justificativa, o passo de exibição consiste da seqüência C de vértices a, b, c, d, e, f, a. O passo de reconhecimento consiste em verificar se C é de fato um ciclo hamiltoniano. Como visto, o processo de reconhecimento é simples. Basta atestar: (i) C é um ciclo, e (hei) C contém cada vértice de G exatamente uma vez cada. O algoritmo correspondente ao processo é facilmente implementável em tempo polinomial no tamanho do grafo.

Retorne agora ao problema Ciclo Hamiltoniano para o grafo da figura (b), cuja solução é NÃO. O passo de exibição da justificativa é o conjunto das 4 seqüências: {a, b, c, a;  e, c, d, e;  e, c, f, e;  e, d, c, f, e}, conforme indicado. O passo de reconhecimento consiste em comprovar que (i) cada seqüência de vértices é um ciclo não hamiltoniano e (ii) todo ciclo simples de G está presente na seqüência exibida. O algoritmo de reconhecimento não é tão simples quanto aquele da justificativa SIM. A operação (i) deve ser realizada para cada ciclo exibido (ao contrário do caso anterior que requeria verificações sobre um único). Para comprovar (ii) uma idéia seria enumerar todos os ciclos do grafo G. Como o número total de ciclos pode ser exponencial com o tamanho G, esse algoritmo é de natureza exponencial. Até o momento, é desconhecido se existe algum outro processo para justificar a resposta NÃO, a Ciclo Hamiltoniano, tal que o passo de reconhecimento corresponda a um algoritmo polinomial.

Define-se então a classe NP como sendo aquela que compreende todos os problemas de decisão ¶, tais que existe uma justificativa à resposta SIM para ¶, cujo passo de reconhecimento pode ser realizado por um algoritmo polinomial no tamanho da entrada de ¶.

Ressalte-se na definição da classe NP, que não exige uma solução polinomial para (. Além disso, para existir algoritmo de reconhecimento polinomial é necessário (mas não suficiente) que o tamanho da justificativa, dada pelo passo de exibição, seja polinomial no tamanho da entrada do problema. Por exemplo, a justificativa NÃO apresentada ao problema Ciclo Hamiltoniano, cuja entrada é o grafo da figura (b), teve como passo de exibição uma lista de todos os seus ciclos. Conforme foi mencionado, o número de ciclos de um grafo G pode ser exponencial no tamanho de G. Portanto, essa justificativa é longa demais, o que implica que qualquer algoritmo de reconhecimento é exponencial no tamanho da entrada (apesar de existir algoritmo que seja polinomial no tamanho da justificativa). Ainda em relação à definição de NP, observe que nada se exige da justificativa NÃO. De fato, há problemas de NP que admitem algoritmos polinomiais para suas justificativas NÃO. Como há também aqueles para os quais tais algoritmos não são conhecidos.

Os exemplos de problemas pertencentes à classe NP são inúmeros. A justificativa SIM dada a Ciclo Hamiltoniano possui como passo de reconhecimento um algoritmo polinomial no tamanho da entrada do grafo. Logo, Ciclo Hamiltoniano pertence a NP.

Para verificar se um problema ¶ pertence ou não a NP procede-se da seguinte maneira:

(1) Define-se uma justificativa J conveniente para a resposta SIM ao problema;

(2) Elabora-se um algoritmo para reconhecer se J está correta. A entrada desse algoritmo consiste de J e da entrada de ¶.

Se o algoritmo resultante do passo (2) for polinomial no tamanho da entrada de (, então ( pertence a NP. O caso contrário, naturalmente, não implica necessariamente em não pertinência a NP.

Como ilustração do processo, mostra-se abaixo que os problemas Satisfabilidade, Conjunto Independente de Vértices e Cobertura de Vértices pertencem a NP. Aliás, todos os demais problemas apresentados na seção anterior também pertencem.

PROBLEMA: SATISFABILIDADE

DADOS: Uma expressão E na FNC

DECISÃO: E é satisfatível?

JUSTIFICATIVA SIM:

(1) EXIBIÇÃO: A expressão booleana E e uma atribuição para cada variável de E.

(2) ALGORITMO DE RECONHECIMENTO: Substitui-se em E cada variável pelo seu valor atribuído (V ou F). É imediato se concluir que a justificativa está correta se e só se cada cláusula de E possuir pelo menos uma variável com atribuição V.

CONCLUSÃO: O algoritmo de (2) é polinomial no tamanho dos dados de SATISFABILIDADE. Logo, este problema pertence a NP.

PROBLEMA: CONJUNTO INDEPENDENTE DE VÉRTICES

DADOS: Um grafo G (V, E) e um inteiro k > 0

DECISÃO: G possui um conjunto independente de vértices, do tamanho ( k?

JUSTIFICATIVA SIM:

(1) EXIBIÇÃO: O grafo G e um subconjunto de vértices V’ ( V.

(2) ALGORITMO DE RECONHECIMENTO: Examina-se cada lista de adjacência A (v’), v’ ( V’, para verificar se todo w ( A (v’) é tal que w ( V’. Seja agora 
[image: image2.wmf] 

V'

  

  

k'

=

. É imediato concluir que justificativa está correta se e só se essas verificações forem satisfeitas, e, além disso, k’ ( k.

CONCLUSÃO: O algoritmo (2) é polinomial no tamanho dos dados de CONJUNTO INDEPENDENTE DE VÉRTICES. Logo, pertence a NP.

PROBLEMA: COBERTURA DE VÉRTICES

DADOS: Um grafo G (V, E) e um inteiro k > 0

DECISÃO: G possui uma cobertura de vértices de tamanho ( k?

JUSTIFICATIVA: SIM

(1) EXIBIÇÃO: O grafo G e um subconjunto de vértices V’ ( V.

(2) ALGORITMO DE RECONHECIMENTO: Examina-se cada aresta (v, w) ( E com o intuito de verificar se v ou w ( V’. Seja agora 
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. É imediato concluir que a justificativa está correta se e só se as verificações forem todas satisfeitas, e, além disso, k’ ( k.

CONCLUSÃO: O algoritmo (2) é polinomial no tamanho dos dados COBERTURA DE VÉRTICES. Logo, pertence a NP.

Com essa mesma idéia, pode-se provar que todos os problemas apresentados na seção anterior pertencem a NP. E além daqueles, muitos outros. Contudo, existem também diversos problemas para os quais se desconhece sua pertinência ou não a essa classe. Um exemplo é a Clique Máxima abaixo.

PROBLEMA: CLIQUE MÁXIMA

DADOS: Um grafo G (V, E) e um inteiro k > 0

DECISÃO: A clique de tamanho máximo de G possui k vértices?

Uma maneira de justificar uma resposta SIM ao problema acima pode ser assim descrita. No passo de exibição apresenta-se um conjunto S contendo todas as cliques maximais de G. No passo de reconhecimento, comprova-se que S contém de fato exatamente cada clique maximal de G. Seja k’ o tamanho da maior clique de S. Obviamente, a justificativa está correta se e só se k = k’. Como o tamanho de S pode ser exponencial no de G, este algoritmo é também exponencial. A conclusão natural é que a justificativa apresentada não permite afirmar que Clique Máxima pertence a NP. Isto não exclui a possibilidade de existir alguma outra que assim o permita. Contudo, tal justificativa não foi encontrada até o momento, mas também não foi provado que ela não possa existir. Conseqüentemente, não é conhecido se Clique Máxima pertence ou não a NP. Todas as evidências, no entanto, conduzem à conjectura de que Clique Máxima ( NP.

Finalmente, embora não considerados neste texto, menciona-se que existem problemas para os quais são conhecidas provas de não pertinência a NP.

CAPÍTULO 7

A QUESTÃO P=NP

         Nessa seção discutem-se relações entre as classes P e NP. O lema seguinte é imediato.

Lema: P ( NP.

Prova

Seja ¶ ( P um problema de decisão. Então existe um algoritmo ( que apresenta a solução de ¶, em tempo polinomial no tamanho de sua entrada. Em particular, ( pode ser utilizado como algoritmo de reconhecimento para uma justificativa à resposta SIM de ¶. Logo, ¶ ( NP.

A pergunta natural seguinte seria P ( NP? Ou seja, existe algum problema na classe NP que seja intratável? Ou, caso contrário, todo problema em NP admite necessariamente algoritmo polinomial? Isto é, a exigência de que uma justificativa SIM pode ser reconhecida em tempo polinomial é suficiente para garantir a existência de um algoritmo polinomial?

Até o momento não se conhece a resposta a essa pergunta. Todas as evidências apontam na direção P ( NP. Um argumento em favor dessa conjectura é que a classe NP incorpora um grande número de problemas, para os quais inúmeros pesquisadores já desenvolveram esforços para elaborar algoritmos eficientes. Apesar deste fato não foi possível a formulação de algoritmos polinomiais para qualquer deles. Os problemas desse conjunto pertenceriam então NP – P. Mais a frente, serão desenvolvidos argumentos adicionais que reforçam a idéia de que P ( NP.

Uma outra questão, dessa vez simples de ser respondida, é a seguinte: Deseja-se saber quão complexo pode ser um problema da classe NP. Ou seja, admitindo que P ( NP, seria possível ao menos resolver em tempo exponencial todo problema da classe NP? O lema abaixo responde afirmativamente a esta pergunta.

Lema:

Seja ¶ ( NP um problema de decisão. Então uma resposta SIM ou NÃO para ¶ pode ser obtida em tempo exponencial com o tamanho de sua entrada.

Prova

Se ¶ ( NP, então existe um algoritmo ( que reconhece se é verdadeira uma justificativa J para a resposta SIM a ¶, tal que ( possui complexidade c(, polinomial no tamanho da entrada de ¶. Seja k o tamanho de J, o qual é necessariamente também polinomial na entrada de (. Ora, J é escrita através de uma seqüência apropriada que contém letras, números ou símbolos especiais. Existe um conjunto A de cardinalidade fixa o qual contém todos os elementos que podem compor J. A idéia é gerar todas as seqüências possíveis de comprimento k que podem ser formadas com elementos de ª Para cada uma dessas seqüências aplica-se o algoritmo (. Então ( possui respostas SIM se e somente se pelo menos uma das saídas de ( for SIM. ( é aplicado um total de 
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 vezes. Portanto, foi descrito um algoritmo para ( de complexidade 
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