Conjuntos Independentes
e Cliques



Conjuntos independentes

e Conjunto independente
e \alpha(G) conjunto independente maximo
e Cobertura das arestas por vértices =

cobertura de veértices = cobertura

o conjunto de vertices incidentes a todas as arestas
o \beta(G) cobertura minima



Teorema 7.1: S € um conjunto independente
de G sse V \ S é uma cobertura de vertices.

e S € um conjunto independente sse cada

aresta tem pelo menos um extremoem V \ S
e Q.E.D.



Corolario 7.1 \alpha(G) + \beta(G) = n

e Seja S um conj independente maximo e K
uma cobertura minima. Pelo Teo 7.1,V \ S
€ uma cobertura. Portanto

e n-\beta = |V \K]| <=\alpha

n -\alpha = |V \ S| >= \beta

e Q.E.D.



\alpha'(G) emparelhamento maximo
Cobertura dos vértices por arestas =

cobertura de arestas

o conjunto de arestas incidentes a todas os vertices
o \beta'(G)

O Teo 7.1 vale para arestas”?
© Nhao
mas o Cor 7.1, sim



Teorema 7.2 (Gallai, 1959) (analogo ao
Corolario 7.1) Se \delta > 0, entao \alpha' +
\beta' = n

e Seja |[M| =\alpha' um emparelhamento
maximo de G e U o conjunto de vértices M-
iInsaturados.



Entao existe um conjunto de arestas E' de
tamanho |U|, uma incidente a cada vertice
de U. M U E' € uma cobertura de arestas de
G

portanto \beta' <= |M U E'| =

\alpha' + (n - 2\alpha') = n - \alpha'

ou \alpha' + \beta' <=n



Agora seja |L| = \beta' uma cobertura de
arestas minima de G.

Seja H=G[L] e M um emp max de H.

Seja U os M-insaturados de H (V(G) = V(H)).
H[U] nao tem arestas portanto



L[ - IM| =L -M[=[U]=n-2|M|
L[+ [M|=n

Entao \alpha' + \beta' >= |M| + [L| = n
Q.E.D.



e [odo emp max pode ser estendido para

uma cobertura de arestas minima®?

o adicionando uma aresta para cada vertice
Insaturado

O € minimo porgue um menor exigiria um emp maior
do que 0 maximo.



(CAPITULO 5) Lema 5.3 (Kodnig) Em um grafo
bipartido com, o tamanho do emp max = tam
cobertura minima. (\alpha’ = \beta)



Teorema 7.3 Em um grafo bipartido com \delta
> 0. Tamanho do indep max = tam cobertura
de arestas minima.

e Pelos Cor 7.1 e Teo 7.2, temos \alpha +
\beta = \alpha' + \beta'.

e Pelo Lema de Konig, \alpha' = \beta, entao
\alpha = \beta'.

e Q.E.D.



e Algoritmos para esses parametros



Teorema de Ramsey

e Clique

e r(k,l) =n todo grafo com n vertices possuli
uma k-clique ou um I-conj ind

o (7.9)r(1,h=1erk,1)=1

o (76)r(2l)=1ler(k,2) =Kk

e exemplos Figura 7.2



Teorema 7.4 (Erdos, Szekeres 1935 e
Greenwood, Gleason 1955)

Para quaisquer dois inteiros k,| >= 2,

r(k,l) <= r(k,I-1) + r(k-1,1).

Se ambos pares, r(k,I-1) e r(k-1,l), entdo vale a
desigualdade estrita.



Seja G um grafo com r(k,l-1) + r(k-1,1)
vertices, considere vem V

Para v vale: ou (i) ndo € adjacente a pele
menos r(k,I-1); ou (ii) € adjacente a pelo
menos r(k-1,1).

Se (i) ou existe k-clique ou (I-1)-
Independente, que junto com v forma um |-
independente; se (ii) analogo para clique



e Suponha ambos pares. E G com r(k,I-1) + r
(k-1,1) - 1 vertices.

e EXxiste v de grau par. Entao v nao pode ser
adjacente a exatamente r(k-1,l) - 1 vértices,
logo vale (i) ou (ii)

e Q.E.D.



Aula 2

e Exemplos Figura 7.2
e (7.8)r(3,3)>=6
o por causa da Figura 7.2a
e r(3,3)=6
o Pelo Teorema 7.4 e (7.6)
e (7.9)r(3,4)>=9
o por causa da Figura 7.2b
e r(3,4)=9

O Pelo Teorema 7.4 e (7.9)



Teorema 7.5 r(k,l) <= \binom{k+|-2}{k-1}

e Por inducao em k+l.

e Base: ¢ facil ver que vale para k+l <=5

e H.l. vale para 5 <= k+| < m+n, para inteiros
men

e Pelo Teorema 7.4 vale r(m,n) <=r(m,n-1) +r
(m-1,n)



e Pela H.I. r((m,n-1) + r(m-1,n) <= \binom{m+n-
3H{m-1} + \binom{m+n-3}{m-2} =

e \binom{m+n-2}{m-1} pela relacido de Stifel

e Q.E.D.



Teorema 7.6 [Erdos 1947] r(k,k) >= 2M\frac{k}
{2}}

e Seja G conjunto dos grafos com conjunto
de vérticesv 1, ..., v _n.

G_n| = 2*\binom{n}{2}}.

e Desses, quantos possuem uma k-clique?

e Denote por G ¥




Para uma k-clique fixa € 2*{\binom{n}{2}-
\binom{k}{2}}
|G* | <= \binom{n}{k} 2*{\binom{n}2}- \binom

{kH2}}
Portanto \frac{|G “|¥|G |} <= \binom{n}k} 2"

{ - \binom{k}{2}} < \frac{n”k 2*{- \binom{k}

{2}1Hk!}
Suponha n< 2M\frac{k{2}}



o Entdo \frac{|G “|KIG |} < \frac{2"{\frac{k"2}

{2}} 2M -\binom{k}{2}}H{k!} = \frac{2*{\frac{k}
{21 HK!} < \frac{1}{2}$

e Portanto, menos da metade dos grafos
possiveis possuem uma clique de tamanho
K. O mesmo para independente. Entao
algum grafo nao possui nem k-cligue nem k-
Independente. Logo vale o teorema.

e Q.E.D.



Corolario 7.6 Se m =\min {k,I}, entao r(k,l) >=
2M\frac{m}{2}}



Teorema de Turan

Teorema 7.8 Se G € um grafo sem K_{m+1},
entao G é grau-majorado por um grafo m-
partido completo H. Alem disso, se ha

igualdade na sequéncia de graus, entdo G €
iIsomorfo a H.



e Por inducao em m. Assuma que vale para m
<n e seja Gum grafo sem K _{n+1}.

e Seja uum vértice de grau\Deltae G 1 =G
[N(u)].

e Entao G 1 naocontemK n.PelaH.I.G 1¢
grau-majorado por um grafo H_1 que € (n-1)
-partido completo.



Defina
o V.1=N@u)eV 2=V\V_1
o G_2 o grafo com vértices V_2 porém sem arestas.

Considere ajuncao G _1\vee G 2
N_G(v) \subseteg N {G 1\vee G_2}(v) para
vemV 1

Como todo vertice de V_2 tem grau \Delta
em G_1\vee G_2, G é grau-majorado por
G _1\vee G 2. Podemos entao construir um
grafo n-partido completo que majora G, que
éeH=H 1\vee G 2.



e Suponha agora que ha igualdade nas
sequéncias de grausde Ge H=H_ 1 \vee
G 2.

e Entdo G tem a mesma sequéncia de graus
de G _1\vee G_2 (pois, G_1\vee G_2 esta
entre G e H)

e paravemV 1,vale N G(v) =N {G_ 1\vee
G 2}(v)



e Entdo em G todo vértice de V_1 deve ser
adjacente a todos de V_2. Portanto G =G _1
\vee G 2 (senao as sequéncias de graus
seriam diferentes).

e ComoG=G 1\vee G 2tem amesma
sequénciade grausde H=H 1\vee G_2,
os grafos G_1 e H 1 devem ter a mesma
sequéncia de graus, pela H.l., sao
Isomorfos. Logo G é isomorfo H.

e Q.E.D.



e T {m,n}. m-partido completo com n vértices
no qual as partes tem tamanhos mais
proximos possivel

e Exemplo Figura7.3-T {3,8}



Teorema 7.9 Se G nao contem K_{m+1}, entao
|IE(G)| <= |E(T_{m,n})|}. Além disso, se |E(G)| =
|IE(T_{m,n})| entao G isomorfoa T_{m,n}.



