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Resumo

Este texto é uma introducao a coloracao em grafos. Consideramos dois
tipos de problemas de coloragao em grafos: coloracao de vértices e coloragao de
arestas. Aplicamos a estes problemas técnicas classicas de coloracao tais como:
algoritmos gulosos, decomposicao e alteracao estrutural. Consideramos classes
de grafos para as quais tais técnicas resolvem estes problemas de coloragao
eficientemente.

Abstract

This monograph is an introduction to graph colouring. We consider both
vertex colourings and edge colourings of graphs. We apply to these problems
classical colouring techniques such as: greedy algorithms, decomposition, and
structural change. We consider classes of graphs for which those techniques
yield efficient algorithmic solutions.
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1 Introducao

O estudo de coloragao, um tépico béasico em Teoria dos Grafos, surgiu a partir do
conhecido “problema das quatro cores” [39]. Em 1852, Francis Guthrie questio-
nou se todo grafo planar sem lacos poderia ser colorido com quatro cores. Embora
estivesse claro que quatro cores eram necessarias, a questao se referia ao niimero
minimo de cores, i.e., quantas cores sao suficientes para colorir qualquer grafo pla-
nar. Esta questdo foi respondida afirmativamente por Appel e Haken [1], usando
computador, apos mais de 100 anos. Recentemente, Robertson, Sanders, Seymour
e Thomas [43] confirmaram esta resposta fornecendo uma prova mais simples, mais
aceita pela comunidade matematica, embora ainda use o computador. O problema
das quatro cores corresponde a coloracao dos vértices de um grafo. Mais precisamen-
te, corresponde a coloracao minima dos vértices de um grafo. Outros problemas de
coloragao existem, tais como coloracao das arestas, coloragao total (vértices e ares-
tas), coloragao a partir de conjuntos de cores atribuidos préviamente aos vértices ou
as arestas de um grafo. O escopo deste texto, no entanto, é mais restrito. Estaremos
enfocando coloracao minima de vértices e coloracio minima de arestas em classes
de grafos.

1D amplamente conhecido que tanto o problema de coloracao dos vértices quanto
o de coloracao das arestas de um grafo sdo problemas NP-dificeis [19]. Contudo,
para algumas classes de grafos, estes problemas podem ser resolvidos através de
algoritmos eficientes (polinomiais). Para a classe dos grafos bipartidos, ambos os
problemas sao solucionados polinomialmente [30]. Para grafos cordais, existem al-
goritmos simples e polinomiais que colorem seus vértices [20]; mas nao se sabe se o
problema para arestas pode ser resolvido eficientemente.

Apresentamos neste texto um apanhado geral das técnicas mais importantes exis-
tentes no momento para a resolucao desses problemas e algumas classes de grafos
para as quais tais técnicas os resolvem eficientemente. Salientamos, também, as con-
jecturas existentes com o objetivo de motivar estudantes, professores e pesquisadores
a dar a sua contribui¢cao na area.



Alguns livros em portugués que contém capitulos ou secoes com os resultados
classicos desses topicos sdo os de Lucchesi [33], Lucchesi e colegas [34], Szwarcfi-
ter [47] e Boaventura [38]. No exterior, dois livros muito conhecidos sao o de Fiorini e
Wilson [17], de 1977, que trata somente de coloragao de arestas; e o de Golumbic [20],
de 1980, que considera principalmente coloracao de vértices. Desde entao, pesquisa-
dores tém produzidos varios artigos técnicos sobre esse assunto. No livro recente de
Jensen e Toft [30], encontramos uma coletanea de 200 problemas nao resolvidos em
Teoria da Coloracao. Estes autores mantém uma web page contendo as atualizagoes
e comentarios dos diversos pesquisadores, demonstrando o interesse que o assunto
tem tido atualmente: http://www.imada.ou.dk/Research/graphcol.html.

A Teoria dos Grafos é tema presente e obrigatério nos cursos de graduacao em
ciéncia da computacao, tais como: mateméatica combinatoria, algoritmos em grafos,
estrutura de dados, geometria computacional, linguagens formais. Supomos que o
leitor possui um dominio béasico de Teoria de Grafos correspondente a cursos de
graduacao.

1.1 Motivagao

Uma coloracao de um grafo é uma atribuicao de cores aos vértices ou as arestas do
grafo de tal forma que nao haja conflitos. Motivamos a seguir, através de exemplos, o
conceito de coloragao. Neste texto consideramos coloragao dos vértices, caso onde
associamos cores aos vértices do grafo de tal forma que a vértices adjacentes sejam
atribuidas cores distintas. Consideramos também coloragao das arestas, caso
onde associamos cores as arestas do grafo de tal forma que a arestas adjacentes sejam
atribuidas cores distintas. Quando colorimos vértices e arestas simultaneamente de
tal forma que a vértices e arestas adjacentes sejam atribuidas cores distintas, temos
uma coloracgao total de um grafo.
Vejamos abaixo trés exemplos destes problemas em aplicagoes praticas.

Alocacao de registradores

Uma referéncia para esse problema cldssico é [24, p.113-114]. Cada varidavel num
bloco de programa (onde bloco é um pedago de programa sem desvios) corresponde
a um intervalo no qual ela é necessaria. O grafo de intersecao destes intervalos é
construido [20]. Cada coloragao valida deste grafo dard um esquema de alocagao das
variaveis em registradores, sem que o mesmo registrador seja usado ao mesmo tempo
para guardar varidveis distintas. Nesta aplicacdo, cores representam registradores e
deseja-se minimizar o nimero de registradores. A Figura 1 ilustra esta aplicagao.

O problema da coloracao de vértices é NP-dificil em geral, mas polinomial para
grafos de intervalos [20]. A solugdo de muitos problemas praticos que contém o
problema da alocagao como um subproblema envolve determinar o nimero cromatico
de um grafo. Um outro exemplo é determinar o menor niimero de compartimentos
em que n produtos quimicos devem ser guardados para que pares incompativeis nao
causem explosoes.
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Figura 1: Coloragao de vértices aplicada ao problema de alocacao de registradores.

Planejamento de torneios

Dada uma federacao de times, fazer uma tabela que especifique quem joga com quem
em cada rodada. O objetivo é minimizar o ntimero de rodadas. Nesta aplicagao,
cores representam rodadas.

Ha varios esquemas para grafos completos. Um deles é fazer a primeira rodada
(um emparelhamento maximo qualquer) e depois permutar ciclicamente todos os
times, menos o primeiro. A Figura 2 exemplifica esta aplicacao.
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Figura 2: Coloracao de arestas aplicada ao planejamento de torneios.

Alocacao de horarios

O problema de alocacdo de salas, horarios e professores num colégio pode ser mo-
delado com um grafo bipartido em professores e salas. H4 uma aresta entre um
professor e uma sala se o professor tem que dar aula naquela sala. Uma coloracao
das arestas deste grafo bipartido corresponde a uma alocacao dos horarios de cada
uma destas salas. Obviamente, nao pode haver conflito do lado dos professores nem
das salas. Nesta aplicacao, cores representam horas. A Figura 3 exemplifica esta
aplicagao.
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Figura 3: Coloracao de arestas aplicada a alocacao de horarios.



1.2 Estrutura do texto

O texto esta dividido em duas partes: Coloracao de Vértices e Coloragao de Arestas.

Na parte “Coloracao de Vértices”, descrevemos trés técnicas com as respecti-
vas classes de grafos onde estas técnicas sao aplicadas com sucesso. O ALGORITMO
GULOSO ¢ definido e aplicado para colorir eficientemente grafos cordais e grafos de
comparabilidade. As técnicas de decomposicao sao consideradas a seguir. Apli-
camos DECOMPOSIGAO POR CORTE aos grafos separdveis por cliques. A técnica
de CONTRACAO DE PARES DE VERTICES é aplicada aos grafos fracamente cordais,
grafos Meyniel e quase-Meyniel, e grafos perfeitamente contraiveis.

Na parte “Coloracao de Arestas”, as técnicas sao divididas em sete tipos. Apre-
sentamos uma prova do TEOREMA DE VIZING e discutimos o problema de classifi-
cacao. As CADEIAS DE KEMPE sao usadas para colorir os grafos bipartidos. O LEMA
DE ADJACENCIA DE VIZING ¢ aplicado aos grafos planares. Discutimos o problema
de reconhecer os GRAFOS SOBRECARREGADOS e consideramos a classe dos grafos
snarks. A técnica de PULLBACK ¢ aplicada a grafos com grau maximo fmpar. A
técnica de DECOMPOSIGAO ¢é usada para colorir alguns grafos split e alguns grafos
indiferenga. O GRAFO DAS CORES FALTANTES ¢é aplicado a grafos multipartidos
completos.

2 Coloracao de vértices

Uma k-coloragao dos vértices de um grafo G é uma associacao de k cores aos
vértices de GG de tal forma que a vértices adjacentes sejam atribuidas cores distintas.

Estamos interessados em determinar o menor niimero de cores com que é possivel
colorir os vértices de G. Esse nimero é denotado por x(G) e denominado niimero
cromatico de G. Chamamos de clique um conjunto de vértices que induz um
subgrafo completo. E imediato ver que o tamanho de uma maior clique em G,
denotado por w(G), é um limite inferior para o nimero cromético de G, i.e., x(G) >
w(G). Para os grafos bipartidos, temos igualdade: ou o grafo é trivial e tem ambos
parametros iguais a 1, ou o grafo tem pelo menos uma aresta e tem ambos parametros
iguais a 2. O grafo G da Figura 4 é um exemplo de um grafo que nao é bipartido e
tem x(G) = w(G). Muitos outros exemplos existem.

Figura 4: Um grafo G com x(G) = w(G).

Esse limite inferior poderia nos levar a pensar que para um grafo possuir nimero
cromatico alto, seria necessario conter uma clique com muitos vértices. Contudo
B. Descartes [6], em 1955, demonstrou que, para qualquer inteiro positivo k, é
possivel construir um grafo sem triangulos e com niimero cromético k.

Na realidade, calcular o niimero cromético x(G) é um problema NP-dificil [19].
Portanto é um problema que a maioria dos pesquisadores nao tem a esperanca de
resolver eficientemente. Uma abordagem usada para esse problema é analisa-lo em



classes de grafos. Mostraremos técnicas cldssicas para a coloracao de vértices e
veremos em quais classes de grafos cada técnica fornece algoritmos polinomiais.

A maioria das classes que veremos serd subclasse dos grafos perfeitos. Um grafo
G é perfeito se para todo subgrafo induzido H de G, temos x(H) = w(H).

Dado X C V(G), denotamos por G[X] o subgrafo induzido por X, isto é,
V(G[X]) = X e E(G[X]) sao as arestas de G com ambos os extremos em X. Quan-
do X = {v1,va,...,v;}, escrevemos Glvy, vy, ..., v;] ao invés de G[{vy,va, ..., v;}].
Usamos a terminologia caminho induzido para caminho sem cordas e ciclo in-
duzido para ciclo sem cordas.

O grafo da Figura 4 é um exemplo de grafo perfeito. O grafo da Figura 5 nao
é perfeito, pois contém como subgrafo induzido o ciclo induzido por cinco vértices

05, onde X(C5) =3Je W(Cg)) = 2.

2 1

Figura 5: Um grafo que nao é perfeito.

Parece natural estudar coloracao de vértices na classe dos grafos perfeitos, pois
ela é formada por grafos G' cujo niimero cromético é igual ao limite inferior dado
acima para todo subgrafo induzido de G. Realmente, na classe dos grafos perfeitos, o
problema de encontrar o niimero cromatico esta resolvido eficientemente: Grotschel,
Lovész e Schrijver [21] usaram o método do elipséide — uma técnica para resolver
problemas em Programagcao Linear — para obter um algoritmo que resolve o pro-
blema do nimero croméatico em grafos perfeitos. Este é um algoritmo complexo e
que nao evidencia as propriedades combinatorias da classe. Uma linha de pesquisa
tornou-se, entao, a busca de algoritmos combinatorios para essa classe. Até hoje,
nao se conhece tal algoritmo. O que se tem feito desde entao é projetar algoritmos
combinatdérios e eficientes para subclasses dos grafos perfeitos.

Descrevemos a seguir trés técnicas classicas de coloragao de vértices: ALGORITMO
GULOSO, DECOMPOSIGAO POR CORTE, ¢ CONTRAGAO DE PARES DE VERTICES.
Consideramos em cada caso classes de grafos onde estas técnicas fornecem algoritmos
polinomiais. Para a complexidade destes algoritmos, num grafo G = (V, F), usamos
n para a cardinalidade do conjunto de vértices V e m para a cardinalidade do
conjunto de arestas F.

2.1 O Algoritmo Guloso

Considere uma ordem vy, vs,...,v, no conjunto de vértices de um grafo G. Dado
um vértice v, denote por Adj(v) o conjunto de vértices adjacentes a v em G. Defina
uma fungdo c tal que c(vy) =1 e, para 2 < i < n, ¢(v;) é o menor inteiro nao usado
em Adj(v;) N {vy,....v;_1}. Esta técnica é denominada ALGORITMO GULOSO. E
facil ver que o ALGORITMO GULOSO sempre produz uma coloragao valida para os
vértices de um grafo. Um limite superior para o nimero cromdtico x(G) pode ser



obtido através deste algoritmo. Denote por A(G) o grau maximo no grafo G. De
fato, sendo que |Adj(v;)| < A(G), tem-se que c(v;) < A(G) + 1, obtendo, dessa
forma, um limite superior: x(G) < A(G) + 1. Este limite é estrito para quase
todo grafo. Em 1941, Brooks [6] demonstrou que a igualdade ¢ atingida somente
quando o grafo é completo ou é um ciclo impar. Novamente, temos exemplos em
que A(G) + 1 — x(G) é muito alto: x(Ki,) =2, mas A(K;,) =n.

Agora, se considerarmos uma ordem especial para os vértices do grafo, consegui-
remos um limite melhor para o nimero croméatico. Seja H o conjunto de todos os
subgrafos induzidos de G. Denote por §(G) o grau minimo em G. Chamamos de
degenerescéncia do grafo GG, denotada por degen(G), o niimero maxgey 0(H). A
degenerescéncia d4 um novo limite superior para o niimero cromatico:

Lema 1 x(G) < degen(G) + 1.

Prova: Seja v, um vértice de grau §(G). Considere uma seqiiéncia dos vértices
U1, Vg, -+ +, Uy, onde v; tem grau 0(Glvy, va, -+, v;]), para 1 <i < n.

Cada v; desta seqiiéncia de vértices vy, vg, - - -, v, tem no maximo degen(G) vizi-
nhos anteriores a v;. Logo, 0 ALGORITMO GULOSO colore v; com no maximo a cor
degen(G) + 1, obtendo uma (degen(G) + 1)-coloragao para G. O

Esta claro que a coloragao obtida pelo ALGORITMO GULOSO depende da ordem
dos vértices. Considere o ciclo induzido por seis vértices, denotado por Cj, que
aparece na Figura 6. Considere as seguintes ordens para seus vértices: a,d, b, e, c, f
e a,b,c,d e, f (esta segunda, uma ordem por grau minimo). Usando a primeira, o
ALGORITMO GULOSO usa trés cores, enquanto que usando a segunda Cg é colorido
com duas cores.

d

Figura 6: O grafo Cj.

Para todos os exemplos vistos até o momento neste texto, o ALGORITMO GULOSO
com uma ordem por grau minimo como entrada usa y cores. Veremos a seguir, um
exemplo onde isto nao ocorre.

Se considerarmos todas as ordens possiveis para os vértices de um grafo sempre
encontraremos uma onde o ALGORITMO GULOSO usa o0 numero minimo de cores.

I entdo natural tentar caracterizar ordens especiais para os vértices de um grafo
tais que 0 ALGORITMO GULOSO origina uma coloracao étima.

Considere o caminho induzido por quatro vétices Py, com conjunto de vértices
{a,b,c,d} e arestas ab, bc e cd. Vamos considerar ordens que satisfazem as relagoes:
a < bed < c Trés destas ordens aparecem na Figura 7. Observe que existem



mais trés tais ordens, que podem ser obtidas fazendo corresponder os vértices a com
d, e os vértices b com c¢, respectivamente. O ALGORITMO GULOSO colore estes P
da Figura 7 com trés cores, enquanto que com a ordem definida na Figura 8 com
duas cores. Estas ordens sobre os vértices de um P, representadas na Figura 7 sao
denominadas obstrugoes.

Figura 7: P, e as ordens abdc, adbc e adcb.

a b C d

Figura 8: P; e a ordem abcd.

Se conseguirmos determinar uma ordem para os vértices de G tal que, para todo
subgrafo induzido H de GG, o ALGORITMO GULOSO fornece uma coloracao étima,
entao este algoritmo estard em particular colorindo G com uma coloracao étima.
Chvétal [10] denominou uma tal ordem de perfeita e os grafos que a admitem de
grafos perfeitamente ordenaveis.

A primeira observagao que fazemos é que uma ordem perfeita nao contém obs-
trugoes. Além disso, Chvatal demonstrou que, para verificar se uma ordem é perfeita,
basta testar se a ordem dos vértices restrita a cada P, induzido nao forma obstrugao.

Teorema 1 Uma ordem € perfeita se e somente se nao contém obstrucoes.

A demonstragao original do Teorema 1 pode ser encontrada no artigo de Chvé-
tal [10]. Para a classe dos grafos perfeitamente ordendveis o ALGORITMO GULOSO
origina uma coloracao dos vértices que é 6tima. Duas classes conhecidas possuem
ordens perfeitas: os grafos cordais e os de comparabilidade.

Um grafo é cordal se ndo contiver ciclos induzidos C,,, paran > 4 (veja Figura 9).

Figura 9: Exemplo de um grafo cordal e de um que nao é cordal.

Os grafos cordais sao caracterizados pela presenca de vértices especiais — o0s
vértices simpliciais [15]. Lembramos que Adj(v) denota o conjunto de vértices ad-
jacentes ao vértice v. Um vértice v é simplicial se Adj(v) é uma clique.



Dado que todo subgrafo induzido de um grafo cordal é cordal, podemos construir
uma ordem perfeita vy, v, ..., v, para os vértices do grafo onde cada v; é simplicial
em G; = Gluy,va,...,v]. A caracterizacdo de grafos cordais dada por Dirac [15]
valida este processo.

Teorema 2 Um grafo € cordal se e somente se todo subgrafo induzido contém um
vértice simplicial.

Observe que esta ordem nao contém obstrucoes. Logo, é uma ordem perfeita.
Observe também que usando essa ordem como entrada, toda vez que 0 ALGORITMO
GULOSO precisar de uma nova cor k para colorir v;, é porque existe uma clique
de tamanho k£ em G;. Logo, x(G) < w(G), obtendo a igualdade entre os dois
parametros. O mesmo é valido para todo subgrafo induzido de um grafo cordal G.
Isto demonstra, em particular, que um grafo cordal é perfeito.

Dado um grafo GG, denotamos uma orientacao de suas arestas por G e denotamos
por (u,v) uma aresta orientada de u para v. Uma orientacao aciclica G é transi-
tiva se para quaisquer trés vértices u,v,w de (G, se existirem arestas orientadas

— — —

(u,v) € E(G) e (v,w) € E(G), entdo (u,w) € E(G). Um grafo é de comparabi-
lidade se admite uma orientacao transitiva em suas arestas. Se GG é um grafo de
comparabilidade, entao uma orientagao transitiva restrita a um subgrafo induzido de
GG também ¢é transitiva, ou seja, a classe dos grafos de comparabilidade é hereditaria.
E bom notar que em uma orientagao transitiva todo caminho orientado origina uma
clique.

Dada uma orientacao transitiva é, podemos definir uma ordem nos vértices de
@ satisfazendo (u,v) € E(G) <= u < v. Esta ordem pode ser obtida tomando em
cada G; = G\ {v1,---,v;_1}, onde G; = G, uma fonte v; da orientacao restrita a G;,
para 1 < i < n. Observe que esta ordenacao dispoe os vértices de G em linha reta
de modo que todas as suas arestas estejam direcionadas da esquerda para a direita.
Logo, nao contém obstrucoes e é, portanto, uma ordem perfeita.

Dessa forma, o ALGORITMO GULOSO aplicado a uma ordem dos vértices de um
grafo de comparabilidade obtida da maneira descrita acima, colore cada vértice v;
com a cor que corresponde ao tamanho do caminho méaximo de uma fonte até o
vértice v;, ou seja toda vez que o ALGORITMO GULOSO precisar de uma nova cor
k para colorir v;, é porque existe uma clique de tamanho & em G;;;. Novamente,
X(G) < w(G), obtendo a igualdade entre os dois parametros. O mesmo é vélido
para todo subgrafo induzido de um grafo de comparabilidade G. Isto demonstra,
em particular, que um grafo de comparabilidade é perfeito.

Dado um grafo qualquer, decidir se ele admite uma ordem perfeita é NP-com-
pleto [37]. Nos grafos cordais, esta ordem pode ser encontrada em tempo linear
através do algoritmo de Busca em Largura Lexicogréfica [47]; logo estes grafos s@o
reconhecidos em tempo linear. Na classe dos grafos de comparabilidade, uma ordem
perfeita é definida pela eliminacao das fontes em uma orientacao transitiva, e pode
ser encontrada em tempo linear [47].

O reconhecimento de grafos de comparabilidade nao é tao simples. FEm 1985,
Spinrad [45] encontrou um algoritmo O(n?) que orienta as arestas de um grafo.
Essa orientagao sera transitiva se e somente se o grafo for de comparabilidade. O
reconhecimento dessa classe depende de verificar se a orientacao obtida é de fato



transitiva. Segundo Spinrad, esta verificagao pode ser feita em O(n*?). Recen-

temente, McConnell e Spinrad [35] projetaram um algoritmo linear que orienta as
arestas de um grafo. Novamente, este algoritmo origina uma orientacao transitiva
se e somente se o grafo for de comparabilidade.

2.2 Decomposicao

Consideramos nesta se¢ao a técnica de DECOMPOSIGAO POR CORTE. Esta técnica
para a coloracao dos vértices de um grafo é um caso particular da divisao e conquista,
um paradigma para o desenvolvimento de algoritmos.

Um corte para um grafo é um conjunto de vértices cuja remocao fornece um
grafo que nao é conexo. Dado um corte S num grafo G, os componentes conexos de
G\ S tém conjuntos de vértices Vi, Vo, ..., V,, digamos. Dizemos que cada subgrafo
G; = G[V;US] é um filho de G em relagao ao corte S. Dizemos também que o grafo
G ¢ obtido por identificagao dos filhos G; em relagdo ao corte S.

O paradigma divisao e conquista procura reduzir a solucao de um problema a
solucao de subproblemas da mesma natureza que o problema original.

Neste caso, dada uma classe hereditaria de grafos, gostariamos de reduzir a
coloracao de um grafo a coloracao de seus filhos em relacao a um certo corte.

Na verdade, dado um certo tipo de corte, gostariamos de usar a técnica de
DECOMPOSICAO POR CORTE, para decompor o grafo recursivamente, obtendo uma
arvore de decomposicao em cujas folhas, o problema original tivesse solucao trivial.

Tentamos, entao, responder as seguintes perguntas em relacao a alguns tipos de
cortes:

1. Como se comporta o tamanho de uma clique méxima w?
2. Como se comporta o niimero cromatico y?
3. Podemos testar a existéncia deste corte eficientemente?

4. Podemos construir uma arvore de decomposicao associada a este corte eficien-
temente?

5. Podemos caracterizar as folhas desta arvore de decomposicao?
6. Podemos associar classes de grafos a este tipo de corte?

O Lema 2 estuda o comportamento do parametro w em relacado a um corte
qualquer.

Lema 2 Seja G um grafo com corte S e filhos G1,Go,...,G,. Entao

w(G) = I?EXW(GZ-).
Prova: Sendo cada GG; um subgrafo induzido de GG, obtemos a desigualdade: w(G) >
max?_; w(G;). Suponha, por absurdo, que esta desigualdade é estrita, isto é, que
w(G) > maxi_; w(G;). Seja entdao K uma clique méxima de G. Por hipStese, K nao
é uma clique em G e, portanto, existem vértices z;, x; em K com z; € G;\ S e
zj € G;\ S. Mas z;2; € E(G), o que contradiz S ser um corte para G. 0O



O exemplo apresentado na Figura 10 mostra que nao obtemos um resultado
analogo para o parametro y. Dado um ciclo induzido impar, qualquer corte tera
como filhos grafos bipartidos. Por outro lado, seja G' colorido com k = x(G) cores.
Entao é possivel colorir cada subgrafo induzido de G com no maximo k cores. Logo,
max x(G;) < k = x(G).

Figura 10: max(x(Ps), x(P5)) # x(Cr).

Procuramos, portanto, por um tipo especial de corte onde possamos obter a
igualdade para o parametro y, como o encontrado para o parametro w no Lema 2.
Um corte clique é um corte cujos vértices sao uma clique.

Observamos que nem todo grafo tem um corte clique (veja Figura 10). Entre-
tanto, para aqueles que o possuem, podemos calcular o niimero cromatico a partir
do célculo para os filhos deste grafo em relacao ao corte.

Considere um grafo GG obtido por identificacao de seus filhos G; em relagdo ao
corte clique C. Seja k& = maxx(G;). Sendo C' uma clique, o nimero de cores
distintas nos vértices correspondentes a C' em cada G; é igual. Dessa forma, uma
bijecao entre essas cores colore cada (G; com k cores, e conseqiientemente origina
uma k-coloracao para G. Ou seja, x(G) < k, e portanto, x(G) = max x(G;).

Na verdade, existe um algoritmo O(nm) para determinar se um grafo admite um
corte clique [51].

Dado um grafo G, definimos recursivamente uma arvore de cortes clique 7'(G)
do seguinte modo. Cada vértice é rotulado com um subgrafo induzido de G. A raiz
da drvore T'(G) é rotulada com o grafo G. Se G nao tem corte clique, entao a arvore
T(G) seré trivial. Caso contrério, encontramos um corte clique C' de G e os filhos
do vértice G em T(G) serdo os filhos Gy, Gy, ..., G do grafo G em relagao ao corte
clique C. Agora, a sub-arvore T'(GG;) rotulada por G; é uma arvore de cortes clique
para o grafo GG;. A Figura 11 apresenta uma arvore de cortes clique.

O Lema 3 abaixo estuda o tamanho de uma arvore de cortes clique em funcao
do nimero de vértices do grafo.

Lema 3 Uma drvore de cortes clique para um grafo com n vértices tem no madximo
n? + 1 vértices.

Prova: Considere uma arvore de cortes clique 7'(G) para um grafo G. Dado um
vértice H nao raiz, temos que H tem um irmao [ em 7(G). Por defini¢ao de arvore



de cortes clique, H e I se interceptam numa clique C' que é corte clique para o pai
de H e I na arvore T'(G). Sejam entao x € H\ C ey € I\ C. Rotule H pelo par
ordenado (z,y). Observe que x e y sao vértices nao adjacentes em G.

Como T'(G) é uma arvore de cortes clique, por construgao, a intersecao de dois
vértices de T'(G), onde um vértice ndo é ancestral do outro, quando nao ¢ vazia, induz
uma clique em G. Logo nao podemos ter dois vértices na arvore T(G), rotulados
com o mesmo par. Isto prova que T'(G) tem, no maximo, n? + 1 vértices. O

Figura 11: Arvore de cortes clique.

Do exposto anteriormente, se existir um algoritmo polinomial que determina a
coloracao minima das folhas da arvore de cortes clique de um grafo GG, entao a
técnica de DECOMPOSIGAO POR CORTE encontra em tempo polinomial uma colo-
ra¢ao minima para G.

A seguir, veremos algumas classes para as quais a técnica de DECOMPOSIGAO
POR CORTE pode ser aplicada com sucesso.

Lembramos que um grafo é cordal se nao contiver ciclos induzidos C,,, para
n > 4. Os grafos cordais sdao caracterizados como grafos cuja arvore de cortes clique
tem como folhas, grafos que sdo cliques [15]. O Teorema 3 demonstra esse fato.

Um conjunto S C V(G) é um separador dos vértices z e y se V(G)\ S desconecta
x de y. Um separador S é minimal se nenhum subconjunto proprio de S é também
um separador.



Teorema 3 Seja G um grafo que nao € uma clique. Entao, G € cordal se e somente
se todo separador minimal é uma clique.

Prova: Sejam G um grafo cordal que nao é uma clique e S um separador minimal
de v e w com G, e G, componentes de G \ S contendo v e w, respectivamente.

Se |S] =1, entao S é uma clique.

Seja |S| > 2 e suponha que x e y sdo vértices nao adjacentes de S. Sendo S
minimal, entao cada vértice de S é adjacente a algum vértice de G, e G,,. Sejam
x1,y; em G, e 25 € Y5 em (G, adjacentes a x e y respectivamente. Entao o conjunto
de vértices formado por =, z1, V(P,), y1,Y, Y2, V(Py), T2, onde P, e P, sdo caminhos
minimos de z; a y; em G, e de x5 a ys em G, respectivamente (Figura 12) é um
ciclo induzido de tamanho maior ou igual a quatro, contradizendo G ser grafo cordal.

Portanto, S é uma clique.

S

G
G
v w

Figura 12: Ciclo induzido z,z1,V (P,), y1,Y, Y2, V(Py), x2 para Teorema 3.

Por outro lado, suponha que todo separador minimal de GG é uma clique. Suponha
que G contenha um ciclo C' com vértices v, t,w, uy, usg, - - -, ug, k > 1. Todo separador
que desconecta v de w contém ¢ e algum u;. Logo C' tem cordas. Logo G é um grafo
cordal. O

O Teorema 3 diz, em particular, que em um grafo cordal nao completo, todo
corte minimal é uma clique. Logo, as folhas de uma arvore de cortes clique para um
grafo cordal sao cliques.

Uma classe que contém os grafos cordais e onde a técnica de DECOMPOSIGAO
POR CORTE pode ser aplicada é a classe dos grafos separaveis por cliques.

Primeiro definiremos duas outras classes de grafos: os grafos Tipo 1 e os Tipo 2.

Um grafo G é do Tipo 1 se V(G) admite uma particdo em dois conjuntos V; e
Vs tais que |Vi| > 3, G[V4] é bipartido conexo e G[V] é uma clique, e cada vértice
em V] é adjacente a todo vértice em V5. Um grafo G é do Tipo 2 se GG é um grafo
p-partido completo, para algum inteiro positivo p.

Grafos separaveis por cliques sao aqueles cuja arvore de cortes clique admite
apenas folhas do Tipo 1 ou Tipo 2. No grafo G da Figura 13, Gla, b, ¢, f, g, h] é do
Tipo 1 e Gb,c,d, e, f] é do Tipo 2.



Figura 13: Exemplo de um grafo separavel por cliques.

A complexidade para o reconhecimento de um grafo separdvel por cliques esta
limitada inferiormente pela complexidade O(n®) de encontrar a drvore de cortes
clique do grafo. Encontrada esta arvore, bastara reconhecer se as folhas sao grafos
do Tipo 1 ou Tipo 2.

Para verificar se um grafo GG é do Tipo 1, basta observarmos que seu complemento
G é um grafo formado por um conjunto independente de vértices e um subgrafo que
é o complemento de um grafo bipartido conexo com pelo menos 3 vértices.

Para verificar se um grafo GG é do Tipo 2, basta observarmos que seu comple-
mento, G, é um grafo formado por p subgrafos completos.

Basta agora sabermos colorir os grafos do Tipo 1 e Tipo 2 eficientemente. Uma
coloragdo minima para os grafos do Tipo 1 usa |V5| cores para colorir a clique e
duas outras cores para colorir G[V;] — o grafo bipartido. Para obter uma coloracao
minima para os grafos do Tipo 2, basta usar p cores, uma para cada conjunto
independente em que se decompoe os vértices do grafo. Ambos os procedimentos
sao polinomiais.

1D importante deixar claro que nem sempre podemos testar em tempo polinomial
se um grafo admite um tipo especial de corte. Um resultado talvez surpreendente é
que decidir se um grafo admite um corte que é um conjunto estavel, i.e., um corte
onde seus vértices sao dois a dois nao adjacentes, é NP-completo [11].

2.3 Contracao

Apresentamos agora a técnica da CONTRACAO DE PARES DE VERTICES. Uma pri-
meira consideracao é que a CONTRAGAO DE PARES DE VERTICES nao adjacentes até
que tais pares nao mais existam sempre termina em uma clique. Colorir uma clique
é facil. A descontragao dos pares contraidos, atribuindo a cada vértice do par a cor
do vértice contraido, origina uma coloragao valida para o grafo. Esta coloracao nao
é necessariamente 6tima. Estudamos condicoes suficientes para que em uma classe
de grafos a técnica de CONTRAGAO DE PARES DE VERTICES produza uma coloracao
6tima. Exemplificamos através dos grafos fracamente cordais [23] e Meyniel [36].

2.3.1 Algoritmo Basico

Uma contragao de dois vértices ndo adjacentes x,y num grafo G = (V(G), E(Q)),
define o grafo G™ = (V*¥, E¥) da seguinte maneira:

Ve = V\{z,y} U{(zy)};
E™ = B(G\{z,y}) U{(v,(zy)) v € V\{z,y},v € Adjs(z) U Adjc(y)}.



Dizemos que G™ foi obtido por contragao dos vértices x,y no grafo G.

b d e (bd) e
%/T\
a f a f
(bd) (bd)

—> —>
(ce) (af) (ce)
a ® f

Figura 14: Exemplo de uma sequiéncia de contragoes.

Observe que G*¥ nao é necessariamente um subgrafo induzido de G. Observe,
também, que a contracao de pares de vértices nao adjacentes até que tais pares
nao mais existam origina uma seqiiéncia de grafos cujo tltimo elemento é um grafo
completo. Estamos denotando por (zy) o vértice contraido a partir de z, y.

Esta tltima observacao conduz ao seguinte algoritmo.

Algoritmo Basico

1. Contrair sucessivamente pares de vértices nao adjacentes até que tais pares
nao mais existam;

2. Colorir o grafo completo obtido;

3. Descontrair cada par (xy) contraido e dar a x e a y a cor de (zy).

Observe que, por definigdo de contragao, sempre temos: w(G™) > w(G). No
exemplo da Figura 15, essa desigualdade é vélida, para cada G e G™.

O Algoritmo Bésico sempre produz uma coloragao para um grafo. Basta observar
que uma k-coloragao em G™ é uma k-colora¢ao em G (basta dar a mesma cor de
(xy) azeay). Logo, x(G) < x(G™). O ntimero k de cores corresponde ao tamanho
do grafo completo resultante das contracoes de vértices nao adjacentes. Entao, se a
cardinalidade do grafo completo obtido é igual a da clique maxima de G, a coloracao
obtida sera 6tima.

Por outro lado, dado um grafo GG, existe uma seqiiéncia de contracoes de pares
de vértices nao adjacentes que resulta em um grafo completo de cardinalidade x(G).
De fato, considere uma coloragao dos vértices de G com x(G) cores: 1,2,---, x(G).
Contraia, primeiro, os vértices de cor 1, depois aqueles de cor 2, assim sucessivamente
até os de cor x(G). Obtemos, dessa forma, uma clique de cardinalidade x(G).

Dessa forma, é possivel usar o Algoritmo Bésico para obter uma coloracao 6tima
para um grafo. 1D necessario, entao, estabelecer restricoes sobre o par de vértices
a ser contraido de modo a garantir que o parametro y nao seja alterado durante
o processo. Observe que, no exemplo apresentado na Figura 15, o parametro y é
alterado durante o processo, e obtemos no final um grafo com nimero cromatico 3,
enquanto que o grafo original, por ser bipartido, tem niimero cromatico 2.
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Figura 15: Uma coloragao para o Cg obtida pelo Algoritmo Bésico.

2.3.2 Dupla-par

Dois vértices e y formam uma dupla par se nao existir caminho induzido de
comprimento impar com extremidades x,y. Uma referéncia recente sobre duplas
pares é o survey [16].

O grafo Cs admite uma dupla par, enquanto Cg ndo (Figura 16).

Figura 16: Todo par de vértices ndo adjacentes num Cg sdo extremos de Pj.

A contracao deste tipo especial de par de vértices preserva tanto o niimero
cromatico quanto o tamanho de uma maior clique de um grafo.

Lema 4 Sejam x ey uma dupla par em um grafo G. Entao
(1) x(G) = x(G™);
(il)) w(G) = w(G™).

Prova: Seja {z,y} uma dupla par num grafo G. Observamos que sempre valem
as desigualdades w(G™) > w(G) e x(G™) > x(G). Suponha que w(G™) > w(G).
Entao existe em G*¥ uma clique K de tamanho w(G) tal que Adjg(z) U Adjg(y) U
{ey)} D K mas Adja(z) U {2} 3 K e Adig(y) U {y} 3 K. Seiaa # 2, a €
K\ Adjg(y) e b # y, b € K\ Adje(z). Entao temos um caminho induzido por
{z,a,b,y}, de tamanho trés entre x e y; uma contradicao.



Por outro lado, se nao existe caminho induzido impar entre x e y, existe uma
coloragao 6tima para G na qual z e y tém a mesma cor. De fato, dada uma coloragao
6tima para GG, onde = e y tém cores diferentes, considere o grafo H induzido pelos
vértices que tém a mesma cor de x ou a mesma cor de y.

Como, em particular, nao existe caminho induzido impar entre x e y no grafo H,
temos que os vértices x e y nao podem estar no mesmo componente conexo de H.
Basta entao trocar as duas cores no componente conexo de H que contém x para
obter uma coloragao 6tima para G onde x e y tém a mesma cor.

Agora, dada uma coloragao de G onde z e y tém a mesma cor, podemos obter
uma coloragao de G™ com o mesmo niimero de cores ao atribuir a (xy) a mesma cor
de x e de y e atribuindo aos outros vértices de G*™ a mesma cor que na colora¢ao

de G. O

O uso do grafo auxiliar bicolorido no Lema 4 é um exemplo de uma técnica
classica para coloracao tanto de vértices quanto de arestas: as CADEIAS DE KEMPE.
A técnica CADEIAS DE KEMPE aparecerd algumas vezes neste texto, com especial
atengao na Segao 3.2.

Com base no Lema 4, sabemos que, se no Algoritmo Bésico passarmos a contrair
dois vértices que formam uma dupla par, entdo o tamanho de uma maior clique
do grafo é preservado em todos os grafos pertencentes a seqiiéncia de contracoes.
Porém, nem todos os problemas estao resolvidos. E necessério que cada grafo dessa
sequiéncia possua dupla par. Sabemos que existem grafos que nao possuem du-
plas pares (Figura 16). Além disso, se o grafo G original admite dupla par, entao
G*™ também a admite? Uma outra questao importante é saber se existe algoritmo
polinomial para encontrar uma dupla par em um grafo que a admite.

Temos, entao, que saber se é possivel encontrar eficientemente uma dupla par
se existir, e garantir que cada grafo da seqiiéncia obtida pelas contragoes também a
possua.

Comentamos, agora, o problema da complexidade de encontrar uma dupla par.

O problema de encontrar uma dupla par é um caso particular do problema
da paridade de um caminho (PPC): Dado um grafo G e dois vértices z e y,
verificar se G contém um caminho induzido de uma dada paridade.

I interessante observar que, para x e y dados,

a complexidade de encontrar um caminho (sem restri¢do alguma) entre z e y
¢ polinomial; (Qualquer busca no grafo devolvera tal caminho.)

e a complexidade de encontrar um caminho induzido (sem a restrigao da parida-
de) entre x e y é polinomial; (Um caminho minimo entre z e y é um exemplo de
um caminho induzido entre esses vértices. O algoritmo de Dijkstra [6] encontra
um caminho minimo entre dois vértices em O(n?).)

e a complexidade de encontrar um caminho de uma dada paridade (sem a
exigéncia de ser induzido) entre x e y é polinomial [32];

o PPC & NP-diffcil [5].

Como conseqiiéncia, encontrar uma dupla par é um problema NP-dificil.



O PPC pode ser resolvido em tempo polinomial em grafos arco-circulares [4] e
em grafos perfeitamente orientaveis 2], entre outros.

Virias classes de grafos perfeitos possuem um tipo especial de dupla par que é
simples de encontrar, caso exista. Apresentamos abaixo como exemplos o caso dos
grafos fracamente cordais e dos grafos Meyniel. Para grafos de comparabilidade,
veja [44, 48].

Uma dupla-2 é um par de vértices em um grafo tal que todo caminho induzido
entre eles tem exatamente duas arestas.

X y

Figura 17: z e y formam uma dupla-2 de Ko 3.

Encontrar uma dupla-2 em tempo polinomial em um grafo G ¢é facil. Basta,
para cada par de vértices nao adjacentes de G, construir o grafo G’ gerado por
V(G) \ (Adj(z) N Adj(y)) (ou seja, retirar de G os vizinhos comuns a z e y), e
verificar se existe um caminho de z a y em G’. Se existir tal caminho, entao z, y nao
formam uma dupla-2. Este algoritmo tem complexidade de tempo O(n?(n + m)).

Como um dos exemplos, mostraremos que um grafo cordal possui uma dupla-2
e que o grafo obtido de um grafo cordal através da contracao de uma dupla-2 é um
grafo cordal.

Teorema 4 Se G é um grafo cordal que ndo € uma clique, entao G contém uma
dupla-2.

Prova: Seja G um grafo cordal que nao é uma clique, entao pelo Teorema 3, todo
corte minimal de G é uma clique. Seja entdao S um corte minimal de G. Sejam
By, Ba, - -+, By 0os componentes de G\ S.

Se existir algum G\ B; que ndo é uma clique, entdo por indugdo no nimero de
vértices de G, o grafo G \ B; contém uma dupla-2. Como todo caminho induzido
de G com ambos os extremos em G \ B; estd inteiramente contido em G \ B;, essa
dupla-2 é também uma dupla-2 de G.

Se cada G\ B; é uma clique, entdo t = 2. Portanto, basta tomar para dupla-2
um vértice de cada componente B;. O

Teorema 5 Se G € um grafo cordal que ndao é uma clique e x,y é uma dupla-2,
entao G™ € cordal.

Prova: Sejam G um grafo cordal que nao é uma clique e x,y uma dupla-2 em G.
Suponha que G*¥ nao é cordal. Entao existe C' = {c1,co, -+, cx} C V(G™) tal que
G[C] é um ciclo Cy, k > 4.

Se z = (zy) ¢ C, entdo G nao é cordal. Logo z € C.

Sem perda de generalidade, seja z = ¢;. Pela definigao de contragao em G, temos
co adjacente a pelo menos um dentre x e y, e temos ¢, adjacente a pelo menos um



dentre x e y. Como x,y formam dupla-2 em G, temos x ou y adjacentes a ambos ¢y
e ¢,. Mas isto diz que G contém ciclo induzido de tamanho maior ou igual a quatro,
o que contraria GG ser cordal. Portanto, G* é cordal. O

Os Teoremas 4 e 5 mostram que o Algoritmo Bésico (modificado de modo a
tomar dupla-2) pode ser aplicado nesta classe.

2.3.3 Grafos fracamente cordais

A classe dos grafos fracamente cordais, definida por Hayward [22], generaliza a dos
cordais e nela a técnica da CONTRAGAO DE PARES DE VERTICES também pode ser
aplicada.

Um grafo G ¢é fracamente cordal se nao contiver nem Cj, nem O}, k > 5 como
subgrafo induzido.

Observe que complementos de C, k > 5, nao sao grafos cordais, pois para k > 6,
todo complemento de Cj, contém Cy induzido e C5 = C5. Dessa forma, os grafos
cordais nao contém nem Cy, k > 4, nem Cj, k > 5, como subgrafo induzido.

Os grafos fracamente cordais permitem a presenca de C'y induzido generalizando
dessa forma os cordais.

Observe que se G é cordal, entdo G é fracamente cordal. Um grafo G é co-
cordal se G é cordal. Entao, a classe dos fracamente cordais contém os cordais e os
co-cordais.

co-cordal

Figura 18: Grafos fracamente cordais, cordais e co-cordais.

A presenca de dupla-2 caracteriza a classe dos grafos fracamente cordais. As
demonstracoes dos Teoremas 6 e 7 encontram-se no artigo de Hayward, Hoang e
Maffray [23]. Estes teoremas mostram que se no Algoritmo Bésico contrairmos
dupla-2, entao ele podera ser aplicado a esta classe.

Teorema 6 Um grafo é fracamente cordal se e somente se todo subgrafo induzido
ou € uma clique ou admite uma dupla-2.



Teorema 7 Se xz,y € uma dupla-2 em um grafo fracamente cordal, entao G™Y ¢é
fracamente cordal.

Os grafos fracamente cordais sao facilmente reconhecidos em O(n?(n + m))
através dos seguintes passos:
Para G e G faca:

e FEncontre todos os P induzidos;

e Verifique, para cada P induzido por {z, z,y}, com extremos z, y, se existe um
caminho induzido de comprimento maior do que 2, que tenha como extremos
x,y, € que tenha como tnicos vizinhos do vértice z os vértices = e y. Se tal
caminho existir, entao GG nao ¢é fracamente cordal. Se tal caminho nao existir,
entao G' é um grafo fracamente cordal.

A complexidade de encontrar uma dupla-2 foi melhorada por Arikati e Rangan [3]
e Spinrad e Sritharan [46]. Na realidade, o algoritmo de Spinrad e Sritharan é mais
geral, pois é valido para qualquer grafo; sua complexidade é O(nm). O algoritmo,
ao invés de verificar se um par de vértices forma uma dupla-2, verifica, para cada
vértice x, se existe um vértice y tal que x,y é uma dupla-2. Spinrad e Sritharan
usam este algoritmo de dupla-2 para gerar um algoritmo de reconhecimento dos
grafos fracamente cordais de complexidade O(mn?).

2.3.4 Grafos Meyniel e Quase-Meyniel

Um grafo é dito Meyniel se todo ciclo induzido impar de tamanho estritamente
maior que 3 tem pelo menos duas cordas. Vemos imediatamente que grafos cordais
sao de Meyniel, pois cada ciclo induzido de tamanho k tem na verdade k — 3 cordas.
Sendo k impar e maior ou igual a 5, temos k—3 > 2. Para um exemplo de um grafo
Meyniel, veja Figura 19.

Figura 19: Um grafo Meyniel.

E possivel colorir grafos Meyniel usando o Algoritmo Bésico modificado de modo
a tomar, neste caso, duplas pares. Existem grafos Meyniel onde a contracao de
qualquer dupla par nao fornece um outro grafo Meyniel. Para colorirmos os grafos
Meyniel com a técnica CONTRACAO DE PARES DE VERTICES, usaremos uma classe
que contém os grafos Meyniel propriamente. Para isso, precisaremos de algumas
definicoes adicionais.

Chamamos de corda tnica num grafo G a uma aresta f tal que existe em G
um circuito induzido impar de tamanho maior que 3 tendo f como sua tinica corda.
Ou seja, existe um subconjunto C' C V(G) tal que G[C] é um circuito impar de
tamanho maior que 3 com uma tnica corda, e esta corda é f.



Um grafo é dito quase-Meyniel quando todo ciclo induzido impar de tamanho
maior que 3 tem pelo menos uma corda, e ha um vértice incidente a todas as cordas
unicas.

Observe que uma corda divide um ciclo de tamanho fmpar k& em dois ciclos
cujos tamanhos somam k + 2. Assim, num grafo quase-Meyniel, um dos ciclos sera
impar de novo e podemos aplicar a regra repetidamente. Isto permite concluir que
grafos quase-Meyniel s6 possuem circuitos induzidos sem corda de tamanho 3 ou de
tamanho par.

Observe ainda que grafos quase-Meyniel sem cordas tinicas sao na verdade grafos
Meyniel. Todo grafo Meyniel é quase-Meyniel: a auséncia de cordas tinicas torna a
condicao da definicdo verdadeira por vacuidade.

O algoritmo para encontrar duplas pares em grafos quase-Meyniel que nao sao
completos baseia-se na seguinte regra:

Regra R:

1. Se o grafo tem cordas tinicas, entao escolha x como sendo um vértice
que incide a todas elas; caso contrario, escolha x como sendo qual-
quer vértice nao universal.

2. Uma vez escolhido z, escolha y dentre os nao adjacentes a z, e de
forma a maximizar |Adj(x) N Adj(y)|.

Observe que um vértice incidente a uma corda 1inica nao pode ser universal. Assim,
a menos que o grafo seja completo, x serd sempre um vértice nao universal. Fica
garantido assim que existe pelo menos um candidato y para maximizar |Adj(z) N
Adj(y)| na segunda parte da regra. Se o grafo for completo, entdo ndo podemos
aplicar a regra, mas também nao é necessario: um grafo completo significa o fim do
algoritmo.

Hertz [25] demonstrou que se G é um grafo quase-Meyniel ndao completo, entao
x e y escolhidos de acordo com a regra R formam uma dupla par. Além disso, G*Y
¢ também um grafo quase-Meyniel.

Este teorema mostra que a regra funciona e, portanto, podemos usar o Algoritmo
Basico com a regra R para obter uma coloracao 6tima para os grafos Meyniel. Uma
curiosidade é que embora se saiba como reconhecer os grafos Meyniel eficientemente,
o problema de reconhecimento para a classe dos grafos quase-Meyniel ainda esta
aberto [16].

2.3.5 Grafos perfeitamente contraiveis

Classes de grafos tém sido caracterizadas através de suas propriedades cromaticas.
Este é o caso dos grafos perfeitamente contraiveis, cuja definicao foi estimulada pela
aplicagao do método da contracao de dupla par.

Através do Algoritmo Bésico (modificado), constréi-se uma seqiiéncia de grafos
Go = G,Gq,---, G a partir de um grafo G qualquer, tal que G; é obtido de G;_;
através da contracdo de uma dupla-par (se cada G; possuir dupla par) e G, é uma
clique.

Agora se considerarmos os grafos GG tais que para todo subgrafo induzido de G,
for possivel construir uma seqiiéncia com as caracteristicas acima, tem-se a classe
dos grafos perfeitamente contraiveis.



As secoes anteriores demonstram que esta classe contém os grafos Meyniel e os
fracamente triangulados.

Perfeitamente
Contraivel
Separavel Perfeitamente Fracamente Mevniel
. eynie
Por Clique Ordenado Cordal

Comparabilidade | | Cordal | | Co-cordal |

Figura 20: A relacao entre as classes.

3 Coloracao de Arestas

Uma k-coloragao das arestas de um grafo GG é uma associacao de k cores as arestas
de GG de tal forma que a arestas adjacentes sejam atribuidas cores distintas.

Estamos interessados em determinar o menor niimero de cores com que é possivel
colorir as arestas de . Esse nimero é denotado por x'(G) e denominado indice
cromatico de G.

Consideramos a seguir sete técnicas de coloragdo de arestas: TEOREMA DE VI-
ZING, CADEIAS DE KEMPE, LEMA DE ADJACENCIA DE VIZING, GRAFOS SOBRECAR-
REGADOS, PULLBACK, DECOMPOSICAO, ¢ GRAFO DAS CORES FALTANTES. Consi-
deramos em cada caso classes de grafos onde estas técnicas fornecem algoritmos
polinomiais.

3.1 O Teorema de Vizing

A partir da defini¢ao acima, é facil ver que A(G) < X/'(G), onde A(G) é o grau
méaximo de G. Em 1964, Vizing [50] redirecionou a Teoria de Colora¢ao de Arestas,
demonstrando que x'(G) — A(G) < 1. Este resultado deu origem ao Problema da
Classificacao, ou seja, decidir se um grafo possui x'(G) = A(G) ou X'(G) =
A(G) 4+ 1. No primeiro caso, dizemos que G estd na Classe 1; no segundo caso,
dizemos que G estd na Classe 2. A prova do Teorema 8 a seguir fornece um
algoritmo polinomial que pinta as arestas de um grafo G com A(G) + 1 cores.

Seja GG um grafo com cores em suas arestas. Dizemos que uma cor falta em um
vértice v de G se nao estiver presente nas arestas incidentes a v.

Teorema 8 Seja G um grafo. Entio X' (G) — A(G) < 1.

Prova: Seja G um grafo com as arestas, exceto uma, coloridas com A(G) + 1 cores:
{1,2,...,A(G)+1}. Mostraremos que é possivel atribuir uma cor dentre as A(G)+1
cores usadas a essa aresta nao colorida.
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Figura 21: Nao existe aresta uz de cor c,.

Observe que em cada vértice de G falta uma cor dentre as A(G)+1 cores, porque
A(G) é o grau maximo de G.

Considere a aresta uw; nao colorida e sejam c e ¢, cores que faltam nos vértices u
e wy, respectivamente. Se ¢ = ¢y, entao pinte uw; com c. Se ¢ # ¢y, entao considere
a sequencia A : uwi, uwy, ... de arestas distintas e incidentes a u; e a seqiiéncia
C :cy,co,... de cores satisfazendo: ¢; é a cor que falta em w; e uw;,; tem a cor ¢;.
Apoés a escolha de ¢;, a escolha de w; é tinica, pois existe no maximo uma aresta da
cor ¢; incidente a u. Este fato também determina como terminar essas seqiiéncias.
Suponha que ja foram escolhidas as arestas uwy, uws, . . ., uw, e as respectivas cores
€1,C2,...,Cp. A préoxima aresta uw,,; serd acrescentada a A se existir uma aresta uz
de cor ¢, e x nao for igual a algum dos w; anteriores. Neste caso, fazemos = w11
e tomamos para ¢, uma cor que falta em w,;.

Observe que estas seqiiéncias possuem no maximo A(G) elementos e estamos
usando A(G) + 1 cores. Dessa forma, se ndo existir uma aresta uz de cor ¢,, entao
essa cor falta em u e em x. Logo, basta alterar as cores de todas as arestas da
seqiiéncia, colocando a cor ¢; na aresta uw; e dando a uz a cor c,, obtendo-se uma
coloracao vélida para G (veja Figura 21).

Suponha, agora, que as seqiiéncias terminam porque apesar de existir uma aresta
ux de cor ¢,, x é igual a algum dos w; anteriores, digamos = w;. Primeiro altere as
cores das arestas pertencentes a A e anteriores a w; (uwy, uwy, . ..,uw;_1), dando a
aresta uw; a cor ¢;. Apos esta troca de cores a aresta nao colorida passa a ser uw; e
a cor ¢ continua faltando em u (pois caso contrario alguma aresta vw;, 1 < i < j—1,
teria sido colorida com a cor ¢ e o problema estaria terminado) e a cor ¢, em ambos
os vértices w; e wy,. Esta ¢ uma coloracao vélida para G menos uma aresta: uw;
(veja Figura 22).

Considere, agora, o subgrafo H induzido pelas arestas de cor c e ¢,. Como a colo-
racao é valida, cada vértice em H tem grau no méaximo dois. Logo, os componentes
de H sao ciclos ou caminhos.

Os vértices u, w; e w, possuem grau 1 em H. Logo nao podem pertencer a um
mesmo componente conexo de H. Consideremos dois subcasos:

e u ¢ w; pertencem a componentes distintos. Neste caso, basta trocar as cores das
arestas do componente que contém w; e dar a uw; a cor c.

e u e w, pertencem a componentes distintos. A aresta ww, estd colorida com a cor
cp+1. Como nos casos anteriores, pinte novamente cada aresta ww;, j <1i < p —1,
com a cor ¢;, deixando a aresta uw, sem cor. Observe que esta alteracao nao envolve
as cores c e ¢,. Logo H nao é alterado e c continua faltando em u e ¢, em w,. Basta,
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Figura 22: A cor de uz é igual a cor de uww;.

agora, trocar as cores c e ¢, das arestas no componente que contém w, e dar a cor
c a aresta uw,,.
Em cada um dos casos, obtém-se uma coloragao para G com A(G)+ 1 cores. O

Como consequéncia do TEOREMA DE VIZING, temos que para mostrar que um
grafo G pertence a Classe 1, basta exibirmos uma A(G)-coloragao para as arestas de
(G, enquanto que para mostrar que G pertence a Classe 2, precisamos de argumentos
que provem que (G nao pertence a Classe 1.

Apesar de existirem apenas duas possiveis classes para se colocar um grafo, o
problema da classificacao ¢ dificil. Consideremos a seguinte versao do problema da
classifi¢ao.

e Dados: Um grafo G.
e Questao: X'(G) = A(G), ou seja, G estd na Classe 17

O problema da classificagdo assim definido pertence a NP. (De fato, dada uma
instancia G e uma fun¢ao f: E(G) — {1,..., A}, é polinomial verificar se f é uma
A(G)-coloracao para as arestas de G.) Logo, o conjunto dos grafos que respondem
NAO A questdao acima estd em co-NP. Holyer [28] demonstrou que o problema da
classificacao é NP-dificil. Na verdade, Holyer mostrou que o problema da classifi-
cacao para os grafos cibicos é NP-dificil.

Posteriormente, Cai e Ellis [7] mostraram que, mesmo restrito a classes tais co-
mo grafos de comparabilidade, o problema continua NP-dificil (o que implica que
também o é para grafos perfeitos). Nao sabemos se o problema ¢ NP-dificil ou
polinomial para a classe dos grafos cordais e dos de intervalo, entre outras. Para

certas subclasses destas citadas, tem sido demonstrado que o problema é polinomi-
al [27, 13, §].

3.2 Cadeias de Kempe

Dada uma coloracao para um grafo, que pode ser de vértices ou de arestas, o método
das CADEIAS DE KEMPE considera um subgrafo H(a, 3) definido por duas cores a
e [ e tenta trocar as cores a e [ neste subgrafo. Esta troca podera originar uma
nova coloracao para o grafo original.



Duas aplicacoes sao consideradas classicas para o método das CADEIAS DE KEM-
PE. No caso de coloracao de vértices, este método permite provar que todo grafo
planar é 5-colorivel [6]. No caso de coloragao de arestas, apresentamos a seguir o
Teorema de Konig, que resolve o problema de classificacao para os grafos bipartidos.

Teorema 9 Todo grafo bipartido ¢ Classe 1.

Prova: Argumentamos por induc¢ao no ntimero de arestas de um grafo bipartido
G. Para tal, vamos supor que todas as arestas de G, exceto uma aresta vw foram
coloridas com A(G) cores. Entao existe pelo menos uma cor « faltando no vértice v
e pelo menos uma cor (3 faltando no vértice w. Observe que se a = 3, entao basta
colorir a aresta vw com cor a para obter a coloracao desejada.

Seja H (a, #) o subgrafo definido pelas seguintes propriedades: ser conexo, conter
w e conter todas as arestas e vértices de G que podem ser atingidos a partir de w por
um caminho consistindo somente de arestas com cores a ou 3. Como G é bipartido,
H(a, 8) nao pode conter o vértice v. Logo, podemos trocar as cores a e [ em
H(a, () sem afetar v ou o resto da coloragao. Agora, a aresta vw pode ser colorida
com a cor a para obter a coloracdo desejada para G com A(G) cores. O

3.3 Lema de Adjacéncia de Vizing

Um grafo G que é Classe 2 é dito critico, quando todo subgrafo préprio de G é
Classe 1. Observe que, neste caso, temos x(G) = A(G) + 1.

Seja vw uma aresta de um grafo critico G. Suponha que todas as outras arestas,
a menos da aresta vw, ji tenham sido coloridas com A(G) cores. Se uma das
A(G) cores falta em v, entdo esta cor tem que aparecer em w; caso contrario,
poderfamos colorir o grafo G todo com A(G) cores. Logo, chamando de deg(v) o
grau de v, temos que pelo menos A(G) — (deg(v) — 1) cores aparecem em w. Assi,
deg(w) > 14+ A(G) — (deg(v) — 1) = A(G) — deg(v) + 2. Em outras palavras:
deg(w) + deg(v) > A(G) + 2.

Este resultado simples foi generalizado por Vizing e é hoje conhecido como o
LEMA DE ADJACENCIA DE VIZING que apresentamos a seguir. Para mais detalhes
sobre a demonstragao do Teorema 10 citamos a referéncia [17].

Vamos denotar por d*(w) o niimero de vértices de grau A(G) que sao adjacentes
ao vértice w.

Teorema 10 Seja G um grafo critico e sejam v, w vértices adjacentes de G. Entao
exatamente uma das situagoes acontece:

1. se deg(v) < A(G), entao d*(w) + deg(v) > A(G) + 1;
2. se deg(v) = A(G), entao d*(w) > 2.

Prova: Primeiro lembramos uma defini¢ao utilizada na demonstragao do TEOREMA

DE VIZING. Dada uma coloracao das arestas de um grafo, um leque L no vértice

w, com aresta inicial wa;, é uma seqiiéncia de arestas distintas wa;, was, . .., onde

para cada ¢ > 1 a aresta wa;,1 tem como cor uma cor que falta no vértice a;.
Observamos duas propriedades em relagao aos leques:



e se F' e F' sao dois leques em w no grafo G\ vw, e se as arestas iniciais de I’
e F’ sao distintas e coloridas com cores que nao aparecem em v, entao £’ e F’
nao tem arestas em comum.

e Se F' = way,was, ..., was ¢ um leque com tamanho maximo em w, comecando
com a aresta wa; cuja cor nao aparece em v, entao o vértice a, tem grau A(G).

Assumindo estas duas propriedades, completamos a prova assim. Para cada
A(G) —deg(v) + 1 cor aparecendo em w mas nao em v, existe um leque de tamanho
maximo em w, comecando com uma aresta desta cor. Pela primeira propriedade,
estes leques sao disjuntos. Pela segunda propriedade, cada leque termina com um
vértice de grau A(G). Isto termina a prova. O

O LEMA DE ADJACENCIA DE VIZING tem muitas aplicacoes. Podemos citar
o estudo da estrutura dos grafos criticos e o problema de classificacao para grafos
planares. Observe que, pelo LEMA DE ADJACENCIA DE VIZING, em um grafo critico,
todo vértice é adjacente a pelo menos dois vértices de grau A(G).

Uma outra forma de escrever e de aplicar 0 LEMA DE ADJACENCIA DE VIZING ¢é
através da proibicao de certas arestas em grafos criticos. Dado um grafo G' qualquer,
dizemos que uma aresta vw é eliminavel caso uma das seguintes situacoes ocorre:
ou deg(v) < A(G) e d*(w) + deg(v) < A(G), ou deg(v) = A(G) e d*(w) = 1. Com
esta definicdo, 0 LEMA DE ADJACENCIA DE VIZING diz que se GG tem uma aresta
eliminavel vw e x'(G\vw) < A(G), entdo G é Classe 1. Em particular, ndo podemos
ter uma aresta eliminavel num grafo critico.

3.4 Grafos Planares

Vizing considerou o problema de classificacio para grafos planares. Um grafo é
planar quando admite um desenho no plano sem cruzamento de arestas. Um tipo
especial de grafo planar é o grafo periplanar, aquele que admite um desenho no
plano onde todos os vértices do grafo estao na face externa. Todo grafo planar
admite um vértice com grau no maximo 5. Todo grafo periplanar admite um vértice
com grau no maximo 2.

Usando apenas esta restricao em relacao aos graus dos vértices e esta imersao
especial no plano que os grafos periplanares admitem, podemos resolver facilmente
o problema de classificacao para este caso particular de grafo planar:

Teorema 11 Os unicos grafos periplanares que sao Classe 2 sao os ciclos induzidos
impares.

Prova: Observamos primeiro que se GG é isomorfo a um ciclo induzido impar, entao
G é um grafo periplanar Classe 2.

Por outro lado, se G é um grafo periplanar Classe 2 com A(G) > 3, assuma
que G é escolhido com A(G) e nimero de vértices tdo pequeno quanto possivel
satisfazendo as restrigoes.

Logo G é 2-conexo e portanto hamiltoniano. Dividimos em dois casos de acordo
com a paridade do ntimero de vértices de G.



Se este nimero de vértices for par, seja ' um 1-fator que alterna as arestas em
relagdo a um ciclo hamiltoniano em G. Logo A(G \ F') = A(G) — 1. Logo G\ F' é
Classe 1, por minimalidade na escolha de GG. Logo G também é Classe 1.

Se este numero de vértices for fmpar, digamos 2k + 1, usamos um vértice v
com grau 2. Cobrimos o conjunto M de k arestas alternadamente ao longo de um
ciclo hamiltoniano em G, a menos das duas arestas incidentes a v. Como G'\ M é
periplanar com A(G \ M) = A(G) — 1, a hipétese de minimalidade na escolha de
G, diz que G\ M é Classe 1. Logo GG também é Classe 1. O

Apresentamos a seguir como usar o0 LEMA DE ADJACENCIA DE VIZING, para
resolver o problema de classificacdo para outro caso particular de grafo planar: o
caso onde o grau maximo A(G) é pelo menos 10.

Teorema 12 Todo grafo planar G com A(G) > 10 é Classe 1.

Prova: Seja G com A(G) > 10. Suponha que G nao é Classe 1. Sem perda de
generalidade, suponha que G é critico. Seja S = {v € V(G) : deg(v) < 5}. Como
G ¢é planar, o conjunto S é nao vazio. O grafo G'\ S também ¢é planar e portanto
contém um vértice w que é adjacente em G a no maximo 5 vértices que nao estao
em S. Como w ¢ S, existe v € S que é adjacente a w. A aresta vw ¢é eliminavel
porque satisfaz: deg(v) <5 e deg(v) + d*(w) <5+ 5 = 10 < A(G). Isto contradiz
G ser critico. O

O Teorema 12 pode ser melhorado para estabelecer que todo grafo planar G com
A(G) > 8 é Classe 1. Por outro lado, se um grafo planar G tem A(G) < 5, entdao G
pode ser Classe 1 ou Classe 2. Exemplos de grafos planares que sao Classe 1: ciclos
induzidos pares (A(G) = 2); tetraedro (A(G) = 3); octaedro (A(G) = 4) e icosaedro
(A(G) =5). Exemplos de grafos planares que sao Classe 2: ciclos induzidos fmpares
(A(G) = 2); grafos obtidos ao inserirmos um vértice em uma aresta qualquer do
tetraedro (A(G) = 3); do octaedro (A(G) =4) e do icosaedro (A(G) = 5).

A seguinte conjectura foi proposta por Vizing [17]:

Conjectura 1 Todo grafo planar G com A(G) =6 ou com A(G) =7 € Classe 1.

3.5 Grafos Sobrecarregados

Mencionamos anteriormente que para decidir se um grafo GG pertence a Classe 2,
precisamos encontrar um argumento que prove que nao existe uma A(G)-coloragao
para as arestas de G. Um argumento usado é a contagem. Observe que em qual-
quer coloracao valida, cada cor corresponde a um emparelhamento, entao em um
grafo com n vértices, cada cor contém no maximo |n/2| arestas. Logo com A(G)
cores colorimos A(G)|n/2| arestas. Dessa forma, se o nimero de arestas de um
subgrafo H com A(H) = A(G) exceder A(G)|n(H)/2], entao A(G) cores nao serao
suficientes para colorir G. Tais grafos pertencem a Classe 2 e sao conhecidos como
sobrecarregados. Observe que n(H) deve ser impar, pois se n(H) é par, temos
que:



Um grafo G é sobrecarregado (SO) se contiver um subgrafo H com A(H) =
A(G) e tal que seu nimero de arestas exceda A(G)(n(H) —1)/2.
Os grafos da Figura 23 sdo sobrecarregados. (No grafo da esquerda, H = G.)

Figura 23: Grafos sobrecarregados.

Grafos sobrecarregados sao exemplos de grafos pertencentes a Classe 2. Por
outro lado, o grafo de Petersen é um exemplo de um grafo pertencente a Classe 2
que nao é sobrecarregado. Na verdade, existem familias de grafos satisfazendo estas
condi¢oes, como veremos na Sec¢ao 3.7.

O comnceito de grafo sobrecarregado tem um importante papel na Teoria da Co-
loragao de Arestas. Hilton [26] langou a seguinte conjectura.

Conjectura 2 Seja G um grafo simples com A(G) > 3 |V(G)|. Entio G pertence
a Classe 2 se e somente se G € sobrecarregado.

O grafo de Petersen sem um vértice é outro exemplo de um grafo Classe 2 que
nao é SO e mostra que a desigualdade entre A(G) e |V(G)| da Conjetura 2 estd no
seu limite.

Podemos citar algumas confirmagoes para a Conjectura 2. Para os grafos com
A(G) > n — 3, temos trés referéncias [26, 41, 42|. Para os grafos multipartidos
completos, provou-se que estes grafos pertencem a Classe 2 se e somente se sao
sobrecarregados [27].

3.6 Algoritmo polinomial para SO

E possivel verificar em tempo polinomial se um grafo dado G é sobrecarregado, e in-
clusive encontrar o subgrafo H que satisfaz a desigualdade m(H) > A(G)|n(H)/2],
se existir. Nesta se¢do mostraremos como fazer isso. Usaremos a notagao F (S) para
indicar o conjunto de arestas que tém ambos os extremos no conjunto S. E ime-
diato ver que um subgrafo H que satisfaz a desigualdade m(H) > A(G)|n(H)/2],
corresponderd sempre a um conjunto S de vértices tal que

Bs) > a@) ("5,
onde n é o niimero de vértices de G.

O algoritmo que descreveremos abaixo baseia-se na seguinte construgao. Dado
um grafo G, construa G adicionando um vértice novo x a G, e, para cada v € V(G),
adicione A(G) — deg(v) arestas ligando v a z. Note que G serd um multigrafo, isto
é, podera ter arestas multiplas. Além disso, dividiremos os vértices de G em duas
categorias: os vértices pretos e os vértices brancos. Na categoria preta, colocaremos
todos os vértices de G e também x se n for impar. Na categoria branca, colocaremos



Figura 24: Construcio de G. Se |V(G)| fosse impar, o ponto z seria preto.

apenas x, e mesmo assim so se n for par. Isto é feito para que G tenha sempre um
numero par de vértices pretos. A Figura 24 apresenta um exemplo esta construcao.

A importancia desta construcao fica aparente com o seguinte teorema. Lembra-
mos que dado um subconjunto de vértices S de um grafo, o corte determinado por
S é o conjunto de arestas que possuem uma extremidade em S e a outra fora de S.
Denotamos este corte por [S,S], onde S representa o complemento de S, ou seja, o
conjunto dos vértices do grafo que nao estao em S.

Teorema 13 Para um grafo G' qualquer e um subconjunto S de vértices de G, temos
que G[S] satisfaz m(G[S]) > A(G)[n(G[S])/2] e A(G[S]) = A(G) se e somente se

S possui wm nimero impar de vértices pretos em G e |[S,5]| < A(G) em G.

Prova: Se G[S] satistaz A(G[S]) = A(G) e m(G[S]) > A(G)|[n(G[S])/2], entdo é
claro que |S| é fmpar e seus vértices sao todos pretos, pois o tnico possivelmente
branco em G est4 fora de S. Note também que em G todos os vértices de G tém
grau A(G). Em particular, todos os vértices de S tém grau A(G). A soma dos
graus de todos os vértices de S pode ser escrita de duas formas:

A(G)IS| =2/ E(S)] + IS, SI, (1)

pois uma aresta em E(S) contribui com duas unidades para a soma, enquanto que
as arestas do corte contribuem apenas com uma unidade. As outras arestas nao
contribuem para esta soma.

Por outro lado, a condigao sobre m(G[S]) implica em

AGISDST=1) < 2|E(S)]- (2)

Juntando as Equacoes (1) e (2) com o fato de ser A(G) = A(G[S]), temos
I[S, S]] < A(G). Tsto prova uma parte do teorema.

Seja agora S um conjunto de vértices de G que contenha um nidmero fmpar de
vértices pretos e tal que

I[S.SII < A(G). (3)

Como G possui um nimero par de vértices pretos, S também possui um ntmero
impar de vértices pretos. Com isto, podemos sem perda de generalidade supor
que S nio contém o vértice extra de G (caso contrério, trocamos S por S), isto
é, suporemos que S C V(G). Dai todos os vértices de S tém grau A(G) e vale
novamente a Equagao (1), que juntamente com (3) nos dé

AG)(IS] = 1) < 2[E(S)].



Contudo, A(G) > A(G[S]), logo falta apenas mostrar que A(G[S]) = A(G) para
concluir a prova. Mas, se tivéssemos A(G[S]) < A(G) — 1, entao a soma dos graus
no grafo G[S| daria

2[E(9)| < A(G[SDIS] < (A(G) = 1)IS];
donde
A(G)([S] = 1) < (A(G) = DIS],

0 que acarreta
S| < A(G). (4)

Por outro lado, temos também
2[E(S)| < [S](IS]=1),

logo
A(G)(IS] = 1) < [S](IS] = 1).

Mas |S| > 1 e a igualdade nao é possivel pois levaria a 0 < 0, acima. Dai temos
A(G) < 5],

o que contradiz a Relag@o (4). Assim, concluimos que A(G[S]) tem que ser igual a
A(G). O

Este resultado nos da o seguinte algoritmo para testar se um grafo G é sobrecar-
regado:

Algoritmo SO

Entrada: grafo GG

Saida: subgrafo sobrecarregado de G, com o mesmo A, se exis-
tir

Construir G

Achar S tal que |S| seja fmpar e |[S, S]] seja minimo

Retornar G[S] se |[S, S]| < A(G)

Como fazer isto em tempo polinomial? Padberg e Rao [40] deram um algoritmo
polinomial capaz de encontrar um corte minimo entre os que separam um ndmero
impar de vértices pretos em cada margem num grafo com um ntmero total par de
vértices pretos.

3.7 Grafos Regulares

E simples ver que um grafo regular com n impar é sobrecarregado. De fato, seja G
um grafo regular de grau d com n impar. Entao,
dn n—1

m= > grlv) = — > d
veV(QG) 2 2




O problema torna-se interessante quando n é par, pois apesar de nao serem grafos
sobrecarregados alguns pertencem a Classe 2 (Petersen, por exemplo) e outros a
Classe 1 (por exemplo, C,,, n > 4).

Dentre os grafos regulares com n par, destaca-se a procura por grafos cubicos
Classe 2. Esta busca foi impulsionada pela equivaléncia entre o problema das quatro
cores e o problema da coloragao de arestas de um grafo planar ciibico sem aresta
de corte com trés cores. O objetivo era provar ou exibir um contra-exemplo para
a entao conjectura das quatro cores. Com a conjectura provada [1], sabemos que
grafos cibicos planares sem aresta de corte pertencem a Classe 1. O Teorema 14
demonstra a relacdo entre os dois problemas. Este resultado data de 1880 e é de
Tait, [17].

Um mapa é um grafo planar conexo e sem aresta de corte.

Teorema 14 O teorema das quatro cores é equivalente a afirmacao de que todo
mapa cubico tem indice cromdtico igual a 3.

Prova: Seja G um mapa cibico com regiodes coloridas com as cores a, b, ¢, d. Cons-
trua uma 3-coloracao para as arestas de GG da seguinte forma:

e use a cor 1 para as arestas que separam as regioes coloridas com as cores a e
b, ou c e d;

e use a cor 2 para as que separam regioes coloridas com as cores a e ¢, ou b e d;

e use a cor 3 para as que separam regioes coloridas com as cores a e d, ou b e c.
(Veja Figura 25.)

Figura 25: Um mapa ctibico colorido com a, b, c, d.

E f4cil ver que dessa forma, obtém-se de fato uma 3-coloracao para as arestas de
G.

Suponha, agora, que G é um mapa cuibico com uma 3-coloragao para as arestas.
O subgrafo de G formado pelas arestas coloridas com as cores 1 ou 2 é um ciclo.
Pinte a parte interna desse ciclo com a cor « e a externa com a cor (3. Analogamente,
pinte a parte interna do ciclo formado pelas arestas de cor 1 ou 3 com a cor v e a
externa com a cor p. Observe que a uniao desses dois ciclos, considerando apenas
uma vez as arestas repetidas, é G. Associe, agora, a cada regiao de G um par de
coordenadas (z,y), onde = é a ou e y é v ou p. Desde que as coordenadas de
regioes adjacentes sdo distintas, («,7), (a,p), (8,7) e (6, p) é uma coloragdo com
quatro cores para as regioes de G ( 26). O

A busca por grafos ciibicos Classe 2 passou, entao, para nao planares e sem ares-
tas de corte. Relembremos que todo grafo sobrecarregado é Classe 2, mas nem todo
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Figura 26: As arestas de um grafo ciibico colorida com trés cores.

Classe 2 é sobrecarregado. Uma observacao interessante é que grafos ctibicos sobre-
carregados possuem aresta de corte (Coroldrio 1). Portanto, a procura passou para
grafos cibicos Classe 2 que nao sao sobrecarregados. Estes grafos sao conhecidos
como snarks.

Corolario 1 Um grafo é sobrecarregado e cibico se e somente se possui aresta de
corte.

Prova: Sendo G ciibico, o grafo G possui V(G) = V(G) U {z}, onde z é um vértice
isolado e todos os vértices de GG sao pretos.

Sendo G sobrecarregado com n par, existe um subconjunto préprio S de V(G)
tal que G[S] possui A(G[S]) = A(G) e ele préprio é sobrecarregado.

Do Teorema 13, temos equivaléncia com |S| é fmpar e |[S, S]| < 3. Destes e da
paridade entre os membros da Equagao (1)

3151 = 2|E(S)] + |13, S]],
segue-se que |[S, S]] =1. O

O nome snark foi dado por M. Gardner [18] pela dificuldade em encontrar exem-
plares nao triviais desses grafos. Um snark é trivial quando tem cintura menor do
que cinco.

Seja G um snark e suponha que G contenha arestas duplas, triangulo ou Cl.
Construa G’ da seguinte forma (Figura 27):

e Se (G contiver arestas duplas com extremos = e y e adjacentes a ' e y' respec-
tivamente, G’ é formado a partir de GG retirando-se as arestas duplas e seus
extremos e tornando x’'y’ uma Unica aresta;

e Se (G contiver um triangulo x, v, z adjacentes a 2’, 9/, 2/, construa G’, contraindo
o triangulo em um tnico vértice;

e Se (G contiver um Cy com vértices x, vy, z, w nessa ordem, adjacentes aos vértices
'y, 2 W', respectivamente, fora de Cy. Construa G’ mantendo os vértices
x.x' .y, 2w e com as arestas: za’,yy'. xy, x2', yw'.

Dessa forma, se é possivel colorir G’ com trés cores, também é possivel colorir G
com trés cores, contradizendo o fato de G ser snark. Logo, G’ nao é 3-colorivel.

Além disso, G' ndo possui aresta de corte (caso contrario, G também teria aresta
de corte). Ou seja, G’ ndo é sobrecarregado.

Concluimos que snarks que contém tais estruturas (arestas duplas, triangulos ou
Cy) geram snarks menores, podendo ser considerados triviais.
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Figura 27: Estruturas pertencentes a snarks triviais.
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Figura 28: Snarks

O primeiro snark conhecido foi o grafo de Petersen (desde 1898). Somente em
1948, foi encontrado um outro. Atualmente, sdo conhecidas familias infinitas de
snarks [17]. A Figura 28 corresponde a dois membros de uma das familias.

Duas conjecturas estao diretamente relacionadas com os snarks. Recentemente,
Kochol [31] construiu snarks com cintura grande, demonstrando que a conjectura de
Jaeger e Swart [29] (todo snark tem cintura no méximo seis) nao é valida. Tutte [49]
conjecturou que todo snark contém um grafo homeomorfo ao grafo de Petersen. Esta
conjectura permanece, pois todos os snarks conhecidos até agora a satisfazem.

A Conjectura 3, proposta por Hilton [26], diz que para um grafo regular com n
par pertencer a Classe 1 é suficiente que n seja menor ou igual ao dobro do A(G).
Neste mesmo artigo esta a prova de que a Conjectura 2 implica a Conjectura 3.

Conjectura 3 Seja G um grafo reqular com n par tal que A(G) > n/2. Entio G
estd na Classe 1.



A Figura 29 mostra a relacao de continéncia entre as classes SO, Classe 1, Clas-
se 2, A par e impar. O 4-snark esta representado na Figura 30.

r———O

Apar

Figura 29: Diagrama de relacdo de continéncia entre as classes.

Figura 30: Um grafo Classe 2, com maximo grau par e que nao ¢ SO.

3.8 Grafos Completos

Observamos na Secao 3.7 que um grafo completo com n impar pertence a Classe 2.
Assim, para resolver o problema de classificacao para a classe dos grafos completos,
basta, entdo, exibirmos uma colora¢do com A(G) cores para os grafos completos
com n par. Agora, os argumentos usados para colocar K,, com n impar na Classe 2,
nao exibem uma coloragao para as arestas de K,,. Bem, o TEOREMA DE VIZING
origina um algoritmo que pinta as arestas de qualquer grafo com A(G) + 1 cores.
Para a demonstracao do Teorema 15 abaixo, primeiro exibiremos no Lema 5 uma
coloragao para as arestas de K,, com n impar, e depois a estenderemos para os K,
com n par. A técnica usada é bem mais simples do que o algoritmo originado pelo
TEOREMA DE VIZING.

Lema 5 Seja K,, um grafo completo comn impar. Seja V(G) = {0,1,...,A(K,)}.
Entao a funcgao c: E(G) — {0, 1,..., A(K,)} tal que c(ij) = (i+j) mod (A(K,) +
1) é uma coloragao para as arestas de K,, com A(K,)+ 1 cores.



Prova: Seja K, um grafo completo com n fmpar. Entao, A(K,) = n— 1.

A fungao c atribui A(K,,) + 1 cores as arestas de K, (os restos das divisoes por
A(K,)+1). E necessério provar que nao ha conflitos, isto é, duas arestas adjacentes
com a mesma, cor.

Sejam ij e ik arestas distintas de K, e suponha que c(ij) = c(ik). Entao,
(1 +7) mod (A(K,)+1) = (i+ k) mod (A(K,) + 1), logo, j = k, contradi¢ao.

Portanto, ¢ ¢ uma coloragao valida para K,, n impar. O

A Figura 31 ilustra a coloragao do Lema 5 para o K.

Figura 31: Uma coloracao para o K.

Observe que em cada vértice falta uma cor. De fato, ¢ usa A(K,,) + 1 cores e
cada vértice de G tem grau A(K,). Além disso, estas cores que faltam sdo todas
distintas, pois sdo os restos da divisdo de 2i pelo niimero fmpar A(K,,) + 1.

Teorema 15 K,, estd na Classe 1, se n € par, e estd na Classe 2, se n é impar.

Prova: Considere um grafo completo K,, com n par e seja V(G) = {0,1,2,...,
A(K,)—1,D}. Pinte as arestas ij com 7 e j numéricos como no Lema 5 e as arestas
1D com a cor que estd faltando no vértice i. Dessa forma, obtém-se uma coloracao
para as arestas de K,,, n par, com A(K,) cores.

Do Lema 5 tem-se que K,, esta na Classe 2, se n é impar. O

A Figura 32 ilustra a coloracao do Teorema 15 para o Kj.

Figura 32: Uma coloragao para o K.

3.9 Pullback

Descrevemos um método guloso de rotulacao de vértices e sua aplicacao para colorir
com A(G) cores as arestas de alguns grafos cordais com A(G) impar.

Este método é chamado de PULLBACK. Vamos primeiro dar uma idéia do método
mostrando como colorir com A(G) cores as arestas dos grafos indiferenca com A(G)
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Figura 33: Um grafo indiferenca G com A(G) impar e a coloracdo de suas arestas.

impar. A seguir, formalizamos o método e discutimos classes de grafos onde sabemos
aplica-lo.

Um grafo é indiferenca se é possivel ordenar totalmente seus vértices de tal
forma que vértices contidos em uma mesma clique maximal sejam consecutivos nessa
ordem. Tal ordem é denominada ordem indiferenca. Os grafos indiferenga formam
uma subclasse dos grafos de intervalo, e s@ao conhecidos também como grafos de
intervalos unitarios.

Sejam G um grafo indiferenga e vy, vy, v9, ..., v,_1 uma ordem indiferenga em
seus vértices. Desejamos colorir as arestas do grafo indiferenca quando A(G) é
impar.

Considere um grafo completo K cujo grau é A(G), ou seja, K = Kag)41- Pinte
as arestas de K. (Use a técnica de sua preferéncia.) Para facilitar, rotule os vértices
de K com {0,1,2,...,A(G)}.

Considere, agora, a fun¢ao A : V(G) — {0,1,2,..., A(G)}, definida como:

Av;) =i mod (A(G) + 1)

Esta fungao A associa a cada vértice de G o rétulo de um vértice de K, originando
seqiiéncias consecutivas de A(G)+1 vértices de G rotulados com 0, 1, ..., A(G) (veja
Figura 33).

Empreste a cor de cada aresta A(z)A(y) de K para a correspondente aresta xy
de G. Este método origina uma colorac¢ao valida para G com A(G) cores.

Uma mesma aresta de K emprestard a sua cor para uma ou mais arestas de G.
Tais arestas nao poderao ser adjacentes, ou seja, um vértice x em G nao pode ter
dois vizinhos com o mesmo rétulo. Isto nao ocorre, pois se um vértice x é adjacente
a dois outros de rétulos iguais, entao = é adjacente a todos os vértices entre eles,
por propriedade da ordem indiferenga. Mas existem A(G) vértices entre eles. Logo,
o grau de z é A(G) + 1, uma contradigao.

Além disso, todas as arestas de G sao coloridas por esta técnica, ou seja, G nao
tem arestas entre vértices com o mesmo rétulo. Um argumento analogo ao anterior
demonstra esse fato.

Duas arestas adjacentes ij e ik de GG possuem cores diferentes, pois j # k e em
K as arestas A(i)A(j) e A(4)A(k) possuem cores distintas.

Dessa forma, mostramos que todo grafo indiferenca com grau méximo impar
pertence a Classe 1. A Figura 33 ilustra a aplicagao desta técnica.

Observe que, se o grau maximo do grafo indiferenca GG é par, entdo o método
acima exibe uma coloragdo para o grafo com A(G) + 1 cores. Para isso, basta



considerar a funcao A definida sobre o conjunto que representa as cores de K, com
n fmpar.

Dados dois grafos G' e G', um PULLBACK ¢ uma funcao f:V(G) — V(G'), tal
que

e [ é um homomorfismo, i.e., se zy € E(G), entao f(x)f(y) € E(G');

e f é injetora quando restrita a N(v), para todo v € V(G).

Lema 6 Se f:V(G) — V(G') é um PULLBACK e k' é uma colora¢ao das arestas de
G', entao a atribuicao de cores Kk definida por

k(zy) = £'(f(2)f(y))
¢ uma coloracao das arestas de G.

7

Prova: Cada aresta de G tem uma cor definida por x por que f:V(G) — V(G') é
um homomorfismo.

Por outro lado, suponha que a atribuicao de cores k tem conflitos, digamos duas
arestas adjacentes e distintas zy e xzz com k(zy) = k(xz). Logo, <'(f(z)f(y)) =
K'(f(z)f(2)). Como f é injetora quando restrita a N(z), e y # z € N(z), temos
f(y) # f(2) € N(f(x)). Isto implica que x" nao é uma coloracao das arestas de G',
uma contradi¢ao. O

Uma colora¢ao k das arestas de G é um PULLBACK de uma coloragao k' das
arestas de GG/, se k é definida a partir de £’ como no Lema 6.

Denotamos por G? o grafo obtido a partir de G, adicionando-se a G arestas entre
vértices a distancia 2 em G. O teorema a seguir prova que se existe uma coloracao
dos vértices de G* com / cores, entdo existe um PULLBACK f:V(G) — V(K,). Note
que, qualquer coloracao dos vértices de G? precisa de £ > A(G)+1 cores. Logo, este
resultado diz que se existe uma coloragao dos vértices de G* com A(G) + 1 cores,
entao existe um modo natural de colorir as arestas de G com A(G) + 1 cores.

Teorema 16 FEriste um PULLBACK [:V(G) — V(K;) se e somente se x(G?) < /.

Prova: Seja A\: V(G?) — S uma coloragao dos vértices de G? com |S| = £. Considere
a bijecao g: S — V(Ky). Mostraremos que a composi¢ao f = go A é um PULLBACK
[:V(G) — V(K,) (lembre que V(G) = V(G?)).

A primeira condi¢ao de PULLBACK ¢ satisfeita por f. Para a segunda condicao,
note que A também é uma coloragao dos vértices de G com ¥ cores e que vértices a
distancia dois em G tem cores diferentes. Logo f é injetora quando restrita a N(v),
para todo v € V(G).

Por outro lado, seja f: V(G) — V(K,) um PULLBACK. Esta fungao pode ser vista
como uma atribui¢do de cores com S = V(K;). Se uwv € E(G), entdo f(u)f(v) €
E(Ky),ie., f(u) # f(v). Seuewv estao a distancia dois em G, entdo existe w € V(G)
com u,v € N(w). Como f é injetora quando restrita a N(w), f(u) também é
diferente de f(v). Logo, ndo temos conflitos e f é uma coloracgao dos vértices de G2.
Segue que x(G?) < (. O



Os indices cromaticos dos grafos completos sao conhecidos: K, é Classe 1, se
> 0épare K, é Classe 2, se £ é impar. Em particular, exibimos a seguir condi¢oes
suficientes para um grafo G ser Classe 1: G tem A(G) fmpar e G? admite uma
coloragao de vértices com A(G) + 1 cores.

Corolario 2 Suponha que x(G?) < (. Entao
o \'(G)</l—1,sel éparel>0;
e \'(G) <Y, sel éimpar.

O PULLBACK que exibimos para colorir os grafos indiferenga com grau maximo
impar pode ser generalizado e usado para demonstrar que os grafos duplamente
cordais com grau méaximo fmpar pertencem a Classe 1. Esta classe contém os grafos
de intervalos e os grafos fortemente cordais [13].

3.10 Decomposicao

Na Teoria dos Grafos, a técnica da DECOMPOSIGAO consiste em particionar um grafo
em subgrafos de um determinado tipo.

Nesta seg¢ao, consideraremos a partigao das arestas de um grafo G de tal for-
ma que os subgrafos G; gerados pelos elementos da parti¢ao satisfacam A(G) =
> A(G;). Se soubermos colorir com A(G;) cores as arestas de cada G;, teremos
uma coloracdo com A(G) cores para as arestas de G.

Mostraremos uma aplicacao da técnica de DECOMPOSIGAO na classe dos grafos
split.

Um grafo é split se o conjunto de seus vértices admitir uma particao em uma
clique A e um conjunto independente B. O grafo Py é um exemplo de um grafo
split, enquanto Cy nao é split.

A definicao de grafos split gera uma particao em suas arestas em um grafo
completo, K4, formado pelas arestas com ambos os extremos em A, e um grafo
bipartido, H, formado por arestas com extremos em A e em B.

Observe que podemos tomar A maximal e, neste caso, A conterd os vértices de
grau maximo em G.

Teorema 17 Seja G um grafo split e {A, B} uma parti¢ao de V(G) com |A| = a.
Se A(G) > 2a — 1, entdo G estd na Classe 1.

Prova: Sejam G um grafo split, {A, B} uma parti¢cao de V(G) e |A| = a. Suponha-
mos A maximal e consideremos a particio das arestas de G, {K,, H}, gerada por
{A, B}. Analisemos dois casos.

Se a é par, entao o grafo completo K, pode ser colorido com a — 1 cores. Além
disso, o grafo bipartido, H, tem grau maximo A(H) = A(G) —a+ 1, desde que pelo
menos um vértice de A tem este grau em H e para cada x € B tem-se

degy(z) =dega(r) <a—1< A(G) —a+ 1.

Sendo bipartido, H pertence a Classe 1 e pode ser colorido com A(G) —a + 1
cores. Logo, o niimero total de cores necessarias é:



(a— 1)+ (AG) —a+1) = AG).

Se a é impar, entdao o mesmo argumento nao podera ser utilizado, pois K, precisa
de a cores. Mas podemos emprestar uma cor de H da seguinte forma. Pinte H com
A(G)—a+1 cores. Escolha uma cor e considere o emparelhamento M formado pelas
arestas desta cor. As arestas em M incide em todos os vértices de grau maximo em
H. Dessa forma, o grafo H — M pode ser colorido com A(G) — a cores e K, + M
com a cores, desde que em uma coloragao com a cores de K, uma cor falta em cada
vértice. Esta cor poderd ser usada para colorir as arestas extras (M). Portanto,
usamos A(G) — a cores para H — M e a cores para K, + M, totalizando A(G) cores
para G. O

A seguir, aplicaremos a técnica da DECOMPOSIGAO a uma subclasse dos grafos
indiferenca.

Sejam G um grafo indiferenca e vy, vq,...,v, uma ordem indiferenca para G.
Rotule cada v; com i. Denote por M o conjunto das arestas de G que ligam vértices
cujos rétulos possuem a mesma paridade, por D o conjunto das arestas que ligam
vértices com rétulos de paridades distintas, por G[M] o subgrafo de G formado
pelas arestas em M e por G[D] o subgrafo de G formado pelas arestas em D. (Veja
Figura 34.)

G ° ° °
1 2 3 4 5 7
/ %ﬁ N LSO,
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
G[M] G[D]

Figura 34: Um grafo indiferenca G, G[M] e G[D].

Lema 7 Seja G um grafo indiferenca, entio G[M] € indiferen¢a e G|D| um grafo
bipartido.

Prova: Seja G um grafo indiferenca. Considere vy, vs, ..., v, uma ordem indiferenca
para GG e uma rotulagao dos vértices como definida anteriormente.

Para ver que G[M]| é um grafo indiferenca, ordene seus vértices colocando os que
possuem rétulo par na ordem indiferenga de G consecutivamente na ordem de G[M|
e, a seguir, os de rétulo impar: vy, vg, ..., Vo, V1, V3, ..., Vo1, & > 1.

Esta ordem ¢ uma ordem indiferenga para G[M]. Se M = ¢, entao G[M] é
indiferenca. Seja v;v; € M, onde v; é o vizinho mais a direita de v; na ordem



dos vértices definida para G[M]. Entdo, ¢ # j, v;v; € E(G) e i e j tétm a mesma
paridade. Portanto, para todo v, tal que v; < v, < vj;, com k de mesma paridade
de i e j, tem-se v;v; e v,v; sao arestas de GG e também de G[M], por definicao, e
conclui-se que a ordem definida para os vértices de G[M| é uma ordem indiferenca.

Para ver que G[D] é um grafo bipartido, basta observar que G[D]| nao contém
ciclos fmpares, pois caso contrario G[D] teria aresta com ambos os extremos de igual
paridade. O

Observe que nem sempre A(G) = A(G[M]) + A(G[D]). Na Figura 34, temos
A(G) = 6, A(GIM]) = 3 e A(G[D]) = 4. Mas para algumas subclasses dos in-
diferenca temos a igualdade e, em especial para a que vamos considerar, podemos
também mostrar que esta classe possui uma A(G)-coloragao.

Um grafo indiferenca é uma linha vermelha quando o vizinho mais a direita
de cada v; na ordem indiferenca é v;y,, onde x é constante, x > 0 e 1 < i <
n — x. Dizemos que x é o comprimento da linha vermelha e que uma aresta de
comprimento x, x > 0, ¢ maxima.

Em uma linha vermelha, todas as cliques maximais possuem a mesma cardinali-
dade: z + 1. A Figura 35 é um exemplo para x = 2. (Exercicio: Explique o porqué
do nome deste grafo.)

Figura 35: Um grafo linha vermelha com x = 2.

Corolario 3 Seja G uma linha vermelha com aresta mdzrima de comprimento x =
2i ouxr =2i+1,i>1. Entio G[M]| é uma linha vermelha com aresta mdxima de
comprimento i.

Prova: Seja G uma linha vermelha. Pelo Lema 7, G[M] é indiferenca. Considere
as ordens indiferenga para G e G|M] definidas no Lema 7.

Se x < 1, entdao M = ¢ e G[M| é uma linha vermelha.

Seja x > 2. Se x = 2i, i > 1, entdo tem-se que v;vj4, € E(G), 1 <j<n—ux.
Logo, as arestas maximas em (G possuem ambos os extremos com a mesma paridade.
Portanto, v;v;;, é aresta maxima de G[M], 1 < j < n —2. Como existem i + 1
vértices vy com rétulo par (fmpar) tal que j < k < j+ x, o comprimento da aresta
VjVj1p €1 em G[M].

Sex = 2i+ 1,7 > 1, entdo as arestas maximas em G possuem extremos de
paridade distintas. Logo, para cada v; € G, temos que vj;,_1 é o vértice de mesma
paridade de v; mais & direita na ordem indiferenga de G. Logo vjv;i,—1 € A(G[M]),
1 <j<n—uzeseucomprimento é 7. O

Observe que o grau maximo em uma linha vermelha GG de comprimento z é 2zx.
Segue-se do Coroldrio 3 que o comprimento de G[M] é |x/2]. Logo, A(G[M]) =
|A(G)/2]. Por outro lado, dado um vértice v; de G, o nimero de vértices com
rétulos de paridade distinta a de i é [2/2]. Logo, A(G[D]) = [A(G)/2]. Conclui-se
que se G é uma linha vermelha, entdao A(G) = A(G[M]) + A(G[D)).



Dessa forma, se soubermos colorir com A(G[M]) cores o grafo G[M], mostrare-
mos que G pertence a Classe 1.

Teorema 18 Se G é uma linha vermelha, entio G estd na Classe 1.

Prova: Provaremos por indug¢ao no comprimento x de G.

Se x < 1, entdo G = G[D]. Logo, G estd na Classe 1.

Seja G uma linha vermelha de comprimento z, x > 2.

Construamos G[M] e G[D]. Pelo Lema 7, G[M] é uma linha vermelha de com-
primento |z/2]. Logo, por hipdtese de inducao, G[M] é colorida com A(G[M])
cores.

Sendo que, pelo Lema 7, G[D] ¢ bipartido e que A(G) = A(G[M]) + A(G[D]),
tem-se que G possui uma A(G)-coloragao. O

A DECOMPOSIGAO foi, também, usada por Plantholt [41, 42] na coloragao das
arestas dos grafos que possuem vértices universais e quase-universais, respectiva-
mente. Posteriormente, foi aplicada por Chetwynd e Hilton [9] na coloragao das
arestas da classe de grafos com grau méximo |V| — 3. Apesar desta classe incluir
as outras duas anteriores, a demonstracao neste artigo nao as dispensa. O conceito
desta técnica é simples, mas as demonstracoes citadas sao bastante intrincadas para
serem descritas neste texto.

3.11 Grafo das Cores Faltantes

Sempre que um grafo GG é colorido com k cores, podemos formar o chamado GRAFO
DAS CORES FALTANTES. Este grafo é bipartido e constréi-se como segue. De um
lado colocamos os vértices de G. Do outro lado, as cores 1,2,..., k. Haverda uma
aresta entre o vértice v e a cor ¢ exatamente quando ¢ faltar em v. O grafo das cores
faltantes é importante quando se trata de estender uma coloracao ja existente a um
grafo obtido acrescentando novos vértices a G. Por exemplo, um emparelhamento
no grafo de cores faltantes significa que escolhemos alguns vértices de G e uma
colecao de cores distintas, uma faltando em cada um destes vértices. Ora, isto pode
ser usado para adicionar um vértice novo a G, ligado aos vértices escolhidos pelas
cores emparelhadas a eles. De maneira analoga, um conjunto de emparelhamentos
disjuntos corresponde a adicao de varios vértices.

Em geral, a técnica do GRAFO DAS CORES FALTANTES ¢ usada quando a k-
coloracgao inicial de GG é equilibrada, ou seja, a diferenga entre os ntmeros de
arestas pintadas por duas cores i € j é no maximo uma unidade. E f4cil transformar
uma coloracao qualquer numa coloracao equilibrada: basta utilizar as CADEIAS DE
KEMPE. Observe que o subgrafo H(i,7) induzido pelas arestas coloridas com i ou
j € uma colegao de caminhos e ciclos pares. Se i colore mais arestas que j, entao
deve haver pelo menos um caminho destes que comece e termine com aresta de cor
1. Trocando ¢ por j neste caminho, conseguimos equilibrar mais a coloragao. Este
processo pode ser repetido até que a coloracao seja equilibrada.

Como exemplo destas técnicas, mostraremos como colorir um grafo tripartido
completo G = Ky, 1, onde cada parte tem o mesmo nimero de vértices k e este
tamanho comum é par. Sejam A, B e C as trés partes de G. Lembramos que num



grafo tripartido completo existem todas as arestas entre vértices de partes distintas,
mas nao existem arestas entre vértices da mesma parte.

Um tal grafo G' pode ser colorido com A = 2k cores. Para tanto, comecamos
colorindo o bipartido H = Ky, formado por A e B, com A cores. Observe que o
grau maximo de H é k, mas estamos “esbanjando” e colorindo-o com o dobro de
cores. Além disso, escolheremos uma coloracao equilibrada. Neste caso, o equilibrio
significa que cada cor terd o mesmo nimero de arestas: k/2. Ha k? arestas e 2k
cores. Neste ponto precisamos de que k seja par.

Agora construimos o GRAFO DE CORES FALTANTES F'. Cada vértice u de H teréd
grau k em F', pois do total de 2k cores, k delas colorem as k arestas incidentes a u
em H e as k restantes faltam em u. Por outro lado, cada cor i pinta k/2 arestas em
H, logo atinge k vértices. Como o total de vértices em H é 2k, cada cor falta em
exatamente k vértices.

Concluimos que F' é regular de grau k. Além disso, é bipartido. Logo, pode ser
colorido com k cores. Identifique agora cada uma destas cores com um vértice de C'.
Se a cor a pinta uma aresta ui em F', considere que a cor ¢ pinta a aresta ua em G.
Nao é dificil verificar que a coloracao assim obtida é uma A-coloragao do tripartido

G.

Conclusao

Fechamos este texto chamando atencao para os problemas de coloragao em grafos
que nos atrairam para esta area.

Em coloracao de vértices, temos trabalhado com grafos perfeitamente contraiveis.
De acordo com a Secao 2.3, estes grafos sao coloridos por contragoes sucessivas de
duplas pares. Everett e Reed [16] conjecturaram uma caracterizacao dos grafos per-
feitamente contraiveis através de uma familia de subgrafos proibidos. Conseguimos
recentemente dar evidéncias positivas para esta conjectura [12].

Em coloracao de arestas, temos trabalhado com grafos sobrecarregados. De
acordo com a Secao 3.6, estes grafos podem ser reconhecidos em tempo polinomial.
Conjecturamos que para os grafos cordais, ser Classe 2 é equivalente a ser sobre-
carregado. Conseguimos recentemente, dar evidéncias positivas para esta conjectu-
ra [14, 13]. Em [14] colorimos todos os grafos com no maximo trés cliques maximais.
Em [13] colorimos os grafos duplamente cordais com grau maximo fmpar. Os grafos
duplamente cordais contém os conhecidos grafos de intervalos.
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