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Resumo
Neste texto apresentamos um resumo dos conceitos basicos de 1égica modal.
Atencao —> Este material esta sendo construido durante o curso. Faltam varias
figuras, provas, exemplos e explicacoes. Este material deve ser usado como material
suplementar. Nesta versao, em relagao a versao 09-2, coloquei o algoritmo para

verificar se uma férmula modal ¢ é satisfeita num modelo M = (W, R,V) num
estado w e a secao 2.4 sobre traducao padrao.

1 Linguagem

1.1 Alfabeto modal sobre ®

Dado um conjunto ® de simbolos proposicionais, ® = {p,q, ...}, o alfabeto
modal sobre ® é constituido por: cada um dos elementos de ®; o simbolo L
(absurdo); os conectivos 16gicos = (negacao), — (implicagao), A (conjungao)
e V (disjungao); os operadores modais [J (necessidade) e < (possibilidade);
e os parénteses, como simbolos auxiliares.

1.2 Linguagem modal induzida pelo alfabeto modal sobre ¢

A linguagem modal induzida pelo alfabeto modal sobre ® é definida induti-
vamente da seguinte forma:
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2 Semantica

2.1 Frames

Um frame é um par F' = (W, R) onde W é um conjunto nao-vazio de estados
e R é uma relacao binaria em W dita relacao de acessibilidade. Diz-se que
so € W é acessivel a partir de s; € W se, e somente se, (s1,$2) € R.
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Figura 1: Exemplo de um Frame.

No exemplo da figura 1 o conjundo de estados é W = {s1, s9, $3, 54, S5} € a
relagao de acessibilidade é R = {(s1, $2), (s1, S3), (83, 83), (83, S4), (S2, S4), (S2, S5),
(S4,51), (84, 85), (S5, 85)}. O frame é F' = (W, R).

2.2 Modelos

Um modelo sobre o conjunto ® é um par M = (F,V) onde F' = (W, R) é
um frame e V é uma funcao de ® no conjunto das partes de W, que faz
corresponder a todo simbolo proposicional p € ® o conjunto de estados nos
quais p ¢é satisfeito, i.e., V : & —— Pow(W).

No exemplo da figura 2 o frame é o mesmo da figura 1 e a funcao V é:

() V(p) = {83, S4, 85}
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Figura 2: Exemplo de um Modelo.

p( s3

o V(q) = {s1,55}
() V(T) = {81}

2.3 Satisfacao

Seja M = (F,V) um modelo e w € W um estado. A notagao M,w IF ¢
indica que a féormula ¢ é satisfeita pelo modelo M no estado w, o que é
definido indutivamente como:

o M, wlkpssewe V(p)(Vpe P)

o M, wlf L

o M, wlF—ypiff M,wlff o,

o M, wlky — ¢ sse MywkF ¢ ou M,wlF ¢

o M,wl-pA¢ sse Mwlkpe M,wlk- ¢

o M,wlkpV ¢ sse M,wlkpou M,wl ¢

e M, w - Oy sse para todo w' € W se wRw' implica M, w' IF ¢

o M, w Ik o sse existe w' € W, wRw' e M, w' IF ¢



Exemplo: Seja M o modelo da figura 2. Queremos verificar se M, s I+ Up.

M, s IF Op sse para todo w' € W se soRw’ implica M, w' IF p, nés pre-
cisamos verificar para w’ € {sy, $9, 83, S4, S5 }. Como temos uma implicacao,
para os nao vizinhos de sy a implicacao é vacoamente verdadeira. Entao
precisamos verificar somente para

o w = sy, M, syl psse sy € V(p) o que é verdade;
o w' = s5, M, s5lFpsse s; € V(p) o que é verdade.

A seguir apresentamos um algoritmo para verificar se uma férmula modal
@ ¢ satisfeita num modelo M = (W, R, V)! num estado w.

funcao Satisfaz(p,M, w): booleano

caso :
p: se w € V(p) entao retorna verdadeiro
senao retorna falso
1: retorna falso
1 retorna not Satisfaz(yq,M,w)

©1 A\ py:  retorna Satisfaz(yr,M,w) and Satisfaz(pe, M ,w)
©1 V @o:  retorna Satisfaz(yp1,M,w) or Satisfaz(ps, M w)
p1 — p9: retorna not Satisfaz(pi,M,w) or Satisfaz(py, M ,w)
o para todo w' t. q. wRuw' faga
se Satisfaz(p1,M,w")entao retorna verdadeiro
retorna falso
Oy para todo v’ t. q. wRw' faga
se not Satisfaz(p;,M,w’)entao retorna falso
retorna verdadeiro

Complexidade: para cada conectivo booleano sao feitas, no pior caso,
duas chamadas e para cada ocorréncia de simbolo proposicional temos uma
chamada. Para os conectivos modais temos que percorrer a lista de ad-
jacéncias, no pior caso, para todos os estados de W. Logo a complexidade
é O(|p| x (W] + |R|)), isto é, linear no tamanho da férmula e no tamanho
do modelo.

1Usaremos no texto M = (W, R, V) quando na verdade deveriamos usar M = (F,V) e F = (W, R).



2.4 Traducao Padrao

LM: Linguagem modal com conjunto ® de simbolos proposicionais, ® =
{p17p27p37 }

LPQO: Linguagem de priemira ordem com um predicadi binario R e um
conjunto de predicados unarios { Py, Py, Ps, ...}

Definicao 1. Tradugao Padrao: Seja x uwma varidvel de primeira ordem.
A traducao padrao T ¢ uma funcao que mapeia formulas da linguagem
modal LM para linguagem de primeira ordem LPO: LM —T LPO,

definida a sequir:

T.(L) .

T.(p;) = P(x), para todo i € INT
T.(—p) = T.(p)

T.(p1 Npa) = To(p1) A Ti(p2)
T.(p1Vp2) = T(p1) V()

T.(p1 — p2) = To(p1) — Tu(p2)
T.(Op) = Jy(zRy NT,(»))
7(Oy) = Vy(zRy — T,(»))

Dado um modelo modal M = (W, R, V') nés podemos ver este modelo
modal como um modelo para a liguagem de primeira ordem LPQ interpre-
tando W como o dominio, o predicado R como a relagao binaria R e cada
predicado unério P; como o conjunto V (p;).

Teorema 1. Seja ¢ uma formula modal na linguagem LM. Para todo

modelo modal M e todo estado w temos?,

M,wlko¢ iff M E ¢lz/w]

Prova: Por inducao no comprimento da formula ¢.

Exemplo 1. Obter a tradugao padrao de O(p — <$q)

20nde = é a relagao de satisfacdo da Légica de Primeira Ordem



T.(0(p — ¢q)) = Vy(zRy — T,((p — $q)))
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Desafio: No exemplo anterior usamos trés variaveis quando na verdade sé
precisavamos usar duas. Na realidade, qualquer férmula modal pode ser
traduzida para uma de primeira ordem usando-se somente duas variaveis.
Por que? Escreva a formula do exemplo anterior somente com duas variaveis.
Explique como conseguiu.

Exercicio 1. Obtenha a traducao padrao para as sequintes formulas modais:
1. Op —p
2. p — $p, qual a relagao com a férmula anterior?
3. Up — Up
4. OOp — Op, qual a relagao com a formula anterior?
5. p— Op
6. Op — OOp
7. 0(p A G(g— Op))

2.5 Classes de Frames

Nesta secao apresentamos algumas classes de frames que sao mais usuais.
Seja um frame F' = (W, R) e F a classe de todos os frames.

2.5.1 Classe dos Frames Reflexivos F,

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja reflexiva.
Ve e W (zRx)

= Inserir ezemplo de frame reflexivo



2.5.2 Classe dos Frames Simétricos F;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja simétrica.
Ve,y € W (xRy — yRx)
= Inserir exemplo de frame simétrico

2.5.3 Cléasse dos Frames Transistivos F;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja transitiva.
Ve,y,z € W (xRy ANyRz — zRz)
= Inserir exzemplo de frame transitivo

2.5.4 Cléasse dos Frames Seriais F,., ;q

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja serial.

VaJy (zRy)

= Inserir exemplo de frame serial

2.5.5 Classe dos Frames Euclideanos F.,

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja Euclideana.

Ve,y,z € W (xRy N xRz — yRz)

= Inserir exemplo de frame euclideano



2.6 Validade

1. ¢ é verdadeira em um modelo M, M I ¢, sse ¢ é verdadeira em
todos os estados de M;

2. p é valida em um frame F', F'IF ¢, sse ¢ é verdadeira em todos os
modelos M baseados em F';

3. ¢ é valida numa classe de frames F, F I @, sse ¢ valida em todos
os frames F' € F.

Lema 1. : F IF O(p — ¢) — Op — Oy, onde F € a classe de todos os
frames.

Prova: Suponha, por contradicao, que existe um modelo M=
(F,V) com um mundo possivel w € W tal que

(M, w) lIF O(p — ¢) — O — O

Entao,

(D) M,wlFO(p — ) e
(2) M, w lf Op — Oip
(1) se e somente se Vw € W, se wRyw entio (3) M,w' IF (o —
(8
(2) se e somente se (4) M,w Ik Oy e (5) M,w lf .
(4) se e somente se Vw' € W, se wR,w' entdo (6) M,w' I .
De (3) e (6) e pela definicio de satisfacdo, Vw € W, se wRyw
entdo M, w' IF 1), mas isto € se e somente se M, w IF . O que
contraria (5).
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Exercicio 2. Mostre que as sequintes formulas sao validas ou nao na
clisse F de todos os frames.

1. FIFO(p Ap) — (Op ADy)
2. FIF (O Ay) — O(é A 9)
3. FIFO(pAY) — (Op A OU)



F I (0o A Ov) = Olo A1)
FlIFO(p V) — (Op v IOy
FIFEO¢vLy) — OV )
FIEO(@VY) — (0o VoY)
F I (0o V Ov) = 0oV )
FIFO(¢ — ) — (o — ) Lema 1
10. FIF (O¢p — Oy) — O(¢ — )
11. FIEO(9 — ¢) — (O — Ov)
12. FIF (O — 0v) — O(¢ — ¥)
18. FIF Q¢ — ——¢

14. FIFO¢p — =0—¢
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2.6.1 Validade na Classe dos Frames Reflexivos F,

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja reflexiva.

Ve e W (zRx)

Lema 2. : F, IF Uy — ¢, onde F, € a classe dos os frames reflexivos.

Prova: Suponha, por contradicdo, que existe um modelo M =
(F,V) com um estado w € W tal que

M,wlfUp —p s

(1) M,wl-Op e

(2) M,wlfp

(1) < para todo w', se wRw' entdo M,w'" I p. Mas como o frame
F € reflexivo, wRw e protanto M,w Ik p, o que contraria (2).

JAN

Lema 3. : Se F I Up — p entao F' € reflexivo.
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Prova: Vamos provar a contra-positiva. Suponha que F' nao €
reflexivo. Precisamos mostrar que F' ¥ dashUp — p. Para tanto,
vamos construir um modelo W = (W, R, V') baseado em F tal que
M, w lf Op — p, onde w € um estado de F' que nao é reflexivo, 1.
e., (w,w) ¢ R. Seja V(p) ={veW|v+#uw}.

M,wlFOp —p< M,wlfOp (1) ou M,w I+ p (2)

(1) & existe w', wRw' e M,w' If p < w' & V(p). Mas como w
nao € reflexivo, w' # w e pela defini¢cao de V(p), w' € V(p) o que
¢ uma contradicao.

(2) & w € V(p), o que é uma contradi¢cao com a definicao de

V(p).
JAN
Teorema 2. F' |- Up — p se e somente se F' ¢é reflexivo.
Prova: Direta do lema 2 e lema 3.
JAN
Corolario 1. : F, IF o — Qp, onde F, € a classe dos os frames reflexivos.
Prova: Direta do lema 2 e do item 14 do exrecicio 2.

A

2.6.2 Validade na Classe dos Frames Transitivos F;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja transitiva.

Vae,y,z € W (tRy NyRz — xRz)
Lema 4. : F; IF Uy — Oy, onde F; € a classe dos frames transitivos.
Prova: COLOCAR A PROVA!!!
A
Corolario 2. : F; IF 0O — O, onde F; € a classe dos frames transitivos.

Prova: Direta do lema 4 e do item 14 do exercicio 2.

A
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2.6.3 Validade na Classe dos Frames Simétricos F;

Composta pelos frames cuja a relacao de acessibilidade seja simétrica.
Ve,y e W (xRy — yRx)
Lema 5. : F; IF o — OOy, onde Fy € a classe dos frames simétricos.
Prova: COLOCAR A PROVAI!l!
A
Corolario 3. : F, I OUy — ¢, onde Fy € a classe dos frames simétricos.

Prova: Direta do lema 5 e dos itens 13 e 14 do exercicio 2.

—: Inserir outras classes

Exercicio 3. Prove:

1. Prove Coroldrio 1 sem usar lema 2;
Prove Coroldrio 8 sem usar lema 5;
Prove Coroldrio 2 sem usar lema 4;
FEuclidiano

combinacgoes

S S o

Serial
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3 Sistema Modais Normais

3.1 O sistema K

O sistema modal K é o menor sistema modal normal contendo os seguintes
axiomas e regras de inferéncia:

Axiomas
ax.l todas as tautologias proposicionais
ax.2 (¢ — ¢) — (Hp — Oy) axioma K
ax.1 Q¢ < —~[1-¢

Regras de Inferéncia

3.2 O sistema KV,

Sejam Vi e V5 os seguintes axiomas:
o Vi = laf(b)y
o Va ¢ =[b(a)p

O sistema a que chamaremos KV;V; conterd as regras do sistema K
adicionadas aos axiomas Vj e V5.
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