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1 Equivaléncia seméantica

Em alguns exemplos da aula anterior, uma mesma sentenga foi simbolizada de duas

maneiras distintas. Vejamos um outro exemplo desta situagao.
Exemplo 1.1 A sentenca
caso Jodo a convide, caso Ricardo a convide, Célia vai ao cinema

pode ser simbolizada como

(pVvVaq) —r)

com a legenda:
p : (Jodo convida Célia)
¢ : (Ricardo convida Célia)
r : (Célia vai ao cinema)

Mas, se levamos em conta que a sentenca quer dizer que se Célia n3o foi ao cimema,

nem Jo3o nem Ricardo a convidou, temos outra simbolizagao:
((=r) = ((=p) A (—q)))

Surge, entao, a questao de decidir se duas simbolizagoes distintas expressam o mesmo
conteudo, ou seja, se duas simbolizacoes diferentes sao simbolizagoes de uma mesma sen-
tenca.

Se a sentenga considerada é formada a partir de sentengas atomicas por meio de conec-
tivos logicos, esta questao pode ser resolvida com uso das tabelas de avaliacao, mediante

os conceitos a seguir.



Definigao 1.1 Sejam ¢ e ¢ férmulas de LC.

Uma interpretacdo para ¢ e 1 é uma atribuicao de valores as variaveis que ocorrem
em @ e .

Ou seja, uma interpretagao, I, é uma fungao I : VS[p] U VS[y] — {V, F'}.

Exemplo 1.2 (a) As férmulas
p (=)

possuem ocorréncias de uma Unica variavel, p. Portanto, elas possuem as duas inter-

pretacoes, dadas na tabela:

5 <[

(b) As férmulas
(=erq) () V(=9))

possuem ocorréncias de duas variaveis, p e q. Portanto, elas possuem as quatro inter-

pretacoes, dadas na tabela:

SRR
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(c) As férmulas

p—=>@—m) , ((p—=q—r1)

possuem ocorréncias de trés varidveis, p, ¢ e r. Portanto, elas possuem as oito inter-

pretacoes, dadas na tabela:
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Observe que, para cada interpretacao para a variavel

p



as férmulas
p , (=(=p)

assumern os mesmos valores, como vemos ao comparar a primeira e a terceira colunas da
tabela:

p_(=p) (=(=p))
V F v
F VvV F
T fr

Analogamente, para cada interpretacio para as varidveis

p ) q

as férmulas
(~(pAg) ,  ((=p)V(=q))

assumem os mesmos valores, como vemos ao comparar a quarta e a sétima colunas da
tabela:

p ¢4 (prhg (=(prg) (=p) (=) ((=p)V(=9))
V V. V F F F F
VvV F F 1% F Vv 1%
FV F 1% Vv F 1%
F F F 1% vV v 1%

f f

Definigao 1.2 Sejam ¢ e ¢ férmulas de LC.

Dizemos que ¢ e 1 sao semanticamente equivalentes se, em cada interpretacao para
@ e Y, os valores de ¢ e 1) sao iguais.

Ou seja, ¢ e ¥ s@o semanticamente equivalentes quando, para toda interpretagao
I :VS[p] UVS[y] — {V, F}, temos que [*[p] = I*[].

Escrevemos “a = £” no lugar de “a e B s@o semanticamente equivalentes”.

O que queremos resolver é o problema da equivaléncia, isto é, o problema de
dadas duas féormulas, classifica-los como equivalentes ou nao.

A discussao acima nos leva a considerar que podemos usar as tabelas de avaliacao, de

maneira direta, para resolver este problema.



Exemplo 1.3 (a) A tabela

p (-p) (=(=p)
Vv F i%
F VvV F
f f

nos mostra que p = (—(-p)).
Esta equivaléncia garante que, na pratica, nao precisamos escrever duas aplicacoes

sucessivas do conectivo —.

(b) A tabela

p ¢ (pAg (=(pAq) (=p) (=q) ((=p)V(=9))
vV V. Vv F F F F
Vv F F 1% F Vv 1%
FV F 1% Vv F 1%
F F F 1% vV Vv 1%

0 f

nos mostra que (=(p A q)) = ((=p) V (=q)).-
Esta equivaléncia garante que a negacao de uma conjuncao pode ser reescrita como

uma disjuncao.
(c) Vamos agora verificar que as férmlas

p—=(@—r) e ((p—q—r)

nao sao equivalentes. Isto é, que a maneira como agrupamos as férmulas componentes em
aplicagoes iteradas do conectivo — € relevante para a determinacao do valor da férmula.

Para mostrar isto, devemos mostrar que

nao € o caso que, para cada interpretacao para as variaveis p, q e r, os valores

de (p = (¢ —r)) e ((p— q) = r) sdo iguais.
Ou seja, devemos mostrar que

para 6o menos wma interpretagdo para as variaveis p, g e 7, os valores de

(p— (g —7))e((p—q)—r) sdo diferentes.

De fato, comparando a quinta e a sétima colunas da tabela:

~—

(g—=r) (p—=(g—r) (p—q (P—q —r)
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observamos que na sexta linha (descontando a linha de referéncia),

4



— quando péF, qéV e réF,aftérmula(p — (¢ = r)) éV eaférmula ((p — q) — 1)
éF.
Como os valores de
p=@—=r) e (p=a—r)

sao diferentes para pelo menos uma interpretagao, estas férmulas nao sao equivalentes.

O método que usamos para resolver o problema da equivaléncia de formulas de LC,
essencialmente, em construir uma tabela conjunta para as férmulas e comparar as duas
colunas da tabela que estao rotuladas com as férmulas. Este método pode ser resumido

do seguinte modo:

Método das Tabelas para Equivaéncia:

Sejam ¢ e v férmulas nas quais ocorrem (exatamente) as varidveis pi,...,pm. A
verificagdo da equivaléncia de ¢ e 1) pode ser feita mediante a execucao dos seguintes
passos:

1. Em uma linha de referéncia, escrevemos as variaveis pi, ..., Pm.

2. Abaixo da linha de referéncia, escrevemos, como usual, todas as interpretacoes
para pi, . . ., Pm.

3. Utilizando as tabelas de avaliacao dos conectivos, calculamos gradativamente
todos os valores de cada férmula utilizada na formacao de ¢, até obter o valor
de .

4. Utilizando as tabelas de avaliacao dos conectivos, calculamos gradativa-
mente todos os valores de cada férmula utilizada na formacao de
que ainda nao foram avaliados, até obter o valor de .

5. Comparamos a coluna rotulada com ¢ com a coluna rotulada com 1. Se elas
sao iguais, ¢ e 1 sao equivalentes. Caso contrario, nao sao.

Voceé pode se divertir, aplicando o Método das Tabelas para confirmar as equivaléncias

abaixo:

Exemplo 1.4 (a) ((pVq) — ) = ((=r) = ((=p) A (=9)))
() (v A(=pAg)) H (pA(—9) V ((=p) Ag))
(¢) ((pV (=) A ((=p) V @) = (=(p < q))

A proposicao a seguir relaciona os conceitos de biimplicacdo e equivaléncia semantica.

Proposicao 1.1 Se ¢ ey sdo formulas de LC, entdo as sequintes condig¢des sao equiva-

lentes:



1o v

2. (¢ <> 1) €V em todas as interpretagoes.

Ou seja, duas formulas ¢ e 1 sdo equivalentes se, e somente se, a biimplicag¢io (¢ <> )

¢ uma V em todas as interpretacoes.

ProvAa. Sejam ¢ e ¢ férmulas de LC.
(=) Suponhamos que ¢ = 1.
Dai, para cada interpretagao para ¢ e 9, as formulas ¢ e ¥ assumem o mesmo valor.
Construindo a tabela de (¢ <> 1), temos entao que, em cada linha, ¢ e ¥ tém valores
iguais.

Assim, (¢ <> 1) assume o valor V' em todas as linhas da tabela.

(<=) Suponhamos que (¢ <> 1) é V em todas as interpretagoes.
Dai, na tltima coluna da tabela de avaliacao de (¢ <> 1) ocorre somente a letra V.
Assim, em cada linha, os valores de ¢ e 1 sdo iguais.
Como cada linha da tabela inicia com uma interpretacao para ¢ e 1, as formulas ¢ e

1 assumem o mesmo valor em cada interpretagao, ou seja, ¢ = 1. [ |

2 Principais equivaléncias semanticas

Apresentamos a seguir os principais exemplos de equivaléncias seméanticas. Para se
familiarizar com cada um deles, sugerimos que, para cada item, vocé aplique a proposi¢cao

acima e construa a tabela de avaliacao que verifica a equivaléncia.

L ((=(=p) Hp

2. (pAg) HH (g Ap)

3. (pVa) = (gVp)

4 ((prg Ay (pA(gAT))

5. (kv Vvr)=H (Vvigvr)

6. (A V) (pAgV(pAT))
7. (evaArr)H (Ve AlpVr))
8. (=(pAq)) FH ((=p) V (—q))

9. (=(pVaq) F ((=p) A (—q))

10. (pAp) = p

11. (pvp) Hp



12. (pVv(pAg) = rp

13. (pA(pVa) Hp



