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Exercicio 1
a. Mostrequealinguiagem A={ab"c"|n=>0} ndo éregular.

RESPOSTA = Por contradicéo, suponha que A éregular. Escolha s = ab’c®, onde p é de acordo com o lema
da iteracéo. _

Como s € A ¢ [s| > p, podemos escrever s = Xyz, ondepara @adai > 0, xy'z € A. Consideraremos o0s
seguintes casos:

1 — y consiste apenas de um tipo de simbolo (ou a, ou b ou ¢). Neste caso, Xxyyz tem nais deste tipo de
simbolo do cue dos demais. Logo xyyz NAO pertence a A.

2 —y contém a. Neste caso, Xyyz tem mais de um simbolo a. Logo, xyyz NAO pertencea A.

3 -y consistedeb’'s ec’'s. Neste caso, xyyz pode até ter o mesmo nimero deb’s e ¢’'s, mas estardo fora de
ordem. Logo, xyyz NAO pertencea A.

Contradicdo. Logo, A ndo éregular.

b. MostrequealingiagemB={a'bic*|i,jk=0esei=1entdo j=k} ndo éregular.

RESPOSTA = Por contradi¢do, suporha que B é regular. Neste caso, ndo vamos utilizar o lema da iteragéo
esim o fato de que a classe de li nguagens regulares é fechada sob interseco.
SeB éregular, entdo B N {ab' ¢’} = {ab"c", n> 0}, ja que as linguagens regulares s &0 fechadas b
intersecdo, eab ¢ éregular. Como A = {ab"c", n> 0} ndo éregular, cortradicao.
]

c. Mostre gue alinguagem B satisfaz as trés condicfes do lema da iteragé.

RESPOSTA = Vamos mostrar que B satisfaz as 3 cond¢des do lema da iteragdo. Para iso, tome paratodo
s € B, |s|>p e p=3. Vamos dividir s = xyz tal que s € {ab'c*|i,j,k>0e ®i=lentdoj = k}:

1—-sei>0. Nessecaso, vamos considerar quesei épar, X =g,y =aa ¢ z € orestantedes; sei éimpar, x =
e, y=aczeéorestantedes.

2—sci=0¢j>0.Nessecaso, x=¢,y=b, ¢ca éorestantedes.

3—sei=0,j=0ek>0. Neste caso, x=¢, y=c ¢ z €0restantedes.

Logo, xy'z € B (i > 0). CONDIGAO 1 é satisfeita.
Como |y| > 0 em quaisquer casos, CONDICAO 2 é setisfeita
Como p =3, |[xy| <p = 3. CONDICAO 3 é satisfeita

Logo, B satisfaz as TRES condigfes do lema daiterago.

d. Explique porque isso naa ontradiz o lema da iteraca.



RESPOSTA = Is® se deve ao fato do lema da iterac@o ser do tipo se...entdo. Loga podemos dizer apenas
gue se uma linguagem é regular, entéo sdo satisfeitas as condi¢des do lema, e ndo que se sdo satisfeitas as
mesmas, alinguagem éregular.

Exercicio 2 Descreva graméticas Livres de Contexto que geram as sguintes linguagens, todas
sobre o alfabeto {0, 1}.

a. {w|wcontém pelo menostrés 0s}

RESPOSTA = G=({S, A}, {0, 1}, R, S), onde
¢ R:S->A0AOADA
A->A0|Al|e

b. {w] w]| éimpar e o simbolo domeio éo 1}

RESPOSTA = G=({S A}, {0, 1}, R, S), onde:
e RIS->ASA
A->0]|1

c. {0'10"|r,s t=0es=r+t}

RESPOSTA = G=({S A, B}, {0, 1}, R, S), onde
« RS->AB
A->0Al|e
B->1B0|¢

Obs) 0150 = 0'10' = 0110
d. {w|w=w", istoé wéum palindromo}}

RESPOSTA = G=({S}, {0, 1}, R, S), onde
e R S->0S0|1S1|0|1]e

e. {w| o nimero de0sem w é o dobro do nimero de 1s}

RESPOSTA = G=({S}, {0, 1}, R, S), onde
e R:S->1S0S0|0S1S0|0S0S1 | &

Exercicio 3 Represente autdmatos com pilha para & linguagens do Exercicio 2 através de
diagramas de estados.

RESPOSTA =
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Exercicio 4 [2.2 Sipser]

a. Use @ linguagens A={a@™b"c" | m, n > 0}, B={a"b"™c" | m, n = 0} e C={a"b"c" | n>0} para
mostrar que a d¢asse de linguagens livre de contexto ndo é fechada sob interseazé@o. (Vocé

pode usar sem provaque C ndo € livre de contexto).

RESPOSTA = Dadasaslinguagens A, B e C. Vamos mostrar que a class® ce linguagens livre de contexto

néo é fechada sob intersecdo, usando ofato de que C néo élivre de contexto.

Primeiramente, vamos mostrar que as linguagens A e B sdo livres de contexto.

1 — Queremos construir uma gramatica que gera A:

Ga=({Sa S1. S}, {a b, ¢}, Ra, Sa), Oonde:
. Ra: Sa >S5S,
S ->as |e
S, ->bSc|e
Como G, geraA e G, élivre de contexto, entéo A élivre de contexto.
2 — Queremas construir uma graméatica que gera B:

Ga=({Ss, B}.{a b, ¢}, Rs, Sg), onde:
e Rg Sg->aSsc|B
B->Bb|e
Como Gg geraB e Gg élivre de contexto, entdo B é livre de contexto.

3 — Agora, vamos verificar A N B:



A N B = C
{ d""c" |m, n=0} N {adb"c"|m,n=0} { db"c"|n=0}
fdeb’'s=n°dec's N n°deas=n°dec's n°deas=ndeb’'s=n°dec’'s

Como C néo é livre de contexto, A N B néo é livre de contexto. Portanto, a classe de linguagens
livre de contexto néo é fechada sob intersecao.

b. A Lel de Morgan diz que para quaisquer dois conjuntos vale que o complemento daunido é
a intersecca@ dos complementos. Use ese fato para mostrar que a classe das linguagens
livres de contexto ndo é fechada sob complementaca.

RESPOSTA = Tome linguagens livre de contexto A e B. Pelalei de Morgan, A 0 B = A N B. Como serd
mostrado no exercicios 5 desta lista, a class de linguagens livre de contexto é fechada sob unido. Logo, A
O B élivre de contexto. No entanto, ao tomarmos o complemento dessa unido, 6 dbtida uma intersecdo dos
complementos de cada linguagem. Mas como foi mostrado ro item a deste edercicio, aclase e linguagens
livre de contexto néo é fechada sob intersecdo. Logo:

ANB pock néo ser livre e contexto.

Exercicio 5 [2.15 Sipser] Mostre que aclasse de linguagens livres de cntexto é fechada sob as
operacdes de unido, concaenacd e estrela.

RESPOSTA = Sga A uma linguagem livre de contexto. Portanto, existe uma gramética livre de contexto
Ga=(Va, Z, Rp, Sa) quegera A.

Seja B uma linguagem livre de contexto. Portanto, existe uma gramética livre de contexto Gg = (Vg,
%, Rg, ) que gera B.

TomeV, O Vg = 0.

Queremos mostrar que a classe de linguagens livre de contexto é fechada sob as operagdes de uniéo,
intersecdo e estrela. Paratal, vamos usar A e B:

1 - Sgauma linguagem C tal que C = A 0 B. Vamos construir uma gramatica G¢ que gera C:

Ge=(Ve, Z, Re, &), onde:
e Vc=VaOVeDO{S}
. RC:RADRBD{SC'>SA|SB}
¢ >SS

Logo, como C = A 0 B, Gc geraC e G¢ é livre de contexto, entdo A [ B élivre de contexto.

2 —Sgaumalinguagem D tal que D = A « B. Vamas construir uma gramética Gp que gera D:

Gp = (Vb. Z, Rp, Sp), onde:
e Vp=V,0OVeUO{Sp}
* Ro:RaORsO{Sp > SaSg}
* >S5

Logo, comoD = A « B, Gp garaD e Gp élivre de contexto, entéo A « B élivre de contexto.

3 — Sgauma linguagem E tal que E = A*. Vamos construir uma gramética Gg que gera E:



Ge= (Vg X, Rg, &), onde:
e V=V 0O{S}
. Re: RAD{SE'>SASE|8}
¢ S->SSle

Logo, como E = A*, G geraE e Gg élivre de contexto, entdo A* é livre de contexto.

Exercicio 6(!) Mostre que se G € uma gramética livre de contexto na Forma Normal de Chomsky,

entdo qualquer derivaca de uma palavra w [1 L(G) de comprimento n = 1 uiliza exatamente 2n-1
passos.

RESPOSTA = Sgja G uma gramatica livre de contexto na forma normal de Chomsky. Queremos provar que
qualquer derivagdo de uma palavra w € 1(G) de comprimento n > 1 utiliza exatamente 2n — 1 passcs.

Como cada varidvel gera uma unica derivacdo, entdo o nimero de derivagdes € o nimero de
varidveis que surgem nas derivagoes.

Como G esta naforma normal de Chomsky, as variaveis s podem surgir a partir de regras do tipo
A ->BC, poisS-> g¢ A -> ando geram variavels.

Se cada variavel gera duas, temos uma estrutura semelhante a uma &vore binaria. As folhas dessa
arvore bindria de variaveis geram terminais pela regra A -> a. Logo, o nimero de folhas dessa &vore
binéria de variaveis € 0 nimero de terminais, que éo comprimento nde w.

Em analogia ateoria dos grafos, temos que, por teorema, 0 nimero de nds de uma arvore binaria
esta relacionado com seu nimero de nés folhas por:

n°dendés=2n-1, onde n éo niimero de nésfolha

A estruturade derivagéo A -> BC descreve uma arvore binaria.

Como o nimero de passs de derivacdo € igual a0 namero de varidveis que surgem durante a
derivagdo, is éigual ao nimero de nés da &rvore binéria de variaveis.

Como ocomprimento dew éigual ao nimero de literais da palavra, que sdo gerados pelaregra A -
> a, entdo esse nimero éigual ao nimero de nés-folhas da arvore binéria de variavels.
Assm:

n = n° de nos-folha da &rvore binaria de variaveis = |w|

Logo:

n° de pasos de derivacdo = n° de nés da arvore bindriade varidveis=2n-1

Exercicio 7(!) [5.1.8 Hopcroft] Considere a gramética livre de mntexto G definida pelas

produgbes. S - 0S1S | 1S0S | €. Prove que G gera genas palavras com mesmo nimero de Os e
1se que bdo palavra ssim é gerado por G.

RESPOSTA = Sgla G uma gramatica livre de contexto definida pelas producdes S->
0S1S|1S0S | &.

Queremos provar que G gera genas pelavras com mesmo nimero de 0's e 1's e que toda palavra
asdm é gerada por G. Parais, vamos dividir a provaem DUAS partes (prova tipo se e somente <...):

1 - G gera genas palavras com mesmo nimerode0'sel’'s.



Podemos provar este fato com o argumento de que a @da derivagdo de Sem G, a o®rréncia de um
0 implica na ocorréncia de um 1 e voce-versa. Logo, toda palavra derivada de S tem 0 mesmo nimero de

Osel's.

2 — Toda palavra que contém o mesmo nimerode0's e 1's é gerada por G.

Seja P apropriedade de uma palavrater o mesmo nimerodeQ’'sel’s.
Tome w = wyw,..W,. Sem perda de generalidade, vamos supor que w comeca com 0. Entéo, deve

existir uma posicdo i ocupada por um caracter em w tal quew; =1 ew = Ox1y, ondex ey tém a propriedade
P.

CASOBASE: n=1=>w = ¢ (égerada por G. Logo, OK)

HIPOTESE DE INDUCAO: paratodo w, [w| <n, G geraw

PASSO DA INDUCAO: Como w = Oxly, x ey tém a propriedade P e [x|, ly| < n, pela hipétese de
inducdo, G gerax ey.

Logo, x ey sdo derivdos de S e w pocke ser derivada de 0S1S.



