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Exercicio 1 Desenhe Diagrama de Estados para M aquinas que Deddem as Linguagens:

a. M.T.det. comumafitaparaLi={db%'|r,s t>0 e(stl)-t=r-2}
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b. M.T. det. com duas fitas paraL, = {ww" |w I (0,1), onde w" é o reverso dew}
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c. Enumerador para Ls = {10}, ou seja, todas as palavras iniciando em 1 e
seguido de zero ou mais 0s.




Exercicio 2 Obtenha a funcé f de correspondéncia entre os Naturais e 0s Racionais,
conforme visto em sala. Obtenhaa inversa def. Justifique.

RESPOSTA =

Obs.) Vamos mostrar a funcdo de arrespondéncia entre IN e QP (radonais ndo negativos). Para
QN (racionais negativos), ademonstracédo é analoga.

O conjunto dos nimerosracionais néo negativos QP é enumeravel, como mostra afuncéo
sobrejetora g: IN — QP, que sera definida de forma a espelhar a correspondéncia mostrada
esquemati camente na figura abaixo:
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Figura 1.5: Fungae soheojeborn de N par GF

Nesta figura, os nimeros naturais s80 dispostos em uma matriz infinita com linhas
numeradas 0, 1, 2, ..., e as colunas 1, 2, 3, ... . Observe que, comecando na posicéo (0,1) da
matriz, 0s naturais sdo dispostos nas diagorais inversas, em seqiiéncia, a partir de 0. Com este
esquema, todo retural terd uma posicdo na matriz. Supondo que o par (linha i, coluna j)
represente 0 nimero radonal i/j, observe que Gada racional possui multi plas representacoes. Por
exemplo, o nimero 0 tem inimeras representacdes. 0/1, 0/2, 0/3, etc. Onumero 1. 1/1, 2/2, etc. A
matriz representa uma funcé g tal que g(k) = i/j, onde k é o natural especificado ma linha i,
colunaj. Isto é suficiente para concluir que o conjunto QP é enumeravel.

Antes de determinar g, serd determinada afungéo f: IN x IN — {0} — IN, onde f(i,]j) = k
se g(k) = i/j. Observe, inicialmente, que (i, j) = S+ i, onde S é o primeiro natural da diagonal
inversa em que se situa k (na linha 0). Para os eementos de uma diagonal inversa, i + j é
constante eé exatamente a quantidade de nimeros naturais dispostos na diagonal. Assim, S é a
guantidade de nimeros naturais ja colocados antes da diagonal, que €:

]Z (’“) 2L S+ i+i-/2

Logo, f(i, J) = (i +))(i +]—1)/2 +i.

A inversa destafuncéo dao par (i, j) parao qual g(k) =i/j, para cala natural k. Dado um
nimero Kk, deve-se, assim, determinar i ejtaisquek = (i +j)(i+j—1)/2+i, ouseja, 2k—2i = (i
+j)(i +j-1). Vejaquei +j deve ser o maior nimero natural tal que (i +j)(i +j — 1) <2k. Assim,
designando-se por n 0 maior nimero natural tal que n(n — 1) <2k, determina-se i atravésde i = k
—n(n—1)/2 ¢, em seguida, determina-sej atravésdej =n—i.



Exercicio 3 [3.6 Sipser] O Teorema 3.13 diz que uma linguagem é recursivamente
enumeravel se esomente se algum Enumerador a eaumera. Porque ndo usamos na prova
0 seguinte algoritmo mais simples? (Como na prova do teorema, s, S, Ss,..., € umalista
daspalavrasde X" em ordem lexicogréfica).
E = “Ignore aEntrach
1. Repitaparai=1, 2, 3, ...
1.1. Rode M com entrada s,
1.2. Se M aceita, imprima s”

RESPOSTA = O problema esta no passo (1.1), ao simular M sem colocar um limite no nimero de
passos. Nao foi dito quea M.T. M decide a linguagem, entdo a M.T. pode entrar em loop, jAquea
linguagem é recursivamente enumeravel.

Exercicio 4[3.14 Sipser] Mostre que aclasse de linguagens deddidas por Ma&quinas de
Turing, ou sgja, aclasse de linguagens reaursivas, é fechada sob as operacdes de:

RESPOSTA =

Sejam L; e L, linguagens recursivas, tais que exissem M. T.'s M; e M, que decidem L, e L,
respectivamente.

a. Unido

Vamos construir umaM.T. M3 que decide alinguagem Ls =L, O L.

Mz ="“Com entrada w:
1. Simule M; com entradaw.
2. Simule M, com entrada w.
3. SeM;ouM, acetam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.”

b. Interseccéo
Vamos construir umaM.T. M4 que decidealinguagem Ly =L N Lo.

M4 ="“Com entrada w:
1. Simule M; com entradaw.
2. Simule M, com entrada w.
3. SeM;eM,aamitam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.”

c. Concatenacédo



Vamos construir umaM.T. Ms que decide alinguagem Ls =L, * L.

Ms = “Com entrada w = Wi;W,Ws...W,, onde n = jw| e w; € cada um dos caraderes de w:
1. ParaideO atén, faca
1.1 Simule M; com entrada wyW,...w;.
1.2 Simule M, com entrada wi.1...Wp.
1.3 SeM; e M, aceitam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.”

d. Estrela

Vamos construir umaM.T. Mg que decide alinguagem Lg = L.

Mg = “Com entrada w = W;W,Ws...W,, onde n = |w| e w; € cada um dos caraderes de w:
1. Sew=¢, ACEITE.
2. Sendo, parai de0 aténfaca
2.1 Simule M; com entrada w;Wws...W.
2.2 Se M, aceta, entdo:
2.2.1 Simule Mg com entrada Wi,1...W,.
22.2 SeMsgaceta, ACEITE.
3. REJEITE”

e. Complementacéo

Vamos construir umaM.T. M- que decide a linguagem L7 = —L; (complemento ou ne@gio
de Ll)

M-, =“Com entrada w:
1. Simule M; com entradaw.

2. SeM;aceta, REJEITE.
Sendo, ACEITE.”

Exercicio 5 [3.15 Sipser] Mostre que a classe de linguagens reconhecidas por Mé&quinas
de Turing, ou sgja, a classe de linguagens recursivamente enumeraveis, é fechada sob as
operages de:

RESPOSTA =

Sejam L; e L, linguagens recursivamente enumeraveis, tais que eistem M.T.'s M; e M,
gueremnhecem L ; e L ,, respectivamente.

a. Unido

Vamos construir umaM.T. Ms queremnhecealinguagem Lz = L; O L.
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Ms

="Com entrada w:
1. Parai=1,23, .. faca
1.1 Simule M; com entradaw por i passos.
1.2 Simule M, com entradaw por i passos.
1.3 SeM; ouM, acetam, ACEITE.”

|
b. Interseccéo
Vamos construir umaM.T. M4 que reconhece alinguagemLbL,=L; N L.
="“Com entrada w:
1. Parai=1,23, .. faca
1.1 Simule M; com entradaw por i passos.
1.2 Simule M, com entradaw por i passos.
SeM; e M, acitam, ACEITE.”
|
c. Concatenagao
Vamos construir umaM.T. Ms que reconhece alinguagemLs =L, ¢ L.
=*“Com entrada w = wWi;wW,Ws...W,, onde n = |w| ew; é cada um dos caraderes de w:
1. Parak=1,2,3,.. faa
1.1 Parai de O atén, faca
1.1.1 Simule M; com entradaw;W,...w; por K passos.
1.1.2 Simule M, com entrada wi.;...w, por K passos.
SeM; e M, acsitam, ACEITE.”
|
d. Estrela
Vamos construir umaM.T. Ms que reconhece alinguagem Le = L, .
=*“Com entrada w = W;W,Ws...W,, onde n = |w| e w; é cada um dos caraderes de w:
1. Sew=¢, ACEITE.
2. Paak=1,2,3,.., faca
2.1 Parai deO até nfa
211 Simule M; com entrada w;w-...w; por K passos.
2.1.2 SeM; aceta, entdo:
2.1.2.1 Simule Mg com entrada Wi.;...w,, por K passos.
2.1.2.2 SeMgaceta, ACEITE.”
|

Exercicio 6 [3.16 Sipser] () Mostre que uma linguagem é reaursiva se e somente se
algum enumerador enumeraalinguagem an ordem lexicogréfica.

RESPOSTA =
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Seja L; uma linguagem recursiva. Logo, existe uma M.T. M que decide L 4, tal que L(M)
= Ll.

Considere Y ={s1, & Ss, ...} umalista de todas as palavrasformadas pelo dfabeto ¥ em
ordem lexicografica

Seja E um enumerador.

E =“Ignoreaentrada
1. Repitaparai=1,2,3, ..
1.1 SmuleM paracadaentradas,, , S, .., S, Seqliéncia estaja descrita.
1.2 Sealguma computacd aceita, imprima o correspondente s.”

Seja L, umalinguagem tal que eiste um enumerador E, onde L (E) = L..

SejaumaM.T. N com entrada w.

Seja E' um enumerador, onde L(E') =L’ eL’ =L, 0 {u|uéumapaavramaior quew} e
E' imprime palavras em ordem lexicogréfica

Vamos construir N.

N =“Com entrada w:
1. SimuleE'. Cadavezque E' imprimeumapaavraw’, compare-acomw.
2. Sew=w,ACEITE.
3. Sew<w,REJEITE”

Logo, N decide L ,. Assim, L, é recursiva.

Exercicio 7 Prove pelo método da diagonaizacd queo conjunto daslinguagens sobre o
afabeto {0,1} ndo é enumerével. Justifique todos os passos.

RESPOSTA =

Seja £ o conjunto daslinguagens sobre o afabeto > = {0, 1}.
Vamos tomar L; € £ tal que se umapalavraw sobre >’ pertence alinguagem L;, coloca-se
um 1 nai-ésima posi¢éo da palavra B. Caso contrério, coloque um Q.
A palavra B é a sequiéncia caracteristicade L. A posicdo em queirdse olocar oOouo 1
é aposicio dew em ordem lexicogréficade Y.
Ex. Y ={e0,1,00,01,10,11,000,..}
L ={e, 1,00,Q,10, e}
B=101 1110 O

Como B éinfinita, vamos provar pelo método da diagonalizacé que B néo é enumeravel.
Sabemos queexisteafuncdo f: B — Le f: L — B.
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Vamos construir um X tal quef(i) # x, para todo 1.
Sejax = dhdxds... . Escolha pard; um digito diferente do i-ésimo digito de f(i).
Entdo: x seradiferente de f(1) no 1° digito.

x sera diferente de f(2) no 2° digito.

x sera diferente de f(3) no 3° digito.

x seradiferente de f(n) non® digito.

Portanto, x ndo estd naimagem de f. Contradicao.



