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Exercicio 1 Prove que a linguagem Fry = {<M>|M.T. M éta que L(M) éfinita} é
indecidivel.

RESPOSTA =
Por contradi¢@o, assuma que existe umaM.T. R que dcide Fry.

Vamos construir umaM.T. S, baseadaem R, que dedde Ay = {<M,w> | M acdtaw}, que é
indecidivel.
ConsidereaM.T. My, cujadescricéo depende @ M ew.

M; = “Com entrada x:
1. Sex=0oux=1,ACEITE.
2. SimuleM com entradaw.
3. SeM acdtaw, REJEITE.
Sendo, ACEITE.”

S ="“Com entrada <M ,w>:
1. ConstruaM; baseadoem M ew.
2. Simule R com entrada <M >.
3. SeRacdta, ACEITE.
Sendo, REJEITE.”

Logo, S dedde Ary. Contradic@o, pois Ay € indecidivel. Logo R ndo existe e Fry €
indecidivel.

Exercicio 2 Usando mais de 10 linhas, explique o PCP, a prova de sua indecidibilidade (sem
muitos detalhes témicos) e porque ele ndo pode ser classificado em classes de complexidade
de tempo, como P e NP.

RESPOSTA =

O PCP (Post Correspondence Problem) é um exemplo de problema indecidivel relativo a
manipulagdo de strings. Pode ser descrito como um tipo de quebra-cabega, uma colegéo de dominds,
cada qual contendo dws strings, uma de cada lado. A tarefa é fazr uma lista destes dominds
(repeticdes permitidas) tal que a string superior seja igual a string inferior. Esta lista € chamada
casamento. Asim, o PCP consiste an determinar se uma colegé tem um casamento. Devido a
equivaléncia entre problema e linguagem, pode-se definir o PCP como uma linguagem: PCP = {<P> |
P é uma instancia do PCP com um casamento}. A prova de que PCP é indeddivel consiste an uma
contradi¢cdo, asumindo que uma M.T. R dedde PCP e @nstruindo una M.T. S, baseada em R, que
dedde Aty = {<M,w> | M aceita w}. Logo, deve-se mostrar que a partir de uma M.T. M e uma
entrada w, pode-se construir umainstancia P, onde um casamento seria uma computacgo acetaem M
com w. Para simplificar, ssja MPCP uma instancia modificada do PCP, tal que tenha duas restri¢fes:
uma computacdo de M sobre w nurca tenta mover o cursor a esquerda do inicio da fita; um dominé
espedfico inicia 0 casamento. Como S constréi uma insténcia do PCP Pgue tem um casamento se e
somente se M aceta w, construiremos primeiro uma insténcia P de MPCP, descrita em 7 partes que
acompanham um aspedo particular da simulagd® de M com w. Com is, devemos lembrar que



MPCP difere do PCP por comegca 0 casamento com um primeiro daminé espedfico. Se
considerarmos P° como uma instancia do PCP, ao invés de MPCP, tem-se um casamento. Assm,
deve-se wnverter P para P, de modo a utilizar P, que é uma instancia do PCP, usando regras e
“pecas’ espedficas. Em sintese, com o fim da construgdo, S deddiria Amv, que € indeddivel.
Contradi¢cdo. Logo, nem S, nem R existem e PCP é indeddivel. Por ese motivo, ele ndo pode ser
classficado em classes de mmplexidade de tempo, uma vez que estas estdo asociadas a linguagens
deddiveis (rearsivas).

Exercicio 3 Com respeito arelac® <, , resporda aos itens abaixo:
2.1.[5.4 Sipser] Se A< B e B é uma linguagem regular, isso implicae\é regular?
RESPOSTA =

N&o. Vamos mostrar is, através de um contra-exemplo, construindo uma fungdo de reducéo
de uma linguagem néo-regular A para uma linguagem regular B.

TomeA ={0"1"|n> 0}, que ndo éregular,e B ={0" | n> 0}, que é regular (ambos provados
na disciplina Linguagens Formais e Autdmatos)

F =“Com entrada w:
1. Paracada 0 e 1 que garecen juntos na palavra w, retire-os de w e oloque um 0 na
palavra de saida. Facaiss até quew = ¢.
2. Retorne apaavrade saida.”

Concluimos que existe uma funcéo de reducéo de A paraB e A <, B. Entdo, se B é
regular, isso ndo implicaque A é regular.
u

2.2[5.5 Sipser] Mostre que Arv ndo € redutivel ao Eqv.
RESPOSTA =

Por contradigéo, suponha que Aty <m Erm. IS implica que —~Any <m —Equ, por definicéo
(—Am e —Eqy s80 complemento ou regacé® de Av e Etm, respectivamente).

Vamos provar que —Eqy € reaursivamente exumeravel. Para isso, vamos construir uma M.T.
N guereamnhece—Emy.

Primeiramente, sejaM umaM.T. tal que M aceita uma palavraw € Z* e Z* +@.

N = “Ignore aentraca:
1. Parai=1,23, ..
1.1 Simule M com entrada s, onde sy, S, ... € cadaum dos elementos de Y™ em ordem
lexicogréfica.
1.2 Se M aceita, ACEITE.”

Logo, —Emv é reaursivamente enumeravel.
Como At <m Emm e Em é reaursivamente enumerdvel, entdo Aqy € reaursivamente
enumeravel, por teorema. Contradi¢éo, pois—Any ndoéreaursivamente enumeravel (Corolario 4.17).
Dessaforma, Amv ndoéredutive polinomialmente a Eny.
||

2.3.[5.6 Sipser] Mostre que <, € umarelacd transitiva.
RESPOSTA =

SgamA, B e C tréslinguagens, tal que A <, B eB <, C.



Sejam f e g funcdes de reducéo de A paraB e de B para C, respectivamente.
Entdio,wE€ A — flw) €EBey € B < g(y) € C.
Logo, w € A < filw) € B. Sef(w) € B, f(w) € B < g(f(w)) € C.
Dessa forma, conclui-se que existe umafuncéo de reducdo de A para C, queé g(f(w))
ou gof. Logo, <n € umarelagdo transitiva.
u

2.4[5.7 Sipser] Mostre que se A <, 4 e A é recursivamente enumeravel, entdo A é recursiva.
RESPOSTA =

Como A <, A, por definicéo, A < A.

Como A ¢é recursivamente enumerdvel, pelo Teorema 5.22, temos que A ¢é
recursivamente enumeravel. Pelo teorema 4.16, uma linguagem € recursiva se e somente se
ela e seu complemento sdo reaursivamente enumeraveis. Logo, A é reaursiva.

u

2.5.[5.9 Sipser] Mostre que todas li nguagens reaursivamente enumeraveis sdo redutiveis ao
ATM-

RESPOSTA =

Sgja L uma linguagem recursivamente enumeravel qualquer. Logo existe uma M. T. M que a
reconhece.

Vamos provar que paratodoL, L <m Arm. Vamos construir uma funcéo de reducéo f: L
— Atm tal quew CL f(W) € Atm.

Segjaafuncdo f(w) = <M ,w>, tal que M aceitaw.

Como afungéo é computavel e w € L < f(w) € Ay, temos que todas as linguagens
recursivamente enumeraveis s80 redutiveis ao Ary.

]

2.6.[5.11 Sipser] Mostre um exemplo de uma linguagemmdecidivel Atal que A<y A.
RESPOSTA =

Considere as linguagens EQruv € “EQmv, que ndo Sa0 recursivamente enumeraveis,
pelo teorema 5.24 (—EQqy € complemento ou regacio de EQmy). Como EQrv € ~EQmv ndo séo
recursivamente enumeraveis, também ndo sdo recursivas (decididas). Logo, sdo indecidiveis.

Vamos provar que EQrm <m —EQrw.

Vamos construir uma funcé de reducéo f: EQry <m ~EQm, tal que w € EQmy <
f(w) € ~"EQtm.

Sgjaf(<M1,M2>) = <M1,M3>tal que L(M) = L(M2) e L(M1) # L(M3).

F =*“Com entrada <M1,M>>:
1. Constuaa M.T. M3 tal que M3 aceita quando M, rejeita, e M3 rejeita quando M,
aceita, ousgja, L(M3) =—L(My).
2. Devolva<M,M3>."

Logo, como F é mmputavel e <M1,M2> € EQmu < L(Mj) = L(My) # L(M3) <
<M{,M3z> € '_EQTM- LOgO, EQTM <m ~EQtwm.

Exercicio 4 [7.6 Sipser] Mostre que aclass de linguagens P é fechada sob as operagdes de:



RESPOSTA =

Sgam L; e L, linguagens, tais que existem M.T.’s deterministicas M; e M, que deddem L; e
Lo, respedivamente, em tempo polinomial. Entdo, LiL, € P. Sejam f(n) e g(n) funcdes de
complexidade de tempo paraas M.T.’s M; e M, respectivamente.

a. Unido
Vamos construir uma M.T. deterministica M; que decidealinguagem Lz = L [ Lo.

M3 = “Com entradaw:
1. Simule M1 com entradaw.
2. Simule M, com entrada w.
3. SeM;ouM,acdatam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.

A complexidade de tempo de M3 é f(n) + g(n), que é polinomial. Entdo, M3 decide Lz em
tempo polinomial. Logo, L; € P ea dasse de linguagens P é fechada sob a operacggo de uni&o.
]

b. Intersec;do
Vamos construir uma M. T. deterministica M, que decidealinguagemL,=L; N Lo.

M4 = “Com entradaw:
1. Simule M1 com entradaw.
2. Simule M, com entrada w.
3. SeM;eM,acetam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.

A complexidade de tempo de M4 é f(n) + g(n), que é polinomial. Entdo, M, decide L4 em
tempo polinomial. Logo, L, € P ea dass de linguagens P é fechada sob a operacdo de intersegéo.
]

c. Concatenacédo
Vamos construir uma M.T. deterministica Ms que decide alinguagemLs =L, * Lo.

Ms = “Com entradaw = wiw-Ws...Wwp,, onde w; € cada um dos caracteres de w:
1. Parai deO aén, faca
1.1 Simule M1 com entrada wiws...w;.
1.2 Smule M5 com entrada Wj+1...Wn.
1.3Se M. e M, acetam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.

A complexidade de tempo de Ms é (n + 1)*[f(n) + g(n)], que é polinomial. Entdo, Ms decide
Ls em tempo polinomial. Logo, Ls € P e a clase de linguagens P é fedhada sob a operacéo de

concatenacao.
u

d. Estrela
Vamos construir uma M.T. deterministica Mg que decide alinguagem Lg =L .

Mg = “Com entradaw = wiwoWs...W,,, onde w; € cada um dos caracteres de w:



1. Sew=¢, ACEITE.

2. Sendo, paraideO atén faca

2.1 Simule M1 com entrada wiwso...Ww;.
2.2 Simule Mg com entrada Wi+1...Wp.
2.3 Se M, e Mg aceitam, ACEITE.

3. REJEITE”

A complexidade de tempo de Mg € n*f(n), que é pdinomial. Entéo, Mg dedde Ls em tempo
polinomial. Logo, L¢ € P e a dasse de linguagens P é fechada sob a operacéo estrela.
]

e. Complementac@®

Vamos construir uma M.T. deterministica M, que dedde a linguagem L, = —L; (complemento
ou negacdo del,).

M~ =“Com entradaw:
1. Simule M1 com entradaw.
2. SeM; acdta, REJEITE.
Sendo, ACEITE.

A complexidade de tempo de M- é f(n), que épolinomial. Entdo, M, dedde L; em tempo
polinomial. Logo, L; € P ea dass de linguagens P é fechada sob a operacdo complemento.

Exercicio5[7.7 Sipser] Mostre gue aclass de linguagens NP é fechada sob as operagdes
de:

RESPOSTA =

Segam L; e L, linguagens, tais que eistem M.T.'s ndo-deterministicas M; e M, gque decidem
L1 e L2, respedivamente, em tempo polinomial. Entdo, L;,L, € NP. Sejam f(n) e g(n) funcdes de
complexidade de tempo paraas M.T.’s M; e M, respectivamente.

a. Unido
Vamos construir uma M.T. ndo-deterministicaM; que deddealinguagem Ls =L [J L.

M3 = “Com entradaw:
1. Simule M1 com entradaw.
2. Simule M, com entradaw.
3. SeM;ouM,acdatam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.

A complexidade de tempo de M3 é f(n) + g(n), que é polinomial. Entdo, M3 decide Lz em
tempo polinomial. Logo, L; € NP ea class de linguagens NP é fechada sob a operagcéo de uni&o.
]
b. Intersec;édo

Vamos construir uma M.T. ndo-deterministica M, que deddealinguagem L, =L, N Lo.

My = “Com entrada w:
1. Simule M1 com entradaw.



2. Simule M, com entradaw.
3. SeM;eM,acdatam, ACEITE.
Sendo, REJEITE”

A complexidade de tempo de M4 é f(n) + g(n), que é polinomial. Entdo, M, decide L4 em
tempo polinomial. Logo, L4 € NP e a class de linguagens NP é fechada sob a operacéo deintersecéo.
]

c. Concatenacéo
Vamos construir uma M.T. ndo-deterministicaMs que deddealinguagem Ls =L * Lo.

Ms = “Com entradaw = wiw-Ws...W,,, onde w; € cada um dos caracteres de w:
1. Parai deO aén, faca
1.1 Simule M1 com entrada wiws...w;.
1.2 Smule M, com entrada Wj+1...Wn.
1.3Se M. e M, acetam, ACEITE.
Sendo, REJEITE.

A complexidade de tempo de Ms é (n + 1)*[f(n) + g(n)], que é polinomial. Entéo, Ms decide

Ls em tempo polinomial. Logao Ls € NP e a dass de linguagens NP é fechada sob a operagdo de
concatenacéo.

u

d. Estrela
Vamos construir uma M.T. ndo-deterministica Mg que dedde alinguagem Lg =L .

Mg = “Com entradaw = wiw-ws...W,,, onde w; € cada um dos caracteres de w:
1. Sew=¢, ACEITE.
2. Sendo, paraideO atén faca
2.1 Simule M1 com entrada wiwo...Ww;.
2.2 Simule Mg com entrada Wi+1...Wp.
2.3 Se M, e Mg aceitam, ACEITE.
3. REJEITE”

A complexidade de tempo de Mg € n*f(n), que é pdinomial. Entéo, Mg dedde Ls em tempo
polinomial. Logo, Ls € NP e a classe de linguagens NP é fechada sob a operagéo estrela.

Exercicio 6 Prove que as linguagens abaixo estdo em NP:
RESPOSTA =

Pela definicdo da dass de problemas NP, um problema é NP se existe algum verificador
polinomial para alinguagem. Vamos construir verificadores polinomiais para & linguagens
abaixo:

a. 3SAT ={ <®> | ® umafoérmula 3CNF satisfativel }

Verificador polinomia da linguagem 3SAT



M; = “Com entrada <®,C>, onde ® € uma formula qualquer. Através de propriedades de
operagdes logicas, pock ser transformada para a3CNF. C € um conjunto de valores a serem
atribuidos a cadauma das variaveis de @.
1. Atribua cada um dos valores pertencentes a C a respectiva varidvel pertencente a
®P.
2. Seessaatribuicdo de Cfaz com que ® segjaverdadeiro (ou sgja, “1"), ACEITE.
3. Sendo, REJEITE.

Como a dribuicéo de valores as varidveis e o calculo do resultado sdo operagdes
reali zadas em tempo polinomial, o verificador é polinomial. Logo, 3SATE NP.

u
b. VERT-COLOR ={ <G,k> |G tem umacoloracd propria nosvérticescom k cores}
Verificador polinomia da inguagem VERCOLOR:

M, = “Com entrada <G,K,C>, onde G € um grafo, V(G) € seu conjunto de vértices e E(G) é
seu conjunto de arestas. C €um conjunto de duplas (a,b), ondea€ V e b € umacor, e C deve
ser verificado.

1. Paratodo u € V(G), paratodo v € V(G) eu # v, faga:

1.1 Se(u,v) € E(G) eacordeueacor dev sdoiguais, REJEITE.

2. Seo numero de cores diferentes for menor ou igua ak, REJEITE.

3. REJEITE”

Como a redizac® de testes e do loop (1) séo operagdes redizadas em tempo
polinomial, o verificador € painomial. Logo, VERT-COVER € NP.

u
c. HAM-CYCLE ={ <G> | G possui um ciclo hamiltoniano }
Verificador polinomia da linguagem HA-CY CLE:

M3 = “Com entrada <G,C>, onde G é um grafo, V(G) é seu conjunto de vértices e E(G) é seu
conjunto de arestas. C é uma permutacéo na qual seus elementos sdo Vérticespertencentes ao
grafo G; ese @andidato acertificado deve s testado.

1. Seaaresta(C,,C,) néo pertencea E(G), REJEITE.

2. Sendo, paraidelaté(n—1), faca

2.1 Verifique se aaresta (C;,Ci+1) esta presente en E(G).

2.2 Se aaresta réo esta presente, REJEITE.

3. Setodas as arestas estdo presentesem G, ACEITE.”

Como a redizac® de testes e do loop (2) séo operagdes redizadas em tempo
polinomial, o verificador € painomia. Logo, HAM-CYCLE € NP.

Exercicio 7 Mostre que se P = NP, entdo existe um agoritmo polinomia que, dado um
grafo G, encontra em G um clique de tamanho maximo.

RESPOSTA =

Vamos provar que CLIQUE € NP. Para isso, vamos construir um verificador polinomial
paraa linguagem CLIQUE.



V = “Com entrada <G,K,C>, onde G é um grafo, V(G) é seu conjunto de vértices e E(G) é seu
conjunto de aestas. C €0 conjunto de vértices aserveificadoe K é otamanhodoclique

1. Paratodo v€ C, verifique se v possui arestas aos demais v értices de C.

2. Severdadeiro, entdo:

21 Se|C|<K, ACEITE.

2.2 Sendo, REJEITE.

3. REJEITE”

Como a redizacdo de comparagdes e testes corresponce a operagdes em tempo
polinomial, o verificador € painomial. Logo, CLIQUE € NP.

Se P = NP e CLIQUE € NP, temos que CLIQUE € P. Entdo, existe uma M.T.
deterministica M que decide CLIQUE em tempo polinomial, onde M recebe como entrada
um grafo G e um numero K, ou sgja, (<G,K>).

Vamos construir umaM.T. N gue encontraem G um clique de tamanho maximo:

N =“Com entrada <G>:
1. K=0.
2. Parai del atén, onden € o nimero de vértices de G, faca
2.1 Smule M com entrada<G,i>.
22 SeM aaita, K =1.
2.3 Se M rejeita, abandore este loop “para’.
3. Parai del atén, onden € o nimero de vértices de G, faca
3.1 “Arranque’ o vérticei de G.
3.2 Smule M com entrada<G,K>.
3.3 Se M rejeita, “devolva’ o vérticei ao grafo G.
4. Retorne <G,K>.”

Obsl: Uma coloracdo propria de um grafo G € uma dribuicdo de cores aos vertices tal que
nenhuma aesta posaui as extremidades com amesma or. Ciclo hamiltoniano éum ciclo que
passa por todos os vértices do grafo.



