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Exercicio 1 Mostre que se P = NP, entdo existe um agoritmo polinomial que, dado um grafo G,
obtém vértices de G que formam uma cliqgue méxima. Dica: Obtém o tamanho da dique
maxima e depois vai removendo vértices cujaremocdo ndo dminui esse tamanho.

RESPOSTA =

CLIQUE ={<G, K> | G tem uma dique de tamanho K} .
Vamos provar que CLIQUE € NP. Para isso, vamaos construir um verificador polinomia para a
linguagem CLIQUE.

V = “Com entrada <G,K,C>, onde G é um grafo, V(G) € seu conjunto de vértices e E(G) é seu conjunto
de arestas. C é 0 conjunto de vértices a sr verificado e K é o tamanho daclique.

1. Paratodov € C, verifique se v possui arestas aos demas verticesde C.

2. Severdadeiro, entdo:;

2.1 Se|C| <K, ACEITE.

2.2 Sendo, REJEITE.

3. REJEITE”

Como a redizac® de cmmparacles e testes correspondem a operaces em tempo polinomial, o
verificador é polinomial. Logo, CLIQUE € NP.

Se P =NP ¢ CLIQUE € NP, temos que CLIQUE € P. Entdo, existe uma M.T. deterministica M
gue decide a CLIQUE em tempo palinomial, onde M recebe como entrada um grafo G e um nimero K
(<G, K>).

N = “Com entrada <G>:
1. K=0.
2. Paraidel atén, onden é o nimero devértices de G, faca:
2.1 Simule M com entrada <G, i>.
2.2 SeM acdta, K =i.
2.3 SeM rejeita, abandone o “para’.
3. Paraidel atén, onden é o nimero devértices de G, faca:
3.1 “Arranque” o vérticei de G.
3.2 Simule M com entrada <G,K>.
3.3 SeM regieita, “devolva” o vérticei ao grafo G.
4. Retorne<G, K>."

Exercicio 2 [7.21 Sipser] HALF-CLIQUE = {<G> | G é um grafo que possui uma clique com
mais da metade dos vérticesde G} . Mostre que alinguagem HALF-CLIQUE é NP-Completa.
Dica: Provar que CLIQUE. <p HALF-CLIQUE.

RESPOSTA =



HALF-CLIQUE = {<G> | G é um grafo que possui uma cliqgue @m pelo menos a metade do
nimero de \értices de G}.

DICA: CLIQUE <, HALF-CLIQUE.

Primeiramente, vamos provar que HALF-CLIQUE € NP. Para isso, basta construir um
verificador polinomial paraHALF-CLIQUE.

V =*“Com entrada <G, C>, onde G € um grafo e C é o conjunto de vértices a ser verificado.
1. Se|C|<(n/2), onden é o nimero de vértices total de G, REJEITE.
2. Sendo, se todos os vértices C; € C possuem arestas ligando-0s aos outros vértices de C,
ACEITE.
3. REJEITE”

Agora, vamos provar que CLIQUE <, HALF-CLIQUE. Paratal, vamos construir uma funcéo de
reducéo F de CLIQUE para HALF-CLIQUE.

F =“Comentrada <G, K>, onde K é o tamanho da clique a %r testada.
1. SeK < (n/2), onde n é o numero de \eértices de G.
1.1 Adicione (n — 2K) vértices ao gafo G, com arestas destes para todos os demais vértices de G,
ou sgja, adicione vérticesa G até quen < 2K.
2. RetorneG.”

Como HALF-CLIQUE € NP ¢ CLIQUE <, HALF-CLIQUE (CLIQUE € NP-Completo), HALF-
CLIQUE € NP-Completo.

Exercicio 3 [7.27 Sipser] SET-SPLITTING = {<S C> | Sé um conjunto finitoe C={C,, C,, ...,
C«} é uma olecd de subconjuntos de S tais que os elementos de S podem ser coloridos de
vermelho e azul de forma que nenhum C; tenha todos os seus elementos coloridos com a mesma
cor}. Mostre que alinguagem SET-SPLITTING € NP-Completa.

Dica: Provar que VERT-COLOR <p SET-SPLITTING
RESPOSTA =

SET-SPLITTING = {<S, C> | S é um conjunto finito e C = {C;, C,, ..., C¢} é uma colecdo de
subconjuntos de S tais que os eementos de S podem ser coloridos de vermelho e azul de forma que
nenhum C; tenha todos os us € ementos coloridos com a mesma cor} .

DICA: VERT-COLOR <, SET-SPLITTING.

Primeiramente, vamos provar que SET-SPLITTING € NP, construindo um verificador
polinomial para SET-SPLITTING.

V =*“Com entrada <S, C, SOL>, onde S e C sdo tais como descrito adma, e SOL é o conjunto formado
por duplas daforma (Vi(G), cor), onde V;(G) é cadaum dosvértices de G, associado asuacor. SOL dewe
ser testado.

1. Paraidel aték, ondek =|C|, faca

1.1 Usando o conjunto de duplas SOL, verifique se C; € C possui elementos (vértices) coloridos

com duas cores.

1.2 SeC; ndo segue essaregra, REJEITE.

2. SetodososC; € C seguem aregra, ACEITE.

3. REJEITE”

Agora, vamos provar que VERT-COLOR <, SET-SPLITTING, construindo uma funcéo de
reducéo F de VERT-COLOR para SET-SPLITTING.



F =“Com entrada <G, K>, onde G é um grafo e K € 0 nimero de cores parase colorir G.

1. ConsidereK =2.

2. Construao conjunto S, onde cadaum de seus elementos € um vértice de G.

3. Construa o conjunto C, onde @da um de seus dementos € um conjunto formado por um
subgrafo distinto de G, ou sga, C é formado por uma wlegéo de mnjuntos formados pelos
vértices ligados por uma aresta.

4. RetorneSeC.”

Como SET-SPLITTING € NP e VERT-COLOR <, SET-SPLITTING (VERT-COLOR € NP-
Completo), SET-SPLITTING € NP-Completo.

Exercicio 4 Prove que o problema CAIXEIRO = {Dado um grafo G completo, com pesos
positivo nas arestas, obtenha o tamanho minimo de um ciclo que pass por todos os vertices} .
Mostre que CAIXEIRO é NP-Dificil. Dica: Provar que HAMPATH <p CAIXEIRO

RESPOSTA =

CAIXEIRO = {Dado um grafo G completo, com pesos positivo nas arestas, obtenha o tamanho
minimo de um ciclo que passe por todos osvértices}

DICA: HAMCYCLE <, CAIXEIRO.

A reducdo de um problema NP-Completo para 0 CAIXEIRO nos prova que o CAIXEIRO é NP-
Dificil. Vamos provar que HAMCYCLE <, CAIXEIRO, através de uma funcéo de redugéo F de
HAMCY CLE parao CAIXEIRO.

F =“Com entrada <G>, onde G é um grafo.
1. Crieumgrafo G’, com os mesmos vértices de G.
2. A cada aestade G, adicione uma aestacom peso 1em G'.
3. A cadapar de vértices em G, que ndo possua arestas entre eles, adicione uma arestacom peso
2emG'.
4. RetorneG'.”

Se 0 caxeiro encontrar um ciclo com peso n = |V(G’)|, isso significa que nenhuma das arestas
“extras’ (de peso 2) inseridas no gafo ariginal G foram usadas e existe um ciclo hamiltoniano em G.
Sendo, o ciclo terd peso n> [V(G')|, 0 que indica que arestas “extras’ (de peso 2) foram utilizadas para
completar o ciclo e, neste caso, ndo &iste um ciclo hamiltoniaro em G.

Como HAMCYCLE € NP-Completo e HAMCY CLE <, CAIXEIRO, CAIXEIRO € NP-Dificil.

Exercicio5 Prove que PATH ={<G, s, t> | o grafo G possui um caminho entre os vértices se t}
esta en P e em PSPACE. Dica: Inicie an s e vai marcando quem pode ser atingido.

RESPOSTA =

PATH ={<G, s,t> | o grafo G possui um caminho entre os vérticess et} .
A congtrucdo de uma M.T. deterministica que decide uma linguagem em tempo e epaQ
polinomiais nos da aprova deque PATH € P ¢ de que PATH € PSAPACE, respectivamente.

M =*“Comentrada <G, s, t>, onde G éumgrafo es et sdo véticesde G.
1. Marqueo vértices.
2. ParacadaumdosV; € V(G) vértices marcados, faca:
2.1 Marquetodos os Vvértices que possuem arestas ligando-os ao vértice V.



2.2 Repita até que todos os vértices estejam marcados ou se nenhum novo vértice possa ser
marcado.

3. Set estamarcado, ACEITE.

4. Sendo, REJEITE.

Como o0“loop” marcaos vértices uma Unicavez, o algoritmo tem custo n de tempo. Logo como a
complexidade € polinomial e o algoritmo é deterministico, PATH € P.

Como as operagdes 0 realizadas em cima de um tipo de estrutura de dados, um vetor de
tamanho n, o espag também tem custo n. Logo, a complexidade é polinomial em espaco e PATH €
PSRACE.

Exercicio 6 (6.1) Estabeleca, na forma de uma pergunta, a defini¢cdo dos problema de deciséo
correspondentes as linguagens das questdes anteriores. (6.2) Sobre o problema CAIXEIRO, (a)
defina seu tipo (min-max), (b) seu conjunto de instancias, (c) 0 conjunto de solucdes para uma
dada instancia, (d) qua o custo de uma solugéo, (e) 0 que €uma solucéo 6tima e (f) qua o pior
resultado de um algoritmo de aproximacéo 54, seo aimo € 100. Justifique.

RESPOSTA =

6.1)

QUESTAO 1: Dado umgrafo G eum inteiroK, G possii uma dique de tamanho méximo?

QUESTAO 2: Dadoum grafo G, G possui uma dicue com pelo menos a metade dos vértices de G?

QUESTAO 3: Dado um conjunto finito S e uma colec¢é de subconjuntos C, os elementos de S podem ser
coloridos de vermelho e azul de forma que nenhum C; € C tenha todos os seus elementos
coloridos com a mesma cor?

QUESTAO 4: Dado um grafo G completo com pesos positivos has arestas e um niimero K, G possui um
ciclo que passa por todos os vértices de comprimento menor ou igual aK?

QUESTAO 5: Dado umgrafo G e dois vértices s et de G possui um caminho des at?

6.2)

a) Problemade minimizagéo.

b) Grafo G completo com pesos positivos nas arestas.

¢) Dadaumaingténcia, a solucédo é uma permutacéo de vértices.

d) Soma dos pesos das arestas entre 0s vértices adjacentes na permutacao.

e Eociclo cujo custo dasolucioé minimo.

f) a=5/4¢Opt(x)=100 — C(x) < Opt(x). a — C(x) <100 . 5/4 — C(x) <125

O pior caso é C(x) = 125. Isso acorre pois, para um problema de minimizagdo, mesmo que néo se

chegue a solugdo 6tima, pdo menos < limita um valor superior, para evitar que o resultado sgja muito
ruim, ou longe demais de umvalor plausivel.

Exercicio 7 [84 Sipser] Mostre que a dasse de linguagens PSPACE é fechada sob as
operages de:

RESPOSTA =
Sejam L; e L, linguagens, tais que existem M.T.s M; e M, que decidem L; e L,

respectivamente, em espag polinomia. Entdo, L, L, € PSPACE. Sgam f(n) e g(n) fungbes de
complexidade de espaqo paraas M.T.’sM; e M, respectivamente.



a. Unido
Vamos construir umaM.T. M3 que decidealinguagem Ls =L, O L.

Mz ="“Com entrada w:
1. Simule M; com entradaw.
2. Simule M, com entrada w.
3. SeM;ouM, acetam, ACEITE.
4. Sendo, REJEITE.”

A complexidade de espag de M3 é f(n) + g(n), que é polinomial. Entéo, M ; decide L; em espag
polinomial. Logo, L 3 € PSPACE e a classe de linguagens PSPACE é fechada sob a operac&o de unido.
|

b. Interseccéo
Vamos construir umaM.T. M4 que decidealinguagem Ly =L N Lo.

M4 ="“Com entrada w:
1. Simule M; com entradaw.
2. Simule M, com entrada w.
3. SeM;eM,aamtam, ACEITE.
4. Sendo, REJEITE.”

A complexidade de espag de M4 é f(n) + g(n), que é polinomial. Entéo, M 4 decide L, em espag
polinomial. Logo, L, € PSPACE e a classe de linguagens PSPACE ¢ fechada sob a operacdo de
intersecdo.

|

c. Concatenacédo
Vamos construir umaM.T. Ms que decide alinguagem Ls =L, « L.

Ms = “Com entrada w = wyW,ws...W,, onde w; & cada um dos caracteres de w:
1. ParaideO atén, faca
1.1 Simule M; com entrada w;Ws...W;.
1.2 Simule M, com entrada Wi.1...Wh.
1.3 SeM; e M, acsitam, ACEITE.
2. Sendo, REJEITE.

A complexidade de espaco de Ms é (n + 1)*[f(n) + g(n)], que é polinomial. Entdo, Ms dedde Ls
em espaco polinomial. Logo, Ls € PSPACE e a classe de linguagens PSPACE é fechada sob a operacéo

de concatenagao.
|

d. Estrela
Vamos construir umaM.T. Ms que decide alinguagem Lgs = L;*.

Me = “ Com entrada w = wyW,ws...W,, onde w; € cada um dos caraderes de w:
1. Sew=¢, ACEITE.
2. Sendo, parai de0 aténfaca
2.1 Simule M1 com entrada wyWs...Ww;.
2.2 Simule Mg com entrada Wi.1...Wp.



2.3 SeM; e Mg acditam, ACEITE.
3. REJEITE”

A complexidade de espaco de Mg é n*f(n), que é polinomial. Entdo, Me decide Ls em espag
polinomial. Logo, Ls € PSPACE ea classe de linguagens PSPACE é fechada sob a operacéo estrela.
|

e. Complementacéo

Vamos construir uma M.T. M- que decide a linguagem L; = —L; (complemento ou negacdo de
L1).

M- =*“Com entrada w:
1. Simule M; com entradaw.
2. SeM; amita, REJEITE.
Sendo, ACEITE.”

A complexidade de espag de M- é f(n), que é polinomial. Entdo, M, decide L; em espago
polinomial. Logo, L; € PSPACE e a classe de linguagens PSPACE é fechada sob a operacédo
complemento.

|

Exercicio 8 (8.1) Prove que se um problema APX-Completo tem um esguema de aproximacao
polinomial, entdo PTAS = APX (ou sgja, todos os problemas em APX tém um esquemade

aproximacdo polinomial). (8.2) Prove que < pras € umarelagéo trandtiva
RESPOSTA =

8.1)

Seja P um problema de otimizagc&o APX-Completo. Logo, P € APX e paratodo A € APX, A
<pras P, OU sgja, A tem uma reducéo PTAS para P.

Como A <pras P, existem algoritmos polinomiais M e M, tais que para cada instancia de A, M,
produz umainstancia M(x) de P, e para cada solucéo s de F(M1(X)), M2 produz uma solucéo s, de F(x).

Se P tem um esguema de groximacao polinomial, entdo existe um algoritmo polinomial que
obtém uma solucado de P.

Logo, como A <pras P € P tem uma PTAS, entdo A tem uma PTAS também (transformacado
completamente polinomial). E como A é qualquer problema em APX, entdo todo problema en APX
possui um esguema de aproximagao polinomial.

Assm, paratodo A € APX, A tem um esquema de aproximagdo polinomial. Logo, APX = PTAS.

|
8.2)
Sejam A, B e C problemas tais que A <pras B € B <pras C. L0go, vale 0 seguinte diagrama:

I(A) 1(B) /\ 1(C)
XA .| XB | Xc

F(Xa) F(xs) F(xc)
Sa

A
4




» Como A <pras B, existem algaritmos polinomiais M; e M, tais que:

Xa € |(A) —> XB = Ml(X/.\) € |(B)
ss € F(M1(Xa)) = F(xg) — Ma(ss) € F(Xa)

» Como B <pras C, existem algoritmos polinomiais M;' e My, taisque:

Xg € |(B) — Xc =M/ (XB) € |(C)
sc € F(M1' (Xg)) = F(Xc) — M7 (sc) € F(Xg)

» Como Xg = Mi(Xa) €S8 = M7 (s):

XA € |(A) —xXc =M/ (XB) =M/ (Ml(X/.\)) € |(C)
sc € F(xc) = F(M{' (Xg)) = F(M1' (M1(Xa))) — Ma(ss) = M2o(M2' (sc)) € F(Xa)

Logo, como a composicdo de polindmios também é um polindmio, A <pras C. ISso prova que
<pras € Umarelacao transitiva.
|



