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Resumo

O problema de distingao de elementos consiste em descobrir se em uma lista de entrada
todos seus elementos sao distintos. Classicamente, para o caso em que existam dois e-
lementos iguais em uma lista de N elementos, sdo necessarios pelo menos Q(N) passos
para solucionar este problema. Utilizando o Bucket sort este problema é solucionado em
O(N) passos, sendo assim, o melhor algoritmo para este caso visto que este resultado ji é
6timo. No paradigma quantico, Aaronson mostrou que para solucionar esta questdao sao
necessarios ao menos Q(N??) passos, desta forma, o algoritmo de distincdo de elementos
proposto por Ambainis é 6timo, j& que possui complexidade O(N?%?). Tal algoritmo faz
uso de importantes conceitos e técnicas da computacao quantica, tais como caminhada
quantica e busca quantica em um grafo de Johnson, de tal modo que faz com que este
algoritmo seja muito importante neste paradigma. Por possuir superposicoes de esta-
dos e calculos nao-triviais, além de estados que crescem de maneira exponencial, estudar
de maneira analitica este algoritmo se torna impraticavel e o uso de ferramentas apro-
priadas se torna necessario. Devido ao fato de nao existir um computador quantico de
proposito geral, para se estudar e compreender o comportamento de algoritmos quanticos
em determinadas situagoes, sao necessdarias ferramentas de simulagao. Por executarem
em maquinas classicas, estes simuladores consomem meméria e tempo de execucao que
crescem exponencialmente. Foi desenvolvido um simulador, de propdsito educacional,
para o algoritmo de Ambainis, pois até onde os autores tem conhecimento, nao existe
nenhum simulador que tenha o foco sobre este algoritmo tao importante. Este software
pode trabalhar em ambientes Windows e Linux, sem grandes diferencas de desempenho.
O cédigo fonte é aberto, permitindo que qualquer usuario que tenha conhecimentos sobre
programagcao possa modifica-lo, se tornando facilmente modificavel para uso profissional.

Palavras-chave: algoritmos quanticos, simulacao, caminhadas quanticas, distin¢ao de
elementos, computacao quantica educacional.



Abstract

The problem of element distinctness consists in finding out if all elements of a input list
are distinct. Classically, for the case where there are two equal elements in a list of N
elements, at least (V) steps are needed to solve this problem. Using the Bucket sort
algorithm this problem is solved in O(N) steps, thus being the best algorithm for this
case since this result is already optimal. In the quantum paradigm, Aaronson showed that
to solve this issue at least Q(N?/3) steps are needed, thus the algorithm of element dis-
tinctness proposed by Ambainis is optimal, as it has complexity O(N?/?). This algorithm
makes use of important concepts and techniques of quantum computing, such as quan-
tum walks and quantum search in a Johnson graph, so that makes this algorithm very
important in this paradigm. As the systems states are in superposition and the number of
states grows exponentially, it is impratical to analyze this algorithm analytically. Because
there is not a general purpose quantum computer, to study and understand the behavior of
quantum algorithm in certain situations, simulation tools are required. Running in classic
machines, these simulators consume memory and runtime that grows exponentially. An
educational purpose simulator for Ambainis algorithm was developed, until the limits of
the authors knowledge, there is no simulator for this important algorithm. This software
works on Windows and Linux environments, without major performance differences. The
source code is open-source, allowing any user with knowledge of programming to modify it.

Keywords: quantum algorithms, simulations, quantum walks, element distinctness,
quantum computing education.
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1 Introducao

A construcao de um computador quantico de propésito geral é um grande desafio
nos dias de hoje, visto que a tecnologia atual nao possibilita o isolamento e controle in-
dividual de um grande niimero de particulas quanticas. Nao existe um consenso entre os
especialistas da area sobre qual serd a tecnologia mais adequada para que se possa con-
trolar uma grande quantidade de qubits! por tempo necessario para que sejam executadas
computagoes uteis. Apesar disso, o paradigma quantico possui algoritmos e conceitos de
estudo interessantes que, se compreendidos, podem ser tteis para que sejam desenvol-
vidos algoritmos quanticos que superam seus correspondentes classicos. Simulacoes de
algoritmos quanticos em maquinas classicas tém sido objeto de estudo de diversos autores
[5,7,9, 14, 20, 21] como ferramenta para a compreensao dos importantes conceitos da com-
putagdo quantica, visando dois objetivos principais: (i) prover ferramentas educacionais
para aprender como os algoritmos quanticos se comportariam em diferentes situagoes, e
(ii) estudar determinados aspectos dos algoritmos onde a obtengao de resultados analiticos
é bastante dificil.

Um dos grandes problemas na simulacao de algoritmos quanticos em computa-
dores classicos é que, de forma geral, tais simulagoes possuem complexidade exponencial,
tanto em tempo quanto em memoéria. Apesar disso, muitas ferramentas de simulacao
tém sido desenvolvidas tendo como foco diferentes formalismos da computacao quantica,
tais como: circuitos quéanticos [5, 9], formalismo quantico estabilizador [6], caminhadas
quanticas em grafos [14], simulacdo de Hamilton [8], entre outros. A utilizagao dessas
ferramentas permite compreender o poder e as limitagoes da computacao quantica, além
de serem muito uteis no desenvolvimento de circuitos e algoritmos quanticos.

O algoritmo de distingao de elementos, proposto por Ambainis [4], faz uso de im-
portantes conceitos e técnicas da computacao quantica, tais como caminhadas quanticas
e busca quantica em grafos. A execucao deste algoritmo envolve varios cdlculos e super-
posicoes de estados que nao sao triviais, tornando a abordagem analitica para o estudo
da evolucao destes estados invidvel até mesmo para listas de entrada nao muito grandes.
Além do mais, o algoritmo de Ambainis baseia-se em caminhadas quanticas sobre um tipo
de grafo particular, conhecido como grafo de Johnson, tornando inadequada a simulacao
deste algoritmo em programas que simulam caminhadas quanticas, como o QWalk [13, 14],
por exemplo.

Neste trabalho foi desenvolvido um simulador numérico para o algoritmo de dis-

tincao de elementos. Até onde os autores tém conhecimento, nao ha outro simulador para

1O termo qubit, ou g-bit, vem do inglés quantum bit, ou seja, bit quantico
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o algoritmo de Ambainis disponivel na literatura. A proposta principal do software é ser-
vir como um instrumento educacional, simulando este importante algoritmo e mostrando
a evolu¢ao do mesmo ao longo de cada passo. O cédigo fonte do simulador encontra-se
gratuitamente disponivel sob a licenca GNU GPL, e pode facilmente ser estendido para
outras propostas, tais como simulacoes envolvendo decoeréncia ou operagoes com ruido.
A estrutura deste trabalho é como segue. No Capitulo 2 sao apresentados os con-
ceitos basicos que fundamentam a computacao quantica, tais como conceitos de Mecanica
Quantica, caminhadas quanticas e a notacao utilizada. No Capitulo 3, cada passo do
algoritmo ¢é detalhadamente apresentado. No Capitulo 4 sao mostrados aspectos técnicos
do desenvolvimento e utilizacao do simulador, explicando como ele pode ser utilizado no
estudo de cada passo do algoritmo de distin¢ao de elementos. Também sao apresentados,
na Secao 4.2, os resultados numéricos obtidos a partir do uso do simulador, mostrando
como o consumo de memoéria e tempo crescem a medida que a lista de entrada aumenta.

Finalmente, no Capitulo 5, é apresentada a conclusao final bem como projetos futuros.
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2 Nocoes Preliminares

Para a compreensao do algoritmo de Disting¢ao de Elementos é necessario conhecer
um pouco de algebra linear, que faz parte dos fundamentos da Mecanica Quantica e o
conceito de caminhada quantica.

A dlgebra linear define os espacos e operagoes vetoriais, que sao utilizados pela
computacao quantica. Em geral, tais operagoes ocorrem entre operadores unitarios através
de um produto entre vetores conhecido como produto tensorial, que sera definido mais
adiante.

Junto com a algebra linear, os quatro postulados da Mecanica Quantica definem
as leis fisicas sobre as quais a computacao quantica estd baseada, desta forma, o nao
cumprimento de algum destes postulados descaracteriza o ambiente quantico. Além destes
conceitos basicos para a computacao quantica, o algoritmo de distin¢gao de elementos faz
uso de conceitos importantes como caminhadas quanticas e busca quantica em grafos.

Neste capitulo sao apresentados os conceitos bésicos do paradigma quantico, de

forma breve e direta, bem como a notagao utilizada, conhecida como a notacao de Dirac.

2.1 A notacao utilizada e o produto tensorial

A notacao vetorial que € utilizada para descrever os estados quanticos na Mecanica
Quantica, bem como para denotar vetores, é conhecida como Notagao de Dirac. Nesta
notacdo um vetor ¢ é representado por |¢), também chamado de Ket. A representagao
de seu vetor dual 1! é dada por [1)T = (3], também chamado de Bra. Dessa forma, um

vetor ¢ = {vy,...,v,} e seu vetor dual tem as seguintes representagoes, respectivamente:

U1

) = : e (Y| = v, ... 0] (2.1)

Quaisquer operacoes lineares podem ser escritos utilizando esta notagao. Desse
modo o produto interno, também conhecido como produto escalar, entre dois vetores é

escrito como

(9lv), (2.2)

enquanto o produto externo, ou produto vetorial, entre os mesmos dois vetores é escrito

Ccomo

|6) (1. (2.3)
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Além do mais esta notacao permite a simplificagdo da escrita de um produto
tensorial entre dois ou mais vetores, como ¢é visto mais adiante.

O produto tensorial, também conhecido na literatura como produto de Kronecker,
entre dois vetores consiste na multiplicacao de cada componente do primeiro vetor com
cada um dos componentes do outro vetor. Este produto é uma forma de combinar dois
espagos vetoriais distintos, bem como vetores e operadores de diferentes dimensoes. Desta
forma, sejam os espagos vetoriais H; e Hs de dimensoes n e p, respectivamente. O produto
tensorial entre estes dois espacos vetoriais é representado por H; ® Hs, gerando assim um

novo espaco vetorial de dimensao np. Analogamente, o produto tensorial entre dois vetores

U1 w1
Vi=1 e =| |,

Un wy

onde |V') possui comprimento n e [W) possui comprimento p, serd um novo vetor denotado

por |V) ® |W) de comprimento np que serd escrito como

V1Wq

V1Wp
V)@ |[W) =

Un W1

[ UnWp

O produto de Kronecker nao é comutativo, e este possui trés axiomas:

1. Para qualquer ¢ € C, |¢1) € H1 e [1)9) € Hao,
c([91) @ |2)) = clhn) @ [h2) = 1) @ cliba).
2. Para qualquer [¢),|01) € Hq e [ig) € Hay
(1) +161)) @ [h2) = (|th1) @ |1h2)) + (161) @ |4h2)).
3. Para qualquer |¢1) € Hy e |1)9),|02) € Ha

1) @ (162) + [¥02)) = ([91) ® 102)) + ([t1) @ |h2)).
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Sejam agora A e B dois operadores lineares em H; e Hs, respectivamente. Logo,

A ® B é um operador linear no espaco Hq ® Hs, definido por

(A® B)(|¢1) ® [12)) = Alyr) @ Blis).

O produto tensorial pode ser escrito omitindo-se o operador ®, de forma que

|1) ® |0) é frequentemente escrito como [1)|#), ou também como [1)6).

2.2 Mecanica Quantica

Os quatro postulados da Mecanica Quantica descrevem quais caracteristicas uma
maquina quantica deve possuir, definindo assim o espaco de estados, a evolucao temporal
do estado, a composicao entre estados, e por fim a medi¢cao. Todos os quatro postulados
devem ser respeitados de forma a manter as caracteristicas quanticas.

O primeiro postulado descreve o espaco de estados do sistema. Todo sistema
fisico isolado tem associado a ele um espacgo vetorial complexo, que é o espaco de estados
do sistema. No paradigma quantico, o estado mais trivial é o préprio qubit, que é um
vetor normal no espaco de Hilbert bidimensional. Este vetor pode ser escrito na base

computacional {|0),|1)} de maneira genérica como sendo
al0) + 5[1),

onde |0) e |1) s@o os estados que representam os valores 0 e 1 respectivamente, e o, f € C
representam as amplitudes de |0) e |1) respectivamente. Para que este estado seja normal,
o produto interno de um vetor com ele mesmo deve ser igual a 1, dessa forma |a|?+|3|* = 1.

A evolucao do estado em relacdo ao tempo é descrita no segundo postulado.
Todo sistema quantico evolui de maneira unitaria, ou seja, a evolucao do estado do sis-
tema tem associada a ela um operador unitério (operador cujo seu adjunto é igual ao seu
conjugado, de modo que UUT = UTU = I). Devido a este fato, esta evolucao ¢ deter-
ministica e reversivel, i.e., a partir do estado final resultante é possivel recuperar o estado
inicial. Assim, seja U um operador unitério qualquer e [¢) o estado inicial do sistema.

Ao aplicar o operador U em [t)g) é obtido um novo estado [¢4), tal que

1) = Ulto)

e pelo fato de ser unitario tem-se

|¢0> = UT|¢1>~

Algoritmos quanticos sao desenvolvidos utilizando prescri¢coes de operadores uni-
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tarios aplicados a uma condicao inicial. Os exemplos de operadores unitarios mais famosos

presentes na literatura sao as matrizes de Pauli, e o operador de Hadamard, representado

1 1 1
=31 4)

cuja acao é muito importante, pois possibilita que seja feita uma superposicao de todos

por

os estados possiveis de uma dada entrada.

No terceiro postulado, a composigao de estados é descrita através do produto
tensorial entre estes estados. Quando ha um estado superposto que nao é possivel de-
compor através de um produto tensorial é dito que tal estado estd emaranhado. Estar
emaranhado significa que dois ou mais qubits nao sao independentes. Este é, por exemplo,

o caso do estado composto
_|00) +[11)

o

cuja fatoragao em dois estados independentes nao é possivel. No entanto, o estado

[¥)

_ [00) -+ [10) — J01) — |11)
5 :

[¥)

também representa um estado composto, porém este estado é formado pelo produto ten-

sorial entre os estados

0) +[1)
V2

0) = [1)
VR

O quarto postulado descreve o procedimento para se acessar uma informagcao

|th1) =

|1/)2> =

de um ou mais qubits, a medicao, que deve ser feita sobre uma base, que neste trabalho
serd sempre considerada como sendo a base computacional. Ao se realizar a medicao,
o estado ird deixar de estar isolado, desrespeitando as condi¢oes do primeiro postulado.
Dessa forma, tal estado ird colapsar para algum outro estado, que sera o estado obtido
apos a medicao, resultando na perda de todas as demais informacoes. Em outras palavras,

para um estado qualquer

W) = Zai|¢i>v (2.4)

ao ser realizada a medicao, o estado colapsard para o estado |¢;), com probabilidade |a;|*.

Supondo o estado
_10) +11)
W> - \/5 )

que é gerado a partir da aplicacao do operador de Hadamard no estado |0), tem-se que
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tanto a amplitude de |0), o, quanto a amplitude de [1), 3, valem 1/v/2. Dessa forma a
probabilidade de que ao se medir este estado, o sistema colapse ou para o estado |0) ou

para o estado [1) é |a|? e |3|?, respectivamente, o que resulta em ambos os casos em uma
probabilidade de 50%.

2.3 Caminhadas quanticas

Nesta secao sao vistos os conceitos de caminhadas quanticas, que sao utilizados
pelo algoritmo de Distincao de Elementos. Na computacao classica existe o conceito de
random walk, ou caminhada aleatéria, que ocorre sobre um grafo de maneira nao deter-
ministica onde cada passo da caminhada é definido aleatoriamente por uma moeda. Este
conceito é utilizado na modelagem de diversos problemas importantes computacional-
mente como, por exemplo, o problema de conectividade em grafos. Esta caminhada pode
ser modelada em tempo continuo ou em tempo discreto, sendo esta tultima modelagem
utilizada nas secoes subsequentes.

No paradigma quantico existe o conceito analogo conhecido como quantum walk,
ou caminhada quantica, e assim como sua correspondente classica, define o movimento
de uma particula em um grafo, onde a particula, neste caso, é descrita por um vetor
normalizado no espaco de Hilbert e seu movimento é dado por um operador unitario,
mantendo assim as caracteristicas quanticas.

Em um grafo pode haver ligagoes entre vértices que o caminhante nao podera
percorrer, o que é conhecido com ligagoes interrompidas. Este tipo de modelagem é
importante, porém esta fora do escopo deste trabalho. Para mais informagoes sobre este
conceito, recomenda-se ao leitor a referéncia [13].

Inicialmente é apresentado o conceito de caminhada quantica em malha unidi-
mensional infinita, pois este é o modelo mais simples e é suficiente para a compreensao
do funcionamento da caminhada quantica. Em seguida, é apresentado o conceito de ca-
minhada quantica de Szegedy, que é uma caminhada descrita por operadores de reflexao

em um grafo bipartido [18].

2.3.1 Caminhadas em malhas unidimensionais

Este modelo de caminhada estd definido sobre uma reta, i.e., uma malha unidi-
mensional. Seja H; o espaco de Hilbert que é gerado por todas as possiveis posicoes da
particula nesta malha. Suponha que este estado tenha dimensoes infinitas, dessa forma,
define-se a base canonica para o subespaco-posi¢ao como sendo B, = {|z) : x € Z}. Para
que este modelo possa ser definido em tempo discreto é necessario que se adicione mais
um grau de liberdade, chamado de estado da moeda ou quirilidade, e que possui evolucao

deterministica e unitédria, devido ao segundo postulado da Mecanica Quantica, visto na
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Secao 2.2.

Denote Hy como sendo o espaco gerado por todos os possiveis estados da moeda,
que determinam qual o sentido do movimento do caminhante sobre a malha. Com isso a
base candnica para o espa¢o da moeda é dado por B, = {|j) : j € {0,1}}. Desta forma
define-se o espaco de Hilbert como sendo Hs ® H.

O estado genérico do caminhante num instante de tempo t é definido como

1 o]

W)=Y Y b)),

7j=0 z=—00

onde 1, € Ce Y ;> || =1.

O primeiro passo do caminhante ocorre devido a uma operacao unitaria que
se assemelha com o “lancamento da moeda”’da caminhada aleatéria, no entanto, vale a
pena ressaltar que no caso da caminha quantica este “langamento de moeda”ocorre de
forma deterministica, logo, é reversivel, diferentemente do operador moeda da caminhada

classica. O operador moeda ¢ dado por

1
M= Myli) (k|

J,k=0

porém este operador pode ser definido de maneira livre desde que se mantenha unitario.
No caso da caminhada na reta em geral é utilizado o operador de Hadamard, visto na
Secao 2.2.

Em seguida, o resultado do passo do caminhante é condicionado ao resultado da
moeda, que pode ser descrito, neste caso, como o operador unitario que define o operador
de deslocamento L.

D= > 1)Ul r+ (1))l
j=0 z=—o0
Logo, o operador que define a evolucao unitaria para um passo de caminhada é

equivalente a
U=Do(M®I,),

onde Z, ¢ o operador identidade no subespago-posigao.
A probabilidade de que seja encontrado o caminhante na posicao x fazendo-se a

medicao é

P(l‘, t) = Z |¢j,x(t)|2'
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2.3.2 Caminhada quantica de Szegedy

Inspirado no algoritmo de Ambainis [4], este modelo de caminhada quantica é
descrito por operadores de reflexao em um grafo bipartido, onde operador de reflexao é
todo operador de R? ou R? que transforma cada vetor, em suas respectivas dimensoes,
em seu simétrico relativamente a uma reta ou um plano que contenha a origem. Denote
S e T particoes de conjuntos de vértices em um grafo bipartido onde v, e vy sao vértices
genéricos destes respectivos conjuntos. P e () sao matrizes estocdsticas que descrevem
as probabilidades de movimentos de S para T e de T para S, respectivamente, com suas

componentes

S pu=1V0€S

v €T

Z Qs = ].,\V/Ut eT.

vs€S
Ao grafo bipartido é associado um espago de Hilbert H™s"7 em que ng = |S| e
ny = |T|, possuindo a base computacional b = {|vs,v;) : vy € S,v; € T'}. Definem-se os

operadores A : H"S — H"S"T como

A=Y 16w,

vsES

onde
65) = [v) ® (Z rpstrv»)
v €T
e B:H'" — H™™ como

B=3" luiul

v €T
onde

|¢T> = (Z \/@|U5>) ® ’Ut>'

vs€S
A interpretacdo que se tem é que |¢p,) representa a superposi¢do de todas as
arestas que sao originados em vs. O mesmo vale para o caso de |i).
Pode-se entao definir os operadores de reflexao R4 e Rp, onde Ry reflete um
vetor genérico de H™S"T em torno do subespago H 4, que é gerado pelos vetores |¢;). O

mesmo vale para Rp. Estes operadores sao definidos como

RA =2 Z ‘¢s><¢s‘ - InSnT

vsES
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RB =2 Z |77Z)t ¢t nsnT

v €T

e juntos definem o operador de reflexao do sistema, que é dado por
U PQ = RBR A-

Tomando como exemplo o grafo da Figura 2.1, tem-se as matrizes de

Figura 2.1: Grafo bipartido onde S = {1,2,3} e T'= {1, 2, 3}.

probabilidade
1 0 0
P=11/2 0 1/2
1/3 1/3 1/3
e
1/3 1/3 1/3
Q= 0 0 1
0 1/2 1/2

No caso apresentado, tem-se que a base computacional no espaco de Hilbert é
dada por
{|]'7 1>’ |]" 2>7 |17 3>7 |27 1>’ |2’ 2>7 |27 3>7 |37 1>’ |37 2>7 |37 3>}

Como |¢s) é a superposicao de todas arestas que se originam a partir de v, tem-se

a descricao dos estados como
|61) = |1,1),

|62) = \/7|21 \/7|23
|¢@:=Vﬂgw,n—%xﬂgw,m—+xﬂé3gb.
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O mesmo vale para o caso de |¢r), que é a superposicao dos estados

) = AL+ \/gu, IRV

|¢2) =

|¥3) = \[|2 \[|33

A partir daf jé se torna possivel obter as matrizes A e B, e por fim, o operador de evolucao
Upg.

A diferenca entre a caminhada de Szegedy [19] e a caminhada quéantica, introdu-
zida por Aharonov et al. [3], estd na estrutura de como a caminhada ocorre. Enquanto a
segunda utiliza uma moeda, como visto na se¢ao anterior, a primeira é vista como uma
caminhada nas arestas da malha. Desta forma, define-se um estado |a)|b) como sendo
uma aresta (a, b), que representa que o caminhante saiu de b e chegou em a.

Todo grafo pode ser convertido para um grafo bipartido por meio de um simples
processo de duplicagdo, como mostrado na Figura 2.2, de modo que cada aresta (a;, a;)
do grafo original é convertida em duas arestas (a;, b;) e (b;, a;) no grafo bipartido. Assim,
pode-se utilizar o passeio quantico de Szegedy para problemas que envolvam cadeia de
Markov.

Figura 2.2: Exemplo de um grafo de 4 vértices e seu grafo bipartido gerado a partir do
processo de duplicacao.
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3 Algoritmo Quantico de Distincao
de Elementos

O algoritmo de distin¢ao de elementos, proposto por Ambainis [4], soluciona o
problema de descobrir se todos os elementos de uma lista sdo distintos em O(NF/k+1)
passos, onde N é o nimero de elementos na lista e k representa o nimero de elementos
nao-distintos, i.e., representa a quantidade de elementos na lista que possuem os mesmos
valores. O caso abordado pelo simulador apresentado neste trabalho é conhecido como
2-colisao, i.e., k = 2, indicando que dois elementos da lista de entrada sao iguais. Este
algoritmo ainda pode ser estendido para o caso de multiplas k-colisoes, neste caso, o
algoritmo consegue identificar a existéncia de k valores onde cada um destes valores possui
repeticao na lista. Por estar fora do escopo deste trabaho, para um aprofundamento
maior sobre este outro caso, além do caso onde k possui valores arbitrarios, recomenda-se
a leitura da referéncia [4].

Neste capitulo define-se o problema solucionado pelo algoritmo de Ambainis.
Também apresentam-se as técnicas classicas, e posteriormente, as técnicas quanticas para
solucionar este problema. Finalmente apresenta-se o algoritmo de distin¢ao de elementos,

explicando-se cada passo do algoritmo de maneira sucinta.

3.1 O problema abordado e as ideias principais

Suponha uma lista de N elementos 1, ...,xy € [M], onde M representa o valor
maximo que um elemento pode ter na lista. Deseja-se descobrir se nesta lista todos
os elementos sao distintos. No paradigma classico pode-se simplesmente comparar cada
nimero com os demais, o que gera um procedimento que requer O(N?) passos. Uma outra
abordagem mais interessante e que requer O(N log N) passos é primeiramente ordenar
a lista, que pode ser feito em O(N log N) passos utilizando o algoritmo mais eficiente
conhecido, e posteriormente comparar cada nimero com o proximo vizinho, o que requer
O(N) comparagoes. No entanto, o limite inferior para a este problema, no modelo cléssico,
é Q(N) ja que todo algoritmo necessita ler cada um dos N elementos da lista pelo menos
uma vez. De fato, assumindo que todo elemento x na lista estd contido em z vy < z <
Tymax, pode-se buscar algum elemento repetido em tempo linear, por exemplo, utilizando
o Bucket sort, a fim de resolver o problema de distingao de elementos em O(N) passos.

No modelo quantico, este problema pode ser solucionado de forma mais eficiente

que no modelo classico. A metodologia adotada é a criacao de um grafo bipartido, co-
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nhecido como grafo de Johnson. Neste tipo de grafo tem-se duas particoes, S e T, em
que cada vértice destas partigdes corresponde a um subconjunto de [N]. Vértices vg da
particdo S representam conjuntos S C [N] de tamanho 7, onde » = |N?/3], enquanto
vertices vy da particdo T' representam conjuntos 7' C [N] de tamanho r + 1. Por ser
bipartido, apenas ocorrerao conexoes entre vértices vg e vr, se e somente se 7' = S U {i}
para algum i € [N]. Um vértice vg é dito marcado se ele possuir 4, j onde ¢ # j e x; = z;.

Uma abordagem que pode ser feita é utilizar o algoritmo quantico de busca de
Grover [10]. Seja € uma fragao de vértices marcados entao a busca de Grover encontrara
algum vértice marcado depois de O(1/4/¢) vértices. Nessa abordagem a probabilidade de

que haja um vértice marcado para um S qualquer é

N2/3 N2/3 -1 1

Prlie S;je S)=Prlie S]Pr[j € Slie S] =

Dessa forma, este algoritmo ird encontrar o vértice marcado em O(N'/3) vértices.
No entanto, ao encontrar um vértice marcado, o algoritmo verifica se ha dois elementos
iguais em O(N?/3), o que resulta em uma complexidade final de O(N), representando
nenhum ganho em relagao ao método classico descrito anteriormente.

O algoritmo de Distincao de Elementos faz uso da busca em grafos junto aos
conceitos de caminhadas quanticas. Cada partigao do grafo encontra-se em um espago
vetorial de Hilbert diferente. Dessa forma a particao S encontra-se no espaco H, cuja
dimensao é (]X)MT(N —r) e as bases de seus estados sao |S,z,y), onde y € [N]\S. A
particao T' encontra-se no espaco de Hilbert H’, cuja dimensao é (TJL)MTH(T +1) e
também possui bases |5, z,y), no entanto, neste caso, y € S.

E assumido que j4 foi verificado se um vértice é marcado ou nao apenas con-
sultando todos os x;, onde i € [S]. Como o préximo vértice vy é tal que existe apenas
um elemento de indice i, onde i ¢ S, é preciso apenas que seja verificado esse tnico
elemento xz;, i € T, reduzindo assim o espaco de busca e diminuindo a complexidade do
procedimento para O(N?/?). Todo este procedimento utiliza uma quantidade de qubits

de memoéria, em um computador quantico, da ordem de
N r N r+1
@) . M"(N —r) + _— M™(r+1) | =O(r(log N + log M)).

3.2 Descricao do algoritmo

Nesta secao ¢ descrito o algoritmo e cada um de seus passos até a medicao para
a obtencao da resposta final. Basicamente, o algoritmo verifica se o vértice v, no qual o
caminhante se encontra, estd marcado e posteriormente o move para o vértice adjacente

v;. De maneira informal, pode-se assumir que existe um algoritmo A que encontra tal
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vértice marcado em M movimentos através dos vértices, desse modo o algoritmo soluci-
ona o problema em M + r passos, ja que cada vértice possui tamanho r. Tem-se entao a

seguinte ideia:

1. Use r consultas para verificar todos os x;,7 € S para o vértice inicial ;.
2. Repita as proximas operagoes M vezes:

(1) Verifique se o vértice corrente estd marcado. (Isto é feito sem nenhuma consulta,
pois isto ja foi previamente verificado).

(ii) Simule o algoritmo A até o préximo movimento, encontre o vértice v; para qual o
caminhante se move a partir de v,. Entao o caminhante é movido para v, consul-
tando z;,7 € T\S. Apds isso, todos os x;,7 € T' ja serao conhecidos, e entdo torne
S=T.

Inicialmente todos os estados se tornam um estado superposto de tal modo que
possibilite o paralelismo quantico. O primeiro passo do algoritmo consiste em criar jus-

tamente esta superposi¢ao uniforme, gerando o estado

1
—— 1S) |y). (3.2)
(MY(N =r) |s;,y¢s ’

r

Apos a geracao desta superposicao, é feita a consulta de todos os z; para todo

i € S, desta forma o registrador |z) passa a fazer parte da superposicao, resultando no

e DY 33

(C)(N = 7) 181=rygs ies

estado

Estes dois passos iniciais de certa forma preparam o estado inicial para o algoritmo
propriamente dito, sendo no passo seguinte a ocorréncia de fato da ideia explicitada
anteriormente. Neste passo existem dois lacos onde ocorrera a caminhada quantica que
fara com que a amplitude do vértice marcado cresca em detrimento das demais amplitudes
de vértices ndo marcados. De forma genérica define-se o lago externo t; = O((¥)*?),
onde k£ = 2 no caso abordado. Sendo assim, dentro deste lago ¢ aplicado um operador
condicional que invertera a fase da amplitude do estado que possuir algum z; = x;, onde
i # jet,j€S. Matematicamente o que ocorre é a transformagao |S)|y)|z) — —|S)|y)|x).
Em seguida tem-se o segundo laco que, como demonstrado por Ambainis, ird executar
ty = [ﬁ V7], onde de fato ocorre a caminhada quantica que moverd o caminhante através
do grafo, i.e., entre os espacos de H e H'. A cada repeticao deste laco, o caminhante ira se
mover do espago H para o espago H’, retornando posteriormente para o espago de origem.

Pode-se definir um passo desta caminhada em seis partes, onde as trés primeiras
descrevem a passagem do caminhante do espaco H para o espaco H', enquanto as trés

ultimas descrevem o retorno do mesmo para o espaco inicial. A primeira parte consiste
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em aplicar a transformacdo que mapeia |S)|y) para

|s>(<— 1+ %)m b Y |y'>). (3.4

Y¢Sy #y

Omite-se o |x) neste caso apenas para facilitar a leitura, ja que este nao sofrera
transformacao neste momento. Note que esta acao faz com que o caminhante comece a
se deslocar para todos os possiveis vértices adjacentes ao vértice de partida.

Em seguida inicia-se o mapeamento do estado de H para H’, i.e., ocorre a ex-
pansao do estado inicial para que este passe a comportar mais um elemento em seus
subconjuntos, representados pelos respectivos vértices, pois como ja descrito, o espaco H’
possui vértices que representam subconjuntos de tamanho r 4 1, enquanto no espago ini-
cial, o tamanho dos subconjuntos é r. Esta expansao é feita adicionando y ao registrador
|S) e aumentando a capacidade do registrador |x) de k para k+ 1 introduzindo 0 no local
que corresponde a y.

Agora, procura-se por z,, onde o indice y é o valor do y que foi adicionado
anteriormente ao registrador |S). Ao obter o valor de z,, adiciona-se tal valor em z, no
local correspondente ao y, i.e., na posicao de x que foi acrescentado o valor 0.

Novamente aplica-se uma transformagao em |S)|y) transformando-o no estado

'S><<—1+r%>'y>+ri1 > |y'>>, (35)

y' €Sy #y

que faz com que o caminhante comece a retornar para o espaco de Hilbert inicial.

A préxima parte ajusta as dimensoes do estado para as dimensoes do espago H.
Isto é feito apagando o elemento do registrador |z) que corresponde ao novo y usando-o
como entrada para procurar por z,. Para finalizar o passo da caminhada, remove-se o
componente 0 que corresponde a y no registrador |z), e remove-se y do registrador |.5).
Desse modo, o caminhante retornou para o espaco de Hilbert inicial e as amplitudes dos
vértices foram modificadas, de forma que agora a amplitude do vértice marcado comeca
a ficar maior que as demais amplitudes, destacando o vértice marcado entre os demais.

Ao final dos lacos, ocorre a medicao. Esta acao, como visto na secao 2.2, fara
com que o estado superposto colapse para um unico estado, que serd a resposta final
do algoritmo, onde a probabilidade de colapsar para cada estado é definida por suas
respectivas amplitudes. Para consultar o algoritmo originalmente escrito por Ambainis

[4], consulte o apéndice A.
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4 Simulador e Resultados Numéricos

das Simulacoes

Neste capitulo é apresentado um simulador numérico desenvolvido para abordar o
algoritmo de distingao de elementos [2], provendo uma forma fécil de analisar cada passo
deste algoritmo. Sao descritos detalhes técnicos além da descricao da implementacao
deste simulador, sua instalagao e utilizacao. Também sao apresentados os resultados
numéricos obtidos a partir das simulacoes, analisando-se o crescimento exponencial de
tempo de execucao e memoria consumida. Finalmente, é apresentado um breve exemplo

de execugao para uma lista com quatro elementos de entrada.

4.1 Simulador do algoritmo quantico de distingcao de

elementos

Abordagens analiticas para o estudo do comportamento de computadores e algo-
ritmos quanticos de maneira geral se tornam impraticaveis devido a existéncia de célculos
e superposicao de estados que nao sao triviais, e estes crescem de forma exponencial.
Ainda que sejam utilizadas ferramentas de simulagao em maquinas classicas, encontra-se
problema semelhante visto que tanto o consumo de meméria quanto o tempo necessario
para uma simulagao possuem também crescimento exponencial. Apesar disso, diversos
simuladores foram desenvolvidos com a finalidade de auxiliar nos estudos a respeito da
computacao quantica, como circuitos quanticos [5, 20, 21| e caminhadas quanticas em
grafos [7, 13, 14].

O software foi implementado utilizando a linguagem C'+ + visando obter melhor
eficiencia e menor consumo de memoria. O cédigo fonte esta disponivel sob a licenca
GNU GPL, desta forma, qualquer usuario que possua conhecimentos acerca da linguagem
de programacao utilizada podera modificar o simulador para alguma aplicacao especifica.
Qualquer computador que possuir um compilador de C' + + podera executar o software
sem problemas. Foram realizados experimentos em sistemas Linux e Windows obtendo
resultados satisfatorios em ambos os casos sem que houvesse grande diferenca de desem-
penho. Mais detalhes sobre o desempenho obtido pode ser visto na Secao 4.2.

Antes do inicio da implementacao propriamente dita, foi feita uma abordagem
analitica para o caso onde na lista de entrada possuia apenas quatro elementos. Este

tamanho de lista é o menor caso nao trivial possivel de ser escolhido. Por simplicidade,
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para reduzir a quantidade de calculos executados, bem como o estado corrente, foram
escolhidos poucos vértices do grafo gerado. Dessa forma, o processo de execucao do
algoritmo se deu de maneira mais rapida sem prejuizo na obtengao de conhecimento.

Apbs a compreensao do funcionamento do algoritmo, cada passo foi implementado
e os estados foram implementados de forma a ocuparem o menor espaco de memoria
possivel. Isto foi feito utilizando uma estrutura que armazenava para um tnico registrador
|S) todos os valores possiveis para o registrador |y), mapeados para as suas respectivas
amplitudes, evitando assim repeticoes de valores de |S) desnecessariamente. Pelo fato do
registrador |S) armazenar os indices que representam os elementos na lista de entrada,
o registrador |z) que contém os elementos nao foi armazenado visto que para obter os
elementos correntes de |z) basta utilizar os indices ji armazenados no registrador |S).

A medida que os passos do algoritmo vao sendo executados as amplitudes dos
estados vao sendo alteradas. Ao final do processo cada estado da superposicao possuira
armazenado em sua estrutura de dados o valor de sua amplitude, com esse valor é calculada
a probabilidade de cada estado ser medido. Tal medicao é feita gerando-se um ntmero
aleatorio entre zero e cem. Apds isso, a probabilidade de cada estado é somada até que
seja obtido um valor igual ou superior ao valor gerado aleatoriamente, desta forma o
estado que fornecer a ultima probabilidade somada sera o estado medido. Desse modo, o
estado que representar o vértice marcado possuira uma probabilidade muito maior do que
os demais estados, logo terd uma chance maior de que um nimero gerado aleatoriamente
esteja contido dentro de seu intervalo.

Como sera visto mais adiante na Secao 4.2, estima-se que menos de 10 MB de
memoria seja necessario para a execugao do simulador para o caso de uma lista pequena,
com até 13 elementos, no entanto, simulagoes mais interessantes, i.e., cuja lista de entrada
possui uma quantidade de elementos maiores, serao limitadas pela quantidade de memoria
RAM disponivel, devido ao crescimento exponencial do consumo da mesma. A principio
o software nao utiliza nenhum subprograma externo, trabalhando de forma independente.

O simulador pode trabalhar tanto em ambientes Linux, quanto em ambientes
Windows, todavia sua instalacao nestes ambientes se d4 de maneira distinta. Em um
sistema Linux, deve-se primeiramente efetuar o download do cédigo fonte! e descompacta-
lo. Posteriormente é necessario compilar o codigo fonte utilizando um compilador de C'++.
Isto pode ser feito utilizando o comando make ou utilizando alguma IDE, obtendo ao final
do processo o programa executavel, que pode ser executado através do Linux Shell.

O processo de instalacao em um sistema Windows também é bastante simples,
basta fazer o download do instalador e seguir os passos indicados até que seja concluida
a instalacao. Para executar o programa basta que seja dado dois cliques com o mouse
sobre o icone do simulador.

Em ambos os casos ao executar o simulador, serao fornecidas duas opgoes de

Thttps://github.com/matheusmanzoli/QuantumDistinctness
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preenchimento da lista de entrada: (i) gerar uma lista aleatoriamente, e (ii) definir cada
elemento manualmente. Independentemente da escolha, o passo seguinte ¢é informar o
tamanho da lista de entrada. Apds isso, caso tenha sido escolhida a opgao (i), o simulador
ird gerar aleatoriamente o valor de cada elemento e em seguida a simulacao comecara.
Caso a opgao (ii) tenha sido escolhida, o usuario devera informar o valor de cada elemento.
Ap6s inserir o valor do tltimo elemento, a simulacao sera iniciada. Ao final da simulagao
o simulador ira responder a pergunta ”Eziste uma 2-colisao?”, assim como o algoritmo.
Durante a execucao um relatorio é escrito descrevendo o estado superposto de
cada passo do algoritmo, onde sao mostradas as amplitudes de cada estado que compoe
a superposicao de forma que fique o crescimento da amplitude de um vértice marcado e

o decaimento dos demais vértices.

4.2 Resultados numéricos

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos nas simulagoes feitas usando
o simulador para o algoritmo quantico de distin¢ao de elementos, tais como o crescimento
de memoria consumida e o tempo necessario para a conclusao das simulacoes a medida
que a lista de entrada cresce. Também é apresentado um exemplo para o caso de uma

lista que possua quatro elementos.

4.2.1 Resultados numéricos obtidos

A maquina na qual foram executadas as simulacoes possui a seguinte configuracao:
2.84 GB de memoéria RAM disponivel, processador Intel Core i5 CPU 650, 3.20 GHz x
4 e 320 GB de memoria secundaria. Como pode-se perceber, trata-se de uma maquina
comum, sendo assim, qualquer usudrio podera executar o simulador para o algoritmo de
Ambainis sem que seja necessario um computador muito superior.

Como ja era esperado, o tempo gasto para as simulagoes e a meméria consumida
nas mesmas, possuem crescimento exponencial. Isto ocorre devido ao fato de simulacoes
de algoritmos quanticos em computadores classicos, de forma geral, possuirem complexi-
dade exponencial, tanto em tempo quanto em memoria. Além disso, os espagos vetoriais
utilizados por esses algoritmos também possuem crescimento exponencial, explicando o
crescimento da memoria consumida.

A complexidade assintética deste software é O(2V) devido ao fato de que o al-
goritmo usado para gerar os subconjuntos que representam os vértices do grafo ser expo-
nencial. Como pode ser visto na Figura 4.1, para listas de entrada que possuem poucos
elementos, a simulacao ¢ finalizada em pouco tempo, no entanto, ao se acrescentar alguns
poucos elementos a lista, o tempo necessario para a simulagao cresce de forma exponen-

cial. O grafico da Figura 4.2, que representa o consumo de meméria a medida que a lista
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cresce, possui aparéncia bastante semelhante ao grafico da Figura 4.1.

1,00E+04

e, 2

1,00E+03 /
1,00E+02

~

e

=

'R 1,006401 .
-

2 1,006+00

2 1

=

*]

g 1,00E01

c I‘

E- 1,00E-02 P

-

F lij-OS T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

0 1 2 3 4 5 66 7 8 9 10 11 12 12 14 15 16 17 18 12 20 21 22 23 24
Tamanho da lista

Figura 4.1: Gréfico (escala logaritmica) de tendéncia do tempo de simulagao, em segundos,
em funcao da quantidade de elementos na lista de entrada.
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Figura 4.2: Gréfico (escala logaritmica) de tendéncia do consumo de memdria, em kiloby-
tes, em funcao da quantidade de elementos na lista de entrada.

Os testes foram iniciados com o menor valor nao trivial para o tamanho da lista
de entrada, neste caso, foram adicionados a lista quatro elementos. A cada novo teste
variou-se o posicionamento dos elementos repetidos e, como ja era esperado, tal alteragao
nao influenciou nos resultados de desempenho obtidos. O tamanho da lista foi aumentado
até vinte e quatro elementos. Para um valor maior do que este a memoria da méaquina de

teste se tornou insuficiente, nao possibilitando a execucao da simulagao.
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Pode-se estimar a quantidade de tempo necessario, em segundos, e a memoria
consumida, em Kkilobytes, em uma simulacao a partir da andlise dos graficos da Figura
4.1, que representa a tendéncia do tempo necessario para uma simulagao (em escala lo-
garitmica) em fungao da quantidade de elementos na lista de entrada para a execugao
de uma simulagao, e da Figura 4.2, que representa o consumo de memoria (em escala
logaritmica) em funcao da quantidade de elementos na lista de entrada para a execugao
de uma simulagao. Isto é feito através do calculo do coeficiente angular da reta que re-
presenta a tendéncia de crescimento. Analisando primeiro o grafico da Figura 4.1, tem-se
o coeficiente angular m; =~ 0,25. Fazendo a mesma andélise para o grafico da Figura 4.2,
estima-se o coeficiente angular my = 0,20. De posse destes coeficientes angulares e dos

graficos, pode-se obter as equacoes reduzidas das retas

Y~ 100,253373 (41)

para estimar o tempo de simulagao, em segundos, e
Y~ 100,20I+1,4 (42)

para estimar o consumo de memoria, em kilobytes, na simulacao, onde x representa o
tamanho da lista de entrada, enquanto y representa o tempo necessério para ser executada
a simulacao, no caso da Equacao 4.1, e o consumo de meméria necessario para a simulacao,
no caso da Equacao 4.2.

Com isso, utilizando estas equacoes, pode-se observar que para simula¢oes bem
pequenas cuja lista de entrada possua 13 elementos, sao necessarios aproximadamente 10
MB de meméria e menos do que 2 segundos para que seja concluida a simulagao. Se
o tamanho da lista dobrar, estima-se que a simulacao necessitara de cerca de 4 GB de

memoria RAM disponivel e 1 hora de execucao, aproximadamente.

4.2.2 Resultado numérico para simulacao com lista de quatro

elementos

Nesta secao é apresentado o resultado de uma simulagao para uma lista com
quatro elementos. Tal lista é representada por L = {1,2,1,3}. O resultado do algoritmo
de distincao de elementos gerou o grafo representado pela Figura 4.3, onde cada vértice é
um subconjunto das posicoes.

O vértice mais escuro representa o vértice marcado, que tera maior probabilidade
de ser medido ao final da simulacao. Desse modo, a medida que a simulacao ocorre
a amplitude deste vértice ir4 aumentar, enquanto as demais amplitudes irao diminuir.
A Tabela 4.1 demonstra esta variacao de amplitude a medida que a simulacao ocorre.

Cada coluna da tabela representa um passo do algoritmo, ¢.e., um passo da simulagao,
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enquanto cada linha representa um estado formado por |S)|y). Para simplificar a tabela,
sao exibidos apenas os passos do algoritmo principal (algoritmo 1) a partir do Passo 2. A
probabilidade de cada vértice é dada pela soma das probabilidades dos estados |S1)|y1) e
|S1)|y2), onde S é um subconjunto de indices de N e yy,y2 & S;.

Figura 4.3: Grafo de Johnson no qual ocorre a execucao do algoritmo de distingao de
elementos. Este grafo é gerado a partir da lista L = {1,2,1, 3}.

|S)|y) | Passo 2 | Passo 3a (1° passagem) | Passo 3a (2° passagem) | Passo 4 | Pr(.)

1,2)[3) | 0,288 0,288 20.095 20.225 | 5.04 %
|1,2)|4) | 0,288 0,288 0,288 0.161 | 2.57 %
I1,3Y[2) | 0,288 20,283 20.432 0545 | 29.74 %
I1,3)[4) | 0,288 20,288 20,482 0545 | 29.74 %
|1,4)]2) | 0,288 0,288 0,288 0.161 2.57 %
I1,4)[3) | 0,288 0,283 20.095 20.225 | 5.04 %
12,3)[1) | 0,288 0,283 20.095 20.225 | 5.04 %
12,3)|4) | 0,288 0,288 0,288 0.161 | 257 %
12,4)|1) | 0,288 0,288 0,288 -0.225 | 5.04 %
2,493 | 0,288 0,288 0,288 20225 | 5.04 %
13, 19[1) | 0,288 0,283 20.095 0225 | 5.04 %
13,4)]2) | 0,288 0,288 0,288 0.161 2.57 %

Tabela 4.1: Valores das Amplitudes de cada Vértice ao longo da Execugao para L =
{1,2,1,3} e a suas probabilidades de medigao.

No inicio, durante o Passo 2 (Figura 4.4), onde a preparacao do estado superposto
inicial é concluida, todos possuem a mesma probabilidade. Devido ao fato, para este
exemplo, do algoritmo efetuar duas vezes a caminhada quantica (algoritmo 2) a tabela
somente apresenta as amplitudes antes desta caminhada ser iniciada, sendo representadas
pelas colunas Passo 3 (1° passagem), também representado pela Figura 4.4, e Passo 3

(2° passagem), representado pela Figura 4.5. O Passo 4 (Figura 4.6) representa o fim
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da execucao do simulador, apresentando assim as amplitudes finais dos estados. Como

pode-se observar, a amplitude do estado |1,3), onde de fato encontram-se os elementos

nao-distintos, é a maior de todas.
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Figura 4.4: Grafo de Johnson com a probabilidade
e Passo 3 (1° passagem), do algoritmo principal.
L={1,21,3}
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Figura 4.5: Grafo de Johnson com a probabilidade de cada vértice, referente ao Passo 3 (2°
passagem), do algoritmo principal. Este grafo é gerado a partir da lista L = {1,2,1, 3}.
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Figura 4.6: Grafo de Johnson com a probabilidade de cada vértice, referente ao Passo 4,
do algoritmo principal. Este grafo é gerado a partir da lista L = {1,2, 1, 3}.

Como visto na Tabela 4.2, para cada valor de N existe uma probabilidade de
medir um vértice marcado, e tal probabilidade é constante desde que o tamanho da lista
se mantenha inalterado. Isto indica que a posicao dos elementos na lista de entrada nao
interfere na probabilidade do algoritmo medir corretamente o estado que representa o

vértice marcado.

N | Pr()

4 | 59.46 %
5 | 61.58 %
6 | 55.56 %
715714 %
8 | 53.22 %
9 |79.53 %
10 | 90.63 %
11| 92.74 %
12 | 78.66 %
13 | 82.32 %
14 | 82.41 %
15 | 73.25 %

Tabela 4.2: Tabela de Probabilidade do vértice marcado ser medido para valores ar-
bitrarios de .

A Figura 4.7 mostra a mesma informacao apresentada na Tabela 4.2, porém em

graficos em barra para melhor visualizacao.
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Figura 4.7: Grafico de probabilidade do vértice marcado ser medido para valores ar-
bitrarios de N.
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5 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado um simulador numérico para o algoritmo de dis-
tincao de elementos proposto por Ambainis, cuja proposta principal é servir de ferramenta
de apoio para os estudos e andlises das técnicas e conceitos usados por este algoritmo. O
grande problema de uma abordagem analitica para compreender o algoritmo de Ambainis
estd no crescimento exponencial a medida que a lista de entrada aumenta, tornando esta
abordagem impraticavel para caso onde a quantidade de elementos na lista de entrada
nao chega a ser muito grande. A simulacao de algoritmos quanticos em computadores
classicos, de maneira geral, também possui complexidade exponencial, tanto em con-
sumo de memoria quanto em tempo necessario para se concluir uma simulacao. Todavia,
a execucao de simulagoes de propdsito educacional permite que seja possivel estudar o
comportamento dos algoritmos quanticos em situacoes diversas. Por este motivo, mui-
tas ferramentas de simulagao foram desenvolvidas, no entanto, nenhuma delas aborda
especificamente o algoritmo de distin¢ao de elementos.

O algoritmo de Ambainis faz uso de conceitos importantes e complexos do para-
digma quantico, como caminhadas quanticas sobre o grafo de Johnson e busca quantica
em grafos. Em virtude destes fatos, compreender o algoritmo de Ambainis pode con-
tribuir no desenvolvimento de novas técnicas e algoritmos quanticos para o paradigma
quantico. Neste trabalho foi desenvolvido um simulador numérico com a proposta de que
sirva de ferramenta educacional no auxilio aos estudos de como os estados do algoritmo
de distincao de elementos evolui ao longo de sua execucao. Primeiramente, cada passo
do algoritmo foi estudado, trabalhando de forma analitica na execucao de cada passo do
algoritmo para que posteriormente fosse implementado cada passo de forma que poten-
ciais estudantes pudessem compreender o funcionamento tanto do simulador quanto do
algoritmo.

Uma interface grafica estd em fase de desenvolvimento, de forma a tornar o si-
mulador mais intuitivo e facil de ser utilizado. Como projetos futuros, tem-se a intengao
de estender as funcionalidades do simulador para abranger os caso em que o ntimero de

elementos repetidos k seja arbitrario, e o caso de multiplas k-colisoes.
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Apeéendice A

Pseudocdédigo do algoritmo de

Ambainis

O algoritmo original como foi proposto por Ambainis [4] em seu artigo é apre-
sentado neste apéndice, concentrando-se no caso em que existem apenas dois elementos
iguais, que é o caso abordado neste trabalho. Primeiro é apresentado o Algoritmo 1,
que representa o fluxo principal do programa onde ocorre a preparagao do estado inicial
para que seja feita a caminhada quantica, descrita no Algoritmo 2, e posteriormente a

medicao.

Algoritmo 1: Algoritmo de Solugao Unica.

1 Gere a superposicao uniforme

— LY 5.

(M(N = 7) 151=rygs

r

2 Consulte todos os x; para i € S. Isto faz com que o estado se transforme em

— Y Q)

(r)(N - T) |S|=r,y¢S €S

s Repita t; = O((&)%/?) vezes:
(a) Aplique o operador condicional de inversao de fase (Transforma
1S) ly) |z) = —1S) |y) |x)) para todo S de tal modo que x;, = 4, = ... =z,
para k distintos 7y, ...,7, € S.

(b) Realize ty = O(/r) passos da Caminhada Quantica (algoritmo 2).

4 Efetue a medigao do estado final. Verifique se S contém uma k-colisoes e
responda “Existe uma k-colisoes”ou “nao existe k-colisoes”, de acordo com
o resultado.

O Algoritmo 2 apresenta a caminhada quantica, e esta esta dividida em seis
passos. Os trés primeiros passos da caminhada sao responsaveis por mover o caminhante
do espaco de Hilbert H para o espaco H', enquanto os trés iltimos passos movem o

caminhante de volta ao espaco inicial.
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Algoritmo 2: Um Passo da Caminhada Quantica.

1 Aplique a transformacao mapeando |S) |y) para

|S>((—1+NL_T)|:I/>+NL_T > |y'>),

Y €Sy #y
onde S e y sao registradores do estado H. (Essa transformacao é uma
variacao da “transformacao de difusdo” em [10].)

2 Mapeie o estado de ‘H para H’, adicionando y ao S e alterando x para um
vetor de k + 1 posicoes, introduzindo 0 no local correspondente ao .

3 Busque por z, e insera-o no local de x correspondente ao y.

4 Aplique a transformagao mapeando |S) |y) para

‘S><(—1+r%)|@/>+ri1 > Iy’>)

y'eSyY #y

no registrador y.

5 Apague o elemento de x correspondente ao novo y usando a entrada para
consultar x,.

6 Mapeie o estado de volta para H removendo o componente 0
correspondente ao y de x e removendo y de S.

A explicacao mais detalhada a respeito deste algoritmo pode ser encontrada no
Capitulo 3.



