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Urna de POlya
JEsquema de urna com bolas de diferentes
cores e escolhas sequenciais

JEscolher bola ao acaso, adicionar bolas em
funcao da cor observada

Polya’s Urn

ball from the urn

etwurn twao balls of
same color to urn

JdDuas cores, 1 bola de
cada cor

JAdiciona 1 nova bola
da mesma cor

QB_, P_: numero de

bolas brancas e pretas
depois de n rodadas
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Urna de Pdlya

dComportamento das
bolas na urna?

> & UFracao de bolas brancas: ...
B /(B +P )7

Proportion of white ball 't Pl
starting withrgial xlurohr:tz b”:nins bszl red balls. Ia r I n u Ig a 0 !

1.0 1

084 |

JdFracao sempre
2o | converge
dValor depende
: da rodada

0.2 1

0.0 1

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
Time - number of trials
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Resultado da Urna de Pdlya

lllllllllllll

JdFracao de bolas brancas
B

lim ———=Z~Beta(B_,P,) ,
n=>oo Bn+Pn Polya’s Umn
T BetaiZ,8) Betai(,?) . .
d Limite depende da
peteb) condicdo inicial
d Comecar bem é
importante!
dJ Resultado generaliza
0 0.5 1

para mais cores
(Dirichlet)
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George Pdlya

dinfluente matematico hungaro,
1887-1985 (ETH, Stanford)

JResultado em artigos 1923 e
1931 (aplicacao a difusao de
doencas contagiosas

“We need heuristic reasoning
when we construct a strict proof
as we need scaffolding when we
erect a building”

- George Pdlya
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PARTE |

A Luta do Mais Habil



Competicao por Recursos

dDinamica fundamental na natureza
e socledade

0 restaurantes por clientes

0 paginas web por hyperlinks

o artigos por citacoes

0 usuario twitter por seguidores
0 palavras por uso

o produtos por avaliacoes

0 publicidade por atencao

0 etc

Agentes competindo por recursos
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Competindo por Citacoes

dDois artigos publicados na mesma edicao
de uma revista
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[ citacoes
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O que governa dinamica de competicao?
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Aspectos da Competicao

dDois aspectos
fundamentais de
competicoes?

‘%s  OHabilidade: caracteristica inerente
' do agente, atemporal, aptidao, fitness

&y U Aleatoriedade: inerente ao ambiente
de competicao, ex. ruido, imprecisao

Forca motriz na dinamica
de muitas competicoes
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Vantagem Cumulativa

-

JDois restaurantes,
sem conhecimento

JEm qual vocé entra?

dVC: Recursos acumulados
promovem acumulo de mais
recursos

0 preferential attachment, rich-gets-
richer, Mathew effect, network effect

Presente na dinamica
de muitas competicoes
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Compreendendo VC

dQual o papel de VC em competicoes?
o com habilidade e aleatoriedade

1 Contribui para o sucesso do mais habil?
JReduz o efeito da aleatoriedade?

Questoes de grande debate,
na teoria e na pratica!

J Estudo tedrico deste problema
dModelos e métricas simples
o resultados surpreendentes
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Modelo com Habilidade
e Aleatoriedade

JCompeticao entre dois agentes (X e Y)

JdTempo discreto, um recurso por vez
o X, Y, :recursos acumulados por X e Y até t

JHabilidade
0 r>= 1: razao da habilidade entre X e Y

JAleatoriedade: atribuicao do recurso
proporcional a habilidade

o X ganha com prob. p =r/(r+1)

o Y ganha com prob. p,= 1-p =1/(r+1)
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Jdldeia: mais recursos acumulados, mais
provavel de ganhar proximo recurso

dX e Y ganham recursos com prob.
proporcional aos recursos ja acumulados

o X ganha com prob. p . =rX /(rX +Y))

o Y ganha com prob. p,= Y/ (rX +Y)

JAtracao pode ser nao linear, fator >0
o X ganha com prob. p =1 X/ (r X? +YPF)
o Y ganha com prob. p =Y/ (r X +Y}F)

Variacao da urna de Pdlya!
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Exemplo e Empates

X 4
o> o o o X (laranja), Y (azul),
r=1.2

ap = 0.55 p,= 0.45
3 Inicio: XO =1, Y0=1

d Evento de empate
o X, =T,

Y
d Numero de empates: 4
1 Tempo do ultimo empate: 10

d Numero de empates: 5
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JdComo medir uma competicao?

iDuragéo e Intensidade

Jd Fracao de mercado: fracao entre recursos
oM =X /(X +Y)

dDuracao: tempo do Ultimo empate (antes de t)
o Dt = Mmax Xt, = Yt,

JdIntensidade: nimero de empates (antes de t)
oN =[{ 11X, =Y): :t' <t}

t'<t

M, D, N sao variaveis aleatorias
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Simulacao do Modelo

Sample Path Evolution: Xy=1, Yy=1, r=1.1

4000 | S - lléll
2000 | Uaulll
0 .
-2000 O que aconteceu? .
— .
-4000 T

10° 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10’ 10% 10°
t
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Observacoes Empiricas

Sample Path Evolution: X,=1, Y,=1, r=1.1

4000 r

d Mais habil sempre
eventualmente vence

d Tempo até ultimo
empate pode ser
muito longo

2000

-2000 r

-4000 r

A luta do mais habil ?

d Quanto tempo ele pode ter que lutar?

o0 depende de r (fithess) e B (atracao)?
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Resultados Teodricos (B=1)

dDuracao
or > 1, D segue uma lei de poténcia

P[D > t] ~ t "~ 1%

o Maior r—-» decaimento mais rapido
o X tem papel fundamental, mas nao Y,

dintensidade
or> 1, N tem cauda exponencial

PIN > n] ~ (1/r)"

o intensidade nunca é alta, decresce com r
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Mais Rigor, por favor!

Theorem 2. The tail distribution of the duration of a CA_
competition has the following asymptotic bounds, D Te oremas
para caso

r>1, =1

01 t—(r—]}ID E [PET;FD)[T o f] 5 o t—{r—]}(xu—lfr}:

where
B I'(rzo + yo)

P17 r ¥ Dao2= T (2o) T (vo)

and >
B 2{1‘—1}(:::1:-—1" ]F('T_I}F[T:Ifn—l—yﬂ]

2= (r + 1)(zo — 7~ ')I'(z0)I'(30)

Theorem 4. The tail distribution of the intensity of a CA
competition has the following upper bound,

( ) ) n—1
P LU hr o B < C & ,
CA,r [ asd H] Lo (1 +-‘r)
with
C 1, To = Yo,
— (y }1: —y 13To—U
(rruiygﬂ)zﬂiyﬂ (1 e 5 F) il s  To > Yo,
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Figura Completa

Duracao Intensidade
IF'ETLSJ T }ED) ":_} t] ]F{N(IB] T ]{D) E ﬂ‘]

r =1 r>1 =7 e~ |

gcgi L 1 e 1 O(a™)
Lol otz %) A7) o ?) 0"
B=1 Ot 32) Qrt-"=1) Q') Ofa")
B>1 ek A et  onP) O

d Com B !'= 1, fitness (r) nao influencia duracao

dCom B > 1, duracao € maior quando r>1

A luta do mais habil!
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PARTE II

Surgimento de Caminhos
Minimos por Passeios Aleatorios

/ ’—"Q""*
" 1Boa hora para

(( '} 3 ). acordar!



JEvolucao de redes

o Estrutura: vértices, arestas, pesos

o Funcao: propriedades de alto nivel
JAtividade na rede

o Restringida por estrutura e funcao
JdCo-evolucao

o estrutura e funcao co-evoluem através
da atividade
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Co-evolucao de Redes

networlk
STRUCTURE

ario PESC — 2017



Estudo de Caso

s R Grafo arbitrario
ESTRUTU | direcionado com pesos
_ rede nas arestas

Ry

Passeios aleatdorios com
reforco nas arestas

Caminhos de
comprimento minimo
entre origem/destino

FUNCAO
da rede
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dDado par origem (s) e
destino (d), arestas com
peso da rede

JRodar sequéncia de passeios
aleatdrios enviesados
comecando em s parando em

, Indexados por n=1,2,...

JApOGs término do passeio n, por um
caminho de comprimento L , arestas do

caminho reforcadas com valor fixo (que
depende de L )

Seminario PESC — 2017



Modelo (2/2)
JdRegra para atualizacao dos pesos

new weight previous weight gftzrm're'it'ghfumt'o”
on edge /, on edge i, P 9

i | i

wiilnl = wyiln— 1] +u; ;(P) - f(Ly)

/

"single-reward model"

"multiple-reward model"
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d

%i O que val acontecer?

dComportamento deve
depender de f(Ln)

df(L) = cte - nao ha
preferéncia por
caminho

Jdf(L) = 1/L » caminhos
Mmais curtos sao
preferidos
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Simulacao de Uma Rodada

JPeso inicial 1, f(L) = 1/L
d

- 8 e )
\ A

A

g

|
Q ’ iﬁ
A
C ) i _

n=0

O 0 e

i

S

1 Passeio aleatdorio toma caminhos minimos (dois
neste caso)

d Outros caminhos desaparecem

Surgimento de Caminhos Minimos!
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Resultado Principal (1/2)

dCaminhos minimoa sempre surgem, desde
que f seja decrescente

0 independe da rede, pesos iniciais

Theorem 1. (random walk asymptotics) Let Lmin be the
length of the shortest path in graph G connecting source node
s to destination node d. Consider an arbitrary path P from s to d,
of length Lp. Provided that f(-) is a strictly decreasing function
of the path length, as the number n. of random walks performed on
the graph tends to infinite, we have:

c(P), # Lp = Lmin

limP{Wn=P}={U s

n—o0

where c¢(P) is a random variable taking values in (0,1], that
depends on the specific shortest path P.
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Ferramenta: Urna de Pdlya

dCada nd modelado como uma urna de Pdlya
o arestas de saida: cores das bolas na urna
0 peso das arestas: numero de bolas

dPasseio aleatorio
escolhe aresta
proporcional ao peso

JAdiciona peso na aresta
escolhida (ao final)
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Casos Quebra-Cuca

JResulado é razoavel, mas nao muito trivial

d 2
> i al
S

S
Modelo com recompensa
multipla: média na aresta

b pode ser maior que
meédia da aresta a

Peso inicial
muito
desbalanceado
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Validacao

dProbabilidade assintética de tomar um
caminho converge para valor aleatorio
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Resultado Principal (2/2)

dCaracterizacao do transiente do
comportamento médio do sistema

o meétodo recursivo prevé a evolucao
passo-a-passo do peso médio de cada
aresta

o método analitico prevé o expoente do
decaimento em lei de poténcia dos pesos
normalizados

w; i[n
E 1] ~n~Y  calculamos y para todas as
2k Wikln] aresas evanescentes (i,j)
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Decaimento Lento

dDecaimento depende do local da aresta

dArestas longe de caminhos minimos decaem
muito mais lentamente

power-law decay of edges

d

g I
< e Ga—
Eow b
= ]
£ ] ;-
T I (média
= sim - 1 ] z -
£ sim-2 de varias
S 0.01 3 sim-3 E
& sim-4 ———— i rodadas)
op pprox - | —— d 1
. S approx - 2 ======- '
-] approx 3 ................
0.00] . 2PPOX, 4 e N
1 10 100 1000 10000 100000 1et+06

number of searches (n)

34
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JUrnas de Pdlya: modelo simples e antigo para
capturar dinamicas com reforco

dVC pode levar a competicoes muito longas
0 azar inicial pode ofuscar habilidade
o /luta do mais habil

dCaminhos minimos surgem através de
passeios aleatdrios com reforco

o robustez a rede, pesos e funcao de reforco

Reforco para Sempre!!

d muitos problemas usam reforco

Seminario PESC — 2017



+?>2 Obrigado!
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dPerguntas ou comentarios?

1) B Jiang, D Figueiredo, B Ribeiro, D Towsley, On the Duration and Intensity
of Competitions in Nonlinear Polya Urn Processes with Fitness. SIGMETRICS
Perform. Eval. Rev. 44(1) 2016 (best paper award)

2) B Jiang, L Sun, D Figueiredo, B Ribeiro, D Towsley, On the duration and
intensity of cumulative advantage competitions. Journal of Statistical
Mechanics: Theory and Experiment, 2015(11) 2015

3) D Figueiredo, M Garetto, On the Emergence of Shortest Paths by

Reinforced Random Walks, |IEEE Trans. on Network Science and Engineering,
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