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MÉTODOS PARA OTIMIZAÇÃO EM VARIEDADES RIEMANNIANAS:
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para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)
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Apresentamos uma análise local do método de ponto proximal para uma classe

particular de funções não convexas em variedades de Hadamard. A boa definição da

seqüência gerada pelo método é garantida. Além disso, provamos que cada ponto

de acumulação desta seqüência (caso existam) satisfaz a condição de otimalidade

de primeira ordem e, com respeito a hipóteses adicionais, convergência total a um

minimizador é obtida.

Sob uma outra perspectiva, apresentamos também um método de máxima des-

cida com regra de Armijo para otimização multicritério no contexto Riemanniano.

A boa definição da seqüência gerada pelo método é garantida e, com respeito a

hipóteses moderadas sobre a função multicritério, provamos que os pontos de acu-

mulação desta seqüência (caso existam) satisfazem a condição necessária de otimali-

dade segundo Pareto. Além disso, assumindo quasi-convexidade da função multi-

critério e curvatura não negativa da variedade Riemanniana, provamos convergência

total da seqüência a um Pareto cŕıtico.
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We presented a local analysis of the proximal point method for a particular

class of nonconvex functions on Hadamard manifolds. The well definedness of the

sequence generated by the method is guaranteed. Moreover, we proved that each

accumulation point of this sequence (if they exist) satisfies the necessary optimality

condition and, under additional assumptions, full convergence to a minimizer is

obtained.

Under another perspective, we also presented a steepest descent method with

Armijo’s rule for multicriteria optimization in the Riemannian context. The well

definedness of the sequence generated by the method is guaranteed and, under mild

assumptions on the multicriteria function, we proved that the accumulation points

of this sequence (if they exist) satisfy the Pareto’s necessary optimality condition.

Moreover, assuming quasi-convexity of the multicriteria function and non-negative

curvature of the Riemannian manifold, we prove full convergence of the sequence to

a Pareto critical point.
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Introdução

A extensão de conceitos, técnicas bem como métodos da Programação Matemática,

desenvolvido no espaço Euclideano Rn, a variedades Riemannianas é natural e, em

geral, não trivial. Nos últimos anos tais extensões, com propósitos teórico e também

prático, tem sido assunto de muitas recentes pesquisas. Recentes trabalhos tratando

sobre este assunto incluem [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]. A generalização

de métodos da Programação matemática desenvolvidos no espaço Euclideano ao con-

texto Riemanniano garante certas vantagens importantes. Por exemplo, problemas

de otimização restritos podem ser considerados como irrestritos do ponto de vista

da geometria Riemanniana e, neste caso, temos uma possibilidade alternativa além

da idéia de projeção para resolver o problema. Além disso, problemas não convexos

no sentido clássico podem tornar-se convexos através da introdução de uma métrica

Riemanniana apropriada (ver, por exemplo, [6]).

Considere o seguinte problema de minimização

minF (p)

s.t. p ∈ X.
(1)

Se F : X → R e X = Rn, o método de ponto proximal, introduzido por MAR-

TINET [15] e ROCKAFELLAR [16], gera uma seqüência {pk} ⊂ X do seguinte

modo: dado p0 ∈ X e algum λ̃ > 0,

pk+1 := argminp∈X

{
F (p) +

λk
2
‖p− pk‖2

}
, (2)

onde a seqüência de números reais {λk} satisfaz

0 < λk ≤ λ̃, (3)

e ‖ . ‖ é a norma Euclideana, ver também IUSEM [17]. A boa definição da seqüência

{pk} é garantida sob a hipótese de convexidade da função objetivo F . Além disso,
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se o conjunto solução do Problema (1), U∗, é não vazio, a convergência da seqüência

a um minimizador p∗ ∈ U∗ é garantida. A convergência do método baseia-se na

chamada Féjer convergência da seqüência {pk} a U∗, que ocorre em virtude da

convexidade de F junto com uma propriedade geométrica caracteŕıstica do espaço

Euclideano, a saber, a chamada lei dos cossenos. A primeira proposta de extensão

deste método ao contexto Riemanniano, isto é, quando X = M (M é uma varie-

dade Riemanniana) foi feita por FERREIRA E OLIVEIRA [18], onde os autores

propuseram uma generalização natural de (2) como segue

pk+1 := argminp∈M

{
F (p) +

λk
2
d2(p, pk)

}
, (4)

com p◦ ∈M um ponto arbitrário, d a distância Riemanniana intrinseca e {λk} uma

seqüência de números positivos. A boa definição e a convergência total foram gener-

alizados sob a hipótese restritiva de a variedade Riemanniana ser do tipo Hadamard.

Esta classe de variedades, além de contar com a mesma topologia e estrutura difer-

enciável do espaço Euclideano, também goza de propriedades geométricas impor-

tantes à análise de convergência do método, entre elas uma lei dos cossenos com

desigualdade satisfatória à caracterização da Féjer convergência da seqüência {pk}

ao conjunto solução U∗. Observe que no método proposto os autores descarta-

ram a hipótese de existência de um parâmetro λ̃ tal que a seqüência {λk} satis-

fizesse (3). Porém, na prova de convergência foi fundamental a hipótese adicional

de que
∑+∞

k=0 1/λk = +∞. Seguindo a mesma idéia de [18], PAPA QUIROZ E

OLIVEIRA [12] generalizaram o método de ponto proximal com distância de Breg-

man para resolver problemas de otimização convexo e quasiconvexo também em

variedades de Hadamard. LI et al. [9] estenderam a importante noção de mono-

tonicidade maximal de um operador ponto-a-conjunto, definido em um espaço de

Banach, para campos de vetores ponto-a-conjunto em uma variedade de Hadamard.

Além disso os autores apresentaram um método de ponto proximal geral para en-

contrar singularidades de um campo de vetores ponto-a-conjunto. Em particular,

como uma aplicação do resultado de convergência obtido para o método proposto,

problemas de otimização restritos têm sido resolvidos.

Um objeto de pesquisa interessante, no contexto Riemanniano, seria estender

o campo de aplicação do método de ponto proximal para resolver problemas de

otimização não convexos em variedades de Hadarmad, a saber, quando a função
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objetivo F não é necessariamente convexa no sentido Riemanniano. No caso do

problema de encontrar singularidades de operadores ponto-a-conjunto essa situação

é similar à ausência de monotonicidade do operador (por exemplo que o operador

seja hypomonótono), ver por exemplo [19, 20, 21, 22]. SPINGARN [19] tem, em

particular, desenvolvido o método de ponto proximal para a minimização de uma

certa classe de funções não convexas e não diferenciáveis, a saber, as funções lower-

C2 definidas no espaço Euclideano, ver também [23]. É válido ressaltar que, no

caso Euclideano, uma função (localmente Lipschitz) é lower-C2 se, e somente se,

seu subdiferencial generalizado de Clarke é estritamente hypomonótono, ver [24].

KAPLAN E TICHATSCHKE [25] também aplicaram o método de ponto proxi-

mal para a minimização de uma classe similar àquelas de [19], a saber, funções

definidas como o máximo de uma certa coleção (finita/infinita) de funções conti-

nuamente diferenciáveis. Sob essa perspectiva, seguindo as idéias de KAPLAN E

TICHATSCHKE [25], neste trabalho estudamos a mesma classe de funções estu-

dada pelos autores, agora no contexto Riemanniano, e aplicamos o método de ponto

proximal (4) para resolver o Problema (1) com a função objetivo naquela classe e

X = M (M variedade de Hadamard). Para isto, se fez necessário estudar a derivada

direcional e o subdiferencial generalizados no contexto Riemanniano. Vários traba-

lhos têm estudado tais conceitos e apresentado muitos resultados úteis à otimização

Riemanniana, ver por exemplo [3], [8], [26] e [27].

Considerando novamente o Problema (1), no caso que F : X → R é uma função

continuamente diferenciável e X = Rn, o método de máxima descida com regra de

Armijo gera uma seqüência {pk} como segue

pk+1 = pk + tkv
k, vk = −F ′(pk), k = 0, 1, . . . ,

onde

tk = max{2−j : F (pk + tvk) ≤ F (pk) + β2−jvk, j = 0, 1 . . .},

β ∈ (0, 1). Se F é continuamente diferenciável, resultados clássicos asseguram so-

mente que os pontos de acumulação de {pk}, caso existam, são cŕıticos de F . Este

fato foi generalizado para otimização multicritério por FLIEGE E SVAITER [28],

i.e., quando a função objetivo é uma função vetorial F : Rn → Rm e a ordem parcial

em Rm é a usual (ou seja, a ordem componente a componente). A convergência
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total é assegurada com respeito à hipótese de o conjunto solução U∗ ser não vazio e

F : Rn → R ser uma função convexa, ver BURACHIK et al. [29] (ou, mais geral-

mente, quasi-convexa, ver KIWIEL E MURTY [30]), o que tem sido generalizado

para otimização vetorial por GRAÑA DRUMMOND E SVAITER [31] (ver também,

GRAÑA DRUMMOND E IUSEM [32]).

O método de máxima descida para o Problema (1), no caso que X = M (M

uma variedade Riemanniana completa e conexa) e F : M → R é continuamente

diferenciável tem sido estudado por UDRISTE [33], SMITH [34] e RAPCSÁK [35] e

resultados de convergência parcial foram obtidos. Para o caso convexo o resultado de

convergência total, usando regra de Armijo, tem sido generalizado por DA CRUZ

NETO et al. [36], no caso particular que M tem curvatura não negativa. Com

respeito à mesma hipótese restritiva sobre a variedade M , PAPA QUIROZ et al. [11]

generalizaram o resultado de convergência total usando regra de Armijo generalizado

para o caso quasi-convexo.

Ressaltamos que no caso Euclideano (real ou vetorial) a análise de convergência

total baseia-se na chamada quasi-Féjer convegência da seqüência {pk} a um certo

conjunto não vazio, a qual foi provada ocorrer graças à convexidade da função F

junto com a lei dos cossenos. O mesmo ocorre no caso Riemanniano mas com uma

hipótese restritiva sobre a variedade M , a saber, que a mesma tenha curvatura não

negativa. Para esta classe de variedades a chamada lei dos cossenos ocorre com

desigualdade satisfatória à caracterização da quasi-Féjer convergência da seqüência

{pk}.

Também como nossa contribuição, seguindo as idéias de FLIEGE E

SVAITER [28], apresentamos uma generalização do resultado de convergência par-

cial para otimização multicritério ao contexto Riemanniano. Além disso, seguindo

as idéias de GRAÑA DRUMMOND E SVAITER [31], generalizamos o resultado de

convergência total para otimização multicritério no caso que a função multicritério

é quasi-convexa e levando em conta que a variedade Riemanniana M tem curvatura

não negativa.

A organização deste trabalho é como segue. No Caṕıtulo 1 definimos as notações

e apresetamos um breve resumo dos conceitos e resultados básicos de geometria

Riemanniana úteis ao longo do trabalho. No Caṕıtulo 2 recordamos alguns fatos
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de análise convexa em variedades de Hadamard. No caṕıtulo 3 apresentamos al-

gumas propriedades da derivada direcional de uma função convexa definida sobre

uma variedade de Hadamard e também uma definição para a derivada direcional

(respectivamente, subdiferencial) generalizada de uma função localmente Lipschitz

(não necessariamente convexa), incluindo algumas propriedades desses conceitos. No

caṕıtulo 4 estudamos o método de ponto proximal (4) para resolver o Problema (1)

com a função objetivo sendo dada pelo máximo de uma certa classe de funções

continuamente diferenciáveis e X = M (M variedade de Hadamard). Além disso

apresentamos dois exemplos onde o método em questão se aplica. No Caṕıtulo 5

apresentamos o problema multicritério, condições de otimalidade de primeira or-

dem para ele e algumas definições básicas relacionadas. Propomos um método de

descida para minimizar uma função vetorial em uma variedade Riemanniana com-

pleta e apresentamos uma completa análise de convergência. Além disso apresenta-

mos alguns exemplos de variedades Riemannianas completas com curvas geodésicas

expĺıcitas e a iteração de descida da seqüência gerada pelo método proposto. No

Caṕıtulo 6 fazemos as considerações finais e apresentamos algumas possibilidades

de pesquisa futura. Finalmente no Caṕıtulo 7 apresentamos, numa situação parti-

cular, uma caracterização do subdiferencial generalizado de Clarke de uma função

dada pelo máximo de uma coleção finita de funções continuamente diferenciáveis,

fundamental na exposição do Exemplo 4.1.2.
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Caṕıtulo 1

Preliminares sobre geometria

Riemanniana

Neste caṕıtulo introduzimos algumas notações e propriedades fundamentais sobre

geometria Riemanniana. Esses fatos básicos podem ser encontrados em qualquer

livro introdutório de geometria Riemanniana, tais como em [37] e [38]. Por questões

de uniformidade vamos unificar a notação de acordo com [37].

Seja M uma variedade conexa n-dimencional. Denotamos por TpM o espaço

tangente n-dimencional de M em p, por TM = ∪p∈MTpM o fibrado tangente de M

e por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M . Quando M é

munida com uma métrica Riemanniana 〈 , 〉, com a correspondente norma denotada

por ‖ ‖, então M é uma variedade Riemanniana. Recorde que a métrica pode ser

usada para definir o comprimento de curvas diferenciáveis por partes γ : [a, b]→M

ligando p a q, i.e., tais que γ(a) = p e γ(b) = q, por

l(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt,

e, além disso, minimizando esse funcional comprimento sobre o conjunto de to-

das tais curvas, obtemos a distância Riemanniana d(p, q) que induz a topologia

original em M . A métrica induz uma aplicação f 7→ grad f ∈ X (M) que as-

socia a cada função diferenciável em M seu gradiente via a regra 〈grad f,X〉 =

Df(X), X ∈ X (M), onde Df representa a diferencial de f . Seja ∇ a convexão

Levi-Civita associada a (M, 〈 , 〉). Em cada ponto p ∈ M , temos uma aplicação
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linear AX(p) : TpM → TpM definida por

AX(p)v = ∇vX.

Se X = grad f , onde f : M → R é uma função duas vezes diferenciável, então AX(p)

é a Hessiana de f em p e é denotado por Hess pf . Um campo de vetores V ao longo

de γ é dito ser paralelo se ∇γ′V = 0. Se o campo tangente γ′ é paralelo ao longo

de γ dizemos que γ é uma geodésica. Dado que a equação geodésica ∇ γ′γ
′ = 0 é

uma equação diferencial ordinária não linear de segunda ordem, então a geodésica

γ = γv(., p) é determinada por sua posição p e velocidade v em p. É fácil ver que ‖γ′‖

é constante. Dizemos que γ é normalizada se ‖γ′‖ = 1. A restrição de uma geodésica

a um intervalo fechado e limitado é chamado um segmento geodésico. Um segmento

geodésico ligando p a q em M é dito ser minimal se seu comprimento é igual a d(p, q)

e essa geodésica é chamada uma geodésica minimizante. Se γ : [a, b] → M é um

segmento geodésico ligando os pontos p := γ(a) e q := γ(b) em M então, para cada

t ∈ [a, b], ∇ induz uma isometria linear, relativa a 〈 , 〉, Pγ(a)γ(t) : Tγ(a)M → Tγ(t)M ,

chamada transporte paralelo ao longo de γ de γ(a) a γ(t). A aplicação inversa de

Pγ(a)γ(t) é denotada por P−1
γ(a)γ(t) : Tγ(t)M → Tγ(a)M . No caso particular que γ é o

único segmento geodésico ligando os pontos p e q em M , então o transporte paralelo

ao longo de γ de p a q é denotado por Ppq : TpM → TqM .

Uma variedade Riemanniana é completa se as geodésicas são definidas para qual-

quer valor de t. O Teorema de Hopf-Rinow assegura que se este é o caso, então qual-

quer par de pontos, digamos p e q, em M pode ser ligado por um (não necessaria-

mente único) segmento geodésico minimal. Além disso, (M,d) é um espaço métrico

completo e, subconjuntos fechados e limitados são compactos. Neste caso, dado

p ∈M , a aplicação exponencial expp : TpM →M é definida por exppv = γv(1, p).

Denotemos por R o tensor curvatura definido por

R(X, Y ) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, X, Y, Z ∈ X (M),

onde [X, Y ] = Y X−XY . Então, a curvatura seccional com respeito a X e Y é dado

por K(X, Y ) = 〈R(X, Y )Y,X〉/(||X||2||Y ||2 − 〈X , Y 〉2), onde ||X|| = 〈X,X〉 1
2 . Se

K(X, Y ) 6 0 para todo X e Y , então M é chamada variedade Riemanniana de

curvatura não positiva e usamos a seguinte notação K 6 0. Se K(X, Y ) > 0 para
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todo X e Y , então M é chamada variedade Riemanniana de curvatura não negativa

e usamos a seguinte notação K > 0.

Na Seção 5.3.2 deste trabalho nosso interesse foi as variedades Riemannianas

de curvatura não negativa. Uma propriedade geométrica fundamental desta classe

de variedades é a lei dos cossenos que agora passamos a descrever. Um ângulo

geodésico em M é um par de segmentos geodésicos normalizados γ1 e γ2 tais que

γ1(0) = γ2(0) com pelo menos uma delas, digamos γ1, sendo minimal. De agora em

diante l1 = l(γ1), l2 = l(γ2), l3 = d(γ1(l1), γ2(l2)) e α =<)(γ′1(0), γ′2(0)).

Teorema 1.1 (Lei dos cossenos) Seja M uma variedade Rieamanniana completa

com curvatura não negativa. Com respeito à notação introduzida acima, temos

l 2
3 ≤ l 2

1 + l 2
2 − 2l1l2 cosα. (1.1)

Prova. Este resultado é uma conseqüência do Teorema de Toponogov. Ver Teo-

rema 4.2, p. 161 de [38]. c.q.d

Teorema 1.2 Seja M uma variedade Riemanniana completa e simplesmente

conexa com curvatura seccional não positiva. Então, M é difeomorfa ao espaço

Euclideano Rn, n = dimM . Mais precisamente, em qualquer ponto p ∈ M , a

aplicação exponencial expp : TpM →M é um difeomorfismo.

Prova. Ver Lema 3.2 de [37], p. 149, ou Teorema 4.1 de [38], p. 221. c.q.d

Uma variedade Riemanniana completa e simplismente conexa com curvatura

seccional não positiva é chamada uma variedade de Hadamard. O Teorema 1.2

diz que se M é uma variedade de Hadamard, então M tem a mesma topologia e

estrutura diferenciável do espaço Euclideana Rn. Além disso, são conhecidas al-

gumas propriedades geométricas similares às do espaço Euclideano Rn, tais como,

dados dois pontos existe um único segmento geodésico os ligando. Com excessão do

Caṕıtulo 5, onde as variedades M são assumidas serem apenas conexas e completas

com dimensão finita, em todo o trabalho as variedades M são assumidas serem de

Hadamard com dimensão finita.
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Caṕıtulo 2

Convexidade em variedades de

Hadamard

Neste caṕıtulo introduzimos algumas propriedades e notações fundamentais de

análise convexa, em variedade de Hadamard, que serão usadas nos próximos

caṕıtulos. Veremos que essas propriedades são similares àquelas obtidas em análise

convexa no espaço Euclideano Rn. Para referências sobre análise convexa no espaço

Euclideano citamos [39] e [40], e em variedade Riemanniana [41], [18], [35], [38], [34]

e [33].

O conjunto Ω ⊂ M é dito ser convexo se qualquer segmento geodésico com

pontos finais em Ω está contido em Ω. Seja Ω ⊂M um conjunto aberto e convexo.

Uma função f : M → R é dita ser convexa (respectivamente, estritamente convexa)

em Ω se, para qualquer segmento geodésico γ : [−δ, δ] → Ω, δ > 0, a composição

f ◦ γ : [−δ, δ]→ R é convexa (respectivamente, estritamente convexa). Agora, uma

função f : M → R é dita ser fortemente convexa em Ω com constante L > 0 se,

para qualquer segmento geodésico γ : [−δ, δ]→ Ω, a composição f ◦ γ : [−δ, δ]→ R

é fortemente convexa com constante L‖γ′(0)‖2. Tome p ∈M . Um vetor s ∈ TpM é

dito ser um subgradiente de f em p se,

f(q) ≥ f(p) + 〈s, exp−1
p q〉,

para todo q ∈ M . O conjunto de todos os subgradientes de f em p, denotado por

∂f(p), é chamado o subdiferencial de f em p.

O próximo resultado provê uma caracterização para convexidade no caso de

funções diferenciáveis.
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Proposição 2.1 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e f : M → R uma

função diferenciável em Ω. Dizemos que f é convexa em Ω se, e somente se, para

qualquer p ∈ Ω

f(q)− f(p) ≥ 〈grad f(p), exp−1
p q〉,

para todo q ∈ Ω.

Prova. Ver Teorema 5.1 de [33], página 78. c.q.d

A conseqüência mais importante da proposição anterior é que, se f é convexa,

então qualquer de seus pontos cŕıticos são pontos de mı́nimo global. Além disso,

0 ∈ ∂f(p) se, e somente se, p é um ponto de mı́nimo de f em M .

Tome p ∈ M . Seja exp−1
p : M → TpM a inversa da aplicação exponencial que é

também C∞. Note que d(q , p) = ||exp−1
p q||, a aplicação d2( . , p) : M → R é C∞ e

grad
1

2
d2(q, p) = −exp−1

q p,

(recorde que M é uma variedade de Hadamard) ver, por exemplo, [38].

Definição 2.1 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e X um campo de

vetores definido em M . X é dito ser monótono em Ω, se〈
exp−1

q p , P−1
qp X(p)−X(q)

〉
≥ 0, p, q ∈ Ω, (2.1)

onde Pqp é o transporte paralelo ao longo da geodésica ligando q a p. Se (2.1) é

satisfeita com desigualdade estrita para todo p, q ∈ Ω, p 6= q, então X é dito ser

estritamente monótono. Além disso, X é fortemente monótono se existe λ > 0 tal

que 〈
exp−1

q p , P−1
qp X(p)−X(q)

〉
≥ λd2(p, q), p, q ∈ Ω. (2.2)

Observação 2.1 No caso particular que M = Rn com a métrica usual, as desigual-

dades (2.1) e (2.2) são reduzidas a

〈p− q , X(p)−X(q)〉 ≥ 0, 〈p− q , X(p)−X(q)〉 ≥ λ‖p− q‖2,

visto que exp−1
q p = p− q e P−1

qp = I. Portanto a definição 2.1 estende, à variedade

Riemanniana, o conceito de operadores monótonos em Rn.

O seguinte resultado nos provê um importante exemplo de campo de vetores

monótono que será útil neste trabalho.
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Proposição 2.2 Seja p ∈ M . O campo gradiente grad(d2( . , p)/2) é fortemente

monótono com λ = 1.

Prova. Ver Proposição 3.2 de [41]. c.q.d

Proposição 2.3 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e f : M → R uma

função diferenciável em Ω.

(i) f é convexa em Ω se, e somente se, o campo de vetores grad f é monótono em

Ω;

(ii) f é estritamente convexa em Ω se, e somente se, o campo de vetores grad f é

estritamente monótono em Ω;

(iii) f é fortemente convexa em Ω se, e somente se, o campo de vetores grad f é

fortemente monótono em Ω.

Prova. Ver Proposição 3.4 de [41]. c.q.d

Como uma conseqüência imediata das duas últimas proposições, temos a seguinte

Proposição 2.4 Seja p ∈M . A aplicação d2( . , p)/2 é fortemente convexa.

Proposição 2.5 Sejam Ω ⊂M um conjunto aberto e convexo, T ⊂ R um conjunto

compacto e ψ : M × T → R uma função cont́ınua em Ω× T tal que ψτ := ψ(., τ) :

M → R é fortemente convexa em Ω com constante L > 0 para todo τ ∈ T . Então,

φ : M → R, definida por

φ(p) := maxτ∈T ψ(p, τ),

é fortemente convexa em Ω com constante L. Em particular, se ψτ é convexa para

todo τ ∈ T , então φ é convexa em Ω.

Prova. Visto que T é compacto e ψ é cont́ınua, a função φ está bem definida. Seja

γ : [−δ, δ]→ Ω, δ > 0, um segmento geodésico. Dado que ψτ é fortemente convexa

com constante L para cada τ ∈ T , temos

(ψτ◦γ)(αt1+(1−α)t2) ≤ α(ψτ◦γ)(t1)+(1−α)(ψτ◦γ)(t2)−1

2
(1−α)αL‖γ′(0)‖2(t1−t2)2,
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para todo t1, t2 ∈ [−δ, δ] e α ∈ [0, 1]. Assim, tomando o máximo em τ em ambos os

lados da desigualdade acima, obtemos

(φ◦γ)(αt1+(1−α)t2) ≤ α(φ◦γ)(t1)+(1−α)(φ◦γ)(t2)− 1

2
(1−α)αL‖γ′(0)‖2(t1−t2)2,

o que implica que φ◦γ : [−δ, δ]→ R é fortemente convexa com constante L‖γ′(0)‖2.

Assim, φ é fortemente convexa em Ω com constante L. A prova da segunda parte é

imediata. c.q.d

Definição 2.2 Seja Ω ⊂M um conjunto aberto e convexo. Uma função f : M → R

é dita ser Lipschitz em Ω se existe uma constante L := L(Ω) ≥ 0 tal que

|f(p)− f(q)| ≤ Ld(p, q), p, q ∈ Ω. (2.3)

Além disso, se é estabelecido que para todo p0 ∈ Ω existe L(p0) ≥ 0 e δ = δ(p0) > 0

tal que a desigualdade (2.3) ocorre com L = L(p0) para todo p, q ∈ Bδ(p0) := {p ∈

Ω : d(p, p0) < δ}, então f é chamada localmente Lipschitz em Ω.

Observação 2.2 Como uma conseqüência imediata da desigualdade triangular,

obtemos que |d(p, p0) − d(q, p0)| ≤ d(p, q) para todo p, q e p0 ∈ M . Então, da

Definição 2.2, adquirimos que a função distância Riemanniana a um ponto fixo,

d(·, q) é Lipschitz e portanto localmente Lipschitz. De fato, conhecemos bem que

cada função convexa é localmente Lipschitz e conseqüentemente cont́ınua. Ver [33].

Proposição 2.6 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, f : M → R e

p ∈ M . Se existe λ > 0 tal que f + (λ/2) d2(. , p) : M → R é convexa em Ω, então

f é localmente Lipschitz em Ω.

Prova. Visto que f + (λ/2) d2(. , p) é convexa, segue da Observação 2.2 que para

qualquer p̃ ∈ Ω existe L1, δ1 > 0 tal que

∣∣[f(q1) + (λ/2) d2(q1 , p)]− [f(q2) + (λ/2) d2(q2 , p)]
∣∣ ≤ L1d(q1, q2), q1, q2 ∈ B(p̃, δ1).

(2.4)

Além disso, Proposição 2.4 junto com Observação 2.2 implicam que existem L2, δ2 >

0 tal que

|(1/2)d2(q1 , p)− (1/2)d2(q2 , p)| ≤ L2d(q1, q2), q1, q2 ∈ B(p̃, δ1). (2.5)
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Simples manipulações algébricas nos permite obter que

|f(q1)− f(q2)| ≤
∣∣[f(q1) + λ/2) d2(q1 , p)]− [f(q2) + (λ/2) d2(q2 , p)]

∣∣+
+
∣∣(λ/2) d2(q2 , p)− (λ/2) d2(q1 , p)

∣∣ .
Portanto, tomando δ = min{δ1, δ2} e usando as desigualdades (2.4) e (2.5), con-

clúımos da última desigualdade que

|f(q1)− f(q2)| ≤ (L1 + λL2)d(q1, q2), q1, q2 ∈ B(p̃, δ),

e a prova está terminada. c.q.d

A seguinte definição tem aparecido em [36].

Definição 2.3 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e f : M → R uma

função continuamente diferenciável em Ω. O campo gradiente grad f é dito ser

Lipschitz com constante Γ ≥ 0 em Ω sempre que

‖ grad f(q)− Ppq grad f(p)‖ ≤ Γd(p, q), p, q ∈ Ω,

onde Ppq é o transporte paralelo ao longo do segmento geodésico ligando p a q.

Proposição 2.7 Seja Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo e f : M → R uma

função duas vezes continuamente diferenciável em Ω. Se Hess pf é limitado em Ω,

então o campo de vetor gradiente grad f é Lipschitz em Ω.

Prova. A prova é uma consequência imediata do teorema fundamental do cálculo

para campos de vetores. Ver, por exemplo, [5]. c.q.d
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Caṕıtulo 3

Derivada direcional

Neste caṕıtulo apresentamos algumas propriedades da derivada direcional de uma

função convexa definida sobre uma variedade de Hadamard, incluindo uma caracte-

rização da derivada direcional e do subdiferencial do máximo de uma certa coleção

de funções convexas. Apresentamos também uma definição para a derivada di-

recional (respectivamente, subdiferencial) generalizada de uma função localmente

Lipschitz (não necessariamente convexa) que, no caso Euclideano, coincide com a

derivada direcional (respectivamente, subdiferencial) generalizada de Clarke. Além

disso, algumas propriedades desses conceitos são apresentadas, entre elas, a semi-

continuidade superior da derivada direcional, uma relação entre o subdiferencial da

soma de duas funções localmente Lipschitz (no caso particular que uma delas é difer-

enciável) e seus subdiferenciais, e uma importante propriedade do subdiferencial do

máximo de uma coleção finita de funções continuamente diferenciáveis.

3.1 Derivada direcional de funções convexas

Nesta seção apresentamos a definição de derivada direcional de uma função convexa

em variedade de Hadamard e algumas propriedades envolvendo seu subdiferencial

(ver, por exemplo, [33]), as quais nos permitiram obter uma importante caracte-

rização para o subdiferencial do máximo de uma certa coleção de funções convexas.

Sejam Ω ⊂M aberto e convexo, e f : M → R uma função convexa em Ω. Tome

p ∈ Ω, v ∈ TpM e δ > 0 e seja γ : [−δ , δ] → Ω o segmento geodésico tal que

γ(0) = p e γ′(0) = v. Devido à convexidade de f ◦ γ : [−δ , δ] → R, temos que a
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função qγ : (0 , δ]→ R, dada por

qγ(t) :=
f(γ(t))− f(p)

t
,

é não decrescente. Além disso, visto que f é localmente Lipschitziana, segue que qγ

é limitada próximo de zero. Então, a seguinte definição faz sentido.

Definição 3.1 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e f : M → R uma

função convexa em Ω. Então, a derivada direcional de f em p ∈ Ω na direção de

v ∈ TpM é definida por

f ′(p, v) := lim
t→0+

qγ(t) = inf
t>0

qγ(t), (3.1)

onde δ > 0 e γ : [−δ , δ]→ Ω é o segmento geodésico tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Proposição 3.1 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e f : M → R uma

função convexa em Ω. Então, para cada ponto p ∈ Ω fixado, o subdiferencial de f

em p, ∂f(p), é convexo.

Prova. Ver Teorema 4.6 de [33], p. 74. c.q.d

Proposição 3.2 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e f : M → R uma

função convexa em Ω. Então, para cada ponto p ∈ Ω fixado,

i) f ′(p, v) = maxs∈∂f(p)〈s, v〉, para todo v ∈ TpM ;

ii) ∂f(p) = {s ∈ TpM : f ′(p, v) ≥ 〈s, v〉, v ∈ TpM}.

Prova Ver Proposição 3.2 de [42]. c.q.d

O seguinte resultado estende, ao contexto Riemanniano, o Teorema 3.4.14 de

[40].

Proposição 3.3 Sejam T um conjunto compacto qualquer, Ω ⊂ M um conjunto

aberto e convexo, e h : M × T → R uma função cont́ınua em Ω× T tal que h(. , τ) :

M → R é convexa em Ω para todo τ ∈ T . Se f : M → R é dada por f(p) =

maxτ∈T h(p, τ), então f é convexa em Ω e

f ′(p, v) = maxτ∈T (p) h
′(p, τ, v), p ∈ Ω, v ∈ TpM,

onde T (p) = {τ ∈ T : f(p) = h(p, τ)}. Além disso, se h(., τ) é diferenciável em Ω

para todo τ ∈ T e gradp h(p, .) é cont́ınua para todo p ∈ Ω, então

∂f(p) = conv
{

gradp h(p, τ) : τ ∈ T (p)
}
.
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Prova. Visto que T é compacto, f está bem definida. Sua convexidade segue da

Proposition 2.5. Agora, tome p ∈ Ω, v ∈ TpM e o segmento geodésico γ : [−δ, δ]→

Ω, δ > 0, tal que γ(0) = p e γ′(0) = v. Usando que T é compacto, temos que

T (p) 6= ∅. Portanto, tomando τ ∈ T (p), da definição de f e T (p) obtemos

f(γ(t))− f(p)

t
≥ h(γ(t), τ)− h(p, τ)

t
, t ∈ (0, δ).

Dado que f e h(., τ) são convexas, fazendo t tender a 0, a desigualdade acima torna-

se

f ′(p, v) ≥ h′(p, τ, v), p ∈ Ω, v ∈ TpM, τ ∈ T (p).

Portanto,

f ′(p, v) ≥ sup
τ∈T (p)

h′(p, τ, v), p ∈ Ω, v ∈ TpM. (3.2)

Agora iremos provar a igualdade na equação acima. Seja {tk} ⊂ (0, δ) tal que tk

converge a 0 quando k tendo a +∞. Definamos

pk := γ(tk), τk ∈ T (pk). (3.3)

A última equação implica que f(γ(tk)) = h(γ(tk), τk). Portanto, como f é convexa,

combinando (3.1) e definição de f , obtemos

f ′(p, v) ≤ f(γ(tk))− f(p)

tk
≤ h(γ(tk), τk)− h(p, τk)

tk
.

Visto que {τk} ⊂ T e T é compacto, podemos supor (tomando uma subseqüência, se

necessário) que a seqüência converge a τ̄ ∈ T quando k vai a +∞. Assim, fazendo

k tender a +∞ na última desigualdade, temos

f ′(p, v) ≤ h′(p, τ̄ , v),

dado que h é cont́ınua e x 7→ h(x, τ) é convexa para cada τ ∈ T . Note que,

se τ̄ ∈ T (p), então a última desigualdade implica que (3.2) ocorre com igualdade.

Assim, para concluirmos a primeira parte, é suficiente provar que τ̄ ∈ T (p). Primeiro

note que, usando (3.3), definições de T (pk) e f , conclúımos que

h(pk, τk) = maxτ∈T h(pk, τ) ≥ h(pk, τ), τ ∈ T.

Portanto, fazendo k tender a +∞, temos que h(p, τ̄) ≥ h(p, τ), para todo τ ∈ T ,

que, junto com a definição de f , dá f(p) = h(p, τ̄), o que conclui a primeira parte.
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Para provar a segunda parte, tome p ∈ Ω e τ ∈ T (p). Da Proposição 2.1, a

convexidade de h(., τ) implica que

h(q, τ) ≥ h(p, τ) + 〈gradp h(p, τ), exp−1
p q〉, q ∈ Ω.

Visto que τ ∈ T (p), h(p, τ) = f(p), o que junto com definição de f e última equação

torna

f(q) ≥ f(p) + 〈gradp h(p, τ), exp−1
p q〉.

Assim, gradp h(p, τ) ∈ ∂f(p). Como Proposição 3.1 implica que ∂f(p) é convexa,

conclúımos que

conv{gradp h(p, τ) : τ ∈ T (p)} ⊆ ∂f(p).

Afirmamos que a inclusão acima ocorre com igualdade. De fato, assuma, por con-

tradição, que

∃ y ∈ ∂f(p), y /∈ conv{gradp h(p, τ) : τ ∈ T (p)}.

Devido o fato que gradp h(p, .) é cont́ınua e T (p) é um conjunto compacto, conclúımos

que o conjunto conv{gradp h(p, τ) : τ ∈ T (p)} é compacto. Assim, pelo Teorema de

separação em TpM , existe v ∈ TpM − {0} e a ∈ R tal que

〈y, v〉 > a > 〈gradp h(p, τ), v〉, ∀ τ ∈ T (p).

Como h′(p, τ, v) = 〈gradp h(p, τ), v)〉, segue da última desigualdade e primeira parte

da proposição que

〈y, v〉 > maxτ∈T (p) h
′(p, τ, v) = f ′(p, v).

Visto que y ∈ ∂f(p), obtemos uma contradição com a Proposição 3.2 i. Portanto a

afirmação está provada, o que conclui a prova. c.q.d

Corolário 3.1 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, e hi : M → R uma

função convexa diferenciável em Ω para i = 1, ...,m. Se h : M → R é definida por

h(p) := maxi∈I hi(p), onde I = {1, ...,m}, então

∂h(p) = conv{gradhi : i ∈ I(p)} =y ∈ TpM : y =
∑
i∈I(p)

αi gradhi(p),
∑
i∈I(p)

αi = 1, αi ≥ 0

 ,
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onde I(p) := {i : h(p) = hi(p), i = 1, ...,m}. Em particular, p minimiza h em Ω se,

e somente se, existem αi ≥ 0, i ∈ I(p), tais que

0 =
∑
i∈I(p)

αi gradhi(p),
∑
i∈I(p)

αi = 1.

Prova. Segue da Proposição 3.3. c.q.d

3.2 Derivada direcional de funções localmente

Lipschitz

Nesta seção apresentamos definições para a derivada direcional e o subdiferencial

generalizado de uma função localmente Lipschitz (não necessariamente convexa).

Além disso, algumas propriedades desses conceitos são apresentadas, entre elas, a

semicontinuidade superior da derivada direcional, uma relação entre o subdiferencial

da soma de duas funções localmente Lipschitz (no caso particular que uma delas é

diferenciável) e seus subdiferenciais, e uma importante propriedade do subdiferencial

do máximo de uma coleção finita de funções continuamente diferenciáveis.

Definição 3.2 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto, e f : M → R uma função

localmente Lipschitz em Ω. A derivada direcional generalizada f ◦ : TΩ→ R de f é

definida por

f ◦(p, v) := lim sup
t↓0 q→p

f
(

expq t(D expp)exp−1
p qv

)
− f(q)

t
, (3.4)

onde (D expp)exp−1
p q denota a diferencial de expp em exp−1

p q.

É válido ressaltar que uma definição equivalente tem aparecido em [3].

Observação 3.1 A derivada direcional generalizada está bem definida. De fato,

seja Lp > 0 a constante de Lipschitz de f em p e δ = δ(p) > 0 tal que

|f(expq t(D expp)exp−1
p qv)− f(q)| ≤ Lp d(expq t(D expp)exp−1

p qv, q),

para todo q ∈ Bδ(p) e t ∈ [0, δ). Dado que

d(expq t(D expp)exp−1
p qv, q) = t‖(D expp)exp−1

p qv‖,
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a desigualdade acima torna-se

|f(expq t(D expp)exp−1
p qv)− f(q)| ≤ Lp t‖(D expp)exp−1

p qv‖, q ∈ Bδ(p), t ∈ [0, δ).

Visto que limq→p (D expp)exp−1
p qv = v, nossa afirmação segue da última desigualdade.

Observação 3.2 Note que, se M = Rn então exppw = p+w e (D expp)exp−1
p qv = v.

Neste caso, (3.4) torna-se

f ◦E(p, v) = lim sup
t↓0 q→p

f(q + tv)− f(q)

t
,

que é a derivada direcional generalizada de Clarke no caso Euclideano, ver [43] p.

25. Portanto, a derivada direcional generalizada em variedade de Hadamard é uma

extensão natural da derivada direcional generalizada de Clarke.

Agora iremos provar a semicontinuidade superior da derivada direcional generali-

zada.

Proposição 3.4 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e f : M → R uma função

localmente Lipschitz em Ω. Então, f ◦ é semicont́ınua superior em TΩ, i.e., se

(p, v) ∈ TΩ e {(pk, vk)} é uma seqüência em TΩ tal que limk→+∞(pk, vk) = (p, v),

então

lim sup
k→+∞

f ◦(pk, vk) ≤ f ◦(p, v). (3.5)

Prova. Sejam (p, v) ∈ TΩ e {(pk, vk)} ⊂ TΩ tal que limk→+∞(pk, vk) = (p, v). Para

provar a desigualdade (3.5) primeiro note que, para cada k

f ◦(pk, vk) ≤ lim sup
t↓0 (q,w)→(pk,vk)

f(expq tw)− f(q)

t
, (q, w) ∈ TΩ.

Assim, pela definição de limite superior, existem (qk, wk) ∈ TΩ−{(pk, vk)} e tk > 0

tais que

f ◦(pk, vk)− 1

k
<
f(expqk tkw

k)− f(qk)

tk
, d̃((qk, wk), (pk, vk)) + tk <

1

k
, (3.6)

com d̃ sendo a distância Riemanniana em TM . Seja Up ⊂ Ω uma vizinhança de p

tal que TUp ≈ Up × Rn, f é Lipschitz em Up com constante Lp and exp é Lipschitz

em TUp com constante K. Da primeira desigualdade em (3.6), obtemos

f ◦(pk, vk)− 1

k
<

f
(

expqk tk(D expp)exp−1
p qkv

)
− f(qk)

tk
+

f(expqk tkw
k)− f

(
expqk tk(D expp)exp−1

p qkv
)

tk
. (3.7)
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Por outro lado, como limk→+∞(pk, vk) = (p, v), conclúımos, da segunda desigualdade

em (3.6) que

expqk tkw
k ∈ Up, expqk tk(D expp)exp−1

p qkv) ∈ Up, k > k0,

para k0 suficientemente grande. Assim, como f é Lipschitz em Up, para k > k0,

temos

∣∣∣f(expqk tkw
k)− f

(
expqk tk(D expp)exp−1

p qkv
)∣∣∣ ≤

Lp d
(

expqk tkw
k, expqk tk(D expp)exp−1

p qkv
)
. (3.8)

Agora, levando em conta que exp é Lipschitz em TUp, no caso particular que k > k0

d
(

expqk tkw
k, expqk tk(D expp)exp−1

p qkv
)
≤ k‖tkwk − tk(D expp)exp−1

p qkv‖.

Visto que limk→+∞ p
k = p, a segunda equação em (3.6) implica que limk→+∞ q

k = p.

Consequentemente limk→+∞ (D expp)exp−1
p qk

v = v o que, junto com última desigual-

dade, implica

lim
k→+∞

d
(

expqk tkw
k, expqk tk(D expp)exp−1

p qkv
)
/tk = 0.

Portanto, combinando a última equação, (3.7), (3.8) e Definição 3.2, o resultado

segue. c.q.d

A seguir generalizamos a definição de subdiferencial para funções localmente

Lipschitz definidas em variedade de Hadamard, ver Proposição 3.2 item ii.

Definição 3.3 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e f : M → R uma função

localmente Lipschitz em Ω. O subdiferencial generalizado de f em p ∈ Ω, denotado

por ∂◦f(p), é definido por

∂◦f(p) :=
{
w ∈ TpM : f ◦(p, v) ≥ 〈w, v〉,∀ v ∈ TpM

}
.

Observação 3.3 Se Ω é convexo e a função f : M → R é convexa em Ω, então

f ◦(p, v) = f ′(p, v) (respectivamente, ∂◦f(p) = ∂f(p)) para todo p ∈ Ω, i.e., a

derivada direcional (respectivamente, subdiferencial) para funções Lipschitz é uma

generalização da derivada direcional (respectivamente, subdiferencial) para funções

convexas. Ver [3] Afirmação 5.4 na prova do Teorema 5.3.
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Definição 3.4 Seja f : M → R uma função localmente Lipschitz. Um ponto p ∈ Ω

é dito ser um ponto estacionário de f sempre que 0 ∈ ∂◦f(p).

Lema 3.1 Seja Ω ⊂ M um conjunto aberto. Se f : M → R é localmente Lipschitz

em Ω e g : M → R é convexa em Ω, então

(f + g)◦(p, v) = f ◦(p, v) + g′(p, v) p ∈ Ω, v ∈ TpM. (3.9)

Além disso, se em adição g é também diferenciável, temos

∂◦(f + g)(p) = ∂◦f(p) + grad g(p), p ∈ Ω. (3.10)

Prova. Usando a definição da derivada direcional generalizada e simples manip-

ulações algébricas, obtemos

(f + g)◦(p, v) = lim sup
t↓0 q→p

[
f(expq t(D expp)exp−1

p qv)− f(q)

t
+

g(expq t(D expp)exp−1
p qv)− g(q)

t

]
.

Propriedade básica do limite superior junto com a definição da derivada direcional

generalizada e Observação 3.3, segue que

(f + g)◦(p, v) ≤ f ◦(p, v) + g′(p, v). (3.11)

Agora, como f ◦(p, v) = ((f + g) + (−g))◦ (p, v), desigualdade acima implica, em

particular

f ◦(p, v) ≤ (f + g)◦(p, v) + (−g)′(p, v),

que é equivalente a

(f + g)◦(p, v) ≥ f ◦(p, v) + g′(p, v).

Assim, combinando última desigualdade com desigualdade (3.11), a igualdade (3.9)

é obtida.

No caso que g é também diferenciável, em particular g′(p, v) = 〈grad g(p), v〉.

Portanto, a prova da igualdade (3.10) é uma consequência imediata da igualdade

(3.9) e da definição do subdiferencial generalizado. c.q.d

Corolário 3.2 Sejam Ω ⊂ M um conjunto convexo, p̃ ∈ M e λ > 0 tal que f +

(λ/2) d2(. , p̃) : M → R é convexa em Ω. Se p ∈ Ω é um minimizador de f +

(λ/2)d2(., p̃), então

λ exp−1
p p̃ ∈ ∂◦f(p).
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Prova. Visto que p é um minimizador de f + (λ/2)d2(., p̃), obtemos

0 ∈ ∂
(
f +

λ

2
d2(. , p̃)

)
(p). (3.12)

Por outro lado, como f+(λ/2) d2(. , p̃) é convexa em Ω e (λ/2) d2(. , p̃) é diferenciável

com grad (λ/2) d2(q, p) = −λ exp−1
q p, usando Observação 3.3, Proposição 2.6 e apli-

cando Lema 3.1 com g = (λ/2) d2(. , p̃), temos

∂

(
f +

λ

2
d2(., p̃)

)
(p) = ∂◦

(
f +

λ

2
d2(., p̃)

)
(p) = ∂◦f(p)− λ exp−1

p p̃. (3.13)

Portanto, o resultado segue pela combinação de (3.12) com (3.13). c.q.d

Observação 3.4 O resultado do Lema 3.1 foi utilizado apenas no caso que a função

g é a função convexa e diferenciável (λ/2) d2(. , p̃) com λ > 0 e p̃ ∈M . Por isso no

referido lema admitimos a hipótese de convexidade sobre a função g. Provaremos

logo depois que se g é continuamente diferenciável então g é localmente Lipschitz e

existe g◦ = g′. Neste caso, notamos que o resultado do Lemma 3.1 pode ser obtido

considerando g apenas continuamente diferenciável.

Os dois próximos teoremas além de servirem como resultados preliminares úteis

na prova do Lema 3.1 no caso que g é apenas continuamente diferenciável, mostram

que o sudiferencial é de fato uma generalização da derivada clássica.

Teorema 3.1 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e f : M → R uma função local-

mente Lipschitz em Ω. Se f é diferenciável em Ω então

grad f(p) ∈ ∂◦f(p), p ∈ Ω.

Prova. Visto que f é diferenciável em p, em particular temos que a derivada

direcional f ′(p, v) exite e

f ′(p, v) = 〈grad f(p), v〉, p ∈ Ω, v ∈ TpM.

Como f ′(p, v) ≤ f ◦(p, v), para todo p ∈ Ω e v ∈ TpM , da última igualdade obtemos

f ◦(p, v) ≥ 〈grad f(p), v〉, p ∈ Ω, v ∈ TpM,

e o resultado segue da definição do subdiferencial generalizado. c.q.d
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Teorema 3.2 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e f : M → R uma função lo-

calmente Lipschitz em Ω. Se f é continuamente diferenciável em Ω então f é

localmente Lipschitz em Ω e ∂f(p) = {grad f(p)}, para todo p ∈ Ω.

Prova. Tome p ∈ Ω. Dado que f é continuamente diferenciável em Ω, em particular,

f é contiamente diferenciável em p e, neste caso, existem δ,M > 0 tais que

‖ grad f(q)‖ ≤M, q ∈ Bδ(p). (3.14)

Dados p1, p2 ∈ Bδ(p) e v ∈ Tp1M tal que expp1
v = p2, definamos h : [0, 1]→ R por

h(t) = f(expp1
tv). Pelo teorema do valor médio para o caso escalar existe t̃ ∈ (0, 1)

tal que

h(1)− h(0) = h′(t̃).

Assim, visto que h(0) = f(p1), h(1) = f(p2) e h′(t̃) = 〈grad f(expp1
t̃v), t̃v〉, da

última igualdade segue que

f(p2)− f(p1) = 〈grad f(expp1
t̃v), t̃v〉.

Como |〈grad f(expp1
t̃v), t̃v〉| ≤ t̃‖ grad f(expp1

t̃v)‖‖v‖, levando em conta que

expp1
t̃v ∈ Bδ(p), (3.14) e ‖v‖ = ‖ exp−1

p1
p2‖ = d(p2, p1), da última igualdade con-

clúımos que

|f(p2)− f(p1)| ≤ t̃Md(p2, p1),

o que prova a primeira parte do teorema.

Do Teorema 3.1, para provar a segunda parte é suficiente mostrar que para

qualquer w ∈ ∂◦f(p), w = grad f(p). Para isto tome uma seqüência {pj} ⊂ Ω

convergindo a p e v ∈ TpM . Visto que f é diferenciável e (D expp)exp−1
p pjv ∈ TpjM ,

temos

f ′
(
pj, (D expp)exp−1

p pjv
)

=
〈

grad f(pj), (D expp)exp−1
p pjv

〉
, j = 0, 1, . . . .

Assim, da continuidade de grad f em Ω junto com o fato que

limpj→p(D expp)exp−1
p pjv = v, segue que

lim
pj→p

f ′(pj, (D expp)exp−1
p pjv) = 〈grad f(p), v〉 = f ′(p, v).

Por outro lado,

lim
pj→p

f ′(pj, (D expp)exp−1
p pjv) = lim

pj→p
lim
t↓0

f
(

exppj t(D expp)exp−1
p pjv

)
− f(pj)

t
,
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e, da definição de derivada direcional generalizada junto com a última igualdade,

conclúımos que

f ◦(p, v) = f ′(p, v) = 〈grad f(p), v〉.

Agora seja w ∈ ∂◦f(p). Então, da defenição do subdiferencial generalizado junto com

a última igualdade, temos que 〈grad f(p), v〉 ≥ 〈w, v〉. Portanto, da arbitrariedade

de v conclúımos que w = grad f(p) e a prova está conclúıda. c.q.d

Proposição 3.5 Sejam Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, I = {1, ...,m},

fi : M → R uma função continuamente diferenciável em Ω para todo i ∈ I e

f : M → R definida por

f(p) := maxi∈I fi(p).

Então, f é localmente Lipschitz em Ω e, para cada p ∈ Ω, ocorre

conv{grad fi(p) : i ∈ I(p)} ⊂ ∂◦f(p),

onde I(p) := {i : fi(p) = f(p), i = 1, ...,m}.

Prova. Dado que fi é continuamente diferenciável em Ω, conclúımos que fi é

localmente Lipschitz em Ω, para todo i ∈ I. Assim, para cada p̃ ∈ Ω e i ∈ I,

existem δi, Li > 0 tais que

|fi(p)− fi(q)| ≤ Lid(p, q), p , q ∈ Bδi(p̃).

Por outro lado,

|maxi∈I fi(p)−maxi∈I fi(q)| ≤ maxi∈I |fi(p)− fi(q)|.

Combinando as duas últimas expressões com definição de f , obtemos

|f(p)− f(q)| ≤ Ld(p, q) p, q ∈ Bδ(p̃),

onde δ = mini∈I δi e L = maxi∈I Li, o que prova primeira parte.

Para provar a segunda parte, tome p ∈ Ω, u ∈ conv{grad fi(p) : i ∈ I(p)} e

v ∈ TpM . Então existem constantes, αi ≥ 0 para i ∈ I(p) com
∑

i∈I(p) αi = 1, tais

que

u =
∑
i∈I(p)

αi grad fi(p).
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Como fi é diferenciável em Ω, para todo i ∈ I, simples manipulações algébricas nos

permitem obter

〈u, v〉 =
∑
i∈I(p)

αi〈grad fi(p), v〉 =
∑
i∈I(p)

αif
′
i(p, v).

Dado que f é localmente Lipschitz em p, as definições de f , I(p) e derivada direcional

generalizada implicam

f ′i(p, v) ≤ f ◦(p, v),

que, junto com a última equação, nos fornece 〈u, v〉 ≤ f ◦(p, v), e a prova segue da

definição de ∂◦f(p). c.q.d
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Caṕıtulo 4

Método de ponto proximal local

em variedades Riemannianas

Seguindo as idéias de KAPLAN E TICHATSCHKE [25], neste caṕıtulo estendemos

o campo de aplicação do método de ponto proximal para resolver o problema

min f(p)

s.t. p ∈M,
(4.1)

no caso que a função objetivo é uma função (não necessariamente convexa) dada

pelo máximo de uma certa coleção de funções continuamente diferenciáveis variando

sobre um conjunto de ı́ndices compacto (finito ou infinito). Provamos o seguinte

teorema:

Teorema 4.1 Seja Ω ⊂ M um conjunto aberto e convexo, q ∈ M e T ⊂ R um

conjunto compacto. Seja ϕ : M × T → R uma função cont́ınua em Ω × T tal que

ϕ(., τ) : M → R é continuamente diferenciável em Ω e cont́ınua em Ω̄ (fecho de Ω),

para todo τ ∈ T , e f : M → R definida por

f(p) := maxτ∈T ϕ(p, τ).

Assuma que −∞ < infp∈M f(p), gradp ϕ(., τ) é Lipschitz sobre Ω com constante Lτ

para cada τ ∈ T tal que supτ∈T Lτ < +∞ e

Lf (f(q)) = {p ∈M : f(p) ≤ f(q)} ⊂ Ω, inf
p∈M

f(p) < f(q).

Tome 0 < λ̄ e uma sequência {λk} satisfazendo supτ∈T Lτ < λk ≤ λ̄ e p̂ ∈ Lf (f(q)).

26



Então o método de ponto proximal

pk+1 := argminp∈M

{
f(p) +

λk
2
d2(p, pk)

}
, k = 0, 1, . . . , (4.2)

com ponto inicial p0 = p̂, está bem definido, a sequência gerada {pk} permanece em

Lf (f(q)) e satisfaz somente uma das seguintes afirmações

i) {pk} é finita, i.e., pk+1 = pk para algum k e, neste caso, pk é um ponto

estacionário de f ,

ii) {pk} é infinito e, neste caso, qualquer ponto de acumulação de {pk} é um ponto

estacionário de f .

Além disso, assuma que o conjunto dos minimizadores de f é não vazio, i. e.,

h1) U∗ = {p : f(p) = inf p̃∈M f(p̃)} 6= ∅.

Seja c ∈ (infp∈M f(p), f(q)). Se adicionalmente as seguintes hipóteses ocorrem:

h2) Lf (c) é convexo e f é convexa sobre Lf (c);

h3) Para todo p ∈ Lf (f(q)) \ Lf (c) e y(p) ∈ ∂◦f(p) temos ‖y(p)‖ > δ > 0,

então a sequência {pk}, gerada por (4.2) com

sup
τ∈T

Lτ < λk ≤ λ̄, k = 0, 1, . . . (4.3)

converge para um ponto p∗ ∈ U∗.

Observação 4.1 A continuidade de cada função ϕ(., τ) sobre Ω̄ garante que os

conjuntos de ńıvel da função f , em particular, o conjunto solução U∗, são fechados

na topologia da variedade M .

Na próxima observação mostramos que se Ω é limitado e ϕ(., τ) é convexa sobre

Ω então f satisfaz as hipóteses h2 e h3.

Observação 4.2 Se ϕ(., τ) é uma função convexa em Ω e cont́ınua em Ω̄ para todo

τ ∈ T então, pela Proposição 2.5, a função f é convexa em Ω e a hipótese h2 é

satisfeita para todo c ≤ f(q). Além disso, da Observação 3.3,

∂◦f(p) = ∂f(p), p ∈ Ω. (4.4)
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Tome c ∈ (infp∈M f(p), f(q)), suponha que h1 ocorre e Ω é limitado. Então, temos

0 < sup {d(p∗, p) : p∗ ∈ U∗, p ∈ Lf (f(q)) \ Lf (c)} = ε < +∞. (4.5)

Seja p∗ ∈ U∗ fixado, p ∈ Lf (f(q)) \Lf (c) e y(p) ∈ ∂f(p). A convexidade de f em Ω

implica que

〈y(p) , − exp−1
p p∗〉 ≥ f(p)− f(p∗).

Visto que ‖y(p)‖‖ exp−1
p p∗‖ ≥ 〈y(p),− exp−1

p p∗〉, d(p∗, p) = ‖ exp−1
p p∗‖, p ∈

Lf (f(q)) \ Lf (c) e U∗ é um subconjunto próprio de Lf (c), da desigualdade acima

obtemos

‖y(p)‖d(p∗, p) > c− f(p∗) > 0.

Assim, de (4.5) junto com última desigualdade, ‖y(p)‖ε > c− f(p∗) > 0. Portanto,

fixando δ = (c− f(p∗))/ε, temos

‖y(p)‖ > δ > 0,

que junto com (4.4) mostra que f satisfaz h3.

Para provar o teorema acima precisamos de alguns resultados preliminares. De

agora em diante assumimos que cada uma das hipóteses no Teorema 4.1 ocorre, com

exceção de h1, h2 e h3, que serão assumidas válidas somente quando explicitamente

mencionado.

Lema 4.1 Para todo p̃ ∈M e λ satisfazendo

sup
τ∈T

Lτ < λ,

a função ϕ(., τ) + (λ/2)d2(. , p̃), é fortemente convexa em Ω com constante λ −

supτ∈T Lτ . Como uma consequência, f + (λ/2)d2(. , p̃) é fortemente convexa em Ω

com constante λ− supτ∈T Lτ .

Prova. Visto que T é compacto e ϕ é cont́ınua, a função f está bem definida.

Tome τ ∈ T , p̃ ∈ Ω e defina ψτ := ϕτ + (λ/2)d2(. , p̃), onde ϕτ := ϕ(., τ). Note que

gradψτ (p) = gradϕτ (p)− λ exp−1
p p̃. Assim, para todo p, q ∈ Ω

〈P−1
qp gradψτ (p)− gradψτ (q), exp−1

q p〉 = 〈P−1
qp gradϕτ (p)− gradϕτ (q), exp−1

q p〉

− λ〈P−1
qp exp−1

p p̃− exp−1
q p̃, exp−1

q p〉.
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Como

〈P−1
qp gradϕτ (p)− gradϕτ (q), exp−1

q p〉 ≥ −‖P−1
qp gradϕτ (p)− gradϕτ (q)‖‖ exp−1

q p‖,

usando a igualdade d(q, p) = ‖ exp−1
q p‖, Proposição 2.2 e igualdade acima, obtemos

〈P−1
qp gradψτ (p)− gradψτ (q), exp−1

q p〉 ≥

− ‖P−1
qp gradϕτ (p)− gradϕτ (q)‖d(q, p) + λd2(q, p).

Agora, como gradϕτ é Lipschitz em Ω com constante Lτ e o transporte paralelo é

uma isometria, última desigualdade torna-se

〈P−1
qp gradψτ (p)− gradψτ (q), exp−1

q p〉 ≥ (λ− Lτ )d2(q, p).

Por hipótese, λ > supτ∈I Lτ . Assim, a desigualdade acima e a Definição 2.1 im-

plicam que gradψτ é fortemente monótono com constante λ − supτ∈I Lτ . Com

isso, da Proposição 2.3, conclúımos que ψτ é fortemente monótono com constante

λ− supτ∈I Lτ . É fácil ver que

maxτ∈I ψτ = f + (λ/2)d2(. , p̃).

Portanto, usando Proposição 2.5, a afirmação da proposição segue. c.q.d

Corolário 4.1 O método de ponto proximal (4.2) aplicado a f com ponto inicial

p0 = p̂ está bem definido.

Prova. Assuma que pk ∈ Lf (f(q)) para algum k. Note que os minimizadores de

ψk := f + (λk/2)d2(., pk), caso existam, estão em Lψk(ψk(p
k)) ⊂ Lf (f(q)) ⊂ Ω, mais

precisamente,

argminp∈M ψk(p) = argminp∈Lψk (ψk(pk)) ψk(p)).

Como f é cont́ınua em Ω̄, Lψk(ψk(p
k)) é fechado com respeito à topologia da va-

riedade M . Além disso, visto que supτ∈T Lτ < λk, conclúımos do Lema 4.1 que

a aplicação ψk é fortemente convexa em Ω com constante β = λ − supτ∈T Lτ .

Nestas condições, afim de que ψk tenha um único minimizador em M é suficiente

mostrarmos que Lψk(ψk(p
k)) é um conjunto limitado. Da convexidade ψk em Ω

temos, em particular, que Lψk(ψk(p
k)) é um conjunto convexo. Suponhamos por

absurdo que Lψk(ψk(p
k)) é ilimitado. Então, existe v ∈ TpkM e uma geodésica
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γ : [0,+∞] → Lψk(ψk(p
k)) tal que γ(0) = pk e γ′(0) = v. Fixemos t0 > 0. Para

todo t > t0, temos que

ψk(γ(t0)) = ψk(γ(
t0
t
t+ (1− t0

t
)0)).

Agora, levando em conta que ψk é fortemente convexa com constante β, da última

igualdade decorre que

ψk(γ(t0)) ≤ t0
t
ψk(γ(t)) + (1− t0

t
)ψk(γ(0))− 1

2
(1− t0

t
)
t0
t
β‖v‖2t2.

Como, ψk(γ(t)), ψk(γ(0)) ∈ Lψk(ψk(pk), da última desigualdade obtemos

ψk(γ(t0)) ≤ ψk(p
k)− 1

2
(t− t0)t0β‖v‖2,

que é um absurdo, pois ψk(γ(t0)) é finito e ψk(p
k) − 1

2
(t − t0)t0β‖v‖2 tende a −∞

quando t vai para +∞. Portanto Lψk(ψk(p
k)) é limitado e, consequentemente, pk+1

está bem definido. Dado que p0 = p̂ ∈ Lf (f(q)), a prova segue de um simples

argumento de indução. c.q.d

Lema 4.2 Seja {pk} a seqüência gerada pelo método de ponto proximal (4). Então,

i) f(pk+1) + (λk/2)d2(pk+1, pk) ≤ f(pk), k = 0, 1, . . .;

ii) {pk} ⊂ Lf (f(q));

iii) 0 ∈ ∂
(
f + λk

2
d2(. , pk)

)
(pk+1), k = 0, 1, . . .;

iv) −∞ < f̄ = limk→∞ f(pk);

v) limk→∞ d(pk+1, pk) = 0.

Prova. O item i é uma conseqüência imediata de (4.2), o que implica que {f(pk)} é

monótona não crescente e, portanto, que o item ii ocorre. Visto que supτ∈T Lτ < λk,

Lema 4.1 implica que f+(λk/2)d2(. , pk) é convexa em Ω, que, junto com (4.2) prova

item iii. Novamente usando que {f(pk)} é uma seqüência monótona não crescente

e que −∞ < infp∈M f(p), item iv segue. Finalmente, o item v é conseqüência dos

items i e iv. c.q.d

Lema 4.3 Seja {pk} a seqüência gerada pelo método de ponto proximal (4.2), com

λk satisfazendo (4.3). Assuma que h1 e h2 ocorrem. Se pk ∈ Lf (c) para algum k

então {pk} converge a um ponto p∗ ∈ U∗ ⊂ Ω.
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Prova. Por hipótese, pk ∈ Lf (c) para algum k, i.e., existe k0 tal que f(pk0) ≤ c.

Então, do Lemma 4.2 item i, {pk} ⊂ Lf (c) para todo k ≥ k0. Por outro lado, de

(4.3), temos
+∞∑
k=0

1

λk
= +∞.

Portanto, usando h1 e h2, o resultado segue de argumentos similares usados na

prova do Teorema 6.1 of [18]. c.q.d

Lema 4.4 Seja {pk} a seqüência gerada pelo método de ponto proximal (4.2) com

λk satisfazendo (4.3). Se h3 ocorre, então depois de um número finito de passos as

iteradas do método entram no conjunto Lf (c).

Prova. Primeiro note que, de infp∈M f(p) < c, temos Lf (c) 6= ∅. Suponha por

absurdo que pk ∈ Lf (f(q))\Lf (c) para todo k. De (4.3), temos que supτ∈T Lτ < λk.

Além disso, do Lema 4.1 com λ = λk e p̃ = pk, segue que

f + (λk/2) d2(., pk)

é convexa em Ω. Visto que o ponto pk+1 ∈ Ω (ver item ii do Lema 4.2) e, de (4.2), o

mesmo é um minimizador da função acima, aplicando Corolário 3.2 com p = pk+1,

obtemos

λk exp−1
pk+1 p

k ∈ ∂◦f(pk+1), k = 0, 1, . . . ..

Dado que pk+1 ∈ Lf (f(q)) \ Lf (c), hipótese h3 e inclusão acima acarretam

‖λk exp−1
pk+1 p

k‖ > δ, k = 0, 1, . . . ..

De (4.3) temos λk ≤ λ̄. Como d(pk, pk+1) = ‖ exp−1
pk+1 p

k‖, a última desigualdade

implica que

d(pk, pk+1) >
δ

λ̄
, k = 0, 1, . . . .

Assim, do item v do Lema 4.2, chegamos em uma contradição. Portanto existe k0

tal que f(pk0) ≤ c e o resultado segue do item i do Lema 4.2. c.q.d

Prova do Teorema 4.1

A boa definição do método de ponto proximal (4.2) é uma conseqüência do

Corolário 4.1. Seja {pk} a seqüência gerada pelo método (4.2). Dado que p0 =
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p̂ ∈ Lf (f(q)), item ii do Lema 4.2 nos diz que toda a seqüência está em Lf (f(q)).

Do item iii do Lema 4.2, temos

0 ∈ ∂
(
f +

λk
2
d2(. , pk)

)
(pk+1), k = 0, 1, . . . .

Visto que supτ∈T Lτ < λk, Lema 4.1 implica que f + (λk/2)d2(. , pk) é fortemente

convexa em Ω, o que, junto com a Proposição 2.6, nos dá que f é localmente Lipschitz

em Ω. Assim, usando a definição de pk+1, conclúımos, do Corolário 3.2 com λ = λk,

p̃ = pk e p = pk+1, que

λk exp−1
pk+1 p

k ∈ ∂◦f(pk+1). (4.6)

Se {pk} é uma seqüência finita, então pk+1 = pk para algum k e a última inclusão

implica que 0 ∈ ∂◦f(pk+1), i.e., pk é um ponto estacionário de f . Agora assuma que

{pk} é uma seqüência infinita. Se p̄ é um ponto de acumulação de {pk}, então existe

uma subseqüência {pks} de {pk} tal que lims→+∞ p
ks+1 = p̄, e item v do Lemma 4.2

implica que

lim
s→∞
‖ exp−1

pks+1 p
ks‖ = lim

s→∞
d(pks+1, pks) = 0. (4.7)

Agora, da relação (4.6), temos que

f ◦(pks+1, v) ≥ λks〈exp−1
pks+1 p

ks , v〉, ∀ v ∈ Tpks+1M.

Seja v̄ ∈ Tp̄M . Portanto, da última desigualdade, obtemos

f ◦(pks+1, vks+1) ≥ λks〈exp−1
pks+1 p

ks , vks+1〉, vks+1 = D(expp̄)exp−1
p̄ pks+1 v̄.

Note que lims→+∞ p
ks+1 = p̄ implica que lims→+∞ v

ks+1 = v̄. Visto que {λks} é

limitada, deixando s ir a +∞ na última desigualdade, Proposition 3.4 junto com

(4.7) nos dá

f ◦(p̄, v̄) ≥ lim
s→+∞

sup f ◦(pks+1, vks+1) ≥ 0,

o que acarreta que 0 ∈ ∂◦f(p̄), i.e., p̄ é um ponto estacionário de f e a primeira

parte do teorema está conclúıda.

A segunda parte segue dos Lemas 4.3 e 4.4 e a prova do teorema está terminada.

c.q.d

Observação 4.3 Na análise de convergência apresentada neste trabalho foram fun-

damentais algumas propriedades da derivada direcional e subdiferencial generaliza-

dos, como por exemplo a semicontinuidade superior da primeira, caracterizada na
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Proposição 3.4. Esta propriedade foi fundamental na prova da afirmação ii do Teo-

rema 4.1. É posśıvel provar a afirmação ii do Teorema 4.1 utilizando uma outra

técnica, válida somente no caso que o conjunto de ı́ndices T é finito, que não neces-

sita da semicontinuidade superior da derivada direcional generalizada. Tal resultado

é uma generalização do Teorema 1 de [25] à estrutura Riemanniana. A seguir apre-

sentamos:

Prova do Teorema 4.1 i-ii no caso que T é finito

Suponhamos que T = {1, 2, ...,m} e ϕτ = ϕ(., τ). Visto que maxτ∈T Lτ < λk,

Lema 4.1 implica que ϕτ + (λk/2)d2(. , pk) e f + (λk/2)d2(. , pk) são fortemente con-

vexas. Assim, do item iii do Lema 4.2, temos

0 ∈ ∂
(
f +

λk
2
d2(. , pk)

)
(pk+1), k = 0, 1, . . . .

Além disso, aplicando Corolário 3.1 com hτ = ϕτ + (λk/2)d2(. , pk) e h = f +

(λk/2)d2(. , pk), conclúımos que existem constantes αk+1
τ ≥ 0 com τ ∈ T (pk+1) tais

que

0 =
∑

τ∈T (pk+1)

αk+1
τ grad

(
ϕτ +

λk
2
d2(. , pk)

)
(pk+1),

∑
τ∈T (pk+1)

αk+1
τ = 1,

onde T (pk+1) = {τ ∈ T : f(pk+1) = ϕ(pk+1, τ)}. Mas isto nos diz que

0 =
∑

τ∈T (pk+1)

αk+1
τ gradϕτ (p

k+1)−λk exp−1
pk+1 p

k,
∑

τ∈T (pk+1)

αk+1
τ = 1, k = 0, 1, . . . .

(4.8)

Se a seqüência {pk} é finita, então existe k tal que pk+1 = pk. Neste caso, exp−1
pk+1 p

k =

0 e a primeira igualdade em (4.8) torna

0 =
∑

τ∈T (pk+1)

αk+1
τ grad fτ (p

k+1),

que, junto com a Proposição 3.5, implica que 0 ∈ ∂◦f(pk). Assim, pk é um ponto

estacionário de f e o item i está provado.

Agora, assuma que a seqüência {pk} é infinita e p̄ é um ponto de acumulação

dela. Seja {αk+1
τ } ⊂ Rm a seqüência definida por

αk+1 = (αk+1
1 , . . . , αk+1

m ), αk+1
τ = 0, τ ∈ T\T (pk+1).
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Visto que
∑

τ∈T (pk+1) α
k+1
i = 1 temos que ‖αk+1‖1 = 1 para todo k, onde ‖ ‖1 denota

a norma da soma em Rm. Assim, {αk+1} é limitada. Sejam {pks+1} e {αks+1}

subseqüências de {pk+1} e {αk+1}, respectivamente, tais que, lims→+∞ p
ks+1 = p̄

e lims→+∞ α
ks+1 = ᾱ. Como f é cont́ınua em Ω, item ii do Lema 4.2 implica

que p̄ ∈ Lf (f(q)) ⊂ Ω. Dado que T é finito, podemos assumir, sem perda de

generalidade, que

T (pk1+1) = T (pk2+1) = ... = T̄ , (4.9)

e equação (4.8) torna

0 =
∑
i∈T̄

αks+1
i grad fi(p

ks+1)− λks exp−1
pks+1 p

ks ,
∑
i∈T̄

αks+1
i = 1, s = 1, 2, . . . .

Por outro lado, item v do Lema 4.2 implica que

lim
s→∞
‖ exp−1

pks+1 p
ks‖ = lim

s→∞
d(pks+1, pks) = 0.

Dado que λks é limitada, lims→+∞ p
ks+1 = p̄ e lims→+∞ α

ks+1 = ᾱ, fazendo s tender

a +∞ nas igualdades acima, temos

0 =
∑
i∈T̄

ᾱi grad fi(p̄),
∑
i∈T̄

ᾱi = 1.

Usando definição de T (p̄), relação (4.9) e continuidade de f , obtemos T̄ ⊂ T (p̄).

Portanto, como p̄ ∈ Ω, segue da Proposição 3.5 que

0 ∈ ∂◦f(p̄),

i.e., p̄ é um ponto estacionário de f e o item ii está provado. c.q.d

4.1 Exemplos

Nesta seção apresentamos dois exemplos. No primeiro consideramos um problema

de minimização não convexo onde a função objetivo é definida em uma variedade

de Hadamard com curvatura identicamente zero. No próximo exemplo “generali-

zamos” o primeiro a um caso onde a variedade de Hadamard tem curvatura não

identicamente zero. Em ambos os exemplos, tanto o método de ponto proximal

local clássico (ver [25]) bem como o método de ponto proximal Riemanniano (ver

[18]) não podem ser aplicados. Porém, o método proposto neste trabalho pode ser

aplicado.
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4.1.1 Método de ponto proximal para semi-reta positiva

Seja (R++, 〈 , 〉) a variedade Riemanniana, onde R++ = {x ∈ R : x > 0} e 〈 , 〉 é a

métrica Riemanniana 〈u, v〉 = g(x)uv com g : R++ → (0,+∞). Assim, os śımbolos

de Christoffel e a equação geodésica são dados por

Γ(x) =
1

2
g−1(x)

dg(x)

dx
=

d

dx
ln
√
g(x),

d2x

dt2
+ Γ(x)

(
dx

dt

)2

= 0,

respectivamente. Além disso, em relação a uma função duas vezes diferenciável

h : R++ → R, o Gradiente e a Hessiana de h são dados por

gradh = g−1h′, hess h = h′′ − Γh′,

respectivamente, onde h′ e h′′ denotam a primeira e a segunda derivada de h no

sentido Euclideano. Para mais detalhes ver [33]. Assim, no caso particular que

g(x) = x−2,

Γ(x) = −x−1, gradh(x) = x2h′(x), hess h(x) = h′′(x) + x−1h′(x). (4.10)

Além disso, a aplicação ψ : R → R++, definida por ψ(x) = ex, é uma isometria

entre o espaço Euclideano R e a variedade (R++, 〈 , 〉) e a distância Riemanniana,

d : R++ × R++ → R+, é dada por

d(x, y) = |ψ−1(x)− ψ−1(y)| = | ln(x/y)|, (4.11)

ver, Exemplo 3.1.2 de [6]. Portanto, (R++, 〈 , 〉) é uma variedade de Hadamard e a

única geodésica x : R → R++, com condições iniciais x(0) = x0 e x′(0) = v, é dada

por

x(t) = x0e(v/x0)t.

Da expressão acima é fácil ver que qualquer intervalo I ⊂ R++ é um conjunto

convexo da variedade (R++, 〈 , 〉).

Agora sejam f1, f2, f : R++ → R e ϕ : R++ × [0, 1]→ R funções reais tais que

ϕ(x, τ) = f1(x) + τ(f2(x)− f1(x)), f(x) = maxτ∈[0,1] ϕ(x, τ), (4.12)

e considere o problema

min f(x)

s.a. x ∈ R++.
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Tome uma seqüência {λk} satisfazendo 0 < λk. De (4.11), o método de ponto

proximal (4.2) torna

xk+1 := argminx∈R++

{
f(x) +

λk
2

ln2
( x
xk

)}
, k = 0, 1, . . . .

Se f1 e f2 são dadas, respectivamente, por

f1(x) = ln(x), f2(x) = − ln(x) + e−2x − e−2,

então ϕ é cont́ınua e ϕ(., τ) é continuamente diferenciável para cada τ ∈ [0, 1]. A

última expressão em (4.10) implica que

hess f1(x) = 0 , hess f2(x) = (4− 2/x)e−2x, x ∈ R++, (4.13)

e, como uma conseqüência, da primeira expressão em (4.12), obtemos

hessx ϕ(x, τ) = τhess f2(x), ∀x ∈ R++ ∀ τ ∈ [0, 1].

Note que, para 0 < ε < 1/4 e Ω = (ε,+∞), hess f2 é limitada em Ω e, portanto,

grad f2 é Lipschitz em Ω. Denotamos por L a constante de Lipschitz of grad f2. Da

última igualdade, hessx ϕ(., τ) é também limitada em Ω e gradx ϕ(., τ) é Lipschitz em

Ω com constante Lτ = τL para todo τ ∈ [0, 1]. Além disso, supτ∈[0,1] Lτ = L < +∞.

Afirmamos que f(x) = maxj=1,2 fj(x). De fato, note que f2(x)− f1(x) > 0 para

x ∈ (0, 1), f2(x) − f1(x) < 0 para x ∈ (1,+∞) e f1(1) = f2(1). Assim, a função

afim [0, 1] 3 τ 7→ ϕ(x, τ) satisfaz

maxτ∈[0,1] ϕ(x, τ) =

f1(x), x ∈ (0, 1),

f2(x), x ∈ (1,+∞)

e a afirmação segue. Tome q = 5/16. Assim, 0 = infx∈R++ f(x) < f(q) e Lf (f(q)) ⊂

Ω. Claramente a hipótese h1 do Teorema 4.1 é verificada com U∗ = {1}.

Afirmamos que existe c ∈ (0, f(1/2)) = (0, f1(1/2)) tal que Lf (c) é convexa e f é

convexa em Lf (c) (no sentido Riemanniano). De fato, visto que hess f1 ≥ 0 em R++

e hess f2 ≥ 0 em [1/2,+∞), Teorema 6.2 de [6] implica que f1 é convexa em R++

e f2 é convexa em [1/2,+∞). Assim, segue da Proposição 2.5 que f é convexa em

[1/2,+∞). Note que para todo c ∈ (0, f(1/2)), temos Lf (c) ∩ [1/2,+∞) = Lf (c).

Portanto, da convexidade de f em (1/2,+∞) conclúımos que Lf (c) é convexo e a
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afirmação está provada. Assim, Lf (c) e f satisfazem a hipótese h2 do Teorema 4.1,

por exemplo com c = f(3/4).

Agora, note que Lf (f(q))\Lf (c) = [5/16, 3/4) ∪ (a, b], onde a = (4/3)e(e−3/2−e−2)

e b = (16/5)e(e−5/8−e−2). Além disso, f é diferenciável em Lf (f(q))\Lf (c) com

grad f(x) = grad f1(x) para x ∈ [a, b] e grad f(x) = grad f2(x) para x ∈ [5/16, 3/4].

Da segunda expressão em (4.10), temos

grad f(x) = x, x ∈ (a, b] e grad f(x) = −x− 2x2e−2x, x ∈ [5/16, 3/4).

Assim, temos ‖ grad f(x)‖ ≥ ‖ grad f(5/16)‖ > 2/5 e f satisfaz a hipótese h3 do

Teorema 4.1.

Resumindo, todas as hipóteses do Teorema 4.1 são satisfeitas com Ω = (ε,+∞),

q = 5/16, c = f(3/4) e δ = 2/5. Portanto, se x0 ∈ R++ e λ̄ > 0 são tais que

x0 ∈ Lf (f(q)) e maxi∈I Li < λk ≤ λ̄, o método de ponto proximal, caracterizado no

Teorema 4.1, pode ser aplicado para resolver o problema não convexo deste exemplo.

Observação 4.4 A função f(x) = maxτ ϕ(x, τ), no exemplo acima, é não convexa

(no sentido Euclideano) quando restrita a qualquer vizinhança aberta contendo seu

minimizador x∗ = 1. Portanto, o método de ponto proximal local clássico (ver

[25]) não pode ser aplicado para minimizar essa função. Além disso, como f é não

convexa no sentido Riemanniano, o método de ponto proximal Riemanniano (ver

[18]) também não pode ser aplicado para minimizar essa função.

4.1.2 Método de ponto proximal para o cone das matrizes

simétricas definidas positivas

Seja Sn o conjunto das matrizes simétricas, Sn+ o cone das matrizes simétricas semi-

definidas positivas e Sn++ o cone das matrizes simétricas definidas positivas, ambas

n × n. Para X, Y ∈ Sn+, Y � X (ou X � Y ) diz que Y − X ∈ Sm+ e Y � X (ou

X ≺ Y ) diz que Y −X ∈ Sn++. Denotaremos a norma de Frobenius por ‖ . ‖F .

Seguindo Rothaus [44], seja M := (Sn++, 〈 , 〉) a variedade Riemanniana munida

com a métrica induzida pela Hessiana Euclideana de Ψ(X) = − ln detX,

〈U, V 〉 = tr(VΨ′′(X)U) = tr(V X−1UX−1), X ∈M, U, V ∈ TXM, (4.14)
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onde tr(A) denota o traço da matriz A ∈ Sn e TXM ≈ Sn, com a correspondente

norma denotada por ‖ . ‖. Neste caso o único segmento geodésico conectando

quaisquer X, Y ∈M é dado por

γ(t) = X1/2
(
X−1/2Y X−1/2

)t
X1/2, t ∈ [0, 1],

ver, por exemplo, [45]. Mais precisamente, M é uma variedade de Hadamard, ver

por exemplo [46], Teorema 1.2. pág. 325. Da igualdade acima é imediato que

γ′(0) = X1/2 ln
(
X−1/2Y X−1/2

)
X1/2.

Assim, para cada X ∈ M , exp−1
X : M → TXM e expX : TXM → M são dadas,

respectivamente, por

exp−1
X Y = X1/2 ln

(
X−1/2Y X−1/2

)
X1/2, expX V = X1/2e(X

−1/2V X−1/2)X1/2.

(4.15)

Agora, visto que a distância Riemannaina d é dada por d(X , Y ) = ||exp−1
X Y ||, de

(4.14) junto com primeira expressão em (4.15), conclúımos que

d2(X, Y ) = tr
(
ln2X−1/2Y X−1/2

)
=

n∑
i=1

ln2 λi

(
X−

1
2Y X−

1
2

)
, (4.16)

onde λi(X
− 1

2Y X−
1
2 ) denota o i-ésimo autovalor da matriz X−

1
2Y X−

1
2 . O gradiente

e a Hessiana de uma função duas vezes diferenciável F : Sn++ → R são dados,

respectivamente, por

gradF (X) = XF ′(X)X, hessF (X)
(
V, V

)
= tr

(
V F ′′(X)V

)
+ tr

(
F ′(X)V X−1V

)
,

para todo V ∈ TXM , onde F ′(X) e F ′′(X) são o gradiente e a Hessiana Euclideana,

respectivamente. Recordamos que uma função duas vezes difereciável F : Sn++ → R

é convexa em M se ela satisfaz

hessF (X)
(
V, V

)
≥ 0, X ∈M, V ∈ TXM.

Seja F1, F2, F3 : Sn++ → R dadas, respectivamente, por

F1(X) = ln detX, F2(X) = −4 ln detX + e−2 trX − e−2n, F3(X) = trX−1 − n.

Note que F1, F2 e F3 são funções duas vezes diferenciáveis em Sn++. Tomando

X ∈ TXM e V ∈ TXM , os gradientes Euclideanos são dados por

F ′1(X) = X−1, F ′2(X) = −4X−1 − 2e−2 trX , F ′3(X) = −X−2,
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e as Hessianas Euclideanas são dadas por

F ′′1 (X)V = −X−1V X−1,

F ′′2 (X)V = 4X−1V X−1 + 4e−2 trXV,

F ′′3 (X)V = X−1V X−2 +X−2V X−1.

Assim os gradientes Riemannianos de F1, F2 e F3 são dados por

gradF1(X) = X, gradF2(X) = −4X − 2e−2 trXX2, gradF3(X) = −I, (4.17)

onde I denota a matriz identidade, e as Hessianas Riemannainas de F1, F2 e F3 são

dadas por

hessF1(X) (V, V ) = 0,

hessF2(X) (V, V ) = 2e−2 trX tr
[
(2I −X−1)V 2

]
, (4.18)

hessF3(X) (V, V ) = tr
(
X−1V X−2V

)
= ‖X−1V X−1/2‖2

F .

É fácil ver que as funções F1 e F3 são convexas em toda a variedade e a função F2

é convexa em qualquer subconjunto do conjunto

C :=
{
X ∈ Sn++ : 2I −X−1 � 0

}
=
{
X ∈ Sn++ : λmin(X) > 1/2

}
, (4.19)

onde λmin(A) denota o menor autovalor da matriz A.

Seja F : Sn++ → R dada por

F (X) = maxj=1,2,3 Fj(X).

Da Proposição 2.5 F é convexa em qualquer subconjunto convexo de C. Considere

o seguinte problema de otimização

minF (X)

s.a. X ∈ Sn++.
(4.20)

Se {ηk} é uma sequência satisfazendo 0 < ηk então, de (4.16) o método de ponto

proximal (4.2) torna

Xk+1 = arg minX∈Sn++

{
f(X) +

ηk
2

n∑
i=1

ln2 λi

(
X
− 1

2
k XX

− 1
2

k

)}
, k = 0, 1, . . . .
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Defina os conjuntos U1, U2 e U3 como

U1 := {X ∈ Sn++ : detX = 1},

U2 := {X ∈ Sn++ : detX > 1},

U3 := {X ∈ Sn++ : detX < 1},

e note que Sn++ = U1 ∪ U2 ∪ U3 e Ui ∩ Uj = ∅, para i, j = 1, 2, 3, i 6= j.

Afirmação 4.1

F (x) =


F3(X) ≥ 0, X ∈ U1;

max{F1(X), F3(X)} > 0, X ∈ U2;

max{F2(X), F3(X)} > 0, X ∈ U3.

(4.21)

Em particular, infSn++
F (X) = 0 e U∗ = {I}, onde U∗ é o conjunto solução do

problema (4.20) e I é matriz identidade n× n.

Prova. Primeiramente note que, para cada X ∈ Sn++, temos

n
√

detX ≤ trX

n
. (4.22)

Se X ∈ U1 então detX = 1. Usando a desigualdade acima obtemos trX ≥ n, o que

implica

F2(X) = e−2 trX − e−2n ≤ 0 = F1(X).

Por outro lado, detX−1 = 1. Consequentemente, de (4.22) temos trX−1 − n ≥ 0 e,

portanto, F3(X) ≥ 0. Assim, da definição de F e levando em conta a desigualdade

acima, conclúımos que

F (X) = F3(X) ≥ 0, X ∈ U1. (4.23)

Se X ∈ U2 então detX > 1. Então, de (4.22) também obtemos trX > n. Portanto,

F2(X) = −4 ln detX + e−2 trX − e−2n < − ln detX < 0.

Visto que detX > 1 temos F1(X) = ln detX > 0. Portanto,

F (X) = max{F1(X), F3(X)} > 0, X ∈ U2. (4.24)
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Finalmente, se X ∈ U3 então detX−1 > 1. Assim, a desigualdade (4.22) implica

que trX−1 > n e, consequentemente, F3(X) = trX−1 − n > 0. Como detX < 1

temos F1(X) = ln det(X) < 0. Logo,

F (X) = max{F2(X), F3(X)} > 0, X ∈ U3, (4.25)

e a primeira parte da afirmação está provada.

Da primeira parte conclúımos que F (X) ≥ 0, para todo X ∈ Sn++. Visto que

F (I) = 0, temos infSn++
F (X) = 0. Para provar a última afirmação note que,

se F (X) = 0 então X ∈ U1. Definição de U1 e (4.21) nos permite concluir que

detX−1 = 1 e F (X) = tr(X−1) − n, para todo X ∈ U1. Assim, se X ∈ U∗ então

tr(X−1) = n e detX−1 = 1, o que implica que (4.22) ocorre com igualdade. Por

outro lado, (4.22) ocorre com igualdade se, e somente se, λ1(X) = ... = λn(X) > 0.

Como tr(X−1) = n conclúımos que λi(X) = 1, para i = 1, . . . , n e o resultado segue.

c.q.d

Afirmação 4.2 F1(X) > F3(X) para X ∈ A, onde

A :=
{
X ∈ Sn++ : X − I � 0

}
=
{
X ∈ Sn++ : λmin(X) > 1

}
⊂ U2.

Consequentemente, F (X) = F1(X) para X ∈ A.

Prova. Defina a seguinte função

ψ(X) := F1(X)− F3(X).

Do teorema do valor médio no espaço Euclideano Sn++, para X ∈ U2 existe X̃ ∈ U2

tal que

ψ(X) = ψ(I) + tr
(
ψ′(X̃)(X − I)

)
= tr

(
(X̃−1 + X̃−2)(X − I)

)
.

Se X ∈ A então X − I ∈ Sn++. Visto que X − I e X̃−1 + X̃−2 pertencem a Sn++ e o

traço do produto de matrizes definidas positivas é positivo, conclúımos da igualdade

acima que ψ(X) = F1(X) − F3(X) > 0, para todo X ∈ A, o que prova a primeira

parte da afirmação. A segunda parte segue da Afirmação 4.1. c.q.d

Afirmação 4.3 F (X) = F2(X) para X ∈ B, onde

B :=
{
X ∈ Sn++ : (1/4)I ≺ X ≺ I

}
=
{
X ∈ Sn++ : 1/4 < λmin(X), λmax(X) < 1

}
.
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Prova. Note que B ⊂ U3 ∩ {X ∈ Sn++ : trX ≤ n}. Assim, de (4.25), para

provar a afirmação é suficiente verificar que F2(X) > F3(X) para todo X ∈ B. Seja

φ : R++ → R a função dada por φ(t) := −4 ln t−1/t+1. Da convexidade de −4 ln t,

temos

φ(t) ≥ −4 ln 1− 4(t− 1)− 1

t
+ 1 > 0, t ∈ (1/4 , 1). (4.26)

Por outro lado, das definições de F2, F4 e φ, obtemos

F2(X)− F4(X) = e−2 trX − e−2n +
n∑
j=1

φ(λj(X)).

Visto que e−2 trX−e−2n > 0 para X ∈ B, combinando (4.26) com a última igualdade

conclúımos que F2(X) > F3(X) para X ∈ B. Portanto, a igualdade desejada segue.

c.q.d

É fácil verificar que F é uma função coerciva. Assim, LF (a) é limitada para todo

a ∈ R, i.e., todos os conjuntos de ńıvel de F são limitados. Seja

Q := diag(1/4, . . . , 1/4). (4.27)

Como LF (F (Q)) ⊂ Sn++ é um conjunto limitado, então existe κ > 4 suficientemente

grande tal que

λmin(X) > 1/κ, λmax(X) < κ, X ∈ LF (F (Q)). (4.28)

Agora definamos

Ω := {X ∈ Sn++ : trX−1 < κn}.

Visto que a função Sn++ 3 X 7→ trX−1 é convexa, o conjunto Ω é convexo. Da

Afirmação 4.1 0 = infSn++
F (X) < F (Q) e, consequentemente, intLF (F (Q)) 6= ∅,

onde intA representa o interior do conjunto A. Além disso, é imediato verificar que

C ⊂ Ω, I ∈ intLF (F (Q)) ⊂ LF (F (Q)) ⊂ Ω.

Afirmação 4.4 Os campos de vetores gradientes gradF1, gradF2 e gradF3 são Lip-

schitz em Ω.
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Prova. Da primeira igualdade em (4.18) e Proposição 2.7 é imediato que o campo

de vetor gradiente gradF1 é Lipschitz. Agora, a segunda igualdade em (4.18) implica

que

|hessF2(X) (V, V ) | = 2e−2 trX | tr
[
(2I −X−1)V 2

]
|, X ∈M, V ∈ TXM.

Como trX > 0 e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos da igualdade

acima

|hessF2(X) (V, V ) | ≤ 2‖2I −X−1‖F‖V 2‖F , X ∈M, V ∈ TXM,

e, consequentemente, usando a definição da métrica, conclúımos que

|hessF2(X) (V, V ) | ≤ 2
(
2
√
n+ ‖X−1‖F

)
‖V 2‖F , X ∈M, V ∈ TXM.

Assim, como ‖X−1‖F ≤ trX−1, da última desigualdade junto com a definição de Ω,

temos

|hessF2(X) (V, V ) | ≤ 4
√
n+ 2κn, X ∈ Ω, ‖V ‖F = 1. (4.29)

Por outro lado, usando a terceira igualdade em (4.18) e a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, obtemos

|hessF3(X) (V, V ) | = | tr
(
X−1V X−2V

)
| ≤ ‖X−1V X−1‖F‖V X−1‖F ,

X ∈M, V ∈ TXM.

Visto que ‖.‖F é submultiplicativa e usando novamente que ‖X−1‖F ≤ trX−1,

desigualdade acima que

|hessF3(X) (V, V ) | ≤
(
trX−1

)3 ‖V ‖2
F , X ∈M, V ∈ TXM.

Portanto,

|hessF3(X) (V, V ) | ≤ κ3n3, X ∈ Ω, ‖V ‖F = 1. (4.30)

De (4.29) e (4.30) conclúımos que hess F2 e hess F3 são também operadores limi-

tados quando restrito a Ω. Logo, da Proposição 2.7, gradF1, gradF2 e gradF3 são

Lipschitz em Ω. c.q.d

Denotamos por Li as constantes de Lipschitz de grad fi, i = 1, 2, 3.

Da Afirmação 4.1 a hipótese h1 do Teorema 4.1 é satisfeita com U∗ = {I}.

O próximo resultado será útil para assegurar que a hipótese h2 do Teorema 4.1 é

satisfeita.
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Afirmação 4.5 Existe σ > 0 e X̂ ∈ Sn++\{I} tal que,

LF (F (X̂)) ⊂ Bσ(I) ⊂ intLF (F (Q)) ∩ C,

onde Bσ(I) := {X ∈ Sn++ : d(X, I) < σ}, C é definida em (4.19) e Q em (4.27).

Prova. Visto que U∗ = {I} e I 6= Q, conclúımos que I ∈ intLF (F (Q))∩C. Assim,

é fácil ver que existe σ > 0 tal que

Bσ(I) ⊂ intLF (F (Q)) ∩ C,

provando a última inclusão. Para provar a primeira inclusão assuma, por con-

tradição, que para cada X ∈ Bσ(I) temos LF (F (X)) ∩ (Sn++\Bσ(I)) 6= ∅. Portanto,

existem seqüências {Xk}, {Y k} ⊂ Sn++ tal que

Xk ∈ Bσ(I), lim
k→∞

Xk = I, Y k ∈ LF (F (Xk))\Bσ(I), k = 0, 1, . . . . (4.31)

Visto que {Xk} ⊂ Bσ(I) ⊂ LF (F (Q)), temos que LF (F (Xk)) ⊂ LF (F (Q)), para

k = 0, 1, . . .. Portanto, {Y k} ⊂ LF (F (Q)). Como LF (F (Q)) é um conjunto li-

mitado, assumimos (tomando uma subseqüência, se necessário) que {Y k} converge

a algum Ȳ ∈ LF (F (Q)). Assim, continuidade de F junto com as duas últimas

equações em (4.31) implicam que

F (Ȳ ) ≤ F (I), Ȳ 6= I,

e, como U∗ = {I}, obtemos uma contradição, o que prova a afirmação. c.q.d

Da afirmação acima junto com a convexidade da bola Bσ(I), conclúımos que a

hipótese h2 é satisfeita com c = F (X̂).

Afirmação 4.6 Existe δ̃ > 0 tal que

‖ gradFj(X)‖ > δ̃, X ∈ LF (F (Q)), j = 1, 2, 3, (4.32)

onde Q é definida em (4.27).

Prova. Seja X ∈M . Usando (4.17) junto com a definição da métrica Riemanniana,

temos

‖ gradF1(X)‖ =
√
n,

‖ gradF2(X)‖ =
√

tr(I + 4e−2 trX trX + 4e−4 trX trX2),

‖ gradF3(X)‖ =
√

trX−2.
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Agora, se X ∈ LF (F (Q)) então da segunda desigualdade em (4.28) conclúımos que

‖ gradF3(X)‖ >
√
n/κ.

É fácil ver que ‖ gradF2(X)‖ >
√
n. Assim, tomando δ̃ =

√
n/κ, o resultado segue.

c.q.d

Para verificar que F satisfaz a hipótese h3 usaremos a seguinte notação

BE
r (I) := {X ∈ Sn++ : ‖X − I‖F < r}, (4.33)

par a bola Euclideana com centro em I e raio r. Visto que I ∈ intLF (F (X̂)), onde

X̂ é como definido na Afirmação 4.5, tome r > 0 tal que

BE
r (I) ⊂ LF (F (X̂)).

Usando Afirmação 4.5 temos LF (F (X̂)) ⊂ LF (F (Q)). Então, para provar que F

satisfaz a hipótese h3 é suficiente provar:

Afirmação 4.7 Existe δ > 0 tal que

‖y(X)‖ > δ, X ∈ LF (F (Q))\BE
r (I), y(X) ∈ ∂◦F (X). (4.34)

Prova. Seja BE
r (I) a bola Euclideana como definida em (4.33). Tome X ∈

LF (F (Q))\BE
r (I) e considere o seguinte conjunto

I(X) := {i : F (X) = Fi(X), i = 1, 2, 3}.

Então, Afirmação 4.1 implica que

I(X) =


{3}, X ∈ U1;

{1}, {3}, or {1, 3}, X ∈ U2;

{2}, {3}, or {2, 3}, X ∈ U3.

(4.35)

Assim, conclúımos da Afirmação 4.6 que, para provar a afirmação em questão, é

suficiente considerar os seguintes casos:

a) X ∈ D1 = {X ∈ U2 : I(X) = {1, 3}};

b) X ∈ D2 = {X ∈ U3 : I(X) = {2, 3}}.
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Suponhamos inicialmente que a) ocorre, i.e., X ∈ D1 e tome y(X) ∈ ∂◦F (X).

Lema 7.3 garante que existe α ∈ [0, 1] tal que

y(X) = α gradF1(X) + (1− α) gradF3(X).

Agora, usando (4.17), definição da métrica Riemanniana e última expressão, temos

‖y(X)‖2 = tr
(
αI − (1− α)X−1

)2
,

que, depois de simples manipulções algébricas, torna

‖y(X)‖2 =
n∑
j=1

(
α− (1− α)λ−1

j (X)
)2
, (4.36)

onde λj(X) denota o jth autovalor da matriz X. De (4.36) é fácil ver que

‖y(X)‖2 ≥
(
α− (1− α)λ−1

min(X)
)2

+
(
α− (1− α)λ−1

max(X)
)2
.

Note que, para cada X fixado, o lado direito na desigualdade acima é um polinômio

de grau dois na variável α. Assim, minimizando tal polinômio, obtemos

‖y(X)‖2 ≥
(
λ−1

min(X)− λ−1
max(X)

)2(
1 + λ−1

min(X)
)2

+ (1 + λ−1
max(X))2

. (4.37)

Visto que X ∈ D1 ⊂ U2, combinando Afirmação 4.1 com Afirmação 4.2, temos

λmin(X) ≤ 1. Além disso, neste caso detX > 1 que, combinando com λmin(X) ≤ 1,

implica que

λmax(X) > 1.

Por outro lado, como detX > 1, equação (4.22) permite concluir que trX > n.

Como X /∈ BE
r (I) e trX > n, última desigualmente e algumas manipulações

algébricas implicam

r2 ≤ tr(X − I)2 = trX2 − 2 trX + n ≤ nλ2
max(X)− 2n+ nλ2

max(X),

de onde segue que

λmax(X) >
√

1 + r2/2n.

Combinando a primeira desigualdade em (4.28) com as desigualdade (4.37) e a última

desigualdade, obtemos

‖y(X)‖ > δ1 =
1− 1/

√
1 + r/2n√

(1 + κ)2 + (1 + 1/
√

1 + r/2n)2

> 0, X ∈ D1, y(X) ∈ ∂◦F (X).

(4.38)
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Agora, suponhamos que o item b) ocorre, i.e., X ∈ D1. Tome y(X) ∈ ∂◦F (X).

Devido ao Lema 7.3 existe α ∈ [0, 1] tal que

y(X) = α gradF1(X) + (1− α) gradF3(X).

Assim, (4.17), definição da métrica Riemanniana e última expressão implicam que

‖y(X)‖2 = tr
(
α(−X − 2e−2 trXX2)− (1− α)I

)2
.

Algumas manipulações algébricas na última igualdade e levando em conta que

λj(X) > 0, para todo j = 1, . . . , n, nos permite obter

‖y(X)‖2 > α2n+ 2α(1− α) trX−1 + (1− α) trX−2. (4.39)

Devido X ∈ D2 ⊂ U3, temos detX−1 > 0. Portanto, usando (4.22), obtemos

trX−1 > n, trX−2 > n.

Visto que α ∈ [0, 1], substituindo duas desigualdades acima em (4.39), obtemos

‖y(X)‖2 > n, X ∈ D2, y(X) ∈ ∂◦F (X). (4.40)

Portanto, tamando δ = min{δ̃, δ1, n} > 0, onde δ̃ é dado na última afirmação, a

afirmação segue de (4.35), (4.38), (4.40) e Afirmação 4.6. c.q.d

Logo, como LF (F (Q))\LF (F (X̂)) ⊂ LF (F (Q))\BE
r (I), a hipótese h3 é satisfeita

com δ = min{δ̃, δ1, δ2} > 0.

Resumindo, todas as hipóteses do Teorema 4.1 são satisfeitas com Ω = {X ∈

Sn++ : trX−1 < κn}, q = diag(1/4, . . . , 1/4), c = F (X̂), onde X̂ é como definido na

Afirmação 4.5, e δ > 0 como definido acima. Se X0 ∈ Sn++ e λ̄ > 0 são tais que

X0 ∈ Lf (f(q)) e maxi∈I Li < λk ≤ λ̄, o método de ponto proximal, caracterizado

no Teorema 4.1, pode ser aplicado para resolver o problema não convexo (4.20).

Observação 4.5 De acordo com as afirmações 4.1 e 4.2, a função

F (X) = max{ln detX, − 4 ln detX + e−2 trX − e−2n, trX−1 − n},

no exemplo acima, é não convexa (no sentido Euclideano) quando restrita a qualquer

vizinhança aberta e convexa contendo seu minimizador X∗ = I. Portanto, o método

de ponto proximal local clássico não pode ser aplicado para minimizar está função.

Da segunda relação em (4.18) junto com a Afirmação 4.3, conclúımos que a função

F também é não convexa no sentido Riemanniano. Portanto, o método de ponto

proximal Riemanniano também não pode ser aplicado para minimizar está função.
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Caṕıtulo 5

Método de máxima descida para

otimização multicritério em

variedades Riemannianas

Neste caṕıtulo apresentamos o problema multicritério, condições de otimalidade de

primeira ordem para ele e algumas definições básicas relacionadas. Propomos um

método de descida para minimizar uma função vetorial em uma variedade Riemanni-

ana completa e, seguindo as idéias de FLIEGE E SVAITER [28] e GRAÑA DRUM-

MOND E SVAITER [31], uma completa análise de convergência é apresentada.

Além disso apresentamos alguns exemplos de variedades Riemannianas completas

com curvas geodésicas explicitas e a iteração de descida da seqüência gerada pelo

método proposto.

5.1 O problema multicritério

Nesta seção apresetamos o problema multicritério, a condição de otimalidade de

primeira ordem e algumas definições relacionadas.

Seja I := {1, . . . ,m}, Rm+ = {x ∈ Rm : xi ≥ 0, j ∈ I} e Rm++ = {x ∈ Rm : xj >

0, j ∈ I}. Para x, y ∈ Rm+ , y � x (or x � y) diz que y − x ∈ Rm+ e y � x (ou x ≺ y)

diz que y − x ∈ Rm++.

Dada uma função vetorial continuamente diferenciável F : M → Rm, considera-

mos o problema de encontrar um ponto Pareto ótimo de F, i.e., um ponto p∗ ∈ M
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tal que não existe outro p ∈M com F (p) � F (p∗) e F (p) 6= F (p∗). Denotamos este

problema irrestrito no contexto Riemanniano como

minp∈M F (p). (5.1)

Seja F dada por F (p) := (f1(p), . . . , fm(p)). Denotamos a jacobiana Riemanniana

de F por

∇F (p) := (grad f1(p), . . . , grad fm(p)) , p ∈M,

e a imagem da jacobiana Riemanniana de F no ponto p ∈M por

Im(∇F (p)) := {∇F (p)v = (〈grad f1(p), v〉, . . . , 〈grad fm(p), v〉) : v ∈ TpM} , p ∈M.

Usando a igualdade acima, a condição de otimalidade de primeira ordem para o

problema (5.1) é declarado como

p ∈M, Im(∇F (p)) ∩ (−Rm++) = ∅. (5.2)

Observação 5.1 Note que a condição em (5.2) generaliza, para otimização vetorial,

a condição clássica ∇F (p) = 0 para o caso escalar, i.e., m = 1.

Em geral, (5.2) é necessária, mas não suficiente para otimalidade. Assim, um ponto

p ∈M satisfazendo (5.2) é chamado Pareto cŕıtico.

5.2 O método

Nesta seção apresentamos o método de máxima descida Riemanniano para resolver

problemas multicritérios e estabelecemos a boa definição da seqüência por ele gerada.

Seja p ∈ M um ponto que não é Pareto cŕıtico. Então, existe uma direção

v ∈ TpM satisfazendo

∇F (p)v ∈ −Rm++,

isto é, ∇F (p)v ≺ 0. Neste caso, v é chamado uma direção de descida para F em p.

Para cada p ∈M , consideramos o seguinte problema de otimização irrestrito no

plano tangente TpM ,

min
v∈TpM

{
maxi∈I〈grad fi(p), v〉+ (1/2)‖v‖2

}
, I = {1, . . . ,m}. (5.3)
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Lema 5.1 O problema de otimização irrestrito em (5.3) tem uma única solução.

Além disso, o vetor v é a solução do problema em (5.3) se, e somente se, existe

αi ≥ 0, i ∈ I(p, v), tal que

v = −
∑

i∈I(p,v)

αi grad fi(p),
∑

i∈I(p,v)

αi = 1,

onde I(p, v) := {i ∈ I : 〈grad fi(p), v〉 = maxi∈I〈grad fi(p), v〉}.

Prova. Visto que a função

TpM 3 v 7→ maxi∈I〈grad fi(p), v〉,

é o máximo de funções lineares no espaço linear TpM , ela é convexa. Assim, é fácil

ver que a função

TpM 3 v 7−→ maxi∈I〈grad fi(p), v〉+ (1/2)‖v‖2, (5.4)

é fortemente convexa, o que implica que o problema em (5.3) tem uma única solução

em TpM e a primeira afirmação está provada.

Da convexidade da função em (5.4), é conhecido que v é solução do problema

em (5.3) se, e somente se,

0 ∈ ∂
(
maxi∈I〈grad fi(p), . 〉+ (1/2)‖ . ‖2

)
(v),

ou equivalentemente,

−v ∈ ∂ (maxi∈I〈grad fi(p), . 〉) (v).

Portanto, a segunda afirmação segue da fórmula para o subdferencial do máximo de

funções convexas (ver [39], Corolário VI.4.3.2). c.q.d

Lema 5.2 Se p ∈ M não é Pareto cŕıtico de F e v é a solução do problema em

(5.3), então

maxi∈I〈grad fi(p), v〉+ (1/2)‖v‖2 < 0.

Em particular, v é uma direção de descida.

Prova. Visto que p não é Pareto cŕıtico, existe 0 6= v̂ ∈ TpM tal que ∇F (p)v̂ ≺ 0.

Em particular,

β = maxi∈I〈grad fi(p), v̂〉 < 0.
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Como −β/‖v̂‖2 > 0, fazendo v̄ = (−β/‖v̂‖2)v̂, obtemos

maxi∈I〈grad fi(p), v̄〉+ (1/2)‖v̄‖2 = − β2

2‖v̂‖2
< 0,

Usando que v é a solução do problema em (5.3), a primeira parte do lema segue

da última desigualdade. A segunda parte do lema é uma conseqüência imediata da

primeira. c.q.d

Em vista dos dois lemas anteriores e (5.3), definimos a função direção de máxima

descida para F como segue:

Definição 5.1 A função direção de máxima descida para F é definida como

M 3 p 7−→ v(p) := argminv∈TpM
{

maxi∈I 〈grad fi(p), v〉+ (1/2)‖v‖2
}
∈ TpM.

Observação 5.2 Como uma conseqüência imediata do Lema 5.1 segue que a

direção de máxima descida para funções vetoriais tornam a direção de máxima des-

cida quando m = 1, ver [47], [35], [34] e [33]. No caso M = Rn recuperamos a

direção de máxima descida proposta em [28].

O método de máxima descida com regra de Armijo para resolver o problema de

otimização irrestrito (5.1) é como segue:

Método 5.1 (Método de máxima descida com regra de Armijo)

Inicialização. Tome β ∈ (0, 1) e p0 ∈M . Fixe k = 0.

Critério de parada. Se pk é Pareto cŕıtico, PARE. Caso contrário.

Passo iterativo. Calcule a direção de máxima descida vk para F em pk, i.e.,

vk := v(pk), (5.5)

e o comprimento de passo tk ∈ (0, 1] do seguinte modo:

tk := max
{

2−j : j ∈ N, F
(
exppk(2

−jvk)
)
� F (pk) + β2−j∇F (pk)vk

}
, (5.6)

estabeleça

pk+1 := exppk(tkv
k), (5.7)

e volte ao Critério de parada.
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Observação 5.3 O método proposto acima recupera o método de máxima descida

Riemanniano escalar quando m = 1, o qual tem aparecido, por exemplo, em [36],

[35], [34], [33].

Proposição 5.1 A seqüência {pk} gerada pelo método de máxima descida com regra

de Armijo está bem definido.

Prova. Assuma que pk não é Pareto cŕıtico. Da Definição 5.1 e Lema 5.1, vk =

v(pk) está bem definida. Assim, para provar a boa definição do método proposto é

suficiente provar a boa definição do comprimento de passo. Para isto, primeiro note

que da Definição 5.1 e Lema 5.2

∇F (pk)vk ≺ 0.

Visto que F : M → Rm é uma função vetorial continuamente diferenciável,

∇F (pk)vk ≺ 0 e β ∈ (0, 1), temos

lim
t→0+

F
(
exppk(tv

k)
)
− F (pk)

t
= ∇F (pk)vk ≺ β∇F (pk)vk ≺ 0.

Portanto, é direto mostrar que existe δ ∈ (0, 1] tal que

F
(
exppk(tv

k)
)
≺ F (pk) + βt∇F (pk)vk, t ∈ (0, δ).

Como limj→∞ 2−j = 0, última desigualdade vetorial implica que o comprimento

de passo (5.6) está bem definido. Consequentemente, pk+1 está bem definido e a

proprosição está conclúıda. c.q.d

5.3 Análise de convergência

É imediato que se a seqüência gerada pelo Método 5.1 termina depois de um número

finito de iterações, ela termina em um Pareto cŕıtico de F . No restante desta seção

assumimos que {pk}, {vk} e {tk} são seqüências infinitas geradas pelo Método 5.1.

Nesta seção, seguindo as idéias de [28], provamos convergência parcial da seqüência

{pk} no sentido que cada ponto de acumulação dela é Pareto cŕıtico de F sem qual-

quer hipótese adicional sobre F além da continuidade diferenciável. Na seqüência,

seguindo [31], assumindo quasi-convexidade de F e curvatura não-negativa para M ,

estendemos para otimização de funções vetoriais o resultado de convergência total

apresentado em [36] e [11].
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5.3.1 Convergência parcial

Nesta seção provamos que cada ponto de acumulação da seqüência {pk} é Pareto

cŕıtico de F . Antes provamos o seguinte fato preliminar importante na prova do

referido resultado.

Lema 5.3 A função direção de máxima descida para F , M 3 p 7→ v(p) ∈ TpM , é

cont́ınua.

Prova. Seja {qk} ⊂M uma seqüência que converge a q̄ e Uq̄ ⊂M uma vizinhança

de q̄ tal que TUq̄ ≈ Uq̄×Rn. Visto que {qk} converge a q̄ e TUq̄ ⊂ TM é um conjunto

aberto, assumimos que a seqüência inteira {(qk, v(qk))} está em TUq̄. Defina vk :=

v(qk). Combinando Definição 5.1 com Lema 5.2 é fácil ver que

‖vk‖ ≤ 2 maxi∈I ‖ grad fj(q
k)‖.

Como F é continuamente diferenciável e {qk} é convergente, a desigualdade acima

implica que a seqüência {vk} é limitada. Seja v̄ um ponto de acumulação da

seqüência {vk}. Da Definição 5.1 e Lema 5.1, conclúımos que existe αki ≥ 0,

i ∈ I(qk, vk), tais que

vk = −
∑

i∈I(qk,vk)

αi grad fi(q
k),

∑
i∈I(qk,vk)

αki = 1, k = 0, 1, . . . . (5.8)

onde I(qk, vk) := {i ∈ I : 〈grad fi(q
k), vk〉 = maxi∈I〈grad fi(q

k), vk〉}. Usando

constantes acima e ı́ndices associados, defina a seqüência {αk} como

αk := (αk1, . . . , α
k
m), αki = 0, i ∈ I \ I(qk, vk), k = 0, 1, . . . .

Seja ‖ . ‖1 a norma da soma em Rm. Visto que
∑

i∈I(qk,vk) α
k
i = 1, temos ‖αk‖1 = 1

para todo k, o que implica que a seqüência {αk} é limitada. Seja ᾱ um ponto

de acumulação da seqüência {αk} e {vks}, {αks} subseqüências de {vk} e {αk}

respectivamente, tal que

lim
s→+∞

vks = v̄, lim
s→+∞

αks = ᾱ.

Como o conjunto de ı́ndices I é finito e I(qks , vks) ⊂ I para todo s, assumimos, sem

perda de generalidade, que

I(qk1 , vk1) = I(qk2 , vk2) = ... = Ī . (5.9)
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Assim, conclúımos de (5.8) e da última igualdade que

vks = −
∑
i∈Ī

αksi grad fi(q
ks),

∑
i∈Ī

αksi = 1, s = 0, 1, . . . .

Fazendo s ir a +∞ na igualdade acima, obtemos

v̄ =
∑
i∈Ī

ᾱi grad fi(q̄),
∑
i∈Ī

ᾱi = 1. (5.10)

Por outro lado, I(qks , vks) = {i ∈ I : 〈grad fi(q
ks), vks〉 = maxi∈I〈grad fi(q

ks), vks〉}.

Assim, equação (5.9) implica que

〈grad fi(q
ks), vks〉 = maxi∈I〈grad fi(q

ks), vks〉, i ∈ Ī , s = 0, 1, . . . .

Usando continuidade de ∇F e última igualdade, temos

〈grad fi(q̄), v̄〉 = maxi∈I〈grad fi(q̄), v̄〉, i ∈ Ī .

Da definição de I(q̄, v̄), obtemos Ī ⊂ I(q̄, v̄). Portanto, combinando novamente

Definição 5.1 com Lema 5.1 e (5.10), conclúımos que v̄ = v(q̄) e o resultado desejado

está provado. c.q.d

No próximo resultado usamos apenas que F é continuamente diferenciável para

assegurar que a seqüência dos valores funcionais da seqüência {pk}, {F (pk)}, é

monótona decrescente e que seus pontos de acumulação são Pareto cŕıticos.

Teorema 5.1 As seguintes afirmações ocorrem:

i) {F (pk)} é monótona decrescente;

ii) Cada ponto de acumulação da seqüência {pk} é um ponto Pareto cŕıtico.

Prova. O passo iterativo no Método 5.1 implica que

F (pk+1) � F (pk) + βtk∇F (pk)vk, pk+1 = exppk tkv
k, k = 0, 1, . . . . (5.11)

Visto que {pk} é uma seqüência infinita, para todo k, pk não é Pareto cŕıtico de F .

Assim, item i segue da definição de vk junto com a Definição 5.1, Lema 5.2 e última

desigualdade vetorial.

Seja p̄ ∈M um ponto de acumulação da seqüência {pk} e {pks} uma subseqüência

de {pk} tal que lims→+∞ p
ks = p̄. Visto que F é cont́ınua e lims→+∞ p

ks = p̄, temos
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lims→+∞ F (pks) = F (p̄). Assim, levando em conta que {F (pk)} é uma seqüência de-

crescente e tem F (p̄) como um ponto de acumulação, é fácil concluir que a seqüência

inteira {F (pk)} converge a F (p̄). Usando a equação (5.11), Definição 5.1 e Lema 5.2,

conclúımos que

F (pk+1)− F (pk) � βtk∇F (pk)vk � 0, k = 0, 1, . . . .

Visto que lims→+∞ F (pk) = F (p̄), a última desigualdade implica que

lim
k→+∞

βtk∇F (pk)vk = 0. (5.12)

Como {pks} converge a p̄, assumimos que {(pks , vks)} ⊂ TUp̄, onde Up̄ é uma vi-

zinhança de p̄ tal que TUp̄ ≈ Up̄ × Rn. Além disso, como a seqüência, {tk} ⊂ (0, 1]

tem um ponto de acumulação t̄ ∈ [0, 1], assumimos, sem perda de generalidade, que

{tks} converge a t̄. Temos duas possibilidades a considerar:

a) t̄ > 0;

b) t̄ = 0.

Assuma que o item a ocorre. Neste caso, de (5.12), continuidade de ∇F , (5.5) e

Lema 5.3, obtemos

∇F (p̄)v(p̄) = 0,

o que implica que

maxi∈I〈grad fi(p̄), v(p̄)〉 = 0. (5.13)

Por outro lado, da Definição 5.1 junto com Lema 5.2,

maxi∈I〈grad fi(p
ks), vks〉+ (1/2)‖vks‖2 < 0.

Fazendo s ir a +∞ na desigualdade acima e usando Lema 5.3 combinado com a

continuidade de ∇F e igualdade (5.13), conclúımos que

maxi∈I〈grad fi(p̄), v(p̄)〉+ (1/2)‖v(p̄)‖2 = 0.

Consequentemente, segue da última igualdade, Definição 5.1 e Lema 5.2 que p̄ é um

Pareto cŕıtico.

Agora, assuma que o item b ocorre. Visto que para todo s pks não é um Pareto

cŕıtico, temos

maxi∈I〈grad fi(p
ks), vks〉 ≤ maxi∈I〈grad fi(p

ks), vks〉+ (1/2)‖vks‖2 < 0,
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onde a última desigualdade é conseqüência da Definição 5.1 junto com Lemma 5.2.

Portanto, fazendo s ir a +∞ na última desigualdade, usando (5.5) e Lema 5.3,

obtemos

maxi∈I〈grad fi(p̄), v(p̄)〉 ≤ maxi∈I〈grad fi(p̄), v(p̄)〉+ (1/2)‖v(p̄)‖2 ≤ 0. (5.14)

Tome r ∈ N. Visto que {tks} converge a t̄ = 0, conclúımos que, para s suficiente-

mente grande,

tks < 2−r.

De (5.6) isto diz que a condição de Armijo (5.11) não é satisfeita para t = 2−r, i.e.,

F (exppk(2
−jvks)) � F (pks) + β2−r∇F (pks)vks .

Mas isto nos diz que existe pelo menos um i0 ∈ I tal que

fi0(exppks (2
−rvks)) > fi0(pks) + β2−r〈grad fi0(pks), vks〉.

Fazendo s ir a +∞ na desigualdade acima, levando em conta que ∇F e exp são

cont́ınuas e usando Lema 5.3, obtemos

fi0(expp̄(2
−rv(p̄))) ≥ fi0(p̄) + β2−r〈grad fi0(p̄), v(p̄)〉.

A última desigualdade é equivalente a

fi0(expp̄(2
−rv(p̄)))− fi0(p̄)

2−r
≥ β〈grad fi0(p̄), v(p̄)〉,

que, fazendo r ir a +∞ e usando que 0 < β < 1, fornece 〈grad fi0(p̄), v(p̄)〉 ≥ 0.

Assim,

maxi∈I〈grad fi(p̄), v(p̄)〉 ≥ 0.

Combinando a última desigualdade com (5.14), temos

maxi∈I〈grad fi(p̄), v(p̄)〉+ (1/2)‖v(p̄)‖2 = 0.

Logo, novamente da Definition 5.1 e Lema 5.2, segue que p̄ é um Pareto cŕıtico e a

prova está conclúıda. c.q.d

Observação 5.4 Se a seqüência {pk} inicia em um conjunto de ńıvel limitado, por

exemplo, se

LF (F (p0)) := {p ∈M : F (p) � F (p0)},
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é um conjunto limitado, e sendo F uma função cont́ınua, o teorema de Hopf-Rinow

assegura que LF (F (p0)) é um conjunto compacto. Assim, item i do Teorema 5.1

implica que {pk} ⊂ LF (F (p0)) e, consequentemente, que {pk} é limitada. Em par-

ticular, {pk} tem pelo menos um ponto de acumulação. Portanto, Teorema 5.1

estende para otimização vetorial o resultado do Teorema 5.1 de [36], ver também

Remark 4.5 de [48].

5.3.2 Convergência total

Nesta seção, com respeito às hipóteses de quasi-convexidade sobre a função F e

curvatura não-negativa sobre M , convergência total do método de máxima descida

é obtida.

Definição 5.2 Seja H : M → Rm uma função vetorial.

i) H é chamada convexa em M se, para cada p, q ∈M e cada segmento geodésico

γ : [0, 1]→M ligando p a q (i.e., γ(0) = p e γ(1) = q), ocorre

H(γ(t)) � (1− t)H(p) + tH(q), t ∈ [0, 1].

ii) H é chamada quasi-convexa em M se, para cada p, q ∈ M e cada segmento

geodésico γ : [0, 1]→M ligando p a q, ocorre

H(γ(t)) � max{H(p), H(q)}, t ∈ [0, 1],

onde o máximo é considerado coordenada a coordenada.

Observação 5.5 A primeira definição acima é uma extensão natural da definição

de convexidade enquanto que a segunda é uma extensão de uma caracterização da

definição de quasi-convexidade, do espaço Euclideano ao contexto Riemanniano. Ver

Definição 6.2 e Corolário 6.6 de [49], pag. 29 e 31, respectivamente. Note que as

definições acima são equivalentes, respectivamente, a H ser convexa e quasi-convexa

ao longo de cada segmento geodésico γ : [a, b] → M , a < b. Assim, quando m = 1

essas definições coincidem com as definições de convexidade e quasi-convexidade

em [33], respectivamente. Além disso, é imediato das definições acima que se H é

convexa então ela é quasi-convexa. No caso que H é diferenciável, convexidade de
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H implica que para cada p, q ∈ M e cada segmento geodésico γ : [0, 1]→ M tal que

γ(0) = p e γ(1) = q,

∇H(p)γ′(0) � H(q)−H(p).

Proposição 5.2 Seja H : M → Rm uma função quasi-convexa diferenciável.

Então, para cada p, q ∈ M e cada segmento geodésico γ : [0, 1] → M ligando p

a q, ocorre

H(q) � H(p) ⇒ ∇H(p)γ′(0) � 0.

Prova. Tome p, q ∈M tais que H(q) � H(p) e um segmento geodésico γ : [0, 1]→

M tal que γ(0) = p e γ(1) = q. Visto que H é quasi-convexa, temos

H(γ(t)) � H(p), t ∈ [0, 1].

Usando a última desigualdade o resultado é uma conseqüência imediata da diferen-

ciabilidade de H. c.q.d

Conhecemos que criticalidade é condição necessária mas não suficiente para

otimalidade. Porém, com respeito à convexidade da função vetorial F , provamos

que criticalidade é equivalente à otimalidade fraca.

Definição 5.3 Um ponto p∗ ∈ M é Pareto ótimo fraco de F se não existe p ∈ M

com F (p) ≺ F (p∗).

Proposição 5.3 Seja H : M → Rm uma função convexa diferenciável. Então,

p ∈M é um Pareto cŕıtico de H, i.e.,

Im(∇H(p)) ∩ (−Rm++) = ∅,

se, e somente se, p é Pareto ótimo fraco de H.

Prova. Suponhamos que p é Pareto cŕıtico de H e assumamos, por contradição,

que p não é Pareto ótimo fraco de H. Visto que p não é Pareto ótimo fraco de H,

existe p̃ ∈M tal que

H(p̃) ≺ H(p). (5.15)

Seja γ : [0, 1] → M segmento geodésico ligando p a p̃ (i.e., γ(0) = p e γ(1) =

p̃). Como H é diferenciável e convexa, a última parte da Observação 5.5 e (5.15)

implicam que

∇H(p)γ′(0) � H(p̃)−H(p) ≺ 0.
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Mas isto contradiz o fato de p ser Pareto cŕıtico de H, e a primeira parte está

conclúıda.

Agora, suponhamos que p é Pareto ótimo fraco de H e assumamos, por con-

tradição, que p não é Pareto cŕıtico de H. Visto que p não é Pareto cŕıtico, então

Im(∇H(p)) ∩ (−Rm++) 6= ∅, i.e., existe v ∈ TpM uma direção de descida para F em

p. Assim, da diferenciabilidade de H, temos

lim
t→0+

H (expp(tv))−H(p)

t
= ∇H(p)v ≺ 0,

o que implica que existe δ > 0 tal que

H (expp(tv)) ≺ H(p) + t∇H(p)v, t ∈ (0, δ).

Como v é uma direção de descida para F em p e t ∈ (0, δ), temos t∇H(p)v ≺ 0.

Portanto, a última desigualdade vetorial fornece

H (expp(tv)) ≺ H(p), t ∈ (0, δ),

contradizendo o fato de p ser Pareto ótimo fraco de H, o que conclui a prova. c.q.d

Definição 5.4 Uma seqüência {qk} ⊂M é quasi-Fejér convergente a um conjunto

não vazio U se, para todo p ∈ U , existe uma seqüência {εk} ⊂ R+ tal que

+∞∑
k=0

εk < +∞, d2(qk+1, q) ≤ d2(qk, q) + εk, k = 0, 1, . . . .

No próximo lema recordamos o chamado teorema da convergência quasi-Fejér.

Lema 5.4 Seja U ⊂ M um conjunto não vazio e {qk} ⊂ M uma seqüência quasi-

Fejér convergente. Então, {qk} é limitada. Além disso, se um ponto de acumulação

q̄ de {qk} pertence a U , então a seqüência inteira {qk} converge a q̄.

Prova. Análoga à prova do Teorema 1 em Burachik et al. [29], trocando a distância

Euclideana pela distância Riemanniana d. c.q.d

Considere o seguinte conjunto

U := {p ∈M : F (p) � F (pk), k = 0, 1, . . .}. (5.16)

Em geral, o conjunto acima pode ser vazio. Para garantir que U é não vazio, uma

hipótese adicional sobre a seqüência {pk} é necessária. Na próxima observação

damos uma tal condição.
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Observação 5.6 Se a seqüência {pk} tem um ponto de acumulação, então U é

não vazio. De fato, seja p̄ um ponto de acumulação da seqüência {pk}. Então,

existe uma subseqüência {pkj} de {pk} que converge a p̄. Visto que F é cont́ınua

{F (pk)} tem F (p̄) como um ponto de acumulação. Assim, usando que {F (pk)} é

uma seqüência decrescente (ver item i do Teorema 5.1) argumentos usuais mostram

facilmente que a seqüência inteira {F (pk)} converge a F (p̄) e ocorre

F (p̄) � F (pk), k = 0, 1, . . . ,

o que implica que p̄ ∈ U , i.e., U 6= ∅.

No próximo lema apresentamos o resultado chave desta seção. Ele é fundamental

na prova da convergência global da seqüência {pk}.

Lema 5.5 Suponha que F é quasi-convexa, M tem curvatura não negativa e U ,

definido em (5.16), é não vazio. Então, para todo p̃ ∈ U , a seguinte desigualdade

ocorre:

d2(pk+1, p̃) ≤ d2(pk, p̃) + t2k‖vk‖2.

Prova. Considere ângulo geodésico (γ1, γ2, α), onde γ1 é um segmento geodésico

minimal normalizado ligando pk a p̃, γ2 é o segmento geodésico ligando pk to pk+1

tal que γ′2(0) = tkv
k e α = ∠(γ′1(0), vk). Pela lei dos cossenos (Teorema 1.1), temos

d2(pk+1, p̃) ≤ d2(pk, p̃) + t2k‖vk‖2 − 2d(pk, p)tk‖vk‖ cosα, k = 0, 1, . . . .

Assim, levando em conta que cos(π−α) = − cosα e 〈−vk, γ′1(0)〉 = ‖vk‖ cos(π−α),

desigualdade acima se torna

d2(pk+1, p̃) ≤ d2(pk, p̃) + t2k‖vk‖2 + 2d(pk, p̃)tk〈−vk, γ′1(0)〉, k = 0, 1, . . . .

Por outro lado, de (5.5), da Definição 5.1 e do Lema 5.1, existe αki ≥ 0, com

i ∈ Ik := I(pk, vk), tal que

vk = −
∑
i∈Ik

αki grad fi(p
k),

∑
i∈Ik

αki = 1, k = 0, 1, . . . .

Assim, última desigualdade rende

d2(pk+1, p̃) ≤ d2(pk, p̃) + t2k‖vk‖2 + 2d(pk, p̃)tk
∑
i∈Ik

αki 〈grad fi(p
k), γ′1(0)〉,

k = 0, 1, . . . . (5.17)
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Visto que F é quasi-convexa e p̃ ∈ U , da Proposição 5.2 com H = F , p = pk, q = p̃

e γ = γ1, temos

∇F (pk)γ′1(0) � 0, k = 0, 1, . . . ,

ou equivalentemente,

〈grad fi(p
k), γ′1(0)〉 ≤ 0, i = 1, . . . ,m, k = 0, 1, . . . . (5.18)

Portanto, combinando (5.17) com (5.18), o lema segue. c.q.d

Proposição 5.4 Se F é quasi-convexa, M tem curvatura não negativa e U , definido

em (5.16), é um conjunto não vazio, então a seqüência {pk} é quasi-Fejér conver-

gente a U .

Prova. Para simplificar notações, defina a função escalar ϕ : Rm → R como segue

ϕ(y) = maxi∈I〈y, ei〉, I = {1, . . . ,m},

onde {ei} ⊂ Rm é a base canônica do espaço Rm. É fácil ver que as seguintes

propriedades sobre a função ϕ ocorrem:

ϕ(x+ y) ≤ ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(tx) = tϕ(x), x, y ∈ Rm, t ≥ 0. (5.19)

x � y ⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y), x, y ∈ Rm. (5.20)

Da definição de tk em (5.6) e pk+1 em (5.7), temos

F (pk+1) � F (pk) + βtk∇F (pk)vk, k = 0, 1 . . . .

Assim, usando (5.19), (5.20) e a última desigualdade, obtemos

ϕ(F (pk+1)) ≤ ϕ(F (pk)) + βtkϕ(∇F (pk)vk), k = 0, 1 . . . . (5.21)

Por outro lado, combinando definição de vk em (5.5), Definição 5.1, Lema 5.2 e

definição de ϕ, conclúımos que

ϕ(∇F (pk)vk) + (1/2)‖vk‖2 < 0, k = 0, 1 . . . ,

que, junto com (5.21), implica que

ϕ(F (pk+1)) < ϕ(F (pk))− (βtk/2)‖vk‖2, k = 0, 1 . . . . (5.22)
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Mas isto nos diz que

tk‖vk‖2 < 2[ϕ(F (pk))− ϕ(F (pk+1))]/β, k = 0, 1 . . . .

Como tk ∈ (0, 1], é imediato que

t2k‖vk‖2 < 2[ϕ(F (pk))− ϕ(F (pk+1))]/β, k = 0, 1 . . . .

Assim, da última desigualdade obtemos
n∑
k=0

t2k‖vk‖2 < 2
[
ϕ(F (p0)− ϕ(F (pn+1))

]
/β, n > 0.

Tome p̄ ∈ U . Então, F (p̄) � F (pn+1). Portanto, de (5.20), ϕ(F (p̄)) ≤ ϕ(F (pn+1)) e

a última desigualdade rende
n∑
k=0

t2k‖vk‖2 < 2
[
ϕ(F (p0)− ϕ(F (p))

]
/β, n > 0.

Mas isto implica que {t2k‖vk‖2} é uma seqüência somável. Portanto, o resultado

desejado segue do Lema 5.5 combinado com Definição 5.4. c.q.d

Teorema 5.2 Se F é quasi-convexa, M tem curvatura não negativa e U , definido

em (5.16), é um conjunto não vazio, então a seqüência {pk} converge a um Pareto

cŕıtico de F .

Prova. Da Proposição 5.4, {pk} é Fejér convergente a U . Assim, Lema 5.4 garante

que {pk} é limitada e, do teorema de Hopf-Rinow, existe {pks}, subseqüência de

{pk}, que converge a p̄ ∈ M . Visto que F é cont́ınua e {F (pk)} é uma seqüência

decrescente (ver item i do Teorema 5.1), conclúımos que F (pk) converge a F (p̄)

quando k tende a +∞, o que implica que

F (p̄) � F (pk), k = 0, 1, . . . ,

i.e., p̄ ∈ U . Portanto, do Lema 5.4, conclúımos que a seqüência inteira {pk} converge

a p̄, e a conclusão da prova é conseqüência do item ii do Teorema 5.1. c.q.d

Corolário 5.1 Se F é convexa, M tem curvatura não negativa e U , definido em

(5.16), é um conjunto não vazio, então a seqüência {pk} converge a um Pareto ótimo

fraco de F .

Prova. Visto que F é convexa, em particular, ela é quasi-convexa (ver Ob-

servação 5.5). Portanto, o corolário é uma conseqüência do prévio teorema com-

binado com a Proposição 5.3. c.q.d
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5.4 Exemplos

Nesta seção apresentamos alguns exemplos de variedades Riemannianas completas

com curvas geodésicas explicitas e a iteração de descida da seqüência gerada pelo

Método 5.1. Recordamos que F : M → Rm, F (p) = (f1(p), . . . , fm(p)), é uma

função diferenciável. Se (M,G) é uma variedade Riemanniana então o gradiente

Riemanniano de fj é dado por grad fi(p) = G(p)−1f ′i(p), i ∈ I := {1, . . . , n}. Por-

tanto, se v(p) é a direção de máxima descida para F em p (ver Definição 5.1), do

Lema 5.1, existem constantes αi ≥ 0, i ∈ I(p, v), tais que

v = −
∑

i∈I(p,v)

αiG(p)−1f ′i(p),
∑

i∈I(p,v)

αi = 1, (5.23)

onde I(p, v) := {i ∈ I : 〈G(p)−1f ′i(p), v〉 = maxi∈I〈G(p)−1f ′i(p), v〉}.

5.4.1 Método de máxima descida para o octante positivo

Seja M o octante positivo, Rn++, munido com a métrica Riemanniana

M 3 v 7→ G(p) = P−2 := diag
(
p−2

1 , . . . , p−2
n

)
,

(métrica induzida pela Hessiana da barreira logaŕıtmica). Visto que (M,G) é

isométrica ao espaço Euclideano munido com a métrica usual (ver, Da Cruz Neto

et al. [6]) segue que M tem curvatura constante e igual a zero. Por outro lado,

é fácil ver que a única geodésica p = p(t) tal que p(0) = p0 = (p0
1, . . . , p

0
n) e

p′(0) = v0 = (v0
1, . . . , v

0
n) é dada por p(t) = (p1(t), . . . , pn(t)), onde

pj(t) = p0
je

(v0
j /p

0
j)t, j = 1, . . . , n. (5.24)

Assim, conclúımos que (M,G) é também completa. Neste caso, de (5.24) e (5.23),

existem αki ≥ 0, i ∈ I(pk, vk), tais que a iteração de máxima descida da seqüência

generada pelo Método 5.1 é dada por

pk+1
j = pkj e

(vkj /pkj )tk , vkj = −
∑

i∈I(pk,vk)

αki (p
k
j )

2 ∂fi
∂pj

(pk),
∑

i∈I(pk,vk)

αki = 1, i = 1, . . . , n.

5.4.2 Método de máxima descida para o hipercubo

Seja M o hipercubo (0, 1)× . . .× (0, 1) munido com a métrica Riemanniana

M 3 v 7→ G(p) = P−2(I − P )−2 := diag
(
(p1)2(1− p1)2, . . . , (pn)2(1− pn)2

)
,
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(métrica induzida pela Hessiana da barreira b(p) =
∑n

i=1(2pi−1)
(

ln pi− ln(1−pi)
)
.

A variedade Riemanniana (M,G) é completa e a geodésica p = p(t), satis-

fazendo p(0) = p0 = (p0
1, . . . , p

0
n) e p′(0) = v00 = (v0

1, . . . , v
0
n), é dada por

p(t) = (p1(t), . . . , pn(t)),

pj(t) = (1/2)

[
1 + tanh

(
(1/2)

vj
pj(1− pj)

t+ (1/2) ln

(
pj

1− pj

))]
, j = 1, ..., n,

(5.25)

onde tanh(z) := (ez − e−z)/(ez + e−z). Além disso, (M,G) tem curvatura constante

e igual zero, ver Teorema 3.1 e 3.2 de [50]. Neste caso, de (5.25) e (5.23), existem

αki ≥ 0, i ∈ I(pk, vk), tais que a iteração de máxima descida da seqüência generada

pelo Método 5.1 é dada por

pk+1
j = (1/2)

[
1 + tanh

(
(1/2)

vkj
pkj (1− pkj )

tk + (1/2) ln

(
pkj

1− pkj

))]
, j = 1, ..., n,

com,

vkj = −
∑

i∈I(pk,vk)

αki (p
k
j )

2(1− pkj )2 ∂fi
∂pj

(pk),
∑

i∈I(pk,vk)

αki = 1, j = 1, . . . , n.

5.4.3 Método de máxima descida para o cone das matrizes

simétricas definidas positivas

Seja M = Sn++ o cone das matrizes simétricas definidas positivas munida com a

métrica Riemanniana induzida pela Hessiana Euclideana de Ψ(X) = − ln detX, i.e.,

G(X) := Ψ′′(X). Conforme mensionado no Exemplo 4.1.2, (M,G) é uma variedade

de Hadamard (com curvatura não identicamente zero) e o único segmento geodésico

conectando quaisquer X, Y ∈M é dado por

X(t) = X1/2
(
X−1/2Y X−1/2

)t
X1/2, t ∈ [0, 1],

Em particular, a única geodésica X = X(t) tal que X(0) = X e X ′(0) = V é dada

por

X(t) = X1/2etX
−1/2V X−1/2

X1/2. (5.26)

Assim, de (5.26) e (5.23), existem αki ≥ 0, i ∈ I(pk, vk), tais que a iteração de

máxima descida da seqüência generada pelo Método 5.1 é dada por

Xk+1 = (Xk)1/2etk(Xk)−1/2V k(Xk)−1/2

(Xk)1/2,
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com,

V k = −
∑

i∈I(Xk,V k)

αkiX
kf ′i(X

k)Xk,
∑

i∈I(Xk,V k)

αki = 1.

Observação 5.7 Com respeito à hipótese de convexidade sobre a função vetorial

F , se (M,G) é a variedade Riemanniana do primeiro ou do segundo exemplo, então

Corolário 5.1 assegura a convergência total da seqüência generada pelo Método 5.1.

Este fato não necessariamente ocorre se (M,G) é a variedade Riemanniana do

último exemplo, visto que neste caso (M,G) tem curvatura não positiva, i.e., K ≤ 0.

Porém, o Teorema 5.1 assegura pelo menos convergência parcial.
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho temos estendido o campo de aplicação do método de ponto proxi-

mal para resolver uma classe particular de problemas de otimização não convexos

em variedades de Hadamard, a saber, no caso que a função objetivo é dada pelo

máximo de uma certa classe de funções continuamente diferenciáveis. Temos cer-

tificado, através de exemplos, que a classe de problemas de minimização para o

qual o método de ponto proximal local pode ser aplicado é diferente daquela para a

qual tanto o método de ponto proximal clássico quanto o método de ponto proximal

Riemanniano são aplicados. Sobre uma outra perspectiva temos também extendido

o método de máxima descida com regra de Armijo para otimização multicritério

ao contexto Riemanniano. A convergência total é obtida com respeito à hipótese

de quasi-convexidade da função multicritério e curvatura não-negativa da variedade

Riemanniana.

Possibilidades de pesquisa futura:

1. A derivada direcional e o subdiferencial generalizados

No Caṕıtulo 3 apresentamos uma generalização da derivada direcional e do subdife-

rencial de uma função localmente Lipschitz não necessariamente convexa. Algumas

propriedades e conceitos foram obtidas, porém nos limitamos àquelas que seriam

úteis no restante do trabalho desenvolvido até o momento. Uma possibilidade de

pesquisa futura seria a extensão de alguns resultados da análise não diferenciável

desenvolvida sobre o ambiente Euclideano ao ambiente Riemanniano, ou mesmo de

resultados já obtidos no ambiente Riemanniano que dependem de certas hipóteses
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restritivas sobre os elementos envolvidos. Um exemplo seria a Proposição 3.2 i, a

qual caracteriza a derivada direcional de uma função convexa como a função suporte

de seu subdiferencial. Um resultado que precede este é o seguinte: o subdiferencial

de uma função convexa é não vazio, convexo e compacto. Propomos então provar o

seguinte resultado:

Teorema 6.1 Se f : M → R é uma função localmente Lipschitz em um dado ponto

p ∈M , então

i) ∂◦f(p) é não vazio, convexo e compacto;

ii) f ◦(p, v) = maxs∈∂◦f(p)〈s, v〉, para todo v ∈ TpM ;

No caso particular que f é como no Teorema 4.1, da Proposição 2.6 f é localmente

Lipschitz e, com uma técnica similar à utilizada na prova da segunda parte da

Proposição 3.5, temos que

conv{gradϕτ (p) : τ ∈ T (p)} ⊂ ∂◦f(p),

o que prova que ∂◦f(p) é não vazio. Os demais fatos do item i seguem como feito

no caso Euclideano para f localmente Lipschitz em p arbitrária. No caso geral, a

prova tanto da primeira parte do item i como do item ii, é uma simples aplicação do

Teorema de Hahn Banach (como ocorre no caso Euclideano), desde que a aplicação

v 7→ f ◦(p, v) seja positivamente homogênea e subaditiva sobre TpM . A primeira

propriedade é direta, porém a segunda está em aberto. Assim, afim de garantirmos

a validade do resultado apresentado no Teorema 6.1, devemos provar o seguinte:

Teorema 6.2 Se f : M → R é uma função localmente Lipschitz em um dado ponto

p ∈M , então a aplicação v 7→ f ◦(p, v) é subaditiva sobre TpM .

Como uma aplicação do Teorema 6.1, podeŕıamos provar o seguinte resultado:

Teorema 6.3 Se fi : M → R é uma função localmente Lipschitz em um dado ponto

p ∈M para i = 1, 2, ...,m, então para escalares λi ∈ R+,

∂◦(
m∑
i=1

λifi)(x) ⊂
m∑
i=1

λi∂
◦fi(x). (6.1)
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Seja Ω ⊂ M e f : M → R uma função convexa sobre Ω. Recordemos que,

conforme Definição 3.1, a derivada direcional de f em um dado ponto p ∈ Ω na

direção v ∈ TpM é dada por

f ′(p, v) = lim
t→0+

f(expp tv)− f(p)

t
= inf

t>0

f(expp tv)− f(p)

t
.

De um modo mais geral, no caso que f é não necessariamente convexa, a derivada

direcional de f em p na direção v pode ser definida simplesmente como

f ′(p, v) = lim
t→0+

f(expp tv)− f(p)

t
,

quando o limite existe.

Definição 6.1 Seja f : M → R uma função e p ∈M . Dizemos que f é regular em

p se para todo v ∈ TpM a derivada direcional f ′(p, v) existe e f ′(p, v) = f ◦(p, v).

A inclusão (6.1) ocorre com igualdade se, em adição, cada fi é regular em p. Neste

caso teŕıamos de fato uma generalização da segunda parte do resultado do Lema 3.1.

2. Aplicação do método de ponto proximal no caso que a

função objetivo é semicont́ınua inferior

Observamos que, na linha do que foi apresentado no Caṕıtulo 5, se M é o espaço

Euclideano, a hipótese h3 é trocada por

• h4 Existe p̃ ∈M e 0 < µ < λ̄ tal que f + (µ/2)d2(. , p̃) é convexa e

‖y(p)‖ > δ > 0, p ∈ Lf (f(q))\Lf (c), y(p) ∈ ∂
(
f +

µ

2
d2(. , p̃)

)
(p)+µ exp−1

p p̃,

e a seqüência gerada pelo Método (4.2) está bem definida, é posśıvel garantir sua

convergência no caso que f é considerada ser apenas semicont́ınua inferior, ver [25].

A base deste resultado está no seguinte teorema válido no espaço Euclideano:

Teorema 6.4 Se existem p̃ ∈ M e µ > 0, tais que f + (µ/2)d2(. , p̃) é convexa em

Ω, então f + (λ/2)d2(. , p̄) é convexa em Ω, para todo p̄ ∈M e λ > µ.

Ainda não sabemos se este teorema é válido no contexto Riemanniano. Porém,

se isto ocorre o resultado de convergência se estende de forma natural. Propomos
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então estudar o método de ponto proximal em variedades de Hadamard no caso

que a função objetivo é semicont́ınua inferior e determinar sob quais condições a

seqüência gerada está bem definida e investigar se o resultado do Teorema 6.4 se

estende ao contexto Riemanniano.

3. Aplicação do método de ponto proximal no caso que a

função objetivo é lower-C2

Nos últimos anos alguns pesquisadores estudaram o método de ponto proximal para

encontrar zeros de um operador não necessariamente monótono. O primeiro resul-

tado nessa direção foi dado por Spingarn em [19], onde o autor provou convergência

local do método de ponto proximal para operadores ponto-conjunto sob a hipótese

de o operador em questão ser estritamente hypomonótono, ver também [20, 21, 22].

Além disso, como uma aplicação, o autor também adaptou o método ao problema

de minimização local no caso que a função objetivo é lower-C2. É válido ressaltar

que, no caso Euclideano, uma função (localmente Lipschitz) é lower-C2 se, e so-

mente se, seu subdiferencial generalizado de Clarke é estritamente hypomonótono,

ver [24]. Em [23] os autores apresentaram um algoritmo implementável para cal-

cular a iterada do método de ponto proximal de funções não convexas, o qual foi

provado convergir para funções lower-C2. Nossa proposta é aplicar o método de

ponto proximal ao problema de minimização (4.1) quando a função objetivo é do

tipo lower-C2 continuando na mesma linha do que foi apresentado no Caṕıtulo 5.

A seguir apresentamos a definição de função lower-C2 e um resultado que certa-

mente será útil à realização de nossa proposta. Antes apresentamos um resultado

que caracteriza a monotonicidade de um determinado campo de vetores a partir do

fato de sua diferencial ser positiva definida.

Lema 6.1 Seja X um campo de vetores sobre M .

(i) X é monótono se, e somente se, 〈AX(p)v, v〉 ≥ 0 para todo p ∈M e v ∈ TpM .

(ii) X é fortemente monótono se, e somente se, existe λ > 0 tal que 〈AX(p)v, v〉

≥ λ‖v‖2, para todo p ∈M e v ∈ TpM .

Prova. Ver Proposição 3.3 de [41]. c.q.d
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Definição 6.2 Seja V ⊂M um conjunto aberto. Dizemos que f : M → R é lower-

C2 em V se, para cada ponto p̄ ∈ V , existem uma vizinhança W ⊂ V de p̄, um

conjunto compacto T ⊂ Rm e uma função ϕ : W × T → R cont́ınua tal que

f(p) = maxτ∈T ϕ(p, τ), ∀ p ∈ W, (6.2)

com gradp ϕ e hesspϕ cont́ınuas em W × T .

Proposição 6.1 Sejam f : M → R uma função lower-C2 sobre um conjunto aberto

V ⊂M e p̄ ∈ V . Então existem ε > 0, K > 0 e ρ > 0 tais que

i) para todo ponto p0 e parâmetro R ≥ ρ a função f + (R/2)d2(., p0) é convexa

sobre a bola fechada B̄ε(p̄);

ii) a função f é Lipschitz cont́ınua com constante K sobre a bola fechada B̄ε(p̄).

Prova. Dado que f é lower-C2, então existe uma vizinhaça W de p̄ onde f tem

uma representação (6.2). Seja ε > 0 tal que B̄ε(p̄) ⊂ W . Como a matriz Hessiana

hesspϕ depende continuamente de (p, τ) no compacto B̄ε(p̄)× T ⊂ W × T , então

min{〈hesspϕ(p, τ).v, v〉 : (p, τ) ∈ B̄ε(p̄)× T, ‖v‖ = 1} > −∞.

Denotemos este mı́nimo por ρ̃. Sejam R ≥ ρ := |ρ̃| e

F (p, τ) := ϕ(p, τ) + (R/2)d2(p, p0), p0 ∈M. (6.3)

Definição de F e propriedades básicas da Hessiana e do produto interno implicam

que

〈hesspF (p, τ).v, v〉 = 〈hesspϕ(p, τ).v, v〉+R
〈
hessp(1/2)d2(p, p0).v, v

〉
.

Por outro lado, da Proposição 2.2 junto com o Lema 6.1 item ii, temos〈
hessp(1/2)d2(p, p0).v, v

〉
≥ ‖v‖2,

que, junto com a igualdade acima, nos permite obter a seguinte desigualdade

〈hesspF (p, τ).v, v〉 ≥ 〈hesspϕ(p, τ).v, v〉+R‖v‖2.

Assim, visto que R > |ρ̃|, da última desigualdade adquirimos que

〈hesspF (p, τ).v, v〉 ≥ 〈hesspϕ(p, τ).v, v〉 − ρ̃‖v‖2. (6.4)
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Pela definição de ρ̃ temos então que 〈hesspF (p, τ).v, v〉 ≥ 0, para todo (p, τ) ∈

B̄ε(p̄)×T quando ‖v‖ = 1 e portanto para todo v ∈ TpM , visto que ambos os lados de

(6.4) são positivamente homogêneos de grau 2 com respeito a v. Com isso mostramos

que a matriz Hessiana hesspF (p, τ) é uma matriz semidefinida positiva para cada

(p, τ) ∈ B̄ε(p̄) × T . Assim, do Lema 6.1 item i junto com Proposição 2.3 item i,

a função p 7→ F (p, τ) é convexa sobre B̄ε(p̄) para cada τ ∈ T . Portanto, tomando

máximo em τ ∈ T na igualdade (6.3), Proposição 2.5 implica que f + (ρ/2)d2(., p0)

é convexa sobre a bola fechada B̄ε(p̄) e o item i segue. O item ii é uma consequência

imediata da Proposição 2.6. c.q.d

Dado um parâmetro positivo R e p ∈ M , definimos a aplicação ponto proximal

de uma função f : M → R em p por

PRf(q) := argminp∈M
{
f(p) + (R/2)d2(p , q)

}
.

Se f é lower-C2 em um conjunto aberto V ⊂M , p̄ ∈ V e ε, ρ > 0 são tomados como

na última proposição, então, para R ≥ ρ tal que PRf(q) 6= ∅, é fácil ver que para

todo p ∈ PRf(q) ∩ Bε(p̄), R exp−1
p q ∈ ∂◦f(p). O próximo passo agora é determinar

condições sobre as quais a aplicação de ponto proximal está localmente bem definida

(ver [23], Teorema 1).

4. Métodos de otimização multicritério no contexto Rieman-

niano

De forma bem suscinta, seguindo a mesma linha do que foi feito no Caṕıtulo 5,

propomos a extenção, ao contexto Riemanniano, do método de ponto proximal (ver

BONNEL et al. [51]) e do método de Newton (ver FLIEGE et al. [52]), ambos para

otimização multicritério.
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Caṕıtulo 7

Apêndice

Nesta seção consideramos as notações do Exemplo 4.1.2.

Lema 7.1 Se X ∈M e V ∈ TXM , então

lim
t→0 Y→X

d
(

expY t(D expX)exp−1
X Y V, Y + tV

)
t

= 0.

Prova. Preliminarmente, note que

d
(

expY t(D expX)exp−1
X Y V, Y + tV

)
=

d
(

expY t(D expX)exp−1
X Y V, expY

(
exp−1

Y (Y + tV )
))
.

Visto que a aplicação exponencial exp : TM → M é diferenciável, ela é, em

particular, localmente Lipschitz. Seja UX ⊂ M uma vizinhança de X tal que

TUX ≈ UX × TXM e a aplicação exp é Lipschitz em TUX com constante K. Tome

δ = δ(X) > 0 tal que, para todo Y ∈ Bδ(X) e t ∈ (0, δ),

d
(

expY t(D expX)exp−1
X Y V, expY

(
exp−1

Y (Y + tV )
))
≤ K‖H(t, Y )‖, (7.1)

onde H(t, Y ) = tD expX)exp−1
X Y V − exp−1

Y (Y + tV ). Por outro lado, pela definição

da métrica (4.14)

‖H(t, Y )‖2 = tr
((
t(D expX)exp−1

X Y V − exp−1
Y (Y + tV )

)
Y −1

)2

.

A definição de exp−1
Y em (4.15) e igualdade acima rende

‖H(t, Y )‖2 ≤ tr
[(
t(D expX)exp−1

X Y V − Y
1/2 ln

(
I + tY −1/2V Y −1/2

)
Y 1/2

)
Y −1

]2

,
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que, depois de simples manipulações algébricas, implica∥∥∥∥H(t, Y )

t

∥∥∥∥2

≤ tr
[(

(D expX)exp−1
X Y V − Y

1/2 ln
(
I + tY −1/2V Y −1/2

)1/t
Y 1/2

)
Y −1

]2

.

(7.2)

É fácil ver, que

lim
Y→X

D expX)exp−1
X Y V = V, lim

t→0Y→X
ln
(
I + tY −1/2V Y −1/2

)1/t
= X−1/2V X−1/2.

Portanto, combinando desigualdade (7.2) com as duas últimas igualdades, con-

clúımos

lim
t→0Y→X

∥∥∥∥H(t, Y )

t

∥∥∥∥ = 0.

A última igualdade junto com (7.1) implam o resultado desejado. c.q.d

Lema 7.2 Seja Ω ⊂ Sn++ um conjunto aberto e convexo. Se F é uma função local-

mente Lipschitz em Ω, então

F ◦(X, V ) = F ◦E(X, V ), X ∈ Ω, V ∈ TXM.

Prova. Tome X ∈ Ω e V ∈ TXM . Visto que F é localmente Lipschitz em Ω e TM

é localmente um produto, existe δ = δ(X) > 0 tal que TBδ(X) ≈ Bδ(X)× Rn e∣∣∣∣F (G(t, Y ))− F (Y + tV )

t

∣∣∣∣ ≤ LX
d(G(t, Y ), Y + tV )

t
, Y ∈ Bδ(X), t ∈ (0, δ),

onde G(t, Y ) = expY t(D expX)exp−1
X Y V . Note que a desigualdade acima é equiva-

lente a∣∣∣∣F (G(t, Y ))− F (Y )

t
− F (Y + tV )− F (Y )

t

∣∣∣∣ ≤ LX
d(G(t, Y ), Y + tV )

t
.

Por outro lado, Lema 7.1 implica que

lim
t→0 q→p

d(G(t, Y ), Y + tV )

t
= 0,

que, combinado com a última desigualdade e definições das derivadas direcionais

generalizadas nos permite concluir o lema. c.q.d

Lema 7.3 Seja Ω ⊂ Sn++ um conjunto aberto e convexo, I = {1, ...,m}, Fi : M → R

uma função continuamente diferenciável Ω para cada i ∈ I e F : M → R definida

por

F (X) := maxi∈I Fi(X).
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Então F é localmente Lipschitz em Ω e ocorre

∂◦F (X) = conv{gradFi(X) : i ∈ I(X)}, X ∈ Ω,

onde I(X) := {i : Fi(X) = F (X), i = 1, ...,m}.

Prova. Tome X ∈ Ω. Da Proposição 3.5 é suficiente provar que

∂◦F (X) ⊂ conv{gradFi(X) : i ∈ I(X)}.

Seja W ∈ ∂◦F (X). Então, definição do conjunto ∂◦F (X) e (4.14) implicam que

F ◦(X, V ) ≥ 〈W,V 〉 = tr (VΨ′′(X)W ) , V ∈ Sn.

onde Ψ(X) = − ln detX. Combinando Lemma 7.2 com a definição do subdiferencial

generalizado Euclideano de F em X, ∂◦EF (X), conclúımos que

Ψ′′(X)W ∈ ∂◦EF (X),

Por outro lado,

∂◦EF (X) ⊂ conv{∇Fi(X) : i ∈ I(X)},

onde I(X) := {i ∈ I : Fi(X) = F (X)}, ver [43] Proposição 2.3.12. Então, existem

constantes αi ≥ 0 para i ∈ I(X) com
∑

i∈I(X) αi = 1, tal que

Ψ′′(X)W =
∑
i∈I(X)

αi∇Fi(X).

Assim, visto que Ψ′′(X) é invert́ıvel e gradFi(X) = Ψ′′(X)−1∇Fi(X), igualdade

acima rende

W =
∑
i∈I(X)

αi gradFi(X).

Consequentemente W ∈ conv{gradFi(X) : i ∈ I(X)} e o resultado está provado.

c.q.d
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