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Apresentamos uma analise local do método de ponto proximal para uma classe
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seqiiéncia gerada pelo método é garantida. Além disso, provamos que cada ponto
de acumulagao desta seqiiéncia (caso existam) satisfaz a condi¢do de otimalidade
de primeira ordem e, com respeito a hipéteses adicionais, convergéncia total a um
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Sob uma outra perspectiva, apresentamos também um método de maxima des-
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Introducao

A extensao de conceitos, técnicas bem como métodos da Programacao Matematica,
desenvolvido no espaco Euclideano R", a variedades Riemannianas é natural e, em
geral, nao trivial. Nos ultimos anos tais extensoes, com propositos tedrico e também
pratico, tem sido assunto de muitas recentes pesquisas. Recentes trabalhos tratando
sobre este assunto incluem [1}, 2, 3], 14, 5] 6, [7, [8], @, 10 111, 12], T3], [14]. A generalizacao
de métodos da Programacao matematica desenvolvidos no espaco Euclideano ao con-
texto Riemanniano garante certas vantagens importantes. Por exemplo, problemas
de otimizagao restritos podem ser considerados como irrestritos do ponto de vista
da geometria Riemanniana e, neste caso, temos uma possibilidade alternativa além
da idéia de projegao para resolver o problema. Além disso, problemas nao convexos
no sentido classico podem tornar-se convexos através da introducao de uma métrica
Riemanniana apropriada (ver, por exemplo, [6]).

Considere o seguinte problema de minimizagao

min F'(p) )

s.t. pe X.

Se FF: X - Re X = R"” o método de ponto proximal, introduzido por MAR-
TINET [15] ¢ ROCKAFELLAR [16], gera uma seqiiéncia {p*} C X do seguinte
modo: dado p° € X e algum \ > 0,

. Ak
P = argmin,,c x {F(p)—I—?Hp—pk”Q} ’ (2)
onde a seqiiéncia de nimeros reais {\;} satisfaz
0< A <A, (3)

e |l .| é anorma Euclideana, ver também IUSEM [17]. A boa definigao da seqiiéncia

{p*} é garantida sob a hipétese de convexidade da funcdo objetivo F. Além disso,



se o conjunto solucao do Problema , U*, é nao vazio, a convergéncia da seqiiéncia
a um minimizador p* € U* é garantida. A convergéncia do método baseia-se na
chamada Féjer convergéncia da seqiiéncia {p*} a U*, que ocorre em virtude da
convexidade de F' junto com uma propriedade geométrica caracteristica do espaco
Euclideano, a saber, a chamada lei dos cossenos. A primeira proposta de extensao
deste método ao contexto Riemanniano, isto é, quando X = M (M é uma varie-
dade Riemanniana) foi feita por FERREIRA E OLIVEIRA [I§], onde os autores

propuseram uma generalizagao natural de (2)) como segue

) A
pErt = argmin,,c {F(p) + ?de(p,pk)} , (4)

com p° € M um ponto arbitrario, d a distancia Riemanniana intrinseca e {\;} uma
sequiéncia de numeros positivos. A boa defini¢ao e a convergeéncia total foram gener-
alizados sob a hipétese restritiva de a variedade Riemanniana ser do tipo Hadamard.
Esta classe de variedades, além de contar com a mesma topologia e estrutura difer-
enciavel do espago Fuclideano, também goza de propriedades geométricas impor-
tantes a analise de convergéncia do método, entre elas uma lei dos cossenos com
desigualdade satisfatéria a caracterizagao da Féjer convergéncia da seqiiéncia {p*}
ao conjunto solucao U*. Observe que no método proposto os autores descarta-
ram a hipdtese de existéncia de um parametro X tal que a seqiiéncia {A\r} satis-
fizesse (3]). Porém, na prova de convergéncia foi fundamental a hipdtese adicional
de que > ;%0 1/\, = +oo. Seguindo a mesma idéia de [I8], PAPA QUIROZ E
OLIVEIRA [I2] generalizaram o método de ponto proximal com distancia de Breg-
man para resolver problemas de otimizacao convexo e quasiconvexo também em
variedades de Hadamard. LI et al. [9] estenderam a importante no¢do de mono-
tonicidade maximal de um operador ponto-a-conjunto, definido em um espaco de
Banach, para campos de vetores ponto-a-conjunto em uma variedade de Hadamard.
Além disso os autores apresentaram um método de ponto proximal geral para en-
contrar singularidades de um campo de vetores ponto-a-conjunto. Em particular,
como uma aplicacao do resultado de convergéncia obtido para o método proposto,
problemas de otimizagao restritos tém sido resolvidos.

Um objeto de pesquisa interessante, no contexto Riemanniano, seria estender
o campo de aplicacao do método de ponto proximal para resolver problemas de

otimizacao nao convexos em variedades de Hadarmad, a saber, quando a funcao



objetivo F' nao é necessariamente convexa no sentido Riemanniano. No caso do
problema de encontrar singularidades de operadores ponto-a-conjunto essa situagao
é similar a auséncia de monotonicidade do operador (por exemplo que o operador
seja hypomonotono), ver por exemplo [19, 20, 21, 22]. SPINGARN [19] tem, em
particular, desenvolvido o método de ponto proximal para a minimizacao de uma
certa classe de funcoes nao convexas e nao diferenciaveis, a saber, as fungoes lower-
C? definidas no espaco Euclideano, ver também [23]. E vélido ressaltar que, no
caso Euclideano, uma fungiao (localmente Lipschitz) é lower-C? se, e somente se,
seu subdiferencial generalizado de Clarke é estritamente hypomondétono, ver [24].
KAPLAN E TICHATSCHKE [25] também aplicaram o método de ponto proxi-
mal para a minimizagdo de uma classe similar aquelas de [19], a saber, fungoes
definidas como o méximo de uma certa cole¢ao (finita/infinita) de funcées conti-
nuamente diferencidveis. Sob essa perspectiva, seguindo as idéias de KAPLAN E
TICHATSCHKE [25], neste trabalho estudamos a mesma classe de fungoes estu-
dada pelos autores, agora no contexto Riemanniano, e aplicamos o método de ponto
proximal para resolver o Problema com a funcao objetivo naquela classe e
X = M (M variedade de Hadamard). Para isto, se fez necessério estudar a derivada
direcional e o subdiferencial generalizados no contexto Riemanniano. Varios traba-
lhos téem estudado tais conceitos e apresentado muitos resultados tteis a otimizacao
Riemanniana, ver por exemplo [3], [§], [26] e [27].

Considerando novamente o Problema ({1f), no caso que F' : X — R ¢é uma funcao
continuamente diferenciavel e X = R", o método de méaxima descida com regra de

Armijo gera uma seqiiéncia {p*} como segue
PP =P 4t ot = —F'(ph), k=0,1,...,

onde

te = max{277 : F(p*F +to*) < F(p*) + 32790%,j =0,1...},

B € (0,1). Se F' é continuamente diferenciavel, resultados cldssicos asseguram so-
mente que os pontos de acumulagao de {p*}, caso existam, sdo criticos de F. Este
fato foi generalizado para otimizagdo multicritério por FLIEGE E SVAITER [2§],
i.e., quando a funcao objetivo é uma funcao vetorial F' : R® — R™ e a ordem parcial

em R™ é a usual (ou seja, a ordem componente a componente). A convergéncia



total é assegurada com respeito a hipdtese de o conjunto solugao U* ser nao vazio e
F : R" — R ser uma funcao convexa, ver BURACHIK et al. [29] (ou, mais geral-
mente, quasi-convexa, ver KIWIEL E MURTY [30]), o que tem sido generalizado
para otimizacio vetorial por GRANA DRUMMOND E SVAITER [31] (ver também,
GRANA DRUMMOND E IUSEM [32]).

O método de méxima descida para o Problema ([l)), no caso que X = M (M
uma variedade Riemanniana completa e conexa) e F' : M — R é continuamente
diferencigvel tem sido estudado por UDRISTE [33], SMITH [34] e RAPCSAK [37] e
resultados de convergéncia parcial foram obtidos. Para o caso convexo o resultado de
convergencia total, usando regra de Armijo, tem sido generalizado por DA CRUZ
NETO et al. [36], no caso particular que M tem curvatura nao negativa. Com
respeito & mesma hipdtese restritiva sobre a variedade M, PAPA QUIROZ et al. [I1]
generalizaram o resultado de convergeéncia total usando regra de Armijo generalizado
para o caso quasi-convexo.

Ressaltamos que no caso Euclideano (real ou vetorial) a anélise de convergéncia
total baseia-se na chamada quasi-Féjer convegéncia da seqiiéncia {p*} a um certo
conjunto nao vazio, a qual foi provada ocorrer gragas a convexidade da funcao F'
junto com a lei dos cossenos. O mesmo ocorre no caso Riemanniano mas com uma
hipétese restritiva sobre a variedade M, a saber, que a mesma tenha curvatura nao
negativa. Para esta classe de variedades a chamada lei dos cossenos ocorre com
desigualdade satisfatoria a caracterizacao da quasi-Féjer convergéncia da seqiiéncia
{r*}.

Também como nossa contribuicao, seguindo as idéias de FLIEGE E
SVAITER [28], apresentamos uma generalizagao do resultado de convergéncia par-
cial para otimizagao multicritério ao contexto Riemanniano. Além disso, seguindo
as idéias de GRANA DRUMMOND E SVAITER [31], generalizamos o resultado de
convergencia total para otimizacao multicritério no caso que a funcao multicritério
¢é quasi-convexa e levando em conta que a variedade Riemanniana M tem curvatura
nao negativa.

A organizacao deste trabalho é como segue. No Capitulo (1| definimos as notagoes
e apresetamos um breve resumo dos conceitos e resultados basicos de geometria

Riemanniana tteis ao longo do trabalho. No Capitulo [2] recordamos alguns fatos



de analise convexa em variedades de Hadamard. No capitulo [3| apresentamos al-
gumas propriedades da derivada direcional de uma funcao convexa definida sobre
uma variedade de Hadamard e também uma definicao para a derivada direcional
(respectivamente, subdiferencial) generalizada de uma funcao localmente Lipschitz
(nao necessariamente convexa), incluindo algumas propriedades desses conceitos. No
capitulo 4| estudamos o método de ponto proximal para resolver o Problema
com a funcao objetivo sendo dada pelo maximo de uma certa classe de funcgoes
continuamente diferencidveis e X = M (M variedade de Hadamard). Além disso
apresentamos dois exemplos onde o método em questao se aplica. No Capitulo
apresentamos o problema multicritério, condicoes de otimalidade de primeira or-
dem para ele e algumas definigoes basicas relacionadas. Propomos um método de
descida para minimizar uma funcao vetorial em uma variedade Riemanniana com-
pleta e apresentamos uma completa analise de convergéncia. Além disso apresenta-
mos alguns exemplos de variedades Riemannianas completas com curvas geodésicas
explicitas e a iteracao de descida da seqiiéncia gerada pelo método proposto. No
Capitulo [0] fazemos as consideragoes finais e apresentamos algumas possibilidades
de pesquisa futura. Finalmente no Capitulo [7] apresentamos, numa situacao parti-
cular, uma caracterizacao do subdiferencial generalizado de Clarke de uma fungao
dada pelo maximo de uma colegao finita de fungoes continuamente diferencidveis,

fundamental na exposicao do Exemplo 4.1.2]



Capitulo 1

Preliminares sobre geometria

Riemanniana

Neste capitulo introduzimos algumas notagoes e propriedades fundamentais sobre
geometria Riemanniana. Esses fatos basicos podem ser encontrados em qualquer
livro introdutério de geometria Riemanniana, tais como em [37] e [38]. Por questdes
de uniformidade vamos unificar a notacao de acordo com [37].

Seja M uma variedade conexa n-dimencional. Denotamos por T,M o espago
tangente n-dimencional de M em p, por TM = UpenT,M o fibrado tangente de M
e por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M. Quando M é
munida com uma métrica Riemanniana (, ), com a correspondente norma denotada
por || ||, entdo M é uma variedade Riemanniana. Recorde que a métrica pode ser
usada para definir o comprimento de curvas diferencidveis por partes 7 : [a,b] — M

ligando p a g, i.e., tais que y(a) = p e y(b) = ¢, por

1) = [ W@,

e, além disso, minimizando esse funcional comprimento sobre o conjunto de to-
das tais curvas, obtemos a distancia Riemanniana d(p,q) que induz a topologia
original em M. A métrica induz uma aplicagao f — grad f € X (M) que as-
socia a cada fungao diferencidvel em M seu gradiente via a regra (grad f, X) =
Df(X), X € X(M), onde Df representa a diferencial de f. Seja V a convexao

Levi-Civita associada a (M, (, )). Em cada ponto p € M, temos uma aplicagdo



linear Ax(p): T,M — T,M definida por
AX(p)'U = VUX

Se X = grad f, onde f: M — R é uma fungao duas vezes diferencidvel, entao Ax(p)
¢ a Hessiana de f em p e é denotado por Hess ,f. Um campo de vetores V' ao longo
de v ¢é dito ser paralelo se V.,V = 0. Se o campo tangente v é paralelo ao longo
de v dizemos que vy é uma geodésica. Dado que a equac@o geodésica V .4 =0 é
uma equacao diferencial ordindria nao linear de segunda ordem, entao a geodésica
v = Y(.,p) é determinada por sua posicao p e velocidade v em p. E f4cil ver que Ied|
é constante. Dizemos que v é normalizada se ||7'|| = 1. A restri¢ao de uma geodésica
a um intervalo fechado e limitado é chamado um segmento geodésico. Um segmento
geodésico ligando p a ¢ em M é dito ser minimal se seu comprimento é igual a d(p, q)
e essa geodésica é chamada uma geodésica minimizante. Se 7y : [a,b] — M é um
segmento geodésico ligando os pontos p := vy(a) e ¢ := v(b) em M entdo, para cada

t € [a,b], V induz uma isometria linear, relativa a (, ), Py ) : Ty@M — TypM,

A
chamada transporte paralelo ao longo de v de y(a) a y(t). A aplicagdo inversa de
P (a)y(t) € denotada por P,y_((ll)y(t) : TyyM — T,yoM. No caso particular que v é o
unico segmento geodésico ligando os pontos p e ¢ em M, entao o transporte paralelo
ao longo de v de p a ¢ é denotado por Py, : T,M — T,M.

Uma variedade Riemanniana é completa se as geodésicas sao definidas para qual-
quer valor de t. O Teorema de Hopf-Rinow assegura que se este é o caso, entao qual-
quer par de pontos, digamos p e ¢, em M pode ser ligado por um (nao necessaria-
mente inico) segmento geodésico minimal. Além disso, (M, d) é um espago métrico
completo e, subconjuntos fechados e limitados sao compactos. Neste caso, dado

p € M, a aplicagdo exponencial exp, : T,M — M é definida por exp,v = 7,(1,p).

Denotemos por R o tensor curvatura definido por
R(X,Y)ZVXVYZ—VyVXZ—V[Xy]Z, X,Y,ZEX(M),

onde [X,Y] =YX —XY. Entao, a curvatura seccional com respeito a X eY é dado
por K(X,Y) = (R(X, Y)Y, X) /(|| X|P[[Y|* = (X, Y)?), onde || X|| = (X, X)2. Se
K(X,Y) < 0 para todo X e Y, entdo M é chamada variedade Riemanniana de

curvatura ndo positiva e usamos a seguinte notagao K < 0. Se K(X,Y) > 0 para



todo X e Y, entao M é chamada variedade Riemanniana de curvatura nao negativa
e usamos a seguinte notacao K > 0.

Na Segao deste trabalho nosso interesse foi as variedades Riemannianas
de curvatura nao negativa. Uma propriedade geométrica fundamental desta classe
de variedades é a lei dos cossenos que agora passamos a descrever. Um angulo
geodésico em M é um par de segmentos geodésicos normalizados v, e ¥, tais que

71(0) = 72(0) com pelo menos uma delas, digamos 7, sendo minimal. De agora em

diante [y = I(y1), ls = U(72), Is = d(11(l), 72(2)) e @ =9(71(0),75(0))-

Teorema 1.1 (Lei dos cossenos) Seja M uma variedade Rieamanniana completa

com curvatura ndao negativa. Com respeito a notacdo introduzida acima, temos
17 <17+ 15 — 21yl cos a. (1.1)

Prova. Este resultado ¢ uma conseqiiencia do Teorema de Toponogov. Ver Teo-

rema 4.2, p. 161 de [38]. c.q.d

Teorema 1.2 Seja M uma wvariedade Riemanniana completa e simplesmente
conexa com curvatura seccional nao positiva. FEntao, M ¢ difeomorfa ao espago
Fuclideano R™, n = dimM. Mais precisamente, em qualquer ponto p € M, a

aplicacao exponencial exp, : T,M — M € um difeomorfismo.

Prova. Ver Lema 3.2 de [37], p. 149, ou Teorema 4.1 de [3§], p. 221. c.q.d

Uma variedade Riemanniana completa e simplismente conexa com curvatura
seccional nao positiva é chamada uma variedade de Hadamard. O Teorema [1.2
diz que se M ¢é uma variedade de Hadamard, entao M tem a mesma topologia e
estrutura diferenciavel do espaco Euclideana R™. Além disso, sao conhecidas al-
gumas propriedades geométricas similares as do espaco Euclideano R"”, tais como,
dados dois pontos existe um unico segmento geodésico os ligando. Com excessao do
Capitulo[5, onde as variedades M sao assumidas serem apenas conezas e completas
com dimensao finita, em todo o trabalho as variedades M sao assumidas serem de

Hadamard com dimensao finita.



Capitulo 2

Convexidade em variedades de

Hadamard

Neste capitulo introduzimos algumas propriedades e notacoes fundamentais de
analise convexa, em variedade de Hadamard, que serao usadas nos préximos
capitulos. Veremos que essas propriedades sao similares aquelas obtidas em anélise
convexa no espago Euclideano R™. Para referéncias sobre andlise convexa no espaco
Euclideano citamos [39] e [40], e em variedade Riemanniana [41], [18], [35], [38], [34]
e [33].

O conjunto 2 C M ¢é dito ser convero se qualquer segmento geodésico com
pontos finais em (2 esta contido em €2. Seja {2 C M um conjunto aberto e convexo.
Uma funcao f: M — R é dita ser conveza (respectivamente, estritamente convera)
em () se, para qualquer segmento geodésico v : [—0,0] — Q, § > 0, a composigao
fovy:[=6,6 — R é convexa (respectivamente, estritamente convexa). Agora, uma
fungao f : M — R é dita ser fortemente convera em ) com constante L > 0 se,
para qualquer segmento geodésico v : [—9, ] — €, a composi¢ao fo~v:[—§,0] — R
é fortemente convexa com constante L||7/(0)||*>. Tome p € M. Um vetor s € T,M é

dito ser um subgradiente de f em p se,

f(q) = f(p) + (s,exp, " q),
para todo ¢ € M. O conjunto de todos os subgradientes de f em p, denotado por
Jf(p), é chamado o subdiferencial de f em p.
O préximo resultado prové uma caracterizacao para convexidade no caso de

funcoes diferenciaveis.



Proposicao 2.1 Sejam 2 C M um conjunto aberto e convexo, e f : M — R uma
funcao diferencidvel em ). Dizemos que f € convexa em € se, e somente se, para
qualquer p € §2

flq) = f(p) = (grad f(p),exp, " q),

para todo q € ).

Prova. Ver Teorema 5.1 de [33], pagina 78. c.q.d

A conseqiiéncia mais importante da proposicao anterior é que, se f é convexa,
entao qualquer de seus pontos criticos sao pontos de minimo global. Além disso,
0 € 0f(p) se, e somente se, p é um ponto de minimo de f em M.

Tome p € M. Seja exp, '+ M — T,M a inversa da aplicagdo exponencial que é

também C*. Note que d(q, p) = |lexp,'q||, a aplicagdo d*(.,p): M - R é C> e

1 B
grad 5d*(q,p) = —exp,'p,

(recorde que M é uma variedade de Hadamard) ver, por exemplo, [38].

Definicao 2.1 Sejam 2 C M um conjunto aberto e convexo, e X um campo de

vetores definido em M. X € dito ser mondtono em 2, se

(exp,'p, P! X(p) — X(q)) 20,  p,ge, (2.1)

onde Py, € o transporte paralelo ao longo da geodésica ligando q a p. Se €
satisfeita com desigualdade estrita para todo p,q € Q, p # q, entao X € dito ser
estritamente mondtono. Além disso, X € fortemente mondtono se existe X > 0 tal
que

(exp,'p, P, X(p) — X(q)) > M\d*(p.q),  p,qe (2.2)

Observacao 2.1 No caso particular que M = R™ com a métrica usual, as desigual-

dades e sao reduzidas a
(p—aq, X(p) — X(q)) >0, (p—a, X(p)—X(q) > Mp—dl*,

visto que equ_lp =p—qe Pq? = I. Portanto a defini¢dao estende, a variedade

Riemanniana, o conceito de operadores monotonos em R™.

O seguinte resultado nos prové um importante exemplo de campo de vetores

monotono que serd util neste trabalho.
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Proposigao 2.2 Seja p € M. O campo gradiente grad(d?(.,p)/2) é fortemente

mondtono com A\ = 1.
Prova. Ver Proposigao 3.2 de [41]. c.q.d

Proposicao 2.3 Sejam Q2 C M um conjunto aberto e convexo, e f : M — R uma

funcao diferencidvel em €2.

(i) [ € convexa em Q) se, e somente se, o campo de vetores grad f é mondtono em

Q .

)

(ii) f € estritamente convera em §) se, e somente se, o campo de vetores grad f é

estritamente monaotono em §2;

(1ii) f € fortemente convexa em Q se, e somente se, o campo de vetores grad f €

fortemente mondtono em €.

Prova. Ver Proposigao 3.4 de [41]. c.q.d

Como uma conseqiiéncia imediata das duas iltimas proposigoes, temos a seguinte
Proposigao 2.4 Sejap € M. A aplicacio d*(.,p)/2 é fortemente conveza.

Proposicao 2.5 Sejam Q2 C M um conjunto aberto e convero, T C R um conjunto
compacto e ) : M x T — R uma fun¢ao continua em Q x T tal que ¥, := (., 7) :
M — R ¢ fortemente convexa em ) com constante L > 0 para todo T € T'. Entao,
¢: M — R, definida por

¢(p) = max,er ¥ (p, 7),

¢ fortemente convexa em €2 com constante L. Em particular, se 1, € convexra para

todo T € T, entao ¢ € convexa em €.

Prova. Visto que T' é compacto e 1 é continua, a funcao ¢ estd bem definida. Seja
v [=6,0] — Q, 6 > 0, um segmento geodésico. Dado que 1, é fortemente convexa

com constante L para cada 7 € T, temos

(Yroy)(ati+(1—a)tz) < Oé(lbrov)(tl)Jr(l—a)(%OV)(Q)—%(1—a)04L||7'(0)||2(t1—752)27

11



para todo ty,ts € [—6,0] e a € [0,1]. Assim, tomando o maximo em 7 em ambos os

lados da desigualdade acima, obtemos

(¢07Xah+%1—aﬂa)S<ﬂ¢ovﬂh)+(1—ax¢ovﬂﬁ)—%(L—akﬂMWToﬂfﬁl—tﬂ{

o que implica que ¢o~y : [—d, ] — R é fortemente convexa com constante L|~'(0)||%.
Assim, ¢ é fortemente convexa em {2 com constante L. A prova da segunda parte é

imediata. c.q.d

Definicao 2.2 Seja 2 C M um conjunto aberto e convexo. Uma fungdo f : M — R

¢ dita ser Lipschitz em Q) se existe uma constante L := L(2) > 0 tal que

1f(p) = f(¢)| < Ld(p,q),  p,q€. (2.3)

Além disso, se € estabelecido que para todo py € ) existe L(pg) >0 e d = §(py) > 0
tal que a desigualdade ocorre com L = L(py) para todo p,q € Bs(py) := {p €
Q:d(p,po) <9}, entao f € chamada localmente Lipschitz em SQ.

Observagao 2.2 Como uma conseqiéncia imediata da desigualdade triangular,
obtemos que |d(p,po) — d(q,po)| < d(p,q) para todo p,q e po € M. Entao, da
Definicao adquirtimos que a funcao distancia Riemanniana a um ponto fizo,
d(-,q) € Lipschitz e portanto localmente Lipschitz. De fato, conhecemos bem que

cada fung¢ao convexa é localmente Lipschitz e conseqiientemente continua. Ver [33].

Proposicao 2.6 Sejam 2 C M wum conjunto aberto e convexo, f : M — R e
p € M. Se existe X\ > 0 tal que f+ (\/2)d*(.,p) : M — R € convera em S, entdo

f € localmente Lipschitz em ().

Prova. Visto que f + (A\/2)d*(.,p) é convexa, segue da Observagao que para
qualquer p € Q existe L1,d; > 0 tal que

Hf(‘h) + O‘/Q) dQ(Ch ,p)] - [f(QQ) + ()‘/2) dz(fh 7p>]| < le(%, CI2)7 41,92 € B(ﬁa 51)-
(2.4)
Além disso, Proposicao [2.4] junto com Observagao [2.2]implicam que existem Lg, 0 >

0 tal que

’(1/2>d2(Q1 ,p) - (1/2)d2(CI2 ,p)! < de(%,(h)a 1,92 € B(]@ 51)- (2-5)
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Simples manipulagoes algébricas nos permite obter que

1f(@q1) = fl@)] < |[f (@) + A2) d*(q1,p)] = [f (@) + (A/2) (g2, p)]| +
+|(A/2) d*(q2,p) — (A/2) d*(q1,p)| -

Portanto, tomando 6 = min{d;,dy} e usando as desigualdades (2.4) e (2.5]), con-

cluimos da ultima desigualdade que

|f(q1) — f(a2)] < (L1 + AL2)d(q1, q2), q1,92 € B(p,9),

e a prova estd terminada. c.q.d

A seguinte defini¢do tem aparecido em [36].

Definicao 2.3 Sejam 2 C M um conjunto aberto e convexo, e f : M — R uma
fungao continuamente diferencidvel em 2. O campo gradiente grad f € dito ser

Lipschitz com constante I' > 0 em ) sempre que

| grad f(q) — Pyggrad f(p)|| < T'd(p,q),  p,q €,

onde P,q € o transporte paralelo ao longo do segmento geodésico ligando p a q.

Proposicao 2.7 Seja Q2 C M um conjunto aberto e convexo e f : M — R uma
fungao duas vezes continuamente diferencidvel em ). Se Hess ,f € limitado em (2,

entao o campo de vetor gradiente grad f é Lipschitz em ().

Prova. A prova é uma consequéncia imediata do teorema fundamental do calculo

para campos de vetores. Ver, por exemplo, [5]. c.q.d
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Capitulo 3

Derivada direcional

Neste capitulo apresentamos algumas propriedades da derivada direcional de uma
funcao convexa definida sobre uma variedade de Hadamard, incluindo uma caracte-
rizacao da derivada direcional e do subdiferencial do maximo de uma certa colegao
de funcgoes convexas. Apresentamos também uma definicao para a derivada di-
recional (respectivamente, subdiferencial) generalizada de uma fungao localmente
Lipschitz (ndo necessariamente convexa) que, no caso Euclideano, coincide com a
derivada direcional (respectivamente, subdiferencial) generalizada de Clarke. Além
disso, algumas propriedades desses conceitos sao apresentadas, entre elas, a semi-
continuidade superior da derivada direcional, uma relagao entre o subdiferencial da
soma de duas fungdes localmente Lipschitz (no caso particular que uma delas é difer-
enciavel) e seus subdiferenciais, e uma importante propriedade do subdiferencial do

maximo de uma colecao finita de fungoes continuamente diferenciaveis.

3.1 Derivada direcional de funcoes convexas

Nesta secao apresentamos a definicao de derivada direcional de uma funcao convexa
em variedade de Hadamard e algumas propriedades envolvendo seu subdiferencial
(ver, por exemplo, [33]), as quais nos permitiram obter uma importante caracte-
rizacao para o subdiferencial do maximo de uma certa colecao de fungoes convexas.

Sejam ) C M aberto e convexo, e f : M — R uma fungao convexa em 2. Tome
peQuveT,Med>0eseay:[—d,0 — Qo segmento geodésico tal que
~v(0) = p e 4/(0) = v. Devido a convexidade de f o~y :[—0, ] — R, temos que a
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funcao ¢, : (0, 6] — R, dada por

¢ nao decrescente. Além disso, visto que f ¢ localmente Lipschitziana, segue que ¢,

é limitada proximo de zero. Entao, a seguinte definicao faz sentido.

Definicao 3.1 Sejam ) C M wum conjunto aberto e convezro, e f : M — R uma
funcao convexa em ). Entao, a derivada direcional de f em p € Q na direcao de

v e T,M é definida por

f'(p,v) = lim q,(1) = infq,(2), (3.1)

onde § >0 ey :[=0, ] — Q € o segmento geodésico tal que v(0) =p e v (0) = v.

Proposicao 3.1 Sejam Q0 C M um conjunto aberto e convexo, e f : M — R uma
funcdao convera em ). Entao, para cada ponto p € Q fizado, o subdiferencial de f

em p, 0f(p), é convexo.
Prova. Ver Teorema 4.6 de [33], p. 74. c.q.d

Proposicao 3.2 Sejam Q2 C M um conjunto aberto e convexo, e f : M — R uma

funcao convexa em 2. Entao, para cada ponto p € Q) fizado,

i) f'(p,v) = maxgeorp)(s,v), para todo v € T,M;
ii) Of(p) ={s € T,M : f'(p,v) > (s,v),v € T,M}.

Prova Ver Proposicao 3.2 de [42]. c.q.d
O seguinte resultado estende, ao contexto Riemanniano, o Teorema 3.4.14 de

[0].

Proposicao 3.3 Sejam T um conjunto compacto qualquer, @ C M um conjunto
aberto e convero, e h: M x T — R uma fun¢ao continua em Q x T tal que h(.,T) :
M — R é convexa em 2 para todo T € T. Se f : M — R € dada por f(p) =

max,cr h(p, 7), entdo f € convexa em Q e
f/(p7 ?)) = MaXrer(p) h,(pa T, U)v JAS Qa S TpMa

onde T(p) ={r €T : f(p) = h(p,7)}. Além disso, se h(.,T) € diferencidvel em Q

para todo 7 € T' e grad, h(p,.) € continua para todo p € Q, entdo
df(p) = conv {gradp h(p,7):7 € T(p)} )
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Prova. Visto que T é compacto, f estd bem definida. Sua convexidade segue da
Proposition [2.5] Agora, tome p € Q, v € T,M e o segmento geodésico 7 : [—6, 8] —
Q, 6 > 0, tal que y(0) = p e 4/(0) = v. Usando que T é compacto, temos que
T'(p) # (. Portanto, tomando 7 € T'(p), da definigao de f e T'(p) obtemos

fO®) = f) o h(y(),7) = hp,7)
t = t ’

t €(0,0).

Dado que f e h(.,7) sdo convexas, fazendo ¢ tender a 0, a desigualdade acima torna-

se
f'(pv) > W (p,mv), peQ veT,M, 7e€T(p).
Portanto,
f'(p,v) > sup h(p,7,v), peQ, veT,M. (3.2)
T€T (p)

Agora iremos provar a igualdade na equacao acima. Seja {tx} C (0,d) tal que ¢

converge a 0 quando k tendo a +00. Definamos

pr=at), e TR (3:3)
A tltima equagao implica que f(v(tr)) = h(y(tx), 7). Portanto, como f é convexa,
combinando (3.1)) e definicao de f, obtemos

, fOy(te) — f(p) _ h(y(tx), ) — h(p, )
f(p, U) S ktk S k ktk k .

Visto que {7} C T" e T é compacto, podemos supor (tomando uma subseqiiéncia, se
necessario) que a seqiiéncia converge a 7 € T' quando k vai a +oo. Assim, fazendo

k tender a 400 na ultima desigualdade, temos

f'(p,v) < W(p,7,0),

dado que h é continua e x — h(z,7) é convexa para cada 7 € T. Note que,
se T € T(p), entao a ultima desigualdade implica que (3.2)) ocorre com igualdade.
Assim, para concluirmos a primeira parte, ¢ suficiente provar que 7 € T'(p). Primeiro

note que, usando ([3.3)), definicdes de T'(p*) e f, concluimos que
h(p*, m) = maxeer h(p®,7) > h(p*,7),  TET.

Portanto, fazendo k tender a +oo, temos que h(p,7) > h(p, ), para todo 7 € T,

que, junto com a defini¢ao de f, da f(p) = h(p,T), o que conclui a primeira parte.
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Para provar a segunda parte, tome p € Q e 7 € T(p). Da Proposicao , a

convexidade de h(.,7) implica que

h(q,T) > h(p,7) + (grad, h(p, T),exp;1 q), qe .

Visto que 7 € T(p), h(p,7) = f(p), 0 que junto com defini¢ao de f e dltima equagao

torna
f(@) = f(p) + (grad, h(p,7),exp, " q).

Assim, grad, h(p,7) € df(p). Como Proposigao implica que df(p) é convexa,
concluimos que

conv{grad, h(p,7) : 7 € T(p)} € Of(p).

Afirmamos que a inclusao acima ocorre com igualdade. De fato, assuma, por con-

tradicao, que

Jye€df(p), y¢convigrad,h(p,7):7€T(p)}.

Devido o fato que grad, h(p, .) é continua e T'(p) é um conjunto compacto, concluimos
que o conjunto conv{grad, h(p,7) : 7 € T(p)} é compacto. Assim, pelo Teorema de

separacao em T,M, existe v € T,M — {0} e a € R tal que
(y,v) > a > (grad, h(p,7),v), V7 €T(p).

Como 7'(p, 7,v) = (grad, h(p,7),v)), segue da tltima desigualdade e primeira parte

da proposicao que

<y’ U> > maXrer(p) h,(p7 T, U) = f/(p7 U)’

Visto que y € df(p), obtemos uma contradigao com a Proposi¢ao i. Portanto a

afirmacao esta provada, o que conclui a prova. c.q.d

Corolario 3.1 Sejam ) C M um conjunto aberto e convexo, e h; : M — R uma
funcao convexa diferencidvel em 2 para i =1,...,m. Se h: M — R ¢é definida por

h(p) := max;es hi(p), onde I = {1,...,m}, entdo
Oh(p) = conv{grad h; : i € I(p)} =

yel,M:y= Z a; grad h;(p), Z a;=1,0, >0,
)

i€l(p) i€l(p
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onde I(p) :={i: h(p) = hi(p),i = 1,...,m}. Em particular, p minimiza h em § se,
e somente se, existem o; >0, 1 € I(p), tais que

0= Z a; grad h;(p), Z a; = 1.

i€I(p) icl(p)

Prova. Segue da Proposicao |3.3] c.q.d

3.2 Derivada direcional de funcoes localmente
Lipschitz

Nesta secao apresentamos definicoes para a derivada direcional e o subdiferencial
generalizado de uma fungao localmente Lipschitz (ndo necessariamente convexa).
Além disso, algumas propriedades desses conceitos sao apresentadas, entre elas, a
semicontinuidade superior da derivada direcional, uma relagao entre o subdiferencial
da soma de duas fungoes localmente Lipschitz (no caso particular que uma delas é
diferenciavel) e seus subdiferenciais, e uma importante propriedade do subdiferencial

do maximo de uma colecao finita de fungoes continuamente diferenciaveis.

Definicao 3.2 Sejam QQ C M wum conjunto aberto, e f : M — R uma funcao

z

localmente Lipschitz em Q. A derivada direcional generalizada f°: T — R de f ¢

definida por

' f (equt(D epr)expglq'U) — f(q)
f(p,v) ;== limsup

)
t|0 g—p 2

(3.4)

onde (D exp,,) 1, denota a diferencial de exp, em explj1 q.

expyp
E vélido ressaltar que uma definigdo equivalente tem aparecido em [3].

Observacgao 3.1 A derivada direcional generalizada estd bem definida. De fato,

seja L, > 0 a constante de Lipschitz de f em p e § = §(p) > 0 tal que
| f(expg t(D exp,,) =1 ,v) — f(@)| < Ly d(expy t(D exp,) =1 4 U5 @),
para todo q € Bs(p) et € [0,d). Dado que

d(expy t(D exp,) =1 Vs @) = (D expy) o=t |,
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a desiqualdade acima torna-se

| f(expy t(D expp)expz1 ) — (@) < Lpt]|(Dexp,) -1 vl @ € Bs(p), T €0,6).

Visto que lim,_,, (D exp, ) -1 U = U, nossa afirmagao seque da dltima desigualdade.

expy

Observagao 3.2 Note que, se M = R" entdo exp, w = p+w e (D exp,) v=n.

-1
expp  q

Neste caso, (3.4]) torna-se

L@@ﬂo:nmamf@+m?—f@x
tl0 g—p

que € a derivada direcional generalizada de Clarke no caso Fuclideano, ver [[3] p.
25. Portanto, a derivada direcional generalizada em variedade de Hadamard é uma

extensao natural da derivada direcional generalizada de Clarke.

Agora iremos provar a semicontinuidade superior da derivada direcional generali-

zada.

Proposicao 3.4 Sejam 2 C M um conjunto aberto e f : M — R uma funcao
localmente Lipschitz em €. Entdo, f° é semicontinua superior em TS), i.e., se
(p,v) € TQ e {(pF,v*)} € uma segiiéncia em TQ tal que limy_. oo (p*,v%) = (p,v),
entao

lim sup f°(p*,v") < f°(p,v). (3.5)
k—-+o00

Prova. Sejam (p,v) € TQ e {(pF,v*)} € TQ tal que limy_., o (p*, v*) = (p,v). Para
provar a desigualdade (3.5) primeiro note que, para cada k
exp,tw) —
POt < limsup f(exp, tw) — f(q)

110 (gw)—(pF,vk) t

, (q,w) €T

Assim, pela definicdo de limite superior, existem (¢*, w*) € TQ — {(p*,v¥)} e tx > 0

tais que
. 1 f(exp tryw®) — f(qg" - 1
P o) — g < TEPID I ) ) < 1 (36)

com d sendo a distancia Riemanniana em TM. Seja U, C Q uma vizinhanga de p

tal que TU, =~ U, x R", f é Lipschitz em U, com constante L, and exp é Lipschitz

em T'U, com constante K. Da primeira desigualdade em ((3.6]), obtemos

1 [ {expgr tk(D epr)exp;quU — f(g")
fo(Pk,Uk)—E < ( i >

f(exp,n tywk) — f (equ;c ti(D expp)expglqu)
tr '

+

(3.7)
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Por outro lado, como limy, . 1o (p*, v¥) = (p, v), concluimos, da segunda desigualdade

em (3.6) que

exp tyw® € Uy, expyk tr(D eXDp) exp=t g+ V) € Up, k > ko,

expp

para ko suficientemente grande. Assim, como f é Lipschitz em U,, para k > ko,

temos

f(exp tew®) — f <equk L (D €xPy) pzt qu) ‘ <

L,d (equk trw®, exp, tp(D expp)exp;1 qu> . (3.8)
Agora, levando em conta que exp ¢ Lipschitz em T'U,, no caso particular que k > kg

d (equk tyw®, exp,r te(D exp,) 71qu) < k|tyw® — ti(D exp,)

expp 1qu||'

expyp

Visto que limy_ ;o p* = p, a segunda equacao em ([3.6)) implica que limy_, 1o ¢* = p.

Consequentemente limg_. ;o (D exp,)) .U = v 0 que, junto com ultima desigual-

exp;1 q

dade, implica

lim d <equk trw®, expy tp(D expp)exp;1 qu> [t = 0.

k—-4o00

Portanto, combinando a ultima equacao, (3.7), (3.8) e Definigao , o resultado
segue. c.q.d
A seguir generalizamos a definicao de subdiferencial para funcgoes localmente

Lipschitz definidas em variedade de Hadamard, ver Proposicao [3.2]item ii.

Definicao 3.3 Sejam Q0 C M um conjunto aberto e f : M — R wuma funcao
localmente Lipschitz em 2. O subdiferencial generalizado de f em p € Q, denotado

por 0° f(p), € definido por
°f(p) :={weT,M: f°(p,v) > (w,v),YveT,M}.

Observacao 3.3 Se Q ¢ convero e a funcao f : M — R é convexa em €2, entdo
fo(p,v) = f'(p,v) (respectivamente, 0°f(p) = Of(p)) para todo p € , ie., a
derivada direcional (respectivamente, subdiferencial) para fungées Lipschitz é uma
generaliza¢ao da derivada direcional (respectivamente, subdiferencial) para fungoes

convezas. Ver [3] Afirmagao 5.4 na prova do Teorema 5.3.
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Definicao 3.4 Seja f: M — R uma func¢ao localmente Lipschitz. Um ponto p € €

¢ dito ser um ponto estaciondrio de f sempre que 0 € 0° f(p).

Lema 3.1 Seja Q2 C M um conjunto aberto. Se f: M — R é localmente Lipschitz

emQ eg: M — R é convexa em 2, entao

(f+9)°@v) = f(p,v) +dpv) peQ veT,M (3.9)

Além disso, se em adicao g € também diferencidvel, temos

O°(f +9)(p) = 0°f(p) +gradg(p), pe (3.10)

Prova. Usando a definicao da derivada direcional generalizada e simples manip-

ulacoes algébricas, obtemos

X Dex 1 _
(f+g)o(p,v) = limsup f(e pqt( © pp)expp q’U) f(q>

tl0 g—p t

+

9(expy t(D €xp,) -1 V) — 9(q)
t

Propriedade bésica do limite superior junto com a definicao da derivada direcional

generalizada e Observagao segue que

(f +9)°(p,v) < f(p.v) + g'(p,v). (3.11)
Agora, como f°(p,v) = ((f +9)+ (—9))° (p,v), desigualdade acima implica, em
particular

fpv) < (f +9)°(p,v) + (=9) (0, v),

que é equivalente a

(f +9)°(p,v) = f(p.v) + g'(p,v).
Assim, combinando tltima desigualdade com desigualdade (3.11)), a igualdade
é obtida.

No caso que g é também diferenciavel, em particular ¢'(p,v) = (grad g(p),v).

Portanto, a prova da igualdade (3.10) é uma consequéncia imediata da igualdade
(13.9) e da definigao do subdiferencial generalizado. c.q.d

Corolario 3.2 Sejam 2 C M um conjunto convexo, p € M e A > 0 tal que f +
(A\/2)d*(.,p) : M — R € convera em ). Se p € Q é um minimizador de f +
(\/2)d*(.,p), entdo

)\exp;lﬁ € 0°f(p).
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Prova. Visto que p ¢ um minimizador de f + (A\/2)d?(.,p), obtemos

0€a<f+%d2(.,p)> (p). (3.12)

Por outro lado, como f+(\/2) d*(.,p) é convexa em Q e (\/2) d?(.,p) é diferencidvel
com grad (A\/2) d*(q,p) = —Aexp, ' p, usando Observacao , Proposicao [2.6/ e apli-
cando Lema com g = (\/2)d?(.,p), temos

A _ . A _ o .
0 (14580 0) 0) =0 (14300 D) ()= 1) - rew, 5 (13)
Portanto, o resultado segue pela combinacao de (3.12) com (3.13). c.q.d

Observacgao 3.4 O resultado do Lema[3.1] foi utilizado apenas no caso que a fungdo
g € a fungdo conveza e diferencidvel (A\/2)d*(.,p) com A\ >0 ep € M. Por isso no
referido lema admitimos a hipdtese de convexidade sobre a func¢ao g. Provaremos
logo depois que se g € continuamente diferencidvel entdo g € localmente Lipschitz e
existe g° = ¢'. Neste caso, notamos que o resultado do Lemma pode ser obtido

considerando g apenas continuamente diferencidvel.

Os dois proximos teoremas além de servirem como resultados preliminares tteis
na prova do Lema [3.1{no caso que g é apenas continuamente diferencidvel, mostram

que o sudiferencial é de fato uma generalizacao da derivada cléssica.

Teorema 3.1 Sejam 2 C M um conjunto aberto e f : M — R uma funcdo local-

mente Lipschitz em ). Se [ € diferenciavel em ) entao

grad f(p) € 0°f(p), peq

Prova. Visto que f ¢ diferencidvel em p, em particular temos que a derivada

direcional f'(p,v) exite e
f'(p,v) = (grad f(p),v),p €Q,  veET,M.
Como f'(p,v) < f°(p,v), para todo p € Q e v € T, M, da dltima igualdade obtemos

fo(p,v) = (grad f(p),v), peQ, wveT,M,

e o resultado segue da definicao do subdiferencial generalizado. c.q.d
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Teorema 3.2 Sejam 2 C M um conjunto aberto e f : M — R uma funcao lo-
calmente Lipschitz em §2. Se f € continuamente diferencidvel em € entao f é

localmente Lipschitz em 2 e Of (p) = {grad f(p)}, para todo p € Q.

Prova. Tome p € 2. Dado que f é continuamente diferenciavel em €2, em particular,

f é contiamente diferencidvel em p e, neste caso, existem 6, M > 0 tais que
lgrad f(q) <M,  q € Bs(p). (3.14)

Dados p1,p2 € Bs(p) e v € T,,, M tal que exp, v = ps, definamos h : [0,1] — R por
h(t) = f(exp,, tv). Pelo teorema do valor médio para o caso escalar existe ¢ € (0,1)

tal que

Assim, visto que h(0) = f(p1), (1) = f(p2) e W(f) = (grad f(exp,, tv),tv), da

ultima igualdade segue que

f(p2) = f(p1) = (grad f(exp,, tv),tv).

Como |(grad f(exp,, tv),tv)| < f| grad f(exp,, tv)|||v], levando em conta que
exp,, o € Bs(p), BI) e o]l = llexps) pall = d(pa, 1), da iltima ignaldade con-

cluimos que
|f(p2) - f(p1)| S 7;5-]\4d(p27p1)7

0 que prova a primeira parte do teorema.
Do Teorema para provar a segunda parte é suficiente mostrar que para
qualquer w € 9°f(p), w = grad f(p). Para isto tome uma seqiéncia {p’} C Q

convergindo a p e v € T,M. Visto que f é diferencidvel e (D exp,)., ¥ € 1piM,

expp

temos

I <p’, (D expp)expglpjv> = <grad f(p)), (D expp)expglpjv> , j=0,1,....

Assim, da continuidade de gradf em € junto com o fato que

limys ., (D €xp,,)yp-1 0 = v, Segue que

expp

lim /(97 (D exPy oy 1 0) = (erad f(p), v) = f'(p,v).

pI—p

Por outro lado,

|  (exPyp HD exp, )y 0) = F)

. ! R T .
I}jlinp J' (P (D expy) o1 iv) = pljlgp lgfg)l . :
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e, da definicao de derivada direcional generalizada junto com a ultima igualdade,

concluimos que
fo(p,v) = f'(p,v) = (grad f(p),v).

Agorasejaw € 9°f(p). Entao, da defenigao do subdiferencial generalizado junto com
a tultima igualdade, temos que (grad f(p),v) > (w,v). Portanto, da arbitrariedade

de v concluimos que w = grad f(p) e a prova estd concluida. c.q.d

Proposicao 3.5 Sejam Q C M um conjunto aberto e convero, I = {1,...,m},
fi + M — R uma funcdao continuamente diferencidvel em € para todo i € I e
f: M — R definida por

f(p) = maxics fi(p).

Entao, f € localmente Lipschitz em Q e, para cada p € €2, ocorre

conv{grad fi(p) : i € I(p)} € 9°f(p),
onde I(p) :=={i: filp) = f(p), i=1,...,m}.

Prova. Dado que f; é continuamente diferenciavel em €2, concluimos que f; é
localmente Lipschitz em 2, para todo ¢ € I. Assim, para cada p € Qe i € I,

existem 9;, L; > 0 tais que

Por outro lado,

| maxer fi(p) — max;er fi(q)| < maxier | fi(p) — fi(q)]-

Combinando as duas ultimas expressoes com definicao de f, obtemos

|f(p) — f(@)| < Ld(p,q)  p.q € Bs(p),

onde § = min;c; d; e L = max;e; L;, 0 que prova primeira parte.
Para provar a segunda parte, tome p € Q, u € conv{grad fi(p) : i € I(p)} e
v € T,M. Entao existem constantes, o; > 0 para ¢ € I(p) com Zie](p) a; = 1, tais

que

u= Y a;grad f;(p).

i€l (p)
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Como f; é diferenciavel em 2, para todo ¢ € I, simples manipulagoes algébricas nos

permitem obter
(w,v) = Y ailgrad fi(p),v) = Y aifl(p,v).
i€l(p) i€l(p)
Dado que f é localmente Lipschitz em p, as defini¢oes de f, I(p) e derivada direcional

generalizada implicam
filp.v) < f2(p,v),

que, junto com a ultima equagao, nos fornece (u,v) < f°(p,v), e a prova segue da

defini¢ao de 0°f(p). c.q.d
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Capitulo 4

Método de ponto proximal local

em variedades Riemannianas

Seguindo as idéias de KAPLAN E TICHATSCHKE [25], neste capitulo estendemos

o campo de aplicacao do método de ponto proximal para resolver o problema

min f(p)
s.t. pe M,

(4.1)

no caso que a fungdo objetivo é uma fungao (nao necessariamente convexa) dada
pelo maximo de uma certa colegao de func¢oes continuamente diferenciaveis variando
sobre um conjunto de indices compacto (finito ou infinito). Provamos o seguinte

teoremas:

Teorema 4.1 Seja 2 C M um conjunto aberto e convexo, ¢ € M e T C R um
conjunto compacto. Seja p : M x T — R uma fun¢ao continua em  x T tal que
©(.,7) : M — R € continuamente diferencidvel em Q e continua em Q (fecho de 1),

para todo T €T, e f: M — R definida por

f(p) := max.er o(p, 7).

Assuma que —oo < inf,epr f(p), grad, ¢(.,7) € Lipschitz sobre 0 com constante L,

para cada 7 € T tal que sup,cp L, < +00 e
Li(f(@)) ={pe M f(p) < fla)} <. inf f(p) < f(a)-
Tome 0 < X e uma sequéncia {\,} satisfazendo sup,.cp L, < A, < X ep € Li(f(q)).
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Entdao o método de ponto proximal

. A
pk-l—l = argminge {f(p) + ?de(p,pk)} ’ k=0,1,..., (4.2)

com ponto inicial p° = p, estd bem definido, a sequéncia gerada {p*} permanece em

Ls(f(q)) e satisfaz somente uma das sequintes afirmagoes

i) {p*} € finita, i.e., p*T1 = p* para algum k e, neste caso, p* é um ponto

estaciondrio de f,

i) {p*} € infinito e, neste caso, qualquer ponto de acumulagdo de {p*} é um ponto

estaciondrio de f.
Além disso, assuma que o conjunto dos minimizadores de f € nao vazio, i. e.,
h1) U ={p: f(p) = infers f(D)} # 0.
Seja c € (infyenr f(p), f(q)). Se adicionalmente as sequintes hipdteses ocorrem:

h2) L¢(c) é convezo e f € convexa sobre L(c);

h3) Para todo p € Ly(f(q)) \ Ls(c) e y(p) € 0°f(p) temos |ly(p)|| > >0,

entdo a sequéncia {p*}, gerada por (4.2) com

sup L, < \g < A, kE=0,1,... (4.3)

TeT

converge para um ponto p* € U*.

Observagao 4.1 A continuidade de cada funcio o(.,7) sobre Q0 garante que os
conjuntos de nivel da funcao f, em particular, o conjunto solucao U*, sao fechados

na topologia da variedade M.

Na préxima observagao mostramos que se €2 é limitado e ¢(.,7) é convexa sobre

) entao f satisfaz as hipoteses h2 e h3.

Observagao 4.2 Se ¢(.,7) € uma fungio conveza em 2 e continua em Q para todo
T € T entao, pela Proposicao [2.5, a funcdo f é convera em ) e a hipdtese h2 €

satisfeita para todo ¢ < f(q). Além disso, da Observagao

°f(p) =0f(p), ped (4.4)
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Tome c € (inf e f(p), f(q)), suponha que hl ocorre e Q € limitado. Entao, temos

0 <sup{d(p*,p):p" € U",p€ Le(f(q)\ Ls(c)} =€ < +oo0. (4.5)

Seja p* € U* fizado, p € Ly(f(q)) \ Ls(c) ey(p) € 0f(p). A converidade de f em
implica que

(y(p) , —exp,'p") > flp) — f(p").

Visto que [ly()llll exp, p*l = (y(p), —exp,'p*), dp*,p) = llexp, ' p"|l, p €
Ls(f(q))\ Ls(c) e U* é um subconjunto proprio de L¢(c), da desigualdade acima

obtemos
ly()[ld(p*,p) > c— f(p*) > 0.

Assim, de (4.5)) junto com dltima desigualdade, ||y(p)|le > ¢ — f(p*) > 0. Portanto,
fizando § = (¢ — f(p*))/e, temos

ly(p)l >0 >0,
que junto com (4.4) mostra que f satisfaz h3.

Para provar o teorema acima precisamos de alguns resultados preliminares. De
agora em diante assumimos que cada uma das hipéteses no Teorema [4.1{ ocorre, com
excecao de hl, h2 e h3, que serao assumidas validas somente quando explicitamente

mencionado.

Lema 4.1 Para todo p € M e \ satisfazendo

sup L, < A,
T€T

a fungao o(.,7) + (N\/2)d?*(.,p), € fortemente convera em € com constante \ —
sup,cr L. Como uma consequéncia, f + (N\/2)d*(.,p) € fortemente conveza em

com constante X — sup,cp L.

Prova. Visto que T é compacto e ¢ é continua, a funcao f estda bem definida.
Tome 7 € T, p € Q e defina ¥, := ¢, + (\/2)d*(.,p), onde ¢, := ¢(.,7). Note que
grad ¥ (p) = grad ¢, (p) — Aexp;lﬁ. Assim, para todo p,q € Q2

(P, grad ¢ (p) — grad ¥-(q), exp, ' p) = (P,,' grad ¢ (p) — grad ¢ (q), exp, ' p)

— NP, exp, ' p—exp, ' pexp, ' p).
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Como

(P, grad ¢-(p) — grad o (q), exp, ' p) > —||P,," grad ¢ (p) — grad ¢-(q)|||| exp, " |,

usando a igualdade d(q,p) = || exp, " pl|, Proposicao e igualdade acima, obtemos

(P, grad i, (p) — grad ¢, (q), exp, ' p) >

— ||P,," grad ¢, (p) — grad ¢, (q)||d(q, p) + Ad*(g, p).

Agora, como grad ¢, ¢ Lipschitz em (2 com constante L, e o transporte paralelo é

uma isometria, ultima desigualdade torna-se

(P, grad,(p) — grad ¢, (q),exp, ' p) > (A = L)d*(q,p).

Por hipdtese, A > sup,.; L.. Assim, a desigualdade acima e a Definigao im-
plicam que gradt, é fortemente monétono com constante A — sup..; L,. Com
isso, da Proposicao [2.3] concluimos que v, ¢é fortemente mondétono com constante

A —sup,c; L. E facil ver que
max,c; ¥ = f + (A/2)d*(.,p).
Portanto, usando Proposicao 2.5, a afirmacao da proposi¢ao segue. c.q.d

Corolario 4.1 O método de ponto proximal (4.2)) aplicado a f com ponto inicial
p° = p estd bem definido.

Prova. Assuma que p* € L;(f(q)) para algum k. Note que os minimizadores de
Uy = [+ (\/2)d?(., p¥), caso existam, estdo em Ly, (¥x(p*)) € Li(f(q)) C §, mais
precisamente,

argmin,cy, i (p) = argmin,c (g, iy Ux(p)):

Como f é continua em €, Ly, (¢¥x(p*)) é fechado com respeito a topologia da va-
riedade M. Além disso, visto que sup,cp L, < Ag, concluimos do Lema que
a aplicacao 1y, ¢ fortemente convexa em (2 com constante 3 = A\ — sup,cp L.
Nestas condicoes, afim de que v tenha um tnico minimizador em M ¢ suficiente
mostrarmos que Ly, (¥ (p*)) é um conjunto limitado. Da convexidade ¢, em
temos, em particular, que Ly, (¥(p*)) é um conjunto convexo. Suponhamos por

absurdo que Ly, (¥x(p¥)) é ilimitado. Entdo, existe v € T,xM e uma geodésica

29



v 1 [0,400] — Ly, (¥r(p¥)) tal que ¥(0) = p* e 7/(0) = v. Fixemos t; > 0. Para

todo t > ty, temos que

U (t0)) = Byt + (1= 2)0)),

Agora, levando em conta que v, é fortemente convexa com constante (3, da ultima
igualdade decorre que

1

1)) < 2ir(r0) + (L= D)i(r(0)) - 51— )

4
ol
Como, ¥ (v(t)), ¥ (7(0)) € Ly, (¢¥r(p¥), da dltima desigualdade obtemos

1

Ur(v(to)) < ve(P*) — 5(75 — to)tof3||v]l?,

que ¢ um absurdo, pois ¥y (Y(t)) ¢ finito e 1y(p*) — 5(t — to)toS|v||* tende a —oo
quando ¢ vai para +o00. Portanto Ly, (¢¥%(p*)) é limitado e, consequentemente, p**
estd bem definido. Dado que p® = p € L;(f(q)), a prova segue de um simples

argumento de indugao. c.q.d
Lema 4.2 Seja {p*} a seqiiéncia gerada pelo método de ponto proximal . Entao,
i) fOM) + (A/2)d* (" p8) < f(Y), k=01,
ii) {p*} C L(f(a));
iii) 0 € 0 (f +2d(., p")) ("), k=0,1,..;
w) —oo < f = limy_o f(p¥);
v) limy o d(p**, p*) = 0.

Prova. O item i é uma conseqiiéncia imediata de , o que implica que {f(p*)} é
mondtona nao crescente e, portanto, que o item ii ocorre. Visto que sup, ¢y Ly < Ag,
Lemaimplica que f+(\/2)d?(., p*) é convexa em Q, que, junto com (4.2]) prova
item iii. Novamente usando que {f(p*)} é uma seqiiéncia monétona nio crescente
e que —oo < infyep f(p), item iv segue. Finalmente, o item v é conseqiiéncia dos

items i e iv. c.q.d

Lema 4.3 Seja {p*} a seqiiéncia gerada pelo método de ponto proxvimal (4.2)), com
M\ satisfazendo (4.3). Assuma que hl e h2 ocorrem. Se p* € Lg(c) para algum k

entdo {p*} converge a um ponto p* € U* C Q.
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Prova. Por hipétese, p* € L(c) para algum k, i.e., existe ko tal que f(p*) < c.
Entao, do Lemma item i, {p¥} C Ly(c) para todo k > ko. Por outro lado, de

[3), temos
+00
>3 =t
= M
Portanto, usando h1l e h2, o resultado segue de argumentos similares usados na

prova do Teorema 6.1 of [1§]. c.q.d

Lema 4.4 Seja {p*} a seqiiéncia gerada pelo método de ponto prozimal [&.2) com
A satisfazendo (4.3). Se h3 ocorre, entdao depois de um niumero finito de passos as

iteradas do método entram no conjunto L¢(c).

Prova. Primeiro note que, de inf,ep f(p) < ¢, temos Ly(c) # (). Suponha por
absurdo que p* € L;(f(q))\ Ls(c) para todo k. De (4.3)), temos que sup,cr L, < .
Além disso, do Lema com \ = )\, e p = p¥, segue que

f+(w/2) (")

é convexa em (2. Visto que o ponto p*1 € Q (ver item ii do Lema |4.2)) e, de (4.2)), o
mesmo é um minimizador da funcao acima, aplicando Corolario com p = pFtl,
obtemos

)\kexp;kﬂlpk € o f(pM), kE=0,1,.....

Dado que p"™ € L;(f(g)) \ Ly(c), hipétese h3 e inclusdo acima acarretam
|])\kexp;kl+1pk|] > 0, k=0,1,....

De ([#.3) temos Ay < A. Como d(p*,p**!) = Hexpj;,gl+1 pF|l, a dltima desigualdade
implica que

d(p*, p"™) > =, k=0,1,....

> &,

Assim, do item v do Lema [4.2] chegamos em uma contradi¢ao. Portanto existe kg

tal que f(p™) < c e o resultado segue do item i do Lema . c.q.d

Prova do Teorema [4.1]

A boa definicdo do método de ponto proximal (4.2) é uma conseqiiéncia do
Corolério . Seja {p*} a seqiiéncia gerada pelo método (4.2). Dado que p° =
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p € Ls(f(q)), item ii do Lema nos diz que toda a seqiiéncia esta em L(f(q)).
Do item iii do Lema [4.2] temos

0€d <f+%d2(.,pk)) P, k=0,1,....

Visto que sup,cp Ly < Ag, Lema implica que f + (A\x/2)d?(.,p*) é fortemente
convexa em {2, o que, junto com a Proposic¢ao|2.6, nos da que f é localmente Lipschitz
em . Assim, usando a definicao de p**!, concluimos, do Corolario com A = A,
p=p"ep=p" que

Ak exp;,}+1 pF e 0°f(pFth). (4.6)
Se {p¥} é uma seqiiéncia finita, entdo p**! = p* para algum k e a tltima incluso
implica que 0 € 9°f(p**!), i.e., p* é um ponto estaciondrio de f. Agora assuma que
{p*} é uma seqiiéncia infinita. Se p é um ponto de acumulagio de {p*}, entdo existe
uma subseqiiéncia {p*} de {p*} tal que lim,_,,, p***! = p, e item v do Lemma

implica que

Jim [exppy i p = lim d(p™, p*) = 0. (4.7)

Agora, da relagao (4.6]), temos que
fe(prttv) > A, (exp];kls+1 pre v, Vv € T M.
Seja v € T;M. Portanto, da tltima desigualdade, obtemos

ot VR >, <eXp;kls+1 pre v, Rt = D(eXpﬁ)expglp’“S“@'

Note que lim, ., p®* = p implica que lim, ., v*™ = 5. Visto que {\.} é
limitada, deixando s ir a +00 na ultima desigualdade, Proposition [3.4] junto com
(4.7) nos da

fo(pv) = lim sup f°(p" o) >0,

o que acarreta que 0 € 9°f(p), i.e., p é um ponto estacionario de f e a primeira
parte do teorema esta concluida.

A segunda parte segue dos Lemas 4.3 e 4.4 e a prova do teorema esta terminada.
c.q.d

Observacao 4.3 Na andlise de convergéncia apresentada neste trabalho foram fun-
damentais algumas propriedades da derivada direcional e subdiferencial generaliza-

dos, como por exemplo a semicontinuidade supertor da primeira, caracterizada na
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Proposicao|3.4. Esta propriedade foi fundamental na prova da afirmacdo it do Teo-
rema . E possivel provar a afirmacdo i do Teorema utilizando uma outra
técnica, valida somente no caso que o conjunto de indices T € finito, que nao neces-
sita da semicontinuidade superior da derivada direcional generalizada. Tal resultado
¢ uma generalizagdo do Teorema 1 de [25] a estrutura Riemanniana. A seguir apre-

sentamos:

Prova do Teorema [4.1] i-ii no caso que T é finito

Suponhamos que T' = {1,2,....m} e ¢, = ¢(.,7). Visto que max,er L, < A,
Lema {.1] implica que o, + (A\,/2)d?(.,p%) e f + (\/2)d?(.,p*) sdo fortemente con-
vexas. Assim, do item iii do Lema [4.2] temos

0ed <f+%d2(.,pk)) (P, k=0,1,....

Além disso, aplicando Corolario com h, = ¢, + (A\e/2)d?(.,pF) e h = f +
(Ax/2)d?(., p*), concluimos que existem constantes o™ > 0 com 7 € T(pF*!) tais

que

A
0= 3 abgnd (ot FECN) G, X abtiol,

TET (pk+1) T€T(pk+1)

onde T(p**) ={r € T: f(p") = p(p**!,7)}. Mas isto nos diz que

0= o grade, ()= Mexp L p", Yookt =1, k=01,....
TET(pkt1) T€T (pk+1)

(4.8)
Se a seqiiéncia {p*} é finita, entdo existe k tal que p*** = p*. Neste caso, exp;,}+1 pk =

0 e a primeira igualdade em (4.8]) torna

0= Y afflgrad f,(p),

T€T (pk+1)

que, junto com a Proposicao , implica que 0 € 0°f (pk). Assim, pk ¢ um ponto
estacionario de f e o item i estd provado.
Agora, assuma que a seqiiéncia {p*} é infinita e p é um ponto de acumulagao

dela. Seja {a®™1} C R™ a seqiiéncia definida por

k+1 _ (()z]f+1,. ak:-i-l akz—i—l _ O, e T\T(pk+1).

@ o Cm )’ T
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F1]|; = 1 para todo k, onde || ||; denota

Visto que } . crpniny o =1 temos que ||a
a norma da soma em R™. Assim, {a**1} ¢ limitada. Sejam {p**1} e {a*=*1}

ks+1

subseqiiéncias de {p**'} e {aFT!}, respectivamente, tais que, lim, .o p =P
e lim,_ o a®* = @ Como f é continua em €, item ii do Lema implica

que p € L¢(f(q)) € Q. Dado que T é finito, podemos assumir, sem perda de

generalidade, que

T =TE"") =.. =T, (4.9)
e equacao (4.8) torna

0= b grad £~ hespylo g, ekt =1 s=12

ieT i€T

Por outro lado, item v do Lema [£.2] implica que

Slirgo | eXp;,}s+1 pr| = slirgo d(p*+t, pt) = 0.

Dado que ), é limitada, lim,_ . p** = p e lim,_ o a**! = a, fazendo s tender
a 400 nas igualdades acima, temos
Ozz@igradfi@)a Zo_éz‘: 1.
ieT ieT
Usando definicao de T'(p), relacio (4.9) e continuidade de f, obtemos T C T(p).

Portanto, como p € €2, segue da Proposicao [3.5 que

0€9°f(p),

i.e., p é um ponto estacionario de f e o item ii esta provado. c.q.d

4.1 Exemplos

Nesta secao apresentamos dois exemplos. No primeiro consideramos um problema
de minimizacao nao convexo onde a funcao objetivo é definida em uma variedade
de Hadamard com curvatura identicamente zero. No proximo exemplo “generali-
zamos’ o primeiro a um caso onde a variedade de Hadamard tem curvatura nao
identicamente zero. Em ambos os exemplos, tanto o método de ponto proximal
local classico (ver [25]) bem como o método de ponto proximal Riemanniano (ver
[18]) ndo podem ser aplicados. Porém, o método proposto neste trabalho pode ser

aplicado.
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4.1.1 Meétodo de ponto proximal para semi-reta positiva

Seja (Ry4,(, )) a variedade Riemanniana, onde R, , = {z e R:x >0} e (,) é a
métrica Riemanniana (u,v) = g(x)uv com g : R;, — (0,400). Assim, os simbolos

de Christoffel e a equacao geodésica sao dados por
1y, dg(x)  d d*x dz\?
I'(z) = 29 (x) e dr In+/g(x), 2T I'(x) i 0,

respectivamente. Além disso, em relacao a uma funcao duas vezes diferencidvel

h:R,; — R, o Gradiente e a Hessiana de h sao dados por
gradh = g 1/, hess h = " —TH,

respectivamente, onde A’ e h” denotam a primeira e a segunda derivada de h no

sentido Euclideano. Para mais detalhes ver [33]. Assim, no caso particular que

g(z) =272

[(z) = —2', gradh(z) = 20/ (z), hess h(z) = h"(z) + 27 h'(z).  (4.10)
Além disso, a aplicagdo ¢ : R — R, definida por ¢(z) = €, é uma isometria

entre o espago Euclideano R e a variedade (R; 4, (, )) e a distancia Riemanniana,

d:Ryy xRy — R, édada por

d(z,y) = [~ (z) =¥~ (y)| = [In(z/y)], (4.11)

ver, Exemplo 3.1.2 de [6]. Portanto, (R, (, )) é uma variedade de Hadamard e a
unica geodésica = : R — Ry, com condigoes iniciais z(0) = zg e 2/(0) = v, é dada
por

z(t) = zoe /™,

Da expressao acima é facil ver que qualquer intervalo I C R,, é um conjunto
convexo da variedade (R; ¢, (, )).

Agora sejam fi, fo, f : Ry — Rep: Ry x[0,1] — R fungoes reais tais que

p(e,7) = filz) + 7(fale) = fi(2),  [(2) = maxeep (2, 7), (4.12)

e considere o problema
min f(x)

sa. r € R .
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Tome uma seqiiéncia {)\;} satisfazendo 0 < A;. De (4.11)), o método de ponto
proximal (4.2)) torna

A
2* = argmin, g {f(x)+—k1n2 (i)}, k=0,1,....

Se f1 e fo sao dadas, respectivamente, por
filz) =In(z),  folr) = —In(z) + 7> — e,

entdo ¢ é continua e (., 7) é continuamente diferenciavel para cada 7 € [0,1]. A

ultima expressao em (4.10)) implica que
hess fi(r) =0 , hess fo(x) = (4 —2/x)e™ %, r€eR,,, (4.13)
e, como uma conseqiiéncia, da primeira expressao em , obtemos
hess, ¢(z,7) = Thess fo(z), Ve eR,; V71 el0,1].

Note que, para 0 < € < 1/4 e Q = (¢,400), hess f, é limitada em 2 e, portanto,
grad fo é Lipschitz em 2. Denotamos por L a constante de Lipschitz of grad f;. Da
ultima igualdade, hess, ¢(., 7) é também limitada em € e grad, ¢(., 7) é Lipschitz em
Q com constante L, = 7L para todo 7 € [0,1]. Além disso, sup, ¢ Lr = L < +00.

Afirmamos que f(z) = max;_; 2 f;(x). De fato, note que fo(z) — fi(x) > 0 para
z € (0,1), fo(z) — fi(x) < 0 para x € (1,400) e fi(1) = fo(1). Assim, a funcdo

afim [0,1] 3 7 +— ¢(z, 7) satisfaz

fi(x), x € (0,1),

fa(z), x € (1,400)

maxrelo,1] 90(377 T) =

e a afirmagao segue. Tome ¢ = 5/16. Assim, 0 = infyer , f(z) < f(q) e Ly(f(q)) C
(2. Claramente a hipétese hl do Teorema é verificada com U* = {1}.
Afirmamos que existe ¢ € (0, f(1/2)) = (0, f1(1/2)) tal que Ls(c) é convexae f é
convexa em L¢(c) (no sentido Riemanniano). De fato, visto que hess f; > 0em R, |
e hess fo > 0 em [1/2,+00), Teorema 6.2 de [6] implica que f; é convexa em R, |
e fy é convexa em [1/2,+00). Assim, segue da Proposicao que f é convexa em
[1/2,+00). Note que para todo ¢ € (0, f(1/2)), temos Ls(c) N [1/2,+00) = Ly(c).

Portanto, da convexidade de f em (1/2,400) concluimos que L¢(c) é convexo e a
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afirmacao esta provada. Assim, L(c) e f satisfazem a hipétese h2 do Teorema ,
por exemplo com ¢ = f(3/4).

Agora, note que L¢(f(q))\Ls(c) =[5/16,3/4) U (a,b], onde a = (4/3)ele™*/ =)
e b = (16/5)ee™" ") Além disso, f ¢ diferencidvel em L¢(f(q)\Ls(c) com
grad f(x) = grad f;(x) para x € [a,b] e grad f(z) = grad fo(z) para « € [5/16, 3/4].
Da segunda expressao em , temos

grad f(r) =2, x € (a,b] e gradf(z)=—x—2r% %, x¢€[5/16,3/4).

Assim, temos || grad f(x)| > || grad f(5/16)|] > 2/5 e f satisfaz a hip6tese h3 do
Teorema [4.11

Resumindo, todas as hipéteses do Teorema sao satisfeitas com € = (€, +00),
q = 5/16, c = f(3/4) e § = 2/5. Portanto, se 2° € R, e X > 0 sdo tais que
2% € Li(f(g)) e max;er Ly < Ay < A, 0 método de ponto proximal, caracterizado no

Teorema (4.1} pode ser aplicado para resolver o problema nao convexo deste exemplo.

Observacao 4.4 A fun¢ao f(x) = max, ¢(x,T), no exemplo acima, € nao convera
(no sentido Euclideano) quando restrita a qualquer vizinhanga aberta contendo seu
minimizador x* = 1. Portanto, o método de ponto proximal local cldssico (ver
[25]) ndo pode ser aplicado para minimizar essa fungdo. Além disso, como f € nao
conveza no sentido Riemanniano, o método de ponto prorimal Riemanniano (ver

[18]) também nao pode ser aplicado para minimizar essa fungao.

4.1.2 Método de ponto proximal para o cone das matrizes

simétricas definidas positivas

Seja S™ o conjunto das matrizes simétricas, S’ o cone das matrizes simétricas semi-
definidas positivas e S’ | o cone das matrizes simétricas definidas positivas, ambas
nxn Para X,V €S, Y >X (ouX <XY)dizqueY - X €STeY > X (ou
X <Y)diz que Y — X € §%,. Denotaremos a norma de Frobenius por || . |-

Seguindo Rothaus [44], seja M := (S

Y., (,)) a variedade Riemanniana munida

com a métrica induzida pela Hessiana Euclideana de U(X) = —Indet X,

(U, VY =tr(V¥"(X)U) =tr(VX'UXY), XeM, UV eTxM, (4.14)
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onde tr(A) denota o trago da matriz A € S* e TxM ~ S", com a correspondente
norma denotada por || . ||. Neste caso o tnico segmento geodésico conectando

quaisquer X,Y € M é dado por
y(t) = X2 (XY X 2) X2 e o)1),

ver, por exemplo, [45]. Mais precisamente, M é uma variedade de Hadamard, ver

por exemplo [46], Teorema 1.2. pdg. 325. Da igualdade acima é imediato que
ey vl/2 —1/2v, v —1/2\ y1/2
Y(0) = X2 (X 12y X—1/2) X1/2,

Assim, para cada X € M, expy' : M — TxM e expy : TxM — M sdo dadas,

respectivamente, por

eXp)—(I Y — X2y (X—1/2YX—1/2) X1/27 expy V = Xl/Qe(X_l/QVX_l/Z)Xl/Z.

(4.15)
Agora, visto que a distincia Riemannaina d é dada por d(X,Y) = |lexp}' Y]], de
(4.14) junto com primeira expressao em (|4.15]), concluimos que
PXY) =t (2 XY X2) = 3 (X—%YX—%) , (4.16)
i=1

onde \;(X Y X ’%) denota o i-ésimo autovalor da matriz X 2Y X 2. O gradiente
e a Hessiana de uma funcao duas vezes diferencidvel F' : S — R sao dados,

respectivamente, por
gradF(X) = XF'(X)X, hess F(X)(V,V) = tr(VF"(X)V) + tr (F'(X)VX V),

para todo V' € Tx M, onde F'(X) e F"(X) sao o gradiente e a Hessiana Euclideana,
respectivamente. Recordamos que uma funcao duas vezes diferecidvel F': 8% — R

é convexa em M se ela satisfaz
hess F(X)(V,V) >0, XeM, VeTxM.
Seja Fy, Fy, F3 : S, — R dadas, respectivamente, por
Fi(X)=Indet X, F(X)=—4lndetX +e "% —e? [FBX)=trX ' —n.

Note que Fy, F, e F3 sao fungoes duas vezes diferencidveis em S . Tomando

XeTxM eV e€TxM, os gradientes Euclideanos sao dados por
F(X)=X"" F(X)=—-4X"1—272"%  [(X)=-X"2
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e as Hessianas Euclideanas sao dadas por

F'(X)V=-X"'VX !,
F)(X)V =4X"'WX ! +4e2" XY,

/(X)W =X'VX?+X?2VXx L
Assim os gradientes Riemannianos de Fi, Fy e F3 sao dados por
grad F1(X) = X, grad Fp(X) = —4X — 272" X X2 grad F5(X) = —1, (4.17)

onde I denota a matriz identidade, e as Hessianas Riemannainas de F}, F5 e F3 sao

dadas por

hess F1(X) (V, V) =0,
hess Fy(X) (V, V) = 22" X tr [(2[ — X‘l)VQ] , (4.18)
hess F3(X) (V,V) = tr (X_IVX_QV) _ ||X_1VX_1/2||%,

E facil ver que as fungoes Fi e F3 sao convexas em toda a variedade e a funcao Fj

é convexa em qualquer subconjunto do conjunto
C:={XeSt, 2l -X"">0} ={X €S}, : hun(X) >1/2}, (4.19)

onde Apin(A) denota o menor autovalor da matriz A.

Seja F': S — R dada por
F(X) = maxX;=123 .F](X)

Da Proposicao [2.5] F' é convexa em qualquer subconjunto convexo de C. Considere

o seguinte problema de otimizacao

min F'(X) (4.20)
sa. X eS8 .

Se {mx} é uma sequéncia satisfazendo 0 < 7 entao, de (4.16) o método de ponto
proximal (4.2) torna

: RN h R
Xkt1 = argmilyegn {f(X)—l—?len?)\i (Xk *XX, 2)}7 E=0,1,....
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Defina os conjuntos Uy, Us e Uz como

U1 = {X ES?__’_ cdet X = 1},
Uy :={X €S}, :det X > 1},

U :={X €S, :det X <1},
enote que ST, =U; UU,UU; e U;NU; =0, para i, j =1,2,3, i # j.
Afirmacao 4.1

F3(X) >0, X € Uy;

F(z) = { max{F(X), F5(X)} >0, X € Us; (4.21)

maX{FQ(X),Fg(X)} > 0, X e U3.
\

Em particular, infgn F(X) = 0 e U* = {I}, onde U* € o conjunto solugao do
problema (4.20) e I € matriz identidade n X n.

Prova. Primeiramente note que, para cada X € S, temos
s ++

tr X
Vdet X < ——. (4.22)
n

Se X € U; entao det X = 1. Usando a desigualdade acima obtemos tr X > n, o que
implica

Fy(X)=e?2"X — e <0 = F(X).

Por outro lado, det X! = 1. Consequentemente, de (4.22)) temos tr X1 —n > 0 e,
portanto, F3(X) > 0. Assim, da definigdo de F' e levando em conta a desigualdade

acima, concluimos que
F(X) = F5(X) >0, X eU. (4.23)
Se X € U, entao det X > 1. Entao, de também obtemos tr X > n. Portanto,
Fy(X)=—4Indet X + e 2" — e < —Indet X < 0.
Visto que det X > 1 temos F;(X) = Indet X > 0. Portanto,

F(X) = max{F,(X), F5(X)} >0, X e (4.24)
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Finalmente, se X € Us entdao det X1 > 1. Assim, a desigualdade (4.22]) implica
que tr X' > n e, consequentemente, F3(X) = tr X! —n > 0. Como det X < 1
temos F1(X) = Indet(X) < 0. Logo,

F(X) = max{F(X), F(X)} >0, X €U, (4.25)

e a primeira parte da afirmacao esta provada.

Da primeira parte concluimos que F(X) > 0, para todo X € S, . Visto que
F(I) = 0, temos infsy F(X) = 0. Para provar a tltima afirmagdo note que,
se F(X) = 0 entdao X € U;. Definigao de U; e nos permite concluir que
det X7' =1e F(X) = tr(X~1) —n, para todo X € U;. Assim, se X € U* entao
tr(X') =nedet X' =1, 0o que implica que ocorre com igualdade. Por

outro lado, (4.22) ocorre com igualdade se, e somente se, A (X) = ... = \,(X) > 0.
Como tr(X 1) = n concluimos que \;(X) = 1, parai = 1,...,n e o resultado segue.
c.q.d

Afirmacgao 4.2 F(X) > F3(X) para X € A, onde
A={XeS X -I-0}={XeSt : A\pu(X)>1} CUs.
Consequentemente, F(X) = F1(X) para X € A.
Prova. Defina a seguinte fungao
V(X)) = Fi(X) = F5(X).

Do teorema do valor médio no espago Euclideano S} |, para X € U, existe Xel,

tal que
(X)) = »(I) + tr (¢’(X)(X - 1)) — tr ((X‘l + X)X — 1)) .

Se X € Aentao X — 1 €87 ,. Vistoque X — I e X!+ X2 pertencem a St eo
trago do produto de matrizes definidas positivas é positivo, concluimos da igualdade
acima que ¥(X) = F1(X) — F3(X) > 0, para todo X € A, o que prova a primeira
parte da afirmacdo. A segunda parte segue da Afirmacao [4.1} c.q.d

Afirmagao 4.3 F(X) = F5(X) para X € B, onde
B:={XeSy, (/N <X <I}={XeS :1/4<Aun(X), Amax(X) <1} .
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Prova. Note que B C UsN{X € S}, : tr X < n}. Assim, de (4.25), para
provar a afirmagao é suficiente verificar que Fy(X) > F3(X) para todo X € B. Seja
¢ : Ry, — R afuncao dada por ¢(t) := —4Int—1/t+1. Da convexidade de —4Int,
temos

¢(t)2—41n1—4(t—1)—%+1>0, te(1/4,1). (4.26)

Por outro lado, das defini¢oes de F5, Fy e ¢, obtemos
Fy(X) = Fy(X) = e "X — e+ 3 " 9(N(X)).
j=1

Visto que e 2% X —¢=2" > () para X € B, combinando com a tltima igualdade
concluimos que Fy»(X) > F3(X) para X € B. Portanto, a igualdade desejada segue.
c.q.d

E fécil verificar que F é uma funcio coerciva. Assim, L r(a) é limitada para todo

a € R, i.e., todos os conjuntos de nivel de F' sao limitados. Seja

Q = diag(1/4,...,1/4). (4.27)

Como Lp(F(Q)) C ST, é um conjunto limitado, entdo existe x > 4 suficientemente

grande tal que
)\min(X) > 1/’%7 )\max(X) < R, X € LF(F(Q>> (428)

Agora definamos

Q:={XeSt, tr X' <rn}.

Visto que a fungdo S, 3 X +— tr X~ é convexa, o conjunto 2 é convexo. Da
Afirmagao [4.1) 0 = infs,  F(X) < F(Q) e, consequentemente, int Lx(F(Q)) # 0,

onde int A representa o interior do conjunto A. Além disso, é imediato verificar que

CcQ, Ieint Lp(F(Q)) C Lp(F(Q)) C Q.

Afirmagao 4.4 Os campos de vetores gradientes grad Fy, grad Fy e grad F3 sao Lip-

schitz em SQ.
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Prova. Da primeira igualdade em (4.18]) e Proposigao ¢ imediato que o campo
de vetor gradiente grad F} é Lipschitz. Agora, a segunda igualdade em (4.18)) implica

que
lhess Fy(X) (V, V)| =2e2" | tr [(21 — X H)V?] |, XeM,VeTxM.

Como tr X > 0 e usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos da igualdade

acima
lhess Fy(X) (V, V)| < 2|12 — X Y|p||[V2 ||, X €M,V eTxM,
e, consequentemente, usando a definicao da métrica, concluimos que
lhess Fo(X) (V, V)| <2 (2vn+ | X Hp) [V |r, X €M, VeTxM.

Assim, como || X7!|r < tr X!, da tltima desigualdade junto com a definigao de €2,
temos

lhess F5(X) (V, V)| < 4v/n + 2kn, XeQ |V]|r=1 (4.29)

Por outro lado, usando a terceira igualdade em (4.18]) e a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, obtemos

lhess F5(X) (V, V)| = |tr (XWX 2V) | < | X VXY p|VX Yk,

X €M,V eTxM.

Visto que ||.|r é submultiplicativa e usando novamente que || X !|p < tr X1

desigualdade acima que
hess F5(X) (V, V)| < (e X[V, X €M, VeTxM.

Portanto,

lhess F5(X) (V, V) | < k*n?, Xe |[V|r=1 (4.30)

De e concluimos que hess Fy e hess F3 sao também operadores limi-
tados quando restrito a 2. Logo, da Proposi¢ao 2.7, grad Fi, grad F, e grad F3 sao
Lipschitz em 2. c.q.d

Denotamos por L; as constantes de Lipschitz de grad f;, i = 1,2, 3.

Da Afirmacao a hipdétese hl do Teorema é satisfeita com U* = {I}.
O préximo resultado serd util para assegurar que a hipotese h2 do Teorema 4.1} é

satisfeita.
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Afirmacio 4.5 Eristeoc >0 e X € St \{I} tal que,

~

Lp(F(X)) C B,(I) Cint Lp(F(Q))NC,
onde B,(I) :=={X €S}, : d(X,I) <o}, C € definida em (4.19) e Q em (4.27).

Prova. Visto que U* = {I} e I # @, concluimos que I € int Lp(F(Q))NC. Assim,

é facil ver que existe o > 0 tal que
B,(I) Cint Lp(F(Q))NC,

provando a ultima inclusao. Para provar a primeira inclusao assuma, por con-
tradicdo, que para cada X € B,(I) temos L (F(X)) N (S}, \B,(I)) # 0. Portanto,

existem seqiiéncias {X*}, {Y*} C S, tal que

X e B,(I), lim X*=1 Y*c Lp(F(X*)\B,(I), k=0,1,.... (4.31)

k—o0
Visto que {X*} C B,(I) C Lr(F(Q)), temos que Lp(F(X*)) C Lp(F(Q)), para
k = 0,1,.... Portanto, {Y*} C Lr(F(Q)). Como Lp(F(Q)) é um conjunto li-
mitado, assumimos (tomando uma subseqiiéncia, se necessario) que {Y*} converge

a algum Y € Lp(F(Q)). Assim, continuidade de F junto com as duas tltimas

equagoes em (4.31)) implicam que

FY)<F(I), Y#I

e, como U* = {I}, obtemos uma contradi¢do, o que prova a afirmacao. c.q.d
Da afirmagao acima junto com a convexidade da bola B, (), concluimos que a

hip6tese h2 é satisfeita com ¢ = F(X).
Afirmagio 4.6 Euxiste d > 0 tal que

|grad Fj(X)|| >0, X € Lp(F(Q)), j=1,2,3, (4.32)
onde Q) € definida em .

Prova. Seja X € M. Usando (4.17)) junto com a defini¢do da métrica Riemanniana,

temos
| grad Fy(X)|| = v/n,
| grad Fo(X)|| = /tr(I + de=20X tr X + de—4t X tr X2),
|| grad F5(X)|| = Vitr X2
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Agora, se X € Lp(F(Q)) entao da segunda desigualdade em (4.28) concluimos que

| grad F3(X)|| > v/n/k.

E facil ver que || grad F5(X)|| > /n. Assim, tomando § = /n/k, o resultado segue.
c.q.d

Para verificar que F' satisfaz a hipétese h3 usaremos a seguinte notagao
BE(I):={X e S, | X —1I|r<r}, (4.33)

par a bola Euclideana com centro em I e raio r. Visto que I € int Lp(F(X)), onde

X é como definido na Afirmacao tome r > 0 tal que
BF(I) C Lp(F(X)).

Usando Afirmagao temos Lp(F(X)) C Lp(F(Q)). Entao, para provar que F

satisfaz a hipdtese h3 ¢ suficiente provar:
Afirmagao 4.7 FExiste § > 0 tal que
Iyl >06, X € Lp(F@Q)\B/(I), y(X) € PF(X). (4.34)

Prova. Seja BE(I) a bola Euclideana como definida em ([#.33). Tome X €
Lrp(F(Q))\BE(I) e considere o seguinte conjunto

=
s
i
=
g
s
||

Fy(X),i=1,2,3}.

Entao, Afirmagao [£.1) implica que

(

{3}7 X S Ul;

I(X) = {1}, {3}, or {1,3}, X € Uy; (4.35)

\{2}, {3}, or {2,3}, X € Us.

Assim, concluimos da Afirmacao |4.6| que, para provar a afirmacao em questao, é

suficiente considerar os seguintes casos:
a) X e D ={XeUy:I(X)=1{1,3}};

b) X € Dy={X €Us: I(X)={2,3}}.
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Suponhamos inicialmente que a) ocorre, i.e., X € D; e tome y(X) € 0°F(X).

Lema garante que existe « € [0, 1] tal que
y(X) = agrad F1(X) + (1 — «) grad F3(X).

Agora, usando (4.17)), definigdo da métrica Riemanniana e iltima expressao, temos

ly(X)|? = tr (al — (1 —a)X1)?,

que, depois de simples manipulcoes algébricas, torna

n

lyCOI? =" (o= (1 - )X (X)), (4.36)

j=1

onde \;(X) denota o j™ autovalor da matriz X. De (4.36) é facil ver que
- 2 _ 2
ly(OI? = (o = (1 = @)X (X)) + (@ = (1 = a) A (X))

Note que, para cada X fixado, o lado direito na desigualdade acima é um polinémio

de grau dois na varidvel a.. Assim, minimizando tal polinomio, obtemos

(Aain
(L A0 (X)) + (L AT (X))
Visto que X € D; C U,, combinando Afirmacao com Afirmagao (.2 temos

Amin(X) < 1. Além disso, neste caso det X > 1 que, combinando com Ap, (X) < 1,

(X) = Apke(X))?

max

ly(XI* > (4.37)

implica que
Amax(X) > 1.
Por outro lado, como det X > 1, equacao (4.22) permite concluir que tr X > n.

Como X ¢ BEF(I) e tr X > n, tltima desigualmente e algumas manipulagoes

algébricas implicam

P <tr(X —I)?=tr X? —2tr X +n < n\

max

(X) —2n +n\

max

(X),
de onde segue que
Amax(X) > /1 +712/2n.

Combinando a primeira desigualdade em (4.28)) com as desigualdade (4.37)) e a tltima

desigualdade, obtemos

1—-1/4/1 2
ly(X)|| > 6, = [t/ >0, XeDi, yX)edFX).

VR (14 1//TFr/2n)?

(4.38)
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Agora, suponhamos que o item b) ocorre, i.e., X € D;. Tome y(X) € 0°F(X).
Devido ao Lema [7.3| existe a € [0, 1] tal que

y(X) = agrad F1(X) + (1 — a) grad F3(X).
Assim, (4.17)), defini¢do da métrica Riemanniana e tdltima expressao implicam que
ly(X)|? = tr (a(=X —2e727XX2) — (1 = o)1)

Algumas manipulagoes algébricas na ultima igualdade e levando em conta que

Aj(X) >0, para todo j = 1,...,n, nos permite obter
ly(X)]]* > a*n+2a(l —a)tr X '+ (1 —a)tr X2 (4.39)
Devido X € D, C Us, temos det X! > 0. Portanto, usando , obtemos
tr X! > n, tr X2 > n.
Visto que « € [0, 1], substituindo duas desigualdades acima em (4.39), obtemos
ly(X)|I”>n, X €D, yX)edF(X). (4.40)

Portanto, tamando § = min{g, d1,n} > 0, onde § é dado na tltima afirmacio, a
afirmacdo segue de (4.35)), (4.38), (4.40) e Afirmacao [4.6] c.q.d

Logo, como Ly (F(Q)\Lr(F(X)) C Lp(F(Q))\BE(I), a hipétese h3 ¢ satisfeita
com 0 = min{0,dy,d,} > 0.

Resumindo, todas as hipéteses do Teorema sao satisfeitas com Q = {X €
St tr X7 < kn}, ¢ = diag(1/4,...,1/4), ¢ = F(X), onde X é como definido na
Afirmacao , e & > 0 como definido acima. Se X? € §7, e A > 0 sdo tais que
X% € Ly(f(q)) e maxer Ly < A\, < A, 0 método de ponto proximal, caracterizado

no Teorema , pode ser aplicado para resolver o problema nao convexo (4.20)).
Observacao 4.5 De acordo com as afirmagoes[4.1] e a fungdo
F(X)=max{lndet X, —4Indet X + e 2" — ™" tr X~ —n},

no exemplo acima, € nao convezra (no sentido Euclideano) quando restrita a qualquer
vizinhanca aberta e convexa contendo seu minimizador X* = I. Portanto, o método
de ponto proximal local cldssico nao pode ser aplicado para minimizar estd funcao.
Da segunda relagao em Jjunto com a Aﬁrmag:do concluimos que a fungdao
F também é nao convexa no sentido Riemanniano. Portanto, o método de ponto

proximal Riemanniano também nao pode ser aplicado para minimizar estd funcao.
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Capitulo 5

Método de maxima descida para
otimizacao multicritério em

variedades Riemannianas

Neste capitulo apresentamos o problema multicritério, condigoes de otimalidade de
primeira ordem para ele e algumas definigbes basicas relacionadas. Propomos um
método de descida para minimizar uma func¢ao vetorial em uma variedade Riemanni-
ana completa e, seguindo as idéias de FLIEGE E SVAITER [2§] e GRANA DRUM-
MOND E SVAITER [3I], uma completa anélise de convergéncia é apresentada.
Além disso apresentamos alguns exemplos de variedades Riemannianas completas
com curvas geodésicas explicitas e a iteracao de descida da seqiiéncia gerada pelo

método proposto.

5.1 O problema multicritério

Nesta secao apresetamos o problema multicritério, a condicao de otimalidade de
primeira ordem e algumas definigoes relacionadas.

Seja [ :={1,.... m}, Rl ={e e R" : 2, >0,j €[} eR}, ={z € R": 2; >
0,jel}. Paraz, ye R, y >z (orz Xy)dizquey—z € R ey >z (ouz < y)
diz que y —x € R, .

Dada uma fungao vetorial continuamente diferenciavel F': M — R™, considera-

mos o problema de encontrar um ponto Pareto otimo de F, i.e., um ponto p* € M
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tal que ndo existe outro p € M com F(p) = F(p*) e F(p) # F(p*). Denotamos este

problema irrestrito no contexto Riemanniano como
minyep F(p). (5.1)

Seja F' dada por F(p) := (fi(p),..., fm(p)). Denotamos a jacobiana Riemanniana
de F' por

VE(p) := (grad fi(p),...,grad fin(p)),  p€ M,

e a imagem da jacobiana Riemanniana de F' no ponto p € M por

Im(VF(p)) :={VF(p)v = ({grad fi(p),v), ..., (grad fin(p),v)) :v € ,M},  pe M.

Usando a igualdade acima, a condicao de otimalidade de primeira ordem para o

problema ([5.1f) é declarado como

peM, Im(VF(p)n(-RT,)=0. (5.2)

Observacgao 5.1 Note que a condigao em (5.2)) generaliza, para otimizagdo vetorial,

a condi¢ao cldassica VF(p) =0 para o caso escalar, i.e., m = 1.

Em geral, (5.2]) é necessaria, mas nao suficiente para otimalidade. Assim, um ponto

p € M satisfazendo (5.2)) é chamado Pareto critico.

5.2 0O método

Nesta secao apresentamos o método de maxima descida Riemanniano para resolver
problemas multicritérios e estabelecemos a boa defini¢ao da seqiiéncia por ele gerada.
Seja p € M um ponto que nao é Pareto critico. Entao, existe uma direcao
v € T,M satisfazendo
VF(p)v € =R,

isto é, VF(p)v < 0. Neste caso, v é chamado uma dire¢io de descida para F em p.
Para cada p € M, consideramos o seguinte problema de otimizacao irrestrito no

plano tangente T,,M,

Ugﬁ% {max;e;(grad fi(p),v) + (1/2)|v]*} I=A{1,...,m}. (5.3)
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Lema 5.1 O problema de otimizacao irrestrito em (5.3)) tem uma dnica solugdo.
Além disso, o vetor v € a solugio do problema em (5.3)) se, e somente se, existe

a; > 0,1 € I(p,v), tal que

v=— Z a; grad fi(p), Z o; =1,

i€I(p,w) i€l(p,v)
onde I(p,v) :={i € I: (grad f;(p),v) = max;es(grad fi(p),v)}.

Prova. Visto que a fungao
TpM DU maXiGI<grad fz(p)7 U>,

¢ o maximo de fungoes lineares no espaco linear 7),M, ela é convexa. Assim, ¢ facil

ver que a funcgao
T,M > v +— maxer(grad fi(p),v) + (1/2) 0], (5.4)

¢ fortemente convexa, o que implica que o problema em ([5.3)) tem uma tnica solugao
em T,M e a primeira afirmagao esta provada.

Da convexidade da func¢ao em ([5.4), é conhecido que v é solu¢do do problema
em ([5.3]) se, e somente se,

0 € 9 (maxier(grad fi(p), .) + (1/2)I]. %) (v),

ou equivalentemente,

—v € 0 (max;er(grad fi(p), .)) (v).

Portanto, a segunda afirmacao segue da férmula para o subdferencial do maximo de

funcoes convexas (ver [39], Corolario VI1.4.3.2). c.q.d

Lema 5.2 Se p € M nao é Pareto critico de F' e v € a solugao do problema em

(5.3), entdo

maxjer(grad fi(p), v) + (1/2)|v]]* < 0.

Em particular, v € uma direcao de descida.

Prova. Visto que p nao é Pareto critico, existe 0 # v € T,M tal que VF(p)o < 0.

Em particular,

[ = max;er(grad fi(p), ) < 0.
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Como —f/]|9]|? > 0, fazendo v = (—3/||0||*)9, obtemos

62

max;c;{grad fi(p),v) + (1/2)]|7)|* = _W

< 0,

Usando que v é a solucao do problema em , a primeira parte do lema segue
da ultima desigualdade. A segunda parte do lema é uma conseqiiéncia imediata da
primeira. c.q.d

Em vista dos dois lemas anteriores e , definimos a funcao direcao de maxima

descida para F' como segue:

Definicao 5.1 A funcao direcao de mazrima descida para F € definida como
M 3> pr—s v(p) = argmin,cq, ; {maxe; (grad fi(p), v) + (1/2)|[0]*} € T, M.

Observagao 5.2 Como uma conseqiéncia imediata do Lema seque que a
direcao de mdazrima descida para funcoes vetoriais tornam a dire¢ao de mdzrima des-
cida quando m = 1, ver [7], [35], [34] e [353]. No caso M = R"™ recuperamos a

dire¢do de maxima descida proposta em [28).

O método de mdaxima descida com regra de Armijo para resolver o problema de

otimizagao irrestrito ([5.1)) é como segue:
Método 5.1 (Método de maxima descida com regra de Armijo)

INICIALIZAGAO. Tome 3 € (0, 1) e pg € M. Fize k = 0.
CRITERIO DE PARADA. Se p* é Pareto critico, PARE. Caso contrdrio.

PASSO ITERATIVO. Calcule a direcdo de mdzima descida v* para F em p*, i.e.,
vt = 0(ph), (5.5)
e o comprimento de passo ty, € (0,1] do sequinte modo:
tr:=max {277 : j €N, F (exp,(2770")) X F(p*) + 27 VF(p*)v"*}, (5.6)

estabeleca

P = eap (), (5.7)

e volte ao CRITERIO DE PARADA.
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Observacao 5.3 O método proposto acima recupera o método de mdxima descida

Riemanniano escalar quando m = 1, o qual tem aparecido, por exemplo, em [30],

Proposigao 5.1 A seqiiéncia {p*} gerada pelo método de mdxima descida com regra

de Armijo estd bem definido.

Prova. Assuma que p* nio é Pareto critico. Da Defini¢ao e Lema [5.1] v* =
v(p*) estd bem definida. Assim, para provar a boa definigao do método proposto é
suficiente provar a boa definicao do comprimento de passo. Para isto, primeiro note

que da Defini¢ao 5.1l e Lema[5.2
VE(p*)v* < 0.
Visto que F : M — R™ é uma funcao vetorial continuamente diferenciavel,

VF(@{p*)* <0e B e (0,1), temos
F (exppk (tv*)) — F(p¥)
m

t—0+t t

= VE@* )k < BVE(pF)v* < 0.
Portanto, é direto mostrar que existe § € (0, 1] tal que
F (expy(t0*)) < F(p*) + Bt VE(ph)oF, t e (0,9).

Como lim; 277 = 0, ultima desigualdade vetorial implica que o comprimento
de passo (5.6) estd bem definido. Consequentemente, p*™! estd bem definido e a

proprosicao esta concluida. c.q.d

5.3 Analise de convergéncia

E imediato que se a seqiiencia gerada pelo Método termina depois de um ntmero
finito de iteracoes, ela termina em um Pareto critico de F'. No restante desta secao
assumimos que {p"}, {v*} e {t;} sdo seqiiéncias infinitas geradas pelo Método [5.1]
Nesta secao, seguindo as idéias de [28], provamos convergéncia parcial da seqiiéncia
{p*} no sentido que cada ponto de acumulacao dela é Pareto critico de F' sem qual-
quer hipoétese adicional sobre F' além da continuidade diferencidvel. Na seqiiéncia,
seguindo [31], assumindo quasi-convexidade de F' e curvatura nao-negativa para M,
estendemos para otimizagao de fungoes vetoriais o resultado de convergéncia total

apresentado em [36] e [I1].
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5.3.1 Convergéncia parcial

Nesta secio provamos que cada ponto de acumulacio da seqiiéncia {p*} é Pareto
critico de F. Antes provamos o seguinte fato preliminar importante na prova do

referido resultado.

Lema 5.3 A funcao dire¢cao de mdzxima descida para F', M > p — v(p) € T,M, é

continua.

Prova. Seja {¢*} C M uma seqiiéncia que converge a ¢ e U; C M uma vizinhanga
de g tal que TU; ~ U;xR™. Visto que {¢*} converge a g e TU; C TM é um conjunto
aberto, assumimos que a seqiiéncia inteira {(¢", v(¢*))} estd em TU;. Defina v* :=

v(¢*). Combinando Definigao [5.1| com Lema [5.2| ¢ facil ver que
lv*]l < 2maxie; || grad £;(q")])-

Como F é continuamente diferencidvel e {¢*} é convergente, a desigualdade acima
implica que a seqiiéncia {v*} ¢ limitada. Seja ¥ um ponto de acumulacio da
seqiiéncia {v*}. Da Definicao e Lema concluimos que existe af > 0,
i € I(g*,v%), tais que
ot = — Z a; grad fi(q"), af =1, k=0,1,.... (5.8)
icI(qk wk) icI(gk vk)
onde I(¢*,v¥) := {i € I : {(grad fi(¢*),v*) = maxc;(grad f;(¢*),v*)}. Usando

constantes acima e fndices associados, defina a seqiiéncia {a*} como

o = (ak,... ar), af =0, iel\I(q" "), k=0,1,....

k

m (2
Seja || . [|1 a norma da soma em R™. Visto que 3,y .0 af =1, temos ||o*]|; =1
para todo k, o que implica que a seqiiéncia {a*} é limitada. Seja @ um ponto
de acumulagao da seqiiéncia {a*} e {v*}, {aFs} subseqiiéncias de {v*} e {a*}

respectivamente, tal que

lim o* =7, lim o™
S$——+00 S$——+00

Como o conjunto de fndices I é finito e I(g*s, v*) C I para todo s, assumimos, sem

perda de generalidade, que
I(gF, vf) = I(g", %) = ... = 1. (5.9)
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Assim, concluimos de (5.8) e da tltima igualdade que
T S TVITSN Y N
iel iel

Fazendo s ir a +00 na igualdade acima, obtemos

0= a;grad fi(q), D ai=1. (5.10)

iel iel

Por outro lado, I(qs,v*) = {i € I : {grad fi(q"),v") = maxc;{grad f;(¢"), v¥)}.
Assim, equagao (5.9)) implica que

<gradfi(qks),vks> :maxief(gradfi(qks),vks), iel, s=0,1,....

Usando continuidade de VF' e ultima igualdade, temos

<grad fz(CY)’ T)> = maXiEI<grad fz((Dv T})’ NS I

Da definicio de (g, v), obtemos I C I(g,v). Portanto, combinando novamente
Defini¢ao [p.1] com Lema5.1]e (5.10)), concluimos que o = v(g) e o resultado desejado
estd provado. c.q.d

No préximo resultado usamos apenas que F' é continuamente diferenciavel para
assegurar que a seqiiéncia dos valores funcionais da seqiiéncia {p*}, {F(p*)}, é

mondtona decrescente e que seus pontos de acumulacao sao Pareto criticos.
Teorema 5.1 As sequintes afirmagdes ocorrem:

i) {F(p*)} € mondtona decrescente;

i) Cada ponto de acumulagdo da seqiiéncia {p*} é um ponto Pareto critico.

Prova. O passo iterativo no Método implica que
F(p*™) < F(p*) + gt VE (p*)o*, phtl = exp,k tevk, kE=0,1,.... (5.11)

Visto que {p*} é uma seqiiéncia infinita, para todo k, p* nao é Pareto critico de F.
Assim, item i segue da definicdo de v* junto com a Definicao , Lema e ultima
desigualdade vetorial.

Sejap € M um ponto de acumulacio da seqiiéncia {p*} e {p**} uma subseqiiéncia

de {p*} tal que lim,_, ., p** = p. Visto que F é continua e lim,_, ., p** = p, temos

o4



lim, 4o F(p*) = F(p). Assim, levando em conta que {F(p*)} é uma seqiiéncia de-
crescente e tem F'(p) como um ponto de acumulagao, é facil concluir que a seqiiéncia

inteira { F'(p")} converge a F(p). Usando a equagao (5.11), Definigao[5.1]e Lemal5.2]

concluimos que
Fh) = F(*) 2 B, VF@* )" <0, k=0,1,....
Visto que lim,_ o, F(p¥) = F(p), a tltima desigualdade implica que

lim BtV F(pF)v* = 0. (5.12)
——400

Como {p"} converge a p, assumimos que {(p",v*)} C TU;, onde U, é uma vi-
zinhanga de p tal que TU; = U; x R". Além disso, como a seqiiéncia, {t;} C (0, 1]
tem um ponto de acumulagao ¢ € [0, 1], assumimos, sem perda de generalidade, que

{tx,} converge a t. Temos duas possibilidades a considerar:
a) t >0,
b) t=0.

Assuma que o item a ocorre. Neste caso, de (5.12), continuidade de VF, (5.5) e

Lema [5.3] obtemos
VE(@)v(p) =0,
o que implica que
max;er(grad f;(p),v(p)) = 0. (5.13)

Por outro lado, da Definigao [5.1] junto com Lema [5.2]

max;er{grad f;(p*), v*) + (1/2)[]v*||* < 0.

Fazendo s ir a +0o na desigualdade acima e usando Lema [5.3] combinado com a

continuidade de VF' e igualdade (/5.13]), concluimos que

maxier(grad f;(p), v(p)) + (1/2)[lv(p)[|* = 0.

Consequentemente, segue da tltima igualdade, Definigao 5.1 e Lema [5.2] que p é um
Pareto critico.
Agora, assuma que o item b ocorre. Visto que para todo s p*s nao é um Pareto

critico, temos

max;e; (grad fi(pks),vks> < max;e(grad fi(pks), vks> + (1/2)||ka 2 <0,
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onde a tltima desigualdade é conseqiiéncia da Definigao [5.1] junto com Lemma [5.2]
Portanto, fazendo s ir a +oo na tltima desigualdade, usando (5.5)) e Lema ,

obtemos

maxier(grad f;(p), v(p)) < maxier(grad f;(p),v(p)) + (1/2)[[v(@)|I* <0.  (5.14)

Tome r € N. Visto que {tx, } converge a t = 0, concluimos que, para s suficiente-
mente grande,

e, <277
De isto diz que a condicao de Armijo nao é satisfeita para t = 27", i.e.,
F(exp,:(2770")) £ F(p™) + B2 "V F (p")v™.
Mas isto nos diz que existe pelo menos um ig € I tal que

fio (eprks (2—1",Uk5)) > fio (pks) + 62_r <grad fio (pks)v Uks)'

Fazendo s ir a +00 na desigualdade acima, levando em conta que VF' e exp sao

continuas e usando Lema [5.3| obtemos

Jio(expp(27"0(p))) = fig (D) + 827" (grad fiy (D), v(D))-

A ultima desigualdade é equivalente a

Jio(expyp(27"0(p))) — fio(P)
2=r

> B<grad fio (ﬁ)? ’U(ﬁ)),

que, fazendo r ir a +o00 e usando que 0 < < 1, fornece (grad f;,(p),v(p)) > 0.

Assim,
max;er(grad f;(p), v(p)) = 0.

Combinando a dltima desigualdade com ([5.14)), temos

maxer(grad fi(p), v(p)) + (1/2)[lv(p)|* = 0.

Logo, novamente da Definition [5.1| e Lema [5.2] segue que p é um Pareto critico e a

prova esta concluida. c.q.d

Observagao 5.4 Se a seqiiéncia {p*} inicia em um conjunto de nivel limitado, por

exemplo, se

Lp(F(po)) :={p € M: F(p) X F(po)},
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¢ um conjunto limitado, e sendo F uma funcao continua, o teorema de Hopf-Rinow
assequra que Lp(F(po)) € um conjunto compacto. Assim, item i do Teorema
implica que {p*} C Lp(F(po)) e, consequentemente, que {p*} € limitada. Em par-
ticular, {p*} tem pelo menos um ponto de acumulacio. Portanto, Teorema
estende para otimizacao vetorial o resultado do Teorema 5.1 de [36], ver também

Remark 4.5 de [4§).

5.3.2 Convergéncia total

Nesta secao, com respeito as hipéteses de quasi-convexidade sobre a funcao F' e
curvatura nao-negativa sobre M, convergéncia total do método de maxima descida

¢ obtida.
Definicao 5.2 Seja H : M — R™ uma funcdao vetorial.

i) H é chamada convexa em M se, para cada p,q € M e cada segmento geodésico

v :10,1] — M ligando p a q (i.e., v(0) =p e y(1) = q), ocorre

H(y(t) = (1 -t)H(p) +tH(q),  te€][0,1].

it) H é chamada quasi-convexa em M se, para cada p,q € M e cada segmento

geodésico 7y : [0,1] — M ligando p a q, ocorre
H(v(t) 2 max{H(p),H(q)},  te€]0,1],
onde o mazximo é considerado coordenada a coordenada.

Observagao 5.5 A primeira definicao acima € uma extensao natural da defini¢do
de convexidade enquanto que a sequnda € uma extensao de uma caracterizacao da
definicdao de quasi-convexidade, do espaco Fuclideano ao contexto Riemanniano. Ver
Defini¢ao 6.2 e Corolario 6.6 de [{9], pag. 29 e 31, respectivamente. Note que as
defini¢oes acima sao equivalentes, respectivamente, a H ser convezra e quasi-convexa
ao longo de cada segmento geodésico 7y : [a,b] — M, a < b. Assim, quando m = 1
essas defini¢coes coincidem com as definicoes de convexidade e quasi-convexidade
em [33)], respectivamente. Além disso, € imediato das defini¢oes acima que se H ¢é

convezxa entao ela € quasi-convexa. No caso que H € diferencidvel, convexidade de

o7



H implica que para cada p,q € M e cada segmento geodésico v : [0,1] — M tal que

7(0) =per(1) =q,
VH(p)y'(0) < H(q) — H(p).

Proposicao 5.2 Seja H : M — R™ uma funcao quasi-convexa diferencidvel.
Entao, para cada p,q € M e cada segmento geodésico v : [0,1] — M ligando p

a q, ocorre

H(q) 2 H(p) = VH(p)Y(0)=0.

Prova. Tome p,q € M tais que H(q) = H(p) e um segmento geodésico v : [0, 1] —
M tal que v(0) = p e v(1) = q. Visto que H é quasi-convexa, temos

H(y(t) = H(p),  tel0,1].

Usando a ultima desigualdade o resultado é uma conseqiiéncia imediata da diferen-
ciabilidade de H. c.q.d

Conhecemos que criticalidade é condicao necessaria mas nao suficiente para
otimalidade. Porém, com respeito a convexidade da funcao vetorial F', provamos

que criticalidade é equivalente a otimalidade fraca.

Definicao 5.3 Um ponto p* € M ¢é Pareto otimo fraco de F' se nao existe p € M
com F(p) < F(p*).

Proposicao 5.3 Seja H : M — R™ uma fungao convexa diferencidvel. FEntao,

p € M é um Pareto critico de H, 1i.e.,
Im(VH(p)) N (-RY,) =0,
se, e somente se, p € Pareto otimo fraco de H.

Prova. Suponhamos que p é Pareto critico de H e assumamos, por contradigao,
que p nao é Pareto 6timo fraco de H. Visto que p nao é Pareto 6timo fraco de H,
existe p € M tal que

H(p) < H(p). (5.15)

Seja v : [0,1] — M segmento geodésico ligando p a p (i.e., v(0) = p e (1) =
p). Como H é diferenciavel e convexa, a ultima parte da Observacao e (5.15)
implicam que

VH(p)y'(0) = H(p) — H(p) < 0.
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Mas isto contradiz o fato de p ser Pareto critico de H, e a primeira parte estd
concluida.

Agora, suponhamos que p é Pareto 6timo fraco de H e assumamos, por con-
tradigao, que p nao é Pareto critico de H. Visto que p nao é Pareto critico, entao
Im(VH(p)) N (=R7,) # 0, ie., existe v € T,M uma direcao de descida para F' em

p. Assim, da diferenciabilidade de H, temos

oo H(eony(t) = Hp)

t—0t t

= VH(p)v <0,

o que implica que existe § > 0 tal que
H (exp,(tv)) < H(p) + tVH(p)v, t € (0, 9).

Como v é uma dire¢ao de descida para F em p e t € (0, J), temos tVH (p)v < 0.

Portanto, a tdltima desigualdade vetorial fornece
H (expy(tv)) < H(p), t € (0, 9),
contradizendo o fato de p ser Pareto étimo fraco de H, o que conclui a prova. c.q.d

Definigao 5.4 Uma seqiiéncia {¢*} C M € quasi-Fejér convergente a um conjunto

ndo vazio U se, para todo p € U, existe uma seqiiéncia {ex} C Ry tal que

“+oo
Zek < +OO, d2(qk+17Q) SdQ(qk7Q)+€ka k:0717
k=0

No préximo lema recordamos o chamado teorema da convergéncia quasi-Fejér.

Lema 5.4 Seja U C M um conjunto nio vazio e {q"} C M uma seqiiéncia quasi-
Fejér convergente. Entdo, {¢*} é limitada. Além disso, se um ponto de acumulagio

q de {q"} pertence a U, entio a seqiiéncia inteira {q*} converge a q.

Prova. Andloga a prova do Teorema 1 em Burachik et al. [29], trocando a distancia
Euclideana pela distancia Riemanniana d. c.q.d

Considere o seguinte conjunto
U:={peM:F(p)<F@®"), k=0,1,...}. (5.16)

Em geral, o conjunto acima pode ser vazio. Para garantir que U é nao vazio, uma
hipétese adicional sobre a seqiiéncia {p*} é necessaria. Na préxima observacao

damos uma tal condicao.
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Observagao 5.6 Se a segiiéncia {p*} tem um ponto de acumulagdo, entdo U é
ndo vazio. De fato, seja p um ponto de acumula¢io da seqiiéncia {p*}. Entao,
existe uma subseqiiéncia {p*i} de {p*} que converge a p. Visto que F € continua
{EF(p*)} tem F(p) como um ponto de acumulacio. Assim, usando que {F(p*)} é

uma seqiiéncia decrescente (ver item i do Tearema argumentos usuais mostram

facilmente que a seqiiéncia inteira {F(p*)} converge a F(p) e ocorre
F(p) = F@"), k=01,...,
o que implica que p € U, 1.e., U # ().

No préximo lema apresentamos o resultado chave desta secao. Ele é fundamental

na prova da convergéncia global da seqiiéncia {p*}.

Lema 5.5 Suponha que F € quasi-convexa, M tem curvatura nao negativa e U,
definido em (5.16)), € ndao vazio. Entdo, para todo p € U, a sequinte desigualdade

ocorre:

d*(p"t,p) < d*(pF, p) + t7]]0" ||

Prova. Considere angulo geodésico (71,72, ), onde 7 é um segmento geodésico
minimal normalizado ligando p* a p, 75 é o segmento geodésico ligando p* to p*+!

tal que 75(0) = 0" e a = Z(71(0),v"). Pela lei dos cossenos (Teorema [1.1)), temos
d2(p*T, p) < d2(p*, p) + L ||o"||2 — 2d(pF, p)tr||v”|| cos a, k=0,1,....

Assim, levando em conta que cos(m — a) = — cosa e {(—v*,41(0)) = ||v*|| cos(m — ),
desigualdade acima se torna

(P p) < E(p*,p) + GlIVI1P + 2", p)te(—0 11(0)),  k=0,1,....
Por outro lado, de (5.5), da Defini¢ao e do Lema , existe af > 0, com

i € I == I(p*, %), tal que

=S akgrad (), Y ab=1,  k=01,....

i€y i€},

Assim, tultima desigualdade rende

(P p) < A (0F, ) + G107 + 240", )t Y | of (grad £(p*),71(0)),

i€l

k=0,1,.... (5.17)
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Visto que F' é quasi-convexa e p € U, da Proposicao comH=F, p=9p* qg=p

ey = 71, temos

ou equivalentemente,
(rad £, 1(0) <0, i=1,...m k=01...  (518)
Portanto, combinando (5.17)) com (j5.18]), o lema segue. c.q.d

Proposicao 5.4 Se I € quasi-convera, M tem curvatura nao negativa e U, definido
em (5.16), € um conjunto ndo vazio, entdo a seqiiéncia {p*} € quasi-Fejér conver-

gente a U.
Prova. Para simplificar notagoes, defina a fungao escalar ¢ : R™ — R como segue

o(y) = maxer(y, €:), I={1,...,m},

onde {e;} C R™ é a base canonica do espago R™. E facil ver que as seguintes

propriedades sobre a funcao ¢ ocorrem:

oz +y) <p(@)+ely), eltr)=te(x), z,yeR™ t>0. (5.19)

r=y = o) <oy, z,y € R™. (5.20)

Da definicao de ¢, em (5.6) e p**! em , temos
F(p*h) = F(p") + Bt VE (p™)*, k=0,1....
Assim, usando , e a ultima desigualdade, obtemos
P(F("1) < o(F() + Btrp(VEQP ), k=0,1.... (5.21)

Por outro lado, combinando definicao de v* em (5.5)), Definicao 5.1, Lema e

definicao de ¢, concluimos que
P(VE@ ") + (1/2)[[0"* <0,  k=0,1...,
que, junto com ([5.21)), implica que

P(F(P*) < o(F(") — (Bt/2)NI0"1°, k=0,1.... (5.22)
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Mas isto nos diz que

tello"* < 2[p(F (") — o(FENI/B,  k=0,1....

Como t;, € (0, 1], é imediato que

tllo™l1* < 2lp(F (") — o(FENI/B, k=0,1....

Assim, da tltima desigualdade obtemos

Zt oM < 2 [p(F(°) — o(F(p"))] /B, n > 0.

Tome p € U. Entao, F(p) < F(p™*!). Portanto, de L o(F(p)) < p(F(prth) e

a ultima desigualdade rende
D GlM1P < 2[p(F@°) — e(F(p)] /8, n>0.
k=0

Mas isto implica que {tZ||[v*||2} é uma seqiiéncia somavel. Portanto, o resultado
k )

desejado segue do Lema [5.5 combinado com Definicao c.q.d

Teorema 5.2 Se F' ¢ quasi-convexa, M tem curvatura nao negativa e U, definido
em (5.16), € um conjunto ndo vazio, entio a seqiiéncia {p*} converge a um Pareto

critico de F'.

Prova. Da Proposicao , {p*} é Fejér convergente a U. Assim, Lema garante
que {p*} é limitada e, do teorema de Hopf-Rinow, existe {p*:}, subseqiiéncia de
{p*}, que converge a p € M. Visto que F é continua e {F(p*)} é uma seqiiéncia
decrescente (ver item i do Teorema [5.1]), concluimos que F(p*) converge a F(p)

quando k tende a 400, o que implica que
F(p) = F@("), k=0,1,...,

i.e., p € U. Portanto, do Lema , concluimos que a seqiiéncia inteira {p*} converge

a P, e a conclusao da prova é conseqiiéncia do item ii do Teorema [5.1] c.q.d

Corolario 5.1 Se F ¢é convexa, M tem curvatura nao negativa e U, definido em
5.16), ¢ unto na j ta iéncia {pF Pareto 6ti
.16)), € um conjunto nao vazio, entao a seqiiéncia {p”} converge a um Pareto étimo

fraco de F.

Prova. Visto que F' é convexa, em particular, ela é quasi-convexa (ver Ob-
servagao [5.5). Portanto, o coroldrio é uma conseqiiéncia do prévio teorema com-

binado com a Proposicao c.q.d
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5.4 Exemplos

Nesta secao apresentamos alguns exemplos de variedades Riemannianas completas
com curvas geodésicas explicitas e a iteracao de descida da seqiiéncia gerada pelo
Método .1} Recordamos que F : M — R™, F(p) = (fi(p),---, fm(p)), é uma
funcao diferencidvel. Se (M,G) é uma variedade Riemanniana entdo o gradiente
Riemanniano de f; é dado por grad f;(p) = G(p)~'fl(p), i € I := {1,...,n}. Por-
tanto, se v(p) é a dire¢do de maxima descida para F em p (ver Defini¢ao [5.1), do
Lema [5.1] existem constantes o; > 0, i € I(p,v), tais que

v=— 3 aGW) ). Y a=1, (5.23)

iel(pw) iel(pw)

onde I(p,v) := {i € I+ (G(p)~" fi(p),v) = maxie (G(p)~' fi(p), v)}-

5.4.1 Meétodo de maxima descida para o octante positivo

Seja M o octante positivo, R’} , munido com a métrica Riemanniana

M 3w+ G(p) = P :=diag (pi°,....p,°)

(métrica induzida pela Hessiana da barreira logaritmica). Visto que (M,G) é
isométrica ao espago Euclideano munido com a métrica usual (ver, Da Cruz Neto

et al. [6]) segue que M tem curvatura constante e igual a zero. Por outro lado,

é facil ver que a tnica geodésica p = p(t) tal que p(0) = p° = (p%,...,p%) e
p'(0) =" = (v,...,00) é dada por p(t) = (p1(¢),...,pa(t)), onde

pi(t) = p%el/m) =1 n. (5.24)
Assim, concluimos que (M, G) é também completa. Neste caso, de (5.24]) e (5.23)),
existem of > 0,7 € I(p¥,v*), tais que a iteragao de maxima descida da seqiiéncia

generada pelo Método |5.1| é dada por

k+1

df;i ,
pj = p?e(v;“/p?)tk’ ’U;? = — Z ng(pk)z—f(pk>, Z O[i-€ = ]_, 1= ]_, <o, N

i€I(pk o) Opj i€I(pk o)
5.4.2 Meétodo de maxima descida para o hipercubo
Seja M o hipercubo (0,1) x ... x (0,1) munido com a métrica Riemanniana
M 3w G(p) =PI - P):=diag ((p)*(1 = p1)%, ., (pa)*(1 = pn)?)
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(métrica induzida pela Hessiana da barreira b(p) = > ., (2p; — 1) ( Inp; —In(1— pz))

A variedade Riemanniana (M,G) é completa e a geodésica p = p(t), satis-
fazendo p(0) = p° = (%,...,p%) e p'(0) = 2°0 = (v9,...,0Y), é dada por

p(t) = (p(1), .., pn(t)),

Vi

() = (1/2) [1 + tanh ((1/2) pj(1—ipj)t+ (1/2)In (1 fﬂ'pj))} L g=1,..m,
(5.25)

onde tanh(z) := (e —e™?)/(e* + e *). Além disso, (M, G) tem curvatura constante

e igual zero, ver Teorema 3.1 e 3.2 de [50]. Neste caso, de (5.25)) e (5.23)), existem

af > 0,4 € I(ph,v"), tais que a iteracdo de maxima descida da seqiiéncia generada

pelo Método [5.1] é dada por

k k
k+1 Yj b -
p; 7 =(1/2) {1 +tanh | (1/2) ———t, + (1/2)In , =1,..,n,
1/2) ((/)p§<1_p§)k (1/2) (1_]0?))] ;
com,
of; .
de— Y GRPO-BPRG. Y -l -l
. j

i€l (pk k) i€l (p,vk)
5.4.3 Método de maxima descida para o cone das matrizes

simétricas definidas positivas

Seja M = S" . o cone das matrizes simétricas definidas positivas munida com a
métrica Riemanniana induzida pela Hessiana Euclideana de ¥(X) = —Indet X, i.e.,
G(X) := ¥"(X). Conforme mensionado no Exemplo (M, G) é uma variedade
de Hadamard (com curvatura nao identicamente zero) e o unico segmento geodésico

conectando quaisquer X,Y € M ¢é dado por
X(t) = XV (X 2y x-V) X2 reon],

Em particular, a tnica geodésica X = X (t) tal que X(0) = X e X'(0) =V é dada
por

X(t) = XX TPV X2 (5.26)

Assim, de (5.26) e (5.23), existem of > 0, i € I(pF,v*), tais que a iteragao de
maxima descida da seqiiéncia generada pelo Método ¢é dada por

Xk+1 _ (Xk)1/2€tk(Xk)—1/2V’“(Xk)—1/2(Xk)1/27
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com,

VE=— > afXFfxMXE ) af =1

iel(Xk,Vk) iel(Xk,Vk)

Observagao 5.7 Com respeito a hipotese de convexidade sobre a func¢ao vetorial
F, se (M,G) € a variedade Riemanniana do primeiro ou do sequndo exemplo, entao
Coroldrio [5.1] assequra a convergéncia total da seqiiéncia generada pelo Método [5.1]
Este fato nao necessariamente ocorre se (M,G) € a variedade Riemanniana do
altimo exemplo, visto que neste caso (M, G) tem curvatura nao positiva, i.e., K < 0.

Porém, o Teorema |5.1| assequra pelo menos convergéncia parcial.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho temos estendido o campo de aplicacao do método de ponto proxi-
mal para resolver uma classe particular de problemas de otimizagao nao convexos
em variedades de Hadamard, a saber, no caso que a funcao objetivo é dada pelo
maximo de uma certa classe de fungoes continuamente diferencidveis. Temos cer-
tificado, através de exemplos, que a classe de problemas de minimizacao para o
qual o método de ponto proximal local pode ser aplicado é diferente daquela para a
qual tanto o método de ponto proximal classico quanto o método de ponto proximal
Riemanniano sao aplicados. Sobre uma outra perspectiva temos também extendido
o método de maxima descida com regra de Armijo para otimizacao multicritério
ao contexto Riemanniano. A convergéncia total é obtida com respeito a hipdtese
de quasi-convexidade da fun¢ao multicritério e curvatura nao-negativa da variedade
Riemanniana.

Possibilidades de pesquisa futura:

1. A derivada direcional e o subdiferencial generalizados

No Capitulo [3| apresentamos uma generalizacao da derivada direcional e do subdife-
rencial de uma funcao localmente Lipschitz nao necessariamente convexa. Algumas
propriedades e conceitos foram obtidas, porém nos limitamos aquelas que seriam
uteis no restante do trabalho desenvolvido até o momento. Uma possibilidade de
pesquisa futura seria a extensao de alguns resultados da andlise nao diferenciavel
desenvolvida sobre o ambiente Euclideano ao ambiente Riemanniano, ou mesmo de

resultados ja obtidos no ambiente Riemanniano que dependem de certas hipéteses
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restritivas sobre os elementos envolvidos. Um exemplo seria a Proposicao [3.2] 1, a
qual caracteriza a derivada direcional de uma func¢ao convexa como a func¢ao suporte
de seu subdiferencial. Um resultado que precede este é o seguinte: o subdiferencial
de uma funcao convexa é nao vazio, convexo e compacto. Propomos entao provar o

seguinte resultado:

Teorema 6.1 Se f: M — R € uma funcgao localmente Lipschitz em um dado ponto

p € M, entao
i) 0°f(p) € ndo vazio, convexo e compacto;
i) f°(p,v) = maxsepe p(p) (S, v), para todo v € T,M;

No caso particular que f é como no Teorema da Proposicao 2.6] f é localmente
Lipschitz e, com uma técnica similar a utilizada na prova da segunda parte da

Proposigao [3.5] temos que

conv{grad ¢.(p) : 7 € T'(p)} C 0°f(p),

o que prova que 0°f(p) é nao vazio. Os demais fatos do item i seguem como feito
no caso Euclideano para f localmente Lipschitz em p arbitraria. No caso geral, a
prova tanto da primeira parte do item i como do item ii, ¢ uma simples aplica¢ao do
Teorema de Hahn Banach (como ocorre no caso Euclideano), desde que a aplicagao
v — f°(p,v) seja positivamente homogénea e subaditiva sobre 7T,M. A primeira
propriedade ¢é direta, porém a segunda estd em aberto. Assim, afim de garantirmos

a validade do resultado apresentado no Teorema [6.1], devemos provar o seguinte:

Teorema 6.2 Se f: M — R € uma funcgao localmente Lipschitz em um dado ponto

p € M, entio a aplicagio v — f°(p,v) € subaditiva sobre T, M.
Como uma aplicagao do Teorema [6.1] poderfamos provar o seguinte resultado:

Teorema 6.3 Se f; : M — R é uma func¢ao localmente Lipschitz em um dado ponto

pe M parai=1,2, ....m, entao para escalares \; € R,

ao(z Aifi)(x) C Z/\iaofi(x)' (6.1)
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Seja @ C M e f: M — R uma funcao convexa sobre 2. Recordemos que,
conforme Definigao [3.1], a derivada direcional de f em um dado ponto p € € na

direcao v € T,M ¢ dada por

f'(p,v) = lim flexpytv) = fp) _  Flexpy tv) = fp)

t—0+ t t>0 t

De um modo mais geral, no caso que f é nao necessariamente convexa, a derivada

direcional de f em p na direcao v pode ser definida simplesmente como

Fpo) = lim L (exp,, tv) — f(p)

t—0t t ’

quando o limite existe.

Definicao 6.1 Seja f: M — R uma funcao e p € M. Dizemos que [ € regular em
p se para todo v € T,M a derivada direcional f'(p,v) existe e f'(p,v) = f°(p,v).

A incluséo (6.1)) ocorre com igualdade se, em adicao, cada f; é regular em p. Neste

caso terfamos de fato uma generalizacao da segunda parte do resultado do Lema 3.1}

2. Aplicacao do método de ponto proximal no caso que a

funcao objetivo é semicontinua inferior

Observamos que, na linha do que foi apresentado no Capitulo 5| se M é o espago

Euclideano, a hipdtese h3 é trocada por

e h4 Existe p€ M e 0 < < A tal que f+ (u/2)d*(.,p) é convexa e
ly@)ll > 6 >0, p € L)\ Ls(0), y(p) € (f + 5d(..5)) () +mexp, "

e a seqiiéncia gerada pelo Método (4.2) estd bem definida, é possivel garantir sua
convergeéncia no caso que f é considerada ser apenas semicontinua inferior, ver [25].

A base deste resultado esta no seguinte teorema vélido no espago Euclideano:

Teorema 6.4 Se existem p € M e > 0, tais que f + (u/2)d*(.,p) é convexa em
Q, entao f+ (M/2)d?*(.,p) é convexa em S, para todo p € M e \ > p.

Ainda nao sabemos se este teorema é valido no contexto Riemanniano. Porém,

se isto ocorre o resultado de convergéncia se estende de forma natural. Propomos

68



entao estudar o método de ponto proximal em variedades de Hadamard no caso
que a funcao objetivo é semicontinua inferior e determinar sob quais condigoes a
seqiiéncia gerada estd bem definida e investigar se o resultado do Teorema se

estende ao contexto Riemanniano.

3. Aplicacao do método de ponto proximal no caso que a
funcao objetivo é lower-C?

Nos tltimos anos alguns pesquisadores estudaram o método de ponto proximal para
encontrar zeros de um operador nao necessariamente mondétono. O primeiro resul-
tado nessa direcao foi dado por Spingarn em [19], onde o autor provou convergéncia
local do método de ponto proximal para operadores ponto-conjunto sob a hipotese
de o operador em questao ser estritamente hypomondtono, ver também [20] 2], 22].
Além disso, como uma aplicagao, o autor também adaptou o método ao problema
de minimizacao local no caso que a funcio objetivo é lower-C2. E vélido ressaltar
que, no caso Euclideano, uma fungao (localmente Lipschitz) é lower-C? se, e so-
mente se, seu subdiferencial generalizado de Clarke é estritamente hypomondtono,
ver [24]. Em [23] os autores apresentaram um algoritmo implementével para cal-
cular a iterada do método de ponto proximal de fungoes nao convexas, o qual foi
provado convergir para funcoes lower-C?. Nossa proposta é aplicar o método de
ponto proximal ao problema de minimizacao quando a funcao objetivo é do
tipo lower-C? continuando na mesma linha do que foi apresentado no Capitulo [5]
A seguir apresentamos a definicao de funcao lower-C? e um resultado que certa-
mente sera util a realizacao de nossa proposta. Antes apresentamos um resultado
que caracteriza a monotonicidade de um determinado campo de vetores a partir do

fato de sua diferencial ser positiva definida.
Lema 6.1 Seja X um campo de vetores sobre M.
(1) X € mondtono se, e somente se, (Ax(p)v,v) > 0 para todop € M ev € T,M.

(ii)) X € fortemente mondtono se, e somente se, existe A > 0 tal que (Ax(p)v,v)

> M|v||?, para todo p € M e v € T,M.

Prova. Ver Proposigao 3.3 de [41]. c.q.d
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Definicao 6.2 Seja V C M um conjunto aberto. Dizemos que f : M — R € lower-
C? em V se, para cada ponto p € V, existem uma vizinhanca W C V' de p, um

conjunto compacto T' C R™ e uma fungao ¢ : W x T'— R continua tal que
f(p) = max.er (p, 7), VpeWw, (6.2)
com grad, o e hess,p continuas em W x T'.

Proposigao 6.1 Sejam f : M — R uma funcgdo lower-C? sobre um conjunto aberto

VCMepeV. Entao existem e >0, K >0 e p >0 tais que

i) para todo ponto p° e pardmetro R > p a funcdio f + (R/2)d?*(.,p°) é conveza
sobre a bola fechada B.(p);

ii) a funcdo f € Lipschitz continua com constante K sobre a bola fechada B.(p).

Prova. Dado que f é lower-C?, entao existe uma vizinhaca W de p onde f tem
uma representacao (6.2)). Seja € > 0 tal que B.(p) C W. Como a matriz Hessiana

hess, depende continuamente de (p, ) no compacto B.(p) x T C W x T, entdo
min{ (hess,(p, 7).v,v) : (p,7) € Bc(p) x T, ||v]| = 1} > —cc.
Denotemos este minimo por g. Sejam R > p:= |p| e
F(p,7) = ¢(p,7) + (R/2)d*(p,p"),  p"€ M. (6.3)

Definicao de F' e propriedades béasicas da Hessiana e do produto interno implicam

que
(hess, F'(p,7).v,v) = (hess,p(p, 7).v,v) + R (hess,(1/2)d*(p,p").v,v) .
Por outro lado, da Proposicao junto com o Lema item 1ii, temos
(ness, (1/2)%(p. ").v,0) = o],
que, junto com a igualdade acima, nos permite obter a seguinte desigualdade
(hess, F'(p, 7).v,v) > (hess,p(p, 7).v,v) + R|v|>.
Assim, visto que R > |p|, da ultima desigualdade adquirimos que
(hess, F'(p, T).v,v) > (hess,p(p, 7).v,v) — p||v|>. (6.4)
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Pela definicao de p temos entdao que (hess,F(p,7).v,v) > 0, para todo (p,7) €
B.(p)xT quando ||v|| = 1 e portanto para todo v € T,M, visto que ambos os lados de
sao positivamente homogéneos de grau 2 com respeito a v. Com isso mostramos
que a matriz Hessiana hess,F'(p, 7) é uma matriz semidefinida positiva para cada
(p,7) € B(p) x T. Assim, do Lema item i junto com Proposicao item i,
a fungao p — F(p,7) é convexa sobre B,(p) para cada 7 € T. Portanto, tomando
mdximo em 7 € 7" na igualdade (6.3), Proposigao implica que f + (p/2)d?(., p")
é convexa sobre a bola fechada B.(p) e o item i segue. O item ii é uma consequéncia
imediata da Proposicao [2.6] c.q.d

Dado um parametro positivo R e p € M, definimos a aplicacao ponto proximal

de uma funcao f: M — R em p por

Prf(q) := argmin,c\, { f(p) + (R/2)d*(p.q)} -

Se f é lower-C? em um conjunto aberto V.C M, p € V e e, p > 0 sao tomados como
na ultima proposic¢ao, entao, para R > p tal que Prf(q) # 0, é facil ver que para
todo p € Prf(q) N B.(p), Rexp;1 q € 0°f(p). O préximo passo agora é determinar
condicoes sobre as quais a aplicacao de ponto proximal esta localmente bem definida

(ver [23], Teorema 1).

4. Métodos de otimizacao multicritério no contexto Rieman-

niano

De forma bem suscinta, seguindo a mesma linha do que foi feito no Capitulo [5

propomos a extengao, ao contexto Riemanniano, do método de ponto proximal (ver
BONNEL et al. [51]) e do método de Newton (ver FLIEGE et al. [52]), ambos para

otimizacao multicritério.
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Capitulo 7
Apeéendice

Nesta secao consideramos as notacoes do Exemplo [4.1.2]

Lema 7.1 Se X e M eV € TxM, entao

d (expy t(D eXpX)eXp;(l vV, Y + tV)
lim

t—0 Y—X t

=0.
Prova. Preliminarmente, note que

d <eXpY t(D eXpX)eXp)_(l vV, Y + tV) =

d (expy t(D epr)eXp;(l yViexpy (expy' (Y + tV))) .

Visto que a aplicacao exponencial exp : TTM — M ¢é diferenciavel, ela é, em
particular, localmente Lipschitz. Seja Uy C M uma vizinhanca de X tal que
TUx ~ Ux X TxM e a aplicacao exp € Lipschitz em TUx com constante K. Tome

d = d(X) > 0 tal que, para todo Y € Bs(X) e t € (0,9),

@ (expy 1D expy )ty Voexpy (expy' (V +11))) < KV, (1)

expy

onde H(t,Y) = tDexpy)
da métrica (|4.14)

V — expy (Y + tV). Por outro lado, pela defini¢io

exp;(1 Y

2

IH(EE = 0 ((HD exDx )yt vV = expy (Y +1V) ) V)
A defini¢ao de expy' em (4.15)) e igualdade acima rende
2
H(t,Y)|)? < tr | (t(Dex V=YY (T + ¢y 2y -V y2) vl
H ( ) )H Px expy Y )
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que, depois de simples manipulagoes algébricas, implica

2

t.Y 2
H H(t,Y) < tr [((D XD oy 1y V — Y2 (I + ty—l/zvy—l/z)l/t Y1/2) Y‘l] ‘
(7.2)

E facil ver, que
lim D exXpy )yt vV = V. lim In (146 2vy V)V = x 12y x 12
YoX XJexpy ¥ ’ t—0Y =X '

Portanto, combinando desigualdade (7.2)) com as duas ultimas igualdades, con-

cluimos
H(t,Y)
t

A ultima igualdade junto com ([7.1)) implam o resultado desejado. c.q.d

lim

t—0Y—-X

o

Lema 7.2 Seja Q C S um conjunto aberto e convexo. Se F' € uma fungao local-

mente Lipschitz em (), entao
Fo(X,V)=Fp(X,V), X eQ, V eTxM.

Prova. Tome X € Q eV € TxM. Visto que F é localmente Lipschitz em €2 e TM
¢ localmente um produto, existe § = §(X) > 0 tal que TBs(X) ~ Bs(X) x R" e

‘F<g(tvy))_F(Y”V) <MWYV Y HIV) y pix) e (0,0)
t = t ’ T o

onde G(t,Y) = expy t(D exp X)@(p)—(lyv. Note que a desigualdade acima é equiva-

lente a

F(GLY) = F(Y) F(Y +tV) = F(Y)[ _ d(G(tY), Y +1V)
t t = t '
Por outro lado, Lema implica que

Iim d(G(t,Y), Y +tV)

t—0 gq—p t

=0,

que, combinado com a tultima desigualdade e definicoes das derivadas direcionais

generalizadas nos permite concluir o lema. c.q.d

Lema 7.3 Seja ) C S%, um conjunto aberto e convexo, I ={1,....m}, F;: M — R
uma funcao continuamente diferencidvel ) para cada 1 € I e F : M — R definida
por

F(X) := max;e; Fi(X).
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Entdao F ¢ localmente Lipschitz em €) e ocorre
0°F(X) = conv{grad F;(X) : i € I(X)}, X e,
onde [(X):={i: Fi{(X)=F(X),i=1,...,m}.
Prova. Tome X € Q2. Da Proposicao [3.5| é suficiente provar que
0°F(X) C conv{grad F;(X) :i € I(X)}.
Seja W € 9°F(X). Entao, defini¢do do conjunto 0°F(X) e implicam que
FO(X, V) > (W, V) =tr (VI'(X)W), Ves"

onde ¥(X) = —Indet X. Combinando Lemma|7.2]com a defini¢ao do subdiferencial

generalizado Euclideano de F' em X, 0% F (X)), concluimos que
V(X)W € 0pF(X),

Por outro lado,

OpF(X) Cconv{VFE(X):1€ I(X)},

onde I(X) :={i e [: F;(X) = F(X)}, ver [43] Proposicao 2.3.12. Entao, existem
constantes o; > 0 para i € I(X) com 2, vy = 1, tal que
V(X)W = ) aVF(X).
i€1(X)
Assim, visto que U”(X) ¢é invertivel e grad F;(X) = U"(X)"'VF;(X), igualdade
acima rende

W = Z a; grad F;(X).

i€I(X)
Consequentemente W € conv{grad F;(X) : i € I(X)} e o resultado esté provado.
c.q.d
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