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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessérios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

APLICACOES DE LOGICAS MODAIS A TEORIA DE GRAFOS E SISTEMAS
CONCORRENTES

Luis Menasché Schechter

Margo/2010

Orientador: Mario Roberto Folhadela Benevides

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Neste trabalho, desenvolvemos novas aplicagoes de logicas modais em duas areas.
Primeiramente, analisamos como descrever e verificar de maneira eficiente conecti-
vidade, aciclicidade e as propriedades hamiltoniana e euleriana utilizando légicas
modais. Para esta tarefa, utilizamos légicas hibridas e légicas modais graduadas.
Ainda no estudo de propriedades de grafos, também determinamos uma condi¢ao ne-
cessaria e suficiente para um grafo ser um produto cartesiano de grafos, obtendo um
avanco em relagao a um resultado anterior da literatura, que fornecia uma condicao
necessaria, mas nao suficiente. Além disto, utilizamos esta caracterizagao para ob-
ter axiomatizagoes corretas e completas para varios produtos de légicas modais de
dimensoes arbitrarias. Este ¢ um segundo avango em relacao a resultados anterio-
res da literatura, onde a maior parte dos sistemas axiomaticos corretos e completos
apresentados se restringe a produtos de um par de légicas modais.

Posteriormente, consideramos extensoes da Logica Dinamica Proposicional
(PDL) com operadores para a descricao de comportamentos concorrentes. Nosso
objetivo é construir légicas dinamicas que sejam apropriadas para a descricao e ve-
rificacao de propriedades de sistemas comunicantes concorrentes, de maneira analoga
ao uso de PDL para o caso sequencial. Primeiramente, adicionamos a PDL o opera-
dor paralelo de CCS e, posteriormente, também adicionamos a possibilidade de pas-
sagem de nomes presente no w-Célculo. Diferentemente de outras légicas dinamicas
para sistemas concorrentes apresentadas anteriormente na literatura, nossas logicas
possuem semanticas de Kripke simples, axiomatizacoes completas e a propriedade

do modelo finito.
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In the present work, we develop new applications of modal logics in two areas.
First, we analyze how to describe and efficiently verify connectivity, acyclicity and
the Hamiltonian and Fulerian properties using modal logics. For this task, we use
hybrid logics and graded modal logics. Still on the study of graph properties, we
also determine a necessary and sufficient condition for a graph to be a cartesian
product of graphs, improving on a previous result from the literature, that stated
a necessary, but not sufficient, condition. Besides that, we use this characterization
to build sound and complete axiomatic systems for many products of modal logics
of arbitrary dimensions. This also improves previous results from the literature,
where most of the sound and complete axiomatic systems that are presented are for
products of a pair of modal logics.

In the second topic, we consider extensions of Propositional Dynamic Logic
(PDL) with operators that describe concurrent behavior. Our goal is to build dy-
namic logics that are suitable for the description and verification of properties of
communicating concurrent systems, in a similar way as PDL is used for the sequen-
tial case. First, we add to PDL the parallel operator from CCS and then we also
add the possibility of name passing from the m-Calculus. Unlike previous dynamic
logics for concurrency from the literature, our logics have simple Kripke semantics,

complete axiomatizations and the finite model property.
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Capitulo 1

Introducao

“FEu quero compartilhar algo com vocé. As trés frases que vao te ajudar durante a vida. Numero um: me dé
cobertura. Numero dois: oh, boa ideia, chefe! Numero trés: isto jd estava assim quando eu cheguei.” - Homer

Simpson

Este capitulo inicial tem dois objetivos principais: explanar em linhas gerais os
temas e objetivos desta tese e tragar um roteiro de como estes temas serao abordados
nos capitulos seguintes. O leitor nao deve sentir-se incomodado caso nao compreenda
totalmente alguma parte da terminologia utilizada neste capitulo, pois todos os

conceitos serao devidamente explicados mais adiante nesta tese.

1.1 Objetivos

O principal objetivo desta tese é estudar aplicacoes de logicas modais para com-
putacao. Em particular, a tese se foca em duas aplicagoes. Primeiramente, conside-
ramos como utilizar l6gicas modais para descrever e verificar algumas propriedades
da teoria de grafos. Posteriormente, desenvolvemos logicas dinamicas para a des-
cricao e verificacao de propriedades de sistemas concorrentes.

Grafos estao entre as estruturas mais utilizadas e mais estudadas em Ciéncia
da Computagao [I]. Nesta disciplina, muitos conceitos importantes admitem uma
representacao através de grafos e, em algumas ocasioes, grafos estao presentes no
proprio nicleo do modelo de computagao utilizado. Isto acontece, por exemplo, na
area de sistemas distribuidos [2, [3], onde o modelo subjacente de computagao é cons-

truido sobre um grafo. Além deste papel central, grafos também sao importantes



em sistemas distribuidos como ferramentas para a descri¢ao de problemas de distri-
buicao de recursos, escalonamento de tarefas, deteccao de deadlocks, entre outros.
O caso de sistemas distribuidos é particularmente atraente porque ilustra bem dois
niveis diferentes em que propriedades de grafos sao descritas. Um é o nivel local,
que engloba propriedades que sao satisfeitas em vértices ou vizinhancas de vértices.
O outro nivel é o global e consiste de propriedades que sao satisfeitas no grafo como
um todo, tais como aciclicidade e conectividade.

A teoria de grafos fornece muitas ferramentas para a descricao de tais problemas
e apresenta muitos algoritmos eficientes para resolvé-los. Entretanto, existe uma
distingao importante entre os dois lados desta questao. No lado da “descricao”,
grafos fornecem um grande nivel de generalidade, permitindo a descri¢ao de proble-
mas muito diferentes no mesmo arcabou(; simples. Porém no lado da “solucao”,
cada problema de grafos precisa ser resolvido e cada propriedade de grafos precisa
ser testada com um método especifico que em geral nao pode ser generalizado para
outros problemas ou propriedades.

Um arcabouco légico, por outro lado, pode prover este nivel de generalidade.
Nesta tese, analisamos como podemos expressar e verificar de maneira eficiente al-
gumas propriedades globais de grafos utilizando logicas modais. Isto envolve duas
questoes: a primeira é determinar se cada uma das linguagens modais considera-
das possui poder expressivo suficiente para descrever as propriedades de grafos em
que estamos interessados; a segunda é quao complexo (computacionalmente) é uti-
lizar estas logicas para realmente testar se um dado grafo possui uma propriedade
desejada.

Ainda no tépico da descricao e verificacao de propriedades de grafos, busca-
mos descrever uma condicao necessaria e suficiente para que um grafo seja iso-
morfo ao produto cartesiano de grafos nao triviais e verificamos se tal condigao
pode ser expressa na logica modal basica ou na légica hibrida. Determinamos entao
qual é a complexidade computacional para verificar, utilizando esta condicao ne-
cessaria e suficiente descrita previamente, se um dado grafo finito e conexo é um
produto. Finalmente, utilizamos esta caracterizacao de produtos para descrever

sistemas axiomaticos corretos e completos para uma grande classe de produtos de

framework, em inglés



l6gicas modais.

Em [4] e [5], trés propriedades que sao satisfeitas em grafos que sdo produtos sao
apresentadas: comutatividade a esquerda, comutatividade a direita e a propriedade
de Church-Rosser. No entanto, apesar destas propriedades, em conjunto com a
propriedade de Church-Rosser reversa, serem necessarias para que um grafo seja
um produto, elas nao sao suficientes. Existem grafos que satisfazem estas quatro
propriedades, mas nao podem ser decompostos como produto de outros grafos. Nos
introduzimos uma nova propriedade, chamada intransitividade, que, em conjunto
com as anteriores, forma uma condicao necessaria e suficiente para que um grafo
enumeravel e conexo seja um produto.

No6s mostramos que intransitividade nao pode ser descrita por uma férmula na
l6gica modal basica. De fato, nenhuma condigao que seja necesséria e suficiente para
um grafo ser um produto pode ser descrita por uma férmula na légica modal basica.
A partir disto, estendemos a linguagem utilizada para uma linguagem hibrida e
construimos uma férmula nesta linguagem que descreve intransitividade.

Produtos de grafos surgem naturalmente como uma possivel extensao da
semantica de Kripke tradicional para légicas modais multidimensionais. [4] apre-
senta uma ampla discussao de légicas modais multidimensionais e fornece muitos
exemplos de produtos de légicas modais, onde a semantica é construida utilizando-
se produtos de grafos. A maior parte dos sistemas axiomaticos corretos e completos
para produtos de légicas modais apresentados na literatura sao para produtos de
um par de logicas modais, enquanto que somos capazes, utilizando légica hibrida,
de apresentar axiomatizagoes corretas e completas para muitos produtos de logicas
modais de dimensoes arbitrarias.

No segundo tépico, consideramos extensoes da Logica Dinamica Proposicional
(PDL) com operadores para a descri¢ao de comportamentos concorrentes. O Céalculo
de Sistemas Comunicantes (CCS) e o m-Célculo sao édlgebras de processos bem co-
nhecidas para a especificagdo de sistemas concorrentes. Noés construimos logicas
dinamicas proposicionais em que os programas sao descritos, primeiramente, em
uma linguagem baseada em CCS e, posteriormente, em uma linguagem baseada no
m-Calculo. O objetivo disto é criar 1égicas dinamicas em que seja simples descrever

e verificar propriedades de programas e sistemas concorrentes, comunicantes e nao



deterministicos, de uma maneira analoga a que PDL ¢é usada no caso sequencial.
Estas logicas sao relacionadas a outras logicas para sistemas concorrentes exis-

tentes na literatura, como PDL Concorrente (CPDL) [6], CPDL com canais [7], a

légica desenvolvida na tese [§] e PDL com intercalamentcjj [9]. No entanto, as légicas

desenvolvidas nesta tese apresentam vantagens sobre estas outras légicas, que serao

devidamente discutidas posteriormente.

1.2 Roteiro da Tese

No Capitulo 2, serao apresentados alguns conceitos basicos de ldgica modal
que serao importantes no desenvolvimento da tese. Varias légicas modais sao apre-
sentadas neste capitulo, desde a ldgica modal bdsica até 16gicas com maior poder
expressivo com a ldgica hibrida, a logica hibrida com quantificador local, a logica
modal graduada, as logicas temporais CTL e CTL* e a [dgica dinamica proposicional
(PDL). Todas estas 1dgicas sao fundamentais no desenvolvimento da tese.

No Capitulo 3, serao apresentados conceitos basicos da teoria de grafos. Pri-
meiramente, apresentamos as definicoes basicas a respeito de grafos. Depois, nos
detemos em dois topicos especificos. Em primeiro lugar, discutimos quatro proprie-
dades globais de grafos que sao muito importantes e muito utilizadas em computacao:
conectividade, aciclicidade, a propriedade hamiltoniana e a propriedade euleriana.
Finalmente, na ultima parte do capitulo, o conceito de produto cartesiano de grafos
é apresentado.

No Capitulo 4, serao apresentados os conceitos basicos de dlgebras de processos.
Em particular, apresentamos duas algebras de processos que serao utilizadas no
desenvolvimento da tese: o Cdlculo de Sistemas Comunicantes (CCS) e o w-Cdlculo.
O w-Célculo é uma extensao de CCS em que os processos podem transmitir nomes.
Desta forma, o w-Calculo consegue lidar com sistemas que possuem algum tipo de
mobilidade.

No Capitulo 5, analisamos o problema de como descrever e verificar de maneira
eficiente as quatro propriedades globais de grafos apresentadas no capitulo [3] utili-

zando logicas modais. Para esta tarefa, consideramos as vantagens e desvantagens

2interleaving, em inglés



da légica modal bésica, da légica hibrida, da logica hibrida com quantificador local,
da l6gica modal graduada e de uma versao hibrida da légica temporal CTL".

No Capitulo 6, determinamos uma condicao necessaria e suficiente para um
grafo ser um produto cartesiano de grafos nao triviais, obtendo um avanco em
relacao a um resultado anterior da literatura, que fornecia uma condigao necessaria,
mas nao suficiente. Para isto, descrevemos uma nova propriedade que produtos
de grafos devem possuir, chamada intransitividade. Determinamos entao qual é a
complexidade computacional para verificar se um dado grafo finito e conexo é um
produto. Finalmente, utilizamos esta caracterizacao de produtos para descrever
sistemas axiomaticos corretos e completos para uma grande classe de produtos de
l6gicas modais de dimensoes arbitrarias.

No Capitulo 7, consideramos extensoes da Légica Dinamica Proposicional
(PDL) com operadores para a descricdo de comportamentos concorrentes. Nosso
objetivo é construir logicas dinamicas que sejam apropriadas para a descricao e ve-
rificacao de propriedades de sistemas comunicantes concorrentes, de maneira analoga
ao uso de PDL para o caso sequencial. Primeiramente, adicionamos a PDL o ope-
rador paralelo de CCS e, posteriormente, também adicionamos a possibilidade de
passagem de nomes presente no m-Calculo.

No Capitulo 8, analisamos os resultados, apresentamos nossas conclusoes e

delineamos alguns possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos Basicos de Légica Modal

“Fatos nao significam nada. Vocé pode usar fatos para provar qualquer coisa que ndao seja nem remotamente

verdade!” - Homer Simpson

Neste capitulo, apresentamos diversas logicas modais que serao utilizadas no
decorrer da tese, desde a légica modal mais basica até logicas modais com maior
poder expressivo. Nao serao apresentados todos os detalhes de cada uma destas
logicas, apenas os conceitos e resultados que sao de alguma forma importantes para
o desenvolvimento da tese.

As l6gicas modais permitem exprimir de modo explicito as nocoes de necessidade
e possibilidade. Elas permitem exprimir que uma dada asser¢ao é necessariamente
verdadeira, isto é, nao se concebe nenhuma situacao em que possa ser falsa, e que
uma dada assercao ¢ possivelmente verdadeira, isto é, concebe-se que possam existir
situagoes em que ela é verdadeira podendo, no entanto, existirem também situagoes

em que ela é falsa.

2.1 Loégica Modal Basica

Nesta se¢ao, apresentamos a légica modal basica, que busca expressar nogoes de

possibilidade e necessidade.

2.1.1 Linguagem e Semantica

Primeiramente, apresentamos a linguagem e a semantica da logica modal basica.

Em termos gerais, a principal diferenca desta logica para a légica proposicional con-



siste na presenga de dois operadores unarios que relativizam o conceito de verdade
de uma formula ¢. Estes operadores sao conhecidos como modalidades e sao deno-
tados por ¢ e . A férmula Q¢ denota que ¢ é possivel e a féormula o denota que
¢ ¢é necessario. No decorrer desta se¢ao, a semantica da logica serd apresentada de

maneira formal.

Definicao 2.1. A linguagem da légica modal bdsica consiste de um conjunto enu-
merdvel ® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos —, N, V e —, as
constantes T e L e dois operadores modais (ou modalidades): ¢ e . As férmulas

sao definidas da sequinte forma:

eu=p|T|L|l=ploiAp2]o1Ver|eor— | Cp|Op,
onde p € P.

As féormulas em logica modal sao avaliadas de acordo com a semantica conhecida
como Semantica de Kripke ou Semantica dos Mundos Possiveis. Esta semantica se

baseia em estruturas matematicas conhecidas como Estruturas de Kripke e Modelos

de Kripke.

Definicao 2.2. Uma estrutura de Kripk (ou apenas estrutura) é um par F =
(W, R), onde W € um conjunto nao vazio de mundos (ou estados, ou vértices) e R

¢ uma relagao bindria sobre W, isto ¢, RC W x W.

Defini¢ao 2.3. Um modelo de Kripke (ou apenas modelo) é um par M = (F, V),
onde F € uma estrutura e V é uma fungao de valoracao que mapeia simbolos pro-

posicionais em subconjuntos de W, isto €, V : ® — P(W).

A partir destes dois conceitos, podemos definir a no¢ao semantica de satisfazibi-

lidade de uma férmula da légica.

Definigao 2.4. Seja M = (F, V) um modelo. A nogdo de satisfazibilidade de uma
formula ¢ em um modelo M em um mundo v, denotada por M,v IF ¢, pode ser

definida indutivamente da sequinte maneira:

1. M,vlkp ssev e V(p);

IKripke frame, em inglés



2. M,vIET sempre;

3. M,v Ik L nunca;

4. Miv Ik —p sse M,v I ¢;

5 M,vlkE o1 A s sse MyvlE @ e My lE @

6. M,vlF @1V s sse M vl o1 ou M,v - @s;

7. M,vlF o1 — @y sse se M v Ik o1, entao M, v IF py;

8. M,vlk Qg sse ha w e W tal que vRw e M, w I+ p;

9. M,v -y sse para todo w € W tal que vRw, M,w I ¢.

A férmula Q¢ é satisfeita em um mundo v se existe um mundo w acessivel a
partir de v através da relagao R que satisfaz a férmula . A férmula Oy é satisfeita
em um mundo v se a formula ¢ é satisfeita em todo mundo w que é acessivel a partir
de v através da relacao R.

A partir da nocao de satisfazibilidade acima, podemos observar as seguintes
equivaléncias semanticas: ¢ = -, L =T, ¢1 Vo = (201 A ga), p1 — o9 =
—(1 A—a) e Op = ~O—p. Portanto, em todas as outras légicas apresentadas nesta
tese, iremos considerar como operadores primitivos apenas T, -, A e ¢, utilizando

1,V,— e [ como operadores derivados a partir destas equivaléncias semanticas.

Exemplo 2.5. Seja M o modelo mostrado (sem sua valora¢ao) na figura[21. Para
ilustrar o uso da ldogica, podemos ver que as sequinte formulas sdo satisfeitas no

mundo w em M, supondo que ¢ € satisfeita no mundo v: M,w |- G e M, w IF

OO0p.

Figura 2.1: Modelo M, onde a férmula ¢ é satisfeita no mundo v.



Se M,v IF ¢ para todo mundo v no modelo M, dizemos que ¢ é globalmente
satisfeita em M, notagao M IF . Se ¢ é globalmente satisfeita em todos os modelos
M de uma estrutura F, dizemos que ¢ é vdlida em F, notacao F IF ¢. Finalmente,
se ¢ ¢ valida em todas as estruturas F, dizemos que ¢ ¢ valida, notacao I+ ¢. Duas

formulas ¢ e 1 sao semanticamente equivalentes se I p « ).

2.1.2 Complexidade Computacional

A complexidade da légica pode ser medida a partir da complexidade de uma
série de problemas computacionais relacionados a verificacao de férmulas da légica.
Entre os problemas computacionais mais importantes, temos o problema da satis-

fazibilidade, o problema da wvalidade e o problema da verificacao de modelo.

Definicao 2.6. O problema da satisfazibilidade consiste de, dada uma formula ¢,

determinar se existe um modelo M e um mundo v em M tais que M, v I+ ¢.

Definicao 2.7. O problema da validade consiste de, dada uma formula ¢, determi-

nar se F I ¢, para todas as estruturas F.

O problema da satisfazibilidade e o problema da validade sao duais um do outro

uma vez que ¢ ¢é valida se e somente se —¢ nao ¢é satisfazivel.

Definicao 2.8. O problema da verificacao de modelo consiste de, dada uma férmula
¢ e um modelo finito (com nimero finito de mundos) M = (W, R, V), determinar

o conjunto Spm(p) ={ve W : M, vl ¢}.

Definigao 2.9. Nds definimos a comprimento de uma férmula ¢, denotado por |p|,
indutivamente da sequinte forma: |p| = |T| = |L| =1, |=¢| = [0¢] = |T¢| = 1+ 9|
e|pr Npa| = |1V da| = |d1 — do| = 1+ |p1| +|d2|. Nas outras légicas apresentadas

nesta tese, regras andlogas se aplicam aos novos operadores.

Definigao 2.10. Seja M = (W, R, V) um modelo. Seja |W| o nimero de mundos
em W e |R| o numero de pares em R. Definimos o tamanho do modelo (ou da

estrutura) como |W|+ |R].

Teorema 2.11 ([10]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para

a logica modal basica sao PESPACO-Completos no comprimento da formula.



Teorema 2.12 ([11]). O problema da verifica¢ao de modelo para a ldgica modal
basica é polinomial (linear) no produto do tamanho do modelo e do comprimento da

formula.

2.1.3 Limites de Expressividade

Os limites do poder expressivo da légica modal basica sao bem conhecidos. FExis-
tem uma série de resultados que estabelecem que estruturas de Kripke que sao “si-
milares” de diversas maneiras validam as mesmas férmulas. Podemos entao utilizar
estes resultados para provar que uma certa propriedade nao pode ser expressa por ne-
nhuma férmula da logica modal basica. Para isto, tomamos duas estruturas que sao
“similares” e mostramos que em uma a propriedade desejada ¢é satisfeita, enquanto
que na outra ela nao é. Nos apresentamos dois destes resultados de “similaridade”
(mais detalhes sobre eles, assim como outros resultados relacionados, podem ser

encontrados em [10]).

Definicao 2.13. Sejam F = (W, R) e F' = (W', R') duas estruturas. Uma fungdo
f:W — W' é um morfismo limitadoH de F para F' se ela satisfaz as sequintes

condigoes:
1. f € um homomorfismo com respeito a R (se wRv, entao f(w)R'f(v));
2. se f(w)R'V', entdo hd v tal que wRv e f(v) =v'.

Se existe um morfismo limitado sobrejetivo de F para F’, entao dizemos que F’

é uma imagem morfica limitadaH de F e utilizamos a notagao F = F'.

Definicao 2.14. Sejam M = (F, V) e M’ = (F', V') dois modelos. Uma fungdo
f: W — W' é um morfismo limitado de M para M’ se ela satisfaz as sequintes

condigoes:
1. f € um morfismo limitado de F para F';

2. w e f(w) satisfazem os mesmo simbolos proposicionais.

2bounded morphism, em inglés
3bounded morphic image, em inglés
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Se existe um morfismo limitado sobrejetivo de M para M’, entao dizemos que
M’ é uma imagem mdorfica limitada de M e utilizamos a notagao M = M’.

Outras defini¢oes importantes dizem respeito a colecoes de estruturas disjuntas
e colegoes de modelos disjuntos. Dizemos que duas estruturas F; = (Wi, Ry) e
Fy = (W, Ry) sao estruturas disjuntas se e somente se Wi N W, = () e dizemos que
dois modelos M; = (F1, V1) e My = (Fa, Vo) sdo modelos disjuntos se e somente

se F1 e Fy sao estruturas disjuntas.

Definigao 2.15. Seja F; = (W;, R;) uma cole¢ao (finita ou nao) de estruturas
disjuntas. Sua unido disjunta € a estrutura W F;, = (W,R), onde W = |J, W, e

Definicao 2.16. Seja M; = (F;, V) uma colegao (finita ou nao) de modelos dis-
Juntos. Sua uniado disjunta € o modelo Y M; = (F, V), onde F € a unido disjunta

das estruturas F; e, para cada simbolo proposicional p, V(p) =, Vi(p).

Teorema 2.17 ([10]). Sejam M = (W, R, V) e M' = (W', R', V') dois modelos
tais que M = M'. Entao, M,w I+ ¢ se e somente se M, f(w) IF ¢.

Corolario 2.18 ([I0]). Sejam F = (W, R) e F' = (W', R') duas estruturas tais que
F = F. Se Flk ¢, entao F'IF ¢.

Teorema 2.19 ([10]). Seja M; = (W;, R;, V;) uma cole¢cao (finita ou nao) de mo-
delos disjuntos e | M; = (W, R, V) sua unido disjunta. Entdo, M;,w I+ ¢ se e
somente se lH M;, w IF ¢.

Corolario 2.20 ([10]). Seja F; = (W, R;) uma colegao (finita ou nao) de estruturas
disjuntas e i F; = (W, R) sua unidao disjunta. Se F; - ¢ para todo i, entio 4 F; IF
0.

Como exemplo da aplicacao destes resultados, mostramos que a propriedade
de uma estrutura ser finita nao pode ser expressa na logica modal basica. Estes

resultados serao também utilizados diversas vezes nos proximos capitulos.

Teorema 2.21. A classe das estruturas finitas ndao pode ser definida na l6gica modal

basica.
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Demonstracao. A uniao disjunta de uma colecao infinita de estruturas finitas dis-
juntas nao é finita. Pelo corolario 2.20, como esta propriedade nao é preservada por

unioes disjuntas, ela nao pode ser definida na légica modal basica. O]

2.1.4 Axiomatizacao

O conjunto de férmulas vélidas da légica modal basica possui uma axiomatizacao
simples. Consideramos o seguinte conjunto de axiomas e regras, onde p e ¢ sao
simbolos proposicionais e ¢ e 1) sao férmulas. Este sistema axiomatico é conhecido

como K, devido ao nome do axioma que lida com as modalidades da légica.
(LP) Tautologias da Ldgica Proposicional

(K) =0(p — ¢) — (Op — Og)

(Du) F0Op < =0—p

(MP) Set ¢ et ¢ — 1), entdo -

(Gen) Se k- ¢, entao - Oy

(Sub) Sel ¢, entao F 7, onde o substitui uniformemente simbolos proposicionais

por formulas

Definicao 2.22. Dizemos que uma formula ¢ € um teorema do sistema axiomdtico,

denotado por = ¢, se € possivel deduzir ¢ a partir do conjunto de axiomas e regras.

Definigao 2.23 (Corregao). Um sistema axiomdtico é correto se & ¢ implica em
IF ¢, isto €, se todo teorema do sistema azxiomdtico € realmente uma formula vdlida

da légica.

Defini¢ao 2.24 (Completude). Um sistema aziomdtico é completo se I ¢ implica
em = ¢, isto €, se toda formula vdlida da logica pode ser deduzida a partir do sistema

azxiomdtico.

Teorema 2.25 (Corregao e Completude [10]). O sistema aziomdtico K é correto e

completo com relacao a logica modal bdsica.

Devido a este teorema, a logica modal basica também ¢é conhecida como légica

K.
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2.2 Extensoes da Logica Modal Basica

Nesta secao, apresentamos algumas extensoes simples da légica modal basica.

2.2.1 Loégica Multimodal

Uma possivel generalizacao da logica modal bésica consiste em considerar estru-
turas de Kripke com mais de uma relagao binaria e uma linguagem com mais de um

par de modalidades. Estas légicas sao conhecidas como légicas multimodais.

Definigao 2.26. A linguagem da logica n-modal consiste de um conjunto enu-
merdvel ® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos = e A, a constante T
e n operadores modais (ou modalidades): (;, 1 < i <mn. As formulas sio definidas

da sequinte forma:

pu=p|T|=p|piApa|Orp]... [ Onp,
onde p € P.

As formulas da légica n-modal sao avaliadas em estruturas e modelos de Kripke

com n relagoes binarias.

Definigao 2.27. Uma n-estrutura é uma n-upla F = (W, Ry,..., R,), onde W
¢ um conjunto nao vazio de mundos e R; é uma relacdo bindria sobre W, isto ¢,

RCWxW,1<i<n.

Defini¢ao 2.28. Um n-modelo é um par M = (F, V), onde F €é uma n-estrutura

e V é uma funcdao de valoracao.

A partir destes dois conceitos, fazemos a seguinte alteracao na definicao de sa-

tisfazibilidade de uma férmula da légica.
M, v lF O sse hd w € W tal que vR;w e M, w IF .

As modalidades [J; sao definidas de forma que [;p = —0;—¢. As complexidades
computacionais da légica modal basica nao se alteram no caso de uma légica n-
modal. O sistema axiomatico K se estende facilmente para um sistema axiomatico
correto e completo para a légica n-modal (denominado sistema K,,). As tnicas
alteragoes necessarias sao a existéncia de n axiomas (K;) e n regras (Gen,;) para as

modalidades 0J; e n axiomas (Du;) para as modalidade ¢;.
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2.2.2 Modalidades Transitivas

Uma outra possivel extensao da logica modal bésica consiste no uso de modali-
dades transitivas, que sao avaliadas de acordo com o fecho transitivo (ou transitivo-

reflexivo) da relagao bindria da estrutura de Kripke.

Definicao 2.29. A linguagem da l6gica modal com modalidades transitivas consiste
de um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos
- e A\, a constante T e trés operadores modais (ou modalidades): ¢, O e O*. As

formulas sao definidas da sequinte forma:

eu=p| T |eiApa| o] Ote | 0%,
onde p € P.

As férmulas desta légica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke usuais.
As seguintes adi¢oes sao feitas na definicao de satisfazibilidade de uma férmula da
légica, onde R denota o fecho transitivo da relagao bindria R e R* denota o fecho

transitivo-reflexivo da relagao R.

1. M,vlF Oty sse hd w e W tal que vRTw e M, w IF ¢;

2. M,vlIFQ*p sse hda w € W tal que vR*w e M, w I ¢.

As modalidades (% e O* sao definidas de forma que 07 = =0t —p e O*p =
=Q*=p. Retornando ao exemplo exibido na figura 2.1, supondo que ¢ é satisfeita
no mundo v em M, entdo M, w - OTp e M,w - OTOL.

A complexidade computacional do problema de verificagao de modelo nao se
altera com a adicao das modalidades transitivas. No entanto, hd alteracao nas

complexidades dos problemas de satisfazibilidade e de validade.

Teorema 2.30 ([10]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para
a légica modal basica com modalidades transitivas sao EXPTEMPO-Completos no

comprimento da formula.

O sistema axiomatico K pode ser estendido para incluir as modalidades transi-
tivas. Entretanto, vamos adiar esta discussao até a se¢ao 2.5, quando discutimos a
axiomatizacao da logica dinamica proposicional, que também contém modalidades

transitivas.
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2.2.3 Modalidade Conversa

Uma terceira possivel extensao da légica modal basica consiste no uso da moda-
lidade conversa, que é avaliada de acordo com o inverso R~! da relacao bindria R

da estrutura de Kripke.

Definicao 2.31. A linguagem da logica modal com modalidade conversa consiste de
um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos — e
A, a constante T e dois operadores modais (ou modalidades): ¢ e O~ As formulas

sao definidas da sequinte forma:

eu=p|T|=@lei A | Op |0 g,
onde p € P.

As férmulas desta logica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke usuais.

A seguinte adicao é feita na definicao de satisfazibilidade de uma férmula da légica.
M, vIF O o sse hd w € W tal que wRv e M, w - .

A modalidade (07! ¢ definida de forma que 7' = =0~1=p. As complexidades
computacionais da logica modal béasica nao se alteram com a adi¢ao da modalidade
conversa. O sistema axiomatico K pode ser estendido para incluir a modalidade
conversa. O uUnico axioma que necessita ser adicionado é um axioma que estabelece
a inter-relacao entre O e 071 p — OO 1p AT 10p.

A defini¢ao de morfismo limitado entre duas estruturas necessita de uma condicao

extra, devido a presenca da modalidade conversa:

Se w'R'f(v), entao hd w tal que wRv e f(w) = w'.

2.2.4 Légica Modal Graduada

Outra extensao da légica modal basica consiste no uso de modalidades graduadas.
Ao invés de usarmos a modalidade { que expressa “existe pelo menos um mundo
acessivel a partir do mundo atual...”, definimos modalidades ¢;, para todo ¢ € N.
Cada modalidade ¢; expressa “existem pelo menos i mundos distintos acessiveis a

partir do atual...”.
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Definicao 2.32. A linguagem da 16gica modal graduada consiste de um conjunto
enumeravel ® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos — e A\, a constante
T e os operadores modais (ou modalidades) ¢;, para todo i € N. As formulas sao

definidas da sequinte forma:

pu=p| T |29 A | Qip,
ondepe P ereN.

As férmulas desta logica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke usuais.
A seguinte alteracao é feita na definicao de satisfazibilidade de uma férmula da
logica.

M,U I+ <>Z¢ ss€ #R(U, ¢) 2 7;7

onde R(v, ¢) = {w : vRw e M,w IF ¢} e #S denota a cardinalidade do conjunto S.
A modalidade [J; é definida de forma que [J;0 = =0;—p. Além disto, para tornar
a linguagem mais elegante, introduzimos a seguinte abreviacao: ;0 = Q;pA—=0;11¢.
A férmula Q;p é satisfeita em um mundo v se existem pelo menos i mundos
distintos v, 1 < k < 4, tais que vRv, e ¢ € satisfeita em vg. A féormula ;0 é
satisfeita em um mundo v se existem exatamente ¢ mundos distintos v, 1 < k < 1,

tais que vRuv; e @ é satisfeita em vy.

Definicao 2.33. Podemos definir o comprimento de uma formula ¢ na logica modal
graduada de duas maneiras diferentes. Chamamos estas defini¢oes de comprimento
padrao, denotado por |¢|, e comprimento nao graduado, denotado por ||¢||. Defini-
mos ambos os comprimentos da mesma maneira que na logica modal bdsica, exceto
com relacao a formulas da forma ¢ = O, onde o comprimento padrao € definido

como || =i+ || e o comprimento nao graduado é definido como ||p|| =1+ ||P]].

Teorema 2.34 ([12]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade
para a logica modal graduada sdo PESPACO-Completos no comprimento padrao da

formula.

Teorema 2.35 ([13]). O problema da verificacio de modelo para a légica modal
graduada é polinomial (linear) no produto do tamanho do modelo e do comprimento

nao graduado da formula.
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2.3 Logica Hibrida

Nesta secao, apresentamos a logica hibrida basica, uma extensao da logica modal
bésica que possui maior poder de expressao do que a légica modal béasica, sem no
entanto apresentar maior complexidade computacional. Boas introducoes a légica

hibrida sao apresentadas em [14] e [15].

2.3.1 Linguagem e Semantica

A principal diferenca da légica hibrida para a légica modal bésica é a presenca
de um novo tipo de simbolo atomico: os nominais. Nominais se comportam de
maneira semelhante a simbolos proposicionais. A diferenca chave entre eles estd
relacionada a suas valoragoes em um modelo. Enquanto o conjunto V(p) de um
simbolo proposicional p pode ser qualquer elemento de P(W), o conjunto V(i) de
um nominal precisa ser um conjunto unitario. Desta forma, cada nominal é satisfeito
em exatamente um mundo do modelo e, portanto, pode ser usado para referenciar
um mundo especifico do modelo. A validade de férmulas hibridas nao é preservada
nem por unioes disjuntas nem por imagens mérficas limitadas, o que torna o poder

expressivo de sua linguagem maior.

Definicao 2.36. A linguagem da logica hibrida bdsica consiste de um conjunto enu-
merdvel ® de simbolos proposicionais e um conjunto enumerdvel L de nominais tais
que ®NL =0, os operadores booleanos — e A, a constante T e os operadores modais
(ou modalidades) Q;, para cada nominal i (chamados de operadores de satisfagao),

e Q. As formulas sao definidas da sequinte forma:
pu=pli|T|-ele1Ags | Op| g,
ondepe ®eie L.

A definicao de uma estrutura é a mesma da légica modal bésica. A definicao de

um modelo é um pouco diferente.

Definigao 2.37. Um modelo hibrido € um par M = (F, V), onde F é uma estrutura
e V € uma funcao de valoragao que mapeia simbolos proposicionais em subconjuntos

de W, isto é, V : & — P(W), e mapeia nominais em subconjuntos unitdrios de W,
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isto €, se i é um nominal entao V(i) = {v} para algum v € W. Este mundo inico
que pertence a V(i) € chamado de denotagao de i sob V. Também podemos dizer

que i denota ou nomeia este mundo unico que pertence a V(7).

Definigao 2.38. A nocao de satisfazibilidade da l6gica hibrida é definida adicio-

nando duas clausulas extras a definicao de satisfazibilidade da logica modal bdsica:
1. M,vlFi ssev e V(i)
2. M,vIF@Q;p sse M,d; IF p, onde d; é a denotagao de v sob V.
Teorema 2.39. 1. M,vlF—=Q;¢ sse M,v I Q;—¢p;
2. M,v Ik @Qi(é1 A ¢2) sse M v - Q1 A Qoo
3. M,vlE Qi1 V p2) sse M,v I Q;pp V Q;hy;
4. M,vlF@Q(p1 — o) sse M v - Q;pp — Q;s.

Demonstra¢ao. 1. M,v IF Q¢ sse M,v If Q;¢ sse M,d; I ¢, onde d; é a
denotagao de i sob a valoracao de M, sse M, d; IF ~¢ sse M, v IF @Q;—¢;

2. M,v IF @1 A ¢2) sse M, d; IF ¢1 A ¢o, onde d; é a denotagao de i sob a
valoracao de M, sse M, d; IF ¢1 e M, d; IF ¢9 sse M, v |- Q1 e M, v IF Q¢
Sse M, vl @z(bl A @qug,

3. Segue diretamente dos itens anteriores;

4. Segue diretamente dos itens anteriores.

]

Teorema 2.40 ([16]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para
a logica hibrida sio PESPACO-Completos no comprimento da formula.

Teorema 2.41 ([I7]). O problema da verificagcdo de modelo para a légica hibrida é

polinomial (linear) no produto do tamanho do modelo e do comprimento da férmula.

Podemos ver que a logica hibrida é sem duvida uma légica interessante, uma
vez que ela possui um poder expressivo maior sem nenhum acréscimo relevante na

complexidade computacional em relagao a légica modal basica.
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2.3.2 Axiomatizacao

O conjunto de formulas validas da légica hibrida possui uma axiomatizagao que
¢ uma extensao do sistema axiomatico K, com axiomas para os novos operadores
da linguagem. Consideramos o seguinte conjunto de axiomas e regras em adigao aos
axiomas e regras de K, onde p e ¢ sao simbolos proposicionais, ¢ e j sao nominais e

¢ é uma formula. Este sistema axiomatico é denotado por Kg.
(Ka) F@i(p — q) — (Qp — Qiq)

(SD) F @Q;p < —@;—p

(Ref) F @i

(Agr) F @;Q@;p < Q;p

(Int) Fi— (p < Qp)

(Bac) F 0@;p — Q;p

(Gen@) Se I ¢, entdo - Q;p

(Nam) Se F @;p e i ndo ocorre em ¢, entao - ¢

(BG) Se - @;0j — Qjp e j # i ndo ocorre em ¢, entdao - @,y

Uma coisa que é importante notar a respeito da regra (Sub) presente no sis-
tema axiomatico K (se¢ao 2.1.4) é que, no contexto da légica hibrida a substituigao
deve respeitar a diferenca entre simbolos proposicionais e nominais. A substituicao
deve substituir uniformemente nominais por nominais e simbolos proposicionais por

formulas.

Teorema 2.42 (Correcao e Completude [I8]). O sistema aziomdtico Ka € correto

e completo com relacdo a logica hibrida.

2.3.3 Quantificador Local

Uma possivel extensao da légica hibrida consiste na adigao de uma forma limitada
de quantificagao sobre mundos de uma estrutura ou modelo. Para isto, adiciona-se

a linguagem o quantificador local |.
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Definicao 2.43. A linguagem da logica hibrida com quantificador local consiste de
um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais, um conjunto enumerdvel
L de nominais e um conjunto enumerdvel S de varidveis de estado tais que os
conjuntos sao disjuntos dois a dois, os operadores booleanos — e N, a constante
T, os operadores modais (ou modalidades) Q;, para cada nominal i, Q,, para cada
varidvel de estado x, e { e o quantificador local |. As formulas sao definidas da

sequinte forma:

pu=plilz|T|-pleiNps| Op| Qo | Qup |l 2.0,
ondepe®,iecLexecS.

As defini¢oes de uma estrutura e de um modelo sao as mesmas da légica hibrida
bésica.
Para lidar com as variaveis de estado, precisamos introduzir a nocao de atri-

buicoes.

Definicao 2.44. Uma atribuicao é uma fun¢ao g que mapeia varidveis de estado
para mundos do modelo, isto é, g : S — W. Usamos a notacao ¢' = glvy/x1, ..., v,/
x,] para denotar uma atribuicdo tal que ¢'(x) = g(x) se x & {x1,...,x,} e ¢'(x;) =

v;, caso contrdrio.

Um detalhe importante é que na légica hibrida com quantificador local é ne-
cessario levar em consideragao a atribuicao g. Desta forma, escreve-se M, g, v I ¢
ao invés de M, v I ¢. No entanto, as tunicas clausulas em que a atribuicao g é

utilizada sao exatamente as novas clausulas definidas abaixo.

Definicao 2.45. A nocao de satisfazibilidade da légica hibrida com quantificador
local € definida adicionando trés cldusulas extras a defini¢ao de satisfazibilidade da

l6gica hibrida bdsica.
1. M,g,vFz sse g(x) =v;
2. M, g,vlF Q¢ sse M,g,dIF ¢, onde d = g(x);

3. M,g,vlk] z.¢ sse M, glv/x],v Ik ¢.
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A féormula | x.p denota que, utilizando-se z como nome para o mundo atual
(variaveis de estado podem ser pensadas como “nominais sob demanda”), ¢ é sa-
tisfeita. O operador | é o unico operador que liga uma variavel. Variaveis livres
e ligadas sao definidas da forma usual. O tnico caso que merece mencao é que
na férmula @, 1), = é livre (a nao ser que esteja sendo ligada no interior de ).
Uma senten¢a ¢ uma féormula sem varidveis livres. Em geral, consideramos apenas
formulas que sao sentencas, porque nao desejamos nos preocupar com atribuigoes.
Além disso, variaveis livres podem sempre ser substituidas por nominais.

O quantificador local |, assim como os operadores de satisfacao, é dual a si
mesmo: M, g,v - — | x.¢psse M, g,v ] x.¢sse M, g[v/x],v I ¢ sse M, g[v/x],v Ik
—¢ sse M, g,v k| x.—¢.

Teorema 2.46 ([16]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para

a logica hibrida com quantificador local | sao indecidiveis.

Este resultado mostra que a inclusao de varidveis de estado e do operador |
transformam uma logica que tinha a mesma complexidade computacional da légica

modal basica em uma légica indecidivel.

Teorema 2.47 ([17]). O problema da verificagio de modelo para a légica hibrida
com quantificador local | € PESPACO-Completo tanto no tamanho do modelo quanto

no comprimento da formula.

Em [19], é mostrado que, para uma familia de 16gicas hibridas com o quan-
tificador local |, existem fragmentos destas logicas em que as complexidades dos
problemas de satisfazibilidade e de verificacao de modelo sao mais baixas do que
as das légicas completas. Um dos fragmentos discutidos em [19], que é definido
usando a nocao de formulas em forma normal negativa, é um fragmento da légica
hibrida com quantificador local definida nesta se¢ao e a complexidade do problema
de verificagao de modelo para este fragmento é inferior a complexidade presente no
teorema acima. Este resultado serd de grande valia em um capitulo posterior da

tese.

Definicao 2.48. Uma formula da légica hibrida com quantificador local | estd em
forma normal negativa (FNN) se o simbolo de negag¢ao (—) aparece apenas imedia-

tamente em frente de simbolos proposicionais, nominais e varidveis de estado.
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Lema 2.49. Se considerarmos os operadores duais de T,N\ e ¢, isto €, 1L,V e[
como operadores primitivos da linguagem, entao cada formula da logica hibrida com

quantificador local é semanticamente equivalente a uma formula em FNN.

Demonstracao. Seja (A,57) um dos seguintes pares de operadores duais: (A, V),
(0,0),(1 z.,] z.) e (@,,@,), onde x é uma varidvel de estado e z é um nominal
ou uma variavel de estado. Usando as equivaléncias semanticas =T = 1, -1 =
T, ¢ = ¢ e A ¢ = y¢, podemos empurrar os simbolos de negagao para
o interior das formulas até que eles aparecam apenas imediatamente em frente de

simbolos proposicionais, nominais e variaveis de estado. [l

Teorema 2.50 ([19]). O problema da verificagio de modelo para formulas da légica
hibrida com quantificador local | que, quando colocadas em FNN, nao possuem
nenhuma ocorréncia do operador [1 ¢ NP-Completo tanto no tamanho do modelo

quanto no comprimento da formula.

2.4 Loégicas Temporais

Nesta secao, apresentamos duas logicas modais pertencentes ao grupo das cha-
madas ldgicas temporais. Nestas logicas, além das modalidades que expressam a
existéncia de mundos satisfazendo certa propriedade, existem também modalidades

que expressam a existéncia de caminhos no modelo satisfazendo certa propriedade.

2.4.1 CTL"

A légica CTL* é uma logica temporal muito poderosa, que possui dois conjuntos
inteiramente independentes de modalidades para discursar sobre mundos e sobre

caminhos, respectivamente.

Definigao 2.51. A linguagem da logica CTL* consiste de um conjunto enumerdvel
® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos — e A, a constante T e o0s
operadores modais (ou modalidades) A, E, X, F, G e U. As formulas sio dividas
em férmulas de mundo S e férmulas de caminho P definidas pela seguinte indu¢ao

mutua: definidas da sequinte forma:
Su=p|T|2S|S NSy |AP|EP
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P:u=S|-P|P AP, |XP|FP|GP|PUP

onde p € ®. O conjunto das formulas bem formadas da légica CTL* € entao o

congunto de todas as férmulas de mundo geradas pelas regras acima.

As defini¢bes de uma estrutura e de um modelo sao as mesmas da 16gica modal

basica. A nogao de satisfazibilidade é definida a seguir.

Definigao 2.52. Seja M = (F, V) um modelo. Também precisamos da notagdo
auzxiliar de que se ™ = (sg, S1,...) € um caminho, nds denotamos por 7 o sufizo de
m come¢ando em s;. A nocao de satisfazibilidade de uma formula de mundo S em
um modelo M em um mundo v ou de uma férmula de caminho P em um modelo M
em um caminho m, notacao M, v IF .S e M, 7 - P, pode ser indutivamente definida

da sequinte forma:

1. M,vlkp ssev e V(p);
2. M,vlET sempre;
3. M vl =S sse M,v I S;
4. MLvlE ST A Sy sse MulE ST e M,vlE Sy,
5. M,vl- AP sse para todo caminho m comeg¢ando em v, M, w |- P;
6. M,v - EP sse existe um caminho ™ comecando em v tal que M, |- P;
7. M, IF S ssewv é o primeiro mundo de m e M,v I+ .S;
8. M,mlF =P sse M,w I P;
9 M,ml- PLAPy sse M,k Pp e M,mIF Py,

10. M,7l- XP sse M, 7' I P;

11. M, 7 FP sse existe um k > 0 tal que M, 7" I+ P;

12. M, 7l GP sse para todo k >0, M, 7% I P;

18. M, 7 I PLUP, sse existe um k > 0 tal que M, 7% |- P; e para todo 0 < j < k,

M,’]Tj I- Pl-
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Intuitivamente, devemos pensar em A como “para todos os caminhos comecando
no mundo atual”, E como “existe um caminho comegando no mundo atual tal
que...”, X como “no proximo mundo do caminho atual”, F como “no mundo atual
ou em algum mundo futuro no caminho atual”, G como “no mundo atual e em todos
os mundos futuros no caminho atual” e U como “a primeira formula é satisfeita no
caminho até que a segunda férmula seja satisfeita neste caminho, e a segunda férmula

¢é eventualmente satisfeita”.

Teorema 2.53 ([20]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para
CTL* sao 2EXPTEMPO-Completos no comprimento da formula.

Teorema 2.54 ([11]). O problema da verificagao de modelo para CTL" é polinomial
(linear) no tamanho do modelo e EXPTEMPO no comprimento da féormula.

24.2 CTL

A l6gica CTL é um subconjunto da légica CTL", em que as modalidades de CTL*
sempre aparecem em pares PS, onde P é uma modalidade que quantifica sobre
caminhos (A ou E) e S é uma modalidade que quantifica sobre mundos (X, F, G ou
U). Desta forma, as modalidades de CTL, na pratica, sio AX, EX, AF, EF, AG,
EG, AU e EU, com o detalhe importante de que as duas ultimas modalidades sao
bindrias e nao unarias.

A l6gica CTL apresenta vantagens em relacao a légica CTL* em termos de com-
plexidade computacional, como é mostrado no final desta secao. O decréscimo em
complexidade é especialmente atrativo no problema da verificacao de modelos, o
que faz a légica CTL ser uma das mais utilizadas para verificagao automatica de

sistemas.

Definicao 2.55. A linguagem da logica CTL consiste de um conjunto enumerdvel
® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos — e A, a constante T e o0s

operadores modais (ou modalidades) EX, EU e AU. As formulas sio definidas da

sequinte forma: definidas da sequinte forma:

eu=p|T|-¢ |1 Aps | EXp | EU(p1, @2) | AU(p1, @2),
onde p € P.
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As defini¢oes de uma estrutura e de um modelo sao as mesmas da l6gica modal
basica. A nocao de satisfazibilidade pode ser inferida a partir das regras da légica
CTL*, uma vez que CTL é um fragmento dela. A partir destas regras, podemos
notar que as modalidades ausentes na definicao acima podem ser definidas através de
equivaléncias semanticas: AXp = “EX—-p, EFp = EU(T, ¢), AFp = AU(T, ¢),
EGy = "AF—~¢p e AGyp = -EF—¢. E importante notar que EU ¢ AU ndo sdo
interdefiniveis desta forma.

Abaixo, apresentamos uma nocao simplificada de satisfazibilidade especifica para

CTL.

Definigao 2.56. Seja M = (F, V) um modelo. A nocdo de satisfazibilidade de
uma formula @ em um modelo M em um mundo v, notacio M,v IF ¢, pode ser

idutivamente definida da sequinte forma:
1. M,vlFp ssev e V(p);
2. M,vl-T sempre;
3. M,vlk —p sse M,vlf @;
4. MyvlkE 1 Ay sse MyulkE o e Moo lF pg;
5. M,vIFEXy sse ha w € W tal que vRw e M, w IF p;

6. M,vIFEU(py, o) sse existe um caminho m comeg¢ando em v e um k > 0 tal

que M, 7% Ik sy e para todo 0 < j < k, M, |+ P;;

7. M,v Ik AU(p1, @2) sse para todo caminho m comegando em v existe um k > 0

tal que M, 7" I @y e para todo 0 < j < k, M, 7/ IF P,.

Teorema 2.57 ([20]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para
CTL sao EXPTEMPO-Completos no comprimento da formula.

Teorema 2.58 ([11]). O problema da verificacao de modelo para CTL € polinomial

(linear) no produto do tamanho do modelo e do comprimento da formula.
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2.5 Logica Dinamica Proposicional (PDL)

Nesta se¢ao, apresentamos a légica dinamica proposicional. Esta légica é uma
l6gica multimodal projetada para a descricao e verificagao de propriedades de pro-

gramas e sistemas sequenciais.

2.5.1 Linguagem e Semantica

A linguagem da l6gica dinamica proposicional (PDL) possui, além de férmulas, a
nocao de programas. A linguagem possui um conjunto finito de programas bdsicos e
programas mais complexos podem ser construidos a partir dos trés operadores de lin-
guagens regulares: concatenagdo sequencial (;), uniao ou escolha ndo deterministica

(U) e iteragao ou estrela de Kleene (*).

Definigao 2.59. A linguagem da légica dinamica proposicional (PDL) consiste de
um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais, um conjunto finito 11 de
programas badsicos, 0s operadores booleanos — e A\, a constante T, 0os construtores de
programas ;, U e * e um operador modal (ou modalidade) (7}, para cada programa

w. As formulas sao definidas da sequinte forma:

pu=p|T|p|prANe2| (T,

com

Tu=a|m;m | mUme | 77,
ondep e P eacll

As férmulas desta légica sao avaliadas em estruturas e modelos de Kripke conhe-

cidos como estruturas e modelos regulares.

Definicao 2.60. Uma estrutura regular é uma n-upla F = (W, {R}aen), onde W
€ um conjunto nao vazio de mundos e R, é uma relacao bindria sobre W para cada
programa bdsico a. Além disto, relagcoes bindrias R, para cada programa ndao bdsico

7, sao definidas indutivamente utilizando-se as sequintes regras:
® Rpjjmy = Ry 0 Ry
L4 Rﬂ'1Uﬂ'2 = Rﬂ'l U Rﬂ'g;
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o R.- =R, onde R denota o fecho transitivo-reflexivo de R,.

Defini¢ao 2.61. Um modelo regular é um modelo de Kripke M = (F, V), onde F

¢ uma estrutura regular.
A nocao de satisfazibilidade de PDL ¢é definida da seguinte forma:

Definigao 2.62. Seja M = (F, V) um modelo regular. A no¢ao de satisfazibilidade
de uma formula ¢ em um modelo regular M em um mundo w, denotada por M, w |-

@, pode ser definida indutivamente da sequinte forma:
1. M,wlkp ssew € V(p);
2. M,wl-T sempre;
3. M,w Ik =p sse M,w I p;

4. Miw k@1 A s sse Myw IE o1 e Myw lE @y

&

. Mw I (m)p sse existe w' € W tal que wRw' e M,w' IF .

2.5.2 Axiomatizacao

O conjunto de férmulas validas de PDL possui uma axiomatizacao baseada na
axiomatizagao da légica multimodal com a adi¢ao de axiomas que descrevem o funci-
onamento dos trés operadores de construgao de programas (;,U e *). Consideramos
o seguinte conjunto de axiomas e regras, onde p e ¢ sao simbolos proposicionais e ¢

e 1Y sao férmulas.

(LP) Tautologias da Légica Proposicional
(K) F[7](p — @) = ([7]p — [r]q)

(Du) F [r]p < =(m)-p

(Com) F (my;7ma)p < (m1)(m2)p

(Uni) F (m Um)p < (m)p V (m2)p

(Rec) F (m)p < pV (m)(7*)p
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(Ind) FpA[r)(p — [7]p) — [**]p
(MP) Sel ¢ el ¢ — 1, entdo - 9
(Gen) Se I ¢, entdo + )¢

(Sub) Se k- ¢, entao F 7, onde ¢ substitui uniformemente simbolos proposicionais

por férmulas

Teorema 2.63 (Corregao e Completude [10]). O sistema axiomdtico acima € correto

e completo com relacao a PDL.
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Capitulo 3

Conceitos Basicos de Teoria de

Grafos

“Marge, lembre-se, se algo der errado na usina, culpe o cara que nao sabe falar inglés.” - Homer Simpson

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes basicas da teoria de grafos, discuti-
mos quatro propriedades globais de grafos (conectividade, aciclicidade, propriedade
hamiltoniana e propriedade euleriana) que serao estudadas sob a dtica das logicas
modais posteriormente e, por 1ltimo, apresentamos a definicao de um produto car-

tesiano de grafos.

3.1 Definicoes Basicas

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes bésicas da teoria de grafos. Para os

leitores com interesse particular em teoria de grafos, [1] fornece uma boa introdugao.

Definigao 3.1. Um grafo nao direcionado G € um par (V, E), onde V' € um conjunto
finito de vértices e E € um conjunto de pares nao ordenados de vértices. Cada
um destes pares € chamado de aresta. Se (v;,v;) € E, dizemos que v; e v; sdo
adjacentes. O grau de um vértice é o numero de vértices que sao adjacentes a ele.

Podemos também escrever v; Ev; para denotar que (v;,v;) € E.

Definigao 3.2. Um grafo direcionado G é um par (V, E), onde V € um conjunto
(finito ou nao) de vértices e E é um conjunto de pares ordenados de vértices. Cada

um destes pares € chamado de aresta direcionada ou apenas aresta. Se (v;,v;) € E,
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dizemos que v; € adjacente a v; e v; € adjacente a partir de v;. O grau de saida
de um vértice € o numero de vértices que sao adjacentes a partir dele e o grau de
entrada € o numero de vértices que sao adjacentes a ele. Podemos também escrever

v;Ev; para denotar que (v;,v;) € E.

Nesta tese, iremos utilizar quase que na totalidade das vezes grafos direcionados.
Desta forma, quando escrevemos apenas grafo, estamos nos referindo a um grafo
direcionado.

Podemos notar que uma estrutura de Kripke é um grafo com conjunto de arestas
R. Além disso, um grafo pode ser utilizado como uma estrutura de Kripke para
a avaliacao de féormulas em uma linguagem modal. Isto ja mostra porque logicas
modais sao uma escolha natural para o estudo de propriedades de grafos. Desta
forma, no resto desta tese, os termos grafo e estrutura (de Kripke) sdo considerados
equivalentes.

A partir disto, escrevemos G I ¢ para denotar que a formula ¢ é vélida em G

quando G ¢ utilizado como uma estrutura de Kripke da légica.

Defini¢ao 3.3. Um multigrafo (direcionado) G é uma n-upla (V, Ey, ..., E,), onde
V' é um conjunto finito de vértices e F;, 1 <1 < n, sao conjuntos de pares ordenados
de vértices, chamados de arestas (ou i-arestas, se a identifica¢do do conjunto ao qual
ela pertence for relevante). Podemos, analogamente aos casos anteriores, definir i-

adjacéncia e i-graus de entrada e saida.

Da mesma maneira que no caso basico, a definicao de um multigrafo é equivalente
a definicao de uma n-estrutura de Kripke. Abusando da notagao, nds usamos nesta
tese o termo grafo para se referir tanto a um grafo propriamente dito quanto a um

multigrafo. Isto nao é incomum na literatura de légica modal.

Definicao 3.4. Um caminho em um grafo G € uma sequéncia de vértices
(U1,V9,...,0,), n > 2, onde ao menos dois vértices v; e vj, i # j, sdo distintos

e (v, vi11) € E, para 0 < i < n. Dizemos que n é o comprimento do caminho.
Definicao 3.5. Um caminho fechado é um caminho tal que vi = v,.

Definicao 3.6. Um ciclo € um caminho onde vi = v, e v; # v;, para 1 <1i,j <n,
i £ 7.

30



Definicao 3.7. Todo grafo direcionado possui um grafo nao direcionado subjacente,
em que as orientagoes particulares das arestas nao sao consideradas. Isto significa
que, se G = (V,E) e (v,w) € E, entdo v é adjacente a w e w € adjacente a v no

grado nao direcionado subjacente a G.

3.2 Propriedades Globais de Grafos

Nesta secao, definimos as quatro propriedades globais de grafos que serao es-
tudadas posteriormente nesta tese sob o ponto de vista das légicas modais. Estas
propriedades sao: conectividade, aciclicidade, propriedade hamiltoniana e proprie-

dade euleriana.

Definicao 3.8. Podemos definir dois niveis de conectividade em um grafo. Primei-
ramente, um grafo G é (fracamente) conexo se e somente se, para quaisquer dois
vértices v e w distintos de G, existe um caminho de v para w no grafo nao direcio-
nado subjacente a G. No outro nivel, um grafo G é fortemente conexo se e somente
se, para quaisquer dois vértices v e w distintos de G, existe um caminho de v para

w no proprio grafo G.

Definicao 3.9. Um grafo G ¢é aciclico se e somente se nao existe nenhum caminho

em G que € um ciclo, conforme definido na se¢cao anterior.

Teorema 3.10. Um grafo G contém um caminho fechado se e somente se ele contém

um ciclo.

Demonstracao. A direcao da direita para a esquerda é imediata, ja que ciclos sao
um caso particular de caminhos fechados. Para a direcao da esquerda para a direita,
procedemos por inducao no comprimento n > 2 do caminho fechado. Se G' contém
um caminho fechado de comprimento n = 2, entao este caminho fechado ¢ também
um ciclo. Suponha agora que, para todo n < k, se G contém um caminho fechado
de comprimento n, entao ele contém um ciclo. Se G contém um caminho fechado
(v1,...,vx) de comprimento k que ndo é um ciclo, entao existem i e j tais que 1 <
i <j<kewv =v;. Masentao (v;,...,v;) ¢ um caminho fechado de comprimento

menor do que k. Pela hipdtese de inducao, G' contém um ciclo. [l
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Definigao 3.11. Um grafo conexo G ¢ hamiltoniano se e somente se existe um ciclo

em G que passa por todos os seus vértices.

Definigao 3.12. Um grafo conexo G € euleriano se e somente se existe um caminho

fechado em G em que toda aresta do grafo aparece eratamente uma vez.

Teorema 3.13 ([I]). Um grafo conexo G € euleriano se e somente se o grau de

entrada de cada um de seus vértices € iqual ao seu grau de saida.

3.3 Produto Cartesiano de Grafos

Nesta secao, definimos a nogao de produto cartesiano de grafos, de acordo com

@ e 5.

Defini¢ao 3.14. Dados n > 2 grafos direcionados G; = (Vi, E;), 1 < i < n,
definimos o seu produto G, notacio G = G1 X Gy X ... X G, como o grafo G =
(VixVax...xVy, E1,Ey, ..., E,), onde para cada i, 1 <i <n, E; é uma relagdo

bindria em Vi x Vo x ... x V, tal que
(ug, ..., un)Ei{vi,...,v,) sse u;Ew; e up = vg, para todo k # 1.

Um caso particular importante da definicao acima diz respeito ao produto de dois
grafos. Neste caso, ao invés dos subscritos 1 e 2, é comum usarmos os subscritos h
e v. Eles se referem a intuicao geométrica de relagoes de acessibilidade horizontal e

vertical.

Defini¢ao 3.15. Dados dois grafos direcionados G1 = (Vi, Ey) e Gy = (Va, Es),
definimos o seu produto G, notagio G = G1xXG3, como o grafo G = (Vi xVy, Ey,, E,),

onde para todo x,u € Vi ey,v € Vo
1. {x,y)Ep{u,v) sse xtBiu ey =wv e
2. (z,y)Ey(u,v) sse yEyv e x = u.

Um exemplo de um grafo produto é mostrado na figura Bl
Nesta tese, gostariamos de identificar uma condicao necessaria e suficiente para

um grafo ser o produto de grafos nao triviais. Um grafo ¢ dito trivial se ele possui
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1 (a, 1) (b, 1)

oo : (2.2) (0.2)

3 (a,3) (b, 3)

Gl @ Gl x @
Figura 3.1: Produto de Grafos

apenas um vértice e nenhuma aresta. Todo grafo pode ser descrito como o produto
de si mesmo com um grafo trivial.

Em [4] e [5], trés propriedades que sdo satisfeitas em grafos que sdo produtos
sao apresentadas. Estas propriedades, em conjunto com a propriedade de Church-
Rosser reversa, sdo necessarias para um grafo ser um produto (figura B2)). Seja
G=(V,Ey,....,E,) el <i,j<mn,i+#j Estas propriedades sdo descritas da

seguinte forma:

1. Comutatividade & Esquerda: Vz,y,z € V(zE;jy A yE;z — Ju € V(zEu A
uF;z))

2. Comutatividade & Direita: Va,y, 2 € V(zEjyAyE;z — Ju € V(zEjuAub;2))

3. Propriedade de Church-Rosser: Vz,y,z € V(vE;y A vE;z — Ju € V(yEu A
2Eju))

4. Propriedade de Church-Rosser Reversa: Vz,y,z € V(ijm AzE;x — Ju €
V(uEy ANuE;z))

y Iz u:_:Iz yI;:u zl X
xI __>‘u X y X z u‘" Iy

Figura 3.2: Comutatividade a Esquerda e a Direita e Propriedades de Church-Rosser

e de Church-Rosser Reversa

Entretanto, embora estas propriedades sejam necessarias para um grafo ser um
produto, elas nao sao suficientes. Existem grafos que satisfazem comutatividade a

esquerda e a direita e as propriedades de Church-Rosser e Church-Rosser reversa,
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Figura 3.3: Contraexemplo da suficiéncia das propriedades basicas

mas nao podem ser decompostos como um produto de grafos nao triviais, como
mostra um exemplo de [4] na figura 3.3

No capitulo [0, iremos acrescentar uma nova propriedade, chamada de intransi-
tividade, as quatro propriedades acima e provaremos que a conjuncao destas cinco
propriedades é uma condicao suficiente para que um grafo conezxo e enumerdvel seja

um produto.
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Capitulo 4

Conceitos Basicos de Algebras de

Processos

“Cala a boca, Pensamento, ou te enfio uma faca!” - Homer Simpson

Neste capitulo, apresentamos duas algebras de processos que serao utilizadas
no desenvolvimento da tese: o Cdlculo de Sistemas Comunicantes (CCS) e o 7-
Cdlculo. Posteriormente na tese, no capitulo [1, iremos desenvolver extensoes da
Légica Dinamica Proposicional (PDL) com operadores para a descrigao de compor-
tamentos concorrentes. Para isto, os programas destas logicas dinamicas proposici-

onais serao descritos em linguagens baseadas em CCS e no w-Calculo.

4.1 Calculo de Sistemas Comunicantes (CCS)

O Calculo de Sistemas Comunicantes (CCS) é uma &lgebra de processos bem
conhecida, proposta por Robin Milner [2I], para a especificagdo de sistemas co-
municantes concorrentes. Ele modela a concorréncia e a interagdo entre processos
através de atos individuais de comunicacao. Uma especificacao CCS é uma descricao
do comportamento esperado de um sistema, baseada nos eventos de comunicagao

que podem ocorrer. Para uma introdugao ampla a CCS, [21] pode ser consultado.

4.1.1 Linguagem e Seméantica

Em CCS, um par de processos pode se comunicar através de um canal comum

e cada ato de comunicacao consiste simplesmente de um sinal sendo mandado em
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uma ponta do canal e imediatamente sendo recebido na outra.

Seja N = {a,b,c,...} um conjunto de nomes. Cada canal em uma especifica¢ao
CCS ¢ rotulado por um nome. Os rétulos dos canais também sao utilizados para
descrever as agoes de comunicagao (envio e recebimento de sinais) executadas pelos
processos, como é mostrado abaixo. Além destas agoes de comunicacao, CCS possui
apenas mais uma acao: a agao silenciosa, denotada por 7, utilizada para representar
qualquer acao interna, executada por qualquer dos processos, que nao envolva um
ato de comunicacao (por exemplo, uma atualizagdo de meméria).

Existem duas possiveis semanticas para a acao 7 em CCS: ela pode ser tratada
como sendo observavel, da mesma forma que as acoes de comunicacao, ou ela pode
ser tratada como sendo invisivel. Nés adotamos a primeira opcao, uma vez que ela
é mais genérica. Nos formalismos logicos que apresentamos no capitulo [7, somos

capazes de representar a segunda semantica como um caso particular da primeira.

Definicao 4.1. Em nossa apresentacao de CCS, especificacoes de processos podem

ser construidas utilizando-se as sequintes operagoes:
P:@’&P‘&A‘P1+P2‘P1|P2|P\L,

com

az=alalr,

onde a € N, L C N e toda constante A possui uma tnica equacao definidora
d , . .

AY Py, onde Py é uma especificacao de processo. Neste trabalho, toda vez que um

processo € relacionado a uma constante A através de uma equacao definidora, ele

serd denotado por Pjy.

Originalmente, CCS também define um processo nulo, denotado por 0. Ele
representa o processo que nao tem a possibilidade de executar nenhuma acao. En-
tretanto, devido a sua definicao de certa forma frouxa, que falha em diferenciar entre
um deadlock e uma terminagao bem sucedida (ao contrario de outras algebras de
processos, como ACP [22] por exemplo, em que processos em deadlock e processos
terminados s@o diferentes), seu uso traria uma séria inconveniéncia a semantica dos
formalismos 16gicos iniciais apresentados no capitulo [Tt suas semanticas nao seriam
totalmente composicionais. Isto é mostrado em detalhes no capitulo [ Devido a

isso, excluimos de CCS este processo nulo.
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Tabela 4.1: Relacoes de Transicao de CCS

def o B
@ o e /
a—+ |aP—P A= Py PP QH?
oY A—>Pf P+Q—P P+Q5Q
pap Q2 PAP QAQ | PSP agLUL
PIQEP1Q | plolrg | PIREPIQ | P\LEPAL

O operador de prefizo (.) denota que o processo vai primeiramente executar
a agdo « e entdo se comportar como P ou A. O operador de soma (ou escolha
nao deterministica) (+) denota que o processo ird realizar uma escolha nao deter-
ministica e se comportar como P, ou como P,. O operador de composicao paralela
(]) denota que os processos P; e P, podem prosseguir independentemente ou podem
comunicar-se através de um canal em comum. Finalmente, o operador de restricao
(\) denota que os canais em L sdo acessiveis apenas no interior de P. Iteracdo em
CCS pode ser modelada através de equagoes definidoras recursivas, isto é, equagoes
A P, onde A ocorre em Py.

A acao a, chamada acdo de entrada, denota que o processo recebe um sinal
através do canal rotulado por a. A acdo @, chamada acdo de saida, denota que o
processo envia um sinal através do canal rotulado por a. Finalmente, 7 denota a
acao silenciosa.

Escrevemos P - P’ para expressar que o processo P pode executar a acio o
e depois disto se comportar como P’. Escrevemos P — V/ para expressar que o
processo P termina de maneira bem sucedida apés executar a agao a (uma notagao
emprestada de ACP). Um processo termina apenas quando nao existe nenhuma
acao possivel restante para ele executar. Por exemplo, 3 LA V. Quando um pro-
cesso termina dentro de uma composicao paralela, escrevemos P ao invés de P|y/.
Também escrevemos +/ ao invés de /\L e /|y/. Definimos o conjunto L como
L ={a:a¢c L} Na tabela[dT], apresentamos a semantica para os operadores de
CCS baseada nesta notacao. Nesta tabela, P, ) e P4 sao especificagoes de processos,
enquanto P’ e )" sdo especificagoes de processos ou /.

A partir da tabelalIl podemos ver que para descartar completamente o processo
nulo 0, precisamos também descartar o operador de restricao, uma vez que ele pode
ser utilizado para definir um processo com comportamento equivalente ao de 0 (por
exemplo, a\{a}). Portanto, em todos os formalismos l6gicos do capitulo [0 em que

precisarmos descartar o processo 0, precisaremos descartar também o operador de
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restricao.
Para motivar o uso de CCS, apresentamos um exemplo simples do uso da lin-

guagem abaixo.

Exemplo 4.2 ([21, 23]). Considere uma mdquina automdtica de vendas onde pode-
se botar moedas de um ou dois reais e comprar uma barra de chocolate pequena ou
grande. Apos colocar as moedas, o comprador precisa pressionar o botdo pequeno
para um chocolate pequeno ou o botdo grande para o chocolate grande. A mdquina
também esta programada para desligar-se automaticamente de acordo com um pro-
tocolo interno (representado por uma agao 7). Uma especificagio CCS descrevendo

o comportamento desta mdquina € a Sequinte:
V' = 1r.pequeno.coleta.A + 1r.1r.grande.coleta.A + 2r.grande.coleta. A

AY 1r.pequeno.coleta. A + 1r.1r.grande.coleta. A + 2r.grande.coleta. A + T

Suponhamos agora que um comprador quer usar esta mdquina. Podemos descrever

o comprador como
C = 1r.pequeno.coleta + 1r.1r.grande.coleta + 2r.grande.coleta.

Note que este comprador nao possui um comportamento iterativo. Uma vez que
ele obtém o chocolate, suas agoes estao encerradas. Agora, se quisermos modelar o
processo deste comprador comprando um chocolate nesta mdquina, podemos escrever

(VIC)\L, onde L = {1r,2r, pequeno, grande, coleta}.

Definicao 4.3. Seja P o conjunto de todas as especificacoes de processos possiveis.

Um congunto Z C P x P € uma bissimulacao forte se (P, Q) € Z implica em
e Se P% P e P €P, entio existe Q' € P tal que Q > Q' e (P,Q') € Z;
e Se Q5 Q eQ €P, entio existe P € P tal que P> P e (P, Q') € Z;
o P %/ seesomente se Q= /.

Definicao 4.4. Duas especificagoes de processos P e () sao fortemente bissimilares
(ou simplesmente bissimilares), denotado por P ~ @, se existe uma bissimulagdo

forte Z tal que (P,Q) € Z.
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Agora, introduzimos a Lei de Expansao, que é muito importante na defini¢ao
das semanticas das légicas apresentadas no capitulo [7] e em suas axiomatizagoes.
Apresentamos um caso particular da Lei de Expansao, que é suficiente para nossas

necessidades. O caso mais geral da Lei de Expansao é apresentado em [21].

Definicao 4.5. Dizemos que um processo € irrestrito se ele nao possui nenhuma

ocorréncia do operador \.

Teorema 4.6 (Lei de Expansao (EL)). Seja P = P, | Py, onde P € irrestrito.
Entao

P~ Y a(P|P)+ Y B(P|P)+ > TR

Plgpl/ P2—>P2/ ReAr

onde A, = {(Pl | P}): P % Pl ¢ P, P}, para algum a € NYU{(P/| P): P, %
Pl e P, % P}, para algum a € N'}. Denotamos o lado direito desta bissimilaridade

por Exp(P).

4.1.2 Sequencias de Acgoes e Execugoes Possiveis

Nesta secao, introduzimos o conceito chave de ezecugoes finitas possiveis de um
processo. Este conceito desempenha um papel central nas semanticas das logicas

apresentadas no capitulo [7

Definigao 4.7. Utilizamos a notagdo o para denotar uma sequencia potencialmente

. . ~ . ., —

infinita de agoes aj.ag. .-+ .an(.--+) (a sequencia vazia é denotada por € ). A
. . — — — — — —

sequencia vazia seque a regra /. € = €.a& = d, para todo & . Denotamos o

—>)Z'

S . —
i-ésimo termo da sequencia o por (d

!

Definicao 4.8. Dizemos que uma sequencia finita de acoes 3 € um prefixo de

—

—
a

. . ~ LY Y S p —

se existe uma sequencia nao vazia A\ tal que o = F.X. Se B € um prefizo de o

)

- —
escrevemos [ C o .

Definicao 4.9. Para uma sequencia finita de acées o, escrevemos P = P' para

H
a
expressar que o processo P pode executar a sequencia o e depois disto se comportar
—
, . (0%
como P'. Além disso, escrevemos P = +/ para expressar que o processo P pode

. . . , . —
terminar de maneira bem sucedida apos executar a sequencia « .
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Definicao 4.10. Definimos o conjunto de execucoes finitas possiveis de um processo

P, denotado por 7—3—;(13), como @(P) ={a:P < vV}

Nas logicas para sistemas concorrentes que desenvolvemos no capitulo [7, de ma-
neira analoga ao que ocorre em PDL tradicional, utilizamos semanticas que apenas
levam em conta as execugoes finitas possiveis dos processos, isto é, situacoes em
que os processos terminam de forma bem sucedida. Entao, apresentamos alguns

resultados tteis a respeito de execucoes finitas possiveis.

Definicao 4.11. Sejam R e S conjuntos de sequencias finitas de agoes. Podemos

definir as sequintes operacoes nestes conjuntos:
1. ROS:{E.ﬁ:EGReﬁES};
2. RUS={d :d €RoudeS}
8. RO={%}, R"=RoR"Yn>1);

4. R =J,en R™
Lema 4.12. Se P ~ Q, entio P = \/ se e somente se Q = +/.

— —
Teorema 4.13. Se P ~ @, entao Rs(P) = Rs(Q).

4.2 CCS Estendido (XCCS)

Conforme foi mencionado na secao anterior, devido a definicao de certa forma
frouxa da semantica do processo 0, que falha em diferenciar entre um deadlock e
uma terminacao bem sucedida, seu uso traria uma séria inconveniéncia a semantica
dos formalismos légicos iniciais apresentados no capitulo [l suas semanticas nao
seriam totalmente composicionais. Este problema também afeta a possibilidade
de incluirmos o operador de restricao nas linguagens dos programas destas logicas.
Além disto, como sera visto no capitulo [, o tratamento das constantes de CCS e
suas equagoes definidoras dentro dos formalismos l6gicos é bastante complexo.

Nesta se¢ao, nosso objetivo é lidar com estes dois problemas. Para isto, estende-
mos a linguagem de CCS com novos operadores e um novo tipo de agao. Chamamos
esta nova algebra de processos de CCS estendido ou XCCS. Devido a defini¢ao re-

finada do processo nulo 0 em XCCS, podemos utiliza-lo em formalismos logicos
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em que os programas sao baseados em XCCS, assim como o operador de restrigao.
Além disso, um dos novos operadores de XCCS, o operador de iteracao, nos permite
remover as constantes e seu tratamento elaborado da linguagem.

Em CCS, temos o conjunto de agdes A = NUNU{7}. Em XCCS, denotamos este
conjunto de agoes por Ag, o conjunto de acoes de execucao. Em XCCS, possuimos
uma acao extra, além daquelas em Ag, chamada de acdo de terminag¢ao e denotada
por END. Um processo em XCCS pode terminar de maneira bem sucedida apenas
apos executar a acao FND e ele sempre termina de maneira bem sucedida apos
executar tal acao. Se um processo nao pode executar nenhuma acao de execucao e

nao pode terminar de maneira bem sucedida, ele é chamado de processo em deadlock.

Definicao 4.14. Em XCCS, especificacoes de processos pode ser construidas

utilizando-se as sequintes operacoes:
P:OIEND‘OCP|P1,P2’P1—|—P2’P1‘P2‘p*’P\L,

com

ondea € N e LCN.

0 ¢é o processo nulo. Ele é um processo em deadlock, uma vez que ele é incapaz de
executar qualquer agao de execucao e de terminar de maneira bem sucedida. EN D
é o processo que é incapaz de executar qualquer acao de execucao, mas é capaz de
terminar de maneira bem sucedida. O operador de composicao sequencial (;) denota
que o processo ird se comportar primeiramente como P e, se e quando P; terminar
de maneira bem sucedida, ira continuar se comportando como P,. O operador de
iteragao (*) denota que o processo P é capaz de ser iterado zero ou mais vezes. Na
tabela [£.2] apresentamos a semantica dos operadores de XCCS.

A partir da tabela [£.2] nao é dificil notar que agora o processo nulo 0 denota
apenas um processo em deadlock, enquanto o processo EN D denota terminacao de
maneira bem sucedida. A situacao no CCS tradicional é diferente, uma vez que 14,
em uma especificacao da forma «.0, 0 estd denotando um processo que terminou
de forma bem sucedida, enquanto em uma especificacao da forma P + 0, 0 esta

denotando um processo em deadlock. Ja em XCCS, uma especificacao da forma
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Tabela 4.2: Relagoes de Transicao de XCCS

a.P % P | END NP PPy | EEE | P V0%
PQ—PQ PiQ—qQ’
PP QLq PP QLq PAP QAQ
PHQEP Prolo PIQEPIQ | ploPplgr | PIQ-PIQ
P p! PP agLUL pPPEP s QPEP pEND QNP
p*gpl;P* P\LgPI\L P;QEﬂD\/ P—Q—QEE)D\/ P-&-QEﬁD\/
PEﬁD\/,QEﬁD\/ PEﬁ)D\/

.0 denota que o processo executa a acao « e entao entra em deadlock, enquanto
uma especificagao da forma a. EN D denota que o processo executa a acao « e entao
termina de maneira bem sucedida.

Em [21] e [24], Milner usa uma construcao sintatica engenhosa para definir uma
forma de composicao sequencial. Ela é ligeiramente diferente da forma apresentada
na tabela e nao ¢ um operador primitivo. Ele também utiliza a notagao ; para
a sua construcao, mas nos a denotamos por :, de forma que possamos diferenciar
facilmente entre a sua construcao e a nossa. A construcao de Milner depende de uma
série de coisas. Em primeiro lugar, precisamos considerar um novo nome z € N'. Em
segundo lugar, todo processo precisa executar a agao zZ como sua ultima acao antes
da terminacao e nao pode executar z ou z em qualquer outro ponto da execucao. Em
terceiro lugar, precisamos executar substituicoes sintaticas de nomes em processos,

onde P[b/a] denota a substituigao de toda ocorréncia de a (@) em P por b (b). Entao,

composicao sequencial é definida da seguinte forma:

P:Q=(Pla/z]| a.Q)\{a},

onde a precisa ser um nome que nao ocorre nem em P nem em ().

A principal diferenca entre as duas formas de composicao sequencial é que, como

— — — —

as tabelas 1] e .2 mostram, R¢(P; Q) = Rs(P) o R¢(Q), enquanto Rs(P : Q) =
—_) —% . 7 ~ .
Rs(P)o {1} oR¢(Q). Este 7 extra estaria presente também nas execugdes finitas
de um processo P*, uma vez que utilizamos composicao sequencial para definir a
semantica do operador de iteracao (tabela [£.2]). Estes 7’s extras aparecendo entre
as execucoes finitas dos subprocessos seria um complicador para as semanticas das
nossas logicas, uma vez que algumas validades logicas intuitivas seriam falsas. Uma
vez que ja estamos introduzindo o processo EN D para resolver os problemas anteri-

ores com o processo nulo, nao ha razao porque também nao deveriamos usa-lo para
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construir uma forma mais simples e mais conveniente de composicao sequencial e
uma forma simples de iteracao, como é feito na tabela (4.2l
Agora, precisamos fazer alguns pequenos ajustes na nocao de bissimulacao forte

e na Lei de Expansao.

Definicao 4.15. Seja P o conjunto de todas as especificagoes de processos possiveis.
Um conjunto Z C P x P € uma bissimulagao forte se (P, Q) € Z implica, para todo

a € Ag, em
e Se P% P e P €P, entio existe Q' € P tal que Q > Q' e (P,Q') € Z;

e Se Q5 Q eQ €P, entio existe P € P tal que P> P e (P.Q) e Z;

o PP \/ se e somente se @ FAP V-

A definicao de bissimilaridade forte é anédloga a definicao 4], utilizando a nova
nocao de bissimulacao forte enunciada acima.
Na presenca do operador de iteracao, uma versao mais fraca da Lei de Expansao

¢ suficiente para as nossas necessidades.
Teorema 4.16 (Lei de Expansao (EL)). Seja P = P, | Py, onde P € irrestrito e |
nao ocorre em P; e P,. Entao

Pr > (P |P)+ Y B(P|P)+ > mR+Ep,

P1=P] PP ReAr

onde A, = {(P| | P}): P % P ¢ P, P}, para algum a € N}YU{(P]| P} : P >
Pl e P, 5 Py, para algum a € N} e Ep = END, se P, PAP NERD PAP V ou
Ep =0, caso contrario. Novamente, denotamos o lado direito desta bissimilaridade

por Exp(P).

Finalmente, devido a presenca da acao END, precisamos fazer um pequeno
ajuste na definicao da composicao R o S de dois conjuntos R e S de sequencias

finitas de acoes.

Definicao 4.17. Seja (@) = T, se @ = N.END ¢ 1(@') = &, caso contrdrio.

Entao,



Definicao 4.18. Dizemos que uma relagao = entre processos é uma congrueéncia
se ela € uma relacao de equivaléncia e ela € preservada por todos os operadores de

XCCS, isto €, se P = Q), entdo a.P = a.QQ, P+ R= Q) + R e assim por diante.

Dizemos que a restri¢gao \ L liga os nomes a € L. Dizemos que um nome é ligado
em P se ele ocorre dentro do escopo de uma restricao que o liga. Caso contrario,

dizemos que um nome é [vre.

Definicao 4.19. Uma substitui¢cao sintatica de um nome ligado por um nome novo
(um nome que nao ocorre na especifica¢ao de processo) em um conjunto de restrigao
L e em toda ocorréncia do nome dentro do escopo da restrigao correspondente \ L €

chamada de conversdo alfa.

Definicao 4.20. Congruéncia de Restricao, ou r-congruéncia, denotada por =,, é
uma relacdo entre processos definida pelo sequinte conjunto de axiomas e regras,
onde n(P) denota o conjunto de nomes que ocorre em P como parte tanto de agoes

de entrada quanto de saida.

1. E uma congruéncia; 8. (P;Q\L =, (P\L); (Q\L);

2. E fechada sob conversio alfa; 9. (P+Q)\L =, (P\L)+ (Q\L);

3. Comutatividade de + ¢ |; 10. Se n(P) A (LUT) = 0, P{(Q\L)
4. O\L =, 0; =, (PIQ)\L;

5. END\L =, END; 11. (P\L =, (P\L)";

6. Sea ¢ LUL, (a.P)\L =, a.(P\L); 12. P\L\M =, P\(LU M);
7. Sea € LUL, (a.P)\L =, 0; 18. Sen(P)N(LUL) =0, P\L =, P.

Definicao 4.21. Dizemos que um processo esta em forma r-externa se ele tem a

forma P\L, onde P ¢ irrestrito.

Teorema 4.22. Todo processo é r-congruente a wm processo em forma r-externa e

todo processo sem ocorréncia do operador | € r-congruente a um processo irrestrito.

Demonstracao. A prova segue da definicao [4.20. O
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Teorema 4.23. Se P =, (), entdao P ~ ().

Demonstracao. A prova segue da tabela e da definicao 4.4l n

4.3 O w-Calculo

O 7w-Célculo é uma algebra de processos bem conhecida, proposta por Milner,
Parrow e Walker [25]. Ele ¢ uma extensao do CCS de Milner [21] que é capaz de
descrever nao apenas nao determinismo e concorréncia, mas também mobilidade de

processos. Para uma introdugdo ampla ao w-Calculo, [26] pode ser consultado.

4.3.1 Linguagem e Semantica

O principal acréscimo da linguagem do m-Caélculo em relagao a linguagem do
CCS (ou do XCCS) estd no fato de que as mensagens enviadas pelos canais entre
0S Processos Nao sao mais meros sinais, mas sim mensagens com conteido. No
m-Calculo, o conteido de uma mensagem enviada através de um canal é sempre
um nome do conjunto N. Uma vez que a linguagem do XCCS é mais apropriada
para o nosso objetivo de desenvolver formalismos logicos para sistemas concorrentes,

apresentamos o m-Calculo partindo desta linguagem.

Definicao 4.24. Em nossa apresentacao do mw-Cadlculo, especificagoes de processos

podem ser construidas utilizando-se as sequintes operagoes:
P:0‘END'O{P‘PDPQIP1+P2’P1’P2‘P*’(VG)P,

com

a = a(z) | alz) [a{vz) | T,
onde a,v € N.

Usualmente o m-Calculo é apresentado com um operador de replicagao (1), que
denota a habilidade de um processo de gerar miltiplas cépias de si mesmo. Neste
trabalho, nos atemos ao m-Célculo sem replicagao e a questao de se é possivel man-
termos os resultados que apresentamos no capitulo [7] na presenga do operador de
replicagao permanece em aberto. Deixamos esta questao para um trabalho futuro,

conforme explicado no capitulo [§
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A tnica diferenga significativa na sintaxe do w-Célculo em relagao a sintaxe
de XCCS, com a excecao da ja mencionada diferenca de que as mensagens do -
Calculo possuem conteuido, esta no operador de restricao. No m-Calculo, o operador
de restrigao (va) denota que o canal a s6 é acessivel no interior de P (o escopo de a
é P).

A agdo a(x), chamada a¢do de entrada, denota que o processo recebe um nome
através do canal rotulado por a e o nome x marca, em P, os lugares onde o nome
recebido deve ser colocado. As agdes a(z), chamada ac¢do de saida livre, e a{vz),
chamada acdo de saida ligada, ambas denotam que o processo envia o nome x
através do canal rotulado por a. A diferenca entre as duas é que, em a(vz), z é um
nome restringido, com esta a¢ao sendo uma abreviacao de (vz)a(z). Finalmente,
7 denota a agao silenciosa. Definimos a acao de saida ligada como uma uma agao
primitiva porque, como é mostrado abaixo, sob certas circunstancias, a tinica forma
de restricao que é necessaria é a oferecida por saidas ligadas.

Dizemos que as agoes a(zx) e a{vz) e a restri¢ao (vz) ligam o nome x, chamando-
os de ligadores. Dizemos que um nome é ligado em P se ele ocorre dentro do escopo
de uma acao ou restricao que o liga. Caso contrario, dizemos que o nome é livre em
P. Denotamos por f(P) o conjunto dos nomes livres em P e por b(P) o conjunto
dos nomes ligados em P. De modo andlogo, denotamos por f(a) e b(«) os nomes
livres e ligados em uma acdo «. Nas agoes a(z), a(z) e a(vz), a é chamado de
sujeito, denotado por s(«), onde « é a acdo, e x é chamado de objeto, denotado por
o(a). A agdo T nao possui nem sujeito nem objeto.

Definimos as nocoes de congruéncia entre processos e de conversao alfa de forma

analoga as defini¢oes da secao anterior.

Definicao 4.25. Congruéncia estrutural, denotada por =, é uma relagao entre pro-

cessos definida pelo sequinte conjunto de axiomas e regras:

1. E uma congruéncia; 4. Sea# x, (vr)a(x).P =a(ve).P;
2. E fechada sob conversio alfa; 5. (vx)(vy)P = (vy)(vx)P;
3. Comutatividade de + e |; 6. Sex ¢ f(P), (vr)P = P.

Definicao 4.26. Dizemos que um processo P € limpo se nenhum nome aparece tanto
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livre quanto ligado em P e nenhum nome € ligado por mais de um ligador. Dizemos
que um processo € irrestrito se ele nao possui ocorréncias do operador v. Dizemos
que um processo limpo estd em forma v-prefixo se ele tem a forma (vzy) ... (va,)P,
n > 0, onde P € irrestrito. Finalmente, dizemos que um processo limpo estd em
forma v-padrao se as unicas ocorréncias do operador v sao dentro de prefizos de

saida ligada.

Na tabela L3 apresentamos a semantica para os operadores do w-Célculo. Esta
semantica é chamada de semantica tardz'. Para mais detalhes sobre esta e outras

semanticas, [26] pode ser consultado.

=P P2 Oy END END
P'=P.P>Q.Q=0Q a.P% P END ="/ P ="/
Pl_>Ql
P pr PP Qo PP P2 P b(a)Nf(Q)=0
P;Q3PQ P;Q5qQ’ P+Q3 P! PIQSP/|Q
P@p "W P pr " gy pap PP xda
PlQLP {u/a}|Q" | P|lQ5(vu)(P'{u/z}|Q") P+ P/ pr (vz) P2 (va) P!
PEﬁ;D\/,QEﬂP\/ PEﬁ»D\/ QEEP\/ PEﬁ»D\/,QEﬂP\/
PPy P+Q"™Py P+Q"XPy PIQ™P
END
P ="/
(v2) Py

Tabela 4.3: Relagoes de Transicao do w-Calculo

Definicao 4.27. Dizemos que um conjunto de nomes é novo para um processo P

se nenhum nome deste conjunto ocorre em P.

Definicao 4.28. Seja P o conjunto de todas as especificagcoes de processos possiveis.

Uma bissimulacao tardia é uma relacao bindria simétrica Z C P x P tal que
1. Se (P,Q) € Z e P2 P', onde b() ¢ novo para P e Q, entdo
(a) Se a = a(x), entdo eviste Q' € P tal que Q = Q' e, para todo u € N,
(P{u/x}, Q{u/x}) € Z;
(b) Se a nio é uma acdo de entrada, entdo existe Q' € P tal que Q = Q' e
(P, Q') € Z;
2. Se (P,Q)€eZeP ENp \V/, entao Q g V-

A razao pela qual as unicas acoes de execucao « que precisam ser consideradas
sao as que satisfazem a condicao de que b(a) é novo para P e ) é explicada em

detalhes em [26].

ate semantics, em inglés
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Definicao 4.29. Duas especificacoes de processos P e () sdo tardiamente bissimila-
res (ou simplesmente bissimilares ), denotado por P ~ @), se eziste uma bissimula¢do
tardia Z tal que (P,Q) € Z. No mw-Cdlculo, bissimilaridade é uma rela¢ao de equi-

valéncia, mas nao é uma congruéncia.

Teorema 4.30. Se P = (), entao P ~ Q).

Teorema 4.31 (Lei de Expansao (EL) [26]). Seja P = Py | P, onde P ¢é limpo e
irrestrito e | nao ocorre em Py e Py. Entao

P > afP|P)+ Y B(P|P)+ > rR+Ep,

PlgP{ PQ—)P, RGAT

onde A, = {(P’{u/:z:} | Py) : P, — ) P e P, Ay P}, para algum a € N'} U {(P’ \

P{u/z}): P P prep ¥ 2 P, para algum a € N'} e Ep = END, se PL 2% \/ ¢
P, — END V ou Ep = 0, caso contrdario. Denotamos o lado direito desta bissimilaridade
por Exp(P).

Definicao 4.32. v-bissimilaridade, denotada por P ~ Q, é uma relagdo entre pro-
cessos definida pelo sequinte conjunto de axiomas e regras, onde v &€ « denota que

x nao € nem o sujeito nem o objeto da ac¢ao «:
1. Se P=Q, entio P~ Q; 6. (vx)(P;Q) ~ (va)P; (va)Q;

2. (vx)0 < 0; 7. (va)(P+ Q) ~ (vz)P + (vz)Q;

3. (I/Q?)ENDLEND,' 8 Se r € f(P)’ P|(VZL‘)Q X (yx)

4. Sex ¢ a, (vr)a.P X a.(vz)P; (PlQ);
5. Sex = s(a), (vr)a.P X 0; 9. (vo)P* <~ ((vx)P)*.

Segue da tabela 13 e da defini¢ao [£.29 que os itens 2 a 9 sao realmente bis-
similaridades. Logo, a relagao de v-bissimilaridade é um subconjunto da relagao
de bissimilaridade. v-bissimilaridade é uma relacao conveniente porque possui uma

axiomatizagao simples e é suficiente para as nossas necessidades neste trabalho.

Teorema 4.33. Todo processo é estruturalmente congruente a um processo limpo.
Todo processo limpo é v-bissimilar a uwm processo em forma v-prefizo. Finalmente,
todo processo limpo sem ocorréncias do operador | € v-bissimilar a um processo em

forma v-padrao.
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4.3.2 Sequencias de Acoes e Execucoes Possiveis

Podemos definir nocoes de conversao alfa e de nomes ligados em uma sequencia
de acoes e de sequencias de agoes limpas, em analogia com as defini¢oes [4.19] e [4.26]
Z ~ — — .
Também podemos estender nossa notacao e escrever b(7) e f(7) para os conjuntos
. . .= . ~ —
de nomes ligados e livres na sequencia 7. Se uma sequencia de agoes 7 pode ser
. .= — . = ~ g qips -
alfa-convertida em uma sequencia ¢, escrevemos v =, o . Nao ¢ dificil perceber
— —
X ~ a — — — 7 . .
que, se P = /, entdo P = /, onde 7 =, @ e @ é limpa. Seja S(P) o conjunto
—
. . — . o ~ , ~ , crs .
de todas as sequencias limpas @ tais que P = /. Entdo, também nao é dificil

~ — = ~
perceber que, se estabelecermos a convencao de que o =, ¢, =, ¢ uma relacao de

equivaléncia para os elementos do conjunto S(P).

Definicao 4.34. Definimos o conjunto de execugoes finitas possiveis de um processo
P, denotado por @(P), como o conjunto quociente @(P) = S(P)/ =,. Se 7 €

S(P), entdo [¥] € @(P) denota sua classe de equivaléncia.

Definicao 4.35. Sejam o e & duas sequencias de agoes e sejam P e Q duas espe-
cificacées de processos. Se b(@) € novo para Q e b(7’) ¢ novo para P, escrevemos
(@,0) > (P,Q).

« ~ . — e . N — N
Definigao 4.36. Seja T' = Ry(P) e U = R¢(Q) e seja (@) = A, onde & =

T.END. Podemos definir as sequintes operagoes nos conjuntos T e U :
o ToU={[(a@).7]:[@) € T.[F] €U ¢ (@, §) 0 (P.Q)}:
e TUU ={[a]:[d] €T oula] €U}
e RO={[F]},R"=RoR"n>1) e R =], R"

Lema 4.37. Se P ~ Q e b(@) € novo para P e Q, entio P < \/ se e somente se
Q= y.

— —
Teorema 4.38. Se P ~ Q, entao R(P) =R(Q).
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Capitulo 5

Logicas Modais Hibridas e
Propriedades Globais de Grafos

“Fu nao estava mentindo. Estava escrevendo ficgago com a boca.” - Homer Simpson

Neste capitulo, analisamos o problema de como descrever e verificar de maneira
eficiente as quatro propriedades globais de grafos apresentadas no capitulo [3] utili-
zando logicas modais. Para esta tarefa, consideramos as vantagens e desvantagens
da logica modal basica, da légica hibrida, da légica hibrida com quantificador local,
da logica modal graduada e de uma versao hibrida da légica temporal CTL*.

O contetdo deste capitulo tem como base os artigos [27], [28] e [29] (reproduzido
no apéndice[A]). As provas de todos os resultados apresentados neste capitulo podem

ser consultadas no apéndice [Al

5.1 Introducao

Grafos estao entre as estruturas mais utilizadas e mais estudadas em Ciéncia
da Computagao [1]. Nesta disciplina, muitos conceitos importantes admitem uma
representacao através de grafos e, em algumas ocasioes, grafos estao presentes no
proprio nicleo do modelo de computacao utilizado. Isto acontece, por exemplo, na
area de sistemas distribuidos [2, [3], onde o modelo subjacente de computagao é cons-
truido sobre um grafo. Além deste papel central, grafos também sao importantes
em sistemas distribuidos como ferramentas para a descrigao de problemas de distri-

buicao de recursos, escalonamento de tarefas, deteccao de deadlocks, entre outros.
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O caso de sistemas distribuidos é particularmente atraente porque ilustra bem dois
niveis diferentes em que propriedades de grafos sao descritas. Um é o nivel local,
que engloba propriedades que sao satisfeitas em vértices ou vizinhancas de vértices.
O outro nivel é o global e consiste de propriedades que sao satisfeitas no grafo como
um todo, tais como aciclicidade e conectividade.

A teoria de grafos fornece muitas ferramentas para a descri¢ao de tais problemas
e apresenta muitos algoritmos eficientes para resolvé-los. Entretanto, existe uma
distingao importante entre os dois lados desta questao. No lado da “descricao”,
grafos fornecem um grande nivel de generalidade, permitindo a descricao de proble-
mas muito diferentes no mesmo arcaboug simples. Porém no lado da “solucao”,
cada problema de grafos precisa ser resolvido e cada propriedade de grafos precisa
ser testada com um método especifico que em geral nao pode ser generalizado para
outros problemas ou propriedades diferentes.

Um arcabouco légico, por outro lado, pode prover este nivel de generalidade. Em
uma linguagem intuitiva, isto pode ser colocado da seguinte maneira. Considere uma
logica I com suas férmulas e as estruturas onde estas formulas sao semanticamente

avaliadas. Nés precisamos ser capazes de responder as seguintes perguntas:
1. Podemos representar um grafo como uma estrutura para L7

2. Podemos representar as propriedades de grafos que queremos verificar como

L-férmulas?

3. L possui métodos de inferéncia decidiveis para verificar se uma férmula é

satisfeita (ou valida) em uma estrutura?

Se as respostas para todas estas perguntas forem positivas, entao podemos usar
os métodos de inferéncia da légica para verificar cada propriedade de grafos que
quisermos, desde que esta propriedade possa ser expressa como uma L-férmula.

Naturalmente, ainda hd uma quarta pergunta que precisa ser respondida:

4. O método ldgico é tao eficiente (em termos de complexidade computacional)
em testar uma dada propriedade de grafos quanto o método oriundo da teoria

de grafos?

ramework, em inglés
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Para satisfazer a primeira pergunta, escolhemos trabalhar com a familia de
légicas modais. Uma razao muito forte para escolhermos légicas modais para esta
tarefa, ao invés de qualquer outra légica, estd no fato de que as féormulas das légicas
modais sao avaliadas em estruturas que sao essencialmente grafos, o que as torna
uma escolha muito natural.

Neste capitulo, analisamos como podemos expressar e verificar de maneira efici-
ente algumas propriedades globais de grafos utilizando 16gicas modais. Isto envolve
duas questoes: a primeira é determinar se cada uma das linguagens modais consi-
deradas possui poder expressivo suficiente para descrever as propriedades de grafos
em que estamos interessados; a segunda é quao complexo (computacionalmente) é
utilizar estas l6gicas para realmente testar se um dado grafo possui uma propriedade
desejada.

Um trabalho semelhante é apresentado em [30]. Naquele trabalho, o interesse
também estava em como usar légicas modais para expressar propriedades globais
de grafos. Entretanto, em [30], apenas a légica basica para grafos (apresentada na
proxima sessao) era considerada e apenas conectividade e aciclicidade foram anali-
sadas. Além disto, o foco daquele trabalho era em como construir axiomatizagoes
para classes de grafos com estas propriedades globais, enquanto nosso foco esta em
como encontrar férmulas que expressem cada uma destas propriedades e que possam
ser eficientemente utilizadas para testar se um grafo as satisfaz.

O restante deste capitulo é organizado da seguinte maneira. Na secao 0.2 apre-
sentamos uma légica modal simples apropriada para a descricao de propriedades
de grafos e investigamos se algumas propriedades conhecidas de grafos podem ou
nao ser expressas por formulas em sua linguagem. Analisamos conectividade, aci-
clicidade, a propriedade hamiltoniana e a propriedade euleriana. Na secao (.3
estendemos a légica modal da segao anterior com nominais, obtendo uma légica
hibrida, e a utilizamos para expressar algumas destas propriedades de grafos. Na
secao [B.4] introduzimos uma versao hibrida da légica temporal CTL*, que é uma
l6gica muito expressiva, e a utilizamos para verificar a propriedade hamiltoniana de
uma maneira mais eficiente do que a utilizada na secao anterior. Na secao [5.0 es-
tendemos a logica hibrida da segao com o operador | e mostramos que podemos

verificar a propriedade hamiltoniana com complexidade étima (NP) nesta 1gica.
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Na secao [b.6l consideramos a propriedade euleriana de duas maneiras diferentes.
Primeiramente, desenvolvemos um método genérico para expressar propriedades re-
lacionadas a arestas em logicas hibridas e o utilizamos para descrever a propriedade
euleriana. Posteriormente, expressamos uma condicao necessaria e suficiente para
que a propriedade euleriana seja satisfeita em um grafo utilizando uma légica modal
graduada.

E importante notar que, como estamos lidando com a questao de verificacao com-
putacional, todos os grafos com que trabalhamos neste capitulo sao necessariamente

finitos.

5.2 Loébgica Basica para Grafos

Nesta secao, definimos uma légica modal com dois operadores modais: ¢ e {7.

Ela é chamada de ldgica bdsica para grafos.

Definicao 5.1. A linguagem da logica basica para grafos € uma linguagem modal
que consiste de um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais, 0s operadores
booleanos = e A, a constante T e dois operadores modais (ou modalidades): ¢ e OF.

As formulas sao definidas da sequinte forma:

eu=p|T || Apa| Op| 0T,
onde p € P.

A modalidade (0% ¢ definida de forma que (0t = =0 —p. Além disto, para
tornar a linguagem mais elegante, introduzimos também abreviagoes para o fecho
transitivo-reflexivo: ¢*p = oV OTp e O*p = 0* .

As férmulas desta logica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke usuais.
Conforme vimos no capitulo 3] uma estrutura de Kripke é essencialmente um grafo.
Isto confirma a afirmacao feita na secao anterior de que légicas modais sao uma
escolha muito natural para a presente tarefa.

Para as defini¢oes apropriadas de satisfazibilidade das féormulas desta légica, o
capitulo 2l pode ser consultado.

Neste capitulo, queremos encontrar uma férmula modal ¢ (para cada proprie-

dade), tal que um grafo G possui a propriedade desejada se e somente se G I ¢.
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Para cada logica modal que consideramos para esta tarefa, existem duas questoes
envolvidas. A primeira é determinar se a linguagem modal possui poder expressivo
suficiente para descrever as propriedades de grafos que queremos. Caso a resposta
seja negativa, entao precisamos buscar logicas com maior poder expressivo. Caso
a resposta seja positiva e nés consigamos encontrar tal formula, entao precisamos
calcular quao complexo (computacionalmente) é utilizar os mecanismos de inferéncia
da logica para realmente testar, usando a férmula que encontramos, se um dado grafo
possui a propriedade desejada.

Como para verificar se um dado grafo possui uma propriedade desejada precisa-
mos ser capazes de determinar se F IF ¢, onde F é uma estrutura de Kripke e ¢ é
a férmula que descreve a propriedade, a complexidade desta verificacao nao é dada
diretamente pelo problema da verificacao de modelo, mas sim por um problema

relacionado, o problema da verificacao de estrutura.

Definicao 5.2. O problema da verificacao de estrutura consiste de, dada uma

formula ¢ e uma estrutura finita F, determinar se F I ¢.

Conforme estudado no capitulo 2 temos as seguintes complexidades computaci-

onais para a légica basica para grafos.

Teorema 5.3 ([10]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para

a logica basica para grafos sco EXPTEMPO-Completos no comprimento da formula.

Teorema 5.4. O problema da verificacao de modelo para a logica bdsica para gra-
fos é polinomial (linear) no produto do tamanho do modelo e do comprimento da

formula.

Podemos determinar um limite superior simples para a complexidade do pro-
blema da verificagao de estrutura baseado na complexidade do problema da veri-
ficagdo de modelo correspondente. Temos que F IF ¢ se e somente se Sy(—¢) =0
para todo modelo M de F. Entao, um método algoritmico de verificar se F |- ¢
consiste em aplicar o algoritmo de verificagao de modelo a todos os pares (—¢, M),
onde M é um modelo de F.

Portanto, se F'C' é a complexidade do problema da verificacao de estrutura e

MC' é a complexidade do problema da verificagao de modelo, temos
FC = 02> x M),
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onde |p| é o nimero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem em uma dada
formula ¢ e n é o nimero de mundos em F. Precisamos aplicar o algoritmo de
verificagdo de modelo para todo modelo M da estrutura dada F. Cada simbolo

proposicional p que aparece em ¢ pode receber 2" possiveis valoragoes V(p).

Teorema 5.5. O problema da verificacao de estrutura para a logica bdsica para gra-
fos € polinomial (linear) no comprimento da formula e EXPTEMPO no tamanho da

estrutura e no numero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem na formula.
Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. [l

Deve-se notar que este calculo da complexidade do problema da verificacao de
estrutura ¢ apenas um limite superior geral e que ele pode possivelmente ser reduzido
em algumas situagoes concretas.

Vamos agora analisar os limites do poder expressivo da légica basica para grafos

a partir dos resultados da segao 2.1.3]

Teorema 5.6. Conectividade fraca e forte nao podem ser definidas na légica basica

para grafos.

Demonstracdo. A uniao disjunta de grafos conexos nao é um grafo conexo. Pelo
corolario .20, como conectividade nao é preservada por unioes disjuntas, ela nao

pode ser definida na légica bésica para grafos. O]
Teorema 5.7. Aciclicidade nao pode ser definida na l6gica bdsica para grafos.

Demonstragao. Podemos tomar uma estrutura F = (W,R) onde W = N e
R = {(i,i + 1),i € N} e uma estrutura ' = (W', R') onde W = {O,E} e
R = {(O,F),(E,0)}. Se definirmos f como f(i) = FE se i é par e f(i) = O
caso contrario, temos que f é um morfismo limitado sobrejetivo entre F e F'. Mas
F é aciclico enquanto F’ nao é. Logo, pelo corolario .18, como aciclicidade nao
é preservada por imagens moérficas limitadas, ela nao pode ser definida na légica

béasica para grafos. O

Em principio, pode parecer que o teorema acima é genérico demais para as nos-
sas necessidades, uma vez que sé6 precisamos ser capazes de definir aciclicidade em
estruturas finitas e utilizamos uma estrutura infinita como parte da prova. Entre-

tanto, como o teorema 2.2 mostra, nao podemos escrever uma formula que descreva
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“aciclicidade em estruturas finitas” ou qualquer outra propriedade “em estruturas

finitas”.

Teorema 5.8. A classe de grafos hamiltonianos nao pode ser definida na logica

basica para grafos.

2
3 C
/ a
1
b
d

5 4
Figura 5.1: O grafo 1,2,3,4,5 é hamiltoniano e o grafo a,b,c,d nao é.

Demonstragio. Na figura 511 seja f = {(1,a), (2,b), (3,¢), (4,d), (5,b)}. E simples
mostrar que f é um morfismo limitado sobrejetivo. Pelo corolario 2.I8, como a
propriedade hamiltoniana nao é preservada por imagens mérficas limitadas, ela nao

pode ser definida na légica bésica para grafos. m

Teorema 5.9. A classe de grafos eulerianos nao pode ser definida na ldgica bdsica

1 a
2 b d
c
3 4

Figura 5.2: O grafo 1,2,3,4,5 é euleriano e o grafo a,b,c,d nao é.

para grafos.

Demonstragio. Na figura 5.2 seja f = {(1,a),(2,b),(3,¢), (4,¢), (5,d)}. E simples
mostrar que f é um morfismo limitado sobrejetivo. Pelo corolario 2.1I8, como a
propriedade euleriana nao é preservada por imagens mérficas limitadas, ela nao

pode ser definida na logica basica para grafos. O]
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5.3 Logica Hibrida para Grafos

Como foi mostrado na secao anterior, a linguagem da logica basica para grafos
nao possui poder expressivo suficiente para descrever as propriedades que queremos.
Para alcancarmos nosso objetivo, precisamos de uma logica que possua uma lin-
guagem com maior poder expressivo, mas que seja ainda decidivel com respeito ao
problema de verificacao de estrutura, que é utilizado para a verificacao das proprie-
dades.

Uma classe interessante de légicas a serem consideradas é a classe das ldgicas
hibridas |14} 15, [10]. Tais logicas foram apresentadas no capitulo 2 Uma extensao
hibrida da nossa légica anterior é uma escolha interessante devido a uma combinagao
de fatores. Sua linguagem possui maior poder expressivo, uma vez que féormulas
hibridas nao sao invariantes sob unioes disjuntas ou imagens mérficas limitadas [14],
mas a logica nao apresenta nenhum incremento relevante em complexidade compu-
tacional, na andlise de pior caso, em comparacao com a logica anterior, conforme foi
mostrado no capitulo 2l

Nesta secao, definimos a ldgica hibrida para grafos e tentamos expressar, nesta

nova logica, as propriedades de grafos que estamos discutindo.

Definicao 5.10. A linguagem da l6gica hibrida para grafos ¢ uma linguagem modal
que consiste de um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais e um conjunto
enumerdvel L de nominais tais que ® N L = (), os operadores booleanos — e A, a
constante T e os operadores modais (ou modalidades) Q;, para cada nominal i, ) e

Ot. As férmulas sao definidas da sequinte forma:

eu=pli| T|]@leiAp| Op| 0T | Q,
ondepe ®eie L.

As férmulas desta logica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke
hibridos usuais. Para as definicoes apropriadas de satisfazibilidade das féormulas
desta légica, o capitulo 2 pode ser consultado.

Conforme estudado no capitulo [2, temos as seguintes complexidades computaci-

onais para a logica hibrida para grafos.
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Teorema 5.11 ([31]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade
para a logica hibrida para grafos sao EXPTEMPO-Completos no comprimento da

formula.

Teorema 5.12 ([17]). O problema da verificagio de modelo para a légica hibrida
para grafos € polinomial (linear) no produto do tamanho do modelo e do comprimento

da formula.

O limite superior para a complexidade do problema da verificacao de estrutura
¢ um pouco diferente no caso de uma logica hibrida, devido a restrigao particular

na valoracao de nominais. Para logicas hibridas o limite superior tem a forma
FC = 0@2Pxn 5 nlil x MO, (5.1)

onde |p| é o nimero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem na férmula
dada ¢, |i| é o nimero de nominais distintos que ocorrem em ¢ e n é o nimero
de vértices em F. Precisamos aplicar o algoritmo de verificacao de modelo a todo
modelo M da estrutura dada F. Cada simbolo proposicional p que aparece em ¢
pode receber 2" valoragdes possiveis V(p), enquanto cada nominal ¢ pode receber

apenas n valoragoes possiveis V(1).

Teorema 5.13. O problema da verificacao de estrutura para a logica hibrida para
grafos € polinomial (linear) no comprimento da formula e EXPTEMPO no tamanho
da estrutura, no numero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem na formula

e no numero de nominais distintos que ocorrem na formula.
Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. [l

Podemos notar que a légica hibrida para grafos é realmente uma escolha muito in-
teressante, uma vez que obtemos um poder expressivo maior sem nenhum acréscimo
relevante na complexidade computacional.

Na logica hibrida para grafos, podemos expressar ao menos duas das propriedades

que queremos.

Teorema 5.14. Seja G um grafo e G' seu grafo nao direcionado subjacente. G €
fortemente conexo se e somente se G I ¢ e (fracamente) conexo se e somente se
G' Ik ¢, onde ¢ € a formula

=1V OTi.
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Demonstracao. Aqui utilizamos uma férmula diferente da apresentada nos artigos
[27] e [29] e no apéndice [Al A férmula apresentada no teorema acima possui um
nominal a menos do que a férmula presente nas referéncias citadas acima. Para uma
prova do teorema acima, o artigo [32] ou o apéndice [B (teorema [B.6]) podem ser

consultados. O

Queremos agora determinar quao complexo é testar se um grafo é conexo uti-
lizando a férmula ¢ acima. Isto consiste em, dado um grafo G, executar a veri-
ficagao de estrutura para verificar se G |- ¢. Devemos notar primeiramente que
nao ha simbolos proposicionais em ¢ e ha apenas um nominal em ¢. Além disso, o
comprimento de ¢ é constante e nao depende do tamanho do grafo. Seja CON a
complexidade de testar se um grafo é conexo através de uma verificagao de estrutura
com a férmula ¢. Entao, levando em consideracao estas observacgoes e a férmula na
equagao (B.]), temos que

CON =0O(n x MC),

onde, para a formula ¢, MC é polinomial (de fato, linear) no tamanho do grafo.

Teorema 5.15. A complezidade para verificar se um grafo € conexo utilizando-se a

formula ¢ acima € polinomial (quadrdtica) no tamanho do grafo.

Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O]

Teorema 5.16. Um grafo G € aciclico se e somente se G I ¢, onde ¢ € a formula
¢ = @;=~OTi.

Vamos agora determinar quao complexo é testar se um grafo é aciclico utilizando
a féormula ¢ acima. Novamente, nao ha simbolos proposicionais em ¢ e ha apenas
um nominal em ¢. Além disso, o comprimento de ¢ é, novamente, constante e nao
depende do tamanho do grafo. Seja AC'Y a complexidade de testar se um grafo é
aciclico através de uma verificacao de estrutura com a féormula ¢. Entao, levando

em consideragao estas observagoes e a férmula na equagao (B.10), temos que
ACY = O(n x MC),

onde, para a férmula ¢, MC é polinomial (de fato, linear) no tamanho do grafo.
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Teorema 5.17. A complexidade para verificar se um grafo é aciclico utilizando-se

a formula ¢ acima € polinomial (quadrdtica) no tamanho do grafo.
Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O

Consideramos as complexidades nos teoremas e 6.7 satisfatorias. Nao é
necessario procurar por formas alternativas de expressar estas propriedades nesta
légica ou em outra.

Antes de tentarmos encontrar uma formula para descrever grafos hamiltonianos,
precisamos considerar algumas questoes da teoria de grafos. Na teoria de grafos [I],
nao ha resultado conhecido que enuncie uma condigao necesséria e suficiente para
um grafo ser hamiltoniano. Se pudéssemos encontrar uma férmula que descrevesse
os grafos hamiltonianos sem ter que descrever o ciclo hamiltoniano em si, estariamos
encontrando tal condi¢ao necessaria e suficiente. Desta forma, o que nossa férmula
faz é inspecionar todos os caminhos do grafo, procurando por um ciclo hamiltoniano.

Seja L, = {i1,...,i,} um conjunto contendo n nominais. Antes de definirmos
uma férmula para a propriedade hamiltoniana, precisamos definir uma férmula que é
globalmente satisfeita em um modelo sob uma valoragao V se e somente se V(i) #

V(1i;), para todos i, i, € L, tais que k # [.

Lema 5.18. Uma valoragao satisfaz V(i) # V(i;), para todos iy,4, € L, tais que
k #1, se e somente se (F, V) IF,, onde 1, € a féormula

e A (@ A )
1<k<n k<l<n

Agora definimos um conjunto F' de permutacgoes dos nominais de L£,. Este
conjunto possui n! elementos. Representamos uma permutagao como uma fungao

bijetiva o : {1,...,n} — L,.

Teorema 5.19. Um grafo conexo G (com n vértices) é hamiltoniano se e somente

se G IF ¢, onde ¢ € a formula
(b = wn - 5n7

onde v, é a férmula do lemal5 18 e

Op = \/ (c()AQ(a(2) AO((3)...(c(n—1) AO(a(n) AOa(1))...).

oceF
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Neste caso, o numero de nominais distintos e o comprimento da féormula estao
ambos ligados ao tamanho do grafo. Embora a complexidade do problema da ve-
rificacao de estrutura seja polinomial no comprimento da férmula, como a férmula
possui comprimento fatorial no tamanho do grafo, é impraticavel realizar uma ve-
rificagao desta formula. No entanto, o comprimento da férmula nao é o tinico pro-
blema. Como existem tantos nominais na férmula quanto vértices no grafo, é facil
verificar que a complexidade continuaria fatorial mesmo com uma redugao no ta-
manho da férmula. No caso da propriedade hamiltoniana, precisamos procurar por
formas alternativas de expresséa-la utilizando outras logicas. Duas outras tentativas
sao apresentadas nas préximas duas segoes.

A dificuldade em encontrar uma féormula para descrever a propriedade euleriana é
de uma natureza completamente diferente. Aqui, a limitacao estd na linguagem, nao
na definicao tedrica da propriedade. Ha um resultado conhecido que enuncia uma
condigao necesséria e suficiente para um grafo ser euleriano (teorema [B1I3]), entao o
argumento usado acima para grafos hamiltonianos nao se aplica aqui. Entretanto,
a linguagem da légica hibrida para grafos nao possui o poder expressivo, a0 menos
nao sem ter que recorrer a uma busca exaustiva através de cada possivel caminho
no grafo de uma maneira semelhante a utilizada pela férmula no teorema [5.19], para
enunciar condigoes de cardinalidade a respeito de arestas adjacentes a partir de um
vértice ou a um vértice, como é necessario para o teorema [3.13]

A outra maneira de descrever a propriedade euleriana seria encontrar uma
formula que descreva explicitamente um caminho euleriano no grafo. Entretanto,
¢ muito dificil encontrar tal férmula, uma vez que a logica hibrida para grafos e
muitas outras légicas modais nao sao boas para descrever propriedades relacionadas
a arestas. Agora, utilizando nominais, nds temos nomes para vértices, mas ainda
nao podemos manter um registro de quais arestas estamos usando quando cami-
nhamos em um grafo. Isto sugere que uma possivel solucao seria encontrar uma
maneira de nomear arestas de uma maneira similar ao uso de nominais para nomear
vértices. Nés desenvolvemos esta ideia na se¢ao [0.0, onde descrevemos um método
para nomear arestas dentro do arcabouco de uma logica hibrida e o utilizamos para

encontrar uma férmula para a propriedade euleriana.
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5.4 A Loégica Temporal CTL" Hibrida

O fato da férmula introduzida na se¢ao anterior para descrever grafos hamil-
tonianos possuir comprimento fatorial no tamanho do grafo torna sua verificacao
impraticavel. Obviamente, nao podemos ter a expectativa de verificar a proprie-
dade hamiltoniana em tempo polinomial, uma vez que determinar se um grafo é
hamiltoniano é um problema NP-Completo [33], mas podemos certamente buscar
um modo de verificd-la com uma complexidade inferior a tempo fatorial. Este é o
nosso objetivo nesta se¢ao e na proxima.

Em nossa primeira tentativa de escrever uma férmula curta (com comprimento
polinomial no tamanho do grafo) para descrever a classe de grafos hamiltonianos,
utilizamos uma extensao hibrida da légica temporal CTL* [34], a qual denotamos
por CTL* hibrida. Poderfamos usar o p-Célculo hibrido apresentado em [35], uma
vez que esta légica contém CTL* hibrida [30, B5]. Entretanto, ndo tomamos este
caminho, uma vez que CTL" hibrida possui poder expressivo suficiente para as
nossas necessidades e suas féormulas sao mais simples de serem compreendidas do

que férmulas do p-Célculo hibrido.

Definigao 5.20. A linguagem da 16gica CTL* hibrida € uma linguagem modal que
consiste de um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais e um conjunto
enumerdvel L de nominais tais que ® N L = (), os operadores booleanos — e A, a
constante T e os operadores modais (ou modalidades) Q;, para cada nominal i, A,
E, X, F, G e U. As formulas sao divididas em féormulas de vértices S e férmulas

de caminhos P definidas pela sequinte indugao mitua:

P:=S|-P|P,AP,|XP|FP|GP |P,UP,

ondep € ® ei e L. O conjunto das formulas bem formadas da l6gica CTL* hibrida

¢ entao o conjunto de todas as férmulas de vértices geradas pelas regras acima.

As férmulas desta logica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke
hibridos usuais. Para as defini¢bes apropriadas de satisfazibilidade das férmulas

desta légica, o capitulo 2 pode ser consultado.
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Teorema 5.21 ([20]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para
CTL* sao 2EXPTEMPO-Completos no comprimento da formula.

Teorema 5.22 ([36]). Toda formula da légica CTL* hibrida pode ser traduzida em
um formula do p-Cdlculo hibrido. A complexidade desta tradugao é 2EXPTEMPO
no comprimento da formula original. A formula traduzida pode ser escrita com

comprimento exponencial com respeito ao comprimento da formula original.

Teorema 5.23 ([35]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para
o pu-Cadlculo hibrido sio EXPTEMPO-Completos no comprimento da formula.

Teorema 5.24. O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para CTL*
hibrida sao 2EXPTEMPO-Dificeis no comprimento da formula e sao decidiveis.

Demonstragao. O limite inferior segue do teorema [B.21] e a decidibilidade segue dos

teoremas 5.22 e [£.23] O

Teorema 5.25. O problema da verifica¢io de modelo para CTL* é polinomial (li-

near) no tamanho do modelo e EXPTEMPO no comprimento da férmula.

Demonstragao. Isto segue de uma combinacao direta das complexidades dos proble-
mas da verificacao de modelo para CTL* e para a légica hibrida bésica apresentadas

no capitulo 2L O

O limite superior para a complexidade do problema da verificacao de estrutura

¢ o mesmo da secao anterior:
FC = 02X 5 nlil x MO, (5.2)

onde |p| é o nimero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem na férmula
dada ¢, |i] é o nimero de nominais distintos que ocorrem em ¢ e n é o nimero de

vértices em F.

Teorema 5.26. O problema da verificacio de estrutura para a CTL® hibrida é
EXPTEMPO no comprimento da formula, no tamanho da estrutura, no nimero de
simbolos proposicionais distintos que ocorrem na formula e no numero de nominais

distintos que ocorrem na formula.

Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O]
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Seja G um grafo com n vértices e seja £, = {i1,...,4,}. Vamos adicionar um
laco a todos os vértices de G. Podemos entao definir uma férmula que é valida se e

somente se GG é hamiltoniano.

Teorema 5.27. Um grafo conexo G (com n vértices) é hamiltoniano se e somente

se G IF ¢, onde ¢ € a formula
¢ = wn — En,

onde 1, € a formula do lemal518 e
en = Q E[XFi; AFig A ... AFi,A
/\XG(Zl — Gll) VAN G(lg — XG_llz) VAP G(Zn — XG_@TL)]

Vamos agora determinar quao complexo é testar se um grafo ¢ hamiltoniano
utilizando a férmula ¢ acima. Primeiramente, agora temos uma férmula com com-
primento polinomial (quadrético) no tamanho do grafo. Além disso, nao ha simbolos
proposicionais na férmula. A partir da estrutura da féormula, nao é dificil perceber
que seria perda de tempo verificar valoracoes que nao atribuem diferentes vértices a
cada nominal, uma vez que 1, é uma precondicao de uma implicagao. Além disso,
a formula e, é completamente simétrica com respeito aos nominais is, ... ,%,. Por-
tanto, para cada valoragao possivel de iy, precisamos apenas verificar uma valoracao
arbitraria para is,...,1, tal que cada um destes nominais nomeie um vértice dis-
tinto. Seja HAM a complexidade de testar se um grafo é hamiltoniano através de
uma verificagao de estrutura com a féormula ¢. Entao, levando em consideracao estas

observagoes e a férmula na equagao (0.2)), temos que
HAM = O(n x MC),

onde, para a formula ¢, MC é EXPTEMPO no tamanho do grafo.

Teorema 5.28. A complexidade para verificar se uwm grafo € hamiltoniano

utilizando-se a formula ¢ acima é EXPTEMPO no tamanho do grafo.

Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O
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5.5 Logica Hibrida para Grafos com Quantifica-
dor Local

Na secao anterior, fomos capazes de reduzir o limite superior da complexidade
de testar se um grafo é hamiltoniano utilizando um método baseado em verificagao
de estrutura de um tempo fatorial para um tempo exponencial.

Nesta se¢ao, descrevemos uma terceira logica, que ¢é a extensao da légica hibrida
para grafos com a adicao do quantificador local |, e a utilizamos para construir uma
formula que expressa a propriedade hamiltoniana. Com esta férmula, conseguimos
reduzir ainda mais a complexidade de testar se um grafo é hamiltoniano utilizando
um método baseado em verificacao de estrutura. Isto acontece porque somos capa-
zes, para esta férmula, de reduzir o problema de verificacao de estrutura a um caso
particular do problema de verificagao de modelo que possui complexidade inferior a

do caso geral.

Definicao 5.29. A linguagem da 16gica hibrida para grafos com quantificador local
1l € uma linguagem modal que consiste de um conjunto enumerdvel ® de simbolos
proposicionais, um conjunto enumerdvel L de nominais e um conjunto enumerdvel S
de variaveis de estado tais que 0s conjuntos sao disjuntos dois a dois, os operadores
booleanos — e N\, a constante T, os operadores modais (ou modalidades) Q;, para
cada nominal i, Q,, para cada varidvel de estado x, $ e O e o quantificador local

L. As formulas sao definidas da sequinte forma:

eu=plila|T|-oleiAps| Op|0Te | Q| Qe |l z.p,
ondepe®,ieLexes.

As férmulas desta logica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke
hibridos usuais. Para as definicoes apropriadas de satisfazibilidade das féormulas
desta légica, o capitulo 2l pode ser consultado.

Conforme estudado no capitulo [2, temos as seguintes complexidades computaci-

onais para a légica hibrida para grafos com quantificador local.

Teorema 5.30 ([16]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para

a logica hibrida para grafos com quantificador local sao indecidiveis.
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Teorema 5.31 ([I7]). O problema da verificagio de modelo para a ldgica hibrida
para grafos com quantificador local é PESPACO-Completo tanto no tamanho do

modelo quanto no comprimento da formula.

Teorema 5.32 ([19]). O problema da verificagao de modelo para formulas da légica
hibrida para grafos com quantificador local que, quando colocadas em forma mor-
mal negativa, ndo possuem nenhuma ocorréncia dos operadores O, O e T € NP-

Completo tanto no tamanho do modelo quanto no comprimento da formula.

O limite superior para a complexidade do problema da verificacao de estrutura
é novamente

FC = 02" 5 nlil x MO, (5.3)

onde |p| é o nimero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem na férmula
dada ¢, |i| é o nimero de nominais distintos que ocorrem em ¢ e n é o nimero de
vértices em F. E importante notar que, se o problema da verificagao de modelo pode
ser resolvido em espaco polinomial, entao o problema da verificacao de estrutura
também pode ser resolvido em espaco polinomial, uma vez que a verificagao de
estrutura de uma férmula em uma estrutura F é feita através de um nimero finito

de verificagoes de modelo independentes entre si.

Teorema 5.33. O problema da verificacao de estrutura para a légica hibrida para
grafos com quantificador local ¢ PESPACO tanto no tamanho do modelo quanto no

comprimento da formula.
Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O]

Teorema 5.34. Um grafo conexo G (com n vértices) é hamiltoniano se e somente

se G- ¢, onde ¢ € a formula

¢ =] 21.0 ] zo.(mx1 ANO | x3.( /\ e ANQ | wg (N ] T ( /\ 1L ANQ | .

1<k<3 1<k<n-1
( /\ -z A Qxy) .. ).
1<k<n
Vamos agora determinar quao complexo é testar se um grafo é hamiltoniano
utilizando a férmula ¢ acima. Primeiramente, temos agora uma férmula que é uma

sentenga com comprimento polinomial (quadrético) no tamanho do grafo. Além
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disso, nao ha nem simbolos proposicionais nem nominais na férmula. Isto significa
que a valoragao é completamente irrelevante para a satisfacao desta sentenca. Por-
tanto, o problema da verificagao de estrutura é reduzido ao problema de verificacao
de modelo para um modelo arbitrario da estrutura. Seja HAM a complexidade de
testar se um grafo é hamiltoniano através de uma verificacao de estrutura com a
formula ¢. Entao, levando em consideragao estas observagoes e a férmula na equagao

(B3), temos que
HAM = MC.

Agora, devemos notar que ¢ ja se encontra em forma normal negativa e nao
possui nenhuma ocorréncia dos operadores [, O™ ou [OFt. Entao, a reducao de
complexidade no problema da verificacao de modelo enunciada no teorema [5.32] se

aplica e a complexidade da verificagao de modelo para esta formula estd em NP.

Teorema 5.35. A complexidade para wverificar se wum grafo ¢é hamiltoniano

utilizando-se a formula ¢ acima é NP no tamanho do grafo.
Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O]

A férmula ¢ acima é uma férmula “6tima” para descrever a propriedade ha-
miltoniana, no seguinte sentido: uma vez que o problema de testar se um grafo é
hamiltoniano é NP-Completo [33] e o teste que desenvolvemos usando esta férmula
estd em NP, é impossivel encontrar qualquer outra férmula, nesta logica ou em
outra, que descreva a propriedade hamiltoniana e possa ser verificada com uma

complexidade inferior a de ¢ (assumindo que NP # P).

5.6 Propriedades Relativas a Arestas

Como foi mencionado no fim da secao B.3, a melhor maneira de descrever a
propriedade euleriana seria utilizando o teorema 313l Entretanto, como também
foi mencionado no fim daquela secao, as modalidades {) comuns nao possuem o poder
expressivo para enunciar condicoes de cardinalidade a respeito de arestas adjacentes
a partir de e a um vértice, como é necessario para o teorema [3.13 Isto continua
sendo verdade para os operadores temporais definidos na secao 5.4l Isto ocorre

porque todos estes operadores sao operadores “existenciais”. Tudo que eles podem

67



fazer é diferenciar entre situagoes como “ha uma aresta” e “nao ha uma aresta” ou
“ha um caminho” e “nao ha um caminho”. Precisariamos de operadores capazes
de realizar algum tipo de “contagem” para podermos expressar eficientemente o
teorema [3.13] Logicas modais com este tipo de operador existem na literatura e sao
chamadas de [dgicas modais graduadas, tendo sido introduzidas primeiramente em
[37]. No capitulo 2 a légica modal graduada bésica é apresentada.

Apresentamos uma légica modal graduada no final desta secao e a utilizamos
para expressar a propriedade euleriana com a ajuda do teorema 313l Mas pri-
meiramente, desenvolvemos um método para expressar a propriedade euleriana nas
l6gicas hibridas ja apresentadas nas segoes anteriores. Este método poderia ser 1util
para expressar outras propriedades relativas a arestas para as quais nao existe um
teorema que enuncia uma condicao necessaria e suficiente para que esta propriedade

seja satisfeita.

5.6.1 Propriedade Euleriana através de Subdivisoes de Gra-

fos

Se nao usamos o teorema B.13] entao precisamos expressar a propriedade eule-
riana com uma férmula que descreva explicitamente o caminho euleriano no grafo.
Isto também é uma tarefa dificil, devido as razoes expostas no fim da secaob.3l Pre-
cisamos de uma maneira de identificar arestas particulares, mas légicas hibridas pos-
suem apenas nomes para vértices. Entao, primeiramente desenvolvemos um método
para nomear arestas dentro do formalismo de uma légica hibrida e posteriormente

o utilizamos para descrever a propriedade euleriana.

Defini¢ao 5.36. Seja (v, w) uma aresta em um grafo G. Uma subdivisdo de aresta
consiste de adicionar um novo vértice u a G, remover a aresta (v,w) e adicionar as
arestas (v,u) e (u,w) a G. Uma subdivisao de um grafo G é um grafo G' obtido a

partir de G' por um nimero finito de subdivisoes de aresta.

Definigao 5.37. Seja G um grafo. Definimos G' = E(G) como o grafo obtido a
partir de G subdividindo cada aresta de G exatamente uma vez. Dizemos que G' €

um &E-grafo.
Logo, se G possui n vértices e m arestas, G’ possui m + n vértices. De fato,
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se denotarmos por W o conjunto de vértices de G e por W’ o conjunto de vértices
de G, temos que W = W U W* (W NW* = (), onde W* é o conjunto de novos
vértices adicionados durante a subdivisao. Além disso, toda aresta de G’ possui
uma extremidade em W e a outra em W* e existe um mapeamento bijetivo entre
elementos de W* e arestas de G.

Este mapeamento bijetivo entre o conjunto W* e as arestas de GG é o ponto chave
nesta construcao. No grafo original G, nao podemos identificar arestas particulares
utilizando apenas uma linguagem hibrida. Entao, se queremos definir uma proprie-
dade em G, descrita utilizando suas arestas, construimos G' = £(G) e a descrevemos
em G', utilizando os elementos de W*. Estes elementos podem ser identificados por
nominais da maneira comum. Isto é o que fazemos para expressar a propriedade
euleriana.

Para este método funcionar, precisamos apenas prestar atencao a um detalhe
importante. Em &-grafos, é fundamental podermos distinguir se um vértice pertence
a W ou a W*. Logo, ao invés de trabalharmos com um conjunto de nominais L,
trabalhamos com dois conjuntos, £ e £* (LNL* = 0). Ao invés de escrevermos G’ =
(W' R'), escrevemos G' = (W, W* R'), para deixar clara a diferenga entre os dois
conjuntos de vértices, e definimos valoragoes V de forma que V(p) € P(W U W*),
se p é um simbolo proposicional, V(i) = {v}, tal que v € W,sei € Le V(j) = {w},
tal que w € W*, se j € L*. Denotamos os nominais em L por i, g, . . . € 0S nominais
em L* por ji,ja, .- ..

Uma vez que vamos expressar a propriedade euleriana com uma férmula que
descreve explicitamente um caminho euleriano no grafo, podemos aproveitar ideias
de trés féormulas apresentadas anteriormente: as formulas nos teoremas [5.19] e
6.34l Mas a férmula no primeiro teorema possui comprimento fatorial, entao iremos
adaptar apenas as formulas no segundo e terceiro teoremas para o caso euleriano.

Esta nao é uma tarefa dificil. As férmulas nos teoremas e £.34] expressam
que, para um grafo G = (W, R), existe um ciclo que visita cada vértice em W exata-
mente uma vez. Para expressar a propriedade euleriana, precisamos de férmulas que
verifiquem que, para um grafo GG, existe um caminho fechado tal que toda aresta de
G aparece exatamente uma vez nele. Isto é equivalente a verificar, em G’ = £(G),

se existe um caminho fechado que visita todo vértice de W* exatamente uma vez.
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Primeiramente, adaptamos a férmula no teorema para expressar a proprie-
dade euleriana. Seja G’ = £(G) um E-grafo com n vértices em W e m vértices em
W= e seja Ly, = {j1,-.-,Jmy C L*. Adicionamos um lago a todos os vértices de
G' em W*. Podemos entao definir uma férmula que é véalida se e somente se G é

euleriano.

Teorema 5.38. Um grafo conexo G (com m arestas) é euleriano se e somente se

G'IF ¢, onde G' = E(G) e ¢ € a formula
¢ =V — Em,
onde 1, € a formula no lemal5218 e
em = @, E[XFj; AFja Ao AFj,A
AXG(j1 — Gj1) A G(j2 = XG) A ... A Gljm — XGjin)].
Agora, adaptamos a férmula no teorema [5.341

Teorema 5.39. Um grafo conexo G (com m arestas) é euleriano se e somente se

G'IF ¢, onde G' = E(G) e ¢ € a formula

¢=Q; | 21.00 | 22.(-21 A OO Las.( N\ —ax AOO L aa(o AL ooy,

1<k<3

(A 2 A00 Lz N\ —ae AOOT). ).

1<k<m-—1 1<k<m
Como as férmulas nos teoremas [£.38 e £.39 foram adaptadas das féormulas nos
teoremas [5.27 e 5.34], os resultados de complexidade apresentados nos teoremas [5.28

e B35 respectivamente, também se aplicam a elas.

5.6.2 Propriedade Euleriana em uma Légica Modal Gradu-

ada

Nesta secao, definimos uma légica modal graduada que é apropriada para as
nossas necessidades e a utilizamos para expressar a propriedade euleriana. Esta

logica é chamada de ldgica graduada para grafos.
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Definicao 5.40. A linguagem da logica graduada para grafos consiste de um con-
gunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos — e N, a
constante T e os operadores modais (ou modalidades) ¢; e <>i_1, para todo v € N.

As formulas sao definidas da sequinte forma:

pu=p | Tl lei e | O] 07,
ondepe ® ereN.

As férmulas desta légica sao avaliadas nas estruturas e modelos de Kripke usu-
ais. Para as definigbes apropriadas de satisfazibilidade das férmulas desta logica, o
capitulo@pode ser consultado. Para tornar a linguagem mais elegante, introduzimos
a abreviagao ;0 = Qip A =010

A férmula Q;p é satisfeita em um vértice v se existem pelo menos i vértices
distintos vg, 1 < k < 4, tais que vRug e ¢ é satisfeita em vp. A férmula O;lgo é
satisfeita em um vértice v se existem pelo menos 1 vértices distintos vy, 1 < k < 4,
tais que vy Rv e @ é satisfeita em v;,. A formula €;p é satisfeita em um vértice v se
existem ezatamente i vértices distintos vy, 1 < k < i, tais que v Ry e ¢ é satisfeita
em vy. A férmula ¢ lgp ¢é satisfeita em um vértice v se existem ezxatamente i vértices
distintos vg, 1 < k <4, tais que vy Rv e ¢ é satisfeita em vy.

Conforme estudado no capitulo 2], temos as seguintes complexidades computaci-

onais para a légica graduada para grafos.

Teorema 5.41 ([12]). O problema da satisfazibilidade e o problema da validade para
a logica graduada para grafos sao PESPACO-Completos no comprimento padrao da

formula.

Teorema 5.42 ([13]). O problema da verifica¢iao de modelo para a légica graduada
para grafos € polinomial (linear) no produto do tamanho do modelo e do comprimento

nao graduado da formula.

O limite superior para a complexidade do problema da verificacao de estrutura
é o mesmo da secao 5.2
FC =02 x MC), (5.4)

onde |p| é o nimero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem na férmula

dada ¢ e n é o nimero de vértices em F.
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Teorema 5.43. O problema da wverificagao de estrutura para a logica graduada
para grafos € polinomial (linear) no comprimento nao graduado da férmula e EXP-
TEMPO no tamanho da estrutura e no numero de simbolos proposicionais distintos

que ocorrem na formula.
Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. [l

Seja G um grafo com n vértices. Nds usamos a linguagem definida acima para

construir uma férmula que é valida se e somente se G é euleriano.

Teorema 5.44. Um grafo conexo G (com n vértices) é euleriano se e somente se

G Ik ¢, onde ¢ € a formula

Vamos agora determinar quao complexo é testar se um grafo é euleriano utili-
zando a férmula ¢ acima. Primeiramente, temos uma férmula com comprimento
nao graduado linear no tamanho do grafo. Além disso, nao ha simbolos proposici-
onais na férmula, o que significa que a valoracao é completamente irrelevante para
a satisfagao desta féormula. Seja EUL a complexidade de testar se um grafo é eule-
riano através de uma verificacao de estrutura com a féormula ¢. Entao, levando em

consideracao estas observagoes e a férmula na equacao (5.4]), temos que
EUL = MC,
onde, para a férmula ¢, M C' é polinomial (de fato, quadrética) no tamanho do grafo.

Teorema 5.45. A complexidade para verificar se um grafo € euleriano utilizando-se

a formula ¢ acima € polinomial (quadrdtica) no tamanho do grafo.

Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O
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Capitulo 6

Logicas Modais Hibridas e
Produtos de Grafos

“Vocé nao pode se culpar constantemente. Culpe-se uma vez sé e vd em frente.” - Homer Simpson

Neste capitulo, analisamos o problema de como descrever uma condi¢ao ne-
cessaria e suficiente para um grafo ser isomorfo a um produto cartesiano de grafos,
conforme definido no capitulo Bl Analisamos também como utilizar esta caracte-
rizacao para obter sistemas axiomaticos corretos e completos para uma série de
produtos de légicas modais.

O conteido deste capitulo tem como base os artigos [38] e [32] (reproduzido no
apéndice [B]). As provas de todos os resultados apresentados neste capitulo podem

ser consultadas no apéndice [Bl

6.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é estudar algumas questoes relativas a produtos de
grafos e produtos de logicas modais. Em particular, queremos definir uma condigao
que seja necessaria e suficiente para um grafo ser um produto nao trivial de outros
grafos e utilizar esta caracterizacao para construir sistemas axiomaticos corretos e
completos para produtos de légicas modais. Estamos especialmente interessados em
produtos de légicas modais com dimensao maior do que dois, pois existem poucos

resultados a respeito deles na literatura [5].
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Entao, nossa primeira tarefa neste capitulo é encontrar uma condi¢ao necessaria
e suficiente para um grafo ser isomorfo a um produto cartesiano de grafos nao triviais
e verificar se esta condigcao pode ser expressa em uma linguagem modal ou em uma
linguagem hibrida.

Em [4] e [5], trés propriedades que sao satisfeitas em grafos que sdo produtos sao
apresentadas: comutatividade a esquerda, comutatividade a direita e a propriedade
de Church-Rosser. No entanto, apesar destas propriedades, em conjunto com a
propriedade de Church-Rosser reversa, serem necessarias para que um grafo seja um
produto, elas nao sao suficientes (como ilustrado em um exemplo em [4]). Existem
grafos que satisfazem estas quatro propriedades, mas nao podem ser decompostos
como produto de outros grafos.

Neste capitulo, introduzimos uma nova propriedade chamada intransitividade
que, junto com as propriedades acima, forma uma condi¢ao necessaria e suficiente
para um grafo enumerével e (fracamente) conexo ser um produto. A prova da neces-
sidade destas propriedades é simples e é realizada diretamente, sem a necessidade de
assumir que o grafo é enumeravel ou conexo. Por outro lado, a prova da suficiéncia
é feita em duas etapas. Primeiramente, provamos que se um grafo enumeravel e
conexo satisfaz as cinco propriedades mencionadas acima, entao seus componentes
precisam satisfazer um isomorfismo particular. Em seguida, mostramos que se um
grafo enumeravel e conexo satisfaz intransitividade e seus componentes satisfazem
este isomorfismo particular, entao o grafo é um produto.

Os limites do poder expressivo de linguagens modais basicas sao bem conhecidos.
Existem uma série de resultados que garantem que estruturas que sao “similares”
de algumas maneiras precisam validar as mesmas formulas (alguns destes resulta-
dos sdo apresentados no capitulo ) [I0]. Utilizando estes resultados, mostramos
que a propriedade de intransitividade nao pode ser expressa na linguagem modal
basica. De fato, também mostramos que que nenhuma condig¢ao que seja necessaria
e suficiente para um grafo ser um produto pode ser expressa na linguagem modal
bésica.

Légicas hibridas sao extensoes de légicas modais que permitem referéncias
explicitas a estados individuais de um modelo. Além dos simbolos proposicionais,

elas possuem um segundo conjunto de formulas atomicas, chamadas nominais, que
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tem a propriedade de serem satisfeitas em exatamente um estado do modelo (para
mais detalhes, consulte o capitulo 2 e as referéncias [14] e [I5]). Utilizando uma
linguagem hibrida, somos capazes de construir uma férmula que descreve intransi-
tividade.

Prosseguimos entao determinando a complexidade computacional de testar, para
um grafo finito e conexo, se ele ¢ um produto. Para este teste, utilizamos um algo-
ritmo de verificacao de modelo para verificar as férmulas que descrevem cada uma
das cinco propriedades que caracterizam um produto: comutatividade a esquerda e
a direita, propriedades de Church-Rosser e de Church-Rosser reversa e intransitivi-
dade.

Finalmente, usamos esta caracterizacao de produtos conexos e enumeraveis para
construir sistemas axiomaticos corretos e completos para uma classe grande de pro-
dutos de logicas modais.

Produtos de grafos surgem naturalmente como uma possivel extensao da
semantica de Kripke tradicional para légicas modais multidimensionais. [4] apre-
senta uma ampla discussao de légicas modais multidimensionais e fornece muitos
exemplos de produtos de logicas modais, onde a semantica é construida utilizando-
se produtos de grafos. A maior parte dos sistemas axiomaticos corretos e completos
para produtos de logicas modais apresentados na literatura sao para produtos de
um par de logicas modais, enquanto que somos capazes, utilizando légica hibrida,
de apresentar axiomatizacoes corretas e completas para muitos produtos de légicas
modais de dimensoes arbitrarias.

O restante deste capitulo é organizado da seguinte maneira. Na secao [6.2] intro-
duzimos uma nova propriedade de grafos chamada intransitividade. Na secao [6.3],
apresentamos o conceito de decomposicao de grafos e o utilizamos para provar que as
cinco propriedades mencionadas acima formam uma condi¢ao necessaria e suficiente
para um grafo conexo e enumeravel ser um produto. A segao mostra que intran-
sitividade nao pode ser expressa em uma linguagem modal bésica e que nenhuma
condi¢ao que seja necessaria e suficiente para um grafo ser um produto pode ser
expressa em uma linguagem modal béasica. Na secao [6.5], estendemos a linguagem
modal da secao anterior para uma linguagem hibrida e mostramos que intransiti-

vidade pode ser expressa por uma férmula hibrida. Na se¢ao [6.6] determinamos
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a complexidade computacional de testar, através de um algoritmo de verificacao
de modelo, se um grafo finito e conexo é um produto. Na secao [6.7, apresenta-
mos a nocao de produto de logicas modais e, utilizando uma linguagem hibrida,
construimos sistemas axiomaticos corretos e completos para uma grande classe de

produtos de logicas modais.

6.2 Intransitividade

Conforme vimos no capitulo 3, apesar de comutatividade a esquerda e a direita
e as propriedades de Church-Rosser e de Church-Rosser reversa serem condigoes
necessarias para um grafo ser um produto, elas nao sao suficientes: existem grafos
que satisfazem estas quatro propriedades mas nao podem ser decompostos como um
produto de grafos nao triviais, como mostra um exemplo de [4] na figura 3.3

Para obtermos uma condicao necessaria e suficiente, precisamos adicionar uma

quinta propriedade as quatro mencionadas acima. Ela é chamada de intransitividade.

Definicao 6.1. Seja G = (V,Ey,...,E,) el <i,j <n,i# j. Dizemos que G
satisfaz intransitividade se e somente se toda tripla (u,v,w) de vértices de G que

satisfaz as condi¢oes
1. u# vy
2. v#w;
3. emiste um caminho nao direcionado através de arestas de Ej de u para v e

4. existe um caminho nao direcionado através de arestas de E; de v para w
também satisfaz as sequintes condigoes:

5. u# w;

6. (u,w) & E;;

Usamos as notagoes xU;y e xU;y para expressar que existe um caminho nao dire-
cionado através de arestas de E; (£, respectivamente) de x para y. Intransitividade

é ilustrada na figura [6.1]
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Figura 6.1: Intransitividade

A definicao [6] lista as trés condigoes (itens 5, 6 e 7) que sdo necessarias para
intransitividade. Entretanto, estas condi¢oes podem ser simplificadas, uma vez que,
sob as hipéteses na definicao (itens 1 a 4), a primeira condi¢ao (item 5) implica
nas outras duas (itens 6 e 7). Suponha que todas as triplas (u, v, w) que satisfazem as
hipéteses na defini¢ao também satisfagam a primeira condi¢ao (u # w). Agora,
suponha que existe uma tripla (a, b, c) entre elas tal que {(a,c) € E; (ndo satisfaz a
segunda condi¢io). Entdo, aU;b, bU;c e aF,c. Isto implica que bU;a. Mas entdo,
(a,b,a) é uma tripla que satisfaz as hip6teses na definigao mas nao satisfaz a
primeira condigdo (u # w), o que é uma contradigao a nossa hipdtese inicial. Um
argumento analogo pode ser feito também para a terceira condicgao.

Logo, quando precisamos verificar se um grafo satisfaz intransitividade, precisa-
mos apenas verificar a primeira condicao na definicao 6.1l Por outro lado, quando
sabemos que um grafo satisfaz intransitividade, podemos utilizar qualquer uma das
trés condicoes de acordo com nossas necessidades.

De acordo com a simplificacao acima, intransitividade pode ser descrita da se-

guinte forma:

Vo,y,z e V((aUjy NyUiz AN #y ANy # z) — (x # 2)).

6.3 Decomposicao de Grafos

O problema da decomposicao de grafos consiste de, dado um grafo, determinar
se este grafo pode ser decomposto em um produto de grafos nao triviais. Neste

capitulo, consideramos uma versao restrita deste problema.

Problema 6.2. Dado um grafo G = (V,E\,...,E,) direcionado, enumerdve e

fracamente cone:ccH (apenas conexo daqui em diante), onde E; # 0 para todo 1 <

'Um grafo é enumerével se seu conjunto de vértices é enumersvel.

2Um grafo G é fracamente conexo se, para todo par de vértices u e v de G, existe um caminho
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i < n, determinar se G € isomorfo a um produto G' = G1 X Gy X ... x Gy, onde G;

¢ nao trivial para todo 1 <1 < n.

No caso geral do problema, o grafo nao precisaria ser necessariamente enumeravel

ou Cconexo.

Hipétese 6.3. Pelo resto desta se¢ao, todos os grafos G sao considerados direcio-

nados, enumerdveis e conexos e sio dados na forma G = (V,Ey,..., E,).
Observagao 6.4. Denotamos por V(G) o conjunto de vértices de um grafo G.

Nesta secao, queremos provar que um grafo G enumeravel e conexo é um produto
se e somente se ele satisfaz comutatividade a esquerda e a direita, as propriedades de
Church-Rosser e Church-Rosser reversa e intransitividade. Comecamos pela direcao

mais simples.

Teorema 6.5. Se G ¢ um produto, entao G satisfaz comutatividade a esquerda e

a direita, as propriedades de Church-Rosser e Church-Rosser reversa e intransitivi-

dade.

E interessante notar que, nesta direcao da prova, nao se faz uso da hipdtese
6.3l Isto significa que o teorema [6.5 é verdadeiro para qualquer grafo G. Agora,

prosseguimos para provar a outra direcao.

Proposicao 6.6. Se um grafo satisfaz comutatividade a esquerda e a direita e as
propriedades de Church-Rosser e Church-Rosser reversa, ele também satisfaz as se-

guintes propriedades:

1. Comutatividade FEstendida a FEsquerda: Vx,y,z € V(Q;U]l-y AyUFz — Fu €
V(zUFu AuUl2));

2. Comutatividade Estendida a Direita: Vx,y,z € V(xUFy A yUJl-z — du €
V(aUu AulUfz)).

onde uUfv e uUJl.v denotam que eziste um caminho nao direcionado através de ares-

tas de B; (E;, respectivamente) de comprimento k (1) de u para v.

nao direcionado de u para v em G.
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Definicao 6.7. Seja G = (V,E\,...,E,) e sejam G, = (V,E.), 1 < k < n,
subgrafos de G. Os k-componentes sao os subgrafos mazrimais coneros de Gy,
{G},G2,...}. O conjunto de k-componentes é enumerdvel, uma vez que G é enu-

meravel.

Da mesma forma que apresentamos os componentes de dimensao um do grafo na
definicao acima, também precisamos definir os componentes de codimensao um. E
interessante notar que no caso particular de produtos bidimensionais, estas defini¢oes

sao equivalentes.

Definicao 6.8. Seja G = (V,E,,...,E,) e sejam Gr = (V,E\,...,Er_1, Epq1,
By, 1 <k <n, subgrafos de G. Os %—componentes sao os subgrafos maximais
conexos de CNJk, {CNJ}C, CNJ%, ...}. O conjunto de %—componentes também € enumerdvel,

uma vez que G é enumerdvel.

Definicao 6.9. Denotamos por E]; o conjunto de arestas FiU...UE, 1 U EkH U
...UE,.

Um aspecto bésico a respeito de k-componentes e E—componentes que precisa ser
notado é que se estamos em um vértice u em algum k-componente e percorremos
um caminho de arestas em E},, permanecemos no mesmo k-componente e se estamos
em um vértice u em algum E—componente e percorremos um caminho de arestas em

FE7, permanecemos no mesmo k-componente.

Proposicao 6.10. Dois k-componentes distintos (ou dois %—componentes distintos)

nao possuem vértices em comum.

Observacao 6.11. De agora em diante, toda vez que precisarmos considerar um
par de k-componentes Gi e G ou um par de k-componentes G e G4, os dois
componentes do par nao precisam ser distintos, a nao ser que isto seja explicitamente

mencionado.

Definigao 6.12. Para 1 < k,l < n, k # 1, dizemos que um k-componente Gi ¢
[-vizinho ao k-componente G{; se existe uma aresta (u,w) € E; tal que u € G}, e

w € G4. Note que € possivel que um k-componente seja l-vizinho a si mesmo.

Definicao 6.13. Para 1 < k,l < n, k # [, seja f,zg o mapeamento (possivelmente

parcial e multivalorado) que associa a cada vértice u € GY o conjunto de vértices w
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tais que (u,w) € E; e w € Gi. Dizemos que f,z{ ¢ 0o mapeamento [-induzido de G

para G7..

Proposicao 6.14. Sejam G um grafo que satisfaz comutatividade a esquerda e a
direita, as propriedades de Church-Rosser e Church-Rosser reversa e intransitividade
e Gi l-vizinho a Gi,. Entdo, o mapeamento l-induzido f;1 de Gi para G, ¢ um

isomorfismo.

Definigao 6.15. Se Gi ¢ l-vizinho a G}, ¢ o mapeamento l-induzido fi1 é um iso-

morfismo entre G e G4, chamamos f;] de isomorfismo [-primitivo.

Agora, em um caso como o da proposi¢ao acima, em que todos os mapeamen-
tos induzidos entre k-componentes vizinhos sao isomorfismos, podemos facilmente
estender os isomorfismos além de k-componentes imediatamente vizinhos.

Seja L = [ly,...,l,] uma lista finita. Para definir a composi¢ao de isomorfismos
entre k-componentes, estendemos a notacao e escrevemos os mapeamentos como f,zJL
Esta notagao pode ser facilmente utilizada para denotar os mapeamentos [-induzidos
e os isomorfismos [-primitivos originais, uma vez que neste caso temos apenas que

tomar L = [[].

~ - Qi+l pitlit2 j—1,j
Observacao 6.16. Se todos os elementos no conjunto {f;1 fir,” -+ fir. )
sao isomorfismos, entao

i pi-lg o piklik2 il
kL = Jkp; ; © " CJkLy O JkL, >

onde L =LyoLyo---0L;_;, também é um isomorfismo.

Observacao 6.17. Se f;} é um isomorfismo, entao seu inverso também € um iso-

morfismo e é denotado por f;,, onde L' é a lista simétrica a L.

Definicao 6.18. Se f} é um isomorfismo primitivo ou é obtido de isomorfismos
primitivos utilizando composi¢ao e inverso, chamamos f}’; de isomorfismo ortogonal

ou O-isomorfismo.

Lema 6.19. Seja G um grafo que satisfaz comutatividade a esquerda e a direita, as
propriedades de Church-Rosser e Church-Rosser reversa e intransitividade. FEntdo,

para todos os pares G, e Gy, de k-componentes, existe um O-isomorfismo ;% entre
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eles. Isto significa que todos os k-componentes sao isomorfos entre si e que o con-
junto de caminhos nao direcionados através de arestas de E; entre G}, e G, induz

um isomorfismo entre os dois k-componentes.

Definicao 6.20. Seja G um grafo. Se G satisfaz intransitividade e, para todos os
pares Gi. e Gi de k-componentes, existe um O-isomorfismo f,iJL entre eles, dizemos

que G € bem comportado.

Lema 6.21. Todo %—componente contém como subgrafo ao menos um l-componente

completo, para todo | # k.

Lema 6.22. Sejam G um grafo bem comportado, G um k-componente e éfc um

k-componente. Entdo, V(GL) N V(GI) é um conjunto unitdrio.

Corolario 6.23. Sejam G um grafo bem comportado, H um subgrafo de G que

contém como subgrafo ao menos um k-componente completo e G}, um k-componente.

Entao, V(H) N V(GL) 0.

Corolario 6.24. Sejam G um grafo bem comportado e S = {CNJ;C’“ 1<k <n}um
conjunto que contém um k-componente para cada 1 < k < n. Entdo, ({V(H) :

HeS}#0.

Lema 6.25. Seja G um grafo. Se G satisfaz intransitividade e, para todos os pares
L Gi de k-componentes, existe um O-isomorfismo f,zJL entre eles, entio G €

(isomorfo a) um produto.

Teorema 6.26. Se G satisfaz comutatividade a esquerda e a direita, as propriedades

de Church-Rosser e Church-Rosser reversa e intransitividade, entao G é um produto.
Demonstragao. O teorema segue diretamente dos lemas [6.19 e [6.25] O]

Teorema 6.27. Seja G um grafo. G € um produto se e somente se G satisfaz
comutatividade a esquerda e a direita, as propriedades de Church-Rosser e Church-

Rosser reversa e intransitividade.

Demonstracao. O teorema segue diretamente dos teoremas e [6.26 O]
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6.4 Limites da Expressividade Modal

Nesta secao, mostramos que a propriedade de intransitividade nao pode ser ex-
pressa em uma linguagem modal basica. De fato, também mostramos que nenhuma
condicao que seja necessaria e suficiente para um grafo ser um produto pode ser
expressa em uma linguagem modal basica. Apesar de termos nos mantido restritos,
na se¢ao anterior, a grafos enumeraveis e conexos, esta restricao nao é necessaria
para os resultados de expressividade apresentados nesta secao.

Nesta secao, definimos uma linguagem modal com uma familia de operadores

modais: ¢;, <>i_1 e #;, para todo 1 <i <n.

Definicao 6.28. Consideramos uma linguagem multimodal que consiste de um con-
Junto enumerdvel ® de simbolos proposicionais, os operadores booleanos — e A,
a constante T e os operadores modais (ou modalidades) Oi, O;7' e &;, para todo

1 <i<n. As férmulas sao definidas da sequinte forma:

eu=p|T|=¢|ei1Apa] o] Oit | #ip,
onde p € P.

As férmulas desta légica sao avaliadas nas n-estruturas e n-modelos de Kripke
usuais. E importante notar que as modalidades da linguagem acima ndo sao moda-
lidades graduadas, sao apenas uma colecao finita de modalidades de uma linguagem
multimodal basica. Para as defini¢oes apropriadas de satisfazibilidade das formulas
desta logica, o capitulo 2 pode ser consultado.

Conforme é mostrado em [4] e [5], um grafo satisfaz comutatividade a esquerda
e a direita e a propriedade de Church-Rosser se as férmulas a seguir sao validas nele

para todos os pares 1 <i,j <mn, i # j:
1. com;j = 0;0:p < 0;0;p (comutatividade & esquerda e a direita);
2. chri; = O;0;p — 0;0;p (propriedade de Church-Rosser).

Entao, um grafo satisfaz a propriedade de Church-Rosser reversa se a férmula a

seguir, andloga a chr;;, é valida nele para todos os pares 1 < 4,7 < n, i # j:
3. rchri; = 0,7 05 — 0710 .
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Teorema 6.29. Nem intransitividade nem sua negacao podem Ser erpressas na

linguagem modal bdsica.

Demonstracao. Na figura B2, seja f = {(1,a),(2,0),(3,a),(4,0)} e g =
{(a, A), (b, A)}. E simples mostrar que f e ¢ sdo morfismos limitados sobrejetivos.
Também nao ¢ dificil ver que o primeiro e terceiro grafos satisfazem intransitividade,
enquanto o segundo nao satisfaz. Pelo corolario .18, uma vez que nem intransiti-
vidade nem sua negagao sao preservadas por imagens morficas limitadas, elas nao

podem ser expressas na linguagem modal bésica. O

Figura 6.2: O grafo III é uma imagem mérfica limitada do grafo II, que é uma
imagem morfica limitada do grafo I (cada aresta nao direcionada representa um par

de arestas simétricas)

Teorema 6.30. Nenhuma condi¢ao que seja necessdria e suficiente para um grafo
ser um produto ou para um grafo nao ser um produto pode ser expressa na linguagem

modal basica.

Demonstracao. Tomamos novamente os mesmos morfismos limitados entre os grafos
na figura [6.2l Nao é dificil ver que o primeiro e o terceiro grafos sao produtos,
enquanto o segundo nao é. Pelo corolario[2.18, uma vez que nem a propriedade de ser
um produto nem a propriedade de nao ser um produto sao preservadas por imagens

morficas limitadas, elas nao podem ser expressas na linguagem modal bésica. O]

6.5 Uma Extensao Hibrida

Como foi mostrado na secao anterior, a linguagem modal bésica nao possui
poder expressivo suficiente para descrever a propriedade que queremos. Para al-

cancarmos nosso objetivo, precisamos de uma linguagem com maior poder expres-
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sivo. Da mesma maneira que fizemos no capitulo anterior, optamos por uma lingua-
gem hibrida. Nesta secao, descrevemos uma linguagem hibrida e a utilizamos para

expressar intransitividade.

Definicao 6.31. Consideramos uma linguagem multimodal hibrida que consiste de
um conjunto enumerdvel ® de simbolos proposicionais e um conjunto enumerdvel
Q de nominais tais que ® N Q = 0, os operadores booleanos — e A, a constante T,
0s operadores modais (ou modalidades) O;, O;' e #;, para todo 1 < i < n, e os
operadores de satisfacao Q,, para todo mominal a. As formulas sao definidas da

sequinte forma:

go:::p|a|—|—|ﬁg0|<p1/\<ﬂ2|<>z'90|<>;190“i¢‘@a90>
ondep e ® ea €.

E comum na literatura o uso das letras 1, j e k para denotar nominais. En-
tretanto, como ja estamos utilizando estas letras, neste capitulo, para os multiplos
conjuntos de arestas dos grafos, escolhemos denotar os nominais com as letras a, b
e c.

As férmulas desta légica sao avaliadas nas n-estruturas e n-modelos de Kripke
hibridos usuais. Para as definicoes apropriadas de satisfazibilidade das féormulas
desta logica, o capitulo 2 pode ser consultado.

Utilizando esta linguagem hibrida, podemos agora expressar intransitividade.

Teorema 6.32. Um grafo G satisfaz intransitividade se e somente se G I int;; para

todos os pares 1 <i,7 < n, ¢ # j, onde int;; € a formula
inti; = (aAN—bA#;(bA—cA ¥;ic)) — —c.

E interessante notar que nao precisamos utilizar operadores de satisfacao para
descrever intransitividade. Entretanto, nds temos operadores de satisfagao na lin-
guagem porque eles sao muito tteis em provas de completude de axiomatizacoes de

l6gicas hibridas, como é mostrado na secao 6.7

6.6 Verificacao de Produtos

Nesta secao, analisamos a complexidade computacional de verificar se um grafo

finito e conexo é um produto.
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Teorema 6.33 ([I7]). O problema da verificagio de modelo para a ldgica apresen-
tada na defini¢ao [6.31 € polinomial (linear) no produto do tamanho do modelo e do

comprimento da formula.

Assim como no capitulo anterior, podemos determinar um limite superior para a
complexidade do problema da verificacao de estrutura baseado na complexidade do
problema da verificacao de modelo correspondente. Temos que F I ¢ se e somente
se Sp(—¢) = 0 para todo modelo M de F. Entdo, um método algoritmico de
verificar se F IF ¢ consiste em aplicar o algoritmo de verificacao de modelo a todos
os pares (—¢, M), onde M é um modelo de F.

Portanto, se F'C' é a complexidade do problema da verificacao de estrutura e

MC é a complexidade do problema de verificacao de modelo, temos
FC = 02PF™m x mld x M©), (6.1)

onde |p| é o nimero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem em uma dada
férmula ¢, |a| é o nimero de nominais distintos que ocorrem em ¢ e m é o nimero
de vértices em F. A distincao entre simbolos proposicionais e nominais na equacao
acima surge da restricao especial na valoracao de nominais. Precisamos aplicar o
algoritmo de verificagao de modelo para todo modelo M da estrutura dada F. Cada
simbolo proposicionalp que ocorre em ¢ pode receber 2™ possiveis valoragoes V (p),

enquanto cada nominal a pode receber apenas m possiveis valoragoes V(a).

Teorema 6.34. O problema da verificagcao de estrutura para a logica apresentada na
defini¢ao [6.31) € polinomial (linear) no comprimento da formula e EXPTEMPO no
tamanho da estrutura, no numero de simbolos proposicionais distintos que ocorrem

na formula e no numero de nominais distintos que ocorrem na formula.
Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O]

Deve-se notar que este calculo da complexidade do problema da verificacao de
estrutura é apenas um limite superior geral e que ele pode possivelmente ser reduzido
em algumas situagoes concretas.

A partir da equagao (6.1I), podemos ver que, do ponto de vista da complexi-
dade computacional, é interessante tentar expressar as propriedades desejadas com

formulas que utilizem apenas nominais e nao simbolos proposicionais, uma vez que a
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presenca de simbolos proposicionais faz com que a verificacao da propriedade custe

uma quantidade de tempo exponencial no tamanho da estrutura.

Definicao 6.35. Uma férmula pura é uma formula sem ocorréncia de simbolos

PTOPOSILCLONALS.

Entao, formulas puras sao interessantes do ponto de vista da complexidade do
problema da verificacdo de estrutura. Além disso, como é mostrado na secao 6.7,
formulas puras também possuem vantagens quando usadas como axiomas em um
sistema axiomatico.

A férmula no teorema [6.32, que descreve intransitividade, ja é pura. Agora,
precisamos encontrar férmulas puras que descrevam comutatividade a esquerda e a

direita e as propriedades de Church-Rosser e de Church-Rosser reversa.

Teorema 6.36. Um grafo G satisfaz comutatividade a esquerda e a direita se e
somente se G |- comj; para todos os pares 1 < i,j < n, i # j, onde comj; é a

formula

comy; = Q;0ia < 0;0;a.

Podemos ver que para comutatividade a esquerda e a direita, a tarefa de encon-
trar uma férmula pura que descreva as propriedades foi bastante simples, ja que
tivemos apenas que substituir o simbolo proposicional p na férmula original com;;
pelo nominal a. Para a propriedade de Church-Rosser, esta tarefa é mais dificil.
A simples substituigao de p por a na férmula original chr;; nao funciona. Entre-
tanto, é possivel descrever a propriedade de Church-Rosser com uma féormula pura.

Em [39], uma férmula pura para a propriedade de Church-Rosser é apresentada:

chrjj = Qja — 0;0,0; lg. Também é mostrado em [39] que nao é possivel des-
crever a propriedade de Church-Rosser com uma férmula pura sem o uso de uma

modalidade conversa ¢; L

Teorema 6.37. Um grafo G satisfaz a propriedade de Church-Rosser se e somente

se G I chr}; para todos os pares 1 < i,j <n, i # j, onde chrj; é a formula

chr;‘j = Q,a — DinOi_la.
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Teorema 6.38. Um grafo G satisfaz a propriedade de Church-Rosser reversa se e
somente se G & rchry; para todos os pares 1 < i,j < n, i # j, onde rchri; € a
formula

rchry; = 0;1a — D[loj’loia.

Agora, podemos determinar quao complexo é testar se um grafo finito e conexo

é um produto. Pelos teoremas [6.27] [6.32 [6.36], 6.37 e [6.38, um grafo finito e conexo

G ¢é um produto se e somente se G I pro, onde pro ¢é a férmula

pro = /\ Dro;j
1<i,j<n,izj

onde

prog; = comy; A chry; Archry; Aint;;

Seja F'C(¢) a complexidade da verificagdo de estrutura para G I ¢. Entao,
queremos calcular FC(pro). Como existem O(n?) pares 1 < i,j < n, i # j, temos
que

FC(pro) = O(n*) x FC(proy;),

Primeiramente, devemos notar que nao ha simbolos proposicionais em pro;; e
o comprimento de pro;; é constante e nao depende do tamanho do grafo. Além

disso, com;;, chrj; e rchr;; possuem apenas um nominal e int;; possul trés nominais
distintos. Entretanto, como a verificacao de estrutura de uma féormula ¢ é feita
através de verificacoes de modelo da férmula —¢, podemos reduzir o nimero de
nominais envolvidos no teste utilizando o fato de que valoragoes de nominais sao

sempre conjuntos unitarios.
—inti; = 2(—(aAN-bNA @ (ON-cA®c)V—c)=aN—-bA®;(bAN-cA €ic)Ac

Mas uma féormula a A ¢ em logica hibrida significa que as valoracoes de a e ¢ sao
iguais, entao podemos utilizar apenas um destes nominais, substituindo todas as
ocorréncias do segundo pelo primeiro. Além disso, uma férmula a A —b significa que
a e b denotam vértices distintos, entao é redundante escrever em outro ponto da
formula b A —a. Logo,

—int;; = a N —b A 4;(bA #a)
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Entao, podemos realizar o teste com apenas dois nominais. Levando em consi-

deragao estas observagoes e a férmula na equagao (6.]), temos que
FC(proij) = O(m* x MC),

onde, neste caso, M C polinomial (de fato, linear) no tamanho do grafo. Isto implica
que

FC(pro) = O(n* x m* x MC).

Teorema 6.39. A complexidade para verificar se um grafo finito e conexo € um
produto utilizando-se a formula pro acima é polinomial (cibica) no tamanho do grafo
e polinomial (quadrdtica) no nimero de conjuntos distintos de arestas (nimero de

dimensaoes).

Demonstracao. Este resultado segue diretamente da discussao acima. O]

6.7 Axiomatizacoes Hibridas de Produtos de
Loégicas Modais

Produtos de grafos aparecem naturalmente como uma possivel extensao da
semantica de Kripke comum para logicas modais multidimensionais. Nesta sec¢ao,
apresentamos o conceito de produto de logicas modais, onde a semantica é construida
utilizando-se produtos de estruturas de Kripke, e entao utilizamos légica hibrida para
construir axiomatizagoes completas para uma grande classe de produtos de logicas
modais.

Seja ® um conjunto enumeravel de simbolos proposicionais e 2 um conjunto
enumerdvel de nominais tais que ® N = (). Para um conjunto finito de operadores

modais O, definimos o conjunto de férmulas hibridas H For(O) através da regra

pu=plalT|=p|eiAp|Op|Qup,

onde p € &, a € Qe O € O. Também definimos o conjunto de férmulas modais
bésicas M For(Q) como o subconjunto de HFor(O) que contém apenas férmulas
sem nominais e operadores de satisfacao. Quando nao é relevante se estamos traba-
lhando com uma linguagem hibrida ou com uma linguagem modal basica, escrevemos

For(O) para o conjunto de férmulas na linguagem em questao.
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Existem duas maneiras comuns de definir uma légica modal: a maneira
“sintdtica” e a maneira “semantica’. Seja F' = For(O) o conjunto de todas as
férmulas em uma dada linguagem (seja ela uma linguagem hibrida ou uma lingua-
gem modal bésica). A maneira sintatica consiste em tomar um conjunto A C F de
axiomas e um conjunto R de regras e definir uma légica modal L como o menor
conjunto de férmulas tal que A C L e L é fechado sob as regras em R. A maneira
semantica consiste em tomar uma classe C de estruturas e definir uma légica modal

L = Log(F,C) como o conjunto
Log(F,C) ={¢ € F : F I ¢, para todo F € C}.

Também podemos definir os duais dos conjuntos Log(F,C). Sejam Frp a classe
de estruturas em que as formulas de F' sao avaliadas e ¥ C F um conjunto de

férmulas. Definimos a classe de estruturas Fr(F, ¥) como
Fr(F,¥) ={F € Frr: F IF ¢, para toda ¢ € ¥}.

Se L = Log(F,C) é uma ldgica definida semanticamente, escrevemos ¢ ¢ para
denotar que ¢ € L.

Suponha que If¢ —¢. Isto significa que existe uma estrutura F € C tal que
F I =¢. Isto, por outro lado, significa que existe um modelo M da estrutura F e
um vértice v tais que M, v I ¢. Entao, ¢ é satisfeita em um vértice de um modelo

de uma estrutura em C.

Definicao 6.40. Dizemos que uma formula ¢ é C-satisfazivel se ela € satisfeita em
um vértice de um modelo de uma estrutura em C (de maneira equivalente, selfc —¢).
Dizemos que um conjunto ¥ de formulas € C-satisfazivel se existe um vértice de um

modelo de uma estrutura em C que satisfaz todas as formulas ¢ € V.

Definig¢ao 6.41. Uma légica modal L é chamada Kripke-completa se L = Log(F,C)
para alguma classe C de estruturas. Neste caso, dizemos que L é caracterizada (ou

determinada) por C.

Seja M Fory = MFor({0}) o conjunto de férmulas na linguagem monomodal
basica. Como um exemplo trivial de uma légica modal que é um subconjunto de

M For; e pode ser definida desta maneira semantica, o conjunto K = {¢ € M Fory :
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IF ¢} de todas as férmulas validas contidas em M For; é uma légica modal, uma
vez que K = Log(M Fory,C), onde C neste caso é a classe de todas as estruturas.
O proprio conjunto M For, também é uma légica modal, uma vez que M For, =
Log(M Fory, ().

A notacao K é usual na literatura de 16gica modal para a légica na linguagem
monomodal basica determinada pela classe de todas as estruturas. Notagoes comuns
para outras légicas modais que utilizamos nesta secao sao K4, K5, T, B, D, Alt, B4
e S5 para, respectivamente, as légicas na linguagem monomodal basica determinadas
pelas classes de estruturas transitivas, estruturas euclidianas, estruturas reflexivas,
estruturas simétricas, estruturas seriais, estruturas funcionais, estruturas transitivas
e simétricas e estruturas transitivas, simétricas e reflexivag?.

Sejam MFor, = MFor({01,...,0.}), HFory = HFor({0}) e HFor, =
HFor({01,...,0n}) os conjuntos de férmulas nas linguagens multimodal bésica,
monomodal hibrida e multimodal hibrida, respectivamente. Se L = Log(M Fory,C),
entdo denotamos por L(n),L(Q) e L(n,Q) os conjuntos Log(MFor,,C),
Log(HFory,C) e Log(HFor,,C), respectivamente. Entao, temos K4(@), S5(n)
e assim por diante.

Um produto de logicas modais é uma légica multimodal que é definida semanti-

camente da seguinte forma.

Definigao 6.42. Seja {L; : 1 < i < n} um conjunto finito de ldgicas modais
Kripke-completas definidas sobre os conjuntos For(Q;), respectivamente, tais que 0s
conjuntos de modalidades O;, 1 < i < n, sdo disjuntos dois a dois (neste capitulo,
consideramos que cada L; é monomodal, possuindo apenas uma modalidade §;). Seja
F = For(J;0;). Consideramos que For(O;), 1 < i <n, sio ou todos conjuntos de
formulas modais bdsicas ou todos conjuntos de formulas hibridas. Entdo, o produto

de Ly, ..., L, é a logica multimodal definida como
Ly X -+ x L, = Log(F,C),

onde

C={F x-xF,: Fi € Fr(L;), para todo 1 <i <n}.

Definicao 6.43. Denotamos por L™ o produto L X --- X L, onde L ocorre n vezes.

3Mais detalhes sobre estas classes de estruturas podem ser encontrados em [4] e [40].
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Por exemplo, K x K ¢é a logica modal determinada pela classe de todos os
produtos de estruturas da forma F; x Fy, K4 x S5 é a légica modal determinada
por todos os produtos de estruturas da forma F; x F5 onde JFj é transitivo e Fy é
transitivo, simétrico e reflexivo e S5" é a logica modal determinada pela classe de
todos os produtos de estruturas da forma F; x --- X F, onde cada F;, 1 <1< né
transitivo, simétrico e reflexivo.

E interessante notar que os produtos de légicas modais, por serem definidos sobre
l6gicas modais Kripke-completas, sao também Kripke-completos por definicao.

Agora, uma questao relevante a respeito de produtos de légicas modais € o cha-
mado problema da axiomatizacdo. Dado o fato de que um produto L = Ly x---x L,
é definido semanticamente, é também possivel encontrar uma definicao sintatica cor-
respondente para L?

De forma a definir melhor o problema da axiomatizacao, precisamos das nocoes
de corre¢ao e completude de uma axiomatizacdo. Seja A = (A, R) um sistema
axiomatico com o conjunto de axiomas A e o conjunto de regras R. Seja Ly o
menor conjunto de férmulas na linguagem em consideracao tal que A C Ly e Ly é
fechado sob as regras em R. Se ¢ € L,, dizemos que ¢ é um teorema de A e usamos

a notacao 4 ¢.

Definicao 6.44. Dizemos que uma formula ¢ € A-consistente se H/y —¢. Dizemos
que um congunto finito Wo de formulas é A-consistente se /4 = A{¢ : ¢ € Uy}.
Finalmente, dizemos que um conjunto ¥ de formulas € A-consistente se todo sub-

congunto finito Vo C W é A-consistente.

Definigao 6.45. Se A = (A, R) é um sistema axiomdtico e X é um conjunto de

formulas, denotamos por A + % o sistema axiomdtico (AU X, R).

Definigao 6.46. Seja L = Log(F,C) uma légica modal semanticamente definida e
A um sistema axiomdtico. Dizemos que A € correto para L se e somente se Fy ¢
implica lF¢ ¢ para toda formula ¢ na linguagem em considerag¢ao. De maneira equi-
valente, como pode ser visto diretamente a partir das defini¢oes de A-consisténcia
(defini¢dao e C-satisfazibilidade (definigdo [6.40), A € correto para L se e so-

mente se toda formula C-satisfazivel na linguagem em consideragao é A-consistente.

Teorema 6.47. A € correto para L se e somente se todo conjunto C-satisfazivel de

formulas na linguagem em consideracdo € A-consistente.
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Definigao 6.48. Seja L = Log(F,C) uma ldgica modal semanticamente definida
e A um sistema azxiomdatico. Dizemos que A é completo para L se e somente se
lFe ¢ implica =y @ para toda formula ¢ na linguagem em consideracao. De maneira
equivalente, A € completo para L se e somente se toda formula A-consistente na

linguagem em consideracao é C-satisfazivel.

Em geral, completude nao implica automaticamente que todo conjunto A-
consistente de férmulas na linguagem em consideracao é C-satisfazivel. Isto é di-

ferente do caso de correcao, onde podiamos saltar de férmulas para conjuntos de

férmulas (teorema [6.47]).

Definigao 6.49. Seja L = Log(F,C) uma ldgica modal semanticamente definida
e A um sistema axiomdtico. Dizemos que A € fortemente completo para L se e
somente se todo conjunto A-consistente de formulas na linguagem em considera¢ao
¢ C-satisfazivel. Completude forte implica completude, mas, em geral, completude

nao implica completude forte.

Entao, para um produto L = L; X - - - X L,,, se possuimos um sistema axiomatico
correto e completo A; para cada légica L;, 1 < ¢ < n, existe uma maneira de
combind-los de forma a obter um sistema axiomatico correto e completo para L7

Na linguagem modal basica, esta questao é mais complexa do que pode parecer
a primeira vista e nao ha um método geral na literatura para gerar um sistema
axiomatico correto e completo para o produto de légicas modais a partir de sistemas
axiomaticos corretos e completos para cada um dos componentes do produto.

O problema parece vir do fato de que, como o teorema mostra, nenhuma
condi¢do que seja necessaria e suficiente para um grafo ser um produto pode ser
expressa em uma linguagem modal bésica. Se L; é sintaticamente definida por um
sistema axiomdtico A; = (A;,R;), for 1 < i < ne C = {comy AN chr;; : 1 <
i,j < mn,i # j}, entdo [Lq,...,L,|] denota a légica modal sintaticamente definida
por C = (U;A;,U;R;) + C. [Ly,...,L,] é chamado de comutador de Lq,...,L,.

Como comutatividade a esquerda e a direita e a propriedade de Church-Rosser

sao condigoes necessarias para um grafo ser um produto, temos que [Ly, ..., L,| C
Ly x --- x L,. Entretanto, como elas nao sao suficientes, nao temos em geral que
Lyx---xL, C|[Ly,...,L,|. Logicas [Ly,..., L,| para as quais esta segunda inclusao
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é verdadeira sao chamadas de produto—equz’valentes@.

A prova, para légicas L;, 1 < i < n, que ¢ € Ly X --- x L, (que é uma légica
semanticamente definida) implica ¢ € [Ly, ..., L,] (que é uma légica sintaticamente
definida) nao é nada a mais do que uma prova de completude para C com respeito a
Ly x---x L,. O método padrao para provas de completude para légicas modais é a
construcao dos chamados modelos canonicos. Os vértices do modelo canonico sao to-
dos os conjuntos maximais consistentes de férmulas da linguagem em consideragao.
Como ha uma quantidade enumeravel de simbolos proposicionais e uma quanti-
dade enumeravel de nominais na linguagem, entao também ha uma quantidade
enumeravel de féormulas na linguagem, o que significa que existe uma quantidade
enumeravel de conjuntos maximais consistentes. Logo, o modelo canonico possui
uma estrutura enumeravel. A ideia basica da prova de completude usando modelos
canonicos é que o modelo canonico deve satisfazer as propriedades semanticas da
classe C de estruturas que caracteriza a légica. Se isto acontece, podemos entao
prosseguir com a prova e mostrar que toda férmula C-consistente é C-satisfazivel.
Para detalhes sobre provas de completude utilizando modelos canonicos, [10] pode
ser consultado.

O que ocorre no caso especifico dos comutadores é que, como comutatividade
a esquerda e a direita e a propriedade de Church-Rosser nao sao suficientes para
um grafo ser um produto, nao é possivel garantir que o modelo canonico obtido a
partir de C seja um produto. Entao, modelos canonicos sao por si s insuficientes
para derivar completude. Ou outro método precisa ser utilizado ou, ao menos, al-
guns passos complementares precisam ser executados para que se alcance a prova
de completude. Logo, nao ha um método geral para provas de completude de axio-
matizacoes de produtos de logicas modais, mas existem légicas particulares para as
quais existem provas de que elas sao produto-equivalentes. Como primeiro passo,
K x K é produto-equivalente, isto é, o sistema axiomético de [K, K] é completo para
K x K [40].

Um resultado interessante, mostrado em [40], informa que para um nimero
arbitrario n € N, n > 1, a légica Alt" é produto-equivalente, isto é, o sistema

axiomatico do comutador de n copias de Alt é completo para Alt".

4product-matching, em inglés
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Outro resultado mostrado em [40] informa que, para todo par L; e Ly de 16gicas
do grupo das chamadas PTC-légicas, a logica Ly X Ly é produto-equivalente, isto é,
o sistema axiomatico de [Ly, L] é completo para Ly X Ly. Também é mostrado em
[40] que, em alguns casos em que ao menos uma das légicas do par ndo é uma PTC-
légica, [Li, Ly] nao é produto-equivalente. Também existem logicas para as quais
nao se sabe se seu comutador é produto-equivalente ou nao. Muitas das l6gicas mais
comuns sao, de fato, PTC-légicas, como K4, T, B, D e S5. Para a definicao formal
de uma PTC-légica e os resultados detalhados, [40] pode ser consultado.

Os resultados de completude para K x K e para produtos de um par de PTC-
légicas nao se generalizam para produtos de dimensdes maiores, como é mostrado

no teorema a seguir, de [41].

Teorema 6.50 ([41]). Seja n > 3 e seja L C M For,, qualquer l6gica modal tal que

K" C L C S5". Entao, L ndao ¢ finitamente axiomatizdvel.

Resumindo, ao trabalharmos com uma linguagem modal basica, nao ha um
método geral para construir axiomatizagoes completas para produtos de légicas mo-
dais e um grupo significativo de produtos de légicas com dimensao maior do que
dois nao pode ser axiomatizado. Como mostramos anteriormente, uma linguagem
hibrida oferece a possibilidade de descrever produtos de grafos, entao ela também
pode ser apropriada para promover uma melhoria nestes resultados a respeito de
axiomatizagoes para produtos de légicas.

Entao, vamos agora considerar légicas Ly X --- X L, na linguagem hibrida. Pri-
meiramente, K(n,@) C L; x --- X L,, entdo um bom ponto de partida para axio-
matizar Ly X --- x L, é obter uma axiomatizagao completa para K(n,@). De fato,
este ponto de partida vai se mostrar ainda melhor do que o esperado, uma vez que
provas de completude para logicas hibridas podem ser estendidas automaticamente
para outras légicas hibridas sob certas condi¢oes, como mostra o teorema [6.521

Consideramos o conjunto de axiomas e regras mostrado na figura [6.3], onde p e

q sao simbolos proposicionais, a e b sao nominais e ¢ e 1 sao féormulas.

Teorema 6.51. O sistema axiomdtico Ak, a), mostrado na figura[6.3, € correto e

fortemente completo para a ldgica K(n, Q).
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(LP) Tautologias Proposicionais (Int) Fa— (p < Q,p)
(Ki) FOi(p — q) — (Qip — Oiq) (Back;) F ¢;@Q,p — Q.p

(Dw;) = Uip < =0;—p (MP) Setkyeb ¢ — 1), entao F o

(K@) F @a(p - Q) - (@ap - @aQ) (Genz-) Se o, entao DZSO

(SD) I @op = ~@ap (Gena) Se - ¢, entdao - Q,p

(Ref) F Q,a
(Nam) Se F @,p e a nao ocorre em ¢,

(Agr) = @,Qpp < Qyp entdo ¢

(BG;) SeF @,0:b — Qup e b # a nao ocorre em ¢, entao F @,

(Sub) Se F ¢, entao F 7, onde o substitui uniformemente nominais por nominais

e simbolos proposicionais por férmulas

Figura 6.3: Sistema axiomatico Ak ey para a légica K(n, @)

Teorema 6.52. Seja C a classe de estruturas definida como C = {F € Frygor, :
F Ik ¢ para todo ¢ € P}, onde P € um conjunto Ak, e)-consistente de formulas
puras. Entdo, o sistema aziomdtico P = Ak, )+ P € correto e fortemente completo

para a légica Log(H For,,C).

O teorema acima proporciona correcao e completude forte automaticamente para
uma grande classe de légicas hibridas multimodais. Entao, se temos um conjunto
finito P de féormulas puras que definam a classe de estruturas que sao produto, entao
tudo que precisamos fazer é adicionar as férmulas deste conjunto como axiomas e
obtemos completude para K(@)". A partir disto, completude para outras classes
mais restritas de estruturas que sao produto também podem ser obtidas, desde que
estas classes possam ser descritas por féormulas puras.

O teorema descreve uma condigao necessaria e suficiente para um grafo
enumeravel e conexo ser um produto e os teoremas [6.32], [6.36], e mostram
que esta condi¢ao pode ser expressa por féormulas puras. Entretanto, nao podemos
apenas colocar estas férmulas no teorema e obter a completude que queremos,

pois existem duas questoes que precisam ser abordadas primeiro.
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Comecamos pela questao mais ébvia. Existem duas hipdteses que precisam ser
satisfeitas antes que possamos aplicar o teorema [6.27 o grafo precisa ser conexo e
o grafo precisa ser enumeravel. Modelos canonicas sao enumeraveis, conforme dis-
cutido anteriormente, entao esta hipétese nao é um problema. Entretanto, quando
trabalhamos com uma linguagem hibrida, os modelos canonicos nao sao garantida-
mente conexos. Entao, precisamos nos restringir explicitamente a classe de estru-
turas conexas e a melhor maneira de fazer isto é encontrar uma férmula pura que

descreva conectividade.

Teorema 6.53. Um grafo G = Gy x --- X G, € conexo se e somente se G; € conexo

para todo 1 < i < n.
Teorema 6.54. Um grafo G = (V| E) é conexo se e somente se G |- aV $a.

Agora, discutimos a segunda questao que nos impede de aplicar o teorema [6.52]

Para isto, precisamos apresentar a nocao de compacidade.

Definicao 6.55 ([42]). Seja L = Log(F,C) uma légica modal definida semantica-
mente. Dizemos que L é compacta se um conjunto 3 de formulas € C-satisfazivel

se e somente se todo subconjunto finito 39 C X € C-satisfazivel.

Precisamos adicionar as modalidades ¢; e O 1 (uma vez que ela é utilizada na
definicao de ¢;) a linguagem, uma vez que as férmulas que descrevem intransitivi-
dade e conectividade faz uso delas. Entretanto, quando adicionamos as modalidades
4. 2 linguagem, as légicas modais perdem compacidade. Por exemplo, considere o

conjunto
2 = {#p,=0p,=07p, =0 0p, =00 ' p, =0 Op, =007 Ip, .. ).

Todo subconjunto finito ¥y C ¥ é C-satisfazivel, onde C neste caso é a classe de
todas as estruturas. Mas X nao é satisfazivel em nenhum vértice de nenhum modelo
de nenhuma estrutura.

A prova de completude utilizando modelos canonicos proporciona completude
forte como seu resultado (veja os teoremas e [6.52, por exemplo). O seguinte
teorema mostra que se temos um sistema axiomatico correto e fortemente completo

para uma légica L = Log(F,C), entdao L é compacta.
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Teorema 6.56. Sejam L = Log(F,C) uma légica modal definida semanticamente e
A um sistema aziomdtico. Se A € correto e fortemente completo para L, entao L é

compacta.

Entao, se uma légica L nao é compacta, como o resultado final das provas de
completude utilizando modelos canonicos é completude forte, tal prova vai falhar
para L [10]. Quando a légica ndo é compacta, as vezes ainda é possivel construir uma
prova de completude (mas nao de completude forte) utilizando modelos canénicos
finitos que sao construidos a partir de subconjuntos maximais consistentes de um
conjunto finito de féormulas. Entretanto, para uma prova de completude utilizando
modelos canonicos finitos ser bem sucedida, a légica precisa possuir a propriedade do
modelo finito, isto é, toda férmula satisfazivel precisa ser satisfeita em um vértice de
um modelo de uma estrutura finita. No nosso caso, como também precisamos que o
modelo canonico seja um produto, precisariamos na verdade que a logica possuisse

a propriedade do modelo produto finito.

Definicao 6.57. Um produto de logicas modais possui a propriedade do modelo
produto finito se toda formula satisfazivel é satisfeita em um vértice de um modelo

de uma estrutura finita que é um produto.

Como o teorema a seguir, de [41], mostra, muitos produtos de l6gicas modais de

dimensao maior do que dois nao possuem a propriedade do modelo produto finito.

Teorema 6.58 ([41]). Seja n > 3 e seja L C M For,, qualquer l6gica modal tal que

K" C L C S5". Entao, L nao possui a propriedade do modelo produto finito.
Como M For, C HFor,, o corolario abaixo é imediato.

Corolario 6.59. Sejan > 3 e seja L C HFor, qualquer logica modal tal que
K(@) C L C S5(@)™. Entdo, L ndo possui a propriedade do modelo produto finito.

Entao, precisamos encontrar uma maneira de expressar intransitividade e conec-
tividade sem utilizar as modalidades ¢;, de forma que tenhamos a compacidade de
volta e possamos usar o teorema para derivar as provas de completude. Vamos
restringir nossa atencao a classe das estruturas transitivas e simétricas. Nesta classe

de estruturas, utilizando simetria, temos que ¢;'¢ = 0;¢, 0 que também implica
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(utilizando transitividade) que ¢;¢ = ;6. Além disso, a propriedade de Church-
Rosser e a propriedade de Church-Rosser reversa sao equivalentes. Logo, na classe
de estruturas transitivas e simétricas, podemos caracterizar a classe de produtos

conexos com as férmulas puras na figura [6.4
(COILL') aV <>i(l

(Comij) <>j<>ia — <>i<>ja

(Chl‘ij) <>ja — DlOJOla

(Int;;) (a A=bAO;(bA—cAQic)) — —c

Figura 6.4: Férmulas puras que caracterizam a classe de produtos conexos

Agora, para finalmente obter o resultado que estamos buscando, tudo o que falta
é caracterizarmos a classe das estruturas transitivas e simétricas utilizando férmulas
puras. Em [I0], as férmulas necessérias sao apresentadas. Elas sdo mostradas na

figura [6.5]

(4;) 0:0ia — O;a (transitividade)

(Bi) a — 0;0;a (simetria)

Figura 6.5: Férmulas puras que caracterizam a classe de estruturas transitivas e

simétricas

Teorema 6.60. Seja Ppy o conjunto de formulas puras na figuralG.d e seja Apan,a)

o sistema ariomdtico Apymna) = Akm,a) + Pps. O sistema aziomdtico Apy(na) €

correto e completo para a légica B4(n,@).
Demonstracao. Isto segue diretamente do teorema [6.52] O]

Defini¢ao 6.61. Seja L = Log(F,C) uma légica modal definida semanticamente.

Entao, denotamos por CL a logica definida pela classe de estruturas conexas em C.

Teorema 6.62. Seja Pp.oq 0 conjunto de formulas puras na figura e seja P
o sistema azxiomdtico P = Apyn,a) + Pprog- O sistema axiomdtico P é correto e

completo para a logica CB4(Q)".
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Demonstracao. Isto segue diretamente do teorema [6.52] O]

Teorema 6.63. Seja L = Ly X+ --X L, um produto de l6gicas modais. Se CB4(Q) C
L, para todo 1 <1 < n, e Aj = Aam,a) + F;, onde P; é um conjunto finito de
formulas puras, € um sistema axiomdtico correto e completo para L;, entdo A =

Apam,@) + D, P + Pprog € um sistema axiomdtico correto e completo para L.
Demonstracao. Isto segue diretamente do teorema [6.52] [

Como exemplos de propriedades que podem ser expressas por férmulas puras,
podemos mencionar reflexividade, irreflexividade, densidade, determinismo, univer-
salidade e tricotomia. Muitas destas propriedades nao podem ser expressas por
formulas na linguagem modal basica. Entao, o teorema proporciona sistemas
axiomaticos corretos e completos para uma grande familia de produtos de logicas
modais de dimensoes arbitrarias, enquanto a maior parte dos resultados apresenta-
dos na literatura até o momento lidam apenas com produtos bidimensionais.

Como um comentario final, o que podemos dizer a respeito de produtos de légicas
modais na linguagem modal béasica, dados os sistemas axiomaticos que construimos
para produtos de légicas modais na linguagem hibrida? Primeiramente, como co-
nectividade ndo pode ser expressa na linguagem modal basica (conforme o capitulo
anterior, o apéndice [Al e [29]), é simples ver que L = CL, se L é uma ligica mo-
dal na linguagem modal bésica. Além disso, como M For, C HFor,, L C L(Q@).
Entao, Ly X -+- x L, C CL;(@) x --- x CL,(@), o que significa que se temos um
sistema axiomético A correto e completo para CL; (@) x - - - x CL, (@), entao todas
as férmulas ¢ € Ly x -+ x L, sdo também teoremas de A (F, ¢). Como exemplo,
podemos obter um sistema axiomadtico correto e completo para CS5(@)™ utilizando
o teorema [6.63] Entao, apesar de S5" nao ser finitamente axiomatizavel na lingua-
gem modal basica, todas as suas féormulas sao dedutiveis a partir da axiomatizagao
de CS5(@)". De fato, estas féormulas sao exatamente o subconjunto de CS5(@)™

que contém apenas as férmulas sem nominais e operadores de satisfacao.
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Capitulo 7

Loégicas Modais Dinamicas e

Sistemas Concorrentes

“Bart, com US$ 10.000 nés seremos miliondrios! Nés poderiamos comprar todo tipo de coisas iteis como...

amor!” - Homer Simpson

Neste capitulo, consideramos extensoes da Légica Dinamica Proposicional (PDL)
com operadores para a descricao de comportamentos concorrentes. Nosso objetivo
é construir légicas dinamicas que sejam apropriadas para a descricao e verificacao
de propriedades de sistemas comunicantes concorrentes, de maneira analoga ao uso
de PDL para o caso sequencial.

O contetdo deste capitulo tem como base os artigos [43] (reproduzido no apéndice
[C), [44] e [45] (reproduzido no apéndice D). As provas de todos os resultados

apresentados neste capitulo podem ser consultadas nos apéndices [C] e

7.1 Introducao

Légica Dinamica Proposicional (PDL) [46] possui um papel importante na espe-
cificagao formal e na verificagao de programas e sistemas sequenciais. PDL é uma
légica multimodal com uma modalidade (P) para cada programa P. A légica possui
um conjunto de programas bésicos e um conjunto de operadores (composigao sequen-
cial, iteragao e escolha nao deterministica) que podem ser utilizados para construir
programas mais complexos a partir de programas mais simples. Uma semantica de

Kripke pode ser fornecida, com uma estrutura F = (W, Rp), onde W é um conjunto
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nao vazio de possiveis estados de programas e, para cada programa P, Rp é uma
relagdo bindria em W tal que (s,t) € Rp se e somente se existe uma computacao de
P comecando em s e terminando em ¢.

O Calculo de Sistemas Comunicantes (CCS) é uma algebra de processos bem
conhecida, proposta por Robin Milner [2I], para a especificagdo de sistemas co-
municantes concorrentes. Ele modela a concorréncia e a interagao entre processos
através de atos individuais de comunicacao. Um par de processos podem se comuni-
car através de um canal em comum e cada ato de comunicagao consiste simplesmente
de um sinal sendo enviado em uma ponta do canal e imediatamente sendo recebido
na outra. Uma especificagcao CCS é uma descricao do comportamento esperado de
um sistema, baseada nos eventos de comunicacao que podem ocorrer. Para uma
introdugao ampla a CCS, [21] pode ser consultado.

O m-Célculo é uma algebra de processos bem conhecida, proposta por Milner,
Parrow e Walker [25]. Ele é uma extensao do CCS de Milner [21] que é capaz de
descrever nao apenas nao determinismo e concorréncia, mas também mobilidade de
processos. No 7-Célculo, cada ato de comunicacao consiste em um nome sendo
enviado em uma ponta de um canal e imediatamente sendo recebido na outra. Para
uma introdugao ampla ao m-Célculo, [26] pode ser consultado.

Assim como PDL, CCS e o m- Caélculo possuem um conjunto de operadores
(prefixo de agdo, composi¢ao paralela, escolha ndo deterministica e restrigao sobre
atos de comunicagao) que sao usados para indutivamente construir especificagoes de
processos a partir de um conjunto de agoes basicas.

Neste capitulo, apresentamos légicas dinamicas em que os programas sao descri-
tos em linguagens baseadas primeiramente em CCS (e XCCS) e, posteriormente, no
m-Calculo sem replicacao.

Existem, na literatura, algumas légicas que fazem uso de CCS ou do 7-Célculo.
Entretanto, elas utilizam estas algebras de processos como uma linguagem para a
descricao de estruturas e modelos, enquanto usam légicas modais tradicionais para
a descrigao das propriedades destas estruturas e modelos (veja, por exemplo, [47] e
[48]). As légicas que desenvolvemos neste capitulo utilizam CCS e o 7m-Célculo de
uma maneira distinta. Seus operadores e construcoes sao adicionados a uma lingua-

gem modal basica de forma a criar légicas dinamicas em que seja simples descrever
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e verificar propriedades de programas e sistemas comunicantes, concorrentes e nao
deterministicos, de uma maneira similar a que PDL é usada no caso sequencial.

Logo, devemos enfatizar que a contribuicao do trabalho que desenvolvemos neste
capitulo esta relacionada ao campo das légicas dinamicas e nao ao campo das
algebras de processos. Das algebras de processos, nés apenas tomamos um conjunto
de operadores que sao apropriados para a descricao de comunicagao e concorréncia.
Nos utilizamos estes operadores porque eles possuem uma teoria bem estabelecida e
nos podemos utilizar muitos de seus conceitos e resultados para ajudar-nos a cons-
truir nossas logicas.

Nossas logicas estao relacionadas a outras logicas dinamicas para classes de pro-
gramas com algum tipo de concorréncia, como PDL Concorrente (CPDL) [6], CPDL
com canais [7], a 16gica desenvolvida na tese [§] e PDL com intercalament [9], mas
possuem algumas vantagens sobre elas. CPDL e PDL com intercalamento lidam
com concorréncia, mas nao oferecem a possibilidade de comunicagao entre os com-
ponentes de um sistema concorrente. CPDL com canais [7] é capaz de descrever
propriedades interessantes de sistemas comunicantes concorrentes, mas ela nao pos-
sui uma semantica de Kripke simples (de fato, “uma defini¢do formal da semantica
de CPDL com canais é consideravelmente complicada” [7]) e seu problema de satis-
fazibilidade ¢ indecidivel (IT}-dificil), o que também implica que ela nao possui uma
axiomatizacao completa. A logica desenvolvida em [§] for¢ca uma distingao semantica
entre estados finais e estados nao finais, o que também torna sua semantica e sua
axiomatizagao razoavelmente complexas. Por outro lado, somos capazes de cons-
truir uma semantica de Kripke simples para nossas logicas, baseada na ideia de
execucoes finitas possiveis de processos, construir axiomatizagoes completas para
elas e mostrar que elas possuem a propriedade do modelo finito.

Escolhemos basear nossas logicas nos mecanismos de comunicagao e concorréncia
de CCS e sua extensao, o w-Célculo, pela seguinte razao. Utilizando-se uma lingua-
gem pequena como CCS, onde apenas as construgoes mais basicas estao presentes,
podemos estudar em detalhes quais sao os problemas que podem surgir quando ten-
tamos utilizar seus operadores para construir uma légica dinamica e quais operadores

e construgoes devem ser adicionados ou removidos para resolver estes problemas.

linterleaving, em inglés
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O restante deste capitulo é organizado da seguinte maneira. Nossa primeira
légica (sCCS-PDL), em conjunto com um sistema axiomético completo, é apre-
sentada na secao [[.2l Nesta légica, nao utilizamos constantes nem o operador de
restricao na linguagem dos programas. Na secao [[.3, apresentamos nossa segunda
légica (CCS-PDL), em que permitimos a presenga de constantes nos programas.
Também apresentamos uma axiomatizagao completa para esta légica. A terceira
légica (XCCS-PDL), em conjunto com uma axiomatizagdo completa para ela, é
apresentada na segao [T.4l. Nesta logica, os programas sao baseados em XCCS, o que
nos permite resolver alguns problemas que aparecem nas légicas anteriores. Final-
mente, nossa ultima légica (7DL), em que os programas sdo baseados no m-Célculo,

em conjunto com um sistema axiomatico completo, é apresentada na secao

7.2 sCCS-PDL

Nesta secao, apresentamos a nossa primeira logica dinamica para sistemas con-
correntes. Nesta légica, os programas sao construidos a partir da linguagem de CCS
sem as contantes e o operador de restricao. Chamamos esta logica de CSS-PDL
reduzida ou sCCS-PDL. Nosso objetivo aqui é introduzir uma légica simples e dis-
cutir algumas das questoes a respeito dos axiomas e da interpretagao relacional das

formulas.

7.2.1 Linguagem e Semantica
Nesta secao, apresentamos a sintaxe e a semantica de sCCS-PDL.

Definigao 7.1. A linguagem de sCCS-PDL consiste de um conjunto enumerdvel ®
de simbolos proposicionais, um conjunto enumerdvel N' de nomes, a acdo silenciosa
T, 0s operadores booleanos — e A, os operadores ., + e | e uma modalidade (P) para
cada programa P. As formulas sao definidas da sequinte maneira:

u=p| T | @ |1 Ne2| (P,

com

Pi=a|a.P| P+ P PP,
ondep € ® ea e NUN U{7}.
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Definicao 7.2. Uma estrutura para sCCS-PDL é uma tupla F = (W,{R,}) onde
o W é um conjunto nao vazio de estados;
e R, ¢ uma relagdo bindria para cada agdo bdsica o € N UN U {7}.

Defini¢ao 7.3. Um modelo para sCCS-PDL é um par M = (F, V), onde F € uma
estrutura para sCCS-PDL e V € uma funcdo de valoragdo V : ® — 2V,

Definimos agora a nocao semantica de satisfagao para sCCS-PDL da seguinte

maneira;:

Defini¢ao 7.4. Seja M = (F,V) um modelo. A noc¢do de satisfagdo de uma
formula ¢ em um modelo M em um estado w, notagao M, w Ik ¢, pode ser induti-

vamente definida da sequinte maneira:
e M,wlkp ssew € V(p);
o M,wlFT sempre;
o M,wlF—p sse M,w lff p;
o M ,wlk o Apy sse M,w k1 e M w lF ps;

e M,wlk (P)p sse existe um caminho finito (vo, vy, ..., v,), n > 1, tal que vg =
_)

w, M, v, I ¢ e existe @ € Ry(P) de comprimento n tal que (v;_1,v;) € R

se e somente se (@); = 3, para todo 1 < i < n. Dizemos que tal sequéncia o

casa com o caminho (vg, ..., vy,).

Como foi mencionado no capitulo M, existem duas possiveis semanticas para a
acao 7 em CCS: ela pode ser considerada como sendo observavel ou como sendo
invisivel. Em nossas légicas, adotamos a primeira delas, uma vez que somos capa-
zes de representar a segunda semantica como um caso particular da primeira. De
fato, para fazer isto, a tnica coisa que é necessaria é forcar, nas estruturas sendo

consideradas, que R, seja a relagao R, = {(w,w) : w € W}.
— —
Teorema 7.5. R¢(P) = R¢(Q) se e somente se lF (P)p « (Q)p.
Coroldrio 7.6. Se P ~ @, entdo I (P)p < (Q)p.
Demonstracao. Isto segue diretamente dos teoremas [4.13] e [7.5] L]
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Apresentamos agora algumas igualdades entre conjuntos de execucoes finitas
possiveis que sao uteis para a prova de correcao de nossa axiomatizacao e para

mostrar porque o processo nulo 0 é problemético.

Teorema 7.7. As sequintes igualdades de conjuntos sao verdadeiras:

1. Ri(a) = {a};

—

2. Ry(a.P) = Ry(a) o Ry(P);
— — —
Demonstracao. A prova segue diretamente da tabela E.1l n
Teorema 7.8. As sequintes formulas sao vdlidas:
1. (a.P)p < (a)(P)p

Agora é possivel ver porque, como foi dito no capituloM] o uso do processo nulo 0
seria inconveniente em nossas légicas. O problema que surgiria vem do fato de que,
como descrito em [21], em uma especificagao da forma «.0, 0 estd denotando um
processo que terminou de maneira bem sucedida, enquanto em uma especificagao
da forma P + 0, 0 estd denotando um processo em deadlock. Este papel duplo nao
pode ser mantido em nossas logicas sem sacrificar uma propriedade muito desejada
em logicas dinamicas: a semantica composicional, ilustrada no teorema [7.8

A semantica composicional é uma consequéncia direta das igualdades entre con-
juntos no teorema [I.7. Mas quando tentamos manté-las na presenca de 0, alguns
problemas surgem. 77;(04.0) = {a}, uma vez que 0 denota terminagao bem sucedida
neste caso (se 0 denotasse deadlock, entao 7?f(a.0) seria (), e @(P +0) = @(P),
uma vez que 0 denota um deadlock neste caso (se 0 denotasse terminagao bem su-
cedida, entao @(P + 0) seria @(P) U {Z}). Para manter a segunda igualdade
no teorema [.7], precisamos ter {a} = 7—2—;(04.0) = 7—2_;(a) o 7—2—;(0), o que implica que
7—3_;(0) = {2’} (*). Por outro lado, para manter a terceira igualdade, precisamos ter
@(P) = @(P +0) = ﬁ(P) U 7?;(0), o que implica que 7?;(0) =0 (**).

No formalismo 16gico, pelo teoremall.8], (*) implicaria que (0)¢ é semanticamente
>|<>x<)

equivalente a ¢, enquanto (**) implicaria que (0)¢ é semanticamente equivalente a
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L. O ponto crucial nesta situacao é que precisariamos ou abandonar ao menos uma
das igualdades no teorema [[.7], substituindo-a por um par de equactes, uma para o
caso em que P # 0 e outra para o caso em que P = 0, ou de alguma forma alterar a
semantica de modo que o significado de uma subférmula da forma (0)¢ dependa do
contexto em que ela esta inserida, sendo algumas vezes equivalente a ¢ e algumas
vezes a L. Ambas as “solugoes” iriam comprometer seriamente a composicionalidade
da semantica.

Nos resolvemos a questao do processo nulo em nossa terceira légica, sem intro-
duzir nenhum dos problemas acima. L&, ao invés de CCS, nés utilizamos XCCS

como linguagem para os programas da logica.

7.2.2 Sistema Axiomatico

Consideramos o seguinte conjunto de axiomas e regras, onde p e ¢ sao simbolos

proposicionais e ¢ e 1 sao formulas.

(LP) Tautologias Proposicionais

(K) = [Pl(p — q) — ([Plp — [Plq)

(Du) E [Plp < ~(P)=p

(Pr) F{a.P)p < (a)(P)p

(NC) F (P + P)p < (P)pV (Py)p

(PC) Se a Lei de Expansio pode ser aplicada a P, entio - (P)p <> (Exp(P))p

(Sub) Sel ¢, entao F 7, onde o substitui uniformemente simbolos proposicionais

por formulas arbitrarias.
(MP) Sel ¢ el ¢ — 1, entao - .

(Gen) Se - ¢, entao  [Plep.

E importante notar que os teoremas - (P, 4+ Py)p < (Py + P)p e b (P|P2)p <
(Py| P1)p, que enunciam a comutatividade dos operadores + e |, sdo derivaveis a

partir do sistema axiomatico acima.
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Teorema 7.9 (Corregao e Completude). O sistema axiomdtico acima € correto e

completo para sCCS-PDL.

7.3 CCS-PDL

A légica apresentada nesta se¢ao utiliza os mesmos operadores de CCS utilizados
na secao anterior, com o acréscimo de constantes. A légica desta secao é chamada

de CCS-PDL.

7.3.1 Linguagem e Semantica

Nesta secao, apresentamos a sintaxe e semantica de CCS-PDL.

Definigao 7.10. A linguagem de CCS-PDL consiste de um conjunto enumerdvel ®
de simbolos proposicionais, um conjunto enumerdvel N de nomes, a agdo silenciosa
T, 0s operadores booleanos — e A, os operadores ., + e |, um conjunto enumerdvel
C de constantes, tal que cada elemento de C possui uma unica equagao definidora
correspondente, e uma modalidade (P) para cada programa P. As férmulas sdo

definidas da sequinte maneira:

u=p| T |—@ |1 ANps| (P,

com

PIZ:O{|CY.P|OAA|P1—|—P2|P1|P2,

ondepe ®, a e NUNU{r} e AeC.

A presenca de constantes na linguagem nos permite escrever especificagoes que
sao capazes de iteracao como P = a. A, com A “aA + 7. Entretanto, constantes
possuem um poder muito maior do que o de apenas expressar comportamentos
iterativos. Com constantes, somos capazes de escrever especificagoes replicantes,
como P = ((1.A) + 7)|Q, com A wf ((1.A) 4+ 7)|Q. Apds a execugao de n agoes T,
P é capaz de se comportar como n processos () em paralelo, para qualquer n € N.

O exemplo acima é um exemplo muito simples de replicagao e é facil perceber que
as coisas podem se tornar bastante complexas se comecarmos a aninhar processos

replicantes.
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De forma a manter a logica simples, isto é, manter a semantica de Kripke sim-
ples, a propriedade do modelo finito e uma axiomatizacao simples e completa, nos
restringimos o uso das constantes em CCS-PDL de maneira a evitar processos repli-
cantes (em [36], Dam forga uma restri¢ao sintatica similar, também com o objetivo
de evitar o crescimento ilimitado de processos). A questao de se é possivel man-
ter estas propriedades desejaveis da logica na presenca de replicagdo permanece um
problema em aberto e nés o adiamos para um trabalho futuro, conforme é explicado

no capitulo 8l

Definigao 7.11. Seja P um processo e { Ay, ..., A,} as constantes que ocorrem em
P. Definimos Cons(P) como o menor conjunto de constantes tal que Cons(P) D

{A1,..., A} e, para toda constante A; € Cons(P), se Ay ocorre em Py,, entdo

Ay € Cons(P).
Hipétese 7.12. Fazemos as sequintes restrigoes aos programas em CCS-PDL:

1. Cons(P) precisa ser um conjunto finito para todo programa P;

2. Apenas permitimos equagoes definidoras que se encaixem em um dos sequintes

modelos:

def ~ ~ .
e A = Py, onde A ¢ Cons(P,), chamadas equagdes nao recursivas;

o AY 1A+ A, A+ Ty, onde A ¢ Cons(Ty), chamadas equacdes

recursivas.

As igualdades de conjuntos do teorema [7.7] permanecem validas, em conjunto
com a igualdade

Ry(a.A) = Ry(a) o Ry(Py), (7.1)

que também segue da tabela 1]

Entretanto, devido a possibilidade de comportamentos iterativos, algumas igual-
dades de conjuntos podem se apresentar como equagoes recursivas. Neste caso, é
possivel obter equacoes nao recursivas equivalentes. Primeiramente, as equagoes re-
cursivas podem ser reescritas, utilizando-se as igualdades no teorema [I.7 e equacao

— — — — — B
(CI), como Rs(P) = Rp(P') o R¢(P) U Rs(Q), onde Rf(Q) nao depende de
— . — = — 5 .
Rs(P). Agora, como todas as sequencias em R¢(P), Rf(P’) e R¢(Q) sao fini-

tase € ¢ @(P’ ), podemos utilizar um resultado conhecido como Lema de Arden
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[49], que diz que se X, A e B sao conjuntos de sequencias finitas de caracteres e

a sequencia vazia nao pertence a A, entao a equacao X = Ao X U B possui como

— — —
unica solugdo X = A* o B. Portanto, R;(P) = R;*(P') o R¢(Q).

Definicao 7.13. Dizemos que um processo P é um n6 se P = P4 para alguma
constante A com uma equagao definidora recursiva ou se P = Py | Py onde Py ou

P, € um no.

Definicao 7.14. Chamamos uma sequencia nio vazia de agdes o wm laco de um

processo P que € um nd se P = P. Dizemos que & € um laco proprio se @ € um
N ) — N N — — - = )

laco e nao existe 3 C o, com o = [B.\, tal que B e \ sejam lacos de P. O

conjunto de lagos de P € denotado por Lo(P) e o conjunto de lagos proprios por

PLo(P).

Teorema 7.15. @ € Lo(P) se e somente se @ = aj.--- .ay, n > 1, onde a; €

PLo(P), para todo i € {1,...,n}.
Demonstracao. A prova segue diretamente da definigao [[.14L O]

o~ A . ~ —
Definicao 7.16. Chamamos uma sequéncia de acoes o wma ruptura de um pro-
z e ~ . - — - — - . —
cesso P que é um no se nao existe 8 tal que o C 3 e B € um lago. Dizemos que o
4 JE — ~ . — — N — —
¢ uma ruptura prépria se o ¢ uma ruptura e nao existe 3 C o, com o = 3.\,
- , -~ , . . — s
tal que B € um lago e X € uma ruptura. Finalmente, dizemos que o € uma ruptura
s o — L ~ P G =
propria minima se o € uma ruptura propria e nao exviste § C o tal que 5 € uma

ruptura prépria. O conjunto de rupturas de P é denotado por Br(P), o conjunto

de rupturas préprias por PBr(P) e o conjunto de rupturas proprias minimas por

MPBr(P).
Teorema 7.17. @ € PBr(P) se e somente se @ = E}T, onde ﬁ € MPBr(P).

Demonstracao. A prova segue diretamente da definicao [L.16 O]

Utilizando os conceitos de lagos e rupturas, podemos decompor um processo P
que é um né em duas partes: a parte em laco, denotada por Lp, e a cauda, denotada
por Tp.

Lp=)Y {@:d € PLo(P)}.

—

Tp=)» {@.P':a € MPBr(P)e P = P'}
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— — —
Teorema 7.18. Se P é um nd, entao Ry(P) =Rs*(Lp) o Rs(Tp).

Também definimos o processo L'», que é capaz de iterar Lp.
Ly =Y {d.Zp: @ € PLo(P)} + Lp,

onde Zp é uma nova constante com equacao definidora Zp def L.
As nocoes de estrutura, modelo e satisfacao sao definidas da mesma forma que
nas definicoes [7.2] e [[.4. Nao é dificil ver que o teorema e o corolario

permanecem validos em CCS-PDL.

7.3.2 Sistema Axiomatico

O sistema axiomatico é similar ao apresentado na segao [(.2.21 Consideramos o
seguinte conjunto de axiomas e regras, onde p, ¢ e r sao simbolos proposicionais e

v e 1 sao férmulas.
e Os axiomas (LP), (K) e (Du) e as regras (Sub), (MP) e (Gen).
e Axiomas para processos que sao noés:
(Rec) E (P)p < (Tp)pV (Lp)(P)p
(FP) F (r — ((Tel=p A [Lp]r)) AN [Lp](r — ([Tp]=p A [Lplr)) — (r — [P]=p)
e Axiomas para processos que nao sao nos:
(sCCS) Os axiomas (Pr), (NC) e a regra (PC).
(Cons) F (a.A)p < (a)(Pa)p

Teorema 7.19 (Correcao e Completude). O sistema axiomdtico acima € correto e

completo para CCS-PDL.

7.4 XCCS-PDL

Como foi mostrado na segao [I.2, o uso do processo nulo 0 de CCS em nos-
sas légicas iniciais iria trazer uma séria inconveniéncia para suas semanticas: suas
composicionalidades seriam comprometidas. Este problema também afeta a pos-

sibilidade de incluirmos o operador de restricao nestas légicas. Além disso, em
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CCS-PDL, precisamos definir dois conjuntos distintos de axiomas, dependendo se o
processo em consideracao ¢ ou nao um no.

Nesta secao, nosso objetivo é resolver estes dois problemas que ocorrem nas
logicas anteriores. Para isto, nesta secao desenvolvemos uma logica em que os pro-
gramas sao baseados na linguagem de XCCS. Devido a defini¢ao refinada do processo
nulo 0 em XCCS, podemos inclui-lo nesta légica, assim como o operador de restrigao.
Além disso, um dos novos operadores de XCCS, o operador de iteracao, nos per-
mite lidar com todos os tipos de processos com apenas um conjunto de axiomas e

descartar as constantes e sua teoria elaborada da linguagem.

7.4.1 Linguagem e Semantica
Nesta secao, apresentamos a sintaxe e a semantica de XCCS-PDL.

Definicao 7.20. A linguagem de XCCS-PDL consiste de um conjunto enumerdvel ®
de simbolos proposicionais, um conjunto enumerdvel N' de nomes, a acgdo silenciosa
T, a a¢ao de terminacio END, os operadores booleanos — e N\, os operadores ., ;,
+, |, * e\, uma modalidade {«) para cada o« € NUN U{7} e uma modalidade {P)
para cada programa P, incluindo os programas atomicos 0 e END. As formulas

sao definidas da sequinte maneira:

eu=p|T| @ |lerAps| ()] (P)e,

com

P:O’END‘O&P|P1,P2’P1+P2’P1‘P2‘P*’P\L,
ondep € ®, a e NUNU{r} e LCN.

Definicao 7.21. Uma estrutura para XCCS-PDL é wuma tupla F =
(W, {R.}, Renp) onde

o W é um conjunto nao vazio de estados;

e R,, para cada o € NUN U {r} e Rgnp sao as relagdes bindrias bdsicas, onde

Renp = {(w,w) : w e W}.

A nocao de modelo é definida da mesma forma que na defini¢ao [[.3l Definimos

a nocao semantica de satisfacao para XCCS-PDL da seguinte forma:
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Definigao 7.22. Seja M = (F, V) um modelo. A nogao de satisfagio de uma
formula ¢ em um modelo M em um estado w, notagao M, w Ik ¢, pode ser induti-

vamente definida da sequinte maneira:

o M,wlkp ssew e V(p);

M,wl-T sempre;

M, w IF = sse Myw I ¢;

M w lF o1 Ay sse Myw lE @1 e Myw IF @y

M,w IF {a)p sse existe w' € W tal que wRw' e M,w' I+ ¢, onde a €
NUNU{7};

o M,wlF (P)p sse existe um caminho finito (vo, vy, ..., vy), n > 1, tal que vy =
H

w, M, v, I+ ¢ e existe @ € Ry(P) de comprimento n tal que (v;_1,v;) € R

se e somente se (a); = 3, para todo 1 < i < n. Dizemos que tal sequencia o

casa com o caminho (v, ..., v,).

Nao é dificil ver que que o teorema e o corolario permanecem validos em

XCCS-PDL.

Teorema 7.23. As sequintes igualdades de conjuntos sao verdadeiras:
— — — —
1. Rs(0) = 0; 7. Ry(P|P) = U{Ry(d|B) : @ €
Ri(P) e B € R (P}
2 @(END) — {END}, f( 1) € f( 2)}7
— — —
8. Se Ry(P) = R¢(Q), entdo Ry

5. Ry(a.P) = Ry(a) o Ry(P); .
(P\L) = Rs(Q\L);

4. 7—3_;(131;]32) :7—2—)‘)(131)07—2_)”)(]32)" . — —

9. Se Ry(P) = Ry(A) o Ry(P) U
’]?;(B) e END ¢ 7?;(14), entdo

6. Ry(P*) = Ry(P)"; R;(P) = R;(A)" o Ry(B).

—

— —
J. Rf(Pl + PQ) = Rf(Pl) U Rf(PQ),’

Demonstracao. A prova dos primeiros oito itens segue diretamente da tabelald.2e do

teorema LT3l O nono item é o Lema de Arden [49] aplicado no nosso contexto. [J
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7.4.2 Sistema Axiomatico

Consideramos o seguinte conjunto de axiomas e regras, onde p e ¢ sao simbolos

proposicionais e ¢ e 1 sao féormulas.

(sCCS) Os axiomas (LP), (K), (Du), (Pr) e (NC) e as regras (PC), (Sub),
(MP) e (Gen)

(0) = —=(0)p

(END) + (END)p < p

(SC) + (Pi; Po)p < (P)(Py)p

(Rec) F(P*)p < pV (P)(P*)p

(FP) EpA[P)(p — [Plp) — [P*]p

(PCSub) Se - (P)p < (Q)p, entdo = (P|R)p < (Q|R)p

(RSub) Se - (P)p < (Q)p, entao = (P\L)p < (Q\L)p

(Ard) Se - (PYp s (A:P+ Bype A 4 1/, entio b (P)p < (A% B)p

(Con) Se P =, Q, entao - (P)p « (Q)p

Definicao 7.24. Definimos a sequinte relacao entre processos: P < () se e somente

se = (P)p < (Q)p.
Teorema 7.25. < ¢ uma congruéncia.

Apresentamos agora um teorema chave para a prova de completude da axioma-

tizacao acima.

Teorema 7.26. Seja P = P, | P5, onde P ¢ irrestrito. Entdo P < P, onde P ndo

possui nenhuma ocorréncia do operador |.

Demonstracao. A prova deste teorema baseia-se na solucao de um sistema de con-
gruéncias. Ela é inspirada no método algébrico de Brzozowski para obter a expressao
regular que descreve a linguagem aceita por um automato finito [50]. Acreditamos

que esta é uma aplicacao interessante e original da ideia de Brzozowski e que este
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método proporciona uma prova elegante para um resultado chave para a completude

do sistema axiomético acima. A prova pode ser consultada no apéndice [D] (teorema
[D.36). O

Teorema 7.27 (Correcao e Completude). O sistema aziomdtico acima é correto e

completo para XCCS-PDL.

7.5 wDL

Nesta secao, apresentamos nossa ultima légica dinamica proposicional para sis-
temas concorrentes. Nela, os programas sao construidos em uma linguagem baseada

no m-Célculo sem replicagao (definicao [£.24]). Esta logica é chamada de 7DL.

7.5.1 Linguagem e Semantica
Nesta secao, apresentamos a sintaxe e a semantica de wtDL.

Definicao 7.28. A linguagem de mPDL consiste de um conjunto enumerdvel ® de
simbolos proposicionais, um conjunto enumerdvel N de nomes, a agdo silenciosa T,
a acao de terminacao END, os operadores booleanos — e N\, os operadores ., ;, +,
|, * e v, uma modalidade () para cada o« € NUN U {7} e uma modalidade (P)
para cada programa P, incluindo os programas atéomicos 0 e END. As formulas

sao definidas da sequinte maneira:com

eu=p|T|@ o1 Aes | ()] (P)e,

com

P:0|END|05P|P1,P2|P1+P2|P1|P2|P*|(VCL)P,

a = a(z) | alx) | a{ve) | T,
ondep e ® ea,xcN.

As nocoes de estrutura e modelo sao definidas da mesma forma que nas defini¢oes

2T e [Z3

Definigao 7.29. Definimos o nticleo de uma agao «, denotado por ¢(«), da sequinte

maneira: c(a(z)) = a, c(alx)) = c(a{vr)) =a e c(a) = a, sea =T ou a = END.
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A nogao semantica de satisfacao para wDL é muito semelhante a da definicao
7221 As tunicas (e pequenas) diferengas ocorrem nos casos das modalidades, que

mostramos abaixo:

o M,w Ik (k)p sse existe w' € W tal que wR,w' e M,w' IF ¢, onde kK = a ou

k = a, para algum a € N, ou k = T;

e M,w I (P)p sse existe um caminho finito (vg,vq,..., v,), n > 1, tal que
—

vg = w, M, v, IF ¢ e existe @ tal que [@’] € R¢(P), o comprimento de @ é n

e (vi_1,v;) € R, se e somente se c((@);) = &, para todo 1 < i < n. Dizemos

H .
que tal @ casa com o caminho (vy,...,v,).
Nao é dificil ver que o teoremal[Z.Hl e o coroldrio [Z.6 permanecem vélidos em wDL.

Teorema 7.30. As sequintes igualdades de conjuntos sao verdadeiras:

1. R}(0) = 0; 4. Ri(Pii P) = Ry(P) o Ry(P);
2. R;(END) = {[END]}; 5. Ri(Pi+ Py) = Ry(P) URG(By);
3. Ry(a.P) = {[a.END]} o R;(P); 6. Ri(P*) = (Ry(P))*;

7. Ri(P|Py) = U(R(@ | B): [@] € Ry(P) e [F] € Ry(Py)};

—

8. Se @(P) = @(Q), entdo 7?; ((vx)P) = Rs((vx)Q);

9. Se Ry(P) = Ry(A) o Ry(P) URy(B) ¢ [END] ¢ Ry(A), entio Ry(P) =
(R1(A))" o Ry(B).

7.5.2 Interladio: Jogos Simultaneos

O operador de composi¢ao paralela (|) possui um papel duplo no 7-Célculo. Ele
descreve tanto intercalamento quanto sincronizacao de processos. No paradigma
descrito por van Benthem de jogos como processos ([51]), isto poderia ser utilizado
para representar jogos simultaneos, onde cada jogador escolhe suas a¢oes sem neces-
sariamente ter conhecimento das agoes realizadas pelo outro jogador. Consideramos
um exemplo concreto. Seja M um modelo que representa os possiveis estados do

jogo e w;, © = 1,2, simbolos proposicionais que denotam que o jogador i vence se o
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jogo termina em um estado onde w; é satisfeito. Sejam {a, b, c} as possiveis agoes
para o jogador 1 e {d, e, f} as possiveis agoes para o jogador 2. Cada jogador precisa
executar uma sequéncia de trés agoes, sem ter nenhuma informacao de quais agoes
o outro jogador executou ou mesmo de quantas das trés acoes o outro jogador ja
executou. Isto significa que as duas sequencias sao intercaladas em uma ordem ar-
bitraria. Entao, M, v IF (a.b.b.END + a.b.c.END | d.d.d.END)w; significa que se o
jogo comeca em v, existe uma sequencia intercalada de a,b,bed,d,doua,b,ced,d,d
que leva o jogador 1 a vencer. Por outro lado, M, v IF [a.b.b. END | d.d.d.END|w,
significa que, se 0 jogo comecga em v, nao importa em que ordem as seis agoes acon-
tecem, se o jogador 1 jogar a,b,b e o jogador 2 jogar d,d,d, o jogador 1 vencera
garantidamente. Isto também pode ser generalizado para jogos com mais de dois
jogadores.

O operador | também pode descrever sincronizacao entre processos. Isto nos
permite modelar jogos mais ricos, onde podemos ter “rodadas” de jogos simultaneos
“cegos” separadas por alguma troca de informacao entre os jogadores. Por exem-
plo, no jogo descrito acima, suponha agora que os dois jogadores selecionam suas
agoes a partir do mesmo conjunto {a,b,c}. Para diferenciar entre as sequen-
cias de agoes de cada jogador, cada sequencia comega com p;, ¢« = 1,2. Além
disso, cada jogador agora ird executar as trés acoes da seguinte maneira: um jo-
gador executa duas agoes, entao informa ao outro jogador uma delas e executa
a acao final. Podemos expressar propriedades deste jogo utilizando férmulas da
nossa légica, de uma maneira analoga ao que fizemos no paragrafo acima. Por
exemplo, M,v I [(vz)(vy)(p1.b.b.7(b).y(w).w.END | ps.a.b.x(z).y{a).b.END +
po.a.b.x(z).y(b).b.END)]w, significa que se o jogo comega em v, ndo importa em
que ordem as quatro agoes iniciais e as duas agoes finais ocorrem, se o jogador 2
comeca com a, b e termina com b, entao o jogador 1 pode sempre vencer jogando b, b
e entao finalizando com a acao informada pelo jogador 2.

Esta inter-relagao entre intercalamento e sincronizagao oferecida pelo operador |
pode estao ser utilizada para descrever um grande grupo de jogos. Um artigo recente
([52]) também trabalha com esta ideia de que operadores de concorréncia podem ser
utilizados para modelar jogos simultaneos. Os autores utilizam CPDL [6] como

uma ferramenta para a construgao de uma légica dinamica concorrente para jogos.
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Entretanto, como CPDL nao admite comunicagao, a légica em [52] também possui
esta limitacao. Como a generalizacao de CPDL para CPDL com canais tem como
desvantagens a perda de decidibilidade e a perda de uma axiomatizagao completa,
nossa légica pode ser mais apropriada para uma generalizacao da logica apresen-
tada em [52] para lidar com jogos simultaneos com comunicagao, como ilustramos

brevemente.

7.5.3 Sistema Axiomatico

Consideramos o seguinte conjunto de axiomas e regras, onde p e ¢ sao simbolos

proposicionais e ¢ e 1 sao férmulas.
(LP) Tautologias Proposicionais (NC) F (P + Py)p < (P)pV (P2)p

(K) F[Pl(p—q) — ([Plp — [Plq) (Rec) F (P*)p < pV (P){(P*)p

Du) F [Plp < =(P)—=
(Bw FPp = = (FP) F p A [P)p — [Pp) — [Pl

(0) = ={(0)p

(MP) Setyeb ¢ — 1, entao - 9
(END) + (END)p < p
(Pr) b (0.P)p < (c(a))(P)p (Gen) Se F ¢, entao F [Py

(SC) F (Py; P)p < (P1)(P3)p (vBi) Se P X @, entdo - (P)p < (Q)p

(Sub) Se k- ¢, entao F 7, onde ¢ substitui uniformemente simbolos proposicionais

por férmulas arbitrarias
(PCSub) Se b (P)p < (Q)p, entdao F (P|R)p < (Q|R)p
(RSub) Se = (P)p < (Q)p, entdo - ((vz)P)p < ((vx)Q)p
(Exp) Se a Lei de Expansao pode ser aplicada a P, entao b (P)p < (Exp(P))p

(Ard) Sek (P)p— (A;P+B)pe A E7]Z>D V/, entao F (P)p « (A*; B)p

Definicao 7.31. Definimos a sequinte relacao entre processos: P < () se e somente

se = (P)p < (Q)p.

Teorema 7.32. < é uma congruéncia.
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Apresentamos agora um teorema chave para a prova de completude da axioma-

tizacao acima.

Teorema 7.33. Seja P = P, | P, onde P ¢ irrestrito. Entdo P« P, onde P ndo

possui nenhuma ocorréncia do operador |.

Demonstracao. Consulte o teorema [[.26] na secdo anterior, e o teorema [D.36, no

apéndice O

Teorema 7.34 (Correcao e Completude). O sistema aziomdtico acima é correto e

completo para mDL.
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Capitulo 8

Conclusoes

“A culpa é minha e eu a coloco em quem eu quiser!” - Homer Simpson

Neste capitulo, analisamos os nossos resultados, apresentamos nossas conclusoes

e delineamos alguns possiveis trabalhos futuros.

8.1 Propriedades Globais de Grafos

Nosso primeiro objetivo nesta tese era expressar, utilizando légicas modais, al-
gumas propriedades globais de grafos que sao centrais para muitas aplicagdoes em
ciéncia da computacao. Nosso trabalho voltou-se para como encontrar formulas que
expressem cada uma das propriedades em que estamos interessados e que possam
ser utilizadas de maneira eficiente para testar se um dado grafo as satisfaz.

Neste trabalho, apresentamos varios formalismos, de uma linguagem modal
bésica até uma linguagem temporal muito poderosa, e os utilizamos para expressar
e verificar quatro propriedades de grafos: conectividade, aciclicidade e as proprie-
dades hamiltoniana e euleriana. Seria interessante continuar esta linha de trabalho
para tentar expressar algumas outras propriedades de grafos, como planaridade e
k-colorabilidade de vértices e arestas.

Este trabalho também expoe uma questao importante. Em alguns casos, légicas
modais comuns, mesmo algumas que sao incrivelmente expressivas, nao sao capazes
de expressar algumas propriedades importantes. Isto acontece devido a algumas
condicoes fortes de invariancia que estas logicas satisfazem. Nestes casos, o uso

de uma logica hibrida é uma forma simples de contornar este problema. Logicas
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hibridas possuem condigdes de invariancia consideravelmente mais fracas [14], o que
aumenta o numero de propriedades que podem ser expressas.

Na segao [B.5], fomos capazes de encontrar uma férmula (teorema [5.34) em uma
linguagem hibrida com o operador | que expressa a propriedade hamiltoniana e pode
ser verificada em tempo NP. Este é um resultado 6timo, uma vez que o problema
de determinar se um grafo é hamiltoniano ¢ NP-Completo [33].

O teorema [(.34] também implica que podemos reduzir polinomialmente o pro-
blema de determinar se um grafo é hamiltoniano, que é NP-Completo, ao problema
da verificacao de modelo de uma féormula da légica hibrida para grafos com quan-
tificador local | que ndo contenha os operadores [1, O™ e . Esta é uma prova
alternativa de que o problema da verificacao de modelo enunciado no teorema
é NP-Dificil. O prova original de NP-Dificuldade no teorema [5.32, apresentada em
[19], utiliza uma redugao polinomial diferente, comegando nao do problema de deter-
minar se um grafo ¢ hamiltoniano, mas do problema de determinar se uma férmula
da légica proposicional é satisfazivel, que também é um problema NP-Completo [33].

De fato, a féormula que expressa a propriedade hamiltoniana e a férmula apre-
sentada em [19] para expressar o problema da satisfazibilidade proposicional sao
bastante semelhantes, consistindo de uma sequéncia alternante de operadores | e
operadores (. Isto sugere que o fragmento apresentado em [19] pode ser um ar-
cabougo simples para a descricao de problemas NP-Completos. Expressar estes
problemas em uma linguagem comum poderia destacar possiveis similaridades sub-
jacentes entre eles. Como a teoria de grafos possui uma rica colecao de problemas
NP-Completos, também seria interessante analisar como podemos expressa-los neste
fragmento.

Na secao[5.0] utilizamos uma légica modal graduada para expressar a propriedade
euleriana. A férmula resultante pode ser verificada com uma eficiéncia bastante
boa. De fato, l6gicas modais graduadas parecem ser um escolha muito boa para a
verificagao eficiente de propriedades de grafos que envolvam condi¢oes numéricas.

Finalmente, também na secao 6.6, descrevemos uma maneira de nomear arestas
em uma linguagem hibrida utilizando subdivisoes de grafos. Uma questao em aberto
a respeito deste método se refere ao fato de que algumas férmula satisfeitas em um

vértice v em G nao sdo mais satisfeitas no mesmo vértice em £(G). Por exemplo,
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uma férmula Q¢ pode ser satisfeita em v em G mas nao em £(G), devido aos novos
vértices que sao adicionados entre os antigos. Se queremos apenas avaliar férmulas
em £(G) e podemos esquecer GG, como fizemos na secao (5.6, entdo isto ndo é um
problema. Mas se queremos trabalhar com os dois grafos em paralelo, entao seria
interessante definir uma traducao 7 entre férmulas de modo que se ¢ é satisfeita em
v em G, entdo 7T (p) ¢ satisfeita em v em £(G). Também seria interessante estudar
quais outras propriedades poderiam ser expressas com logicas hibridas utilizando
esta construcao que nos permite nomear nao apenas vértices, mas também arestas.

Os resultados obtidos nesta linha de pesquisa foram publicados em artigos nos
congressos LSFA 2007 [27] e LSFA 2008 [2§] e no periédico Logic Journal of the
IGPL [29].

8.2 Produtos de Grafos

Ainda no estudo de propriedades de grafos, também buscamos determinar uma
condi¢ao necessaria e suficiente para um grafo ser um produto cartesiano de grafos
ndo triviais. E sabido que comutatividade a esquerda e a direita e as propriedades
de Church-Rosser e Church-Rosser reversa sao condicoes necessarias para um grafo
ser um produto, mas a sua conjuncao nao ¢ uma condicao suficiente. Nos introdu-
zimos uma nova propriedade chamada intransitividade, que, em conjunto com as
propriedades anteriores, forma uma condi¢ao necessaria e suficiente para um grafo
enumeravel e conexo ser um produto. Mostramos que a propriedade de intransitivi-
dade nao pode ser expressa em uma linguagem modal basica. Também mostramos
que nenhuma condicao que seja necessaria e suficiente para um grafo ser um produto
pode ser expressa em uma linguagem modal béasica. Entao, estendemos a linguagem
para uma linguagem hibrida e mostramos que em tal linguagem é possivel expressar
intransitividade.

Também determinamos a complexidade computacional de testar, para um grafo
finito e conexo, se ele é um produto. Para este teste, utilizamos um algoritmo de
verificagado de modelo para verificar as formulas que descrevem cada uma das cinco
propriedades que caracterizam um produto. Mostramos que este teste pode ser

executado em tempo polinomial tanto no tamanho do grafo (tempo cibico) quanto
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no nimero de dimensdes do grafo (tempo quadratico).

Finalmente, utilizamos a caracterizacao acima para produtos enumeraveis e co-
nexos para construir sistemas axiomaticos corretos e completos para uma grande
classe de produtos de légicas modais. Enquanto a maioria dos sistemas axiomaticos
corretos e completos para produtos de logicas modais apresentados na literatura
sao para produtos de um par de légicas modais, somos capazes, utilizando logicas
hibridas, de construir axiomatizacoes corretas e completas para muitos produtos de
dimensoes arbitrarias.

A légica S5" estd relacionada ao campo de algebras cilindricas [53), 54, B5]: as
algebras modais correspondentes a S5" sao as algebras cilindricas representaveis
livres de elementos diagonais de dimensao n [41]. Como um trabalho futuro, seria
interessante analisar se a axiomatizacao que podemos construir para S5™ utilizando
os resultados da secao poderia ser 1til do ponto de vista algébrico.

Em [50], produtos de légicas sao estudados do ponto de vista de légicas espaciais
e topoldgicas. No tltimo capitulo de [56], o autor desenvolve um trabalho preliminar
no possivel uso de logica hibrida para o estudo de légicas espaciais e topoldgicas e
seus produtos. Como outro trabalho futuro, seria interessante analisar se nossos
resultados sao uteis ou significativos para o caso de légicas espaciais e topoldgicas.

Os resultados obtidos nesta linha de pesquisa foram publicados em um artigo no
congresso LSFA 2009 [38] e submetidos em versao mais completa para o periddico

Theoretical Computer Science [32].

8.3 Loégicas para Sistemas Concorrentes

No segundo topico do nosso trabalho, apresentamos logicas dinamicas proposi-
cionais para sistemas comunicantes concorrentes em que os programas sao descritos
em linguagens baseadas em CCS e no w-Caélculo sem replicacao. Do ponto de vista
de légicas dinamicas, estas légicas representam um avanco em relagao ao cenario
atual, uma vez que logicas dinamicas apresentadas anteriormente nao podiam lidar
de maneira efetiva com concorréncia e comunicagao simultaneamente. CPDL [6] e

PDL com intercalament [9] lidam com concorréncia, mas nao oferecem a possibili-

linterleaving, em inglés
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dade de comunicagao entre os componentes de um sistema concorrente. CPDL com
canais [7] modela concorréncia e comunicagao mas possui uma semantica “conside-
ravelmente complicada” [7], é indecidivel e nao possui uma axiomatizagao completa.
A légica desenvolvida na tese [8] também possui uma semantica complicada, em
que os estados de um modelo de Kripke precisam ser separados em dois conjuntos
disjuntos: os estados finais e os estados nao finais. Por outro lado, somos capazes
de construir uma semantica de Kripke simples para nossas logicas, baseada na ideia
de execugoes finitas possiveis de processos, construir axiomatizacoes completas para
elas e mostrar que elas possuem a propriedade do modelo finito.

Também apresentamos um método, em uma linguagem com operadores de
iteragao (*) e composicao sequencial (;), para reescrever qualquer especificacao de
processo em uma forma sem o operador de composicao paralela (|) preservando o
conjunto de execucoes finitas possiveis do processo. Este método é baseado no al-
goritmo de Brzozowski para encontrar a expressao regular que corresponde a um
automato finito [50]. Acreditamos que esta é uma aplicacao interessante e original
da ideia de Brzozowski e que ela proporciona uma prova elegante para um resultado
chave para a completude das duas ultimas axiomatizacoes.

Deve-se notar, no entanto, que, enquanto o operador | pode ser removido das
especificagoes, na pratica pode ser muito complicado descrever um comportamento
concorrente complexo sem utilizar este operador desde o principio. Além disso,
mesmo que ambas as especifica¢oes, com e sem |, possam ser equivalentes, a que
possui o operador | serd bem mais sucinta.

Como continuacao deste trabalho, seria interessante estudar as complexidades
do problema da satisfazibilidade e do problema da verificacao de modelo para estas
logicas. Também seria interessante desenvolver um provador automatico de teore-
mas e um verificador de modelos para estas logicas. Isto envolveria, entre outras
coisas, um método algoritmico eficiente para lidar com a expansao de processos pa-
ralelos e, no caso especifico da segunda légica, para determinar os processos Lp e
T'p relacionados a um processo né P. Gostarfamos também de analisar a questao de
processos com capacidade de replicacao, que foi deixada de fora do presente traba-
lho. Seria interessante estudar o que mudaria nas légicas com a adicao do operador

de replicacao do w-Célculo (!).
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Finalmente, gostariamos também de estudar em mais detalhes as possiveis co-
nexoes entre nossas ligicas e as ideias apresentadas em [52] e analisar como usar
nossas légicas como uma ferramenta para a descricao de jogos simultaneos com
comunicagao.

Os resultados obtidos nesta linha de pesquisa foram publicados em artigos nos
congressos WoLLLIC 2008 [43] e M4M 2009 [45] e submetidos para o periédico ACM

Transactions on Computational Logic [44].
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Apeéendice A

Using Modal Logics to Express
and Check Global Graph

Properties

A.l Introductio

Graphs are among the most frequently used structures in Computer Science [1].
Usually, in this discipline, many important concepts admit a graph representation,
and sometimes a graph lies at the very kernel of the model of computation used.
This happens, for instance, in the field of distributed systems [2, 3], where the
underlying model of computation is built on top of a graph. In addition to this
central role, graphs are also important in distributed systems as tools for the de-
scription of resource sharing problems, scheduling problems, deadlock issues, and so
on. The case of distributed systems is particularly appealing because it illustrates
well two different levels at which graph properties have to be described. One is the
local level, encompassing properties that hold for vertices or constant-size vertex-
neighborhoods. The other level is global and comprises properties that hold for the
graph as a whole, as acyclicity and connectivity.

Graph theory provides a lot of tools to describe such problems and presents

many efficient algorithmic methods to solve them. However, there is an important

IEste capitulo expoe o conteido do artigo [29], publicado no Logic Journal of the IGPL, v. 17,
n. 5, p. 509-537, 2009.
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distinction between the two sides of this matter. In the “description” side, graphs
provide a great level of generality, allowing for the description of very different
problems in the same simple framework. But in the “solution” side, each graph
problem has to be solved and each graph property has to be tested with a specific
method that usually does not generalize to other different problems or properties.
A logical framework, on the other hand, may provide this level of generalization.
In an intuitive and non-technical language, this can be stated as follows. Consider
a logic I with its formulas and structures where these formulas are semantically

evaluated. We need to be able to answer the following questions:
1. Can we encode a graph as a structure for L7
2. Can we encode the graph properties that we want to verify as L-formulas?

3. Does L has decidable inference methods to check whether a formula is satisfied

(or valid) in a structure?

If the answers to all of these questions are positive, then we can use the inference
methods of the logic to verify every graph property that we want, provided that we
can express it as an L-formula. Of course, there is still a fourth question that has

to be answered:

4. Is the logical method as efficient (in terms of computational complexity) in

testing a given property as the graph theoretical method?

In order to satisfy the first question, we choose to work with the family of modal
logics. A very strong reason to choose modal logics for this task, instead of any other
logic, is that modal logic formulas are evaluated in structures that are essentially
graphs, which makes it a very natural choice for our work. As the first slogan in
the preface of [10] states, “modal languages are simple yet expressive languages for
talking about relational structures”.

In this work, we analyze how we can express and efficiently check these global
graph properties with modal logics. This involves two issues: the first is whether each
of the modal languages that we consider has enough expressive power to describe

the graph properties that we want; the second is how complex (computationally)
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it is to use these logics to actually test whether a given graph has some desired
property.

A similar attempt to do this was presented in [30]. That work also tries to use
modal logics to express graph properties, but it approaches this issue from a different
point of view. The key differences between the two works will be discussed in the
last section of this paper.

A finite directed graph (from now on called simply a graph) G is a pair (W, R),
where W is a finite set of vertices and R C W x W is a set of ordered pairs of
vertices (a binary relation on W), called edges. If (v;,v;) € R, we say that v; is
adjacent to v; and v; is adjacent from v;. The out-degree of a vertex is the number
of vertices adjacent from it and the in-degree the number of vertices adjacent to it.
The set R of edges can also be written as a relation between two vertices v; and v;.
We write v; Rv; to express the fact that v; is adjacent to v;.

A path in a graph G is a sequence of vertices (vi,vq,...,v,), n > 2, where
(vi,vi41) € R, for 0 < i < n. We say that n is the length of the path. A closed
path is a path such that v; = v,. A cycle is a path where v; = v, and v; # v,
for 1 <i,j <mn,i# j. A graph G is said to be acyclic if there is no cycle in it,
otherwise it is cyclic.

Every directed graph has an underlying undirected graph, in which we do not
consider the particular orientation of the edges. This means that, if G = (W, R)
and (v, w) € R, then v is adjacent to w and w is adjacent to v in the underlying
undirected graph of G.

The rest of this paper is organized as follows. In section [A.2, we present a
simple modal logic suited for the description of graph properties. In section[A.3] we
investigate the issue of whether some well-known graph properties are definable or
not in the language presented in the previous section: connectivity, acyclicity and
the Eulerian and Hamiltonian properties. In section [A.4, we extend the modal logic
of the previous sections with nominals, obtaining a hybrid modal logic, and use it to
express some of the above properties. In section [A5, we introduce the branching-
time temporal logic CTL* with nominals, which is a very expressive logic, and use
it to check the Hamiltonian property in a better way than it was done in the basic

hybrid logic. In section [A.6], we extend the basic hybrid logic of section [A4] with
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the | operator and show that we can check the Hamiltonian property with optimal
(NP) complexity in this logic. In section[A.7] we tackle the Eulerian property in two
different ways. First, we develop a generic method to express edge-related properties
in hybrid logics and use it to express the Eulerian property. Second, we express a
necessary and sufficient condition for the Eulerian property to hold using a graded

modal logic. Finally, in section [A.8 we draw our concluding remarks.

A.2 Basic Graph Logic

In this section, we define a modal logic with two modal operators: { and .

We call it basic graph logic.

Definition A.1. The language of the basic graph logic is a modal language consist-
ing of a set ® of countably many proposition symbols (the elements of  are denoted
by p1,pa, - . .), the boolean connectives — and A and two modal operators: & and O .

The formulas are defined as follows:

eu=p|T|l=o|lei A | Op| 0T

We freely use the standard boolean abbreviations V, —, «» and L and also the
following abbreviations for the duals: Oy := —=0—p and Otp = =OF=p. Also, in
order to make the language more elegant, we introduce some abbreviations for the
reflexive and transitive closures: ¢*p = o V 0T and [0*¢p = =O* .

We now define the structures in which we evaluate formulas in modal logics:

frames and models.

Definition A.2. A frame for the basic graph logic is a pair F = (W, R), where W
is a non-empty set (finite or not) of vertices and R is a binary relation over W, i.e.,

RCWxW.

As we see, a frame for the basic graph logic is essentially a graph. This confirms
our statement in the first section that modal logics are a very natural choice for this

work.

Definition A.3. A model for the basic graph logic is a pair M = (F, V), where F
15 a frame and V is a valuation function mapping proposition symbols into subsets

of W, i.e., V:®— P(W).
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The semantical notion of satisfaction is defined as follows:

Definition A.4. Let M = (F,V) be a model. The notion of satisfaction of a
formula @ in a model M at a vertex v, notation M,v = v, can be inductively

defined as follows:
1. Myulkpiffve V(p);

2. M,v kT always;

W

- My lE =g aff Mool p;

4. MvlE o1 A gy iff Mov k@ and Mv - @y

&

. MvlE Oy iff there is a w € W such that vRw and M,w Ik ¢;

D

. MyvlE O iff there is a w € W such that vRT™w and M,w I ¢.
Here, RT denotes the transitive closure of R.

A formula Q¢ is satisfied at a vertex v if, for some vertex w, vRw and ¢ is
satisfied at w. A formula (¢ is satisfied at a vertex v if there is a path (vy,...,v,),

n > 2, such that v = vy, w = v, v;Rv;11 for 1 <17 < n and ¢ is satisfied at w.

Example A.5. Let M be the model shown (without its valuation) in figure [A 1l
In order to illustrate the use of the logic, we can see that the following formulas

are satisfied at verter w in M, supposing that @ is satisfied at vertexr v in M:

M, wlEOp, M, wl- 000, M, wl- Oty and M,w Ik OTOL.

\'

Figure A.1: Model M, where a formula ¢ is satisfied at vertex v.

If M,v IF ¢ for every vertex v in a model M, we say that ¢ is globally satisfied
in M, notation M I ¢. And if ¢ is globally satisfied in all models M of a frame
F, we say that ¢ is valid in F, notation F IF ¢.
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In this work, we want to find a modal formula ¢ (for each property), such that
a graph G has the desired property if and only if F |- ¢, where F is the frame that
represents G.

For each modal logic that we consider for this task, there are two issues involved.
The first one is whether the modal language has enough expressive power to describe
the graph properties that we want. In case the answer is negative, we need to
search for a language with greater expressive power. In case the answer is positive
and we are able to find such a formula, then we need to calculate how complex
(computationally) it is to use the inference mechanisms of the logic to actually test,
using the formula that we found, whether a given graph has the desired property.

The issue of expressive power with respect to the language of the basic graph
logic will be addressed in the next section. The issue of the complexity for testing

the graph properties involves four basic decision problems.

Definition A.6. The satisfiability problem consists of, given a formula ¢, deter-
maning whether there is a model M and a vertex v in M such that M,v I ¢.

Definition A.7. The validity problem consists of, given a formula ¢, determining

whether F Ik ¢, for all frames F.
The satisfiability problem and the validity problem are duals to each other.

Definition A.8. The model-checking problem consists of, given a formula ¢ and a

finite model M = (W, R, V), determining the set Sy(¢) = {v e W : M,v |- ¢}.

Definition A.9. The frame-checking problem consists of, given a formula ¢ and a

finite frame F, determining whether F I ¢.

Definition A.10. We define the length of a formula ¢, denoted by |p|, inductively
in the following way: [p| = |T| =1, |[=¢| = |[0¢| = [07¢| = 1+ [¢| and [¢1 A 2| =
L+ |¢1| + |@2|. In the following logics, analogous rules apply to the new operators.

Definition A.11. Let M = (W, R, V) be a model. Let |W| be the number of vertices
in W and |R| the number of pairs in R. We define the size of the model (or the
frame, or the graph) as |[W|+ |R)|.

Theorem A.12 ([I0]). The satisfiability problem and the validity problem for the
basic graph logic are EXPTIME-Complete in the length of the formula.
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Theorem A.13. The model-checking problem for the basic graph logic is PTIME
(linear) in the product of the size of the model and the length of the formula.

Proof. The basic graph logic is a fragment of CTL, so this result follows from the
complexity of the model-checking problem for CTL, presented in [11]. [

We can provide a simple upper bound for the complexity of the frame-checking
problem based on the complexity of the correspondent model-checking problem. We
have that F I+ ¢ if and only if Sy(—¢) = () for every model M of F. So, let F'C
be the complexity of the frame-checking problem and M C be the complexity of the
model-checking problem. Then,

FC =02 x MC),

where |p| is the number of distinct proposition symbols that occur in the given
formula ¢ and n is the number of vertices in F. We need to apply the model-
checking algorithm to every model M of the given frame F. Every proposition

symbol p that appears in ¢ may receive 2" possible valuations V(p).

Theorem A.14. The frame-checking problem for the basic graph logic is PTIME
(linear) in the length of the formula and EXPTIME in the size of the frame and in

the number of distinct proposition symbols that occur in the formula.
Proof. This result follows directly from the discussion above. O

It should be noticed that this calculation of the complexity of the frame-checking
problem is just a general upper-bound and it can possibly be reduced in some con-

crete situations.

A.3 Basic Graph Logic Definability

In this section, we investigate whether some well-known global graph properties
are definable or not in the language of the basic graph logic. These properties are:
connectivity, acyclicity and the Hamiltonian and Eulerian properties.

The limits to the expressive power of basic modal languages are fairly well known.
There are a series of standard results that state that frames that are “similar” in

a number of ways must agree on the validity of formulas. We can then use these
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results to prove that a certain property cannot be expressed by any formula in the
basic graph logic. To do this, we take two frames that are “similar” and show that
in one the desired property holds, while in the other it does not. We present two of
these “similarity” results (more details about them and other related results may be
found in [I0]), and then we prove some theorems for global graph properties using

them.

Definition A.15. Let F = (W, R) and F' = (W', R') be two frames. A function
f W — W' is a bounded morphism from F to F' if it satisfies the following

conditions:
1. f is a homomorphism with respect to R (if wRv, then f(w)R'f(v));
2. if f(w)R', then there is a v such that wRv and f(v) =v'.

If there is a surjective bounded morphism from F to F’, then we say that F’ is

a bounded morphic image of F and use the notation F = F.

Definition A.16. Let M = (F,V) and M' = (F', V') be two models. A function
f: W — W' is a bounded morphism from M to M’ if it satisfies the following

conditions:
1. f is a bounded morphism from F to F';

2. w and f(w) satisfy the same proposition symbols.

If there is a surjective bounded morphism from M to M’; then we say that M’
is a bounded morphic image of M and use the notation M = M.

Other important definitions concern collections of disjoint frames and collections
of disjoint models. We say that two frames F; = (Wi, Ry) and F, = (Wa, Ry) are
disjoint frames if and only if W1NW, = () and we say that two models M; = (F7, V)

and My = (Fy, Va) are disjoint models if and only if F; and F; are disjoint frames.

Definition A.17. Let F; = (W;, R;) be a collection (finite or not) of disjoint frames.
Their disjoint union s the frame | F; = (W, R), where W = J, W; and R = |J, R;.

Definition A.18. Let M; = (F;,V;) be a collection (finite or not) of disjoint
models. Their disjoint union is the model | M; = (F, V), where F is the disjoint

union of the frames F; and, for each proposition symbol p, V(p) =, Vi(p).
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Below are two basic theorems about the definability of properties that are going
to be used throughout the next subsections. Their proofs for a basic modal language
that contains only ¢ can be found in [10]. It is not difficult to extend that proof to
the language of the basic graph logic, which contains both ¢ and .

Theorem A.19. Let M = (W, R, V) and M’ = (W' R, V') be two models such
that M = M'. Then, M,w I+ ¢ if and only if M, f(w) IF ¢.

Corollary A.20. Let F = (W,R) and F' = (W', R') be two frames such that
F=F.IfFIF o, then F I 6.

Theorem A.21. Let M; = (W;, R;,'V;) be a collection (finite or not) of disjoint
models and Y M; = (W, R, V) their disjoint union. Then, M;, w Ik ¢ if and only if
WM, w - ¢.

Corollary A.22. Let F; = (W;, R;) be a collection (finite or not) of disjoint frames
and |8 F; = (W, R) their disjoint union. If F; I+ ¢ for every i, then | F; I+ ¢.

Theorem A.23. The class of finite frames (which is equivalent to our definition of
a graph) is not definable in the basic graph logic.

Proof. The disjoint union of an infinite collection of finite disjoint frames is not
finite. By corollary [A.22] since this property is not preserved under taking disjoint

unions, it is not definable in the basic graph logic. O

A.3.1 Connectivity

Definition A.24. We can define two levels of connectivity for a graph. Firstly, a
graph G is said to be (weakly) connected if and only if, for any two vertices v and w
i G, there is a path from v to w in the underlying undirected graph of G. Secondly,
a graph G is said to be strongly connected if and only if, for any two vertices v and

w in G, there is a path from v to w in G itself.

Theorem A.25. Weak and strong connectivity are not definable in the basic graph

logic.

Proof. The disjoint union of connected graphs is not a connected graph. By corollary
[A.22] since connectivity is not preserved under taking disjoint unions, it is not

definable in the basic graph logic. O
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A.3.2 Acyclicity

Definition A.26. A graph G is said to be acyclic if and only if there is no path in
G that is a cycle, as defined in the first section.

Theorem A.27. Acyclicity is not definable in the basic graph logic.

Proof. We can take a frame F = (W, R) where W = N and R = {(i,i + 1),7 € N}
and a frame F' = (W', R') where W' = {O,E} and R’ = {(O, E),(E,0)}. If we
define f as f(i) = E if i is even and f(i) = O otherwise, we have that f is a
surjective bounded morphism between F and F'. But F is acyclic while F’ is not.
Hence, by corollary [A.20, since acyclicity is not preserved under bounded morphic
images, it is not definable in the basic graph logic. O]

At first, it may seem that the above theorem is too generic for our needs, since
we only need to be able to define acyclicity on finite frames and we use an infinite
frame as part of our proof. However, as theorem [A.23] shows, we cannot write a
formula that describes “acyclicity on finite frames” or any other property “on finite

frames”.

A.3.3 Hamiltonian Graphs

Definition A.28. A connected graph G s said to be Hamiltonian if and only if

there is a cycle in G that goes through every vertex of it.

Theorem A.29. The class of Hamiltonian graphs is not definable in the basic graph

logic.

2 3

4 .
< .

5 4

d

Figure A.2: Graph 1,2,3,4,5 is Hamiltonian and graph a,b,c,d is not.

Proof. From figure [A2 let f = {(1,a),(2,b),(3,¢),(4,d),(5,b)}. It is straightfor-

ward to prove that f is a surjective bounded morphism. By corollary [A.20], since
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the Hamiltonian property is not preserved under bounded morphic images, it is not

definable in the basic graph logic. O]

A.3.4 Eulerian Graphs

Definition A.30. A connected graph G is said to be Eulerian if and only if there

is a closed path in G in which every edge of it appears exactly once.

Theorem A.31 ([1]). A connected graph G is Eulerian if and only if the out-degree

of every vertex of G is equal to its in-degree.

Theorem A.32. The class of Fulerian graphs is not definable in the basic graph

logic.

Figure A.3: Graph 1,2,3,4,5 is Eulerian and graph a,b,c,d is not.

Proof. From figure [A3] let f = {(1,a),(2,b),(3,¢),(4,¢),(5,d)}. It is straightfor-
ward to prove that f is a surjective bounded morphism. By corollary [A.20, since
the Eulerian property is not preserved under bounded morphic images, it is not

definable in the basic graph logic. m

A.3.5 The Modal p-Calculus

Looking at the results of the previous subsections, we see that, unfortunately, the
language of the basic graph logic does not have enough expressive power to define
the properties that we want. We need a stronger language. One idea could be to
use the modal p-calculus [57, 58]. Its language incorporates fixpoint operators and
is very expressive. In fact, not only the basic graph logic can be embedded into the

p-calculus, but so can be the temporal logics LTL, CTL and CTL" [36].
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Unfortunately, even with all this expressive power, the language of the p-calculus
fails to express these properties because of the same reasons exposed in the previous
subsections. This happens because p-calculus formulas, as the basic graph formu-
las, are invariant under bisimulations (disjoint unions and bounded morphisms are
special cases of bisimulation). In fact, the u-calculus is the bisimulation-invariant
fragment of Monadic Second-Order Logic (MSOL) [57].

To bypass this problem, we introduce a different kind of language in the next
section. This language has a mechanism to name vertices of the model and allows

us to express the graph properties that we want.

A.4 Hybrid Graph Logic

As was shown in the previous section, the language of the basic graph logic
does not have enough expressive power to describe the properties that we want. In
order to achieve our goal, we need a logic that has a language with more expressive
power but, if possible, is still decidable with respect to the problems stated in the
definitions [A.6 until [A.9]

One interesting class of logics to take into consideration is the class of hybrid
logics [14, [10]. In these logics, there is a new kind of atomic symbol: nominals.
Nominals behave similarly to proposition symbols. The key difference between them
is related to their valuation in a model. While the set V(p) for a proposition symbol
p can be any element of P(W), the set V(i) for a nominal ¢ has to be a singleton
set. This way, each nominal is satisfied at exactly one vertex, and thus, can be used
to reference a unique vertex of the model.

A hybrid extension of our previous logic is an interesting choice because of a
combination of factors. Its language has an improved expressive power, since hybrid
formulas are no longer invariant under neither disjoint unions nor bounded morphic
images [14], but it is still a decidable logic, as discussed in the following subsection.

In this section, we define an extension of the basic graph logic that includes
nominals. We call it hybrid graph logic. After that, we try to express, in this new

logic, the graph properties that we are discussing.
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A.4.1 Language

Definition A.33. The language of the hybrid graph logic is a hybrid language
consisting of a set ® of countably many proposition symbols (the elements of ® are
denoted by p1,pa,...), a set L of countably many nominals (the elements of L are
denoted by i1z, ...) such that ® N L = (the elements of ® U L are called atoms),
the boolean connectives — and A and the modal operators @Q; (called satisfaction

operators ), for each nominal i, { and OF. The formulas are defined as follows:

pu=pli|T|o@|eiAps| Op| Ot | Qup

Again, we freely use the standard abbreviations V, —, <, L, Oy, Oy, O*¢
and " .
The definition of a frame is the same as the one from section[A.2l The definition

of a model is slightly different.

Definition A.34. A model for the hybrid graph logic is a pair M = (F, V), where
F is a frame and V is a valuation function mapping proposition symbols into subsets
of W, i.e., V: ®+— P(W), and mapping nominals into singleton subsets of W, i.e,
if i is a nominal then V(i) = {v} for some v € W. We call this unique vertex that
belongs to V(i) the denotation of i under V. We can also say that i denotes or

names the single vertex belonging to V(7).

Definition A.35. The notion of satisfaction is defined adding two extra clauses to

definition [A.4):
1. M,vlFiiffve V(i);
2. M,v k@ iff M,d; IF @, where d; is the denotation of i under V.

For each nominal ¢, the formula @;¢ means that if V(i) = {v} then ¢ is satisfied
at v. As in section [A2], if M, v IF ¢ for every vertex v, we say that ¢ is globally
satisfied in the model M (M IF ¢) and if ¢ is globally satisfied in all models M of
a frame F, we say that ¢ is valid in F (F IF o).

Theorem A.36. 1. M, vl Q¢ iff M, v |F Q;,—¢;
2. M,’U I @z(¢1 VAN gbg) Z:ﬁM,U I @z¢1 VAN @igbg;

144



3. M,’U IS @2(¢1 V (252) iﬁM,U s @1§Z§1 V @igﬁg;
4. M,v Ik @i(¢1 — ¢2) iff M,v - Qi — Qs

Proof. 1. M,vlF=Q;¢ iff M, v lf Q¢ iff M, d; I ¢, where d; is the denotation
of 7 under the valuation of M, iff M, d; IF —¢ iff M, v IF Q;—¢;

2. M,vlk @i(p1 A o) iff M, d; IF ¢1 A ¢, where d; is the denotation of ¢ under
the valuation of M, iff M, d; I+ ¢; and M,d; I+ ¢y iff M, v I+ @;¢p; and
M,’U ”_ @quz lff M,U H_ @1¢1 A\ @1¢2,

3. It follows directly from the previous items;

4. It follows directly from the previous items.

]

Theorem A.37 ([31]). The satisfiability problem and the validity problem for the
hybrid graph logic are EXPTIME-Complete in the length of the formula.

Theorem A.38 ([17]). The model-checking problem for the hybrid graph logic is
PTIME (linear) in the product of the size of the model and the length of the formula.

The upper bound for the complexity of the frame-checking problem is a little
different in the case of a hybrid logic, because of the special restriction on the

valuation of nominals. For hybrid logics, the upper bound has the form
FC = 02" x nlil x M), (A1)

where [p| is the number of distinct proposition symbols that occur in the given
formula ¢, |i| is the number of distinct nominals that occur in ¢ and n is the
number of vertices in F. We need to apply the model-checking algorithm to every
model M of the given frame F. Every proposition symbol p that appears in ¢
may receive 2" possible valuations V(p), while every nominal ¢ may only receive n

possible valuations V(3).

Theorem A.39. The frame-checking problem for the hybrid graph logic is PTIME
(linear) in the length of the formula and EXPTIME in the size of the frame, in the
number of distinct proposition symbols that occur in the formula and in the number

of distinct nominals that occur in the formula.
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Proof. This result follows directly from the discussion above. m

We can see then that the hybrid graph logic is indeed a very interesting choice,
since we get a greater expressive power without any relevant increase in computa-

tional complexity.

A.4.2 Hybrid Graph Logic Definability

In the hybrid graph logic we can now express at least two of the properties that

we want.

Theorem A.40. Let G be a graph, G’ be its underlying undirected graph, F be
the frame that represents G and F' be the frame that represents G'. G is strongly
connected if and only if F Ik ¢ and (weakly) connected if and only if F' Ik ¢, where
¢ s the formula

¢ =@Q;(—j — O7)).

Proof. We prove the theorem only for strong connectivity. The other case is com-
pletely analogous.

(<) Suppose that F IF ¢ but G is not strongly connected. Then, there are at
least two distinct vertices v, w in G such that w is not reachable from v. We will
evaluate ¢ in a model with a valuation V such that V(i) = {v} and V(j) = {w}.
Then, for any vertex w in G, (F, V), u | ¢, contradicting the fact that ¢ is valid in
F.

(=) Suppose that G is strongly connected but F Iff ¢. Then, there is a valuation
V and a vertex u such that (F,V),u | ¢, which is equivalent, by theorem [A.30]
to (F,V),u Ik 6, where § = Q;—j A @Q;=0Fj. Let V(i) = {v} and V(j) = {w}. If
v = w, then 6 is not satisfied, so we may assume that v # w. Then, for 6 to be
satisfied, we need (F,V),u Ik @,—0*j. This, on the other hand, is equivalent to
vRTw being false in G, which means that w is not reachable from v. This contradicts

the fact that G is strongly connected. O]

We now want to determine how complex it is to test whether a graph is con-
nected using the above formula ¢. This consist of, given a frame F that represents

the graph, frame-check whether F IF ¢. We should notice first that there are no
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proposition symbols in ¢ and only two distinct nominals. Finally, the length of ¢ is
constant and does not depend on the size of the graph. Let CON be the complexity
of testing whether a graph is connected through a frame-checking of ¢. Then, taking

into account these observations and the formula in equation (A, we have that
CON = O(n* x MC),
where, for the formula ¢, MC' is PTIME (in fact linear) in the size of the graph.

Theorem A.41. The complexity to check whether a graph is connected using the
above formula ¢ is PTIME (cubic) in the size of the graph.

Proof. This result follows directly from the discussion above. O]
Theorem A.42. A graph G contains a closed path if and only if it contains a cycle.

Proof. The right to left direction is immediate, as cycles are a particular case of
closed paths. For the left to right direction, we proceed by induction on the length
n > 2 of the closed path. If G contains a closed path of length n = 2, then this
closed path is also a cycle. Now suppose that, for any n < k, if G contains a closed
path of length n, then it contains a cycle. If G contains a closed path (v, ..., v)
of length k that is not a cycle, then there are ¢ and j such that 1 <7 < j < k and
v; = v;. But then, (v;,...,v;) is a closed path of length smaller than k. Then, by

the induction hypothesis, G contains a cycle. O]

Theorem A.43. A graph G with frame F is acyclic if and only if F I ¢, where ¢
1s the formula

¢ - @l_'<>+l

Proof. (<) Suppose that F IF ¢ but G is not acyclic. Then, there is at least one
vertex v in G such that there is a path in G from v to itself. We will evaluate ¢ in
a model with a valuation V such that V(i) = {v}. Then, for any vertex u in G,
(F,V),ulff ¢, contradicting the fact that ¢ is valid in F.

(=) Suppose that G is acyclic but F I ¢. Then, there is a valuation V and a ver-
tex u such that (F, V), u I ¢, which is equivalent, by theorem[A.36, to (F, V), u I 6,
where § = @;0"i. Let V(i) = {v}. Then this, on the other hand, is equivalent to

vR*v being true in G, which means that v is reachable from itself. This implies
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that G contains a closed path, which, by theorem [A.42] contradicts the fact that G

is acyclic. O]

Let us now determine how complex it is to test whether a graph is acyclic using
the above formula ¢. Again, there are no proposition symbols in ¢ and, this time, ¢
has only one nominal. Also, the length of ¢ is, again, constant and does not depend
on the size of the graph. Let ACY be the complexity of testing whether a graph is
acyclic through a frame-checking of ¢. Then, taking into account these observations

and the formula in equation ([A.T]), we have that
ACY =0(n x MO,
where, for the formula ¢, MC' is PTIME (in fact linear) in the size of the graph.

Theorem A.44. The complexity to check whether a graph is acyclic using the above
formula ¢ is PTIME (quadratic) in the size of the graph.

Proof. This result follows directly from the discussion above. O]

We consider the complexities in theorems [A.41] and |[A.44 to be satisfactory. It is
not necessary to search for alternative forms to express these properties in this logic
or in another logic.

Before trying to find a formula to describe the Hamiltonian graphs, we need
to consider some graph-theoretical issues. In graph theory [I], there is no known
result that states a necessary and sufficient condition for a graph to be Hamiltonian.
If we could find a formula that describes the Hamiltonian graphs without having
to describe the Hamiltonian cycle itself, we would be finding such necessary and
sufficient condition. Thus, what our formula does is to inspect all of the paths
in the graph, searching for a Hamiltonian cycle. Not surprisingly then, the only
formula we could find in this simple language to describe the Hamiltonian property
has length proportional to n!, where n is the number of vertices in the graph.

Let £,, = {i1,...,i,} be a set containing n nominals. Before defining a formula
for the Hamiltonian property, we will define a formula that is globally satisfied in a

model under a valuation V if and only if V(i) # V(4;), for all iy, i, € L,, such that
ko1
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Lemma A.45. A waluation satisfies V(iy) # V(iy), for all iy, i, € L, such that
k # 1, if and only if (F, V) Ik 4, where 1, is the formula
b A (@ A ) |
1<k<n k<l<n

Proof. 1t follows directly from the definitions of a valuation for a nominal and of

satisfaction for a nominal and for a formula @;p. m

Definition A.46. Let £, = {i1,...,i,} be a set of n nominals. Then, we define

the following formulas with these nominals:
Ak:ik/\OAk+1, f07‘1 §k§n—1

We now define a set F' of permutations of the nominals in £,. This set has n!

elements. We represent a permutation as a bijective function o : {1,...,n} — L,.

Theorem A.47. A connected graph G (with n vertices) with frame F is Hamilto-
nian if and only if F |- ¢, where ¢ is the formula

¢:wn_>5na

where vy, is the formula from lemma[A.45 and

0n="\/ () AO(@(2) AO((3)... (c(n — 1) AO(a(n) A Oa(1))...).

oEF
Proof. (<) Suppose that the formula ¢ is valid in F. We will evaluate ¢ in an
arbitrary vertex v of a model with a valuation V such that V satisfies 1, and
V(iy) = {v}. First, this means that each nominal is denoting a different vertex.
Second, V must also satisfy d,,. If 9,, is satisfied, at least one of the members in its
disjunction is satisfied. Let ¢’ be the permutation correspondent to this member.
To simplify the notation and without loss of generality, we consider that o'(k) = i.
Thus, (F,V),v IF A;. From this and from the construction rule of the formulas
Ay, we have that there are vertices wy in G such that (F, V), wy Ik Ay, wpRwg,1,
for 2 < k < n—1, vRwy and w,Rv. We then have that (v,ws, ..., w,,v) is a

Hamiltonian cycle in G.
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(=) Suppose that there is a Hamiltonian cycle (vy,...v,,v) in G. We denote
the vertices with nominals in such a way that £, = {i1,...,i,} and i, denotes vy.
This valuation satisfies v,,. We have that v, Rvy, so A, is satisfied at v,,. Similarly,
Ay, is satisfied at vg. Since A; is a member of the disjunction in ¢,, 9, is satisfied at
v1. Repeating the previous line of thought, but starting the cycle at vy, v3 and so
on, we can see that 9, is also satisfied at all the vertices in the cycle. Since the cycle
is Hamiltonian, this means that §,, is satisfied in all the vertices of G. Since ¢ is
trivially satisfied in all the valuations that do not satisfy v,,, we only need to think
about the ones that do. If we change the valuation of the nominals in £,, to another
one that satisfies ¢,,, this is equivalent to applying a permutation to the nominals.
As d,, contains a member in its disjunction for each permutation, we conclude that

in fact ¢ is valid in F. [

In this case, the number of distinct nominals in the formula and the length of the
formula are both linked to the size of the graph. Even though the frame-checking
complexity is PTIME in the length of the formula, since the formula has a factorial
length in the size of the graph, it is infeasible to frame-check this formula. In the
case of the Hamiltonian property, we must search for alternative forms to express it
using other logics. Two attempts to do this are presented in the next two sections.

The difficulty in finding a formula to describe Eulerian graphs is of a completely
different nature. Here, the limitation is on the language, not on the theoretical
definition of the property. There is a known result that states a necessary and
sufficient condition for a graph to be Eulerian (theorem [A.31]), so the argument
used above for Hamiltonian graphs is not valid here. However, the hybrid graph
language does not have the expressive power, at least not without performing a
brute-force search through every possible path in the graph, in a similar way as the
formula in theorem does, to state cardinality conditions on edges incident from
and to a vertex, as is needed in theorem [A.31]

The other way to describe the Eulerian property would be to find a formula that
explicitly describes an Eulerian path in the graph. However, it is very hard to find
such a formula, since the hybrid graph logic and many other modal logics are not
good to talk about edges. One of the reasons for that is the fact that the modal

operator { does not differentiate between edges incident from a vertex. We now,
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using nominals, have names for vertices, but we still cannot keep track of which
edges we are using when we walk in a graph. This suggests that a possible solution
would be to find a way to name the edges in some similar way to the use of nominals
to name vertices. We do this in section [A.7l where we describe a method to name
edges within the framework of a hybrid logic and use it to find a formula for the

Eulerian property.

A.5 The Temporal Logic Hybrid CTL"

The fact that the formula previously introduced to describe Hamiltonian graphs
has factorial size makes its verification infeasible. Obviously, we can never expect
to verify the Hamiltonian property in polynomial time, since determining whether
a graph is Hamiltonian is an NP-Complete problem [33], but we certainly wish to
verify it with a lower complexity than factorial time. This is our goal in this section
and in the next one.

In our first attempt to write a short (with polynomial length) formula to describe
the class of Hamiltonian graphs, we use the temporal branching-time logic CTL" [34]
with nominals (hybrid CTL"). We could use the full hybrid u-calculus presented in
[35], since it contains the hybrid CTL* [36, B5]. But we will not do this, since the
hybrid CTL" is strong enough for what we want to do and its formulas are easier to

read and to understand than hybrid u-calculus formulas.

A.5.1 Language

Definition A.48. The hybrid CTL" language is a temporal language consisting of
a set ® of countably many proposition symbols (the elements of ® are denoted by
P1,D2,---), a set L of countably many nominals (the elements of L are denoted by
i1,19,...) such that ® N L = 0, the boolean connectives = and N and the operators
@;, for each nominal i, and A, E, X, F, G and U. Formulas are divided into vertex

formulas S and path formulas P defined by the following mutual induction:
S:=pl|i|T|-S|S1ASs| AP |EP | @S

P:=S|-P|P;AP,|XP|FP|GP |P,UP,
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The language of hybrid CTL" is then the set of all vertex formulas generated by the

above rules.

The definition of a frame and of a model are the same as the ones from the

previous section. The notion of satisfaction in hybrid CTL" is defined as follows:

Definition A.49. Let M = (F, V) be a model. We also need the auxiliary notation
that if m = (8¢, 81, -.) s a path, we denote by 7 the suffix of m starting at s;. The
notion of satisfaction of a vertex formula S in a model M at a vertex v or of a path
formula P in a model M at a path w, notation M,v I- S and M,nw Ik P, can be

iductively defined as follows:

1. MyvlFpiffveV(p);
2. Myvlkiiffve V(i);
3. M vl T always;
4. Mivlk =S iff Mo lFS;
5 M,vlE ST ASy iff MvlE Sy and M, v I+ Sy;
6. M,v - AP iff for every path m starting in v, M, w IF P;
7. M,v |- EP iff there is a path w starting in v such that M, I P;
8. M,vlF @S iff M,d; IS, where d; is the denotation of i under V;
9. M,n =S iff v is the first vertex of m and M,v IF S;

10. M, 7|k =P iff M, 7 IV P;

11. M,ml- PLAPy iff M, lE Py and M, 7 IF Py

12. M, 7l XP iff M, 7t I+ P;

18. M, 7 |- FP iff there is a k > 0 such that M, 7" |- P;

14. M,7 - GP iff for all k >0, M, 7" |- P;

15. M,m I+ PLUP, iff there is a k > 0 such that M, 7% |- Py and for all 0 < j < k,
M,ﬂ'j I Pl-

152



We should think of A as “for all paths starting in the current vertex”, E as
“there is a path starting in the current vertex such that...”, X as “in the next vertex
of the current path”, F as “in the current vertex or at some future vertex in the
current path”, G as “in the current vertex and for all future vertices in the current
path” and U as “the first formula is satisfied in a path until the second formula is

satisfied in this path, and the second formula will be satisfied eventually”.

Lemma A.50 ([20]). The satisfiability problem and the validity problem for CTL*
are 2-EXPTIME-Complete in the length of the formula.

Lemma A.51 ([36]). Every CTL* formula can be translated into a p-calculus for-
mula. The complexity of this translation is 2-EXPTIME in the length of the original
formula. The translated formula can be written with exponential length with respect

to the length of the original formula.

Theorem A.52. Every hybrid CTL* formula can be translated into a hybrid -

calculus formula.

Proof. The only formulas that are in hybrid CTL*, but are not in CTL* are the
formulas that contain nominals or satisfaction operators. We can easily extend the
translation of lemma [A.51] to also cover these cases, since nominals and satisfaction
operators are present in the hybrid p-calculus [35]. First, nominals are translated

in the same way as proposition symbols: tr(i) = i. Second, we translate formulas of

the form @;7) in the obvious way: tr(Q;i)) = Q;tr(v). O

Theorem A.53 ([35]). The satisfiability problem and the validity problem for the
hybrid p-calculus are EXPTIME-Complete in the length of the formula.

Theorem A.54. The satisfiability problem and the validity problem for hybrid CTL*
are 2-EXPTIME-Hard in the length of the formula and are decidable.

Proof. The 2-EXPTIME-hardness follows from lemma [A.50 and the decidability
follows from theorems [A.52] and [A.53l O

Theorem A.55. The model-checking problem for the hybrid CTL* is PTIME (lin-
ear) in the size of the model and EXPTIME in the length of the formula.
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Proof. This follows from an elementary combination of the CTL* model-checking
algorithm presented in [I1], which is PTIME in the size of the model and EXPTIME
in the length of the formula, with the basic hybrid logic model-checking algorithm
presented in [17], which is PTIME both in the size of the model and in the length
of the formula. ]

The upper bound for the complexity of the frame-checking problem is the same

as in the previous section:
FC = 0@2Pxm 5 nlil x MO, (A.2)

where [p| is the number of distinct proposition symbols that occur in the given
formula ¢, |i| is the number of distinct nominals that occur in ¢ and n is the

number of vertices in F.

Theorem A.56. The frame-checking problem for the hybrid CTL* is EXPTIME
in the length of the formula, in the size of the frame, in the number of distinct
proposition symbols that occur in the formula and in the number of distinct nominals

that occur in the formula.

Proof. This result follows directly from the discussion above. O]

A.5.2 The Hamiltonian Property

Let G be a graph with n vertices and let £,, = {i1,...,4,}. Let us add a loop to
all the vertices in G. We can then define the formula that is valid if and only if G

is Hamiltonian.

Theorem A.57. A connected graph G (with n vertices) with frame F is Hamilto-
nian if and only if F |- ¢, where ¢ is the formula

¢ = tn = €n,
where 1y, is the formula from lemmal[A. 45 and
en = Q  E[XFi; AFig A ... AFi,A
AXG(iy — Gip) A G(ia = XG—ig) A ... A G(i,, — XG—iy,)].

154



Proof. (<) Suppose that the formula ¢ is valid in F. We will evaluate ¢ in an
arbitrary vertex v of a model with a valuation V such that V satisfies 1,,. First,
this means that each nominal is denoting a different vertex. Second, V must also
satisfy e,. If g, is satisfied, then there is a path 7 in G starting at the vertex
denoted by 7; such that the formula inside the brackets in ¢, is satisfied in this path
for the valuation V. This means that Fi; is satisfied for 2 < k£ < n and XF4i; is
satisfied. Thus, every vertex in GG appears at least once in w. Also, the formulas
G(iy — XG—iy) are satisfied for 2 < k < n. This means that the vertices denoted
by ix, for 2 < k < n, appear exactly once in the path. Finally, XG(i; — Giy) is
satisfied, which means that after the second visit to the vertex denoted by iy, no
other vertex in G is visited anymore in the path. So, if we disregard the final looping
in the vertex denoted by i1, we have a path that starts and ends in this vertex and
visit every other vertex of G exactly once. This is exactly a Hamiltonian cycle.
(=) Suppose that there is a Hamiltonian cycle (vy, ... v,, v1) in G. We denote the
vertices with nominals in such a way that £,, = {i1,...,4,} and i) denotes vy. This
valuation satisfies v,,. Consider the extended path (vy,...v,, vy, vy,...). Clearly,
the components of the conjunction inside brackets in €,, are satisfied in this path.
Then, since this path starts at vy, El...] is satisfied in v; and ¢, is satisfied at all
vertices, because vy is denoted by 7;. Since ¢ is trivially satisfied in all the valuations
that do not satisfy v,,, we only need to think about the ones that do. Changing the
valuation of the nominals in £, to another one that satisfies v, is harmless, since
the @ operator in the beginning of the formula ¢, is marking a starting point in the
cycle, which contains all the vertices. This means that no matter where V(i;) send

us, it will be a point inside the cycle. Thus, ¢ is valid in F. ]

Let us now determine how complex it is to test whether a graph is Hamiltonian
using the above formula ¢. First of all, we now have a formula with polynomial
(quadratic) length in the size of the graph. Also, there are no proposition symbols.
From the structure of the formula, it is not difficult to see that it would be a waste of
time to check valuations that do not assign distinct vertices to each nominal, since
¥, is a precondition of an implication. Besides that, the formula ¢, is completely
symmetric with respect to the nominals s, ..., 4,. Thus, for each possible valuation

of i1, we only need to check one arbitrary valuation for 4s,...,%, such that each
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of these nominals names a distinct vertex. Let HAM be the complexity of testing
whether a graph is Hamiltonian through a frame-checking of ¢. Then, taking into

account the above observations and the formula in equation ([A.2)), we have that
HAM = O(n x MC),
where, for the formula ¢, MC' is EXPTIME in the size of the graph.

Theorem A.58. The complexity to check whether a graph is Hamiltonian using the
above formula ¢ 1s EXPTIME in the size of the graph.

Proof. This result follows directly from the discussion above. n

A.6 Hybrid Graph Logic with the | binder

In the previous section, we were able to reduce the upper-bound of the complexity
of testing whether a graph is Hamiltonian using a frame-checking method from a
factorial upper-bound (O(k!), where k is the size of the frame) to an exponential
upper-bound (O(2%)). The key point involved in this reduction was the fact that in
the second logic, we were able to describe the Hamiltonian property with a formula
that has polynomial length in the size of the graph, instead of factorial length as in
the first logic.

In this section, we describe a third logic, which is a slight extension of the hybrid
graph logic. We then use it to build a formula that expresses the Hamiltonian
property. With this formula, we are able to reduce even further the complexity
of testing whether a graph is Hamiltonian using a frame-checking method. This
happens because we are able, for this formula, to reduce the frame-checking problem
to a particular case of the model-checking problem with lower complexity than the

general case.

A.6.1 Language

Definition A.59. The language of the hybrid graph logic with the | binder is a
hybrid language consisting of a set ® of countably many proposition symbols (the

elements of ® are denoted by p1,pa,...), a set L of countably many nominals (the
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elements of L are denoted by iy,is,...), a set S of countably many state-variables
(the elements of S are denoted by x1,xa,...), such that ®, L and S are pairwise
disjoint (the elements of ®ULUS are called atoms), the boolean connectives = and
A and the modal operators Q;, for each nominal i, Q,, for each state-variable z, {,

Ot and |. The formulas are defined as follows:

pu=plilz|T|=e|leiApa| Q|0 e | Q| Qe || 2.

Again, we freely use the standard abbreviations V, —, <, L, Oy, OFp, O*p
and [*p.

The definition of a frame and of a model are the same as the ones from section
A4

In order to deal with the state-variables, we need to introduce the notion of

assignments.

Definition A.60. An assignment is a function g that maps state-variables to ver-
tices of the model, i.e., g : S — W. We use the notation ¢' = glvy/x1, ..., 0,/ Ty
to denote an assignment such that ¢'(x) = g(z) if v ¢ {x1,..., 2.} and ¢'(z;) = v;,

otherwise.
The semantical notion of satisfaction is defined as follows:

Definition A.61. The notion of satisfaction of a formula ¢ in a model M at a

verter v with an assignment g, notation M, g,v |- ¢, is inductively defined adding

the assignment g to all the clauses in definitions [A.4 and [A.33 and the following

three extra clauses:
1. M,g,vIFx iff g(z) = v,
2. M,g,vl-Q.¢ iff M, g,d I+ ¢, where d = g(x);
3. M, g,vlk] z.¢ iff M, glv/x],vIF ¢.

The formula | x.¢ means that, using = as a name for the present vertex (state-
variables can be thought as “on-the-fly nominals”), ¢ is satisfied. The | operator is
the only operator that binds a variable. Free and bound variables are defined in the

usual way. The only case worth mentioning is that in the formula @ 1, x is free.
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A sentence is a formula with no free variables. We only consider formulas that are
sentences, because we do not want to include the assignments in the model-checking
and frame-checking problems.

The | binder, just as the satisfaction operators, is dual to itself: M, g,v - = |
z.¢ iff M, g,vlf] z.¢ iff M, glv/z], v} ¢ iff M, glv/z],v Ik —¢ it M,g,vIF] x.7¢.

Theorem A.62 ([I6]). The satisfiability problem and the validity problem for the

hybrid graph logic with the | binder are undecidable.

This result shows that the inclusion of state-variables and the | operator turns
a logic that had the same computational complexity of the basic graph logic into an

undecidable logic.

Theorem A.63 ([I7]). The model-checking problem for the hybrid graph logic with
the | binder is PSPACE-Complete both in the size of the model and in the length of

the formula.

In [19], it is shown that, for a family of hybrid logics with the | binder, there are
fragments of these logics in which the complexities of the satisfiability problem and
the model-checking problem are lower than in the full logics. One of these fragments,
which is defined using the notion of formulas in negation normal form, turns out to
be also a fragment of the hybrid graph logic with the | binder. According to [19],
the complexity of the model-checking problem in this fragment is lower than the one
stated above for the full hybrid graph logic with the | binder. This result will be

central to our discussion in this section.

Definition A.64. A formula of the hybrid graph logic with the | binder is in nega-
tion normal form (NNF) if the negation symbol (—) appears only in front of propo-

sitton symbols, nominals and state-variables.

Lemma A.65. If we consider the dual operators of T,A\, O and OF, ie., L,V,0
and O% as primitive operators of the language, then each formula of the hybrid graph

logic with the | binder is semantically equivalent to a formula in NNF.

Proof. Let (A,~7) be one of the following pairs of dual operators: (A, V),
(0,0), (01, 07),(1,]) and (@,,@,), where z is either a nominal or a state-variable.

Using the semantic equivalences =T = 1, 71l = T,--¢ = ¢ and ~ A ¢ = ¢, we
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can push the negation symbols inward until they appear only in front of proposition

symbols, nominals and state-variables. O]

Theorem A.66 ([19]). The model-checking problem for a formula in the hybrid
graph logic with the | binder that, when put in NNF, does not have any occurrence
of O, OF or OF is NP-Complete both in the size of the model and in the length of

the formula.

The upper bound for the complexity of the frame-checking problem is again
FC = 02" x nlil x M), (A.3)

where [p| is the number of distinct proposition symbols that occur in the given
formula ¢, |i| is the number of distinct nominals that occur in ¢ and n is the number
of vertices in F. It should be noticed that, if the model-checking problem can be
solved in polynomial space, then the frame-checking problem can also be solved
in polynomial space, since the frame-checking of a formula in a frame F is done
through a finite series of completely independent model-checkings of that formula,

one for each model M of F.

Theorem A.67. The frame-checking problem for the hybrid graph logic with the |
binder is PSPACE in the length of the formula and in the size of the frame.

Proof. This result follows directly from theorem [A.G3] and the discussion above. []

A.6.2 The Hamiltonian Property

Let G be a graph with n vertices. We now use the language introduced in the

previous subsection to define a formula that is valid if and only if G is Hamiltonian.

Theorem A.68. A connected graph G (with n vertices) with frame F is Hamilto-
nian if and only if F |- ¢, where ¢ is the formula

¢ =] 2.0 | 2o.(-21 AN | x3.( /\ 2 ANQ | wg (A ] g ( /\ 2. AQ | .

1<k<3 1<k<n-—1

( /\ -z A Q) .. L).

1<k<n
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Proof. (<) Suppose that the formula ¢ is valid in F. We will evaluate ¢ in an
arbitrary vertex v; of a model with an arbitrary valuation V and an arbitrary
assignment g. If M, g, vy IF ¢, then M, g[vy/x1],v1 IF O | z9.—mxy. ... This means
that there is a vertex vy such that vy Rvy and M, g[vy/z1],ve IF| 29.721 AOQ | 23 .,
which means that M, g[vy /@1, va /23], v9 IF =21 AQ | x3. ... This implies that vy # vy
and M, glvy/x1,v9/x9),v9 IF O | x3.... If we keep repeating this, we conclude that
there are n distinct vertices vy, ..., v, such that v; Rv;11, 1 < i <n and v, Rv;. We
have a path that starts and ends in the vertex v; and visit every other vertex of G
exactly once. This is exactly a Hamiltonian cycle.

(=) Suppose that there is a Hamiltonian cycle (vy, ... v,,v1) in G. We have that
M, glvy /a1, .. v /2,], 00 F /\1§k<n —zx A Qx1. This means that M, g[vy/xq, ...,
Un—1/Tn_1], U IF] . /\1§k<n -z, A Qxp, which implies that M, g[vy/z1, ..., 051/
To-1), V-1 IF Ajcpens 72k A QO L Zn(Ajcper, m A Ox1). If We keep repeating
this, we conclude that M, g, v, IF ¢, for an arbitrary assignment g. If we start the
Hamiltonian cycle in another vertex, the same argument easily applies. Thus, ¢ is
globally satisfied in M. As the valuation in M is completely irrelevant, ¢ is valid
in F. ]

Let us now determine how complex it is to test whether a graph is Hamiltonian
using the above formula ¢. First of all, we now have a formula that is a sentence with
polynomial (quadratic) length in the size of the graph. Also, there are no proposition
symbols and no nominals. This means that the valuation is completely irrelevant
to the satisfaction of this sentence. Thus, the frame-checking problem is reduced to
the model-checking problem for an arbitrary model of the frame. Let HAM be the
complexity of testing whether a graph is Hamiltonian through a frame-checking of
¢. Then, taking into account the above observations and the formula in equation
(A.3), we have that

HAM = MC.

Now, we should notice that ¢ is already in NNF and it does not have any occur-
rence of (I, O or 0", So, the reduction in the model-checking complexity stated in

theorem [A.66 applies, and the model-checking complexity for this formula is in NP.

Theorem A.69. The complexity to check whether a graph is Hamiltonian using the
above formula ¢ is NP in the size of the graph.
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Proof. This result follows directly from the discussion above. m

The above formula ¢ is an “optimal” formula to describe the Hamiltonian prop-
erty, in the following sense: since the problem of testing whether a graph is Hamil-
tonian is NP-Complete [33] and the test that we developed using this formula is in
NP, it is impossible to find any other formula, in this logic or in any other logic,
that describes the Hamiltonian property and can be frame-checked with a lower

complexity than ¢ (assuming that NP # P).

A.7 Edge-Related Properties

As was mentioned in the end of section[A.4] the best way to describe the Eulerian
property would be to use theorem[A.31l However, as was also mentioned in the end of
that section, our standard ) operators do not have the expressive power, at least not
without performing a brute-force search through every possible path in the graph,
in a similar way as the formula in theorem does, to state cardinality conditions
on edges incident from and to a vertex, as is needed in theorem [A.3T] This remains
true for the temporal operators defined in section [A.5l This happens because all
of these operators are “existential” operators. All they can do is to differentiate
between things like “there is some edge” and “there is no edge”, or “there is some
path” and “there is no path”. We would need “counting” operators to be able to
efficiently express theorem [A.3T Modal logics with this sort of operator exist in the
literature and are called graded modal logics, being first introduced in [37].

We present a graded modal logic in the end of this section and use it to express the
Eulerian property with the help of theorem [A.31l But first, we develop a method to
express the Eulerian property in the hybrid logics already presented in the previous
sections. This method could be useful to express other edge-related properties for
which there is no theorem that states a necessary and sufficient condition for the

property to hold, as does theorem [A.31l

A.7.1 Graph Subdivisions

If we do not use theorem [A.3T], we need to define the Eulerian property with

a formula that explicitly describes an Eulerian path in the graph. This is also a
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difficult task, because of the reasons exposed in the end of section [A.4l We need a
way to identify particular edges, but hybrid logics only have names for vertices. So,
we first develop a method to name edges within the formalism of a hybrid logic and

later use it to define the Eulerian property.

Definition A.70. Let (v, w) be an edge in a graph G. An edge subdivision consists
of adding a new vertex u to G, deleting the edge (v, w) and adding the edges (v, u)
and (u,w) to G. A graph subdivision of a graph G is a graph G' obtained from G

by a finite number of edge subdivisions.

Definition A.71. Let G be a graph. We define G' = E(G) to be the graph obtained
from G by subdividing every edge of G exactly once. We call G' an E-graph.

Thus, if G has n vertices and m edges, G’ will have m + n vertices. In fact, if
we call W the set of vertices of G and W' the set of vertices of G’, we have that
W' =W Uw* (WnW* =10), where W* is the set of new vertices added during
the subdivision. We also have that every edge of G’ has an extremity in W and the
other in W* and that there is a bijective map between elements of W* and edges of
G.

This bijective map between the set W* and the edges of G is the key point in
this construction. In the original graph GG, we cannot identify particular edges using
just an hybrid language. So, if we want to define a property in GG, described using its
edges, we build G’ = £(G) and describe it in G, using the elements in W*. These
elements can be identified by standard nominals. This is what we do to express the
Eulerian property.

For this method to work, we just have to pay attention to an important detail.
In &E-graphs, it is fundamental to be able to distinguish whether a given vertex is in
W or in W*. Thus, instead of working with one set of nominals £, we work with
two such sets, £ and £* (LN L* = ()). Instead of writing G’ = (W', R'), we write
G' = (W,W*, R'), to make clear the difference between the two sets of vertices, and
define valuations V as V(p) € P(W UW?™), if p is a proposition symbol, V(i) = {v},
such that v € W, if i € £ and V(j) = {w}, such that w € W*, if j € £*. We will

denote the nominals in £ by 41,9, ... and the nominals in £* by 71, jo, . . ..
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A.7.2 The Eulerian Property in the Hybrid Logics

Since we are going to define the Eulerian property with a formula that explicitly
describes an Eulerian path in the graph, we can borrow ideas from three previously
presented formulas: the formulas in theorems [A.47], and [A.68. But the formula
in the first theorem has factorial length, so we will only adapt the formulas in the
second and third theorems to the Eulerian case.

This is not a difficult task. The formulas in theorem and state that,
for a graph G = (W, R), there is a cycle that visits every vertex in W exactly once.
To define the Eulerian property, we need formulas that check that, for a graph G,
there is a closed path such that every edge in G appears exactly once in it. This is
equivalent to check, in G' = £(G), whether there is a closed path that visits every
vertex in W* exactly once.

First, we adapt the formula in theorem [A.57 to express the Eulerian property.
Let G’ = £(G) be a E-graph with n vertices in W and m vertices in W* and let
Ly =4Jj1,--,Jm} C L*. Let us add a loop to all its vertices in W*. We can then

define the formula that is valid if and only if G is Eulerian.

Theorem A.72. A connected graph G (with m edges) is Eulerian if and only if
F I &, where F is the frame that represents G' = E(G) and ¢ is the formula

¢ =Um = Em,
where 1y, is the formula from lemmal[A. 45 and
em = @ E[XFj; AFjs Ao AFj,A
AXG(j1 — Gj1) ANG(J2 = XG—ja) A ... A G — XG—jin)].

Proof. The proof of the above theorem uses the same ideas that are presented in

the proof of theorem [A57l O
Now, we adapt the formula in theorem [A.GS

Theorem A.73. A connected graph G (with m edges) is Eulerian if and only if
F I+ ¢, where F is the frame that represents G' = E(G) and ¢ is the formula

gb = @jl l $1<><> l SL’Q.(_'JIl N <><> J, l’g.( /\ =T A <><> l $4.(. VAN l Tm—1-

1<k<3
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(N 2 A00 Lam( N\ —arAOOz)..).

1<k<m—1 1<k<m

Proof. Here, we use a satisfaction operator at the beginning of the formula because
we are now dealing with two sets of vertices: W and W*. We need the satisfaction
operator to guarantee that we are starting the path in a vertex belonging to W*.
The double occurrences of the { operator (Q¢) are designed to discard the vertices
belonging to W and analyze only the behaviour of the vertices belonging to W*.
The rest of the proof of the above theorem uses the same ideas that are presented

in the proof of theorem [A.68 O]

As the formulas in theorems [A.72 and [A.73] were adapted from the ones in
theorems [A.57] and [A.68, the complexity results presented in theorems [A.58 and
IA.69) respectively, also apply to them.

A.7.3 The Eulerian Property in a Graded Modal Logic

In this subsection, we define a graded modal logic that is appropriate for our

needs and use it to express the Eulerian property. We call it graded graph logic.

Definition A.74. The language of the graded graph logic s a modal language
consisting of a set ® of countably many proposition symbols (the elements of ® are
denoted by p1,pa, . ..), the boolean connectives = and A and the modal operators §;

and O, where i € N. The formulas are defined as follows:

eu=p|T|=¢|e1Apa] o] Oite

Again, we freely use the standard boolean abbreviations V, —, <> and L and
also the following abbreviations for the duals: [;p := == and O, ' = =0 .
Also, in order to make the language more elegant, we introduce the following ab-
breviations: #;0 = Qip A =010 and 4; 1 = O; tp A —|Oi_+11g0.

The definition of a frame and of a model are the same as the ones from section

[A-2 The semantical notion of satisfaction is defined as follows:

Definition A.75. The notion of satisfaction of a formula ¢ in a model M at a
vertexr v, notation M,v I ¢, is inductively defined as in definition with the

following modifications:
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1. M- Qi iff #R(v, ¢) > i;
2. M,vl- 0716 iff #R (v, ) > 4,

where R(v,¢) = {w : vRw and M,w I+ ¢}, R (v,¢) = {w : wRv and M,w I+ ¢}
and #S denotes the cardinality of the set S.

A formula ;¢ is satisfied at a vertex v if there are at least i distinct vertices
vk, 1 < k <4, such that vRv, and ¢ is satisfied at v,. A formula O;lgo is satisfied
at a vertex v if there are at least ¢ distinct vertices vy, 1 < k < 4, such that vy Rv
and ¢ is satisfied at vg. A formula ¢;p is satisfied at a vertex v if there are exactly
1 distinct vertices vy, 1 < k <4, such that vRv, and ¢ is satisfied at vg. A formula
L lgp is satisfied at a vertex v if there are ezxactly ¢ distinct vertices vy, 1 < k < 1,

such that vy Rv and ¢ is satisfied at v.

Definition A.76. We may define the length of a formula ¢ in the graded graph
logic in two different ways. We call them the standard length, denoted as |¢|, and
the ungraded length, denoted as ||¢||. We define both of these lengths in the same
way as the length in definition [A 10, except for formulas of the form ¢ = ) or
¢ = O; ', where the standard length is defined as |¢| = i + [¢| and the ungraded
length is defined as ||¢]| = 1+ |[¢]|.

Theorem A.77 ([12]). The satisfiability problem and the validity problem for the
graded graph logic are PSPACE-Complete in the standard length of the formula.

Theorem A.78. The model-checking problem for the graded graph logic is PTIME
(linear) in the product of the size of the model and the ungraded length of the formula.

Proof. The graded graph logic without the converse modalities ((},;1) is a fragment of
Graded-CTL, a logic presented in [I3]. Thus, the result follows from the complexity
of the model-checking problem for Graded-CTL, which is also presented in [I3],
and the fact that the presence of converse modalities does not increase the model-

checking complexity, as shown in [17]. O

The upper bound for the complexity of the frame-checking problem is the same
as in section [A.2}
FC = 0(2P ™ x M0, (A.4)

165



where [p| is the number of distinct proposition symbols that occur in the given

formula ¢ and n is the number of vertices in F.

Theorem A.79. The frame-checking problem for the graded graph logic is PTIME
(linear) in the ungraded length of the formula and EXPTIME in the size of the frame

and 1n the number of distinct proposition symbols that occur in the formula.

Proof. This result follows directly from the discussion above. O

Let G be a graph with n vertices. We now use the language introduced above

to define a formula that is valid if and only if G is Eulerian.

Theorem A.80. A connected graph G (with n vertices) with frame F is Eulerian
if and only if F I ¢, where ¢ is the formula
o=\ (4T A&'T)

0<k<n

Proof. First, it is easy to see that 4; T is satisfied at a vertex v if and only if the
out-degree of v is 7, and Qj’vl—l— is satisfied at a vertex v if and only if the in-degree
of v is j,. Then, by theorem [A.31l G is Eulerian if and only if the out-degree of
every vertex v in GG is equal to its in-degree, which is true if and only if there is &,
for each vertex v, 0 < k, < n such that both the out-degree and the in-degree of v
are equal to k,. This is true if and only if 4, T A Q,QUIT is satisfied in v, which is

true if and only if ¢ is satisfied in every vertex v. O

Let us now determine how complex it is to test whether a graph is Eulerian using
the above formula ¢. First of all, we have a formula with linear ungraded length
in the size of the graph. Also, there are no proposition symbols, which means that
the valuation is completely irrelevant to the satisfaction of this formula. Let EUL
be the complexity of testing whether a graph is Eulerian through a frame-checking
of ¢. Then, taking into account the above observation and the formula in equation
(A.4)), we have that

EUL = MC,

where, for the formula ¢, MC'is PTIME (in fact quadratic) in the size of the graph.

Theorem A.81. The complexity to check whether a graph is Fulerian using the
above formula ¢ is PTIME (quadratic) in the size of the graph.

Proof. This result follows directly from the discussion above. O
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A.8 Conclusions

Our goal in this paper is to express, using modal logics, some global graph prop-
erties that are central to many computer science applications. The work presented
in [30] is closely related to this one. In that work, the interest was also in how
to use modal logics to express global graph properties. However, in [30], only the
basic graph logic was considered and only connectivity and acyclicity were analyzed.
Moreover, the focus of that work was on how to build axiomatizations for classes
of graphs with these global properties, while our focus is on how to find formulas
expressing each of these properties that can be efficiently used to test whether a
graph satisfies them.

The use of model-checking algorithms to verify properties encoded as logical
formulas is each day getting more attention and more applications. This happens
because many data structures in Computer Science can be encoded as graphs. Our
use of model-checking to verify global graph properties is just one more application
in a wide and diverse field from which we mention a few other interesting and recent
examples. In [59], a fragment of first-order logic is used to express preconditions for
graph transformations in a system of graph rewriting. In order to verify if a given
graph satisfies the precondition, the system uses a model-checking algorithm. In [I7],
model-checking algorithms for hybrid logics are used to perform queries in XML files.
In [60], the verification of business workflows is conducted using a model-checking
algorithm for temporal logics. In [61], an automated model-checking technique is
used in the verification of a security protocol. In [62] and [63], an extension of the
temporal logic CTL, together with an appropriate model-checking algorithm, are
used in the automated analysis of quantum information protocols.

In this work, we present various formalisms, from a very basic modal logic to a
very powerful temporal logic and use them to express and test four graph properties:
connectivity, acyclicity and the Hamiltonian and Eulerian properties. It would also
be interesting to continue this line of work and try to express some other graph
properties such as planarity and k-colorability of vertices and edges.

This work is an interesting way of exposing an important issue. Sometimes,
standard modal logics, even the ones that are incredibly expressive, such as the

p-calculus, are not capable of expressing some important properties. This happens
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because of some strong invariance conditions (such as the ones defined in section
[A.3) that these logics satisfy. In these cases, the use of a hybrid logic is a very simple
way to bypass this problem. Hybrid logics have much weaker invariance conditions
[14], which increases the number of definable properties.

In section [A.G] we are able to find a formula (theorem [A.G8) in a hybrid logic
with the | operator that expresses the Hamiltonian property and can be checked in
NP time. This is an optimal result, since the problem of deciding whether a graph
is Hamiltonian is NP-Complete [33].

Theorem [A.6] also implies that we can polynomially reduce the problem of
deciding whether a graph is Hamiltonian, which is NP-Complete, to the problem of
model-checking a formula of the hybrid graph logic with the | operator that contain
no O, O or OF. This is an alternative proof of the NP-hardness of this model-
checking problem stated in theorem [A.66l The original proof for the NP-hardness
in theorem [A.66, presented in [19], uses a different polynomial reduction, starting
not from the problem of deciding whether a graph is Hamiltonian, but from the
problem of deciding whether a propositional logic formula is satisfiable, which is
also a NP-Complete problem [33].

In fact, the formula that expresses the Hamiltonian property and the formula
presented in [19] to express the propositional satisfiability problem are remarkably
similar, consisting of an alternating sequence of |’s and {’s. This suggests that
the fragment presented in [19] could be a simple framework for the description of
NP-Complete problems. Expressing these problems in a common language could
highlight the underlying similarities between them. As graph theory has a rich
collection of NP-Complete problems, it would also be interesting to analyze how we
can express them in this fragment.

In section [A.7, we use a graded modal logic to express the Eulerian property.
The resulting formula can be checked with very good efficiency. In fact, graded
modal logics seem to be a very good choice for the efficient verification of graph
properties that involve numerical conditions.

Finally, also in section [A.7, we describe a way to name edges in a hybrid logic
using graph subdivisions. One open issue with this method is that some formulas

satisfied at a vertex v in G are no longer satisfied in the same vertex in £(G). For
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instance, a formula (¢ may be satisfied at v in G but not in G’, because of the new
vertices that are added between the old ones. If we just want to evaluate formulas
in G’ and forget about G, as we did in section [A.7], then this is not a problem.
But if we want to work with both graphs at the same time, then it would be very
interesting to define a translation 7 between formulas, such that if ¢ is satisfied at
v in G, then 7 () is satisfied at v in G’. It would also be interesting to study what
other properties could be expressed with hybrid logics using this construction that

allows us to name not only vertices but also edges.
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Apendice B

A Study on Multi-Dimensional
Products of Graphs and Hybrid
Logics

B.1 Introductio

The goal of this work is to address some issues related to products of graphs
and products of modal logics. In particular, we want to define a necessary and
sufficient condition for a graph to be a non-trivial product of other graphs and
to use this characterization to provide sound and complete axiomatic systems for
products of modal logics. We are especially interested in products of modal logics
with dimension greater than 2, for which there are very few results in the literature
[5].

So, our first task in this work is to find a necessary and sufficient condition for
a graph to be isomorphic to a (cartesian) productH of non-trivial graphs and to
verify whether this condition can be expressed in a modal language or in a hybrid

language.

'Este capitulo expde o conteido do artigo [32], submetido para o periédico Theoretical Com-
puter Science. Uma versdo preliminar deste artigo ([38]) foi publicada nos anais do congresso LSFA

2009, Electronic Notes in Theoretical Computer Science, v. 256, p. 103-118, 2009.
2In graph theoretical terminology, a product of graphs would be called a multi-graph, since it has

many distinct sets of edges. In the context of modal logics and Kripke semantics, this notational

difference is often lost and all these structures are called simply labeled graphs.
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In [4] and [5], three properties that are satisfied in graphs that are products are
presented: left commutativity, right commutativity and the Church-Rosser property.
However, although these properties, together with the reverse Church-Rosser prop-
erty, are necessary for a graph to be a product, they are not sufficient (as illustrated
by an example in [4]). There are graphs that satisfy left and right commutativ-
ity and the Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties, but cannot be
decomposed as a product of other graphs.

In this work, we introduce a new property called intransitivity that, together
with the previous ones, form a necessary and sufficient condition for a countable
and (weakly) connected graph to be a product. The proof of the necessity of these
properties is fairly simple and is done directly, without the need to assume that the
graph is countable or connected. On the other hand, the proof of the sufficiency is
done in two steps. First, we prove that if a countable and connected graph satis-
fies the five properties stated above, then its components must satisfy a particular
isomorphism. Then, we show that if a countable and connected graph satisfies in-
transitivity and its components satisfy this particular isomorphism, then the graph
is a product.

The limits to the expressive power of basic modal languages are fairly well known.
There are a series of standard results that state that frames that are “similar” in a
number of ways must agree on the validity of formulas [10]. Using these techniques,
we show that the property of intransitivity is not definable in a basic modal language.
In fact, we also show that no condition that is necessary and sufficient for a graph
to be a product can be definable in a basic modal language.

Hybrid logics are extensions of modal logics that allow explicit references to in-
dividual states of a model. Their goal is to extend the expressive power of ordinary
modal logics. Besides proposition symbols, they have a second set of atomic formu-
las, called nominals, which have the property of being satisfied at exactly one state
[14, 15]. Using a hybrid language, we are able to build a formula that describes
intransitivity.

We then proceed to determine the computational complexity of testing, for a
finite connected graph, whether it is a product. For this test, we use a model-

checking algorithm to verify the formulas that describe each of the five properties
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that characterize a product: left and right commutativity, the Church-Rosser and
reverse Church-Rosser properties and intransitivity.

Finally, we use this characterization of countable connected products to provide
sound and complete axiomatic systems for a large class of products of modal logics.

Products of graphs come up naturally as a possible extension of ordinary Kripke
semantics to multi-dimensional modal logics. [4] presents a good textbook discus-
sion of multi-dimensional modal logics and provides many examples of products of
modal logics, where the semantics is built using products of graphs. Most of the
sound and complete axiomatic systems for products of modal logics presented in
the literature are for products of a pair of modal logics, while we are able, using
hybrid logics, to provide sound and complete axiomatizations for many products of
arbitrary dimensions.

The paper is organized as follows. In section [B.2], we introduce the definition of
a product of graphs and present four properties related to this definition: left and
right commutativity and the Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties.
We also introduce a new property called intransitivity. In section [B.3] we present
the concept of graph decomposition and use it to prove that the five properties
presented in the previous section form a necessary and sufficient condition for a
countable and connected graph to be a product. Section [B.4]shows that the property
of intransitivity is not definable in a basic modal language and that no necessary
and sufficient condition for a graph to be a product can be definable in a basic modal
language. In section [B.5 we extend the modal language of the previous section to a
hybrid language and show that intransitivity can be expressed by a hybrid formula.
In section [B.6] we determine the computational complexity of testing, through a
modal checking algorithm, whether a finite connected graph is a product. In section
[B.7, we present the notion of a product of modal logic and, using a hybrid language,
provide sound and complete axiomatic systems to a large class of products of modal

logics. We summarize our results and present potential future works in section [B.8

B.2 Product of Graphs

In this section, we define the product of graphs, following [4] and [3].
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Definition B.1. Given n > 2 directed graphs G; = (V;, E;), 1 < i < n, we define
their product G, notation G = G1 X Gg X ... X Gy, as the graph G = (V} X V3 X
. X Vn,El,Eg, o ,En), where for each 1, 1 < 1 < n, E; is a binary relation on

Vix Vo x...xV, such that
(uy, ..., un)Ei{vy, ..., v,) iff uiBwv; and ug = vy, for k # i.

An important particular case of the above definition concerns the product of
two graphs. In this case, instead of the subscripts 1 and 2, it is common to use the
subscripts h and v. They refer to the geometrical intuition of horizontal and vertical

accessibility relations.

Definition B.2. Given two directed graphs G; = (Vi, E1) and Gy = (Va, Es), we
define their product G, notation G = G1 X Gy, as the graph G = (Vi x Vo, Ej,, E,),

where for all x,u € Vi and y,v € V3
1. (x,y)En{u,v) iff tEyu and y = v and
2. (z,y)E,(u,v) iff yEv and x = u.

An example of a product graph is shown in figure [B.1l

1 (a, 1) (b, 1)
a b
oo (a.2) (b,2)
3 (a3) (b.3)
Gl @ GlL x &

Figure B.1: Product of Graphs

In this work, we would like to identify a necessary and sufficient condition for a
graph to be a product of non-trivial graphs. A graph is said to be trivial if it has
only one vertex and no edges. Every graph can be described as a product of itself
with a trivial graph.

In [4] and [5], three properties that are satisfied in graphs that are products are
presented. These properties, together with the reverse Church-Rosser property, are
necessary for a graph to be a product (figure B.2). Let G = (V,Ey,...,E,) and

1 <1,j <mn,i+# j. These properties are defined as follows:
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1. Left Commutativity: Va,y,z € V(zE;y AyE;z — Ju € V(v E;u AuE;2))
2. Right Commutativity: Vz,y,z € V(2 E;y AyEjz — Ju € V(zEju Auk;z))
3. Church-Rosser Property: Va,y,2 € V(zEjy AwE;z — Ju € V(yEu A 2E;u))

4. Reverse Church-Rosser Property: Vx,y, 2z € V(ija:/\inx — Ju € V(uEyA

y Iz uI B z Ya Iu zI X
XI" 'u x' Iy XI 'z u' N Iy

Figure B.2: Left and Right Commutativity and Church-Rosser and Reverse Church-

Rosser Properties

However, although these properties are necessary for a graph to be a product,
they are not sufficient: there are graphs that satisfy left and right commutativity and
the Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties, but cannot be decomposed

as a product of non-trivial graphs, as shows an example from [4] in figure [B.3

h

(X >0

\Y \'
Figure B.3: Counterexample to the sufficiency of the basic properties

In order to obtain a necessary and sufficient condition we need to add a fifth

property to the four stated before. We call it intransitivity.

Definition B.3. Let G = (V,E,,...,E,) and 1 < i,j < n, i # j. We say that
G satisfies intransitivity if and only if every triple (u,v,w) of vertices of G that

satisfies the conditions
1. u# vy
2. v # w;

3. there is an undirected path through edges of Ej from u to v and
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4. there is an undirected path through edges of E; from v to w
also satisfies the following three conditions:

5. u# w;

Let 2U;y and zUjy denote that there is an undirected path through edges of E;
(Ej, respectively) from z to y. Intransitivity is illustrated in figure [B.4

o IX

X

Figure B.4: Intransitivity

Definition [B.3] lists the three conditions (items 5, 6 and 7) that we need for
intransitivity. However, it turns out that they can be simplified, as, under the
hypotheses in definition (items 1 through 4), the first condition (item 5) implies
the other two (items 6 and 7). Suppose that all triples (u,v,w) that satisfy the
hypotheses in definition [B.3] also satisfy the first condition (u # w). Now, suppose
that there is one such triple (a, b, ¢) such that (a, c) € E; (does not satisfy the second
condition). Then, aU;b, bU;c and aF,c. This implies that bU;a. But then, (a, b, a) is
a triple that satisfies the hypotheses in definition [B.3] but does not satisfy the first
condition (u # w), which is a contradiction to our initial assumption. An analogous
argument can be made for the third condition as well.

Thus, when we need to test whether a graph satisfies intransitivity, we just need
to verify the first condition in definition[B.3l On the other hand, when we know that
a graph satisfies intransitivity, we may use any one of the three conditions according
to our needs.

Following the above simplification, intransitivity can be described in the following
way:

Vo,y,z e V(@Ujy NyUiz Ne #y Ny # z) — (¢ # z))H

31t is important to notice that intransitivity cannot be expressed by a first order formula, since
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B.3 Graph Decomposition

The problem of graph decomposition consists of, given a graph, to determine
whether this graph can be decomposed in a product of non-trivial graphs. In this

work, we consider a restricted version of this problem.

Problem B.4. Given a countablﬂ, directed and weakly connectecH (called just con-
nected from now on) graph G = (V,Ey, ..., E,), where E; # 0 for all 1 < i < n,
determine whether G is isomorphic to a product G' = G1 X Gy X ... x G, where G;

is non-trivial for all 1 <i <mn.

In the general problem, the graph would not have to be necessarily countable or

connected.

Hypothesis B.5. From now on, all the graphs G are considered to be directed,
countable and connected and to be given in the form G = (V,Ey,..., E,).

Remark B.6. We denote by V(G) the set of vertices of a graph G.

In this section, we want to prove that a countable and connected graph G is a
product if and only if it satisfies left and right commutativity, the Church-Rosser
and reverse Church-Rosser properties and intransitivity. We start with the simpler

direction.

Theorem B.7. If G is a product, then G satisfies left and right commutativity, the

Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties and intransitivity.

Proof. We start with left commutativity. Let us take three vertices u, v and w of
G such that uﬁjv and vE;w. As G is a product G; x ... X Gy, u = (ug,. .., uy),
v = (v1,...,v,) and w = (wy,...,w,). Then, as uF;v, uxy = vy, for all k # j,
and u;Ejv; and, as vE;w, v, = wy, for all k # i, and v;Fw;. In particular, this
means that, for £ # ¢ and k # j, upy = v, = wg. Now, take the vertex x such

that zy = uy, for k # i and k # j, ; = w; and x; = u; (this vertex exists, since

the definitions of U; and U; depend on transitive closures. Nevertheless, this property is still

elementary, as it can be defined by a set of first order formulas.
4A graph is countable if its set of vertices is countable.
5A graph G is weakly connected if, for any pair of vertices v and v of G, there is an undirected

path from u to v in G.
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V(G) =V(Gy)X...xV(G,)). Then, as uy = vy, for k # j, x; = w; and v; E;w;, then
w; E;x;. This, together with wj, = xy, for k # i, implies that uF,;z. Now, as uj = T,
v = wg, for k # 4, and u;Ejv;, then x;E;w;. This, together with =), = wy, for
k # j, implies that :ijw. Right commutativity and the Church-Rosser and reverse
Church-Rosser properties follow by analogous arguments.

Now, suppose that G does not satisfy intransitivity. Then, we have vertices x,
y and z, such that z # y, y # z, there is an undirected E;-path from z to y and
an undirected E;-path from y to z and x = 2. As G is a product, = (21,...,7,),
Y= (Y1,...,yn) and 2 = (21,..., 2,). Then, as there is an undirected E;-path from
r to y, then x;, = y, for k # j (*). Also, as there is an undirected E;-path from
y to z, yp = 2, for k # i. As v = z, then z;, = 2, for all k£, which means that
Ty = Yy, for k # i (**). (*) and (**) imply that the three vertices are the same,
contradicting the fact that x # y and y # z. O

Notice that, in this direction of the proof, we make no use of hypothesis [B.5l
This means that theorem holds for any graph GG. Now, we proceed to prove the

other direction.

Proposition B.8. If a graph satisfies left and right commutativity and the Church-
Rosser and reverse Church-Rosser properties, it also satisfies the following proper-

ties:

1. Extended Left Commutativity: Vx,y,z € V(eUly A yUFz — Ju € V(aUlu
AuUlz));

2. Extended Right Commutativity: Va,y,z € V(xUFy A yU;z — Ju € V(xU]l-u
AUFz)).

where uUFv and uUJZ.v denote that there is an undirected path through edges of F;
(E;, respectively) of length k (1) from u to v.

Proof. These properties follow by a straightforward induction on the length of the
paths, using one of the four hypotheses for each of the four possible cases of edge
incidences in the “corner” vertices: horizontal and vertical inward (reverse Church-
Rosser), horizontal inward and vertical outward (right commutativity), horizontal
outward and vertical inward (left commutativity) and horizontal and vertical out-

ward (Church-Rosser). O
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Definition B.9. Let G = (V,Ey,...,E,) and let G, = (V,Ey), 1 < k < n, be
subgraphs of G. The k-components are the maximal connected subgraphs of Gy,

{G}, G2, ...} Notice that the set of k-components is countable, since G is countable.

Just as we presented the components of dimension one of the graph in the above
definition, we also need to define the components of co-dimension one. Notice that

in the particular case of bidimensional products, these definitions are equivalent.

Definition B.10. Let G = (V,Ey,...,Ey) and let Gy = (V,Ey, ..., Ep_1, Epsn,
. E,), 1 <k <n, be subgraphs of G. The E—Components are the maximal con-
nected subgraphs of ék, {éi,éz, ...} Notice that the set of E-components s also

countable, since G is countable.
Definition B.11. We denote by E% the set of edges E1U.. .UE,_jUE, 1 U...UE,.

A basic aspect about k-components and E—components that needs to be noticed
is that if you are on a vertex u in some k-component and you go through a path
of edges in F}, you remain in the same k-component and if you are on a vertex u
in some E—Component and you go through a path of edges in EEa you remain in the

same k-component.

Proposition B.12. Two distinct k-components (or two distinct %-components) have

no vertices in common.

Proof. We show the proof for E—components. The proof for k-components is entirely
analogous. Suppose that there are a vertex u and a pair of distinct %—components
éﬁg and CNJ?C such that u € éz and u € éi Then, as the k-components are maximal
connected with respect to all the edges F; such that [ # k, every vertex « # u € é;
has an undirected path from it to u through edges of Ef,;. Similarly, every vertex
yF£u€E éi has an undirected path from it to u through edges of Eg. But this means
that there is an undirected path from z to y through edges of EE7 which implies that
x and y are in the same %—component, contradicting the hypothesis that éz and éfc

are distinct. O

Remark B.13. From now on, every time that we need to consider a pair of k-
components Gt and Gi or a pair of E—components CNJ}C and CNJ{C, the two components

i the pair do not need to be distinct, unless explicitly mentioned.
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Definition B.14. For 1 < kI < n, k # [, we say that a k-component Gi is a
[-neighbor to the k-component Gi if there is an edge (u,w) € E; such that u € G,

and w € Gi. Notice that it is possible for a k-component to be a l-neighbor to itself.

Definition B.15. For 1 <k, l <n, k #1, let f,g be the (possibly partial and multi-
valued) map that associates to each verter u € G the set of vertices w such that

(u,w) € B; and w € Gi. We say that flg is the l-induced map from G to Gi.

Proposition B.16. Let G be a graph that satisfies left and right commutativity, the
Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties and intransitivity and G be a

[-neighbor to G{C. Then, the l-induced map f,g from Gi to ch s an isomorphism.

Proof. 1. f,g 1s a function: Suppose that there are vertices u, v and w, such
that v # w, u € G, v,w € G and i (u) = {v,w} ((u,v), (u,w) € E;). If
u # v, then we have an undirected E;-path from u to v, an undirected Ej-path
from v to w (since they are in the same k-component) and an edge from u
to w, contradicting intransitivity. If w = v, then we have an undirected E;-
path from v to w and an undirected Ej-path from w to v, also contradicting

intransitivity.
2. f,g is injective: Analogous to the previous item.

3. Im(f) = V(GY) (f is surjective): Let v in G7. We need to find a vertex u in
G such that (u,v) € E;. As Gi is a I-neighbor to G, there are vertices z in
Gt and y in Gi such that (z,y) € E;. We may assume that y # v, otherwise
the proof is over. Now, v and y are in Gi, so yUiv. Then, by extended right
commutativity, there is u such that zUyu (which means that u € G%) and

'LLE[’U.

4. Dom(f) = V(GL) (fi is total): Analogous to the previous item, using ex-

tended left commutativity instead.

5. uEyw if and only if fil(u)Eyfi(w): First of all, wE, f1(u) and wE; f(w). If
uBw, we can use left commutativity to conclude that fi(u)Ey f(w). On
the other hand, if £} (u)Exfy1(w), we can use right commutativity to conclude

that uEw.
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Definition B.17. If G% is a l-neighbor to Gi and the l-induced map f,fj is an

isomorphism between Gi, and G9,, we call f; a l-primitive isomorphism.

Now, in a case such as the one in the above proposition, where all of the induced
maps between neighbor k-components are isomorphisms, we can easily extend the
isomorphisms beyond immediate neighbor k-components.

Let L = [ly,...,l,] denote a finite list. In order to define the composition of
isomorphisms between k components, we extend the notation and write the maps
as fi7 . This notation can easily be used to denote the original I-induced maps and

[-primitive isomorphisms, since in this case we just have to take L = [I].

Remark B.18. If all the elements in the set {f; ", frr,” .-, fur, ")} are iso-
morphisms, then

ij _ pj—Llj i+1,i4-2 ii+1

kL — k‘Lj,i 0---0 kLo © kL, >

where L = Lyo Lyo---0L;_;, is also an isomorphism.

Remark B.19. If [ is an isomorphism, then its inverse is also an isomorphism

and is denoted by f,‘gj:,, where L' is the list symmetric to L.

Definition B.20. If f is a primitive isomorphism or is obtained from primitive
isomorphisms using composition and inverse, we call f,7; an orthogonal isomorphism

or O-isomorphism.

Lemma B.21. Let GG be a graph that satisfies left and right Commutativity, the
Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties and intransitivity. Then, for
all pairs Gi, and Gi of k-components, there is an O-isomorphism f,z,]L between them.
This means that all k-components are isomorphic between themselves and that the
set of undirected paths through Eg—edges between G, and Gi induce an isomorphism

between the two k-components.

Proof. First, as G is connected, for every k-component G} there must be a k-
component Gi such that either Gi is a neighbor to Gi or Gi is a neighbor to
G%. Then, as G is countable (in particular, as the number of k-components in G is
countable), for any pair of k-components, we can build an O-isomorphism between
them from the primitive isomorphisms given by proposition using a finite num-

ber of inverse and composition operations on them, as described in remarks [B.19

and [B.18] O
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Definition B.22. Let G be a graph. If G satisfies intransitivity and, for all pairs
G4 and Gi of k-components, there is an O-isomorphism f,?L between them, we say

that G is well-behaved.

Lemma B.23. Every E—component contains as a subgraph at least one complete

[-component, for all |l # k.

Proof. Let é;’“ be a E—Component and u be an arbitrary vertex in é;’“ It belongs to
some [-component Gf. But all the vertices reachable from u through an undirected
path of E;-edges, which are the vertices in the same [-component as u, are also in é;f“,

if [ # k. Hence, é;’“ contains as a subgraph at least one complete [-component. [

Lemma B.24. Let G be a well-behaved graph, Gi. be a k-component and éi be a
k-component. Then, V(GL) N V(é‘;) is a singleton set.

Proof. First, we show that V(G%) N V(GL) # 0. Let u be a vertex in V(G1). It
belongs to some k-component G%. Using the O-isomorphism between G% and G,
there is a vertex w in V(GY) such that there is an undirected path through E;-edges
from u to w in G. But this means that v and w belong to the same E—component.
Thus, w belongs to V(GL) N V(GY).

Now, if there were more then one vertex in the intersection V(Gi) N V(GY), then
there are at least two vertices  and y in G such that there are undirected paths
through E;-edges from u to z and from u to y in G (as u,z,y € CNJ{C) But this con-
tradicts the fact that undirected paths through Eg—edges induce an O-isomorphism

between k-components. O

Corollary B.25. Let G be a well-behaved graph, H be a subgraph of G that contains
as a subgraph at least one complete k-component and 6’2 be a %—component. Then,

V(H) N V(GL) # 0.

Proof. Let GY be a k-component such that H contains G%. From lemma B2
V(GL) N V(GL) is a singleton set. Then, as V(GL) C V(H), we have that V(H) N
V(GL) # 0. O

Corollary B.26. Let G be a well-behaved graph, S = {é;’“ 1 <k <n} beaset
that contains one k-component for each 1 < k < n. Then, \{V(H): H € S} # 0.
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Proof. Let V; = ({V(G) : 1 < k < j+1}. We start with V; = V(G2)NV(G). G&
is a maximal connected subgraph of G and, by lemma [B.23] contains as subgraph at
least one complete [-component, for every [ # 1. In particular, it contains at least
one complete 2-component. Then, by corollary [B.25] V; # ().

Now, for 1<k <n,V,=V,_1 N V(C?Z“jll) Let u be an arbitrary vertex in Vj_;.
It belongs to some (k 4 1)-component G}, ;. But all the vertices reachable from u
through an undirected path of E 1-edges, which are the vertices in the same (k+1)-
component as u, are also in the same Zcomponent that w is, if [ # k 4+ 1. Then,
the complete (k + 1)-component that u belongs to is in every é;j, for 1 < j <k,
which means that the subgraph of G generated by the vertices in Vj_; contains

as a subgraph at least one complete (k + 1)-component. Then, by corollary [B.25,
Vi # 0. O

Lemma B.27. Let G be a graph. If G satisfies intransitivity and, for all pairs G
and Gi of k-components, there is an O-isomorphism f,sz between them, then G is

(isomorphic to) a product.

Proof. For 1 < k < n, let Gy = (Vi, Ex) be an arbitrary k-component with Vj, =
{v}, k2, ...} (E} is the restriction of the set E} of G to V;). Lemma implies
that each %—component contains exactly one of the vertices in V. Besides that, by
proposition [B.12], a vertex in V} cannot be in more than one E—Component. Thus,
without loss of generality, we can enumerate the vertices in Vj, such that v} € éi:
Let P=1[G; = ([[ Vi, B, ..., EF). We want to prove that there is an isomor-
phism between GG and P. Let us consider the map £ that associates to each vertex

u € V(G) the vertex (uy, ..., u,) € V(P) where u;, = v}* if and only if u € G'*.

1. £ is a well-defined total function: Clearly £ is total, since every vertex u
of G belongs to some E—component é;j, for each 1 < k < n. Besides that,
the map £ associates to each vertex u of GG, a unique vertex (uq,...,u,) of
P. Otherwise, there would be, for at least one vertex u and at least one k,
1 < k < n, a pair of distinct E—components éﬁﬂ and éfc such that u € 62 and

u € CNJ{C But this contradicts proposition [B.12

2. If uEyw in G, then L(u)Ef L(w) in P: If uE,w, then, for all | # k, u € CNJ;Z
if and only if w € é;l This means that if L(u) = (uq,...,u,) and L(w) =
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(w1, ..., wy,), then u; = wy, for all [ # k. Now, we have that the vertex v of
G belongs to CN}’z, so if u, = vi and wy = v}, this means that u, vi € éi and
w, vl € éé Hence, there is an undirected path through Ei-edges in G from
u to vi and another undirected path through Ez—edges in G from w to v..
Let G% be the k-component that contains u and w. Using the O-isomorphism
between Gi and G%, as uEjw in Gi, then u, = v) Exvl = wy in Gj. This,

together with u, = wy, for all [ # k, implies that £(u)EFL(w).

. If L(u)EFw' in P, then there is a unique vertex w in G such that w' =
L(w) and uEBjw: Let L(u) = (uy,...,u,) and w' = (wy,...,w,). Then, as
L(u)ELw' in P, we have that u; = wy, for all [ # k and uyEywy. If up = v}
and wy, = v}, then, vi Eyvl in G%. Besides that, this means that u and v}, are
in the same %—component é}g, which implies that there is an undirected path
through Ez—edges in G from u to vi. Let G be the k-component that contains
u. The O-isomorphism between G} and G relates u to v, so, as viEv] in
¥ then there is a vertex € G such that uE,z and the O-isomorphism
between G% and G relates = to v}, which is equivalent to saying that there
is an undirected path through E%—edges in G from x to vi. Now, the vertex
x satisfies the properties of the vertex that we were looking for. First, uEx.
Second, this implies that u € CNQ'? if and only if w € é;l, for all [ # k. Thus,
if L(x) = (x1,...,2,), then w; = xy, for all | # k. Third, as = € éi, then
x;, = vl. Hence, L(z) = w'.
Now, suppose that there is another vertex y # x that also satisfies these
properties, i.e., uEy and L(y) = L(x). But if uEy, then u,  and y belong
to to the same k-component G%. However, by lemma [B.24] as there is only
one vertex in the intersection of the set of vertices of a k-component and the

set of vertices of a E—component, x and y are in distinct E—Components, SO

L(y) # L(x).

. If W' EPL(w) in P, then there is a unique vertex u in G such that ' = L(u)

and uE,w: Analogous to the previous item.

. L is surjective: Suppose that there is no w in G such that L(u) = (z1,..., x,).

Let ), = vj*. This is equivalent to saying that the intersection ﬂ{V(éZ’“) :
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1 < k < n} is empty, contradicting corollary [B.26.

6. L is injective: By item [B as £ is surjective, every vertex in P is of the form
L(x) for some vertex z in G. For all 1 < k < n, a vertex L£(x) has at least
one k-neighbor L(y) in P (L(x)EL L(y) or L(y)EF L(x)). In order to see this,
suppose that there is a vertex £(x) and a given k such that £(x) does not have
any k-neighbors. Then, this vertex alone forms a k-component. However, as
all k-components are isomorphic between themselves, then all k-components
are isolated vertices, which means that there are no E}-edges in P. Using
item 2 this also means that there are no Fj-edges in G. This contradicts the
definition of problem [B.4l Now, suppose that there are two distinct vertices
uw and w in G such that L(u) = L(w). Let L(x) be a k-neighbor of L(u) and
L(y) be a [-neighbor of L£(u). Then, using items [l and @l we have that z is
a k-neighbor to both v and w and that y is a [-neighbor to both v and w.
But this means that there are both undirected paths through Fi-edges and

through Ej-edges from u to w, which contradicts intransitivity.

]

Theorem B.28. If GG satisfies left and right commutativity, the Church-Rosser and

reverse Church-Rosser properties and intransitivity, then G is a product.
Proof. Straightforward from lemmas [B.21] and [B.27 O

Theorem B.29. Let G be a graph. G is a product if and only if G satisfies left and

right commutativity, the Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties and

ntransitivity.
Proof. Straightforward from theorems and [B.28. O

B.4 Modal Definability

In this section, we show that the property of intransitivity is not definable in a
basic modal language. In fact, we also show that no condition that is necessary and
sufficient for a graph to be a product can be definable in a basic modal language.

Even tough we restricted ourselves to countable and connected graphs in the previous
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section, this restriction is not necessary for the undefinability results presented in

this section.

B.4.1 A Basic Modal Language

In this section, we define a modal language with a family of modal operators:

Oi, 07" and @, for 1 < i < n.

Definition B.30. Let us consider a modal language consisting of a set ® of count-
ably many proposition symbols, the boolean connectives — and N\ and the modal op-

erators O, 07 and #;, for 1 <i < n. The formulas are defined as follows:

eu=p|T|=p|le1 A | i | 07 0| i,
where p € P.

We freely use the standard boolean abbreviations V, —, «<» and L and also the
abbreviation Iﬁigo = ﬁ&w, where 51 € {0:,0;", ;) and [J; is the correspondent
.

We now define the structures in which we evaluate our formulas: frames and

models.

Definition B.31. A frame is a tuple F = (V,{R;}1<i<n), where V is a set (finite
or not) of vertices and R;, 1 <i < n, are binary relations over V, i.e., R; CV x V.
We also define the auziliary relations U;, 1 < i <n, as the transitive closures of the

relations R; U R; .

As we can see, a frame is a graph with the distinct sets of edges R;, 1 <1 < n.
Also, a graph with an appropriate number of distinct sets of edges (one for each
modality ¢; of the logic) can be used as a frame for the logic. So, in the rest of this

work, the terms graph and frame are considered equivalent.

Definition B.32. A model is a pair M = (F, V), where F is a frame and V is
a valuation function mapping proposition symbols into subsets of V', i.e., V : & —

PV).

The notion of satisfaction is defined as follows:
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Definition B.33. Let M = (F,V) be a model. The notion of satisfaction of a
formula ¢ in a model M at a vertex v, notation M,v IF ¢, can be inductively

defined as follows:
1. MvlFpiffveV(p);
2. M,vl-T always;
3. M,vlk = iff M,vlf ¢;
4. MyvlkE 1 Ay iff Myu k1 and M, v - @
5. M,vlk O iff there is a w € V' such that vR;w and M, w |- ¢;
6. M,v - O o iff there is a w € V such that wR;v and M, w I+ ¢;
7. M,v - & iff there is a w € V' such that vU;w and M,w IF ¢.

If M,v IF ¢ for every vertex v in a model M, we say that ¢ is globally satisfied
in M, notation M IF ¢. And if ¢ is globally satisfied in all models M of a frame
F, we say that ¢ is walid in F, notation F I . We also write G I ¢ to denote
that the formula ¢ is valid in G when G is used as a frame for the logic. Finally, if
@ is valid in every frame F, we say that ¢ is valid, notation I~ ¢.

When we say that a formula ¢ defines or describes some graph property, this
means that a graph G has the desired property if and only if G I ¢.

As shown in [4] and [5], a graph satisfies left commutativity, right commutativity
and the Church-Rosser property if the following formulas are valid in it for all pairs

1<i,j<n,i#j:
1. com;; = Q;0ip > 0;0,p (left and right commutativity);
2. chri; = O;0;p — 0;0;p (Church-Rosser property).

Then, a graph satisfies the reverse Church-Rosser property if the following formula,

analogous to chr;j, is valid in it for all pairs 1 < 1,5 <n, i # j:

3. rchryj = O;1D;1g0 — D;lojlgp.
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B.4.2 A Limitative Result

The limits to the expressive power of basic modal languages are fairly well known.
There are a series of standard results that state that frames that are “similar” in
a number of ways must agree on the validity of formulas. We can then use these
results to prove that a certain property cannot be expressed by any modal formula.
To do this, we take two frames that are “similar” and show that in one the desired
property holds, while in the other it does not. We present one of these “similarity”
results (more details about it and other related results may be found in [10]), and

then we prove two results for graph products using it.

Definition B.34. Let M = (VV, {Ri}lgign,V) and M/ = (W’,{R;}lgign,V’) be
two models. A function f: W — W’ is a bounded morphism from M to M’ if it

satisfies the following conditions:
1. w and f(w) satisfy the same proposition symbols;
2. f is a homomorphism with respect to R; (if wRv, then f(w)R; f(v));
3. if f(w)Rjv', then there is a v such that wRv and f(v) = v/;
4. if W R f(v), then there is a w such that wRv and f(w) = w'.

A similar definition can be given for a bounded morphism of frames, just removing
the part of the above definition that deals with valuations (item (i)). If there is a
bounded morphism from a model (frame) M (F) to a model (frame) M’ (F'), we
use the notation M — M’ (F — F'). If there is a surjective bounded morphism,
then we say that M’ (F') is a bounded morphic image of M (F) and use the
notation M = M' (F = F').

The last item of the previous definition is usually not necessary. However, as the
modalities O Land ¢; deal with the inverses of the relations R;, we have to enforce
it to get the preservation result that we want. It may seem like conditions such as “if
wU,v, then f(w)U! f(v)”, which is analogous to condition (ii), and others analogous
to conditions (iii) and (iv) should also be added. However, this is not necessary, as
the definition of U,, with its use of transitive closure, and conditions (ii), (iii) and

(iv) already imply such conditions.
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Below is a basic theorem about modal definability that is going to be used to
prove our results. Its proof for a language that contains only one modality can be
found at [10]. It is not difficult to extend that proof to a language that contains a

family of modalities, each with its accessibility relation.

Theorem B.35. Let M and M’ be two models such that M — M’. Then, M, w IF
¢ if and only if M, f(w) IF ¢.

Corollary B.36. Let F and F' be two frames such that F = F'. If F I+ ¢, then
F'IF ¢.

Theorem B.37. Neither intransitivity nor its negation are modally definable.

Proof. In figure B.A let f = {(1,a),(2,0),(3,a),(4,b)} and g = {(a, A), (b, A)}. It
is straightforward to prove that f and g are surjective bounded morphisms. It is
also not difficult to see that the first and third graphs respect intransitivity, while
the second does not. By corollary [B.30] since neither intransitivity nor its negation

are preserved under bounded morphic images, they are not modally definable. [

Figure B.5: Graph III is a bounded morphic image of graph II, which is a bounded
morphic image of graph I (each undirected edge represents a pair of symmetric

edges)

Theorem B.38. No necessary and sufficient condition for a graph to be a product

or for a graph not to be a product can be modally definable.

Proof. We take again the same bounded morphisms between the graphs in figure
B.Al It is not difficult to see that the first and third graphs are products while the
second is not. By corollary [B.36], since neither the property of being a product nor
the property of not being a product are preserved under bounded morphic images,

they are not modally definable. ]
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This is not the only possible proof of theorem [B.38 However, as the counter-
example used in theorem [B.37 could also be used in theorem [B.38 without any
change, it was our choice to prove both theorems through the use of bounded morphic

images.

B.5 A Hybrid Extension

As was shown in the previous section, a basic modal language does not have
enough expressive power to describe the properties that we want. In order to achieve
our goal, we need a language that is more expressive. In this section we describe a

simple hybrid language and then use it to define intransitivity.

B.5.1 Language

A good way to improve the expressive power of a modal logic is to consider
hybrid extensions of it. The fundamental resource that allows a logic to be called
“hybrid” is a set of nominals. Nominals are a new kind of atomic symbol and they
behave similarly to proposition symbols. The key difference between a nominal and
a proposition symbol is related to their valuation in a model. While the set V(p)
for a proposition symbol p can be any element of P(V'), the set V(a) for a nominal
a has to be a singleton set. This way, each nominal is true at exactly one state of
the model, and thus, can be used to refer to this unique state. This is why these
logics are called “hybrid”: they are still modal logics, but they have the capacity to
refer to specific states of the model, like in first-order logic.

The expressive power and computational complexity of a hybrid extension of
a given modal logic usually lie between the ones of the original modal logic and
the ones of first-order logic. This, however, depends on which operators, besides
the nominals, are added to build the hybrid language. With the addition of state-
variables and quantifiers, it is possible to achieve full first-order expressivity and
complexity (undecidability). For a general introduction to hybrid logics, [14] and
[15] can be consulted.

Here, we consider a simple hybrid extension of the modal logic presented in the

previous section. We add nominals and the so-called satisfaction operators to the
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language.

Definition B.39. Let us consider a hybrid language consisting of a set ® of count-
ably many proposition symbols and a set Q0 of countably many nominals such that
®NQ =0, the boolean connectives = and A, the modal operators O;, 071 and 4,
1 <1 < n and the satisfaction operators Q,, for each nominal a. The formulas are

defined as follows:

pu=pla|T|=p|oi1Apa| Q| 07| #ip | Qup,
where p € ® and a € Q.

It is common in the literature to use the letters i, j and k for nominals. However,
as we already use these letters for the multiple edges of the graphs and frames, we
choose to denote the nominals by the first letters a,b and c.

The definition of a frame for this language is the same as definition [B.31l but
the definition of a model is slightly different from definition [B.32]

Definition B.40. A hybrid model is a pair M = (F,V), where F is a frame
and 'V is a valuation function mapping proposition symbols into subsets of V, 1i.e.,
V : & — P(V) and mapping nominals into singleton subsets of V', i.e, if a is a
nominal then V(a) = {v} for some v € V. We call this unique state that belongs to
V(a) the denotation of a under V. We can also say that a denotes the single state
belonging to V(a).

The notion of satisfaction is defined as follows:

Definition B.41. The notion of satisfaction is defined adding the following extra
clauses to definition [B.33:

1. Myvlkaiffve Via),

2. M,vlkQup iff M, d, IF @, where d, is the denotation of a under V.

B.5.2 Hybrid Definability

Using this hybrid language, we can now express intransitivity.
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Theorem B.42. A graph G respects intransitivity if and only iof G I int;; for all

pairs 1 <i,5 < n, i # j, where int;; is the formula
int;; = (@ N—bN4j(bA-cA 4c)) — e

Proof. (<) Suppose that G I int;; for all pairs 1 <4, j <mn, i # j, but G does not
respect intransitivity. Then, there are at least three vertices x,y, 2z, © # y and y # z,
in G such that xU;y, yU;z and x = z. We evaluate int;; in a model with a valuation
V such that V(a) = {z}, V(b) = {y} and V(¢) = {z}. Then, it is straightforward
to see that (G, V), z Iff int;;, which contradicts the fact that int;; is valid in G.
(=) Suppose that G respects intransitivity but G I int;; for some pair 1 <, j <
n, ¢ # j. Then, there is a valuation V and a vertex u such that (G, V), u I int;.
Let V(a) = {z}, V(b) = {y} and V(¢) = {z}. Then, we must have that u = =z,
r #y,y # z, 2Ujy, yU;z and (G, V),u IF ¢, which means that v = z = 2. This
contradicts the fact that G respects intransitivity. [

It should be noticed that we do not need to use the satisfaction operators to
describe intransitivity. However, we have the satisfaction operators in the language
because they are very useful in completeness proofs of axiomatizations of hybrid

logics, as is shown in section [B.7

B.6 Verification of the Product Property

In this section, we analyze the computational complexity to verify whether a

finite connected graph is a product. This issue involves two basic decision problems.

Definition B.43. The model-checking problem consists of, given a formula ¢ and
a finite model M = (W, R, V), determining the set Syp(¢p) ={v € W : M,v Ik ¢}.

Definition B.44. The frame-checking problem consists of, given a formula ¢ and

a finite frame F, determining whether F IF ¢.

Definition B.45. We define the length of a formula ¢, denoted by ||, inductively
in the following way: |p| = |a| = |T| =1, |=¢| = [0:¢| = [0;'¢| = [#:¢] = |Qu0| =
L+ (9] and [¢p1 A ¢2| = 1+ |p1] + |2].
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Definition B.46. Let M = (W, R, V) be a model. Let |W| be the number of vertices
in W and |R| the number of pairs in R. We define the size of the model (or the
frame, or the graph) as |[W|+ |R)|.

Theorem B.47 ([17]). The model-checking problem for the logic presented in defi-
nition[B.39 is PTIME (linear) in the product of the size of the model and the length
of the formula.

We can provide a simple upper bound for the complexity of the frame-checking
problem based on the complexity of the correspondent model-checking problem.
We have that F IF ¢ if and only if Sy (—¢) = 0 for every model M of F. So, an
algorithmic way to check whether F IF ¢ is to apply the model-checking algorithm
to all the pairs (—¢, M), where M is a model of F.

Thus, let F'C be the complexity of the frame-checking problem and MC' be the

complexity of the model-checking problem. Then,
FC = O2Pxm s mla s M), (B.1)

where [p| is the number of distinct proposition symbols that occur in the given
formula ¢, |a| is the number of distinct nominals that occur in ¢ and m is the number
of vertices in F. The distinction between proposition symbols and nominals in the
above equation comes from the special restriction on the valuation of nominals. We
need to apply the model-checking algorithm to every model M of the given frame
JF. Every proposition symbol p that appears in ¢ may receive 2" possible valuations

V(p), while every nominal a may only receive m possible valuations V(a).

Theorem B.48. The frame-checking problem for the logic presented in definition
is PTIME (linear) in the length of the formula and EXPTIME in the size of
the frame, in the number of distinct proposition symbols that occur in the formula

and in the number of distinct nominals that occur in the formula.
Proof. This result follows directly from the discussion above. O

It should be noticed that this calculation of the complexity of the frame-checking
problem is just a general upper-bound and it can be reduced in some concrete

situations.
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From equation (B.I]), we can see that, from the point of view of computational
complexity, it is interesting to try to express the properties with formulas that use
only nominals and no proposition symbols, since the presence of proposition symbols

makes the verification of the property be exponential on the size of the frame.

Definition B.49. A pure formula s a formula with no occurrences of proposition

symbols.

So, pure formulas are interesting from the point of view of the complexity of the
frame-checking problem. Besides that, as is shown in section [B.7, pure formulas also
have advantages when used as axioms in an axiomatic system.

The formula in theorem [B.42] that describes intransitivity, is already pure. Now,
we need to find pure formulas that describe left and right commutativity and the

Church-Rosser and reverse Church-Rosser properties.

Theorem B.50. A graph G respects left and right commutativity if and only if

*

1; 1s the formula

G I com;; for all pairs 1 < i,j <n, i # j, where com
com;‘j = <>j<>z‘& — <>i<>ja-

Proof. (<) Suppose that G I com;; for all pairs 1 <4,j <n, i # j, but G does not
respect at least one of left and right commutativity. We suppose that it does not
respect left commutativity, as the symmetric case is entirely analogous. Then, there
are at least a pair ¢ and j and at least three vertices x,y, z in G such that zR;y,
yR;z but there is no u such that xR;u and uR;z. We evaluate com;; in a model
with a valuation V such that V(a) = {z}. Then, it is straightforward to see that
(G,V),z IF ;0;a but (G,V),z I 0;0;a, which contradicts the fact that com
valid in G.

;kj is

(=) Suppose that G respects left and right commutativity but G I com;; for
some pair 1 < 4,7 < n, ¢ # j. Then, there is a valuation V and a vertex u such
that (G, V),u If comj;. So, either the left side of comj; is satisfied at u but the
right side is not or the other way around. We suppose that it is the first case, as
the symmetric case is entirely analogous. Let V(a) = {x}. Then, there is a vertex

y such that uR;y and yR;x, but there is no vertex z such that uR;z and zR;x. This

contradicts the fact that G respects left commutativity. O]
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We can see that for left and right commutativity, the task of finding a pure
formula that describes these properties was fairly easy, as we just have to substitute
de propositional symbol p in the original formula com;; by the nominal a. For the
Church-Rosser property, this task is more difficult. The simple substitution of p by
a in the original formula chr;; does not work. However, it is possible to describe
the Church-Rosser property with a pure formula. In [39], a pure formula for the
Church-Rosser property is presented: chr; = Oja — U;0;0; Ya. Tt is also shown
in [39] that it is not possible to describe the Church-Rosser property with a pure

formula without the use of a converse modality ¢; 1

Theorem B.51. A graph G respects the Church-Rosser property if and only if G I+

chry; for all pairs 1 <i,5 < n, i # j, where chrj; is the formula
ChT’;kj = <>ja — DinQi_la.

Proof. (<=) Suppose that G I chrj; for all pairs 1 <i,j <n, i # j, but G does not
respect the Church-Rosser property. Then, there are at least a pair ¢ and 7 and at
least three vertices x, y, z in G such that Ry, v ?;z but there is no u such that yR,u
and zR;u. We evaluate com; in a model with a valuation V such that V(a) = {2}.
Then, it is straightforward to see that (G, V), z IF {;a. Besides that, as there is no
u such that such that yR;u and zR;u, we have that (G, V), z IF ¢;(0,00; '=a, which
is equivalent to (G, V), z I 0;0,;0; Ya. This contradicts the fact that chry; is valid
in G.

(=) Suppose that G respects the Church-Rosser property but G' If* chr; for some
pair 1 < 4,57 < n, i # j. Then, there is a valuation V and a vertex u such that
(G, V),ulf chry;. So, the left side of chr}; is satisfied at u but the right side is not.
Let V(a) = {z}. Then, uR;z. Besides that, there is a vertex y such that uR;y and
for all vertices z such that yR;z it is not the case that xRR;z. This contradicts the

fact that G respects the Church-Rosser property. m

Theorem B.52. A graph G respects the reverse Church-Rosser property if and only

if G I=rchry; for all pairs 1 < i,j <n, i # j, where rchry; is the formula
TCh?”;kj = <>j_1a — D;loj_l()ia.
Proof. The proof is analogous to the one from the previous theorem. ]
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We now can determine how complex it is to test whether a finite connected graph

is a product. By theorems[B.29, [B.42] [B.50], [B.51] and [B.52] a finite connected graph
G is a product if and only if G IF pro, where pro is the formula
pro = /\ (comi; A chriy Archri; \inti;)
1<4,j<n,i#j

As the test consists of, given a graph G, frame-check whether G I+ pro, we
can calculate the complexity of this test in the following way. Let FC(¢) be the
complexity to frame-check whether G IF ¢. Then, we want to calculate F'C(pro).

But, as there are O(n?) pairs 1 <i1,7 <n, i # j we have that
FC(p’FO) = O(’I’L2) X FCZ']',

where
FC;; = FC’(comfj) + FC’(ch'r;-‘j) + FC('r’chr;‘j) + FC(int;j).
We should notice first that there are no proposition symbols in pro and that the
length of pro is constant and does not depend on the size of the graph. Besides that,

*
comy;,

chr;} and rchr;; have only one nominal and int;; has three distinct nominals.
However, as the frame-checking of a formula ¢ is done through a series of model-
checkings of the formula —¢, we can decrease the number of nominals involved in

the test using the fact that the valuations of nominals are always singleton sets.

—int;; = 2(—(aA-bA®OAN-cA¥c)Vc)=aAN-bA®(bA-cA®c)Nc
But a formula a A ¢ in hybrid logic means that the valuations of a and ¢ are the
same, so we can use only one of these nominals, substituting all of the occurrences
of the second by the first. Besides that, a formula a A =b means that a and b denote
distinct vertices, so it is redundant to write at another point of the formula b A —a.
Hence,

—w’ntij =aA-bA ’J<b N ‘ZCL)
So, we can perform the test with only two nominals. Then, taking into account

these observations and the formula in equation (B.Il), we have that
FCij = O(m2 X MC),

where, in this case, MC is PTIME (in fact linear) in the size of the graph. This
implies that
FC(pro) = O(n* x m* x MC).
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Theorem B.53. The complexity to check whether a finite connected graph is a
product using the above formula pro is PTIME (cubic) in the size of the graph and
PTIME (quadratic) in the number of distinct sets of edges (number of dimensions).

Proof. This result follows directly from the discussion above. O

B.7 Hybrid Axiomatizations of Products of
Modal Logics

Products of graphs come up naturally as a possible extension of ordinary Kripke
semantics to multi-dimensional modal logics. In this section, we present the concept
of a product of modal logics, where the semantics is built using products of Kripke
frames, and then use hybrid logic to build complete axiomatizations for a large class
of products of modal logics.

Let @ be a countable set of proposition symbols and {2 a countable set of nominals
such that ® N Q = (). For a finite set of modal operators O, we define the set of
hybrid formulas H For(O) through the rule

pu=plal T |piAps|Op|Qup,

where p € &, a € 2 and O € O. We also define the set of basic modal formulas
M For(O) as the subset of HFor(O) that contain only the formulas without nom-
inals and satisfaction operators. When it is not relevant whether we are working
with a hybrid language or with a basic modal language, we write For(Q) for the set
of formulas over the language.

There are two common ways of defining a modal logic: the “syntactical” way
and the “semantical” way. Let F' = For(Q) be the set of all formulas in a given
language (be it a hybrid language or a basic modal language). The syntactical way
consists of taking a set A C F of axioms and a set R of rules and defining a modal
logic L as the smallest set of formulas such that A C L and L is closed under the
rules in R. The semantical way consists of taking a class C of frames and defining

a modal logic L = Log(F,C) as the set
Log(F,C) ={¢p € F: Fl- ¢, for all F € C}.
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We can also define the duals of the sets Log(F,C). Let Frp be the class of frames
in which formulas of F' are evaluated and > C F' be a set of formulas. We define

the class of frames Fr(F,Y) as
Fr(F,3) ={F € Frp: FIF ¢, forall ¢ € ¥}

If L = Log(F,C) is a semantically defined modal logic, we write I-¢ ¢ to denote
that ¢ € L.

Suppose that |[f¢ —¢. This means that there is a frame F € C such that F Iff —¢.
This, on the other hand, means that there is a model M of the frame F and a vertex

v such that M, v IF ¢. So, ¢ is satisfied at a vertex of a model of a frame in C.

Definition B.54. We say that a formula ¢ is C-satisfiable if it is satisfied at a
vertex of a model of a frame in C (equivalently, if ¢ —¢). We say that a set ¥ of
formulas is C-satisfiable if there is a vertex of a model of a frame in C that satisfies

all formulas ¢ € V.

Definition B.55. A modal logic L is called Kripke-complete if L = Log(F,C) for
some class C of frames. In this case, we say that L is characterized (or determined)

by C.

Let MFory = MFor({0}) be the set of formulas over the basic mono-modal
language. As a trivial example of a modal logic that is a subset of M For; and
can be defined in this semantical way, the set K = {¢ € MFor; : I+ ¢} of all
the valid formulas in M Fory is a modal logic, as K = Log(M Fory,C), where C in
this case is the class of all frames. The set M Fory itself is also a modal logic, as
MFory = Log(MFory, ).

The notation K is usual in the modal logic literature for the logic over the basic
mono-modal language determined by the class of all frames. Common notations for
other modal logics that we use in this section are K4, K5, T, B, D, Alt, B4 and S5
for, respectively, the logics over the basic mono-modal language determined by the
classes of transitive frames, euclidean frames, reflexive frames, symmetric frames,
serial frames, functional frames, transitive and symmetric frames and transitive,

symmetric and reflexive frameg.

SMore details on these classes of frames can be found in [4] and [40].
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Let MFor, = MFor({01,...,0.}), HFory = HFor({0}) and HFor, =
HFor({01,...,0x}) be the sets of formulas over the basic multi-modal language,
the hybrid mono-modal language and the hybrid multi-modal language, respec-
tively. If L = Log(MFory,C), then we denote by L(n),L(@Q) and L(n,@) the
sets Log(M For,,C), Log(H Fory,C) and Log(H For,,C), respectively. So, we have
K4(@), S5(n) and so on.

A product of modal logics is a multi-modal logic that is defined semantically in

the following way.

Definition B.56. Let {L; : 1 < i < n} be a finite set of Kripke-complete modal
logics defined over the sets For(Q;), respectively, such that the sets of modalities O;,
1 < i < n, are pairwise disjoint (in the present work, we consider that each L; is
mono-modal, having only one modality ¢;). Let ' = For(U;0;). We consider that
For(0;), 1 <i<n, are either all sets of basic modal formulas or all sets of hybrid

formulas. Then, the product of Ly, ..., L, is the multi-modal logic defined as
Ly x -+ x L, = Log(F,C),

where

C={Fix- - xFn:Fi€Fr(Ly), foralll <i<n}.
Definition B.57. We denote by L™ the product L X --- x L, where L occurs n times.

For example, K x K is the modal logic determined by the class of all product
frames F; X Fo, K4 x S5 is the modal logic determined by all product frames F; x F5
such that F is transitive and F; is transitive, symmetric and reflexive and S5" is
the modal logic determined by all product frames F; x --- x F,, such that each F;,
1 <@ < nis transitive, symmetric and reflexive.

It should be noticed that the product of modal logics, being defined on Kripke-
complete modal logics, is also Kripke-complete by definition.

Now, one relevant issue about products of modal logics is the so-called axioma-
tization problem. Given the fact that a product L = Ly x --- x L, is semantically
defined, is it also possible to find a correspondent syntactical definition for L?

In order to better define the axiomatization problem, we need the notions of

soundness and completeness of an axiomatization. Let A = (A, R) be an axiomatic
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system with the set of axioms A and the set of rules R. Let L, be the smallest
set of formulas in the language under consideration such that A C L, and L, is
closed under the rules in R. If ¢ € Ly, we say that ¢ is a theorem of A and use the

notation 4 ¢.

Definition B.58. We say that a formula ¢ is A-consistent if t/y —¢. We say that a
finite set Wy of formulas is A-consistent if /4 = A\{¢ : ¢ € Uy}. Finally, we say that

a set W of formulas is A-consistent if every finite subset Vo C U is A-consistent.

Definition B.59. If A = (A, R) is an axiomatic system and X is a set of formulas,
we denote by A + X the axiomatic system (AU, R).

Definition B.60. Let L = Log(F,C) be a semantically defined modal logic and A
an axiomatic system. We say that A is sound for L if and only if -5 ¢ implies ¢ ¢
for each formula ¢ in the language under consideration. Equivalently, as can be seen
directly from the definitions of A-consistency (definition [B.58) and C-satisfiability
(definition [B.54), A is sound for L if and only if every C-satisfiable formula in the

language under consideration is A-consistent.

Theorem B.61. A is sound for L if and only if every C-satisfiable set of formulas

i the language under consideration is A-consistent.

Proof. (=) Let ¥ be a C-satisfiable set of formulas. Suppose that ¥ is not A-
consistent. Then, there are formulas ¢, ..., ¢, € ¥ such that b5 = (d1 A -+ A @y).
By soundness, k¢ = (¢1 A+ - - A¢y,), which means that ¢ A- - - A, is not C-satisfiable.
This implies that there is no vertex in no model of no frame in C that satisfies all of
the formulas ¢, ..., ¢,. As all of these formulas are in W, this contradicts the fact
that U is C-satisfiable.

(<) Let ¢ be a C-satisfiable formula. Then, {¢} is a C-satisfiable set. Now, by
the hypothesis, {¢} is A-consistent, which means that ¢ is A-consistent, proving

soundness. 0

Definition B.62. Let L = Log(F,C) be a semantically defined modal logic and A an
axiomatic system. We say that A is complete for L if and only if k¢ ¢ implies Fp ¢
for each formula ¢ in the language under consideration. Equivalently, A is complete

for L if and only if every A-consistent formula in the language under consideration

18 C-satisfiable.
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In general, completeness does not automatically imply that every A-consistent
set of formulas in the language under consideration is C-satisfiable. This is different

from soundness, where we could jump from formulas to set of formulas (theorem
[B.6T)).

Definition B.63. Let L = Log(F,C) be a semantically defined modal logic and
A an axiomatic system. We say that A is strongly complete for L if and only if
every A-consistent set of formula in the language under consideration is C-satisfiable.
Strong completeness implies completeness (the argument is analogous to the one in
the second part of the proof of theorem[B.61), but, in general, completeness does not

imply strong completeness.

Then, for a product L = Ly X - - X Ly, if we have a sound and complete axiomatic
system A; for each logic L;, 1 < ¢ < n, is there a way to combine them in order to
get a sound and complete axiomatic system for L?

In the basic modal language, this issue is actually more complex than it may
seem at first sight and there is no general method in the literature to take sound
and complete axiomatizations of n arbitrary Kripke-complete logics and generate a
sound and complete axiomatization for their product.

The problem seems to come from the fact that, as theorem [B.38 shows, no
necessary and sufficient condition for a graph to be a product can be expressed
in a basic modal language. If L; is syntactically defined by the axiomatic system
A, = (A, R;), for 1 <i < nand C = {com;; Achr;; : 1 <i,j <n,i# j}, then
[Lq,...,Ly,] denotes the modal logic syntactically defined by C = (U;A;, U;R;) + C.
[L1,..., Ly, is called the commutator of Ly, ..., L,. As left and right commutativity
and the Church-Rosser property are necessary conditions for a graph to be a product,
we have that [L1,..., L,] C Ly x---x L,. However, as they are not sufficient, we do
not have in general that Ly x --- x L, C [Ly,..., L,]. Logics for which this second
inclusion is true are called product-matching.

The proof, for given logics L;, 1 < i < n that ¢ € L; x --- x L, (which
is a semantically defined logic) implies ¢ € [Ly,..., L,] (which is a syntactically
defined logic) is nothing more that a completeness proof for C with respect to L; X

- X L,. The standard method for completeness proofs for modal logics is the

construction of so-called canonical models. The vertices of the canonical model are all
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the possible maximal consistent sets of formulas of the language under consideration.
As there are countably many proposition symbols and countably many nominals in
the language, then there are also countably many formulas, which means that there
are countably many maximal consistent sets. Hence, the canonical model has a
countable frame. The idea of the completeness proof using canonical models is that
the canonical model should satisfy the semantical properties of the class C of frames
that characterizes the logic. If this happens, then we can proceed to show that
every C-consistent formula is C-satisfiable. For details on completeness proofs using
canonical models, [10] should be consulted.

What happens in the specific case of commutators is that, as left and right
commutativity and the Church-Rosser property are not sufficient for a graph to be a
product, it is not possible to guarantee that the canonical model obtained from C is a
product. So, canonical models are insufficient by themselves to derive completeness.
Either another approach must be taken or, at least, some complementary steps
must be done in order to reach completeness. Hence, there is no general method for
completeness proofs of axiomatizations for products of logics, but there are particular
logics that have been shown to be product-matching. As a start, K x K is product-
matching, i.e., the axiomatic system of [K, K] is complete for K x K [40].

An interesting result, shown in [40], states that for an arbitrary n € N, n > 1,
the logic Alt" is product-matching, i.e., the axiomatic system of the commutator of
n copies of Alt is complete for Alt".

Another result shown in [40] states that, for every pair of so-called PTC-logics
Ly and Lo, the logic Ly x Ls is product-matching, i.e., the axiomatic system of
[L1, Lo] is complete for Ly x L. It is also shown in [40] that some non-PTC-logics
fail to be product-matching. There are also logics for which it is unknown whether
they are product-matching or not. Several of the most common logics are, in fact,
PTC-logics, as K4, T, B, D and S5. For the formal definition of a PTC-logic and
the detailed results, [40] should be consulted.

The completeness results for K x K and for a product of a pair of PTC-logics
do not generalize to products of higher dimensions, as is shown by the following

theorem from [41].

Theorem B.64 ([41]). Let n > 3 and let L C M For, be any modal logic such that
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K" C L C S5". Then, L is not finitely axiomatizable.

Summing up, while working in the basic modal language, we have no general
method to build complete axiomatizations for products of logics and a significant
group of products of logics of dimension greater than 2 cannot be axiomatized. As
we already showed, a hybrid language offers the possibility to describe products of
graphs, so it might also be well suited for an improvement in these results regarding
axiomatizations for products of logics.

So, let us now consider logics Ly X --- x L, over the hybrid language. First of
all, K(n,@) C Ly x -+ X Ly, so a good starting point to axiomatize L; X - -+ X L, is
to get a complete axiomatization for K(n,@). In fact, this starting point will prove
to be even better than expected, as completeness proofs for hybrid logics can be
automatically extended to other hybrid logics under certain conditions, as shown in
theorem [B.66]

We consider the set of axioms and rules shown in figure [B.6, where p and ¢ are

proposition symbols, a and b are nominals and ¢ and ¢ are formulas.

(CT) All classical tautologies (Int) Fa— (p < Q,p)
(Ki) F0Oi(p — q) — (Oip — Oiq) (Back;) F ¢;@Q,p — Q.p

(Du;) FLip < =0;i—p (MP) If - ¢ and F ¢ — 9, then - 4

(Ka) F@alp = q) = (%p = Qat)  (Gen,) T o, then - Dy

(SD) F@Q,p < -@,—p (Geng) If - ¢, then - Q.

(Ref) FQ,a
(Nam) If F @Q,p and a does not occur in

(Agr) F Q,Q,p «— Qup o, then F ¢

(BG;) If - @,0;b — @Qup and b # a does not occur in ¢, then F @,[J;¢

(Sub) IfF ¢, then - ¢, where o is a substitution that uniformly replaces nominals

by nominals and proposition symbols by arbitrary formulas

Figure B.6: An axiomatic system Ak, a) for the logic K(n, @)
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Theorem B.65. The aziomatic system Ak e, shown in figure B8, is sound and

strongly complete for the logic K(n,@).

Proof. The proof of soundness and strong completeness for the mono-modal logic
K (@) is well established in the literature. It is presented, in different levels of detail,
in [10], [64] and [18]. The proof for the multi-modal case follows directly along the

same lines. H

Theorem B.66. Let C be a class of frames defined as C = {F € Frgpor, : F IF
¢ for all ¢ € P}, where P is a Aga)-consistent set of pure formulas. Then, the

aztomatic system P = Agpa) + P is sound and strongly complete for the logic

Log(H For,,C).

Proof. Again, as in the previous theorem, the proof for the mono-modal logic K(@Q)
is well established in the literature. It is also presented in [10], [64] and [I§] and the
proof for the multi-modal case follows directly along the same lines. The key point

in the proof is that the canonical model for P is necessarily in C. [

The theorem above provides automatic soundness and strong completeness for
a large class of multi-modal hybrid logics. So, if we have a finite set P of pure
formulas that defines the class of product frames, then all we need to do is add this
set as axioms and we get completeness for K(@Q)™. Then, completeness for more
restricted classes of product frames can also be obtained, as long as these classes
can be described by pure formulas.

Theorem describes a necessary and sufficient condition for a countable and
connected graph to be a product and theorems [B.42], [B.50], [B.51] and show that
this condition can be expressed by a pure formula. However, we cannot just plug
this formula into theorem [B.66l and get the completeness that we want, as there are
two issues that need to be addressed first.

We start by the most obvious one. There are two hypotheses that need to be
satisfied before we can apply theorem [B.29 the graph needs to be connected and
the graph needs to be countable. Canonical models are countable, as previously
discussed, so this hypothesis is not a problem. However, when working with a

hybrid language, the canonical models are not guaranteed to be connected. Thus,
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we need to explicitly restrict ourselves to the class of connected frames and the best

way to do this is to find a pure formula that describes connectivity.

Theorem B.67. A graph G = Gy x --- X G, is connected if and only if G; is

connected for every 1 < i <n.

Proof. (=) Suppose that there is at least one G;, 1 < ¢ < n, that is not connected.
So, there is a pair of vertices x,y € G; such that there is no undirected path between
them in G;. Now, take any two vertices u = (uq,...,u,) and w = (wy,...,w,) in G
such that u, = wy, for all k # ¢, u; = x and w; = y. Then, v and w belong to the
same 2-component and this i-component is not connected, because there would only
be an undirected path through i-edges from u to w if there were an undirected path
from x to y in G;. As ug can be chosen arbitrarily for k # 4, all of the i-components
of G are not connected. It is straightforward to see that this means that G itself is
not connected.

(<) Suppose that G; is connected for every 1 < ¢ < n. Take two vertices
u = (uy,...,u,) and w = (wy,...,w,) in G. We show how to find an undirected
path between them in G. Let ky be the first coordinate such that uy, # wy, (that
is, up = wy, for every k < ky). Let ug, = x and wy, = y. Now, z,y € Gy, and, as
Gy, is connected, there is an undirected path in Gy, between x and y. This implies
that there is an undirected path through ki-edges from u to v’ = (v}, ..., u,), where
uy, = uy, for all k # ki and vy, = wy, = y. Now, we repeat this process with the pair
of vertices u' and w. Notice that if k; is the first coordinate such that uj, # wy,,
then ko > k;. As n is finite, this process eventually stops in a vertex u* = w. Then,
if we attach together the undirected paths from u to «/, from «’ to u” and so on, we

get an undirected path from u to w. m

Theorem B.68. A graph G = (V, E) is connected if and only if G I+ aV 4a.

Proof. (=) Suppose that G I a V ¢a. Then, there is a valuation V and a vertex x
such that (G,V),z I —a AM—a. Let V(a) = y. Then, we have that x # y and that
if there is an undirected path from x to a vertex z, then z # y. This means that G
is not connected.

(<) If G I+ aVéa, then (G, V), z I aV#a for every valuation V and every vertex
x. Let V be such that V(a) = y # x. Then, there is an undirected path between
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x and y in G. So, as the vertex x and the valuation V are arbitrary, this means
that we have an undirected path between every pair of distinct vertices. Hence, G

is connected. [l

Now, we address the second issue that prevents us from applying theorem [B.66l

For this, we need to state the notion of compactness.

Definition B.69 ([42]). Let L = Log(F,C) be a semantically defined modal logic.
We say that L is compact if a set X of formulas is C-satisfiable if and only if every
finite subset g C X is C-satisfiable.

We need to add the modalities 4; and ¢; ! (as it is used in the definition of ¢;) to
the language, since the formulas that describe intransitivity and connectivity make
use of them. However, when we add the modalities ¢; to the language, the modal

logics lose compactness. For example, consider the set
3 = {#p,~0p, 20 'p, ~00p, 700 p, 20T Op, =00 p, .}

Every finite set ¥y C ¥ is C-satisfiable, where C in this case is the class of all frames.
But ¥ is not satisfiable in any vertex of any model of any frame.

The proof of completeness using canonical models gives strong completeness
as its result (see theorems and [B.66] for instance). The following theorem
shows that if we have a sound and strongly complete axiomatic system for a logic

L = Log(F,C), then L is compact.

Theorem B.70. Let L = Log(F,C) be a semantically defined modal logic and A an

axiomatic system. If A is sound and strongly complete for L, then L is compact.

Proof. First, we should notice that if a set > is C-satisfiable, then trivially every
finite subset 3y C X is also C-satisfiable. So, in order to show compactness we only
need to prove the other direction.

If every finite subset ¥y C X is C-satisfiable, then, by soundness, every finite
subset ¥y C X is A-consistent. Then, by definition [B.58 this means that X is

A-consistent. Then, by strong completeness ¥ is C-satisfiable. n

So, if a logic L is not compact, as the final result of completeness proofs using

canonical models is strong completeness, such a proof will fail for L. When the
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logic is not compact, sometimes it is still possible to build a completeness (but not
strong completeness) proof using finite canonical models that are built from maximal
consistent subsets of a finite set. However, for a completeness proof using finite
canonical models to be successful, the logic must have the finite model property, i.e.,
every satisfiable formula must be satisfied in a vertex of a model of a finite frame.
In our case, as we also need the canonical model to be a product, we would actually

need the logic to have the so-called product finite model property.

Definition B.71. A product of modal logics has the product finite model property if

every satisfiable formula is satisfied in a vertex of a model of a finite product frame.

As the following theorem from [41] shows, many products of modal logics of

dimension greater than 2 do not have the product finite model property.

Theorem B.72 ([41]). Let n > 3 and let L C M For, be any modal logic such that
K" C L CS5". Then, L lacks the product finite model property.

As M For, C HFor,, the corollary below is immediate.

Corollary B.73. Let n > 3 and let L C HFor, be any modal logic such that
K(@)" C L C S5(@Q)™. Then, L lacks the product finite model property.

Then, we need to find a way to express intransitivity and connectivity without
the modalities ¢, so we can have compactness back and use theorem [B.66] to derive
the completeness proofs. Let us restrict our attention to the class of transitive
and symmetric frames. Over this class of frames, using symmetry, we have that
0;'¢ = 00, which also implies (using transitivity) that 4;¢ = (;¢. Besides that,
the Church-Rosser property and the reverse Church-Rosser property are equivalent.
So, over the class of transitive and symmetric frames, we can characterize the class
of connected products with the pure formulas in figure [B.7

Now, to finally get the result we are looking for, all that is left to do is to
characterize the class of transitive and symmetric frames using pure formulas. In

[10], the necessary formulas are presented. We show them in figure

Theorem B.74. Let Ppy be the set of pure formulas in figure [B.8 and let Agan,a)
be the axiomatic system Apgma) = Ak(m,a) + Pps. The ariomatic system Ay, a)

is sound and complete for the logic B4(n,@).

206



(Con;) aV Oa
(Comij) <>j<>z‘a — <>i<>ja
(Chry;) Oja — 0,0,0:a

(Int;;) (@ A=bAQ;(bA—cAQic)) — —c

Figure B.7: Pure formulas that characterize the class of connected products

(4;) 0:0:a — O;a (transitivity)

(B;) a — 0;0;a (symmetry)

Figure B.8: Pure formulas that characterize the class of transitive and symmetric

frames
Proof. This follows directly from theorem [B.66l O

Definition B.75. Let L = Log(F,C) be a semantically defined logic. Then, we
denote by CL the logic defined by the class of connected frames in C.

Theorem B.76. Let Pp,oq be the set of pure formulas in figure [B.7 and let P be
the axiomatic system P = Apyn@) + Pproa- The aviomatic system P is sound and

complete for the logic CB4(@Q)™.
Proof. This follows directly from theorem [B.66L O

Theorem B.77. Let L = Ly Xx---x L, be a product of modal logics. If CB4(Q) C L;,
forall1 <1< n, and A; = Apy(n,a) + B, where B is a finite set of pure formulas,
is a sound and complete aziomatic system for L;, then A = Agana)+ Y ; Pi+ Pprod

15 a sound and complete axiomatic system for L.
Proof. This follows directly from theorem [B.66l m

As examples of properties that can be defined by pure formulas, we can mention
reflexivity, irreflexivity, density, determinism, universality and trichotomy. Many of
these properties cannot be defined by formulas in the basic modal language. So,

theorem [B.77 provides sound and complete axiomatic systems for a large family of
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products of modal logics of arbitrary dimensions, while most of the results presented
in the literature so far deal with bidimensional products.

As a last comment, what can we say about products of modal logics over the
basic modal language, given the axiomatic systems that we built for products of
modal logics over the hybrid language? First, as connectivity is not definable in the
basic modal language [29], it is straightforward to see that L = CL, if L is a modal
logic over the basic modal language. Also, as M For,, C HFor,, L C L(@). Then,
Ly x -+ x L, C CLi(@) x --- x CL,(@), which means that if we have a sound
and complete axiomatic system A for CL;(@Q) x --- x CL, (@), then all formulas
¢ € Ly X -+ x L, are also theorems of A (k4 ¢). As an example, we can get a
sound and complete axiomatic system for CS5(@Q)"™ using theorem [B.77l So, even
tough S5™ cannot be finitely axiomatized over the basic modal language, all of its
formulas are deductible from the axiomatization of CS5(@)". In fact, these formulas
are exactly the subset of CS5(@)" that contains only the formulas without nominals

and satisfaction operators.

B.8 Conclusion

It is known that left and right commutativity and the Church-Rosser and reverse
Church-Rosser properties are necessary conditions for a graph to be a non-trivial
cartesian product of two other graphs, but their conjunction is not a sufficient con-
dition. We introduce a new property called intransitivity, that, together with the
former ones, form a necessary and sufficient condition for a countable and connected
graph to be a product. We show that the property of intransitivity is not definable
in a basic modal language. We also show that no condition that is necessary and
sufficient for a graph to be a product can be definable in a basic modal language.
We then extend our language to a hybrid language and show that in such a language
we are able to express intransitivity.

We also determine the computational complexity of testing, for a finite connected
graph, whether it is a product. For this test, we use a model-checking algorithm
to verify the formulas that describe each of the five properties that characterize a

product. We show that this test can be performed in polynomial time both in the
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size of the graph (cubic time) and in the number of dimensions (quadratic time).

Finally, we use the above characterization of countable connected products to
provide sound and complete axiomatic systems for a large class of products of modal
logics. While most of the sound and complete axiomatic systems for products of
modal logics presented in the literature are for products of a pair of modal logics,
we are able, using hybrid logics, to provide sound and complete axiomatizations for
many products of arbitrary dimensions.

The logic S5" is related to the field of cylindric algebras [53] 54], 55]: the modal
algebras corresponding to S5" are the representable diagonal-free cylindric algebras
of dimension n. As a future work, it would be interesting to analyze whether the
axiomatization that we can provide for S5" using the results in section [B.7 could
be useful from the algebraic point of view.

In [56], products of logics are studied from the point of view of spatial and
topological logics. In the last chapter of [56], the author develops a preliminary work
on the possible use of hybrid logic for the study of spatial and topological logics and
their products. As another future work, it would be interesting to analyze whether

our results are useful or meaningful for the case of spatial and topological logics.
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Apéndice C

A Propositional Dynamic Logic

for CCS Programs

C.1 Introductio

Propositional Dynamic Logic (PDL) plays an important role in formal specifica-
tion and reasoning about programs and actions. PDL is a multi-modal logic with one
modality (m) for each program m. The logic has a finite set of basic programs and a
set of operators (sequential composition, iteration and nondeterministic choice) that
can be used to build more complex programs from simpler ones. PDL has been used
in formal specification to reason about properties of programs and their behaviour.
Correctness, termination, fairness, liveness and equivalence of programs are among
the properties that one usually wants to verify. A Kripke semantics can be provided,
with a frame F = (W, R,), where W is a set of possible program states and, for
each program 7, R, is a binary relation on W such that (s,t) € R, if and only if
there is a computation of 7 starting in s and terminating in ¢.

The Calculus for Communicating Systems (CCS) is a well known process alge-
bra, proposed by Robin Milner [21], for the specification of concurrent systems. It
models the concurrency and interaction between processes through individual acts
of communication. A pair of processes can communicate through a common channel

and each act of communication consists simply of a signal being sent at one end of

'Este capitulo expde o contetido do artigo [43], publicado nos anais do congresso WoLLIC 2008,
Lecture Notes in Artificial Intelligence, v. 5110, p. 83-97, 2008.
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the channel and (immediately) being received at the other. A CCS specification is
a description (in the form of algebraic equations) of the behaviour expected from
a system, based on the communication events that may occur. As in PDL, CCS
has a set of operators (action prefix, parallel composition, nondeterministic choice
and restriction on acts of communication) to build more complex specifications from
simpler ones. Iteration can also be described through the use of recursive equations.

This work presents a Propositional Dynamic Logic in which the programs are
CCS terms (CCS-PDL). Its goal is to reason about properties of concurrent sys-
tems specified in CCS. The idea is to bring together the logical and the algebraic

formalisms. Quoting from Milner [21]:

“The calculus of this book is indeed largely algebraic, but I make no
claim that everything can be done by algebra. (...) It is perhaps equally
true that not everything can be done by logic; thus one of the outstanding
challenges in concurrency is to find the right marriage between logical

and behavioural approaches.”

CCS-PDL is related to Concurrent PDL (with channels) 7, [6] and the logic de-
veloped in [§]. Both of these logics are expressive enough to represent interesting
properties of concurrent systems. However, neither of them has a simple Kripke
semantics. The first has a semantics based on super-states and super-processes and
its satisfiability problem can be proved undecidable (in fact, it is II{-hard) [7]. Also,
it does not have a complete axiomatization [7]. The second makes a semantic dis-
tinction between final and non-final states, which makes its semantics and its ax-
iomatization rather complex. On the other hand, due to the full use of the CCS
mechanism of communication, CCS-PDL has a simple Kripke semantics and the
finite model property.

The rest of this paper is organized as follows. In section [C.2] we introduce the
necessary background concepts: Propositional Dynamic Logic and the Calculus for
Communicating Systems. A first version of our logic, together with an axiomatic
system, is presented in section In this preliminary version, we do not use
constants in the CCS processes. In section[C.4l we present the full logic, in which we
allow the presence of constants in the CCS processes. We also give an axiomatization

for this second logic and prove its completeness using a Fischer-Ladner construction.
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Finally, in section [C.5 we state our final remarks.

C.2 Background

This section presents two important subjects. First, we make a brief review of
the syntax and semantics of PDL. Second, we present the process algebra CCS and
the Expansion Law, which is closely related to the way we deal with the parallel

composition operator.

C.2.1 Propositional Dynamic Logic

In this section, we present the syntax and semantics of PDL.

Definition C.1. The PDL language consists of a set ® of countably many propo-
sitional symbols, a finite set of basic programs 11, the boolean connectives = and A,
the program constructors ;, U and * and a modality (w) for every program w. The

formulas are defined as follows:
eu=p|T|=@ |1 Ny | (m)p, with m=a|m;m | mUnme | 7",
where p € ® and a € 11.

In this logic and in every other logic defined in this paper, we use the standard

abbreviations L = =T, oV¢ = =(mpA—9¢), ¢ — ¢ = ~(A—¢) and [1]p = —(m) .
Definition C.2. A frame for PDL is a tuple F = (W, R,, R,) where

o W is a non-empty set of states;

e R, is a binary relation for each basic program a;

e R, is a binary relation for each non-basic program w, inductively built using
the rules Ry .n, = Rry 0 Ryy, Ryjur, = Ryy U Ry, and Ry« = R, where R

denotes the reflexive transitive closure of R.

Definition C.3. A model for PDL is a pair M = (F, V), where F is a PDL frame

and V is a valuation function V : ® s 2V,

The semantical notion of satisfaction for PDL is defined as follows:
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Definition C.4. Let M = (F,V) be a model. The notion of satisfaction of a
formula ¢ in a model M at a state w, notation M,w IF ¢, can be inductively

defined as follows:

o M,wlkpiffwe V(p);

M,w lET always;

M7w = @ ZﬁMaw W 2

M,w ko1 Ay iff Myw ko1 and M, w Ik oo

M, w - (m)p iff there is w' € W such that wR,w'" and M, w' IF ¢.

C.2.2 Calculus for Communicating Systems

The Calculus for Communicating Systems (CCS) is a well known process algebra,
proposed by Robin Milner [21], for the specification of concurrent systems. It mod-
els the concurrency and interaction between processes through individual actions
of communication. A CCS specification is a description (in the form of algebraic
equations) of the behaviour expected from a system, based on the communication
events that may occur.

In CCS, a pair of processes can communicate through a common channel and
each act of communication consists simply of a signal being sent at one end of the
channel and (immediately) being received at the other. Each process connects itself
to a channel through a port.

Let N = {a,b,c,...} be a set of names and N = {@,b,,...} be the correspon-
dent set of co-names. Each port in a CCS specification is labelled by either a name
or a co-name. Using the convention that @ = a, if a port connected to an end of
a channel is labelled with & € AU N, then a port connected to the other end of
this same channel must be labelled with @. Moreover, two ports of a process cannot
have the same label. Channels in CCS can only transmit signals in one direction.
By convention, signals are sent through the ports labelled by co-names and received
through ports labelled by names.

The labels of the ports are also used to describe the communication actions

performed by the processes. For example, if a process is connected to a channel

213



through port @, the action of sending a signal into this channel is also denoted by
«. So, in terms of actions, o means that the process receives a signal through the
port labelled with o and @ means that the process sends a signal through the port
labelled with @. A process can never perform a communication action « without
its complementary action @ also being performed at the same time by some other
process.

Besides the actions denoted by the elements of AU N, CCS admits only one
other action: the silent action, denoted by 7. The silent action is used to represent
any internal action performed by any of the processes that does not involve any act
of communication (e.g.: a memory update). Thus, we have that the set of CCS
actions is A = N UN U {7}.

There are two different ways in CCS to consider the 7 action: it can be regarded
as being observable, in the same way as the communication actions, or it can be
regarded as being invisible. We will adopt the first point of view, since it simplifies
the semantics considerably.

In CCS, process specifications can be built using the following operations (a € A

is an action, P, P, and P, are process specifications, A is a constant and L C N):

P:::a]a.P\a.A\Pl—i-Pz\P1!P2’P\LH

def .
= Pj, where P, is a

where every constant A has a (unique) defining equation A
process specification. In this work, every time that a process is linked to a constant
A through a defining equation, it will be denoted by Pj,.

The prefix operator (.) denotes that the process will first perform the action «
and then behave as P or A. The summation (or nondeterministic choice) operator
(4) denotes that the process will make a nondeterministic choice to behave as either
Py or Py. The parallel composition operator (|) denotes that the processes Py and Py
may proceed independently or may communicate through a pair of complementary
ports (one performing an action « and the other @). Finally, the restriction operator
(\) denotes that for all ports a such that o € L or @ € L, « is unreachable outside
P. Tteration in CCS is modeled through recursive defining equations, i.e., equations

d .
AM P, where A occurs in Pj,.

2Qriginally, CCS has also a relabelling operator.
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Table C.1: Transition Relations of CCS

Action Prefix Constant Summation (1)
_ S A%py BB
a0 a.PSpP a.AS Py E+F3E

Summation (2) Restriction Par. Comp. (1) Par. Comp. (2).

Ja ESE ool BEXE AR
E+F2p E\LSE\L E|FSE'|F EIF2EF
Par. Comp. (3)
ENE PR
E|FSE'|F

We write P = P’ to express that the process P can perform the action o and
after that behave as P'. We write P = 0 to express that the process P finishes
after performing the action a. A process only finishes when there is not any possible
action left for it to perform. For example, 3 . 0. When a process finishes inside
a parallel composition, we write P instead of P|0. In table [CIl we present the
semantics for the operators based on this notation.

The notion of equality between process specifications is defined through the

concept of strong bisimulation.

Definition C.5. Let P be the set of all possible process specifications. A set Z C
P x P is a strong bisimulation if (P, Q) € Z implies, for all a € A,

o Whenever P P’ then, for some @', Q % Q' and (P',Q') € Z
o Whenever Q = Q' then, for some P', P P’ and (P',Q') € Z

Definition C.6. Two process specifications P and @ are strongly bisimilar (or
simply bisimilar ), denoted by P ~ Q, if there is a strong bisimulation Z such that

(P,Q) € Z. Two process specifications are considered “equal” if they are bisimilar.
Bisimilarity is preserved by all of CCS operators:

Theorem C.7 ([21]). Let P, ~ P,. Then
1. a. P, ~a.Py;
2. PL+Q~P,+Q;

3. PI‘Q ~ PQ‘Q;
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A very useful property of CCS processes is that they can be rewritten as a
summation of all their possible actions. This is what states the Expansion Law
below. This theorem will be very important in the definition of the semantics of our

logic in the next section.

Theorem C.8 (Expansion Law [21]). Let P = (P, | P»). Then
P {a(P | R): PSP+ {a(P| Py): P P}t
+3 {n(P[|By): P A PP, A Py

In the rest of this paper, we consider that the restriction operator does not occur
in the processes. In order to motivate the use of CCS, we present a simple example

below:

Example C.9 (Vending Machine [21), 23]). Consider a vending machine where one
can put coins of one or two euro and buy a little or a big chocolate bar. After
iserting the coins, one must press the little button for a little chocolate or the big
button for a big chocolate. The machine is also programmed to shutdown on its own
following some internal logic (represented by a T action). A CCS term describing

the behaviour of this machine is the following:
V = le.little.collect. A 4 le.le.big.collect. A 4 2e.big.collect. A

A% qelittle.collect. A + le.le.big.collect. A + 2e.big.collect. A + T

Let us now suppose that Chuck wants to use this vending machine. We could describe

Chuck as

C = Te.little.collect + Te.Te.big.collect + 2e.big.collect .

Notice that Chuck does not have an iterative behaviour. Once he collects the choco-
late, he is done. Now, if we want to model the process of Chuck buying a chocolate

from the vending machine, we could write (V|C').
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C.3 PDL for CCS Programs without Constants

This section presents a suitable fragment of CCS-PDL. In this fragment, all CCS
processes do not use constants. We call this fragment Small CCS-PDL or SCCS-
PDL. Our goal is to introduce a smaller version of our logic and discuss some of the

issues concerning the axioms and the relational interpretation of formulas.

C.3.1 Language and Semantics

Definition C.10. The SCCS-PDL language consists of a set ® of countably many
propositional symbols, a finite set of actions A that includes the silent action T, the
boolean connectives = and N, the CCS operators ., + and | and a modality (P) for

every process P. The formulas are defined as follows:
ou=pl|T|-¢e|wiAps| (P)p, with P:=a|a.P| P+ Py| PP,
where p € ® and o € A.

Going back to the example of the vending machine, we could use this language to
express that after the insertion of two one euro coins, the machine does not accept

coins anymore. This can be expressed with the formula [le.le][le + 2¢] L.

Definition C.11. We define the length of a process P, denoted by ||P||, as the

number of symbols in P. We also define the length of a finished process as 0.

Theorem C.12. If P is a process without any constants and P = P', then ||P'|| <
1Pl

Definition C.13. A frame for SCCS-PDL is a tuple F = (W, Ry, Rp) where
o W is a non-empty set of states;
e R, is a binary relation for each basic action «, including T;

e Rp is a binary relation for each non-basic process P, inductively built as:

- Ra.P - Ra o RP;‘

— Bpiipy) = Bp U Bpy;
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= Repyipy) = Up, 2.py o © Bipyp) U Up, . py Ra © B(pyppU
VU, 5 Bro Bipyimy
PP,

It should be noticed that the Expansion Law stated in theorem [C.§ is what
allows us to define a simple relational semantic to the parallel composition operator.
Besides that, theorem guarantees that we can fully define the relation Rp in
terms of the relations R,,, for any process P, applying the above rules a finite number

of times.

Definition C.14. A model for SCCS-PDL is a pair M = (F,V), where F is a
SCCS-PDL frame and V is a valuation function V : ® — 2V,

The semantical notion of satisfaction for SCCS-PDL is defined as follows:

Definition C.15. Let M = (F,V) be a model. The notion of satisfaction of a
formula ¢ in a model M at a state w, notation M,w IF ¢, can be inductively

defined as follows:
o M,wlkpiffwe V(p);
e M wlF T always,
o M,wlkF —p iff M,wlf ¢;
o M wlF o1 Aws iff Myw I- @1 and M, w IF pg;
o M,wlk (P)p iff there is w' € W such that wRpw' and M,w'" Ik .

If M,w IF ¢ for every state w, we say that ¢ is globally satisfied in the model
M, notation M IF . If ¢ is globally satisfied in all models M of a frame F, we
say that ¢ is valid in F, notation F I . Finally, if ¢ is valid in all frames, we say
that ¢ is valid, notation |- .

C.3.2 Proof Theory

We consider the following set of axioms and rules, where p and ¢ are proposition

symbols and ¢ and ¢ are formulas.

(PL) Enough propositional logic tautologies
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(K) [Pl(p — q) — ([Plp — [Plq)
(Pr) (a.P)p < ()(P)p,
(NC) (P + Po)p < (P)pV (Py)p

(PC) (P | Po)p =V p apa)(PL| P2)pV N p,apl)(Pr| Py)pV
YV TP P
PP,
(Sub) If - ¢, then F ¢?, where ¢ uniformly substitutes proposition symbols by

arbitrary formulas.
(MP) If - ¢ and F ¢ — 9, then F 9.

(Gen) If - ¢, then - [P]e.

These axioms are closely related to the conditions imposed in Definition [C.13]
The second axiom is the K axiom for modal logics. The third and fourth axioms
are well-known from PDL literature and define sequential composition and choice
operators respectively. The fifth axiom corresponds to the Expansion Law for the
parallel composition operator.

The logic presented in this section is sound and complete w.r.t. the class of
frames described in Definition [C.13 It also has the finite model property. We omit
the proofs here, because they are analogous to the proofs presented in section [C.4],

where constants are added to the language.

C.4 PDL for CCS Programs

The logic presented in this section uses the same CCS operators as in the previous
section plus constants. This is the full CCS-PDL logic. Our goal in this section is

to build an axiomatic system to CCS-PDL and prove its completeness.

C.4.1 Language and Semantics

Definition C.16. The CCS-PDL language consists of a set ® of countably many

propositional symbols, a finite set of actions A that includes the silent action T,
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the boolean connectives = and A, the CCS operators .,+ and |, constants, with its
correspondent defining equations, and a modality (P) for every process P. The

formulas are defined as follows:
eu=p|T|=¢ |1 Nps| (P)p, with P:=a|a.P|a.A|P+Py| PP,
where p € ® and o € A.

Let P be a process and {Ay, ..., A, } be the constants that occur in P. We define
Cons(P) as the smallest set of constants such that Cons(P) 2 {Ay,..., A,} and,
for every constant A; € Cons(P), if Ay occurs in Py, then Ay € Cons(P). We
make the restriction that Cons(P) must be a finite set for every process P.

Another restriction concerns the construction of defining equations. We only
allow defining equations that fit into one of the following models: A = P4, where
A ¢ Cons(P,), called non-recursive equations, or A = QLA+ A ATy,

)

called recursive equations, where o’; denotes a sequence of actions aj.aj; ... a;, and

A ¢ Cons(Ta).

Definition C.17. We say that a process P is a looping process if P = P4 for some
constant A with a recursive defining equation or if P = Py | Py where Py or P is a

looping process. Otherwise, we say that P is a non-looping process.

Definition C.18. We write P = P’ to express that the process P can perform the
sequence of actions & and after that behave as P'. We write P = 0 to express that

the process P finishes after performing the sequence of actions o .

Definition C.19. We call a sequence o a breaker for a looping process P if P =
Py, P < P and A ¢ Cons(P') (or P < 0)orif P=P | P, P, (i €{1,2})
is a looping process and o is a breaker for P,. These sequences are called breakers

because after performing o , there is no sequence of actions &' such that P’ = P,

i. e., the loop around P is broken by o .

Using the concept of a breaker, we can split a looping process P into two parts:
the looping part, denoted by Lp, and the tail part, denoted by Tp. Informally, Lp
describes one loop around P and Tp describes the behaviour of P when it stops

looping. Let Br(P) be the set of all breakers for P. Then,
Tp =3 {@.F: 3 €Br(P), P2 P and V' ¢ @, P % P} and
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Lp=>{a@:P2 P and V@' C@,P# P} .

If P=Py=a1.A+...+a,. A+Ty4, it is not difficult to see that Lp = @ 1+...+ & p
and Tp = T4. We also define the process L5, that descriljes one or more loops
around P, as L'y = S {d.Zp : P < P and V@ ca,pP ;2; P} + Lp, where Zp
is a new constant with defining equation Zp e L. 1t is important to notice that

Cons(Lp) C Cons(P) and Cons(Tp) C Cons(P).

Definition C.20. We say that a process can unfold a constant if it has the form
a.A or if it has the form Py + Py or Py | Py, where Py or Py can unfold a constant.

Theorem C.21. If P is a process that cannot unfold a constant and P = P', then
P[] < Pl

Definition C.22. A frame for CCS-PDL is a tuple F = (W, Ro, Rp) where:
o W is a non-empty set of states;
e R, is a binary relation for each basic action o, including 7;
e Rp is a binary relation for each non-basic process P, inductively built as:

— For looping processes: Rp = Rj o Rr,
— For non-looping processes:

* Ra.p, Rp4+p, and Rp,|p, as in definition [C_ 13;
* Ra.A = Ra o RPA

It should be noticed that the restriction on the set Cons(P) and the restriction
on the formation of the defining equations, both presented in the beginning of the
section, together with the definition of the relation Rp for looping processes P based
on Ry, and Ry, make it impossible for the relations to be able to unfold constants
forever. This, together with theorem [C.21], guarantee that we can fully define the
relation Rp in terms of the relations R, for any process P, applying the above rules
a finite number of times and that we can build well-founded proofs by induction on
the structure of a process P.

The notions of models and satisfaction are defined analogously to Definitions

and [C.15
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C.4.2 Proof Theory

The proof theory is similar to the one presented in section We consider
the following set of axioms and rules, where p, ¢ and r are proposition symbols and

¢ and ¢ are formulas.

e The axioms (PL) and (K) and the rules (Sub), (MP) and (Gen).

e Axioms for looping processes:

(Rec) (P)p < (Tp)pV (Lp){(P)p

(FP) (r — ([Tp]-p A [Lp]r)) A[Lp](r — ([Tp]-p A [Lp]r)) — (r — [P]=p)
e Axioms for non-looping processes:

(SCCS) The axioms (Pr), (NC) and (PC).

(Cons) (a.A)p < (a)(Pa)p

The proof of soundness is analogous to the proof of soundness for PDL and CTL,

as all of our axioms are very closely related to axioms for these logics.

Theorem C.23 (Completeness). Every consistent formula is satisfiable in a finite

model that respects definition [C.22.

Proof. See section [C.6l O

C.5 Final Remarks and Future Work

In this work, we present a PDL-like logic in which the programs are CCS terms
(CCS-PDL). We provide a simple Kripke semantics for it and also give an axioma-
tization for this logic. We prove the completeness of the axiomatic system and the
finite model property for the logic using a Fischer-Ladner construction.

As a continuation of this work, it would be interesting to study the complexity
of the satisfiability problem for this logic, possibly relating it to the satisfiability
problem for standard PDL.

We would also like to investigate some extension of CCS-PDL to deal with the

restriction operator and a PDL for 7-Calculus programs [24]. It would be interesting
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to develop an automatic theorem prover for CCS-PDL. This would involve, among
other things, efficient algorithmic methods to determine the processes Lp and Tp

related to a looping process P and to deal with the expansion of parallel processes.

C.6 Completeness Proof

Definition C.24. Let ¢ be a formula. We define the formula ¢ as ¢ = ¥, if 6 = =,

or ¢ = ¢, otherwise.

Definition C.25 (Fischer-Ladner Closure). Let I' be a set of formulas. The Fischer-
Ladner Closure of I', notation C(I), is the smallest set of formulas that contains T’

and satisfies the following conditions:

o C(T) is closed under sub-formulas;
o if p € C(I'), then ¢ € C(T);
e For looping processes:
— If (P)p € C(T'), then (Tp)p V (Lp){P)p € C(T).
e For non-looping processes:
a.P)p € C(T), then (a)(P)p € C(T);
a.Ayp € C(T), then (a)({Pa)p € C(T);
P+ Py € C(T), then (Py)p V (Ps)p € C(T');

Py| Pajp € O(D), then \/ g, @) (P | POV o py (0} (Py | FiipV
Vo (PL| Py € CT).

PP

If
If
If {
If

It is not difficult to prove that if I is finite, then the closure C(I") is also finite.

We assume I' to be finite from now on.

Definition C.26. Every formula ¢ that is derivable from the set of axioms and rules
in section [C.4.3 is called a theorem and denoted as = ¢. We say that a formula ¢
is consistent iff —¢ is not a theorem, i.e., iff t/ —¢ and inconsistent otherwise. A
set of formulas A = {¢1,..., 0} is said to be consistent iff v = ¢1 A ... N\ ¢, is

consistent.
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Definition C.27. A set of formulas A is said to be an atom over I' if it is a
mazimal consistent subset of C'(I'). The set of all atoms over I' is denoted by At(T').

We denote the conjunction of all the formulas in an atom A as )\ A.
Lemma C.28. Every atom A € At(') has the following properties:
1. For every ¢ € C(I'), exactly one of ¢ and —¢ belongs to A.

2. For every o Np € C(T), pANp € A iff o € A and ¢y € A.

Proof. This follows immediately from the definition of atoms as maximal consistent

subsets of C(T"). O

Lemma C.29. If A C C(T') and A is consistent then there exists an atom A €
At(T") such that A C A.

Proof. We can construct the atom A as follows. First, we enumerate the elements of
C(T) as ¢1, ..., ¢,. We start the construction making Ay = A. Then, for 0 < i < n,
we know that A A; < (AAi A ¢ir1) V (A Ai A ¢iy1) is a tautology and therefore
either A; U {¢is1} or A; U {¢;11} is consistent. We take A;;; as the consistent
extension. At the end, we make A = A,,. O

Corollary C.30. If ¢ € C(I') is a consistent formula, then there is an atom A €
At(T") such that ¢ € A.

Definition C.31 (Canonical model over I'). Let I be a finite set of formulas. The
canonical model over I' is the tuple M" = (At(T"),{Sp}, V) where, for all elements
p € &, we have V(p) ={A € A(') | p € A} and for all atoms A, B € At(I),

ASpB iff /\A/\ (P)/\B is consistent .

V s called the canonical valuation and Sp the canonical relations, where P is a

CCS process.

Definition C.32 (CCS-PDL model over I'). The CCS-PDL model over I' is the
tuple NT = (At(T"),{Rp}, V), where Rp is defined as R, = S, for all basic processes
a and according to definition [C 29 for all complex processes. 'V is the canonical

valuation.
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If T' = {¢}, we write C(p), At(p), M? and N¥ instead of C({p}), At({¢}),
M and Ni#}

Lemma C.33 (Existence Lemma for Basic Processes). Let A be an atom, and let
a be a basic process. Then, for all formulas ()¢ € C(I'), ()¢ € A iff there is a
B € At(') such that AR.B and ¢ € B.

Proof. (=) Suppose (a)¢ € A. We can build an appropriate atom B by forcing
choices. Enumerate the formulas in C(I') as ¢4, ..., ¢,. Define By = {¢}. Suppose,
as an inductive hypothesis that B,, is defined such that A\ AA {(a) A\ B,, is consistent,

for 0 < m < n. We have that

= (@) A\ B = (@ ((\ B A Smsr) V (\ B A b))

thus
F{(a) \ B < (@) (/\ B A i) V(@) (\ B A i) -

Therefore, either for B’ = B,, U {én1} or for B = B, U {¢ms1}, we have that
NAN (o) \ B is consistent. We take B,,+1 as the consistent extension. At the end,
we make B = B,,. We have that ¢ € B and, as \ A A (a) A\ B is consistent, AS,5,
by definition [C.31], which implies that AR,B.

(«<): Suppose that there is an atom B such that ¢ € B and AR,B. Then AS,B
and A\ A A (a) A B is consistent by definition [C.31l As ¢ is one of the conjuncts of
AB, N AN (a)p is also consistent. As (a)¢ is in C(T'), it must also be in A, since

A is a maximal consistent subset of C'(I"). O
Lemma C.34. For all looping processes P, Sp C Sp, where Sp = 57 o Sp,,.

Proof. For an atom B € At(I') and a relation .S, we denote the set of atoms {A |
ASB} as (S)B. Suppose there are two atoms A, B € At(I') such that A € (Sp)B,
but A ¢ (Sp)B. Let V= {C € At(I") | C € (Sp)B but C ¢ (Sp)B} U{C € At(T) |
C ¢ (Sp)B} and V = At(I')\V = {C € At(T) | C € (Sp)B and C € (S})B}. Thus,
AcV. Letr=\/{A\C|C eV} Itisnot difficult to see that -+ = \/{A\C | C € V'}.

First, we have that - r — [Tp|= AB. Otherwise, =(r — [Tp|=AB) = r A
(Tp) \ B is consistent. This means that there is A" € V such that A A" A (Tp) A\ B
is consistent. On one hand, this implies, by (Rec), that A\ A’ A(P) A B is consistent,
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which means that A" € (Sp)B. On the other hand, it implies that A'Srp, 3, which
means that A’ € (Sp)B. These two conclusions contradict the fact that A" € V.

Second, we also have that - r — [Lp]r. Otherwise, =(r — [Lp|r) = rA(Lp)—r is
consistent. This means that there are A’ € V and B’ € V such that A A'A{Lp) \ B’
is consistent, which implies that A’'S;,B’. Since B' € V, B'SpB and B'S,B. On
one hand, A'Sy, . B" and B'SpB imply that A'SHB (*). On the other hand, A'S., B’
and B'SpB imply that A A’ A (Lp)(P) /\ B is consistent, which, by (Rec), implies
that A A’ A (P) A\ B is consistent, which means that A'SpB (**). The conclusions
in (*) and (**) contradict the fact that A" € V.

Taking these two results together, we conclude that = r — ([Tp]= A B A [Lp|r).
By (Gen), (PL), (FP) and (MP), - r — [P[-AB. But,as A eV, F NA —
r, which means that - A A — [P]= AB. This implies that AA A (P) A B is
inconsistent, contradicting the fact that ASpB. Thus, there cannot be a pair of

atoms A, B € At(I') such that A € (Sp)B, but A ¢ (Sp)B. O
Lemma C.35. For all processes P, Sp C Rp.
Proof. The proof is by induction on the structure of the process P.

e The base case is immediate, for we defined R, = S, for all basic processes a.

e P is a non-looping process:

— Suppose AS, pB, that is, A AN (a.P) A B is consistent. By (Pr), A AA
(a)(P) \ B is consistent as well. Using a “forcing choices” argument
(as exemplified in lemma [C.33), we can construct an atom C such that
NANA (a) N\C and AC A (P) \ B are both consistent. But then, by
the inductive hypothesis, AR,C and CRpB. It follows that AR, pB as

required.

— Suppose AS, 4B, that is, A A A (a.A) A B is consistent. By (Cons),
NAN (a)(Pa) \ B is consistent as well. Using a “forcing choices” ar-
gument, we can construct an atom C such that A A A (o) AC and
AC A (Pa) \ B are both consistent. But then, by the inductive hypoth-
esis, AR,C and CRp,B. It follows that AR, 4B as required.
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— Suppose ASp, 4 p,B, that is, \ AN (P + P») A\ B is consistent. By (NC),
N\ AN (P) \ B is consistent or A\ AA(P,) A B is consistent. But then, by
the inductive hypothesis, ARp B or ARp,B. It follows that ARp, . p,B

as required.

— Suppose ASp,|p,B, that is, N AA (P | P») \ B is consistent. By (PC),
N\ AN {(a)(P") \ B is consistent for some basic process a and some process
P'. Using a “forcing choices” argument, we can construct an atom C such
that A A A (a) AC and AC A (P') \ B are both consistent. But then,
by the inductive hypothesis, AR,C and CRp/B. It follows that AR, p/B,

which means that ARp|p,B as required.

e Suppose ASpB, where P is a looping process. By lemmalC.34] Sp C S}, where
Sp = 8], o Srp. By the induction hypothesis, Sy, € Ry, and Sz, C Rr,.

This implies that S%» C Rp, which proves the result.
]

Lemma C.36 (Existence Lemma). For all atoms A € At(T') and all formulas
(PYyp e C(I"), (P)¢p € A iff there is B € At(I') such that ARpB and ¢ € B.

Proof. (=) Suppose (P)¢ € A. We can build an atom B such that ¢ € B and
ASpB by “forcing choices”. But, by lemma [C35 Sp C Rp, thus ARpB as well.

(<) We proceed by induction on the structure of P.

e The base case is just the Existence Lemma for basic processes.
e P is a non-looping process:

— Suppose P has the form a.P', AR, pB and ¢ € B. Thus, there is an atom
C such that AR,C and CRp/B. By the Fischer-Ladner closure conditions,
(P"¢ € C(I'), hence by the induction hypothesis, (P)¢ € C. Similarly,
as (a)(P"Y¢ € C(I'), (a)(P")¢ € A. Hence, by (Pr), (a.P)¢ € A.

— Suppose P has the form a.A, AR, aB and ¢ € B. Thus, there is an
atom C such that AR,C, CRp,B and ¢ € B. By the Fischer-Ladner
closure conditions, (P4)¢ € C(I'), hence by the induction hypothesis,
(Ps)p € C. Similarly, as (a)(Pa)¢p € C(I'), (a)(Ps)¢ € A. Hence, by
(Cons), (a.A)¢p € A.
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— Suppose P has the form P, + P5, ARp,+p,B and ¢ € B. Thus, ARp B or
ARp,B. By the Fischer-Ladner closure conditions, (Py)¢, (Py)¢ € C(T),
hence by the inductive hypothesis, (P;)¢ € A or (P2)¢ € A. Hence, by
(NC), (P + Py)¢ € A.

— Suppose P has the form P | P>, ARp,p,B and ¢ € B. Thus, AR, pB
for some process a and some process P’. Then, there is an atom C
such that AR,C and CRp/B. By the Fischer-Ladner closure conditions,
(a.P")o, (o) (P, (P')¢ € C(I'), hence by the inductive hypothesis,
(P)p € C and (o)(P')¢ € A. Hence, by (Pr), (a.P)¢ € A and, by
(PC), (P | P)¢ € A.

e Suppose P is a looping process, ARpB and ¢ € B. Then, there is a finite
sequence of atoms Cy...C, such that A = CyR.,C;...Ch—1R1,C, R, B. We
prove by a sub-induction on n that (P)¢ € C;, for all i. The desired result for
A = Cy follows immediately.

— Base case: n = 0. This means ARy, B. By the Fischer-Ladner closure
conditions, (Tp)¢ € C(I'), hence by the inductive hypothesis, (Tp)¢ € A.
Hence, by (Rec), (P)¢ € A.

— Inductive step: Suppose the result holds for £ < n, and that A =
CoR,C ... RL,.CoRr.B. By the inductive hypothesis, (P)¢ € C;. Hence
(Lp)(PYp € A, as (Lp)(P)¢ € C(T"). By (Rec), (P)¢ € A.

]

Lemma C.37 (Truth Lemma). Let NU = (At(T"),{Rp}, V) be the CCS-PDL model
over . For all atoms A € At(T) and all formulas p € C(T), NV, AlF ¢ iff o € A.

Proof. The proof is by induction on the structure of the formula ¢.
e ¢ is a proposition symbol: The proof follows directly from the definition of V.

e ¢ =) or ¢ =11 Ahy: The proof follows directly from lemma [C.28]
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(=) Suppose that N, A I (P)y. Then, there exists A € NT such that
ARpA" and NT, A’ I 9. By the induction hypothesis, we know that ¢ € A’
and, by the Existence Lemma, we have that (P)y € A.

(<) Suppose that (P)1 € A. Then, by the Existence Lemma, there is A" €
NT such that ARpA" and ¢ € A’. By the induction hypothesis, N, A’ I 1,
which implies N, A I (P)1.

]

Theorem C.38 (Completeness). Every consistent formula is satisfiable in a finite

model that respects definition [C"22.

Proof. Let ¢ be a consistent formula. Let C(g) be its closure under the conditions
of definition [C.25l As ¢ is consistent, by corollary [C.30] there is an atom A € At(yp)
such that ¢ € A. Let N¥ be the CCS-PDL model over ¢. Then, by the Truth
Lemma (lemma [C37), as ¢ € A, we conclude that N A IF ¢, which proves the

theorem. O
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Apendice D

A Propositional Dynamic Logic
for Concurrent Programs Based

on the m-Calculus

D.1 Introductio

Propositional Dynamic Logic (PDL) [46] plays an important role in formal spec-
ification and reasoning about sequential programs and systems. PDL is a multi-
modal logic with one modality (P) for each program P. The logic has a set of
basic programs and a set of operators (sequential composition, iteration and nonde-
terministic choice) that can be used to build more complex programs from simpler
ones. A Kripke semantics can be provided, with a frame F = (W, Rp), where W
is a non-empty set of possible program states and, for each program P, Rp is a
binary relation on W such that (s,t) € Rp if and only if there is a computation of
P starting in s and terminating in t.

The m-Calculus is a well known process algebra, proposed by Milner, Parrow
and Walker [25], for the specification of communicating concurrent systems. It is
an extension of Milner’s CCS [21] that is able to describe not only non-determinism

and concurrency, but also mobility of processes. It models the concurrency and

'Este capitulo expde o contetido do artigo [45], publicado nos anais do congresso M4M 2009,
Computer Science Research Report, Roskilde University, v. 128, p. 42-56, 2009. A ser publicado

no Electronic Notes in Theoretical Computer Science.
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interaction between processes through individual acts of communication. A pair
of processes can communicate through a common channel and each act of commu-
nication consists of a message (which, in the 7-Calculus, is also a channel name)
being sent at one end of the channel and immediately being received at the other.
A m-Calculus specification is a description of the behaviour expected from a system,
based on the communication events that may occur. As in PDL, the w-Calculus
has a set of operators (action prefix, parallel composition, nondeterministic choice
and restriction on acts of communication) that are used to inductively build process
specifications from a set of basic actions.

This work presents a Propositional Dynamic Logic (WDLH) in which the programs
are described in a language based on the w-Calculus without replication. There
are, in the literature, some other logics that make use of CCS or the m-Calculus.
However, they use these process algebras as a language for the description of frames
and models, while using standard modal logics for the description of properties (see,
for example, [47] and [48]). The logic that we develop in the present work uses
the m-Calculus in a distinct way. Its operators and constructions are added to a
basic modal logic in order to create a dynamic logic where it is simple to describe
and verify properties of communicating, concurrent, non-deterministic and mobile
programs and systems, in a similar way as PDL is used for the sequential case. As
such, this logic is an extension of the logics from our previous works [43] and [44],
which develop propositional dynamic logics based on CCS.

It should be emphasized that the contribution of this work is on the field of
dynamic logics and not on the field of process algebras. From process algebras, we
just borrow a set of operators that are suitable for the description of communication
and concurrency. We use these operators because they have a well-established theory
behind them and we can use many of its concepts and results to help us build our
logic.

Our logic is related to Concurrent PDL (CPDL) [6] and Channel-CPDL [7], but
has advantages over both. The former can only describe properties of concurrent

systems with no communication between the components and while the latter is

2The pun here comes from the fact that the name of the letter 7 in Greek and the name of the

letter P in English are pronounced exactly the same way.
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able to describe interesting properties of communicating concurrent systems, it does
not have a simple Kripke semantics (in fact, “a formal definition of the semantics
of channel-CPDL is rather complicated” [7]) and its satisfiability problem can be
proved undecidable (IT}-hard), which also implies that it does not have a complete
axiomatization. On the other hand, due to the use of the m-Calculus mechanisms of
communication and concurrency, our logic has a simple Kripke semantics, the finite
model property, a straightforward axiomatization and can also deal with mobility.
Our logic can also be seen as an extension of PDL with Interleaving (iPDL) [9].
In iPDL, the parallel operator that is present in the logic is similar to the parallel
operator of the m-Calculus, but it only allows interleaving of the actions in parallel
programs, while the parallel operator of the m-Calculus (in conjunction with the
restriction operator) also allows communication, synchronization and mobility.
The rest of this paper is organized as follows. In Section [D.2] we introduce the
necessary background concepts: Propositional Dynamic Logic and the m-Calculus.
Our logic (7DL), together with a couple of simple examples of its application and a
complete axiomatic system, is presented in Section [D.3l Finally, in Section [D.4] we
state our final remarks. We omit some of the proofs in the text, when they follow

directly from previously stated results.

D.2 Background

This section presents two important subjects. First, we make a brief review of
the syntax and semantics of PDL. Second, we present the m-Calculus together with
some useful concepts, properties and results from its theory. We do not assume a
familiarity with the m-Calculus, since process algebras are by no means a universally
studied topic among (modal) logicians. We introduce here all that is necessary for
our presentation in the next sections, trying to make this work as self-contained as

possible.

D.2.1 Propositional Dynamic Logic

In this section, we present the syntax and semantics of PDL. For a more detailed

account, [10] can be consulted.
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Definition D.1. The PDL language consists of a set ® of countably many propo-
sition symbols, a set P of countably many basic programs, the boolean operators —
and A, the program constructors ;, U and * and a modality (P) for every program

P. The formulas are defined as follows:
QDZp|T‘_|g0|()01/\()02 | <P>Q0, ’U}ZthP:CL|P1,P2|P1UP2|P*,
where p € ® and a € P.

In all the logics that appear in this paper, we use the standard abbreviations

L=-T, ¢Vo=-(0A9), 9 = é==(pA9) and [Plp = ~(P)=p.

Definition D.2. A frame for PDL is a tuple F = (W,{Rqs}acp) where W is a non-
empty set of states and R, is a binary relation for each basic program a. Besides
that, we inductively build binary relations Rp, for each non-basic program P, using
the rules Rp,.p, = Rp, o Rp,, Rpup, = Rp, URp, and Rp- = R}y, where R} denotes

the reflexive transitive closure of Rp.

Definition D.3. A model for PDL is a pair M = (F, V), where F is a PDL frame

and V is a valuation function V : ® — 2V,

Definition D.4. Let M = (F, V) be a model. The semantical notion of satisfaction
of a formula ¢ in a model M at a state w, notation M,w I+ ¢, is defined in PDL
in the standard way for modal logics [10] for the atomic formulas and the boolean
operators. The following rule takes care of the modalities: M,w I (P)y iff there is
w' € W such that wRpw' and M,w' I+ .

D.2.2 The m-Calculus

The m-Calculus is a well known process algebra, proposed by Milner, Parrow
and Walker [25], for the specification of communicating concurrent systems. It is
an extension of Milner’s CCS [21] that is able to describe not only non-determinism
and concurrency, but also mobility of processes. A w-Calculus specification is a
description of the behaviour expected from a system, based on the communication
events that may occur. For a broad introduction to the w-Calculus, [26] can be

consulted.
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In the m-Calculus, a pair of processes can communicate through a common chan-
nel and each act of communication consists of a message (which, in the 7w-Calculus,
is also a channel name) being sent at one end of the channel and immediately being
received at the other.

Let N = {a,b,c,...} be a set of names. Each channel in a 7-Calculus specifi-
cation is labelled by a name. The labels of the channels are also used to describe
the communication actions (sending and receiving messages) performed by the pro-
cesses, as is shown below. Besides these communication actions, the m-Calculus
has only one other action: the silent action, denoted by 7, used to represent any
internal action performed by any of the processes that does not involve an act of

communication (e.g.: a memory update).

Definition D.5. In our presentation of the w-Calculus, process specifications can

be built using the following operations:
P:=0|END|«a.P|P;P| P+ P| P|P| P (va)P,

with

a:=a(x) | alz) | alve) | T,
where a,v € N.

Usually, the w-Calculus is presented with a replication operator (!), that denotes
the ability of a process to generate multiple copies of itself, or with constants, that
may be used to describe recursion. In [44], in the context of CCS, we present
a dynamic logic that uses processes with constants. However, in order to keep
the finite model property and a complete axiomatization, we had to restrict the
interaction between constants and the | operator in order to prevent potentially
self-replicating processes. Besides that, with constants, the axiomatization and the
theory behind its completeness proof became considerably more complex. On the
other hand, the issue of whether it is possible to keep the finite model property and
a complete axiomatization in the presence of replication remains open and we defer
it to a future work, as explained in Section [D.4]

Thus, at the present time, we restrict ourselves to the language without constants

and the replication operator. However, as is also shown in [44], it is much simpler
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to deal with iteration (which is a restricted form of recursion) in the logic than
with recursion in its more general form and the resulting axiomatization is more
elegant. So, in order to express iterative behaviours, we add to our presentation of
the m-Calculus the PDL-inspired operators * and ;.

As it is explained in details in [44], the somewhat loose definition of the null
process 0 in the m-Calculus, which fails to differentiate between a deadlock and a
successful termination (unlike other process algebras, as ACP [22] for instance, in
which the deadlocked process and the terminated process are different), can get
in the way of a fully compositional semantics for a dynamic logic based on the 7-
Calculus. To solve this, we introduce an extra action, with a special meaning: the
ending action, denoted by END. All other actions are called running actions. A
process can only successfully finish after performing the action END and it always
successfully finishes after performing such action. If a process cannot perform any
running action and cannot successfully finish, it is called a deadlocked process.

0 is the null process. 1t is a deadlocked process, since it is incapable of performing
any running action and of successfully finishing. END is a process that is incapable
of performing any running action, but it is capable of successfully finishing. The
prefiz operator (.) denotes that the process will first perform the running action
a and then behave as P. The sequential composition operator (;) denotes that
the process will first behave as P, and if and when P; successfully terminates, it
will proceed behaving as P,. The nondeterministic choice operator (+) denotes
that the process will make a nondeterministic choice to behave as either P; or
Py. The parallel composition operator (|) denotes that the processes P and P
may proceed independently or may communicate through a common channel. The
iteration operator (*) denotes that the process P is capable of being iterated zero
or more times. Finally, the restriction operator (va) denotes that the channel a is
only accessible inside P (the scope of a is P).

The action a(z), called input action, denotes that the process receives a name
through the channel labelled by a and the name x marks, in P, the places where the
received name should be put. The actions a(x), called free output action, and a{vz),
called bound output action, both denote that the process sends the name x through

the channel labelled by a. The difference between the two is that, in a(vz), = is a
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restricted name, with this action working as an abbreviation for (vx)a(x). Finally,
7 denotes the silent action. We define the bound output action as a primitive action
because, as is shown below, under certain circumstances, the only form of restriction
that is needed is the one provided by bounded outputs.

We say that the actions a(x) and @(vx) and the restriction (vz) bind the name
x, calling them binders. We say that a name is bound in P if it occurs inside the
scope of an action or a restriction that binds it. Otherwise, we say that a name is
free in P. We denote by f(P) the set of free names in P and by b(P) the set of bound
names in P. Similarly, we denote by f(«) and b(«) the free and bound names in
an action a. In the actions a(z), @(z) and a(vz), a is called the subject, denoted
by s(a), where « is the action, and x is called the object, denoted by o(a)). The 7

action has neither subject nor object.

Definition D.6. We say that a relation = between processes is a congruence if it

15 an equivalence relation and it is preserved by all w-Calculus operators, that is, if

P=Q, thena.P=a.Q, P+ R=(Q+ R and so on.

Definition D.7. A syntactic substitution of a bound name by a fresh name (a name
that does not occur in the process specification) in its binder and in every occurrence

of the name in the scope of this binder is called an alpha-conversion.

Definition D.8. Structural congruence, denoted by =, is a relation between pro-

cesses defined by the following set of axioms and rules:
1. It is a congruence; 4. If a # z, (vr)a(zr).P = a{vz).P;
2. 1t is closed under alpha-conversion; 5. (vx)(vy)P = (vy)(vx)P;

3. Commutativity of + and |; 6. If v & f(P), (vx)P = P.

Definition D.9. We say that a process P is clean if no name appears both free and
bound in P and no name is bound by more than one binder. We say that a process is
unrestricted if it has no occurrences of the v operator. We say that a clean process is
in v-prefix form if it has the form (vxy)...(vx,)P, n >0, where P is unrestricted.
Finally, we say that a clean process is in v-standard form if the only occurrences of

the v operator are inside bound output prefizes.
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We write P = P’ to express that the process P can perform the action o and
after that behave as P'. We write P "%’ \/ to express that the process P can perform
the action END and successfully finish. In Table [D.I we present the semantics for
the operators of the m-Calculus based on this notation. This semantics is called late

semantics. For more details on this and other semantics, [26] can be consulted.

=P P%0.0=0' END END
PERPORQ=Q aPSP END ="/ p* =/
P'=qQ’
PP PP .QeQ! P p! PP b(a)Nf(Q)=0
PiQSPQ PQ5Q P+Q=P PIQ=P'|Q
P WP "W P Op "y PP PP ada
PIQ5 P {u/z}|Q" | PlQ5(vu)(P'{u/z}|Q") P& pr. px (vz) PSS (va) P!
PEﬂD\/,QEﬁD\/ PEﬂ,D\/ QEiD\/ PEEP\/,QEEP\/
Py Py P+Q™y PRy
P ="/
(va) PPy

Table D.1: Transition Relations of the m-Calculus

From Table [D.Il we can see that we have a clear distinction between deadlock
and termination. A specification of the form «.0 denotes that a process performs
the action a and then deadlocks, while a specification of the form a. END denotes

that a process performs the action o and then successfully terminates.

Definition D.10. Let P be the set of all possible process specifications. A late

bisimulation s a symmetric binary relation Z C P X P such that
1. If (P,Q) € Z and P> P', where b(a) is fresh in P and Q, then

(a) If a = a(z), then there is Q' € P such that Q = Q' and for all u € N,
(P{u/x}, Q{u/z}) € Z;

(b) If o is not an input action, then there is Q' € P such that Q = Q' and
(P.Q) € Z;

END END

2. If (P,Q) € Z and P ="/, then Q =" /.

The reason why the only running actions that need to be considered are the ones

that satisfy the freshness condition above is explained in details in [26].

Definition D.11. Two process specifications P and Q) are late bisimilar (or simply
bisimilar ), denoted by P ~ Q, if there is a late bisimulation Z such that (P,Q) € Z.

In the w-Calculus, bisimilarity is an equivalence relation but is not a congruence.
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Theorem D.12. If P = Q, then P ~ Q.

It should be noticed that while 0 is the neutral element for the + operator, that
is, P+ 0 ~ P, END is the neutral element for the | operator, as P|END ~ P.
We now present a few particular bisimilarities that are going to be useful in the

axiomatization of our logic. We start with the Expansion Law.

Theorem D.13 (Expansion Law [26]). Let P = P, | Py, where P is clean and

unrestricted and | does not occur in Py and Py. Then

P~ Y a(P|P)+ Y B(P|P)+ > 7.R+Ep,

P13>P1’ P2—>P2/ ReA;

where A; = {(P/{u/z} | P’) : P @) — P| and P, iy Py, for some a € N} U{(P] |

P{u/x}): P a<u> — P and P2 P2’, for some a € N'} and Ep = END, if P, "— END vV
and P, ENp \/ or Ep = 0, otherwise. We denote the right side of this bisimilarity
by Exp(P).

Definition D.14. v-bisimilarity, denoted by P ~ Q, is a relation between processes
defined by the following set of axioms and rules, where x € « denotes that x is

neither the subject nor the object of the action o:
1. IfP=Q, then P X Q; 6. (vx)(P;Q) ~ (va)P; (va)Q;

2. (vx)0 < 0; 7. (va)(P+ Q) X (va)P + (v1)Q;

7. (vm) END ~ END; S e ¢ (P, PleaQ & ()

4. Ifr € o, (vr)a.P X a.(vx)P; (PlQ);
5. If v = s(a), (vr)a.P ~ 0; 9. (va)P* <~ ((vx)P)*.

It follows from Table [D.I] and Definition [D.T1] that items (ii)-(ix) are indeed
bisimilarities. Hence, the relation of v-bisimilarity is a subset of the relation of
bisimilarity. v-bisimilarity is a convenient relation because it has a simple axioma-

tization and it is sufficient for all our needs in this work.

3Notice that, according to table D] P|0 can never successfully finish, so P|0 % P in general.
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Theorem D.15. FEvery process is structurally congruent to a clean process. Fuvery
clean process is v-bisimilar to a process in v-prefix form. Finally, every clean process

with no occurrences of the | operator is v-bisimilar to a process in v-standard form.

D.3 #DL

In this section, we define a Propositional Dynamic Logic (7DL) in which the
programs are built in a language based on the w-Calculus without replication (Defi-
nition [D.5]). First, we introduce the key concept of finite possible runs of a process.
We then proceed to describe, using this concept, the syntax and semantics of 71DL
and provide a couple of simple examples of its application. Finally, we present an

axiomatization for 7DL and prove its soundness and completeness.

D.3.1 Action Sequences and Possible Runs

Here, we introduce the concept of finite possible runs of a process.

Definition D.16. We use the notation @ to denote a potentially infinite sequence
of actions ay.qg. .-+ .an(.--+) (the empty sequence is denoted by Z ). The empty
H

sequence follows the rule . € = €. = o, for all &. We denote the i-th term of

the sequence o by (@);.

Definition D.17. For a finite sequence of actions o, we write P = P’ to express
that the process P may perform the sequence & and after that behave as P'. Besides
that, we write P = / to express that the process P may successfully finish after

performing the sequence o .

We can define notions of alpha-conversion of bound names in a sequence of
actions and of a clean sequence of actions, in analogy with Definitions [D.7 and [D.9]
We can also extend our notation and write b(%) and f(7) for the sets of bound and
free names in the sequence 7. If a sequence of actions % can be alpha-converted
to a sequence o, we write 7 =, o . It is not difficult to see that, if P :7; /, then
PZ v/, where 3 =, @ and 7 is clean. Let S(P) be the set of all such . Then,

—

it is also not difficult to see that, if we establish the convention that @ =, 7, =,

is an equivalence relation for the elements of the set S(P).
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Definition D.18. We define the set of finite possible runs of a process P, denoted
by @(P), as the quotient set 7—€_f>(P) = S(P)) =4. If ¥ € S(P), then [7] € Rf(P)

denotes its equivalence class.

We want to define a semantics for our logic that only takes into account the finite
possible runs of the processes, i.e., situations in which the processes successfully

finish. So, we present some useful results about finite possible runs.

Definition D.19. Let @ and & be two sequences of actions and let P and Q be
two process specifications. If b(@') is fresh in Q and b(@) is fresh in P, we write
(0, 7) > (P.Q).

.. — — N —
Definition D.20. Let T = Ry(P) and U = R(Q) and let i(a’) = X, where
« = X.END. We can define the following operations on the sets T and U:
— — —
o ToU={[5(d).6]: [a] € T.[B] € U and (d, 3) > (P, Q)}
e TUU ={[a]:[d] €T or[a] €U};
e RO=A{[€]},R"=RoR"*(n>1) and R* =,y R".

Lemma D.21. If P~ Q and b(@) is fresh in P and Q, then P Ty VoiffQ < V-

—

Proof. We prove this by induction on the length n of @. If n = 0, then @ = &
and neither P nor () may successfully finish without executing any action. If n =1,

then @ = END. Then, P < \/ & P /. By the hypothesis that P ~ @,
P /e Q™ . Finaly, Q™ e Q2 y.

Suppose that the theorem is true for all n < k. Let @ be a sequence of length

END

k. Let « be the first action of the sequence and let ﬁ be a sequence of length k — 1
such that @ = a.ﬁ. Then, P :a; / if and only if there is a process P’ such that
P % P and P :E; V. But if P % P’ and P ~ @, then there is a process @’ such
that Q = @ and P’ ~ @’. Now, B} is a sequence of length shorter than k, so by
the induction hypothesis, as P’ ~ Q" and P’ :i \/, then @' :ﬁ; /- This means that

Q= \/, proving the theorem. [

— —
Theorem D.22. If P ~ Q), then R¢(P) = Rs(Q).
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Proof. Suppose that [a] € 7?f(P) Then, there is a clean sequence & such that
[@] = [@] (*) and b(7) is fresh in P and Q (**). By (*), P 2 V. As P~ Q,
this, together with (**) and Lemma [D.21], implies that @ < v/, which means that
BN N — — — — — .
[@] = [0] € Re(Q). Thus, Re(P) € R¢(Q). The proof that R¢(Q) C Rs(P) is

entirely analogous. O

We present some equalities between sets of finite possible runs that are useful to

the development of our axiomatization.

Theorem D.23. The following set equalities are true:

1. R;(0) = 0; 4. Ri(Pi; Po) = Ry(P) o Ry(By);
2. Ry(END) = {{END]}; 5. Ry(Pi+ Po) = Ry(P) UR;(Py):
3. Rj(a.P) = {[a.ENDI} o R;(P); 6. Ry(P*) = (R;(P))*;

7. Ry(PP) = UIR;(T | B) : [@] € Ry(Py) and [5] € Ry(Po)};

—

8. If Ry(P) = Ry(Q). then Ry ((v)P) = Ry((va)Q):

9. If R{(P) = Ry(A) o R{(P) UR(B) and [END] ¢ Ry(A), then R;(P) =
(Ri(A)) o Ry(B).

Proof. The proof of the first eight items is straightforward from Table [D.1l and
Theorem [D.220 The ninth item is simply Arden’s Rule [49] applied in our context.
This application is sound, since the elements of @(P), for any P, are classes of

finite strings. O

D.3.2 Language and Semantics

In this section, we present the syntax and semantics of 7DL.

Definition D.24. The w DL language consists of a set ® of countably many propo-
sition symbols, a set N of countably many names, the silent action T, the ending
action END, the boolean connectives = and A, the w-Calculus operators ., ;, +, |, *

and v, a pair of modalities (a) and (@), for each a € N, and a modality (P) for every
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process P, including the atomic processes 0 and END. The formulas are defined as

follows:
pu=p| T |- |eiAps|{a)e]| @e]| (P,

where p € ® and P is built as in Definition [D.].

Definition D.25. A frame for 7 DL is a tuple F = (W,{Rq4, Rz}aens Renp, Rr)

where

o W is a non-empty set of states;

e R,, Ry, for each a € N, Rgyp and R, are the basic binary relations, where

Renp = {(w,w) W e W}

Definition D.26. A model for #DL is a pair M = (F, V), where F is a 1DL

frame and V is a valuation function V : ® — 2V

Definition D.27. We define the core of an action «, denoted by c(«), in the fol-
lowing way: c(a(r)) = a, c(@(z)) = c(alve)) = @ and c(a) = «, if « = 7 or

a = END.
We now define the semantical notion of satisfaction for 7DL as follows:

Definition D.28. Let M = (F,V) be a model. The notion of satisfaction of a
formula ¢ in a model M at a state w, notation M,w IF ¢, can be inductively

defined as follows:
o M,wlkpiffwe V(p);
e M,wlF T always;
o M,wlF =g iff M,wlf p;
o M wlk o1 Aps iff Myw IF 1 and M, w IF ps;

e M,w Ik (k) iff there is w' € W such that wR,w' and M,w' |k ¢, where

Kk=a ork=a, for somea €N, or k=r1;

o M,wlF (P)y iff there is a finite path (vo, vy, ..., v,), n > 1, such that vy = w,
M, v, IF o and there is @ such that [?] € 7?;(]3), the length of @ is n and
(vi_1,vi) € Ry if and only if c((?);) = k, for 1 <i <n. We say that such o

matches the path (v, ..., v,).
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If M,w IF ¢ for every state w, we say that ¢ is globally satisfied in the model
M, notation M IF . If ¢ is globally satisfied in all models M of a frame F, we
say that ¢ is valid in F, notation F IF ¢. Finally, if ¢ is valid in all frames, we say

that ¢ is valid, notation I+ ¢. Two formulas ¢ and v are semantically equivalent if

IF o < 1.
Theorem D.29. @(P) = 7@(@) if and only if I (P)p < (Q)p.

Proof. (=) Suppose that 7_2_;(P) = 7—2—;(62), but Iff (P)p < (Q)p. Then, we may
assume, without loss of generality, that there is a model M and a state vy in this
model such that M, vg IF (P)p (*), but M, vg I (Q)p (**). By Definition [D.28 (*)
implies that there is a path (vg,vy,...,v,), n > 1, in M such that M, v, |- p (¥*%*)
and there is a sequence @, such that [@] € @(P), that matches this path. But
as 7?}(]3) = 77;(@), then [@] € 7?;(@) This and (***) imply, by Definition [D.28]
that M, v IF (Q)p, contradicting (**).

(<) Suppose that IF (P)p < (Q)p (*), but 7—?,_;(]3) # 7?;(@) Then, we may
assume, without loss of generality, that there is a clean sequence @ such that [@'] €
7—3;(P), but [a] ¢ 7—€_f>(Q) Let us build a frame F that consists solely of a path
(vo,...,vn), n > 1, such that R, = {(vi_1,v;) : 1 < i < nandc((@);) = a}. Let
M = (F,V), such that v, € V(p) and v; € V(p), 0 < i < n. Then, we have
a path (vo,...,v,) such that M, v, IF p and @ matches this path. By Definition
D28, M, v, IF (P)p. However, [@] & @(Q), so (vg, .- .,v,) is not matched by any
sequence in 7_€_f>(Q) Besides that, there is no other path (vg,...,v,), m > 1, in M
such that M, v, IF p. Thus, by Definition [D.28] M, vy I (Q)p, which contradicts
(%), a

Corollary D.30. If P ~ @, then | (P)p < (Q)p.

D.3.3 Examples

In this section, we present two simple examples of applications of 7DL.

Example D.31. Let M be a Kripke model representing the behaviour of a local
network in a business office. Suppose that, in this network, there are three computers

and two printers, managed by a common server. For a restricted analysis of M with

243



respect only to the printing protocols, we may assume that all that the employees of
the office do at the computers is to print documents.

Let sy be the communication channel between the computers and the server and
s9 be the communication channel between the server and the printers. Then, C; =
(ve;)s1(e;).ci(p).p{d). END describes a program that sends a document that can be
retrieved through channel d to be printed, S = (s1(n).s2(p).n(p) .END)* describes a
program that controls the server and distributes the printers following requests from
the computers and P; = (vp;)s2(p;).p;(d).7.END describes a program that controls
the printer and prints the document (the act of printing is represented by ) that
can be retrieved through channel d.

We may want to verify if M allows for any computer to print a sequence of any
number of documents at any time, no matter what state M is presently in. If we
assume that each computer cannot simultaneously request the printing of more than
one document, this is equivalent to checking whether the formula (CT | C5 | C5 | S |
Py | P)T is globally satisfied in M. We may also want to verify that the actions of
one computer do not affect the actions of the others. For this, we could check, for

instance, if (C;) T « [(C; | Ck)*(Ci) T, i # j # k, is globally satisfied in M.

Example D.32. The parallel composition operator (|) has a dual role in the -
Calculus. It represents both interleaving and synchronization of processes. In van
Benthem’s paradigm of games-as-processes [51], this could be used to represent si-
multaneous games, where each player chooses his actions unaware of what are the
actions taken by the other player. We consider a concrete example. Let M be a
game board and the proposition symbols w;, i = 1,2, denote that player ¢ wins if the
game reaches a state where w; is satisfied. Let {a,b,c} be the possible actions for
player 1 and {d, e, f} the possible actions for player 2. Fach player has to perform
a sequence of three actions, completely unaware of which actions the other player
performed or even how many of the three actions the other player performed so far.
This means that the two sequences are interleaved in an arbitrary order. Then,
M, w IF {a.b.b.END + a.b.c.END | d.d.d.END)w; means that if the game starts in
w, there is an interleaved sequence of a,b,b and d,d,d or a,b,c and d,d, d that leads
to a victory of player 1. On the other hand, M,w IF [a.b.b. END | d.d.d. END]w,

means that, if the game starts in w, no matter in what order the six actions take
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place, if player 1 plays a,b,b and player 2 plays d, d, d, player 1 is guaranteed to win.
This can also be generalized to games with more than two players.

The | operator can also represent synchronization of processes. This allows us
to model richer games, where we can get “rounds” of blind, simultaneous games
separated by some exchange of information between the players. For instance, in
the game described above, suppose now that the two players may select their actions
from the same set {a,b,c}. To differentiate between the sequences of actions of each
player, each sequence starts with p;, 1 = 1,2. Besides that, each player will now
perform the three actions in the following way: a player performs two actions, then
iforms the other player of one of them and performs the final action. Then we
can express properties of this game using formulas of our logic, in an analogous way
to the paragraph above. For instance, M,w I+ [(vz)(vy)(p1.0.0.7(b).y(w).w.END |
pe.a.b.x(2).y(a).b. END + py.a.b.x(z).5(b).b. END)|w; means that if the game starts
m w, no matter in what order the four initial and the two final actions take place, if
player 2 starts with a,b and finishes with b, then player 1 can always win by playing
b,b and then finishing with the action informed by player 2.

This interplay between interleaving and synchronization can then be used to de-
scribe a fairly large group of games. A recent paper [52] also works with this idea that
concurrency operators can be used to model simultaneous games. The authors use
CPDL [6] as a stepping stone to build a concurrent dynamic game logic. However,
since CPDL does not admit communication, their logic also has that limitation. As
the generalization from CPDL to channel-CPDL has as drawbacks the loss of decid-
ability and the loss of a complete axiomatization, our logic may be better suited for
the generalization of the logic presented in [52] to deal with simultaneous games with

communication, as we briefly illustrated.

D.3.4 Axiomatic System

We consider the following set of axioms and rules, where p and ¢ are proposition

symbols and ¢ and 1 are formulas.

(PL) Enough propositional logic tau- (K) F [Pl(p — q) — ([Plp — [Plq)

tologies
(Du) + [Plp < =(P)=p
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(0) = —=(0)p (Rec) = (P*)p < pV (P){P*)p

(END) F (END)p < p (FP) EpA[P*)(p — [Plp) — [P*]p
(Pr) F {(a.P)p < (c(a)){P)p (MP) If - ¢ and - ¢ — 9, then o
(SC) F (Pr; Po)p < (P1)(P2)p (Gen) If - ¢, then - [Pl

(NC) (P + Py)p < (Pr)pV (P2)p (vBi) If P~ Q, then - (P)p « (Q)p

(Sub) If - ¢, then F 7, where ¢ uniformly substitutes proposition symbols by

arbitrary formulas
(PCSub) If F (P)p < (Q)p, then - (P|R)p < (Q|R)p
(RSub) If - (P)p « (Q)p, then - ((vx)P)p « ((vz)Q)p

(Exp) If the Expansion Law can be applied to P, then F (P)p < (Exp(P))p

END
(Ard) If - (P)p < (A; P+ B)pand A 4 +/, then - (P)p < (A*; B)p

The axioms (PL), (K) and (Du) and the rules (MP), (Gen) and (Sub) are
standard in the modal logic literature. The soundness of the other axioms and rules

follows directly from the set equalities in Theorem [D.23] (with the help of Theorem
[D:29), Theorem [D.13] Corollary [D.30 and Definition [D.25

Definition D.33. We define the following relation between processes: P « Q iff
= {(P)p < (Q)p

Theorem D.34. < is a congruence.

Definition D.35. Let Q) = {Py,..., P} be a set of processes such that P; # P;, if
i #j. Let E(Qy) = {E\,..., By} such that E; = (P, T;), P, < T;, Ti = 3 AL QS
and, for all (i,7), A; has no occurrence of |. We say that E(€.) is closed if, for all
(4,7), Qf € Q.

Theorem D.36. Let P = P, | Py, where P is clean and unrestricted. Then there

is P such that P < P and P has no occurrence of the | operator.
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Proof. The proof is by induction on the number n of occurrences of the | operator
in P. If n =0, then P = P and there is nothing to be done.

If n =1 then the Expansion Law can be applied to P, so we can use (Exp) to
build pairs (P;, T;) that satisfy Definition [D.35 Let P, = P and €, be the smallest
set such that P, € Q4 and E(€) is closed. Such a set always exists, as otherwise
there would be an infinite set of processes {A4; : i € N} such that A; # A;, if i # j,
and P38 Ay 5 A, ..., which, by a careful inspection of Table [D.1] cannot happen.

Take the pair Ej. If there is no Qg‘? = P (*), then we can substitute in the
processes T;, 1 < 1 < k, all the occurrences of P, by Tj. Otherwise, we can use
(Ard) to substitute the pair (Py,T;) by a pair (P, 7)) where (*) holds and then
proceed as in the previous case. We then continue this process with the pair Ej_4
and so on, until we finally get a pair (P, T]) such that no process in Qj occurs in T7.
By the use of (Exp) to build the initial pairs and the fact that neither (Ard) nor the
substitution process introduce new | operators, we have P = T}. This method, based
on the solution of a “system of equations”, was inspired by Brzozowski’s algebraic
method to obtain the regular expression that describes the language accepted by a
finite automaton [50].

Suppose that the theorem is true for all n < k. Let P have k occurrences of |.

As P = P||P,, we can obtain P as P |P;. O

Two formulas ¢ and v are equi-consistent if - ¢ < 1. By soundness, if ¢ and

are equi-consistent, then they are also semantically equivalent.

Theorem D.37 (Completeness). Every consistent formula is satisfiable in a finite

7 DL model.

Proof. Let ¢ be a consistent formula and let P () be the set of processes that appear
in . For all P € P(p), we can use (vBi), (RSub), (MP) and Theorems [D.T5]
[D.34] and [D.36] to get a sequence P < P’ < P” « P"” where P’ is clean and in
v-prefix form, P” is also without any occurrence of the | operator and P"” is like P”
but is instead in v-standard form. We can then obtain an equi-consistent formula
¢ = @[P"/P, P € P(¢)] in which the only 7-Calculus operators that appear are .,
;, + and *. All of these operators and its correspondent axioms are analogous to the

operators and axioms in standard PDL. Thus, we can follow the completeness proof
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of standard PDL (the PDL axioms and its completeness proof are presented in details
in [10]), treating the actions as basic PDL programs, to show that ¢’ is satisfiable in
a finite model. As ¢ and ¢’ are equi-consistent, they are also semantically equivalent,

which means that ¢ is also satisfied in that same finite model. O]

D.4 Final Remarks and Future Work

In this work, we present a Propositional Dynamic Logic for communicating con-
current systems (7DL) in which the programs are described in a language based
on the m-Calculus without replication. From the point of view of dynamic logics,
this logic represents an improvement on the current scenario, as previous dynamic
logics could not effectively deal with both concurrency and communication. CPDL
[6] dealt with concurrency, but there was no possibility of communication between
the components of a concurrent system. Channel-CPDL [7] models concurrency
and communication but it has a “rather complicated” [7] semantics, is undecidable
and lacks a complete axiomatization. On the other hand, we are able to provide
a simple Kripke semantics for our logic, based on the idea of finite possible runs
of processes, build a complete axiomatization for it and show that it has the finite
model property.

We also provide a method, in a language with iteration (*) and sequential com-
position (;) operators, to rewrite any process specification to a form without the
parallel composition operator (|) while preserving the set of finite possible runs of
the process. This method is based on Brzozowski’s algorithm to find the regular
expression that corresponds to a finite automaton [50]. We feel that this is an inter-
esting and original application of Brzozowski’s idea and that it provides an elegant
proof to a key result to the completeness of our axiomatization.

It should also be noticed that, while the | operator can be written out of the
specifications, in practice it can be very hard to describe a complex concurrent
behaviour without it from the start. Besides that, even though both specifications,
with and without |, may be equivalent, the one with | will be more succinct.

It would be interesting to study the complexities of the satisfiability and model-
checking problems for this logic and the ones in [43] and [44]. Tt would also be
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interesting to develop an automatic model-checker for these logics, which would
involve an efficient algorithmic method to deal with the expansion of parallel pro-
cesses. We would also like to analyze the issue of self-replicating processes, which
was left out of the present work. We would like to study what would change in the
logic with the addition of the m-Calculus replication operator (!).

Finally, we would also like to study in more detail the possible connections
between our logic and the ideas presented in [52] and analyze how to use our logic

as a tool for the description of simultaneous games with communication.
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