COPPE/UFRJ

SOBRE O NUMERO DE SALTOS EM ORDENS PARCIAIS

Adriana Pimenta de Figueiredo

Tese de Doutorado apresentada ao Programa
de Pés-graduacao em Engenharia de
Sistemas e Computagao, COPPE, da
Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a
obtencao do titulo de Doutor em Engenharia

de Sistemas e Computacao.

Orientadores: Jayme Luiz Szwarcfiter

Sulamita Klein

Rio de Janeiro

Setembro de 2010



SOBRE O NUMERO DE SALTOS EM ORDENS PARCIAIS

Adriana Pimenta de Figueiredo

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE ENGENHARIA (COPPE)
DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR
EM CIENCIAS EM ENGENHARIA DE SISTEMAS E COMPUTACAO.

Examinada por:

Prof. Jayme Luiz Szwarcfiter, Ph.D.

Prof. Sulamita Klein, D.Sc

Prof. Claudia Linhares Sales, Ph.D.

Prof. Mario Roberto Folhadela Benevides, Ph.D.

Prof. Nair Maria Maia de Abreu, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ — BRASIL
SETEMBRO DE 2010



Figueiredo, Adriana Pimenta de

Sobre o numero de saltos em ordens parciais/Adriana
Pimenta de Figueiredo. — Rio de Janeiro: UFRJ/COPPE,
2010.

XI, 64 p.: il.; 29, Tem.

Orientadores: Jayme Luiz Szwarcfiter

Sulamita Klein

Tese (doutorado) - UFRJ/COPPE/Programa de
Engenharia de Sistemas e Computacao, 2010.

Referéncias Bibliograficas: p. 62 — 64.

1. Conjuntos parcialmente ordenados. 2. Extensoes
lineares. 3. Extensoes arboreas. 4. Nuamero
de saltos arbdreos. [. Szwarcfiter, Jayme Luiz et al.
II. Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE,
Programa de Engenharia de Sistemas e Computacao. III.

T{tulo.

il




v

A minha filha, Maria Clara



Agradecimentos

Aos meus pais, agradeco por me apontarem um caminho e por me incentivarem
a trilha-lo e a minha filha por ilumina-lo. Aos meus irmaos, por estarem do meu
lado em todos os momentos. Obrigada pelo apoio incondicional, amor, carinho e
paciéncia.

Ao meu orientador Prof. Jayme, pela dedicacao, compreensao e por tudo que
me ensinou ao longo desses anos.

A minha co-orientadora Prof. Sulamita, pelo incentivo e cooperagao.

Aos meus amigos, que compartilharam bons e maus momentos ao meu lado,
em especial ao Danilo, que participou ativamente do processo e nunca me deixou
desanimar e fez toda a diferenca para seguir em frente e sua esposa Leticia, amiga
em todas as horas.

A Prof. Nair, Prof. Claudia e Prof. Mario, por aceitarem participar desta banca.
A colaboracao de vocés sera de grande importancia para a melhoria do trabalho.

A todos os professores da Linha de Algoritmos e Grafos, que direta ou indireta-
mente contribuiram para minha formagao.

A todos da secretaria de Pés-graduacao que sempre foram solicitos comigo.

E a todos que nao pude mensionar, agradeco de todo coracao.



Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessérios

para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

SOBRE O NUMERO DE SALTOS EM ORDENS PARCIAIS

Adriana Pimenta de Figueiredo

Setembro/2010

Orientadores: Jayme Luiz Szwarcfiter

Sulamita Klein

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

O problema do nimero de saltos de uma extensao linear é muito relevante na
teoria de ordens e escalonamento de tarefas. Nesta tese trataremos de uma genera-
lizacao do mesmo.

Seja P = (X, P) uma ordem parcial finita. Definimos o conceito de extensoes
arbéreas minimas e minimais de uma ordem P = (X, P) e o nimero de saltos
arboreos de uma ordem P. Tratamos o problema de encontrar a extensao arbdrea
A de uma ordem P obtida adicionando um nimero minimo de novas relagoes ao
diagrama de Hasse de P. Além disso enunciamos o problema de encontrar extensoes
arboreas que possuam um numero total de saltos arbéreos minimo. Demonstramos
que determinar o nimero minimo de saltos arboreos da ordem P é um problema
N P—completo e conjecturamos que o problema de encontrar o niimero minimo de
saltos arboreos totais que estende uma ordem P a uma ordem arboérea também seja
N P—completo. Resolvemos o problema do nimero de saltos arbéreos para algumas
classes de ordens: ordens livre de N, série paralelo, bipartidas e obtemos um resul-
tado para os reticulados. Mostramos que os elementos maximais de uma ordem P
livre de N sao preservados nas suas extensoes arbéreas minimas, e também verifica-
mos a existéncia de uma extensao arborea minimal, de uma ordem P qualquer, que

preserva os elementos maximais .
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The jump number problem of a linear extension is very important in order theory
and scheduling. In this thesis, we give a generalization for this problem.

Let P = (X, P) be a partial order. We define minimum and minimals arboreal
extensions of an order P = (X, P) and the arboreal jump number of a order P.
We study the problem of finding the arboreal extension A of an order P that has a
minimum number of new relations added to the Hasse diagram of P. Moreover, we
state the problem of finding the arboreal extensions that has the minimum number
of arboreal jumps. We show that the determination of a minimum number of new
relations added to the Hasse diagram of an order P, aiming to transform it into
an arboreal extension, is an N P—complete problem and we conjecture that the
problem of finding the minimum total number of jumps that extends an order P to
an arboreal order is also N P—complete.

We solve the problem of the arboreal jump number for some order classes: N-
free orders, parallel series orders, bipartite orders and we obtain a result for the
lattices. We show that the maximal elements of an N—free order P are preserved
in its minimum arboreal extensions, and we also show the existence of a minimal

arboreal extension of any order P that preserves the maximal elements.
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Capitulo 1

Introducao

Em linguagem orientada a objetos por uma aplicacao especial produzimos uma
ordem parcial P entre as classes de objetos. Numa segunda etapa, durante o pro-
cesso de implementagao devemos transformar P em uma hierarquia (). Esse pro-
blema pode ser formulado em termos de uma extensao arborea de uma ordem parcial
P. Encontrando uma extensao () que minimiza o niimero de saltos arbéreos, produ-
zimos uma hierarquia que é fechada para P em termos do niimero de novas relagoes
adicionadas. Esta é uma motivagao pratica para o problema que sera tratado nesta
tese.

Como exemplo, temos linguagens que nao implementam a modelagem ilustrada

na Figura 1.1, mas implementam a modelagem ilustrada na Figura 1.2.

Classe 1 Classe 1

1 k)

[ 1

Classe 2 Classe 3 Classe 4 Classe 2 Classe 3 Classe 4

A A [L

Classe5 [~ Classe 5

Figura 1.1: Figura 1.2:

Nesta tese definimos os saltos arbdéreos e as extensoes arbdreas minimas e mi-

nimais, enunciamos o problema dos saltos arbdreos e da construcao das extensoes



arboreas minimas e minimais. Também enunciamos o problema de encontrar o
nimero total de saltos arboreos, ou seja, o niimero minimo de comparacoes adicio-
nadas a ordem P de forma a transforma-la numa extensao arbérea. Estes conceitos
e resultados sao inéditos na literatura e foram desenvolvidos ao longo deste trabalho.
Todo o conteudo dos Capitulos 5 e 6 é original.

O problema de encontrar o nimero minimo de novas relagoes que transformam
uma ordem P qualquer numa ordem arbérea A é N P—completo e para as classes
das ordens livre de N, série paralela e bipartidas criamos algoritmos polinomiais que
calculam esse nimero. Obtemos também um resultado para os reticulados.

Um problema muito conhecido na literatura, que é um caso particular do niimero
de saltos arbdreos, é o numero de saltos lineares que tem como motivagao um con-
junto de tarefas a serem realizadas por uma certa maquina onde algumas dessas
tarefas tém precedéncia em relacdo a outras. Além disso, toda vez que a méaquina
passa de uma tarefa para outra, que nao tenha uma relacao de precedéncia, ela
necessita fazer um ”setup”, que envolve um custo operacional. Como fazer para mi-
nimizar este custo? Este problema de escalonamento de trabalhos tem formulagao
equivalente em termos de conjuntos ordenados e suas extensoes lineares que possuem
o nimero minimo de saltos.

As seguintes publicagoes foram motivadas pelo trabalho desta tese: PIMENTA
et al. (2009) e PIMENTA et al. (2010).

No Capitulo 2, fazemos uma apresentacao geral da teoria dos conjuntos parci-
almente ordenados, definimos elementos e conceitos importantes para o estudo das
extensoes de uma ordem finita P.

No Capitulo 3, definimos o conceito de extensoes de uma ordem P, enunciamos
o problema do numero de saltos para extensoes lineares e utilizamos um algoritmo
guloso para construir as extensoes lineares da ordem P.

No Capitulo 4, veremos que podemos obter uma extensao linear L particionando
a ordem P em cadeias e entao escrevemos L como soma linear das cadeias C; de P,
e denotaremos por L = Cy & C; @ - - - @ (). Classificamos as cadeias de forma tutil
para resolvermos os problemas propostos no Capitulo 6. O ntmero de saltos lineares
de L, denotado por si(P), é igual a k e o nimero de saltos lineares s(P) é o nimero

minimo de sz (P) sobre todas as extensoes lineares L de P. Determinar o nimero de



saltos de uma extensao linear de um conjunto parcialmente ordenado é NP-completo
mesmo para a classe das ordens de intervalo o que foi mostrado por (MITAS (1992)).
Apresentamos algumas classes de ordens em que existem algoritmos eficientes para
construir extensoes lineares 6timas.

No Capitulo 5, definimos nimero de saltos arbdreos, as extensoes arbodreas de
uma ordem P, enunciamos o problema do nimero de saltos para extensoes arboreas
e criamos um algoritmo para construir as extensoes arbdreas de uma ordem P.
Também neste capitulo estudamos a complexidade deste problema.

No Capitulo 6, resolvemos o problema do nimero de saltos arbdreos para as
classes das ordens livre de N, série paralelo, bipartidas e reticulados e obtemos um
resultado importante sobre preservacao dos elementos maximais de uma ordem P
em suas extensoes arbdreas minimas para as ordens livre de N e minimais para
ordens quaisquer.

Finalmente, no Capitulo 7, propomos novos problemas relacionados a extensoes

de ordens.



Capitulo 2

Conjuntos parcialmente ordenados

2.1 Ordens e grafos

Neste capitulo, vamos ver alguns conceitos e exemplos basicos na Teoria dos
conjuntos parcialmente ordenados. Veremos também como obter um diagrama de
arcos ou de vértices que determina uma ordem e assim a estudaremos utilizando

essas estruturas.

Definigao 2.1. Um par ordenado P = (X, P) € dito ser um conjunto parcialmente
ordenado, quando existe uma relacao bindria <p entre os elementos de X que €

reflexiva, antissimétrica e transitiva, ou seja, para todo a,b,c € X, temos:
(i) a <p a (reflexividade);
(ii) Se a <pbeb<pa entio a=>b (antissimetria);

(111) Se a <p b eb<pc entioa<pc (transitividade).

Se X é um conjunto parcialmente ordenado e vale que a < b ou b < a para
todo par (a,b) € X x X, ou seja, quaisquer dois elementos de X sdo compardveis,
entao dizemos que X é um conjunto totalmente ordenado ou uma cadeia. Usamos a
notacao a || b para indicar que a e b nao sdo comparaveis em P.

A rigor, a ordem ¢é o par (X, P) (um conjunto e a ordem parcial definida nele).
No entanto, quando nao ha possibilidade de confusao, falamos simplesmente a ordem

X ou a ordem P.



Definigao 2.2. A ordem simétrica de um conjunto ordenado P = (X, P), denotado
por P° = (X, P?), ¢ obtida invertendo a ordem em P, se v <y em P entdoy < x

em P?.
Alguns exemplos de conjuntos parcialmente ordenados:

Exemplo 2.3.

o conjunto P(S) de subconjuntos de um conjunto S é wma ordem parcial, onde

A < B significa A C B, sao exemplos:
(i) o conjunto dos sub-anéis de um anel, ordenados por inclusdo;
(ii) o conjunto dos subgrupos de um grupo, ordenados por inclusao e
(11i) o conjunto dos ideais de um anel qualquer, também ordenados por inclusao.

Atribuimos aos conjuntos com relacoes bindrias representacoes por grafos e digra-
fos. Uma ordem P = (X, P) pode ser representada por vértices e arcos de digrafos.
Em uma representacao por vértices, o conjunto de vértices de um digrafo corres-
ponde ao conjunto X e ha outro caso, em que X é o subconjunto do conjunto de
arcos do digrafo. Seja G = (X, A) com o conjunto de vértices em X e o conjunto de
arcos A C X x X, onde (z,y) € A se, e somente se, xRy, onde R é uma relacao entre
elementos de X. Existem dois digrafos que sdo usados em ordens (X, P): digrafo
de comparabilidade e o diagrama de Hasse.

As propriedades da ordem P: reflexividade, antissimetria e transitividade, sao

assim representadas no digrafo:

e reflexividade: G tem um loop em todo vértice, isto é, (p,p) € A para todo

pEP;

e antissimetria GG ¢ aciclico, ou seja, G nao tem um caminho fechado de tama-

nho maior que 1 e

e transitividade para todo caminho (pg, p1,--- ,p;) em P de comprimento [ >

2, G contém um arco transitivo (po, p;)-

Removendo as orientacoes, obtemos o grafo de comparabilidade G, em que as

arestas de GG consistem dos pares comparaveis.



Em uma ordem finita, a relagao a < b pode ser escrita em termos de uma relagao

de cobertura:

Definicao 2.4. Para os elementos x e y de um conjunto ordenado P dizemos que
y cobre x, se para z € X se x < z <y implica z = x e dizemos que x é coberto por

y se para z € X sex < z <y implica z = y.

A idéia de cobertura sugere uma maneira de representar uma ordem por meio
de um diagrama de vértices, também chamado diagrama de Hasse de um conjunto
parcialmente ordenado P. Ele é um grafo desenhado no plano Euclidiano, em que
cada vértice corresponde a um ponto de P e para cada par de cobertura z < y, os
vértices representando z e y sao ligados por uma aresta e o ponto que representa x
esta "abaixo” do ponto que representa y.

O diagrama de Hasse de uma ordem P, pode ser construido através de seu digrafo
G removendo as orientacoes, todos os loops e os arcos transitivos. O digrafo de Hasse

de uma ordem nao possui ciclos orientados e é reduzido transitivamente.
Exemplo 2.5.

O conjunto A ={1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60} (todos os divisores de 60). Este
conjunto estd ordenado parcialmente pela relacao de divisibilidade. Seu diagrama de

Hasse pode ser representado como na Figura 2.1.

Figura 2.1: diagrama de Hasse do conjunto dos divisores de 60 ordenados por divi-

sibilidade
O diagrama de Hasse determina completamente a ordem.

Defini¢ao 2.6. Se P = (X, P) € uma ordem, entdo a ordem simétrica de P, deno-

tado P! = (X, P*), é definido por:
(a,b) € P° & (bya) € P

6



Definigao 2.7. Sejam P = (X, P) e Q = (Y, Q) ordens parciais, uma aplicagcdo
f: X —Y éum isomorfismo, se f € bijetiva e ambos f: X —Y e f71:Y - X
sGao mondtonas, ou seja, xr1 < xo em P implica f(x1) < f(xz) em Q para todo

T1,T9 e X.

Definicao 2.8. Uma funcao f entre as ordens P e (Q € uma imersdao se, para todos

os elementos x,y de P, x <y em P implica f(x) < f(y) em Q.

Seja P = (X, P) uma ordem e sejam z,y € X com x # y. Dizemos que z e y
sao compardveis em P, e escrevemos x 1 y em P, quando x < y em P ou y < x em
P. Por outro lado, x e y sdo incompardveis em P, denotamos por x || y, se ndo vale
nem r <y em P nem y < x em P.

Uma sub-ordem de uma ordem (X, P), é uma ordem (Y, P(Y)), onde Y é um
subconjunto de X e P(Y) ¢é a relagdo em Y obtida por restrigao da relagao P em

X.

Definicao 2.9. Uma ordem P = (X, P) € conexa se para todo x,y € X com
x # y, eriste uma Sequéncia finita r = xg, Ty, ,T, = y de elementos de X tal
que x; L x;01 em P parai=0,1,--- ,n—1. Una subordem (Y, P(Y)) de (X, P) é
chamada uma componente de P se (Y, P(Y')) € conexo e ndo existe um subconjunto

Z C X contendo Y como subconjunto proprio para que (Z, P(Z)) é conezo.

Definicao 2.10. Um elemento maximal de uma ordem P, denotado max P € um
elemento x tal que, se x <y entao x =y. Nao se exige que y < x para todo y € P,
portanto, podem haver vdrios elementos mazximais. Analogamente, definimos um

elemento minimal de P, denotado min P é um elemento x tal que, se y < x, entdao

y=2x.

Todo conjunto ordenado finito possui elementos maximais e minimais. Isto nao se
aplica a conjuntos ordenados infinitos, porque podem nao haver elementos maximais.

O conjunto Z dos inteiros é um conjunto ordenado onde nao hé elementos maximais.

Definicao 2.11. Um elemento u de uma ordem é um limite superior de um sub-
conjunto A de P, se a < u para todo a € A. O elemento u é chamado menor limite
superior ou sup A se u € um limite superior e, se v € outro limite superior de A,

entao u < v.



A definicao para limite inferior e maior limite inferior ou inf A é andloga.

Definicao 2.12. Uma ordem finita é um reticulado quando para cada par de ele-

mentos existe um unico menor limite superior e um unico maior limite inferior.

Denotamos o menor limite superior dos elementos a e b por a Vb e o maior limite
inferior por a A b.
O sup e o inf do conjunto {aq,as,--- ,a,} sdo denotados, respectivamente, por
arVayV---Va,eai Nag - N\ay,.
Exemplo 2.13.
(i) Sejam X um conjunto e P(X) € o conjunto das partes de X. Entio P(X)

ordenado por inclusao é um reticulado, onde xtVy=xUy ex ANy =xNy.

(ii) O conjunto D(n) dos divisores (positivos) de um inteiro positivo n € um re-
ticulado, quando ordenado por divisibilidade: x < y se x divide y. Temos

zVy=mmc(z,y) ex ANy =mde(x,y).
- Veja Figura 2.1 o conjunto dos divisores de 60 ordenados por divisibili-
dade € um reticulado.
Lema 2.14. Todo conjunto totalmente ordenado € um reticulado.

Demonstragao. Se a e b sao dois elementos de um conjunto totalmente ordenado S,

entao a < boub<a. Mas

a<b=aVb=beaAb=a

b<a=aVb=aeaANAb=0b.

2.2 Cadeias e anticadeias

Definigao 2.15. Uma cadeia C em uma ordem parcial P = (X, P) € um subconjunto
de X que é uma ordem total, ou seja, C =11 < x5 < -+ < Ty, onde x; € X, 1 =
1,---,m e "<”€ a ordem sobre os elementos de X. Chamamos de anticadeia A
em uma ordem P a um subconjunto de X em que nenhum par de elementos é

comparadvel.



Definigao 2.16. A altura h(P) de uma ordem parcial P € a cardinalidade mdzima
das cadeias de P enquanto que a largura w(P) de P é a cardinalidade mdxima das

anticadeias de P.

Um problema importante no estudo de ordens é o problema da particao da ordem
em cadeias ou em anticadeias: se (X, P) é um conjunto ordenado, uma particao de
(X, P) em cadeias é uma decomposi¢ao X = C;UCyU---UC,, onde cada C;, visto
como sub-ordem, é uma cadeia. Da mesma forma, uma decomposicao em anticadeias
¢ uma decomposicao X = A; U Ay U---UA,,, onde os A; sdo anticadeias de (X, P).

Um resultado importante no estudo da teoria dos conjuntos parcialmente orde-
nado é o Teorema da Decomposi¢ao de Dilworth. Antes, porém, vamos enunciar um

resultado mais simples:
Proposicao 2.17.
(i) Se uma ordem P tem uma cadeia de comprimento r, entao nao pode ser par-

tictonado em menos que r anticadeias.

(ii) Se uma ordem P tem uma anticadeia de comprimento r, entdo ndo pode ser

particionado em menos que v cadeias.

Demonstrag¢ao. Se uma ordem P possui uma cadeia C' de comprimento r (compri-
mento de uma cadeia C' é a sua cardinalidade) e possui uma partigao em s < r
anticadeias, entao existem elementos a e b de C' que estao na mesma anticadeia da

particao, o que é um absurdo. A prova da segunda parte é analoga. O]

Os dois resultados seguintes estao no sentido inverso da proposicao anterior:
mostram que uma ordem P cuja maior cadeia, respectivamente, anticadeia, tem

comprimento r, pode ser particionado em r anticadeias, respectivamente, cadeias.

Teorema 2.18. Suponha que a maior cadeia de uma ordem P tem comprimento r.

Entao P pode ser particionado em r anticadeias.
O resultado “dual” do Teorema anterior é o Teorema de Dilworth:

Teorema 2.19 ( DILWORTH (1950)).

Se a maior anticadeia de um conjunto ordenado P possui comprimento r, entao P

pode ser particionado em r cadeias.



Neste capitulo, enunciamos defini¢oes, conceitos e resultados basicos de uma
ordem parcial P = (X, P), seu diagrama de Hasse e seu grafo de comparabilidade,
que serao de grande interesse nos estudos feitos neste trabalho. Também enunciamos
um resultado importante na teoria de Ordens que é o particionamento da ordem em

cadeias ou anticadeias.
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Capitulo 3

Extensoes de uma ordem

3.1 Motivacao: Redes PERT-CPM

Existem dois métodos populares no controle e gestao de projetos com relagoes de
precedéncia: o PERT, Program Evaluation and Review Technique e o CPM, Critical
Path Method. As redes PERT evidenciam relagoes de precedéncia entre atividades
e permitem calcular o tempo total de duracao do projeto bem como o conjunto
de atividades que necessitam de atencao especial caso contrario os atrasos em sua
execugao ocorrerao no projeto como um todo. Com estes métodos, os projetos
podem ser vistos como um conjunto de tarefas, algumas das quais com relagoes de
precedéncia entre si. Como consequéncia, tal conjunto de tarefas munido de uma
relacao de precedéncia é um conjunto parcialmente ordenado e a execugao do projeto
consiste em partir o conjunto de tarefas no menor nimero de cadeias possivel. A
existéncia de tempos de execucao para as sucessivas tarefas implica que, em geral,
se pretende determinar uma particao em cadeias, de tal forma que a maior delas
tenha a menor duragao possivel.

Vamos a um exemplo: considere a tabela, onde sao indicadas varias tarefas a
levar a cabo durante a realizacao de um projeto e, para cada uma delas, as tarefas

que devem preceder.
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Denotando o conjunto de tarefas, indicadas na tabela por

I'={A,B,C,D,E,F,G H1I,JK}

Codigo da tarefa | codigo de tarefas precedentes
A _
B A
C B
D B
E C
F C
G D, E
H D, E
I
J H
K F,J

Definindo a relacao de ordem parcial < relativa as precedéncias, de forma que
Vv, 72 € 71 X 79 & a tarefa v, precede a tarefa s,

obtemos o conjunto parcialmente ordenado (I", <), representado pela rede da Figura
3.1, onde os arcos denotam as tarefas com os respectivos cédigos, na qual, se o arco
relativo a tarefa A chega ao vértice j e o arco relativo a tarefa B parte de j, significa

que A< B .

Figura 3.1: Rede de tarefas associadas a um dado projeto

Desta forma, podemos modelar este problema de escalonamento de trabalhos

com formulagao equivalente em termos de conjuntos ordenados e suas extensoes.
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Teorema 3.1. Dado um conjunto parcialmente ordenado P = (X, P), sep eq € X,

sao nao comparaveis, relativamente a P, entdao a relagio P’ tal que

P'=PU(lpxT1q),

onde | p={z;(z,p) € P} el q=A{y;(q,y) € P}. R estende R ¢ (p,q) € R'. R ¢

uma relacao de ordem parcial.

Demonstracao. Vamos mostrar que P’ é uma ordem parcial.

P’ é reflexiva, pois P é reflexiva.

Antissimetria: suponha que (x,y), (y,z) € P’. Se ambos os pares estao em P,
entao x = y, pela antissimetria de P.

Note que, | pN T ¢ = 0, pois,

relpnTqg= (q)(2,p) € P= (q,p) €P,

o que contradiz a incomparabilidade de p e ¢ em P. Portanto, nao pode acontecer

de (z,y),(y, ) €l pN T q.
Restaram dois casos. Se (z,y) € P e (y,x) €] pN T ¢, entdo:

(z,y) € Pe(y,z) el pNTq=(¢,7),(z,y),(y,p) € P = (q,p) € P,

Por outro lado, se (y,z) € P e (x,y) €| pn T g, entao

(y,z) € Pe(z,y) €l pNTq= (¢,y),(y,x),(x,p) € P = (¢,p) € P.

Em ambos os casos, (q,p) € P contradiz a escolha de p e g.
Resta provar a transitividade. Sejam (z,y), (y,z) € P'. Se (z,y), (y, z) estao

em P entdo (x,z) € P C P’ por transitividade de P. Nao pode acontecer

(x,y),(y,2) €]l pN T ¢, pois isto implicaria em y €| pN T q.

Restaram duas possibilidades:

(z,y) € Pe(y,z) €l pn 1T q= (2,¥), (y,p), (¢, 2) € P =

(z,p), (¢,2) € P= (z,2) el pn Tq C P’

(y,2) € Pe(z,y) €l pN 1T q = (v, 2), (7,p),(q,y) € P =
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(z,p),(q,2) € P = (z,z) el pnTqC P

O que completa a prova da transitividade.

]

Em resumo, dados dois elementos incomparaveis p e ¢ extendemos a ordem

parcial P para uma ordem parcial P’ onde p < q.

3.2 Extensoes de uma Ordem

Neste capitulo veremos como estender uma ordem P = (X, P) a ordem P’ =
(X, P’), onde P C P'. Um caso particular e muito importante sobre ordens e suas
extensoes é que todo conjunto parcialmente ordenado estd imerso em um conjunto
totalmente ordenado. Esta afirmagdo é baseada no Teorema de Szpilrajn [SZPIL-
RAJN (1930)], que afirma que todo conjunto parcialmente ordenado tem uma ex-

tensao linear e que a ordem ¢ a intersecao de todas elas.

Definicao 3.2. Se P e ) sao duas ordens parciais em um mesmo conjunto X,
dizemos que () € uma extensao de P se P C @, isto é, p < q em P implica p < q
em @, para todo p,q € X. Além disso, dizemos que () € uma extensdao linear de P,

quando @) € uma cadeia, ou seja, uma ordem total dos elementos de X.

O conjunto de todas as extensoes de P = (X, P) é parcialmente ordenado por
inclusao e P é o tnico elemento minimal desta ordem. Por outro lado, os elementos
maximais sao as ordens lineares em X que também sao extensoes de P.

Denota-se por €¢(P) o conjunto de todas as extensoes de P e por € (P) o conjunto
de todas as extensoes lineares de P.

E facil ver que P = Ne(P).

Definicao 3.3. Um realizador de uma ordem P é uma familia R = {Ly,--- L, } de

extensoes lineares de P tal que N}_,L; = P.

Isto significa que, se R = {Lq, Lo, -+, L,} é uma colegdo de extensoes lineares

de P, entao R é um realizador de P quando

r<yem P<= x <yem cada L;.
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Teorema 3.4 ( SZPILRAJN (1930)).

(i) Seja R uma ordem parcial em um conjunto X. Entao existe uma ordem total

R* em X tal que R C R*;

(ii) A interse¢io de todas as extensoes lineares de um conjunto ordenado P € o

proprio conjunto ordenado P.

O Teorema de Szpilrajn afirma que uma ordem P é a interse¢ao de todas suas
extensoes lineares. Contudo, de uma maneira geral, nao sao necessarias todas as

extensoes lineares de P para determina-lo.

Exemplo 3.5. Considere a ordem cujo diagrama de Hasse € dado na Figura 3.2.

As quatro extensoes lineares Ly, Ly, L3 e Ly realizam esta ordem.

Li: [3,7,8,4,5,1,6,2] Lo: [7,4,8,5,6,2,3,1]
Ly: [8,7,5,3,4,6,1,2] Ly: [8,6,7,3,4,5,1,2]

Figura 3.2: Ordem P

Definigao 3.6. A dimensdo de uma ordem dim(P) de P é o menor nimero k de

extensoes lineares Ly, Lo, --- , Ly de P que realizam P.

Uma ordem parcial P é k-dimensional se dim(P) < k.
Esta definicao apareceu pela primeira vez no artigo de DUSHNIK e MILLER
(1950). Pelo Teorema de Szpilrajn, toda ordem finita tem um realizador, logo,

dim(P) é um inteiro positivo bem definido.
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Uma ordem tem dimensao 1, se, e somente se, ela é uma cadeia. As antica-
deias sao exemplos de ordens de dimensao 2, ja que, se L é extensao linear de uma
anticadeia A, entdao {L, L*}, constitui um realizador de A.

Outro fato interessante ¢ que a ordem (X, P) e seu simétrico (X, P*) tem a
mesma dimensao. De fato, {Li, Lo, - , Ly} é um realizador de P se, e somente se,
{L3,L§,---, Ly} é um realizador de P?*

A proposicao enunciada a seguir, caracteriza os realizadores de uma ordem P,

ela ¢ apresentada em TROTTER (1992).

Proposicao 3.7. (TROTTER (1992))

Seja P uma ordem em X e seja R = {Li, Lo, -+, L} uma familia de extensoes

lineares de P. Entdao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i. R € um realizador de P
.. t
. P=(_1Li

iti. Para todo x,y € X com x || y em P, existem inteiros distintos i,j com

1 <4,7 <t para os quaisx <y em L; ey <x em L;

iv. Para todo x,y € E com x ||y em P, existe um inteiro j com 1 < j <t para o

qualy < x em L;
A dimensao de uma ordem é mondtonas:

Proposicao 3.8. Seja P uma ordem em X, seja’ Y C X e P’ = P[Y]. Entao
dim(P’) < dim(P).

Uma ordem P = (X, P) é t-irredutivel, para algum inteiro ¢ > 2, se dim(P) = t,
e dim(Y, P(Y)) < t para todo subconjunto préprio Y C X. Uma ordem P = (X, P)

¢ irredutivel se ela é t-irredutivel para algum ¢t > 2.

3.2.1 Exemplo Padrao

Proposicao 3.9. Paran > 3, seja S, = (X, P) uma ordem de altura dois com
X = {a17a27"' 7an} U {blab%'” an}a
{a1,a9, -+ ,an,} = min(X, P), {b,ba, -+ ,b,} = max(X, P),
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ea; <bj em P se, e somente sei # j, parat,j = 1,2,--- ,n. A ordem S, € uma

ordem de dimensao n.

Demonstracao. Para i =1,2,---,n, defina a ordem linear L; em X por
L; = [ah Ay 3 Qi1 A1y " 5 Ay by @3, 01,095+ b1, Oy, - ,bn]-

Entao {Ly,Ls,---,L,} é um realizador, logo dim(S,) < n. Por outro lado
dim(S,) > n. Para mostrar isso, seja R = {Lj, Lo, -, L,} um realizador de
Sy. Defina a fungao f : [n] — [t] como segue: para cada i € [n], note que a; || b;
em S,. Entdo podemos escolher f(i) para algum j € [t| de forma a b; < a; em Lj;.
Vamos mostrar que f ¢ injetora: suponha o contrario que existe um par 4, io
com 1 <y <iy <ne f(iy) = f(iz) = j. Entdo b;, < a;, em L; e b;, < a;, em Lj;.
Portanto, a;, < b;; em P e a; < b;, em P, daf a;, < b;, em L; e a;, < b;, em Lj.
Entao a;, < b;, < a;; < b;, < a;, e, L; que ¢ falso. Logo, f ¢ injetora. Concluimos

assim que dim(X, P) =t > n, como queriamos. ]

Exemplo 3.10.

Diagrama de Ss:

Figura 3.3: S;

3.2.2 Dimensao e Largura

Existe uma relagao importante entre dimensao e largura de uma ordem P

[TROTTER (1992)].

Lema 3.11. Seja P = (X, P) uma ordem e seja C C X uma cadeia. Entdo ezxistem

extensoes lineares Ly, Ly de P tal que:
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(i) y <z em Ly para todo z,y € X comz € C ex |y em P.

(i) y > x em Ly para todo x,y € X comxz € C ex |y em P.

Teorema 3.12 (DILWORTH (1950)). Seja P = (X, P) uwma ordem. Entdo
dim(X, P) < w(X, P).

Demonstragao. Seja n = largura(X, P). Pelo Teorema da partigao de cadeias de
Dilworth, existe uma particao X = C; UCy U ---U C),, onde C; é uma cadeia, para
1 =1,---,n. Para cada ¢, usamos o Lema anterior para escolher a extensao linear
L; de P tal que C/X em L;. Temos que R = {Ly, Lo, - , L, } é um realizador de P.
Para mostrar que P = N_, L; é suficiente mostrar que para todo (z,y) € inc(X, P),
existe j = 1,---,t com y < x em L;. O valor desejado de j é determinado pela

escolha da cadeia C; para cada z € Cj. n
Exemplo 3.13.

(i) Um anticadeia 2-elemento (X, P) satisfaz dim(X, P) = largura(X, P) = 2.

(i) Paran >3, o exemplo padrao S, satisfaz dim(S,) = largura(S,) = n.

Um resultado importante neste capitulo é o Teorema de Dilworth que afirma
que toda ordem parcial pode ser estendida a uma ordem total. Os trabalhos de
Dilworth relacionam as cadeias e anti-cadeias com a dimensao de uma ordem e com

construcao de suas extensoes lineares.

3.3 Extensoes lineares otimas

Nesta secao enunciamos o problema do numero de saltos de uma extensao li-
near, ou seja, construcao de uma extensao linear de uma ordem P com um nimero
minimo de novas relacoes adicionadas a esta ordem, tais extensoes sao chamadas de
extensoes lineares otimas. Este problema é equivalente a maximizar o nimeros de
pares consecutivos que sao pares de cobertura em P, por isso os saltos induzem uma
decomposicao em cadeias da ordem P para se obter L. Este assunto tem grande

importancia na area de escalonamento de trabalhos.

Definicao 3.14. Sejam P e Q) dois conjuntos ordenados. A soma disjunta P + Q)
de P e Q) € o conjunto ordenado P U Q tal que x < y se e somente se x, y € P e

r<yemPoux, yecQ ex<yemQ.
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Definicao 3.15. A soma linear P ® Q de P e () € obtida de P + @ pela adicao de

uma nova relagao x < y para todo x € P ey € Q.
Na teoria das extensoes, definimos um elemento importante: os saltos.

Defini¢ao 3.16. Um par consecutivo (z;,x;11) de elementos é um salto numa ex-
tensao Q) de P se v; < x;11 e x; nao é compardvel com ;11 na ordem P. Se () é

uma cadeia, entao dizemos que () € uma extensao linear.

Uma extensao linear L de P pode ser obtida como soma linear C1 & Cy®--- B C,
de cadeias C; em P, cuja uniao é todo P. Se o elemento maximal de C; nao é
comparével com o elemento minimal de C;1 , maxp C; || minp Cj1, em P, entdo
(maxp C;, minp C;11) é um salto em L.

Vamos denotar por sz (P) o nimero de saltos da extensao linear L de P.

O Teorema de Dilworth, garante um limite inferior para o nimero de saltos de
uma ordem: s;(P) > w(P) — 1, onde w(P) = largura da ordem. E evidente que se
max(C;) || min(Cyy1) parai =1,2,--- ,m—1, entdao s (P) = m—1 e de acordo com
o Teorema de Dilworth, o menor niimero de cadeias em que P pode ser particionado
¢ igual a sua largura w(P).

As ordens que satisfazem a igualdade s;(P) = w(P) — 1 sao chamadas ordens
de Dilworth, ou ainda D-ordens.

Nao se conhece outro método para encontrar sp(P) a nao ser gerar todas as
extensoes lineares L de P e o numero sy (P) é obtido determinando o minimo de
s(P, L).

O algoritmo encontrado no artigo de KNUTH e SZWARCFITER (1974), gera
todas as extensoes lineares de um conjunto ordenado em complexidade de tempo
O((|P)+e)-|L(P)|), onde L(P) o conjunto de todas as extensoes lineares de P, e em
complexidade de espaco O(|P|), onde e é o nimero de arestas no grafo de cobertura
direcionado de P.

Os cédigos de Gray se referem a qualquer método para gerar objetos combi-
natorios, tal que objetos sucessivos diferem de maneira pequena pré especificada.
Uma extensao linear de uma ordem é uma permutacao dos elementos da ordem. O
problema de geracao eficiente de todas as extensoes lineares de uma ordem também

foi estudado em DALKIN e VAROL (1988); KNUTH e SZWARCFITER (1974);
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VAROL e ROTEM (1981). A drea de cédigos de Gray para extensoes lineares de
uma ordem foi introduzida por RUSKEY (1988).

PRUESSE e RUSKEY (1998) apresentaram um algoritmo para a listagem de
extensoes lineares de uma ordem P em tempo amortizado constante (aps um pré-
processamento em tempo O(n?), onde n = |X|).

O primeiro resultado geral sobre extensoes lineares étimas, tendo um algoritmo
de tempo polinomial, foi para ordens série paralela dado por COGIS e HABIB
(1979). Entao Pulleyblank provou em PULLEYBLANK (1981), que o problema para
ordens com cadeias de comprimento maior que 1 é N P—completo. O trabalho de
MITAS (1992), mostra que problema do niimero minimo de saltos de uma extensao
linear ja é N P-completo para a classe das ordens de intervalo.

Duffus, Rival e Winkler em DUFFUS et al. (1982) provaram que ordens livre de
ciclos sdo ordens de Dilworth. Syslo, Koh e Chia em SYSLO et al. (1987) propuseram
um algoritmo polinomial para reconhecer ordens de Dilworth de altura 1, ou seja,
ordens bipartidas, e BOUCHITTE e HABIB (1987) provaram que o reconhecimento
das ordens de Dilworth é NP-completo.
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Capitulo 4

Numero de saltos de uma extensao

linear

Neste capitulo, estudaremos alguns algoritmos para calcular o niimero minimo de
saltos de uma extensao linear. Em geral é dificil descobrir qual é o niimero minimo
de saltos de uma extensao linear, nao existe na literatura uma outra maneira a nao
ser gerar todas as extensoes lineares da ordem e verificar quais delas tem um nimero
minimo de saltos. Mas ha algumas classes de ordens para as quais temos algoritmos
polinomiais que resolvem, tais como ordens livre de IV, série paralelo, bipartidas de
Dilworth e ordem obtidas através de somas lexicograficas de ordens.

Este assunto tem grande importancia na area de escalonamento de tarefas.

4.1 O problema de encontrar extensoes lineares
otimas
Nesta secao, vamos tratar o problema de construir extensoes lineares 6timas de

uma ordem P com o ntimero sz (P) de saltos para algumas classes de ordens.

4.1.1 Extensoes lineares gulosas

Uma extensao linear gulosa de um conjunto ordenado P é o primeiro exemplo
de um algoritmo especifico para construir uma extensao linear. Seja P um conjunto

ordenado, apresentaremos dois algoritmos para encontrar uma extensao linear de P.
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Do ponto de vista algoritmico, uma extensao linear gulosa ¢é obtida pela seguinte
regra: peque o proximo elemento que puder.

A primeira linha do passo iterativo deste algoritmo é muito importante: Escolha
zit1 € M;, onde M; = min(F)).

Toda extensao linear de P pode ser obtida por esse algoritmo através de uma
escolha de sequéncias adequada.

Vamos ver agora classes de extensoes lineares formadas pela adi¢ao de condigoes
de desempate. O passo do algoritmo consiste em pegar o elemento minimal da
sub-ordem P;. Seja uma sequéncia de regras de desempate 11,75, --- ,T,, que sao
aplicadas consecutivamente. Cada T; é uma propriedade que pode ou nao ser satis-
feita por elementos de M;. A condicao de desempate consiste em escolher o préximo
elemento minimal que seja maior que o elemento escolhido no passo anterior. Em
outro caso, escolheremos um elemento minimal qualquer de P;. A formulacao da
regra desempate T; depende do valor de 4, em outros, a regra se aplicard somente

enquanto outras condigoes sao satisfeitas.

Algoritmo 1 Algoritmo Extensao Linear com Desempates: T7,--- , T},

Xo=X, Py =P, Py = (Xo, P) , My = min(F)

Parai=0,1,2,--- | X| -1

Paraj=0,1,2,--- ,'m
Seja M| = {z € M;;z; <z em P}
Se M! # () , Seja M; = M!
Escolha z;,, € M;
Seja X1 = Xi—{zi11}, Piy1 = P(Xi1), Piy1 = (X1, Pra) e My =

min(Pii1)

Fim

Esse exemplo envolve um desempate, T; 1 =GULOSO, definido como a seguir:
GULOSO: Sei >0, z; <z em P

A regra de desempate GULOSA consiste em escolher o préximo elemento que

seja maior que o elemento escolhido no passo anterior.
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Extensoes lineares formadas com este esquema desempate sao chamadas ex-
tensoes lineares gulosas. Note que a regra desempate GULOSO é um exemplo
cuja a regra de formacao depende de valores de i. Denote por GG; o subconjunto
de M; para que x;1 tem que ser escolhido quando usamos o desempate GULOSO.
Go = My = min(X,P) . Sejai >0e M/ = {x € Mj;x; < xem P}. Se M] = ()
entdo G; = M; , e se M| # () entdao G; = M.

Podemos obter uma extensao linear construindo como se segue: Escolha a; € P
maximal tal que C; = {x € P;x < a1} é uma cadeia em P; escolha ay € P — (4
maximal tal que Cy = {x € P — Cy;2 < as} é uma cadeia em P — Cf .

Em geral, escolhendo a; € P — |J._,C; maximal tal que C; = {x € P —

j<i
U;<i Cj;z < a;} é uma cadeia em P —|J;_;C; . Eventualmente, P = (Ji_, C;
para algum me L =C, ® Co & --- ® C,, é uma extensao linear de P.

Uma extensao linear L de P é gulosa se, para algum m, L=C, & Cy®--- P C,,,

onde cada C; é uma cadeia em P, cada supp C; || infp Cjyq, e para cada i e para

m

qualquer z € P com supC; <z em P, existe y € P — ;L

P.

C; tal que y <  em

4.2 Ordem Livre de N

O conjunto ordenado N é determinado pelos elementos {a,b,c,d} sujeito as

comparagoes a < ¢,b < c¢,b<d,a | b,d | ¢, d| a.

Figura 4.1: Ordem N

Uma ordem P ¢ dita livre de IV, se ela nao possui nenhuma subordem isomorfa

a N, isomorfismo que preserva a ordem.

Definicao 4.1. Uma propriedade sobre ordens é dita hereditiria se quando ela vale

para uma ordem P, ela vale para qualquer sub-ordem induzida de P.
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A propriedade ser livre de N nao é hereditaria. Existem ordens livre de N,
tal que a retirada de qualquer cadeia viola a propriedade inicial de ser livre de N.
Porém, se toda sub-ordem de uma ordem livre de N é também livre de N, entao
ela é necessariamente uma ordem série paralelo. Vamos estudar a classe das ordens

série paralelo na secao 4.2.1.

Exemplo 4.2. Ordem livre de N que nao € hereditdaria pela remocgdao de um ele-

mento:

Seja L(P) o conjunto de todas as extensoes lineares de P. O problema é computar
e encontrar L € L(P) tal que s(P,L) = s.(P). Uma extensao linear que satisfaz
esta condicao é dita uma extensdo linear dtima (ou salto-6tima). Seja O(P) o
conjunto de todas as extensoes lineares 6timas de P, isto é, s(P, L) = sp(P) para
todo L € O(P), entao O(P) C L(P).

Uma extensao linear gulosa é obtida utilizando o algoritmo guloso com condig¢oes
de desempate.

Uma ordem pode ter extensoes lineares gulosas que estao longe de serem 6timas,

mas o fato importante é o seguinte:

Teorema 4.3 ( RIVAL e ZAGUIA (1986)). Toda ordem P tem uma extensdo linear

gulosa que € otima.
Exemplo 4.4.
O conjunto ordenado N e suas extensoes lineares estao ilustrados na Figura 4.2.

Note que: s (N) =1leque s(N, L) =2,s(N,Ly) =2,s(N,L3) =1, s(N, L) =
2 e s(N, Ls) = 3. Neste caso, cada uma das extensoes lineares L1, Lo, L3 sdo gulosas,
enquanto que L4, L5 nao sao.

Um exemplo de extensao linear gulosa que nao é 6tima é vista no ordem N
acima, as extensoes L1, Ls, L3 sao gulosas, mas somente L3 é étima.

Este exemplo é, em certo sentido, o iinico exemplo, pois se uma ordem finita P
nao possuir subconjunto isomorfo a N entao isso nao acontece. Este é o conteido

do préximo teorema:
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Figura 4.2: Ordem N e suas extensoes lineares Ly, Lo, L3, Ly € Ly

Teorema 4.5 (RIVAL (1983)). Seja P uma ordem finita. Se P € livre de N, entdo

toda extensao linear gulosa de P € otima.

Uma observacao importante, que veremos no préximo capitulo, é que este resul-
tado generaliza o resultado para ordens série-paralelo, ja que esta classe pode ser
caracterizada por serem ordens livre de V.

Considere uma ordem finita P = (X, P). Vamos denotar por
C*(y) = {z € X; y é coberto por x in P}
C™ (y) ={z € X; y cobre z in P}
I(y) ={z € X; z <y in P}, é dito ideal de y
F(y) ={r € X; y < in P}, é dito filtro de y

onde y € X.
Podemos ainda denotar por I[y] = I(y) U{y} e por I(A) o ideal de A, onde
A C X. O mesmo vale para F[y] e FI(A).

Dizemos que P é livre de N se e somente se para todo p,q € P:

C~(p) N C~(q) # 0 implica C~(p) = C(q) (4.1)

Se p e ¢ nao satisfazem (4.1) entao o conjunto {p,q,C~(p),C~(q)} contém N, e

vice-versa.
Definigao 4.6. Dizemos que p e q geram N se eles nao satisfazem a condigdo (4.1).

Note que uma ordem livre de N pode ser completamente caracterizado pela

condi¢ao obtida em (4.1) se trocarmos os conjuntos C~(.) por C*(.).
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4.2.1 Ordem série-paralelo

A classe dos grafos série-paralelo sao obtidos a partir dos Diagramas de Hasse da
ordem série paralela. Esta classe é muito importante na aplicacao de fluxo elétrico e
problemas de escalonamento. Um conjunto ordenado P ¢é série paralelo se ele pode
ser construido usando somente operacoes de série: P & @ e paralela: P’ + Q.

A classe das ordens série paralelas foi estudada a partir de um problema parti-

cular de escalonamento. VALDES et al. (1979) provou o seguinte teorema:

Teorema 4.7 (VALDES et al. (1979)). Para uma ordem P as sequintes afirmag¢oes

sao equivalentes:
(i) P € uma ordem série paralelo;
(i) P ndo tem N como sub-ordem induzida,

GRILLET (1969) introduziu as ordens livre de IV e a definiu como a classe das
ordens que satisfaz a propriedade CAC (Cadeia-Anticadeia-Completa, isto é, cada
cadeia maximal encontra cada anticadeia maximal). Grillet também mostrou que
uma ordem tem a propriedade CAC se, e somente se, nao contém nenhuma sub-

ordem isomorfa a N.

Exemplo 4.8. Ordem livre de N que nao € hereditdria pela remocao de cadeias

mazimais representada na Figura 4.2.1.

Existem muita caracterizagoes para ordens livre de N, vamos listar algumas das

mais importantes:

Teorema 4.9 (TROTTER (1992)). Para uma ordem P as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(i) P tem a propriedade CAC;

(ii) P € livre de N;
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4.3 Ordens de Intervalo

Uma ordem P = (X, P) é uma ordem de intervalo se a cada elemento x de X
existe correspondéncia a um intervalo I, da reta real de modo que I, esta totalmente
a esquerda de I, se e somente se u < v. Tanto as ordens quanto os grafos de intervalo
sao bem conhecidos por seus empregos em diversas aplicagoes praticas e sua riqueza

estrutural.

4.4 Somas lexicograficas de conjuntos ordenados

Esta segao estd baseada no artigo de JUNG (2003). Estudaremos a classe dos
conjuntos ordenados obtidos a partir de uma construcao onde sao utilizadas somas
lexicograficas: soma disjunta e soma linear.

Denotamos ja na secao anterior uma extensao linear de P como a soma linear
de cadeias de P. Como exemplo, nas Figuras a seguir, ordens obtidas pela soma

disjunta de cadeias:

Figura 4.3: 1+ 2 Figura 4.4: 2+ 2 Figura 4.5: 143

Definicao 4.10. Um conjunto ordenado é chamado uma drvore ascendente enrai-
zada se ela contém um menor elemento e nenhum subconjunto induzido isomorfo a
(1+1)®1. Sendo assim, podemos definir drvore descendente enraizada se ela contém

um maior elemento e nenhum subconjunto induzido isomorfo a 1 & (1 +1).

Figura 4.6: Estrutura 1 @ (1 + 1), proibida na arvore ascendente enraizada
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Definicao 4.11. Um conjunto ordenado nao trivial P é chamado largura-critico se
w(P—{x}) < w(P), para todo x € P. Claramente, vemos que P € largura-critico se,
e somente se, P € uma anti-cadeia. Analogamente, um conjunto ordenado nao trivial
P ¢é chamado altura-critico se h(P —{x}) < h(P), para todo x € P. Claramente, P

€ altura-critico se, e somente se, P ¢ uma ordem linear.
Vemos que si(P) > sp(P —{x}) > sp(P) — 1.

Defini¢ao 4.12. Dizemos que uma ordem P é salto-critico se sp,(P—{x}) < sp(P)

para cada x € P.

Conjuntos ordenados salto-critico foram estudados por ELZAHAR e SCHMERL
(1984), que mostraram que uma ordem salto-critico P com nimero de saltos m tem
pelo menos (m+1)! elementos. ELZAHAR e RIVAL (1985), mostraram que existem
precisamente dezessete conjuntos ordenados salto-critico com nimero de saltos pelo

menos trés.

Definigao 4.13. A soma lexicogrdfica ), .p Q. de conjuntos ordenados @, sobre
um congunto ordenado P € definida como sendo o conjunto ordenado em

U Q.

zeP

tal que a < b se, e somente se a < b em @, para algum z € P, oux <y em P

quando a € @, e b € Q).

Obs.: s, (P® Q) =s.(P)+s.(Q) e s.(P+ Q) = sp(P)+ s.(Q) + 1, que pode

ser visto facilmente se P é uma ordem paralela, entao temos que

3L<Z Qz) = sp(P) + Z 51.(Qq)-

zeP zeP

4.4.1 Numero de saltos de somas lexicograficas de conjuntos

ordenados

Seja ) a soma lexicografica de conjuntos ordenados (), sobre um conjunto orde-
nado P eseja L = Cy® C, @ - - - @ C,, uma extensao linear de ). Defina @), ~ @), se
r <your>youx=yem P eexiste C; tal que C;NQ, # 0 e C;NQ, # 0, e defina
Q2 ~ Q. se existe uma seqiiéncia x = yo, Y1, -,y = 2 em P tal que Q,, ~ Q,, ,

parat=0,1,2,--- , k— 1.
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Lema 4.14. Seja Q a soma lexicogrifica dos conjuntos ordenados @, sobre um
conjunto ordenado P e seja L = Cy ® Cy @ --- © C,, uma extensao linear de (). Se
y = x <z (ou dualmente y < x > z) em P, entao Q, ~ Q, e Q, ~ Q. implicam

que y = 2.

Teorema 4.15 (JUNG (2003)). Seja Q a soma lexicogrdfica de conjuntos ordenados

Q. sobre um conjunto ordenado P. Entao

w(P) =1+ s1(Q.) < 51(Q) < s0(P)+ > 50(Qu).

zeP zeP

Em particular, se P € uma ordem de Dilworth, entao

s1(Q) = s.(P) + ) s1(Qu).

zeP

Demonstracao. Para provar a primeira inequacao, seja L = Co @ C, & - - - d C,, uma
extensao linear 6tima de @, onde n = s,(Q). Seja A = {a; € Q;a; = infC;,1 =
0,1,---,n}. Observe que s (Q) = |A|—1. Parax € P,seja P, = {z € P;Q, = Qy}.
Entao P, é uma cadeia em P pelo Lema anterior. Seja x, = inf P, para x € P. Seja
Ay = {a; € A;i é o menor inteiro tal que a; € Q,, para algum z.} e Ay = A — A;.
Seja W uma anticadeia de tamanho méximo em P. Para cada x € W, ),, contém
um tnico elemento a, em A;. Os P, sao disjuntos, entao = # y em W implica
a; # ay, que significa que |A;| > w(P). Desde que s;(Q.) < [{i;C; N Qs #
0} —1 = {iza; € Ay N Q,}| para € P, temos > 5 5.(Qs) < |Ay]. Entao
si(Q) = [Al = 1= Al =1+ [As| Z w(P) =1+ 3, cpsr(Qa).

Para a segunda inequagdo, se L € O(P) e L, € O(Q,.) para cada = € P, entdo
Y ver Le € L(P) e entdo s, (Q) <+, cpsr(Qq). O

Vamos conhecer outra classe de conjuntos ordenados P em que

51(3° Q) = s2(P)+ 3 5(Qu).

zeP zeP

Teorema 4.16 (JUNG (2003)). Seja Q uma soma lexicogrifica dos conjuntos or-

denados ), sobre um conjunto ordenado P. Se P ¢ bipartido, entao

s1(Q) = s.(P) + ) s1(Qu).

zeP
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Demonstragao. Seja L = Cop & Cy @ --- @ C, € O(Q). Definimos os conjuntos
A, P, A1 e Ay como na prova do Teorema anterior. Se {i;a; € A1} = {i1, -+ ,im}
com iy < -+ < iy, entdao para cada k = 1,--- ,m, Dy = {z € P;Q, NC;, # 0} é
uma cadeia em P. Note que z € Ky, y € Dy, e k; < kg implica x || y em P, e que
para cada x € P existe ay € A1 NQ, tal que x € Dy,. Agora D1&®---® D, € L(P).
Entao sp(P) <m —1=|A;| — 1. Consequentemente, temos que s(P) = |A| — 1=
Ay = 1+ [Ao] 2 50(P) + e 52(Q4). 0

Exemplo 4.17. O limite inferior de si(Q)) mostrado no Teorema 12 € justo. Con-
sidere Q =Y p Quz, onde Q, € uma anticadeia de dois elementos e P € o conjunto
ordenado K,, (4n+ 2)-elementos (veja Figura 5.12 paran = 2). Entdo sp(Q,) = 1,
| K| =4n+2, w(K,) =2, s,(K,)=n+1e

sp(Q) =4n+3=w(K,) — 1+ > s1(Qy).

xEKn

Vamos computar s(Q) e sp(K,) para n = 2. Seja Q, — {ai,b;} para i =
1,---,10. Entao

L= {al} D {ag} D {bg, b4} ) {bl, bg} D {ag, a5} D {Cl4, CLG} (&) {b@, bg}@

{bs,b7} @ {az, a0} ® {as, ar0} ® {bro} & {bo} € L(Q)
e entao s (Q) < 11.
Pelo Teorema 12, s;(Q) = 11. Dai, {j,h} ®{i, g, f,d} ®{e,c,b} ® {a} € L(K>)
mas Ky contém {i,j}®{e, f}®{a,b} cujo nimero de saltos é 3. Entao s;(K,) = 3.

Figura 4.7: K,

Em HABIB (1984) estd implicito que a soma lexicografica de conjuntos ordenados
salto-criticos @, sobre um conjunto ordenado P é também salto-critico se |Q,| > 3

para cada x € P. Dal segue o resultado:
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Teorema 4.18 (JUNG (2003)). Seja P um conjunto ordenado e {Q.;x € P} uma
familia de ordens salto-criticos com |Q.| > 3. Entao a soma lexicogrdfica de Q,

sobre P ¢ também salto-critico.

Vemos que se um conjunto ordenado P é série-paralelo ou bipartido entao a

seguinte equacao vale para qualquer soma lexicografica () de (), sobre P:

s.(Q) = s.(P) + ) s1(Qx) (4.2)

zeP

A classe K de conjuntos ordenados é dita ser lexicogrdfica hereditdria se as

seguintes condicoes valem:
(i) P € K implica P — {z} € K para qualquer x € P;
(ii) A equagao (4.2) vale para qualquer soma lexicografica de @, sobre P € K.

Temos uma variagao do Teorema anterior:

Teorema 4.19 (JUNG (2003)). Seja P um conjunto ordenado em uma classe lexi-
cografica hereditaria K e {Q.;x € P} uma familia de conjuntos ordenados. Se P é
salto-critico e se cada Q) € salto-critico ou trivial, entdo a soma lexicogrdfica de ),

sobre P ¢ também salto-critico.

Demonstragdo. Seja Q =Y _pQq.

caso 1. {a} = @, para algum y € P.

Seja P’ = P —{y}. Agora s,(Q,) =0e s,(P') = s,(P) — 1. Entao

s1(Q—{a}) = s2(P) + 3 s0(Qa) = s0(P) = 1+ 3 50(@,) = 50(Q) — L.

zeP’ yeP
caso 2. {a} C @, para algum y € P.

Agora sp(Qy, — {a}) = s.(Q,) — 1. Entao

sp(@ — {a}) = s.(P) + Z sp(Qz) +s0(Qy — {a}) =

reP—{y}

sp(P) + ZSL(QI) —1=5(Q) - 1.

zeP
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Observando que as classes das ordens série-paralelo e bipartido sao lexicograficas

hereditarias, o que implica no seguinte corolario:

Corolario 4.20. Seja P uma ordem série-paralelo bipartido e {Q.;x € P} uma
familia de conjuntos ordenados. Se P € salto-critico e se cada Q. € salto-critico ou

trivial, entao a soma lexicogrdfica de (Q, sobre P € também salto-critico.

4.5 Ordens livre de k-coroa

A primeira pergunta a ser feita é se toda ordem é uma ordem de Dilworth, ou
seja, sempre existe uma extensao linear L = C; @ Cy @ - - - ® (), tal que cada C; é
uma cadeia em P e m = w(P)?

A resposta a essa pergunta é nao.

Defini¢ao 4.21. Um conjunto ordenado {x1,y1, T, Y2, ,Tn,Yn} de tamanho 2n,

n > 2, com essas comparagoes e nenhuma outra, € chamada de n— coroa.

X1 X2 X

Y1 Yo Y

Figura 4.8: n—coroa

Veja o seguinte exemplo que justifique nossa resposta a pergunta feita no inicio

desta secao:

Exemplo 4.22.

A ordem 2—coroa = {a < ¢ > b < d > a} tem largura dois, (Figura 4.9) e

qualquer extensdo linear requer pelo menos trés cadeias, por exemplo, L(Cy) =

{{a},{b,c}, {d}}.

Uma particao C1,Cy -+ ,Cypy de P em cadeias pode ser arrumada para for-

mar uma extensao linear de P se, e somente se, existe uma permutacao p de
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Figura 4.9: 2—coroa

{L,2,--- ,w(P)} tal que p(i) < p(j) implica = || y para qualquer x € C,) e

y e Cp(j)-
Nao teremos tal permutacao se existir um subconjunto (digamos {C1,---,C,})
da particao, e elementos z;,y; € C;, 1 = 1,2, --- | n, satisfazendo
A1 < X1, L1 > Y2, Y2 < X2, T > Y3,y Tp—1 > Yns Un < Tpy T > Y-

Teorema 4.23 (DUFFUS et al. (1982) ). (Decomposi¢cio da extensao) Toda ordem
P, sem k-coroa com k > 2 em = w(P), tem uma decomposi¢cao minima por cadeias

C1,Cy, -+, Cy cuja soma linear C; & Cy @ - - - ® Cy € uma extensao linear.

Esse resultado pode ser reescrito como:

Teorema 4.24 (DUFFUS et al. (1982)). Seja P um conjunto ordenado sem
k—coroa. Entao sp(P)=w(P)— 1.

O caso onde P tem altura dois, é um caso particular e simples de verificar.
Procedendo por inducao no tamanho de P: se P contém um elemento isolado a
entdo w(P — {a}) = w(P) — 1 e sy (P) = s (P — {a}) + 1. Por outro lado, como
P ¢ livre de ciclos, existe um elemento b comparavel com precisamente um outro
elemento, digamos, b < ¢. Se w(P — {b}) = w(P) e, w(P — {b,c}) = w(P) — 1.
Portanto, sp,(P) = s.(P — {b,c}) + 1, em qualquer dos casos, s;(P) = w(P) — 1.
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Nao vale a volta do teorema. Vejamos os contra-exemplos nas Figuras 4.10 e

Figura 4.10: P, Figura 4.11: P,

4.5.1 Ordem bipartida de Dilworth

Definicao 4.25. Uma ordem P ¢€ bipartida se P nao contém nenhuma cadeia C

com |C| > 3.

Uma ordem bipartida pode ser particionada em dois subconjuntos disjuntos U
eV, tal que a € Ueb e V sempre que a < b em P. Neste caso, escrevemos
P=(UV).

O problema do ntimero de saltos para ordens bipartidas é N P—completo. O
artigo SYSLO (1987), propoe uma caracterizacao de ordens de Dilworth, descreve
um algoritmo de reconhecimento de tempo polinomial para essa classe de ordens
bipartidas.

DUFFUS et al. (1982), provaram que toda ordem livre de k-coroa é uma ordem de
Dilworth. Na proxima secao, serd enunciado o algoritmo para resolver este problema

para ordens bipartidas.

4.6 Algoritmos aproximativos para o nimero de
saltos de uma extensao linear

Seja A*(P) a familia de todas as anticadeias de tamanho méximo de P. Se
C = {C}., onde w = w(P), é uma D-particao de P, entao o teorema de Dilworth
garante que para toda A € A*(P), existe uma bijegao ¢ : C — A, isto é, cada cadeia

em C contém exatamente um elemento de cada anticadeia A € A*(P).
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Em DILWORTH (1960) mostrou que a familia de todas as anticadeias de ta-
manho maximo de uma ordem formam um reticulado sobre uma ordem natural
induzida pela ordem de P. Disso segue que A*(P) tem um maior elemento, que
denotamos por A*. Além do mais, temos que toda cadeia gulosa C' em P encontra
toda anticadeia A em A*(P) se, e somente se, sup C' € A*.

Esta segao basea-se nos resultados de SYSLO et al. (1987). Isto pode ser resu-

mido no seguinte resultado:

Teorema 4.26 (SYSLO et al. (1987)). Uma ordem P € uma ordem de Dilworth se,
e somente se, P possui uma D—particaio C' = {C;}.,, onde w = w(P), tal que C;
¢ uma cadeia gulosa na ordem P; = P — U;.,C; esupC; € A}, onde A € o maior

elemento no reticulado A*(P;) para cada i =1,--- ,w.

Vamos assumir que P é conexo, isto €, seu diagrama de Hasse é um grafo conexo.
Para x € P, denote N(z) ={y € P;y <z ouz < y}. Um elemento x em P é um

elemento final se [N (z)| =1
Lema 4.27. Toda ordem de Dilworth conexa bipartida P contém um elemento final.

Demonstragao. Seja P = (U, W) uma D-ordem bipartida.

Suponha por absurdo, que |N(z)| # 1 para todo x em P. Entao C; = 1 ja
que todo elemento em W tem no minimo dois predecessores e |C,,| = 1 j& que todo
elemento em U tem no minimo dois sucessores. Mostramos que |C;| = 2, para cada
t=1,---,w, que é uma contradicao.

Seja C1 = {a;}. Para cada elemento v € N(a;), a soma de C' a L contendo
b deve ter tamanho dois. Se C' = {b}, entao pelo Teorema anterior, a anticadeia
A* de P pode conter dois elements comparaveis a; e b, que é absurdo. Entao para
cada b € N(ay), existe j = j(b) tal que C; = {a;,b}. Da mesma forma, mostramos
que todo elemento em N(a;) estd contido na soma de Cy em L com |Cy| = 2.
Continuando este processo, esgotamos todo elemento de P ja que elementos de P

tém pelo menos dois vizinhos. O

Um elemento z em P é chamado nd se N(z) contém um elemento final de P.
Pelo Lema 1, toda ordem bipartida conexa sempre contém um né. Distinguimos

trés tipos de nés em uma ordem bipartida P = (U, V):
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NN AN K

Figura 4.12: Tipo I Figura 4.13: Tipo II Figura 4.14: Tipo III

(1) z e U;
(II) z €V e N(z) contém pelo menos dois elementos finais;

(III) z € V e N(z) contém exatamente um elemento final.

Seja z um né do tipo I e 2/ um elemento final em N(z). A cadeia consistindo de
z e 2/, denotada por {z, 2'}, é chamada de cadeia do tipo I. Seja z um né do tipo Il e
2" um elemento final em N(z). Chamamos {z'} uma cadeia do tipo II. Finalmente,
seja z um né do tipo I e 2’ um elemento final em N(z). A cadeia {2/, z} é chamada
uma cadeia do tipo III.

Se P = (U, V) é uma ordem de Dilworth, entdo uma extensao linear 6tima L de

P pode ser construida aplicando as operagoes:

(i) remova a cadeia {z,2'} do tipo I ou a cadeia {z'} do tipo II de P e coloque-a

no inicio de L;
(i) remova a cadeia {z, 2’} do tipo III de P e coloque-a no final de L;

(iii) insira todos os elementos que sobraram de P entre as cadeias removidas em

(i) e as cadeias removidas em (ii).

Com isso, seguem os resultados:

Teorema 4.28 (SYSLO et al. (1987)). Seja P = (U,V') uma ordem bipartida de
Dilworth. Entao para cada cadeia (z,2") do tipo I, (Z') do tipo II ou (7, z) do tipo
111, existe respectivamente uma extensao linear dtima de P que comega com (z,2'),

ou comega com (2') ou termina com (z,z').

Demonstragao. Seja L = Cy @ - - - @& C, uma extensao linear 6tima de P.

Se C' = (z,2') é uma cadeia do tipo I e L nao comeca com C, entdao tome

I=Ca(C—C)@-a&(Cy—C).
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Seja (2') uma cadeia do tipo II. Se C; # (2'), entao existe C; (2 < j < w) que
contém 2. Se C; = (¢), entao L' =C; 6 C1 & - - Cj_1 @ Cjy1 & --- & Cy. Por

outro lado, temos C; = {#, z} e existe i 1 < i < j, tal que C; = (2”). Entao,
L/: (Z/)@Cl@"'@ci,1@0i+1@"'@03;1@{Z”,Z}@C]Jrl@"'@cw

¢ uma extensao linear 6tima de P.

Seja C' = (2/,z) do tipo III. Se existe C; em L tal que C; = C, entdao L' =
CieC®---@Ci180Ci1 ®---®C, @ ;. Se C; = {7}, entao existe Cj, j > 1,
tal que z € C} Pelo Teorema anterior, temos que |C;| = 2. Entao existe a € N(z)

tal que C; = {a, z}. Transformamos L em L' através de Ly e Ly, onde
Ll:ClEB"'@CZ'_1@C,'_HEB~-'EBCJ~_1@CZ-@CJ.+1@...@CW

L2:Cl@"'@ci—l@ci—&-l@"’@Cj—l@{a}@(zl,z)@0j+1@---@cw

I'=C® - C_10C® - 0C; 1@ {a}®dCj1® - DC,® (2, 2)

Ly, Ly e L sao extensoes lineares étimas de P.

Temos agora uma caracterizacao recursiva de ordens bipartidas de Dilworth:

Teorema 4.29 (SYSLO et al. (1987)). Seja P = (U,V') uma ordem bipartida e
C uma cadeia em P do tipo I, II ou IIl. Entao P ¢ uma ordem de Dilworth se, e

somente se, P — C' é uma ordem de Dilworth.

Corolario 4.30 (SYSLO et al. (1987)). Uma ordem bipartida P é uma ordem de

Dilworth se, e somente se, P —x € uma ordem de Dilworth para todo no x em P.

Os teoremas anteriores nos leva a formular o seguinte algoritmo. O algoritmo

testa se P é uma ordem de Dilworth. Se for, ele retorna uma extensao linear étima

L de P.

Teorema 4.31 (SYSLO et al. (1987)). O algoritmo estd correto, isto €, encontra

uma extensao linear L de P se P ¢ uma ordem bipartida de Dilworth.
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Algoritmo 2 Algoritmo Extensao Linear

Q— P; Ly —0; Ly —0;
Enquanto () tem um elemento final, entao

caso

L L —Li®(27); Q—Q—{z2}
I Ly Li®(¢); Q—Q—{}
L Ly« (2/,2) ® Loy Q — Q — {2,2'}
fim;

Se @ # () entao

Se () consiste de elementos isolados entao
L — Ly @ { elementos isolados de Q} & Lo

senao P nao é uma ordem de Dilworth

4.7 Alguns tipos de cadeias de uma ordem P

Os resultados que veremos nesta secao, valem para ordens arbitraria P. Eles se

encontram no artigo de SYSLO (1987).

4.7.1 Cadeias Gulosas

Um salto guloso de uma extensdo linear L = pips -+ pm, (pi,Pir1) se p; nao é
coberto por nenhum elemento g € P — L; tal que I(q) C {p1,pa2, - ,Pm} € L; =
pip2 - i

Uma extensao linear é gulosa se todos os saltos sao gulosos.

E conveniente definirmos extensao linear gulosa em termos de cadeias gulosas:
uma cadeia gulosa em P se I(p)U{p} = C, onde p = sup C' e para nenhum elemento
q € C*(p), a cadeia C'U {q} tem essa propriedade.

Se L=Cyd C; @ ---d C é uma extensao linear gulosa de P entao Cjy é uma
cadeia gulosa em P e C; é uma cadeia gulosa em P, = P —U,;;C;, 1 =1,--- k. Se

a extensao linear L = Co @& C @ - -- ® Oy nao é gulosa, seja C; a primeira cadeia
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em L que nao é gulosa, podemos transformar C; numa cadeia gulosa C] em P; e
entao modificar C} = C; — C] para j > i. Entao obteremos uma extensao linear
I'=ChoCi@---@C/®C,®--Cp emque s(P, L") <s(P,L).

Podemos dizer que uma ordem P ¢é gulosa se toda extensao linear gulosa é 6tima,
isto é, G(P) C O(P), onde G(P) ¢ o conjunto das extensoes gulosas de P e O(P) é

o conjunto das extensoes salto 6timas de P.

4.7.2 Cadeias fortemente gulosas

Uma cadeia C' é fortemente gulosa se:
(i) supC' é maximal em P;

(ii) existe ¢ € P, q # supC tal que CT(q) = CT(supC) e o conjunto Q(q) =
{¢} UI(q)U{r; r cobre elementos de I(q)} ¢é livre de N em P.

Exemplo 4.32.

A ordem P contém trés cadeias gulosas: pi, paps € psps. 6 cadeia p1 nao € forte-
mente gulosa em P porque nao existe q tal que F.(p1) = F.(q). A cadeia pops € for-
temente gulosa e pspg ndo € jd que dois elementos do conjunto Q(ps) = {ps, P2, P4},

que $ao py e ps, nao satisfazem a condigao (4.1).

C

®
o
p3

%

Figura 4.15: Ordem P

Teorema 4.33 (SYSLO (1995)). Se uma ordem P contém uma cadeia fortemente
gulosa C' entao toda extensao linear L de P pode ser transformada em uma extensao

linear gulosa L* de P que comeca com C e s(P,L*) < s(P, L)
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Exemplo 4.34.

Para ilustrar o Teorema anterior, vamos considerar uma ordem P, com diagrama
mostrado na Figura 4.16.FEsta ordem tem exatamente uma cadeia fortemente gulosa
C' = psps. Temos F(supC) = F(pa) e Q(p2) = {p1,p2,pa}. Portanto, Q(ps) € livre
de N. Se tomarmos L = pips ® ps B p3pspr ® ps = Co ® C1 d Cy & C3. Note que
p1p2 ndo € uma cadeia fortemente gulosa, jd que sup(pipz2) ndo é mazimal em P
e o conjunto Q(ps) = {ps,ps,pe} nao € livre de N, ja que I.(ps) N I.(pg) # D e

ps € 1.(ps) — 1.(ps). Entretanto existe uma extensdo linear étima que comega com

pip2, L' = pip2 @ pspspr B pape.

Figura 4.16: Exemplo

Vemos entao, que as cadeias fortemente gulosas sao usadas para reduzir o tama-

nho da ordem no problema do niimero de saltos. Logo temos

Corolario 4.35 (SYSLO (1995)). Se uma ordem contém uma cadeia fortemente
gulosa C' entao P tem uma extensdo linear dtima que comeca em C e sp(P) =

SL(P — C) + 1.

Toda cadeia gulosa numa ordem P livre de N é fortemente gulosa e toda extensao
linear 6tima numa ordem livre de N consiste de cadeias fortemente gulosas. Uma
extensao L € L(P) é uma extensao linear fortemente gulosa de P se consiste de
cadeias fortemente gulosas e P é uma ordem fortemente gulosa se toda extensao
linear gulosa é fortemente gulosa. A ordem P fortemente gulosa é gulosa, isto é,

toda extensao linear gulosa de P é étima. O contrario nem sempre é verdade. Um
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Figura 4.17: Ordem W, suas extensoes lineares gulosas sao: {z,b,y,c,a},

{x7 b? y? a? C}? {y7 C7 x? b7 a} € {y? C7 x? a? b}

exemplo de ordem fortemente gulosa é o W, que nao é livre de N. O 3-coroa é
guloso mas nao ¢é fortemente guloso.

Estes resultados nao se aplicam sempre. Existem classes de conjuntos ordenados
que nao contém uma cadeia fortemente gulosa. Entao para aplicar os resultados
anteriores, as ordens devem conter somente cadeias fortemente gulosas. Vamos
ver outro tipo de cadeias que podem ser encontradas em conjuntos ordenados que
nao possuem cadeias fortemente gulosas. Essas cadeias podem ser encontradas em

qualquer conjunto ordenado, sao as cadeias semi-fortemente gulosas.

4.7.3 Cadeias semi-fortemente gulosas

Para aplicar os resultados anteriores, as ordens devem conter somente cadeias
fortemente gulosas. Existe outro tipo de cadeia que pode ser encontrada em qualquer
ordem que nao contenha cadeias fortemente gulosas.

Uma cadeia C' é semi-fortemente gulosa em P, se:

s.1 Existe p e C e ¢ ¢ C tal que p e ¢ geram N em P;

5.2 F.(supC) Z F.(r) para todo r ¢ C.

Uma cadeia semi-fortemente gulosa C' é do tipo a se ela satisfaz a primeira
condicao, no outro caso dizemos que é do tipo b. Note que algumas cadeias semi-
fortemente gulosas C' do tipo a sao fortemente gulosas, isto é, quando supC é
maximal em P.

Nem toda ordem possui somente cadeias fortemente gulosas e toda ordem que

nao possui cadeias fortemente gulosas contém cadeias semi-fortemente gulosas.
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Lema 4.36. Uma cadeia gulosa C que nao € nem fortemente gulosa nem semi-

fortemente gulosa satisfaz as condigoes:
(i) Para todo q € C (q # sup C), se eziste ¢ € F.(¢') = {q}.
(i) Nao existe r ¢ C tal que F.(r) D F.(supC) # 0.

Demonstracao. Seja C' uma cadeia gulosa que nao é nem fortemente gulosa nem
semi-fortemente gulosa. A condigao F.(sup C') # () garante que sup C nao é maximal
em P, por outro lado, C' pode ser uma cadeia fortemente gulosa. As condicoes 1. e

2. constituem a negagao das condigoes (s.1) e (s.2), respectivamente. ]

Teorema 4.37 (SYSLO (1995)). Se uma ordem P nao tem cadeia fortemente gulosa

entdio P tem uma cadeia semi-fortemente gulosa.

Em uma cadeia semi-fortemente gulosa C' de P destacamos um elemento e deno-
tamos por p(C'). Se C' é do tipo a entdo p(C) = I.(p) para o menor p que satisfaz a
condigao (s.1), caso contrario, p(C') = sup C. Note que p(C') é tinico para uma dada

cadeia C' mas duas cadeias semi-fortemente gulosas C' e C’ podem ter p(C') = p(C").

Lema 4.38. Para uma ordem arbitraria P que nao contém cadeia fortemente gulosa,
se K =C10C,d---BC; é um segmento inicial de uma extensao linear de P tal que
a ordem Uﬁ;}CZ- nao contém elementos p(C) para qualquer cadeia semi-fortemente
gulosa C' de P, entdo nenhum elemento x em C; (x # sup C;) € coberto por y em

C; (y # inf C;) para todo i > j <.
Agora podemos enunciar um a propriedade das cadeias semi-fortemente gulosas.

Teorema 4.39 (SYSLO (1995)). Se uma ordem P nao contém cadeia fortemente
gulosa entao para toda extensao linear gulosa L de P existe uma extensao linear

gulosa L* de P que comega com uma cadeia semi-fortemente gulosa e s(P,L*) <

s(L, P).

Definicao 4.40. Uma extensio L = Coy®C1 @ --- D Cy de P € uma extensdao linear
semi-fortemente gulosa se C; é uma cadeia fortemente gulosa em P; = P — U;;C;

ou uma semi-fortemente gulosa se P; nao tem cadeias fortemente gulosas.

Os dois Teoremas anteriores implicam em:

42



Corolario 4.41. Toda ordem tem uma extensao linear étima que € semi-fortemente

gulosa.

Um algoritmo guloso gera as extensoes lineares de uma ordem qualquer. O
algoritmo guloso com condicoes de desempate resolve o problema de encontrar as
extensoes lineares 6timas de ordens livre de V. Se a ordem é qualquer sempre existe
uma extensao linear gulosa que é 6tima, porém podem existir extensoes lineares
gulosas que estao longe de serem 6timas. Neste capitulo, estudamos o problema
de encontrar o nimero de saltos das classes das ordens livre de N, série paralelo,
bipartidas de Dilworth e de somas lexicograficas. Vimos também alguns resultados
gerais sobre cadeias fortemente gulosas e semi-fortemente gulosas que podem ser

unidas para compor uma extensao linear da ordem .
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Capitulo 5

Extensoes Arboreas

Na programacao orientada a objetos, implementa-se um conjunto de classes que
definem os objetos presentes no sistema de software. Cada classe determina o com-
portamento e estado possiveis de seus objetos, assim como o relacionamento com
outros objetos. A relacao de heranca é o mecanismo pelo qual uma classe de ob-
jetos (subclasse) pode estender outra classe de objetos (super-classe), aproveitando
seus comportamentos e variaveis possiveis. Um exemplo de heranga: mamifero é
super-classe de humano. Ou seja, um humano é um mamifero. H4 heranga multipla
quando uma subclasse possui mais de uma super-classe.

Nosso objeto de estudos neste capitulo sao as extensoes arboreas de uma ordem
P. O objetivo é construir uma extensao arbérea A de uma ordem P adicionando
novas relagoes no diagrama de Hasse de P. Esse problema é uma generalizacao do
problema de construir uma extensao linear. Nosso propdsito entao, é construir uma
extensao arbdrea adicionando um nimero minimo de relagoes no diagrama de Hasse

de P, que é diferente do problema de adicionar novas comparagoes a ordem.

5.1 Ordem Arborea

Defini¢ao 5.1. Um conjunto ordenado P = (X, P) é uma ordem arbdrea se, e
somente se, dados x e y elementos incompardveis de X, nao existe z € X com

r<zey<z.

Equivalentemente, uma ordem P = (X, P) é arbérea se para todo z € X, o ideal

I(x) é uma cadeia. Em TROTTER (1992) esté definida tais ordens como florestas
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de computacao.

Figura 5.1: Arvore de computacao

No artigo de SZWARCFITER (2003) é apresentado um algoritmo para a geracao
de extensoes florestais de uma ordem P, isto é, extensoes cujos diagramas de Hasse
sao grafos aciclicos. Este algoritmo tem tempo O(n?) por extensio gerada apés um
pré-processamento de tempo O(mn).

Em QUEIROZ (2005) apresenta um algoritmo para a geracdo de extensoes
arboreas de uma ordem P.

Vamos caracterizar o grafo de uma ordem arbdrea usando um resultado geral
dado por Golumbic e Wolk:

Um grafo G é perfeito se em todo subgrafo induzido H de G, x(H) = w(H), onde
X(H) e w(H) representam o nimero croméatico e o tamanho da maior clique de H,
respectivamente. Um grafo G ¢é trivialmente perfeito se em todo subgrafo induzido H
de G, a(H) = |C(H)|, onde |C(H)| denota o conjunto de todas as cliques maximais

de um grafo GG, onde

Teorema 5.2 (GOLUMBIC (1978)). Seja G um grafo. As sequintes condi¢des sao

equivalentes:
(i) G é o grafo de comparabilidade de uma ordem arborea;
(i1) G nao contém Py e Cy induzido;

(ii1) G € trivialmente perfeito.

Obs. P, = N e Cy = 2—coroa.
Seja P = (X, P) uma ordem, vamos definir por A = (X, A) a extensao arbdrea
de P e por ‘H(P) o diagrama de Hasse da ordem P que determinam as relagoes de

cobertura em P.

45



Neste capitulo, consideraremos dois problemas relacionando o diagrama de Hasse

e o grafo de comparabilidade de uma extensao arbérea:

(i) Dada uma ordem P, determinar a extensao arbérea A tal que |A\P| é minimo,
ou seja, o nimero minimo de comparacoes que a estende a ordem P numa

ordem arbdrea A;

(ii) Dada uma ordem P, determinar a extensdo arbérea A tal que |H(A) \ P| é
minimo, ou seja, o nimero minimo de relacoes de cobertura que estende o

diagrama de Hasse de P numa extensao arbdrea A.

Veja na Figura a seguir, que os problemas sao distintos:

c d c d c

c d
| \ ‘ b a a d
a b a b b
Figura 5.2: Figura 5.3: Figura 5.4: Figura 5.5:

A Figura 5.2 é o diagrama de Hasse de uma ordem N. As Figuras 5.3, 5.4
e 5.5, sao exemplos de extensoes arboreas da ordem N. Note que em 5.3 e 5.4,
|H(A)\N)|=1e|A\N]| = 2. J4d na Figura 5.5, temos |H(A) \N| = |A\N]| = 1.

A extensao linear 6tima da ordem N, tem |H(A)\N| = 1, enquanto que |A\N| =
3. Veja a Figura 5.6.

Figura 5.6: Extensao linear 6tima

Neste sentido, definimos os saltos arbdreos totais como um par (x,y) de uma
extensao ) da ordem P se x < y em @ e x || y na ordem P, onde ) é uma ordem

arborea.

46



Definimos também o salto arbéreo como uma relagdo de cobertura (z,y) no
diagrama de Hasse da extensao @ tal que (x,y) ¢ P.

Se o nimero de novas relagoes de cobertura, que forem adicionadas aos elementos
de P transforma seu diagrama de Hasse numa ordem arbérea A, for minimo, dizemos

que () é uma extensao arborea otima.

Conjectura: Conjecturamos que encontrar uma extensao arborea A de P tal
que |A\ P| é minimo é um problema N P—completo. Note que encontrar o nimero

de comparagoes adicionadas a ordem de forma a transformd-la numa extensdao linear

¢ firo da ordem de @ —|P|.

O Teorema de Dilworth nos da um limite inferior para o numero de saltos
arbdreos de uma ordem P: ss(P) > w(P) — |M|, onde M é o conjunto dos ele-
mentos maximais de P.

Neste trabalho, tratamos de uma generalizagao do problema do ntimero de saltos
de uma extensao linear de uma ordem P, dando énfase ao fato de que estamos atri-
buindo um nimero minimo de relacoes ao diagrama de Hasse, que nao é equivalente
a adicionar um nuimero minimo de comparacoes a ordem P, como vimos em exemplo

anterior.

Defini¢ao 5.3. O nidmero de saltos arbdreos , denotado por sa(P), de uma or-
dem finita e conexa P = (X, P), € o niumero minimo de relagoes de cobertura que

adicionamos ao diagrama de Hasse de P que a torna uma ordem arbdrea A.

Definicao 5.4. O numero total de saltos arbdreos, é o nimero minimo de com-
paragoes que adicionadas a uma ordem finita e conexa P = (X, P) a transforma

numa ordem arbdrea A.
Sendo assim, vamos definir alguns parametros importantes:
(i) s3(P) = numero total de saltos lineares
(ii) s.(P) = ntmero de saltos lineares
(iii) s%(P) = ntmero total de saltos arbéreos

(iv) s4(P) = numero de saltos arbéreos
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5.1.1 Complexidade do problema

O problema de otimizacao associado as extensoes arbodreas é: construir uma
extensao linear L. de uma ordem P com um ntmero minimo de saltos no diagrama
de Hasse:

Analogamente, podemos enunciar o problema de decisao correspondente como:
existe uma extensao linear L de P com um nimero de saltos menor ou igual a k7

II: Extensao linear

Instancia: Ordem P, inteiro k

Pergunta: Existe extensao linear L de P com numero de saltos menor ou igual

a k?
IT': Extensao arbdrea

Instancia: Ordem P’, inteiro £’

Pergunta: Existe extensao arbérea A de P’ com nimero de saltos menor ou

igual a k7

Teorema 5.5. Construir uma extensao arborea otima A de uma ordem P é um

problema NP-completo, mesmo se P for uma ordem de intervalo.

Demonstracao. Para mostrar que o problema é N P—completo, basta transformar-
mos o problema II no problema IT". Sabemos que II é NP—completo (PULLEY-
BLANK, 1981) mesmo para ordem de intervalo (MITAS, 1992). E facil ver que
IT" € NP, pois dada uma extensao arbdérea A de P’, basta verificar quais relacoes,
(ou arestas, no caso de diagrama de Hasse da ordem) estdao contidas em A e nao
estao em P’

Para provar que II' é N P—dificil, utilizaremos a seguinte transformacao polino-
mial: P’ é formado pela ordem P mais um elemento v, usando a operacao de soma
linear @, da seguinte forma: P’ = v @ P. Seja P é uma ordem de intervalo, P’
naturalmente também o é pois, em uma representacao de P por intervalos, basta
acrescentar um novo intervalo correspondente a v de tal modo que ele preceda aos
demais. Note que v é o nico elemento maximal de P’. Além disso, tome k&' = k.

Se a resposta a II for verdade, entao II' também é vélido pois toda extensao

linear é uma extensao arbdrea.
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Elementos maximais de P

Figura 5.7: Operacao soma linear: P’ =v & P

Se a resposta a Il for verdade, entao II também é valido pois, como P’ possui
um unico elemento maximal, toda extensao arbdérea de P’ é um extensao linear.
Consequentemente, encontrar a extensao arbérea de P’ é equivalente a encontrar a
extensao linear de P.

Portanto, encontrar a extensao arbdérea A para uma ordem P qualquer é um
problema N P—completo.

m

Podemos construir uma extensao arbérea de uma ordem P adicionando com-
paracoes aos seus elementos e verificando, em cada nova comparacao adicionada, se
a nova ordem obtida é arbdérea. Usando este método, conseguimos gerar todas as
extensoes arboreas de P. Na préxima se¢ao, sugerimos um algoritmo que encontra

uma extensao arbdérea minimal, que pode ser 6tima ou nao.

5.2 Extensoes arboreas minimais de uma ordem

Nesta secao, sugerimos um algoritmo para encontrar uma extensao arbérea mi-

nimal de uma ordem qualquer.

Defini¢ao 5.6. Seja P uma ordem qualquer, uma extensao arbdorea A = (X, A) de
P ¢ minimal quando a operacgao de retirada de qualquer salto de A, viola a condicao

de ser uma ordem arbdrea.
E facil ver que:

Lema 5.7. Seja P = (X, P) uma ordem finita e v € X. I(v) induz uma cadeia em

qualquer extensdao arborea de P.
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Isto vale porque uma ordem P = (X, P) ¢é arbérea quando |C~(z)| < 1 para
todo x € X.

Definicao 5.8. Um elemento x € X € chamado de violador da ordem P quando

|C~(x)] > 1.

Figura 5.8: Violador - estrutura proibida na ordem arborea

Segue dai que, uma ordem A = (X, A) é arbdrea se, e somente se,

N(A)= Y (C (z)-1)=0

z€S(A)

onde

S(P) ={x € X | x éum violador da ordem P}.

O ntmero N(P) da uma certa medida de quanto uma ordem P esta afastada de
ser uma ordem arbdrea.

Uma outra maneira de se obter uma extensao arbérea minimal é utilizando o
algoritmo, sugerido neste capitulo, que compara os elementos do Ideal de um viola-
dor.

O propésito do algoritmo é construir uma extensao A = (X, A) da ordem P =
(X, P) que é arbdrea e minimal. Note que o algoritmo nao gera todas as extensoes
arbéreas de P.

O algoritmo que apresentamos para a construcao de extensoes arbéreas se cons-
titui de uma sucessao de etapas. Em cada uma delas construimos uma extensao P;
de P tal que

N(P)> N(P) > N(P,) > ...

Depois de um ntmero finito de etapas o algoritmo chega a uma extensao A de
P tal que N(A) = N(P) = 0.
A cada etapa, o algoritmo diminui a cardinalidade de S(P;). Para isso, introduz

relagOes entre antecessores de vértices em S(F;).
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5.2.1 Algoritmo

Seja Py = P. Em cada etapa, P, é uma extensao de P. Se N(P;) = 0 entao P;
¢ uma extensao arborea de P e o algoritmo péara. Neste caso, temos um salto de P,
em relacao a P;_;.

Se N(P;) > 0, entao seja M (F;) a sub-ordem de P; induzida pelos violadores de
P, ou seja, |Cl=](z)| > 1 = 2 € S(P;). Seja C~(S(P;)) o conjunto dos antecessores
de S(P) .

Introduzimos agora relagoes em P; que tornam a sub-ordem formada pela uniao
dos ideais dos elementos de S(P;) uma drvore. Fazemos isso introduzindo ~y(F;)

relagoes e todas as demais relacoes que se tornaram implicitas por transitividade.

Algoritmo 3 Transforma P

Ph=P,1=0

Enquanto existe v € P; tal que v € S(F;), faga
1—1+1
X =C"(v)
Enumere os elementos de X
Enquanto |[C~(v)| > 1 faga

Sejam z7 e x5 dois elementos de C~(v), introduza a relagao z; < y,

onde y = min{I(zy) \ I(z2)}

Exemplo 5.9.

Figura 5.9: Ordem P  Figura 5.10: Extensao 1  Figura 5.11: Arvore
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Note que, x; é o elemento maximo de uma cadeia formada pelo ideal de um
elemento v € S(P;), x2 é o elemento maximo de uma cadeia formada pelo ideal de
um elemento de v € S(F;), assim por diante.

Seja P, ;1 a ordem resultante.

N(Pi) =N(P) = Y (107 (@)]-1)
zeS(F;)
Observe que ao final de cada etapa do algoritmo, todos os vértices em S(P;)

passam a ter grau de entrada igual a 1.

Exemplo 5.10. Seja a ordem P dada na Figura 5.9:

@

a <@

. - @

: : .9 @
c d d/. «@
e f @ i @

Figura 5.12: Ordem P Figura 5.13: Arvore Figura 5.14: Ext. linear

O algoritmo constréi as extensdes minimais da ordem P dada na Figura 5.12,
mas somente a extensao da Figura 5.13 é étima. Ja a extensao linear dada na Figura
5.14, nao é gerada pelo algoritmo. Observe que para gerar uma extensao arbdrea
minima, devido a natureza do problema, ainda nao conhecemos um método que nao
seja equivalente a gerar todas as extensoes arbdéreas minimais e verificar qual delas

possui o menor niumero de saltos arboreos.

Teorema 5.11. O algoritmo descrito, constroi uma extensao arborea minimal

A= (X,A) da ordem P = (X, P).

Demonstracao. Para mostrar que P; é uma ordem, basta mostrar que em cada P,

nao introduzimos ciclos, ou seja, que P; é anti-simétrica.
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Suponha que P; nao seja anti-simétrica, entao existem z;, z;, € X tal que z; <
e xp < x; € . Mas, P,_; ¢ uma ordem, o que implica que z; < 3 ou x;, < z; €
P;_1. Suponha, sem perda de generalidade, que z;, < z; € P,_;, isto implica que em
By, € I(zy) — I(x;) = 0, absurdo.

Para concluir, P; é transitiva, pois a cada iteracao, as demais relagoes ficam
estabelecidas, implicitamente, no diagrama de Hasse da ordem por transitividade.

Com isso, mostramos que P; é uma ordem para todo i = 1,--- ,n. E facil ver
que P=F,Cc P C---C P, =A. Ou seja, P, é uma extensao de P;.

Vamos verificar que P, = A é uma ordem arbérea: suponha que A nao seja
arborea, entao existe um elemento v € X tal que /(v) nao é totalmente ordenado,
ou seja, |C~(v)| > 1. Isto implica que |C~(v)] > 1 em P, para 1 <[ < m < n.
Sejam x; e x € N (v), tais que z; || zx. O algoritmo diminui |C~ (v)|, relacionando
z; < min{P \ ({(x;+1) N I(z;))}, esta operacdo nao aumenta a cardinalidade de
nenhum outro w € S(F;). Portanto, em P, I(v) é totalmente ordenado, para
m < n. Concluimos assim que A é uma ordem arborea.

Vamos mostrar agora que A é uma extensao arbdérea minimal de P. Em cada
iteragao do algoritmo |C~(v)| diminui em uma unidade. Equivalentemente, a reti-
rada de um salto de A aumenta em uma unidade a cardinalidade de C'~(v), porque
este salto liga um dos elementos x;, i = 1,---, |C~(v)|, ao elemento minimo do
conjunto I(x;41) \ I(x;). Portanto, esta operagdo aumenta a cardinalidade de C'~(v)

e nao introduz novos vértices com grau de entrada maior que um na ordem. O]

Uma observacao importante, é que a extensao arbdrea obtida pelo algoritmo
sugerido é minimal, mas nao necessariamente minima. Podemos obter uma extensao
arborea minimal que estd longe de ser minima. No préximo Capitulo veremos que o
algoritmo encontra as extensoes arbéreas 6timas das ordens livre de N, série paralelo

e ordens bipartidas.

33



Capitulo 6

Numero de saltos arboreos

Neste capitulo estudamos o problema do niimero de saltos arbéreos e a construcao
de extensoes arboreas Otimas para as classes das ordens livre de N, série paralelo
e as ordens bipartidas, baseados no algoritmo sugerido no Capitulo 5. E ainda

discutimos o nimero de saltos arboreos para os reticulados.

6.1 Ordens livre de N

Vimos no Capitulo 4 alguns tipos de cadeias gulosas. Neste capitulo estamos

interessados nas cadeias que satisfazem as seguintes condigoes:
(i) supC' é maximal em P ou
(ii) existe g € P, g€ S(P)e CT(supC) =gq .
Se a ordem P é livre de N, entao o conjunto
Q(q) = {q} UI(q)U{r; r cobre elementos de I1(q)}

¢ livre de V.

Sendo assim, podemos classificar as cadeias gulosas como cadeias extremais, se
satisfazem a condicdo (i) e cadeias violadoras, se satisfazem a condicao (ii). Desta
forma, é facil ver que as ordens livre de N devem conter cadeias extremais e viola-

doras. J& as ordens arbdreas devem conter somente cadeias extremais.
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Lema 6.1. As ordens arboreas possuem somente cadeias extremais.

Demonstragao. Basta verificar que C~(x) < 1 para todo z € X. ]

6.1.1 Numero de saltos arboreos de uma ordem livre de N

Para as ordens livre de N, podemos resolver o problema do niimero arbéreo de
saltos com um algoritmo polinomial. Um resultado importante desta secao é que os
elementos maximais de uma ordem livre de N sao preservados na extensao arbérea.

Baseados nos resultados sobre o nimero de saltos de uma extensao linear para
ordens livre de N dados por I. Rival e M.M Syslo, obtemos o resultado geral para o

problema do nimero de saltos Hasse arboreos das ordens livre de N:

Teorema 6.2. Sejam P uma ordem finita, conexa e livre de N, entdo sa(P) =

sp(P) — |M(P)| + 1, onde |M(P)| € o conjunto dos elementos maximais de P.

Demonstragao. Seja P = U}, C;, onde C; sao cadeias gulosas violadoras ou extre-

mais de P.

Algoritmo 4 Extensao arborea 6tima de P

P —P

P”H@

Enquanto existir C; é cadeia violadora de P’, faga
P// «— PI/ @ Cj
Remova C; de P’

P// — P// @ Pl

A ordem P” obtida do algoritmo anterior é arbdrea, pois s6 possui cadeias gulosas
extremais.

]

A partir do teorema anterior, observamos que as extensoes arbéreas minimas
das ordens livre de N preservam seus elementos maximais. Além disso, podemos

ver pelo algoritmo Transforma P, mostrado no Capitulo 5, que sempre existe uma
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extensao arbérea minimal que preserva os elementos maximais de uma ordem P

qualquer.

Teorema 6.3. Numa ordem P, existe uma extensao arborea minimal que preserva
os elementos maximais de P. F mais ainda, os elementos maximais de uma ordem

P livre de N sao preservados nas extensoes arboreas minimas A de P.

Demonstracao. O algoritmo Transforma P demonstra a primeira parte do teorema.
Para a segunda, basta observar no Teorema anterior que as cadeias extremais sao
mantidas na extensao arborea.

]

RIVAL (1983), mostrou que para uma ordem P livre de N, vale que sp(P) =
m — 1, onde m é o nimero de cadeias gulosas extremais e violadoras. J4 o nimero
de saltos arbdreos se relaciona com essa constante por s4(P) = sp(P) —k+ 1, onde

k = |M]| é constante em P.

6.2 Numero de saltos arboreo em outras classes
de ordem

Nesta se¢ao vamos determinar o nimero de saltos arbéreo das ordens série pa-
ralela, bipartida e reticulados. Lembrando que a classe das ordens livre de N é uma

generalizacao das ordens série-paralelo.

6.2.1 Ordem série paralela
Lema 6.4. Seja P = (X, P) uma ordem série paralela. Temos,
ei,e; € S(P)=I(e;)NI(ej) =10 oul(e;)=I(e;).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, I(e;) # I(e;) e I(e;)NI(e;) # 0, entdo existe
uma subordem induzida P’ = (X', P), onde X’ C X em que ¢; e ¢; € X' geram N,

o que é uma contradicao. O]

Para resolver o problema do nimero de saltos arbdéreos de uma ordem série
paralelo, realizamos um processo de reducao da ordem P para a ordem P,, fazendo

a substituicao dos ideais que tém intersecao comum pelo conjunto vazio.
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Defini¢ao 6.5. Seja P = (X, P) uma ordem série paralela. Defina por elementos

semelhantes inferiormente os vértices v; € X tal que I(v;) = I1(v;), para i # j.

Exemplo 6.6.

Figura 6.1: I(a1) = I(az) = I(a3) = I(ay) em uma ordem série paralela

Definigao 6.7. Dada uma ordem P = (X, P), defina por ordem reduzida P¥ =

(X, P.) a ordem obtida de P substituindo, para cada conjunto de elementos seme-

lhantes inferiormente E = {e1,--- ,en} o Ideal I(e;), i > 1, pelo conjunto vazio.
Exemplo 6.8.
3 22 a3 a,
b, b,

Figura 6.3: I(as) = I(a3) = I(a4) =0

Teorema 6.9. Seja P, = (X, P,) a ordem reduzida de uma ordem série paralela

P = (X,P). Entao
sa(P) =) |C7(e)l = 1= sa(P)

eeX
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Demonstracao. Sejam FEy,--- | E, os conjuntos contendo os elementos semelhantes
inferiormente.

Da sub-ordem obtida apds procedimento de reducao, para cada F;,i=1,--- ,n,
o numero de saltos que resolve o violador ey;1 é |C~(ey;)| — 1.

Portanto, s4(P) = ..y |C(e)| = 1.

Para mostrar que ss(P.) = sa(P), basta verificar que apds adicionarmos os
saltos da ordem P,, adicionamos também as demais relagoes da ordem P, faltando
somente adicionar as relagoes dos elementos maximais. Apds esse processo, a ordem
obtida é uma ordem arborea otima.

]

Podemos obter facilmente um limite superior para o nimero arboreo de saltos

de uma ordem conexa.

Teorema 6.10. Seja P uma ordem conexa, entao
sa(P) < 3107 - 1
veS

Demonstragao. Numa ordem P, existem |S| elementos onde |C~(v)| > 1. Numa

ordem arbdrea conexa, vale |C~(x)| = 1, Vo € X. Logo, segue o resultado. O

A ordem reduzida de uma ordem série paralela é exemplo de subclasse onde vale

a igualdade

sa(P) =217 (0)] ~ 1.

ecS
6.2.2 Reticulados e ordens bipartidas

Para os reticulados encontrar uma solucao do problema do nimero de saltos
arboreos € equivalente a encontrar o niimero de saltos lineares, sendo assim vale que
sp(P) = sa(P). Note que um reticulado possui um tnico elemento maximal, do
contréario se possuisse dois elementos maximais distintos nao atenderia a defini¢ao.
Sendo assim, construir a extensao arbdérea minima € equivalente a encontrar sua
extensao linear 6tima.

Ja as ordens bipartidas, basta verificar o min{M (P),m(P)}, onde M(P) é o

conjunto dos elementos maximais e m(P) é o conjunto dos elementos minimais da
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ordem P, sendo assim s4(P) = min{M(P), m(P)} — 1, pois esse niimero pode ser

calculado em P ou no sua ordem simétrica P?.
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Capitulo 7

Conclusao

Neste capitulo, apresentamos nossas consideracoes finais bem como nossos planos

para trabalhos futuros.

7.1 Consideracoes finais

Nesta tese criamos e desenvolvemos o conceito de extensoes arboreas minimas e
minimais e o niumero de saltos arboreos.

Provamos que este problema é N P-completo para o caso geral e verificamos que
para a classe das ordens de intervalo o problema é N P-completo. Consideramos
algumas classes de ordens e concluimos que o problema tem solugao polinomial para
as ordens ordens livre de N, série paralela e bipartidas e resolvemos o problema para
os reticulados . Desenvolvemos um algoritmo polinomial que gera uma extensao
arbérea Gtima para essas classes e calculamos este nimero.

Este assunto ¢ de grande interesse na area de programacao orientada a objetos
onde, para uma aplicagao especial produzimos uma ordem parcial P entre as classes
de objetos. A relacao de heranca é o mecanismo pelo qual uma classe pode estender
outra classe. Como ja vimos, esse problema pode ser formulado em termos de
extensao arborea de uma ordem P. Encontrando uma extensao () que minimiza o
namero de saltos arboreos, produzimos uma hierarquia que é fechada para P em
termos do nimero de novas relagoes adicionadas.

Assim, generalizamos o problema do nimero de saltos de uma extensao linear

para o caso arbdreo. Desenvolvemos um mecanismo de reduzir o problema do
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nuimero de saltos arboreos ao problema do ntmero de saltos de extensoes lineares.
Sobre estes problemas pretendemos estabelecer novas propriedades, encontrar
novas classes de ordens onde o problema possa ser polinomial, bem como verificar a

existéncia novas aplicagoes.

7.2 Trabalhos futuros

Temos interesse em estudar a conjectura proposta no Capitulo 5: determinar o
nimero minimo de comparagoes adicionadas a uma ordem P de forma a transforma-
la numa extensao arbérea, estudar a complexidade deste problema bem como encon-
trar uma caracterizacao para as extensoes arboreas minimais. Buscamos também
um limite superior mais justo para o nimero de saltos arbéreos de uma ordem P
e estudar novas classes de ordens onde possamos resolver os problemas propostos
nesta tese com algoritmos polinomiais ou aproximativos.

E nossa intencao estender o resultado a outros tipos de saltos e defini-los como
novas relagoes adicionadas a ordem P, de forma a estendé-la a uma outra classe de
ordem. Objetivo serd encontrar o nimero minimo de saltos que a transforma numa
extensao minima ou minimal, como por exemplo, estender uma ordem P qualquer
a uma ordem 2-dimensional. Assim, podemos definir os saltos 2-dimensionais ou

saltos de permutagao.
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