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Max Leandro Nobre Gonçalves
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necessários à obtenção do t́ıtulo de Doutor em

Engenharia de Sistemas e Computação.

Orientadores: Paulo Roberto Oliveira

Orizon Pereira Ferreira

Rio de Janeiro

Junho de 2011
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ele toda honra e toda glória.
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A busca de soluções dos problemas de mı́nimos quadrados não-lineares e de

otimização de composição convexa é objeto de interesse em várias áreas da ciência

e das engenharias. Devido a sua velocidade de convergência e eficiência computa-

cional, os métodos de Gauss-Newton têm sido bastante utilizados para o propósito

de obter estas soluções. Neste trabalho apresentamos análises de convergência dos

métodos de Gauss-Newton, usando o prinćıpio majorante. Em cada caso, nossa

análise deixa clara a relação entre a função majorante e a função não-linear associ-

ada ao problema, o que torna as condições e demonstrações de convergência mais

simples.
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The search for solutions of the problems of nonlinear least squares and convex

composite optimization, is object of interest in some areas of science and engineer-

ing. Due the speed of convergence and computational efficiency, the Gauss-Newton

methods have been sufficiently use to obtain these solutions. In this work we present

convergence analysis of the Gauss-Newton methods, using the majorant principle. In

each case, our analysis makes clear the relationship between the majorant function

and nonlinear function associated with the problem, which became the conditions

and proof of convergence easier.
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Introdução

O método de Gauss-Newton e suas variações são os mais eficientes métodos con-

hecidos para resolver problemas de mı́nimos quadrados não-lineares e de otimização

de composição convexa. A convergência dos métodos de Gauss-Newton pode falhar,

ou mesmo deixar de gerar uma sequência infinita. Para assegurar a convergência

dos métodos para a solução dos respectivos problemas, algumas condições devem ser

impostas. Neste trabalho, determinaremos condições que garantam a convergência

dos métodos de Gauss-Newton para as soluções desejadas.

Sejam X e Y espaços reais ou complexos de Hilbert , Ω ⊂ X um conjunto aberto

e F : Ω → Y Fréchet diferenciável. Considere o problema de mı́nimos quadrados

não-linear

min ‖F (x)‖2. (1)

Este problema tem sido uma frut́ıfera área de estudo nos últimos 30 anos, principal-

mente pelo seu grande número de aplicações em problemas práticos, ver [1]. Essas

aplicações, buscam encontrar os parâmetros de um modelo matemático, que melhor

descreva um conjunto de dados numéricos de um experimento qúımico, f́ısico, es-

tat́ıstico ou econômico, usando uma função da forma (1) para medir a discrepância

entre as sáıdas do modelo e o conjunto de dados.

Se F ′(x) é injetiva e tem imagem fechada para todo x ∈ Ω, o método de Gauss-

Newton encontra pontos estacionários para o problema (1), i.e., soluções para o

sistema de equações não-lineares

F ′(x)∗F (x) = 0,

onde A∗ denota a matriz adjunta do operador A. Formalmente o método de Gauss-

Newton é descrito como: Dado x0 ∈ Ω defina

xk+1 = xk + Sk, F ′(xk)
∗F ′(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk), k = 0, 1, . . . .

É importante ressaltar que se x∗ é a solução de (1), F (x∗) = 0 e F ′(x∗) é in-

vert́ıvel os resultados para o método de Gauss-Newton se reduzem aos resultados

para o método de Newton. Por outro lado, note que cada passo do método de
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Gauss-Newton consiste em resolver um sistema de equações lineares, o que pode ser

computacionalmente muito “caro”se o número de incógnitas for muito grande. Uma

alternativa é resolver aproxidamente o sistema linear, o que dá origem a uma nova

classe de processos iterativos. Estes processos são conhecidos como métodos inex-

atos de Gauss-Newton. Os métodos inexatos de Gauss-Newton usados para resolver

(1) são formalmente descritos como: Dado x0 ∈ Ω defina

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . ,

onde B(xk) : X → Y é um operador linear e rk ∈ Y é um reśıduo apro-

priado. Em particular, o processo acima é o método de Gauss-Newton inex-

ato se Bk = F ′(xk)
∗F ′(xk), é o método de Gauss-Newton modificado inexato se

Bk = F ′(x0)∗F ′(x0), e é o método de quase Gauss-Newton inexato se Bk é uma

aproximação para F ′(xk)
∗F ′(xk).

O método quase Gauss-Newton inexato, onde controle residual relativo escalado

é feito em cada iteração, é formalmente descrito como: Dado x0 ∈ Ω defina

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . , (2)

onde B(xk) é uma aproximação invert́ıvel para F ′(xk)
∗F ′(xk) e o reśıduo rk satisfaz

‖Pkrk‖ ≤ θk‖PkF ′(xk)∗F (xk)‖,

para as dadas sequências {θk} e {Pk} de números reais e matrizes invert́ıveis, res-

pectivamente. A sequência {θk} é usualmente chamada de sequência “forcing”e é

tomada uniformemente limitada por 1. Além disso, a vantagem de se introduzir a

matriz Pk (considerado pela primeira vez em [2]) é que, se o sistema linear em (2)

for mal condicionado, esta matriz pode fazer uma correção.

Outro problema que consideraremos em nosso trabalho, é o problema de

otimização de composição convexa

min h(F (x)), (3)

onde h : Rm → R é uma função convexa de valores reais e F : Rn → Rm é

continuamente diferenciável. É bem conhecido, ver [3–5] e as suas referências, que

uma ampla variedade de aplicações para esta formulações pode ser encontrada dentro

da programação matemática, especificamente, em inclusão convexa, problemas de

minimax e métodos de penalização. Além de suas aplicações práticas, este mode-

lo também provê ferramentas poderosas para estudar condições de otimalidade de

primeira e segunda ordem para otimização restrita.
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Note que o estudo de (3) está relacionado com o problema de inclusão convexa

F (x) ∈ C := {z ∈ Rm : h(z) ≤ h(y), ∀y ∈ Rm}, (4)

pois se x∗ ∈ Rn satisfaz a inclusão convexa (4) então x∗ é uma solução de (3), mas se

x∗ ∈ Rn é uma solução de (3) não necessariamente satisfaz a inclusão convexa (4).

Para cada ∆ ∈ (0,+∞) e x ∈ Rn seja

D∆(x) := argmin {h(F (x) + F ′(x)d) : d ∈ Rn, ‖d‖ ≤ ∆} . (5)

Assim, dados ∆ ∈ (0,+∞], η ∈ [1,+∞) e um ponto x0 ∈ Rn, o algoritmo tipo

Gauss-Newton associado a (∆, η, x0) como definido em [3] (ver também, [4, 5]) é

como segue:

Algoritmo 0.1

Inicialização. Dados ∆ ∈ (0,+∞], η ∈ [1,+∞) e x0 ∈ Rn. Faça k = 0.

critério de Parada. Calcule D∆(xk). Se 0 ∈ D∆(xk), Pare. Caso contrário.

Passo Iterativo . Calcule dk satisfazendo

dk ∈ D∆(xk), ‖dk‖ ≤ ηd(0, D∆(xk)),

e faça

xk+1 = xk + dk,

k = k + 1 e vá para Critério de Parada.

A análise de convergência local clássica para os métodos de Gauss-Newton requer,

entre outras hipóteses, que F ′ satisfaça a condição Lipschitz (ver, por exemplo [3, 5–

7]). Nos últimos anos, tem surgido um grande número de artigos tratando da questão

da convergência dos métodos de Newton, incluindo os métodos de Gauss-Newton por

relaxar a hipótese de continuidade Lipschitz para a derivada de F (ver, por exemplo,

[4, 8–24]). Estas novas análises, além de provar a convergência dos métodos, têm

permitido unificar resultados até então sem relação e em alguns casos estimar os

raios de convergência ótima e unicidade de solução.

Usando o prinćıpio majorante introduzido por Kantorovich em [8] e usado por

Ferreira em [15] e [23], Ferreira, Gonçalves em [16] e Ferreira, Svaiter em [17], o

presente trabalho tem por objetivos apresentar:

1. uma nova análise de convergência local do método de Gauss-Newton;

2. uma nova análise de convergência local do método quase Gauss-Newton ine-

xato, onde controle residual relativo escalado é feito em cada iteração;
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3. uma nova análise de convergência semi-local da sequência gerada pelo algo-

ritmo de Gauss-Newton.

Em nossa análise, a condição Lipschitz para F ′ é relaxada usando uma função

majorante. Nosso tratamento tem a vantagem de deixar clara a relação entre a

função majorante e a função F associada aos problemas em consideração, ver por

exemplo os Lemas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, o que não está expĺıcito em outras análises

de convergência dos métodos que seguem a mesma idéia. Com isso, os resultados

apresentados aqui, tornaram as condições e demonstrações de convergência mais

simples e mais didáticas. Além disso, nossa condição majorante permite unificar

resultados previamente não relacionados pertencentes aos métodos.

Outras vantagens da nossa análise são que no caso de convergência local dos

métodos de Gauss-Newton o contexto foi estendido para espaços de Hilbert e no

caso quase Gauss-Newton inexato adicionamos resultados de convergência para a

condição de Smale. Ademais, na prova de convergência semi-local da sequência

gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton utilizamos uma técnica que no lugar de olhar

apenas a sequência gerada, identificamos regiões onde a sequência de Gauss-Newton

para o problema de otimização convexa é bem definido quando comparado com

método de Newton aplicado a uma função auxiliar associada a função majorante,

esta técnica foi introduzida em [25].

A análise de convergência para os métodos de Gauss-Newton também foram

estudados em [4, 10, 11, 13, 18, 19, 24]. A principal diferença destas análises com as

nossas análises é que em lugar de nossa condição majorante é usada a condição de

Wang, introduzida em [22]. De fato, pode ser mostrado que elas são equivalentes.

Porém, a formulação como uma condição majorante é mais natural e como já dito

deixa as condições e provas de convergência mais simples.

Gostaŕıamos de destacar também, que nossa análise de convergência local para

o método de Gauss-Newton sob condição majorante, já se encontra publicado em

periódico especializado, ver [26].

Esta dissertação está organizada da seguinte forma. No caṕıtulo 1 damos

as notações e alguns resultados preliminares sobre operadores lineares, derivadas,

funções convexas e anaĺıticas e regularidade. No caṕıtulo 2 dedicamos a um breve

estudo das funções majorantes, provando as principais relações com a função F . No

caṕıtulo 3 concentra-se a discussão sobre a convergência local do método de Gauss-

Newton. Mostraremos que sob certas condições, a sequência gerada pelo método

está bem definida e converge para uma solução de (1). Além disso, determinaremos

os maiores raios de convergência ótimo e unicidade de solução. Por fim, aplicaremos

resultados obtidos para as condições Lipschitz e Smale. No caṕıtulo 4, mostraremos

que sob certas condições, a sequência gerada pelo método quase Gauss-Newton in-

exato está bem definida e converge para uma solução de (1). Por fim, aplicaremos
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resultados obtidos para as condições Lipschitz e Smale. No caṕıtulo 5, mostraremos

que sob certas condições, a sequência gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton con-

verge para um ponto x∗ ∈ Rn tal que F (x∗) ∈ C, em particular, x∗ resolve (3).

Além disso, aplicaremos os resultados obtidos para o caso onde o ponto inicial é um

ponto regular e o caso onde o ponto inicial satisfaz a condição de Robinson. Por

fim, apresentaremos resultados de convergência do algoritmo de Gauss-Newton sob

condições Lipschitz e Smale.
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Caṕıtulo 1

Notações e Resultados

Preliminares

Nosso objetivo neste caṕıtulo é introduzir algumas notações e revisar alguns tópicos

de operadores lineares, incluindo resultados da inversa generalizada de Moore-

Penrose. Revisaremos também alguns resultados de derivadas, análise convexa,

funções anaĺıticas e regularidade. Estes assuntos serão necessários ao desenvolvi-

mento dos caṕıtulos seguintes.

Em todo lugar X e Y indicam espaços de Hilbert. A bola aberta e fechada de

centro a ∈ X e raio δ > 0 são denotados, respectivamente, por

B(a, δ) := {x ∈ X; ‖x− a‖ < δ}, B[a, δ] := {x ∈ X; ‖x− a‖ 6 δ}.

A distância de um ponto x ∈ X a um conjunto W ⊂ X é dado por

d(x,W ) := inf{‖x− w‖ : w ∈ W}.

O polar de um conjunto convexo fechado W ⊂ X é o conjunto

W o := {z ∈ X :< z,w >≤ 0,∀w ∈ W}.

O núcleo de um operador linear A : X → Y , denotado por Ker(A), é o conjunto

Ker(A) = {x ∈ X : Ax = 0)}.

Denotamos P (X) o conjunto de todos subconjuntos de X. Assim, a soma de um

ponto x ∈ X a um conjunto Z ∈ P (X) é o conjunto dado por

y + Z = {y + x : x ∈ Z}.
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A seguir definiremos norma de operadores, antes denotemos por L(X, Y ) o espaço

dos operadores lineares cont́ınuos de X em Y .

Definição 1.1 Seja T ∈ L(X, Y ). Definimos a norma de operadores ‖.‖ como

sendo o número

‖T‖ := sup{‖Tu‖; ‖u‖ ≤ 1}.

Note que valem as seguintes desigualdades:

i) ‖Au‖ ≤ ‖A‖‖u‖ para todo A ∈ L(X, Y ) e u ∈ X.

ii) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ e ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ para todo A,B ∈ L(X, Y ).

Um resultado bem conhecido da teoria de operadores, o qual enunciaremos a seguir,

é o lema de Banach.

Lema 1.1 (Lema de Banach) Sejam B ∈ L(X,X) e I o operador identidade em

X. Se ‖B − I‖ < 1, então B é invert́ıvel e vale ‖B−1‖ ≤ 1/(1− ‖B − I‖).

Demonstração: Ver Lema 1, p.p. 189 de Smale [27] com A = I e c = ‖B − I‖.

Lembramos do Teorema do Gráfico fechado que se A ∈ L(X, Y ) é injetiva e tem

imagem fechada, então A é isomorfo à sua imagem, i.e., A−1 : ImA→ X é cont́ınuo.

Dado A ∈ L(X, Y ), denotemos a inversa generalizada de Moore-Penrose de A

por A†. Se A ∈ L(X, Y ) é injetiva e tem imagem fechada, então

A† := (A∗A)−1A∗,

onde A∗ denota a adjunta do operador linear A.

A seguir, daremos dois resultados a respeito da inversa generalizada de Moore-

Penrose que serão necessários mais tarde, para garantir a boa definição do método

de Gauss-Newton e do método quase Gauss-Newton inexato.

Lema 1.2 Sejam A,B ∈ L(X, Y ) tais que A e B têm imagens fechadas. Se A é

injetiva, E = B − A e ‖EA†‖ < 1, então B é injetiva.

Demonstração: De fato, como B = A + E = (I + EA†)A e de hipótese
‖EA†‖ < 1, segue do Lema 1.1 que I + EA† é invert́ıvel. Portanto, B é injetiva.

O próximo lema é provado em Stewart [28] ( ver também, Wedin [29] ) para matrizes

A e B de ordem m× n com m ≥ n e posto(A) = posto(B) = n. Porém, o resultado

também é válido em um contexto mais geral conforme afirmamos abaixo.
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Lema 1.3 Sejam A,B ∈ L(X, Y ) tais que A e B são injetivos e têm imagens

fechadas. Assuma que E = B − A e ‖A†‖‖E‖ < 1, então

‖B†‖ ≤ ‖A†‖
1− ‖A†‖‖E‖

, ‖B† − A†‖ ≤
√

2‖A†‖2‖E‖
1− ‖A†‖‖E‖

.

Faremos agora uma breve revisão da derivada de uma função F : X → Y .

Definição 1.2 Seja F : Ω → Y uma função definida no conjunto aberto Ω ⊂ X.

Um operador T ∈ L(X, Y ) é a derivada de Fréchet de F em x0 ∈ Ω se para todo

w ∈ X tal que (w + x0) ∈ Ω vale a igualdade

lim
‖w‖→0

1

‖w‖
‖F (x0 + w)− F (x0)− Tw‖ = 0.

Dizemos que F é Fréchet derivável em Ω se F for Fréchet derivável em todo ponto

x ∈ Ω. Denotaremos a derivada de Fréchet de uma função F em x por F ′(x) e assim

F ′(x) ∈ L(X, Y ), ou seja, F ′ é uma aplicação linear de Ω no espaço dos operadores

lineares L(X, Y ).

Se a função F ′ é diferenciável em Ω, a sua derivada é chamada de segunda

derivada e será denotada por F ′′. Assim, F ′′(x) é um elemento do espaço

L(X,L(X, Y )) dos operadores lineares que levam X em L(X, Y ). Para simplificar

a notação identificaremos o espaço L(X,L(X, Y )) por L2(X, Y ).

Podemos generalizar o conceito acima, supondo que a n-ésima derivada de uma

função F de X em Y é a derivada da derivada de ordem n − 1. Assim, a n-

ésima derivada, denotada por F (n)(x), será obviamente um elemento do espaço

Ln(X, Y ) dos operadores n-lineares de X em Y . Novamente indetificamos o espaço

L(X,L(X, . . . , Y ), . . .)) com o espaço dos operadores n-lineares Ln(X, Y ).

Utilizando as notações acima temos a seguinte observação:

Observação 1.1 Seja F : Ω → Y uma função diferenciável no conjunto aberto

Ω ⊂ X. Então F ′(x) ∈ L(X, Y ) e

‖F ′(x)‖ := sup{‖F ′(x)u‖; ‖u‖ ≤ 1}.

Agora, se F ′ é uma função diferenciável em Ω, então F ′′(x) ∈ L2(X, Y ) e

‖F ′′(x)‖ := sup{‖F ′′(x)(u, v)‖; ‖u‖ ≤ 1, ‖v‖ ≤ 1}.

Analogamente, se F é uma função n-vezes diferenciável em Ω, introduzimos a norma

do operador n-linear F (n)(x) ∈ Ln(X, Y ) como sendo

‖F (n)(x)‖ := sup{‖F (n)(x)(u1, . . . un)‖; ‖u1‖ ≤ 1, . . . ‖un‖ ≤ 1}.
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Agora, estamos interessados em revisar alguns resultados da análise convexa e

um resultado da teoria de funções anaĺıticas.

Proposição 1.1 Sejam R > 0 e ϕ : [0, R)→ R uma função convexa.

i) Então

D+ϕ(0) = lim
u→0+

ϕ(u)− ϕ(0)

u
= inf

0<u

ϕ(u)− ϕ(0)

u
,

onde D+ϕ(0) denota a derivada à direita de ϕ em zero;

ii) Se u, v, w ∈ [0, R), u < w and u ≤ v ≤ w então

ϕ(v)− ϕ(u) ≤ [ϕ(w)− ϕ(u)]
v − u
w − u

;

iii) Se τ ∈ [0, 1] então a função l : (0, R)→ R definida por

l(t) =
ϕ(t)− ϕ(τt)

t
,

é crescente.

Demonstração: Ver Teorema 4.1.1 e observação 4.1.2, pp. 21 de Hiriart-Urruty
and Lemaréchal [30].

Lembremos que uma função F : Ω → Y, onde Ω ⊂ X é anaĺıtica se, para cada

ponto a ∈ Ω existe uma série de potências

∞∑
n=0

F (n)(a)

n!
hn,

com raio de convergência δ > 0, isto é,

F (x) =
∞∑
n=0

F (n)(a)

n!
(x− a)n, ‖x− a‖ < δ.

Proposição 1.2 Se 0 ≤ t < 1, então
∑∞

i=0(i+ 2)(i+ 1)ti = 2/(1− t)3.

Demonstração: Consideremos a funcão g : (−1, 1) → R definida por g(t) =
(1− t)−1. É fácil ver que g é anaĺıtica em (−1, 1) e

g′(t) = (1− t)−2, g′′(t) = 2(1− t)−3, . . . , g(i)(t) = i!(1− t)−(i+1). (1.1)
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Agora usando a definição de função anaĺıtica e as inequações anteriores obtemos que

g(t) =
∞∑
i=0

g(i)(0)

i!
ti =

∞∑
i=0

ti.

Derivando duas vezes a equação acima temos que

g′′(t) =
∞∑
i=0

(i+ 2)(i+ 1) ti,

a qual combinada com a segunda equação em (1.1) prova o resultado desejada.

Encerramos este caṕıtulo, com um breve estudo de regularidade. O estudo

de regularidade fornecerá ferramentas que auxiliarão na prova de convergência da

sequência gerada pelo Algoritmo 0.1 para uma solução de (3). Para mais detalhes

a respeito de regularidade ver [3, 4].

Considere C como definido em (4), i.e., C é o conjunto de todos os pontos mı́nimos

da função convexa h. Para cada x ∈ Rn, defina o conjunto DC(x) associado a C

como

DC(x) := {d ∈ Rn : F (x) + F ′(x)d ∈ C}.

A seguir, provaremos uma relação entre os conjuntos D∆(x) (definido em (5)) e

DC(x).

Proposição 1.3 Seja x ∈ Rn. Se DC(x) 6= ∅ e d(0, DC(x)) ≤ ∆, então

D∆(x) = {d ∈ Rn : ‖d‖ ≤ ∆, F (x) + F ′(x)d ∈ C} ⊂ DC(x).

Como consequência, d(0, D∆(x)) = d(0, DC(x)).

Demonstração: Pela definição de C em (4) e D∆(x) em (5) é imediato que

{d ∈ Rn : ‖d‖ ≤ ∆, F (x) + F ′(x)d ∈ C} ⊂ D∆(x). (1.2)

Agora, seja d ∈ D∆(x). Como DC(x) 6= ∅ e d(0, DC(x)) ≤ ∆, existe um d̄ ∈ DC(x)
tal que ‖d̄‖ ≤ ∆ e F (x) + F ′(x)d̄ ∈ C. Dáı, pela definição de C em (4) e D∆(x)
em (5) obtemos d̄ ∈ D∆(x). Portanto, como d̄, d ∈ D∆(x), usando novamente a
definição de D∆(x) em (5), temos que

h(F (x) + F ′(x)d) = h(F (x) + F ′(x)d̄).

Assim, usando F (x) + F ′(x)d̄ ∈ C, a última equação e definição de C segue que
F (x) + F ′(x)d ∈ C, o que juntamente com (1.2) prova a primeira afirmação. A
segunda afirmação, i.e., D∆(x) ⊂ DC(x) é imediata da definição de DC(x). Para
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concluir a prova, primeiro note que a inclusão D∆(x) ⊂ DC(x) implica que

d(0, D∆(x)) ≥ d(0, DC(x)). (1.3)

Como DC(x) 6= ∅ e d(0, DC(x)) ≤ ∆, existe d̄ ∈ DC(x) tal que

‖d̄‖ = d(0, DC(x)) ≤ ∆.

Dáı, pela definição de C em (4) eD∆(x) em (5) conclúımos que d̄ ∈ D∆(x). Portanto,

d(0, D∆(x)) ≤ ‖d̄‖ = d(0, DC(x)),

o que juntamente com (1.3) conclui a prova.

Definição 1.3 Sejam F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável e

h : Rm → R uma função convexa de valores-reais. Um ponto x0 ∈ Rn é chamado

um ponto quase-regular da inclusão (4), i.e., da inclusão

F (x) ∈ C := {z ∈ Rm : h(z) ≤ h(y), ∀y ∈ Rm},

se existe um r ∈ (0,+∞) e uma função crescente de valores-positivos β : [0, r) →
(0,+∞) tais que

DC(x) 6= ∅, d(0, DC(x)) ≤ β(‖x− x0‖)d(F (x), C), ∀x ∈ B(x0, r). (1.4)

Seja x0 ∈ Rn um ponto quase-regular da inclusão (4). Denotamos rx0 o supremo dos

r tais que (1.4) vale para alguma função crescente de valores-positivos β em [0, r),

i.e.,

rx0 := sup {r : ∃ β : [0, r)→ (0,+∞) satisfazendo (1.4)} . (1.5)

Seja r ∈ [0, rx0). O conjunto Br(x0) denota o conjunto de todas as funções crescentes

de valores-positivos β em [0, r) tais que (1.4) vale, i.e.,

Br(x0) := {β : [0, r)→ (0,+∞) : β satisfaz (1.4)} .

Definimos

βx0(t) := inf
{
β(t) : β ∈ Brx0 (x0)

}
, t ∈ [0, rx0). (1.6)

O número rx0 e a função βx0 são chamados, respectivamente, o raio quase-regular e

a função limitante quase-regular para um ponto quase-regular x0.

Observação 1.2 Note que, pela definição de rx0 e βx0 é imediato concluir que para

11



todo r ≤ rx0 tal que limt→r− β(t) < +∞ temos

βx0(t) = inf {β(t) : β ∈ Br(x0)} , t ∈ [0, r).
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Caṕıtulo 2

Prinćıpio Majorante

Para provarmos a convergência dos métodos de Gauss-Newton, usaremos uma

condição majorante similar à usada em [15–17, 23]. Nosso objetivo neste caṕıtulo

é definir as funções majorantes, estudar algumas de suas propriedades e obter suas

relações com a função não-linear F associada aos problemas (1) e (3).

2.1 A Função Majorante Radial

Nesta seção, definiremos a função majorante radial e estudaremos algumas pro-

priedades relacionadas a ela. Os resultados obtidos aqui são os principais instru-

mentos no estudo de convergência local do método de Gauss-Newton e do método

quase Gauss-Newton inexato para problemas de mı́nimos quadrados não-lineares.

Definição 2.1 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e

F : Ω → Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem

fechada em Ω. Tome x∗ ∈ Ω, R > 0,

c := ‖F (x∗)‖, β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t ∈ [0, R) : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0 e F ′(x∗) seja injetiva. Então, uma função conti-

nuamente diferenciável fr : [0, R) → R é uma função majorante radial de F em

B(x∗, κ) se satisfaz

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤ f ′r (‖x− x∗‖)− f ′r (τ‖x− x∗‖) , (2.1)

para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ) e

h1) fr(0) = 0 e f ′r(0) = −1;

h2) f ′r é convexa e estritamente crescente;
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h3) µ :=
√

2 c β2D+f ′r(0) < 1.

A seguir faremos uma análise da função definida acima.

2.1.1 Propriedades da Função Majorante radial (fr)

Nesta subseção, estaremos interessados em estudar algumas propriedades da função

majorante radial. Destacamos que para os resultados desta subseção não se faz

necessária a condição (2.1), parte da definição de função majorante radial.

Proposição 2.1 São válidas as seguintes desigualdades

tf ′r(t)− fr(t) > 0 e fr(t) + t > 0, ∀ t ∈ (0, R).

Demonstração: De h2 temos que f ′ é estritamente crescente em [0, R), então fr
é estritamente convexa em [0, R). Assim,

fr(0) > fr(t)− tf ′r(t) e fr(t) > fr(0) + tf ′r(0), ∀ t ∈ (0, R).

Com simples manipulações algébricas e usando h1, as desigualdades da proposição
seguem das desigualdades acima.

Proposição 2.2 Defina a constante ν =: sup {t ∈ [0, R) : β[f ′r(t) + 1] < 1} . Então,

ν é positiva e é válida a seguinte desigualdade

0 < β[f ′r(t) + 1] < 1, ∀ t ∈ (0, ν). (2.2)

Demonstração: Primeiro, segue da continuidade de f ′r em [0, R) e h1 que

lim
t→0

β[f ′r(t) + 1] = 0.

Dáı, existe δ > 0 tal que β[f ′r(t) + 1] < 1 para todo t ∈ [0, δ). Portanto, δ ≤ ν, o
que estabelece a primeira afirmação.

Para concluir a prova, note que as desigualdades seguem da hipótese que f ′r é
estritamente crescente, h1 e definição de ν.

Proposição 2.3 As seguintes funções são crescentes:

i) [0, R) 3 t 7→ 1/[1− β(f ′r(t) + 1)];

ii) (0, R) 3 t 7→ [tf ′r(t)− fr(t)]/t2;
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iii) (0, R) 3 t 7→ [f ′r(t) + 1]/t;

iv) (0, R) 3 t 7→ fr(t)/t.

Como consequência, as funções

(0, R) 3 t 7→ tf ′r(t)− fr(t)
t2[1− β(f ′r(t) + 1)]

, (0, R) 3 t 7→ f ′r(t) + 1

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
.

também são crescentes.

Demonstração: O item i é imediato, pois f ′r é estritamente crescente em [0, R).

Para provar o item ii, note que com algumas manipulações algébricas e h1,
obtemos

tf ′r(t)− fr(t)
t2

=

∫ 1

0

f ′r(t)− f ′r(τt)
t

dτ.

Dáı, usando a Proposição 1.1 com f ′r = ϕ segue que a função em consideração é
crescente.

Para estabelecer o item iii, use f ′r(0) = −1 e Proposição 1.1 com f ′r = ϕ e τ = 0.

Prova do item iv. De h2 temos que f ′r é estritamente crescente, então fr é
estritamente convexa em [0, R). Usando que fr(0) = 0, temos fr(t)/t = [fr(t) −
fr(0)]/[t− 0]. Dáı, o item iv segue da Proposição 1.1 com fr = ϕ e τ = 0.

Para provar a última parte da proposição, combine os itens i e ii para a primeira
função e o itens i e iii para a segunda função.

Proposição 2.4 Defina a constante

ρ := sup

{
t ∈ (0, ν) :

β[tf ′r(t)− fr(t)] +
√

2cβ2[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
< 1

}
.

Então, ρ é positivo e são válidas as seguintes desigualdades

0 <
β[tf ′r(t)− fr(t)] +

√
2cβ2[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
< 1, ∀ t ∈ (0, ρ). (2.3)

Demonstração: Primeiro, note que com algumas manipulações algébricas e us-
ando h1 temos

β[tf ′r(t)− fr(t)] +
√

2cβ2[f ′r(t) + 1]

t[1− β(fr(t) + 1)]
=
β
[
f ′r(t)−

fr(t)−fr(0)
t−0

]
+
√

2 c β2 f ′r(t)−f ′r(0)
t−0

1− β(f ′r(t) + 1)
.
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Segue da última equação, continuidade de f ′r e Proposição 1.1 com ϕ = f ′r que

lim
t→0

β[tf ′r(t)− fr(t)] +
√

2cβ2[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
=
√

2cβ2D+f ′r(0).

Agora, como µ =
√

2cβ2D+f ′r(0) < 1 de h3, conclúımos que existe δ > 0 tal que

β[tf ′r(t)− fr(t)] +
√

2cβ2[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
< 1, t ∈ (0, δ),

Dáı, segue que δ ≤ ρ, o que prova a primeira afirmação.

Para provar (2.3), use a primeira desigualdade da Proposição 2.1, f ′r estritamente
crescente e desigualdade (2.2) para a primeira desigualdade e definição de ρ e
última parte da Proposição 2.3 para a segunda desigualdade.

Proposição 2.5 Dadas as constantes ϑ, ω1 e ω2 satisfazendo 0 ≤ ϑ < 1, 0 ≤
ω2 < ω1 e ω1(µ+ µϑ+ ϑ) + ω2 < 1, defina a constante

ρ̄ := sup

{
t ∈ (0, ν) : (1 + ϑ)ω1β

tf ′r(t)− fr(t) +
√

2cβ[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2 < 1

}
.

Então a constante ρ̄ é positiva e são válidas as seguintes desigualdades

0 < (1+ϑ)ω1β
tf ′r(t)− fr(t) +

√
2cβ[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
+ω1ϑ+ω2 < 1, ∀ t ∈ (0, ρ̄). (2.4)

Demonstração: Primeiro, note que com simples manipulações algébricas e us-
ando h1, temos

lim
t→0

tf ′r(t)− fr(t)
t[1− β(f ′r(t) + 1)]

= lim
t→0

f ′r(t)− (fr(t)− fr(0))/t

1− β(f ′r(t) + 1)
= 0.

Agora, usando h1, simples manipulações algébricas e que f ′r é convexa, segue da
Proposição 1.1 com ϕ = f ′r que

lim
t→0

f ′r(t) + 1

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
= lim

t→0

(f ′r(t)− f ′r(0))/t

1− β(f ′r(t) + 1)
= D+f ′r(0).

Dáı, combinando as duas equações acima é fácil concluir que

lim
t→0

(1 + ϑ)ω1β
tf ′r(t)− fr(t) +

√
2cβ[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2

= (1 + ϑ)ω1

√
2cβ2D+f ′r(0) + ω1ϑ+ ω2.

Como µ =
√

2cβ2D+f ′r(0) e ω1(µ+ µϑ+ ϑ) + ω2 < 1, obtemos que existe um δ > 0
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tal que

(1 + ϑ)ω1β
tf ′r(t)− fr(t) +

√
2cβ[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2 < 1, t ∈ (0, δ),

Portanto, δ ≤ ρ, o que prova a primeira afirmação.

Para provar (2.4), use a primeira desigualdade da Proposição 2.1, f ′r estritamente
crescente e desigualdade (2.2) para a primeira desigualdade e definição de ρ e
última parte da Proposição 2.3 para a segunda desigualdade.

Proposição 2.6 Seja β0 := ‖[F ′(x∗)∗F ′(x∗)]−1‖. Defina a constante

σ := sup

{
t ∈ (0, κ) :

β(fr(t) + t) + cβ0(f ′r(t) + 1)

t
< 1

}
.

Adicionalmente, se cβ0D
+f ′r(0) < 1, então σ é positiva e são válidas as seguintes

desigualdades

0 <
β(fr(t) + t) + cβ0(f ′r(t) + 1)

t
< 1, ∀ t ∈ (0, σ). (2.5)

Demonstração: Primeiro, note que com algumas manipulações algébricas e us-
ando h1 temos

β(fr(t) + t) + cβ0(f ′r(t) + 1)

t
= β

[
fr(t)− fr(0)

t− 0
− f ′r(0)

]
+ cβ0

f ′r(t)− f ′r(0)

t− 0
.

Segue da última equação, continuidade de f ′r e Proposição 1.1 com ϕ = f ′r que

lim
t→0

β(fr(t) + t) + cβ0(f ′r(t) + 1)

t
= c β0D

+f ′r(0).

Agora, como c β0D
+f ′r(0) < 1, conclúımos que existe δ > 0 tal que

β(fr(t) + t) + cβ0(f ′r(t) + 1)

t
< 1, t ∈ (0, δ),

Dáı, segue que δ ≤ σ, o que prova a primeira afirmação.

Para provar (2.5), use a segunda desigualdade da Proposição 2.1 e que f ′r é
estritamente crescente para a primeira desigualdade e definição de σ os itens iii e
iv da Proposição 2.3 para a segunda desigualdade.

17



2.1.2 Principais Relações entre fr e F

Nesta subseção, apresentaremos as principais relações entre a função majorante ra-

dial fr e a função não-linear F associada ao problema (1).

Lema 2.1 Seja x ∈ Ω. Se ‖x− x∗‖ < min{ν, κ}, então F ′(x)∗F ′(x) é invert́ıvel e

são válidas as seguintes desigualdades

∥∥F ′(x)†
∥∥ ≤ β

1− β[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]
,
∥∥F ′(x)† − F ′(x∗)†

∥∥ < √2β2[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]

1− β[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]
.

Em particular, se ‖x − x∗‖ < r, onde r = min{κ, ρ} ou r = min{κ, ρ̄}, então

F ′(x)∗F ′(x) é invert́ıvel em B(x∗, r).

Demonstração: Primeiro, para simplificar a demonstração definiremos as ma-
trizes

A = F ′(x∗), B = F ′(x), E = F ′(x)− F ′(x∗). (2.6)

Seja x ∈ Ω tal que ‖x − x∗‖ < min{ν, κ}. Dáı, usando a definição de β, desigual-
dade (2.1) com τ = 0 e desigualdade (2.2), obtemos que

‖F ′(x)− F ′(x∗)‖‖[F ′(x∗)∗F ′(x∗)]−1F ′(x∗)
∗‖ ≤ β[f ′r(‖x− x∗‖)− f ′r(0)] < 1.

Combinando a última desigualdade e as definições em (2.6), temos

‖EA†‖ ≤ ‖E‖‖A†‖ < 1. (2.7)

Considerando a inequação anterior e que F ′(x∗) é injetiva segue do Lema 1.2 que
F ′(x) é injetiva. Então, F ′(x)∗F ′(x) é invert́ıvel e pela definição de r também
podemos concluir que F ′(x)∗F ′(x) é invert́ıvel para todo x ∈ B(x∗, r).

Agora, como já sabemos F ′(x) e F ′(x∗) são injetivas. Dáı, usando as definições
em (2.6) e inequação (2.7) as desigualdades do lema seguem das desigualdades do
Lema 1.3.

É conveniente estudar o erro linear de F para cada ponto em Ω, por isso definimos

EF (x, y) := F (y)− [F (x) + F ′(x)(y − x)] , y, x ∈ Ω. (2.8)

Iremos limitar este erro pelo erro da linearização da função majorante radial fr

efr(t, u) := fr(u)− [fr(t) + f ′r(t)(u− t)] , t, u ∈ [0, R). (2.9)

Lema 2.2 Se ‖x∗ − x‖ < κ, então vale ‖EF (x, x∗)‖ ≤ efr(‖x− x∗‖, 0).
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Demonstração: Como B(x∗, κ) é um conjunto convexo, segue x∗ + τ(x − x∗) ∈
B(x∗, κ), para 0 ≤ τ ≤ 1. Dáı, usando definição de EF , F é continuamente difer-
enciável em Ω e algumas manipulações algébricas, obtemos que

‖EF (x, x∗)‖ = ‖F (x∗)− [F (x) + F ′(x)(x∗ − x)] ‖

= ‖F ′(x)(x− x∗)−
∫ 1

0

F ′(x∗ + τ(x− x∗))dτ(x− x∗)‖

≤
∫ 1

0

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ‖x− x∗‖ dτ.

Agora, considerando a desigualdade acima junto com (2.1) é fácil ver que

‖EF (x, x∗)‖ ≤
∫ 1

0

[f ′r (‖x− x∗‖)− f ′r (τ‖x− x∗‖)] ‖x− x∗‖ dτ

= f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ −
∫ 1

0

f ′r(τ‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ dτ

= fr(0)− fr(‖x− x∗‖) + f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖.

Portanto, combinando a última desigualdade com a definição (2.9) segue a desigual-
dade desejada.

Denominamos como o passo de Gauss-Newton para a função F a seguinte igualdade:

SF (x) := −F ′(x)†F (x). (2.10)

Lema 2.3 Se ‖x− x∗‖ < min{ν, κ}, então

‖SF (x)‖ ≤ βefr(‖x− x∗‖, 0) +
√

2cβ2[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]

1− β[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]
+ ‖x− x∗‖.

Demonstração: Usando (2.10), definição da inversa de Moore-Penrose,
F ′(x∗)

∗F (x∗) = 0 e (2.8), segue com algumas manipulações algébricas que

‖SF (x)‖ = ‖F ′(x)† (F (x∗)− [F (x) + F ′(x)(x∗ − x)])

+ (F ′(x)† − F ′(x∗)†)F (x∗) + x∗ − x‖

≤ ‖F ′(x)†‖‖EF (x, x∗)‖+ ‖F ′(x)† − F ′(x∗)†‖‖F (x∗)‖+ ‖x− x∗‖.

Agora, a última inequação junto com os Lemas 2.1 e 2.2 e definição de c, implica
que

‖SF (x)‖ ≤ βefr(‖x− x∗‖, 0)

1− β[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]
+

√
2cβ2[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]

1− β[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]
+ ‖x− x∗‖,
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a qual é equivalente à inequação desejada.

2.2 A função Majorante Esférica

Nesta seção, definiremos a função majorante esférica e estudaremos algumas pro-

priedades de uma determinada função auxiliar associada a ela. Os resultados aqui

são os principais instrumentos no estudo de convergência da sequência gerada pelo

algoritmo de Gauss-Newton para problemas de otimização de composição convexa.

Definição 2.2 Sejam R > 0, x0 ∈ Rn and F : Rn → Rm uma função continua-

mente diferenciável. Então, uma função duas vezes diferenciável fe : [0, R)→ R é

uma função majorante esférica para a função F em B(x0, R) se satisfaz

‖F ′(y)− F ′(x)‖ ≤ f ′e(‖y − x‖+ ‖x− x0‖)− f ′e(‖x− x0‖), (2.11)

para todo x, y ∈ B(x0, R), ‖x− x0‖+ ‖y − x‖ < R, e

a1) fe(0) = 0, f ′e(0) = −1;

a2) f ′e é convexa e estritamente crescente.

Neste caso também é conveniente limitar o erro linear de F pelo erro linear de fe.

Lema 2.4 Tome

x, y ∈ B(x0, R) e 0 ≤ t < v < R.

Se ‖x− x0‖ 6 t e ‖y − x‖ 6 v − t, então

‖EF (x, y)‖ 6 efe(t, v)

(
‖y − x‖
v − t

)2

.

Demonstração: Como B(x0, R) é um conjunto convexo, segue que

x+ u(y − x) ∈ B(x0, R) para 0 ≤ u ≤ 1.

Dáı, como F é continuamente diferenciável em B(x0, R), (2.8) é equivalente a

EF (x, y) =

∫ 1

0

[F ′(x+ u(y − x))− F ′(x)](y − x) du.
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Considerando a equação anterior e (2.11) obtemos que

‖EF (x, y)‖ ≤
∫ 1

0

‖[F ′(x+ u(y − x))− F ′(x)]‖ ‖y − x‖ du

≤
∫ 1

0

[f ′e (‖x− x0‖+ u ‖y − x‖)− f ′e (‖x− x0‖)] ‖y − x‖ du .

Agora, usando a convexidade de f ′, as hipóteses ‖x − x0‖ < t, ‖y − x‖ < v − t,
v < R e Proposição 1.1 segue que, para qualquer u ∈ [0, 1]

f ′e (‖x− x0‖+ u‖y − x‖)− f ′e (‖x− x0‖) ≤ f ′e (t+ u‖y − x‖)− f ′e (t)

≤ [f ′e(t+ u(v − t))− f ′e(t)]
‖y − x‖
v − t

.

Combinando as duas equações acima obtemos que

‖EF (x, y)‖ ≤
∫ 1

0

[f ′e(t+ u(v − t))− f ′e(t)]
‖y − x‖2

v − t
du,

a qual, depois de calculada a integral e usando a definição em (2.9), dá-nos a
inequação desejada.

2.2.1 Propriedades da Função auxiliar fξ,α

Nesta subseção, estaremos interessados em definir e estudar algumas propriedades

de uma determinada função auxiliar associada com a função majorante esférica.

Destacamos que para os resultados desta subseção não se faz necessária a condição

(2.11), parte da definição de função majorante esférica.

Inicialmente, seja fe : [0, R)→ R uma função majorante esférica para a função

F em B(x0, R). Tome ξ > 0, α > 0 e defina a função auxiliar fξ,α : [0, R)→ R,

fξ,α(t) = ξ + (α− 1)t+ αfe(t). (2.12)

Considere as seguintes condições para fξ,α:

a3) existe t∗ ∈ (0, R) tal que fξ,α(t) > 0 para todo t ∈ (0, t∗) e fξ,α(t∗) = 0;

a4) f ′ξ,α(t∗) < 0.

Daqui em diante, assumimos que fe : [0, R) → R é uma função majorante

esférica para a função F em B(x0, t∗) e a3 vale. A condição a4 será válida somente

quando explicitamente afirmada.
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No caṕıtulo 6, veremos que a sequência gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton

para resolver problemas de otimização de composição convexa será “majorada”pela

sequência de Newton associada a esta função auxiliar.

Proposição 2.7 As seguintes afirmações são válidas:

i) fξ,α(0) = ξ > 0, f ′ξ,α(0) = −1;

ii) f ′ξ,α é convexa e estritamente crescente.

Demonstração: Imediato, simplesmente use a definição em (2.12), a1 e a2.

Proposição 2.8 A função fξ,α é estritamente convexa e

fξ,α(t) > 0, f ′ξ,α(t) < 0, t < t− fξ,α(t)/f ′ξ,α(t) < t∗, ∀ t ∈ [0, t∗). (2.13)

Além disso, f ′ξ,α(t∗) ≤ 0.

Demonstração: Como f ′ξ,α é estritamente crescente (Proposição 2.7), segue que
fξ,α é estritamente convexa.

A primeira inequação em (2.13) segue imediato de a3. Agora, como fξ,α é estri-
tamente convexa,

0 = fξ,α(t∗) > fξ,α(t) + f ′ξ,α(t)(t∗ − t), t ∈ [0, t∗). (2.14)

A segunda inequação em (2.13) segue da inequação acima e a3. A terceira inequação
em (2.13) segue da primeira e da segunda desigualdade. A última inequação em
(2.13) é obtida por dividir a inequação em (2.14) por −f ′ξ,α(t) (o qual é positivo) e
manipulações algébricas na inequação resultante.

Agora, como fξ,α > 0 em [0, t∗) e fξ,α(t∗) = 0, devemos ter f ′ξ,α(t∗) ≤ 0.

Seja nfξ,α a função iteração de Newton associada à função auxiliar fξ,α, definida

por

nfξ,α : [0, t∗) → R
t 7→ t− fξ,α(t)/f ′ξ,α(t).

(2.15)

Da segunda desigualdade em (2.13), temos que a função iteração de Newton nfξ,α
está bem definida em [0, t∗).

Proposição 2.9 Para cada t ∈ [0, t∗) é válido que ξ ≤ nfξ,α(t).
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Demonstração: A Proposição 2.8 implica que fξ,α é estritamente convexa. Dáı
usando o item i da Proposição 2.7 é fácil ver t − ξ ≥ −fξ,α(t). Então, segue da
definição acima que

nfξ,α(t)−ξ = t− fξ,α(t)

f ′ξ,α(t)
−ξ ≥ −fξ,α(t)− fξ,α(t)

f ′ξ,α(t)
=

fξ,α(t)

−f ′ξ,α(t)
[f ′ξ,α(t)+1], ∀ t ∈ [0, t∗).

A Proposição 2.7 implica que f ′ξ,α(0) = −1 e f ′ξ,α é estritamente crescente. Deste
modo, segue que f ′ξ,α(t) + 1 ≥ 0, para todo t ∈ [0, t∗). Portanto, combininando a
equação acima com duas primeiras inequações na Propositição 2.8 a desigualdade
segue.

Proposição 2.10 A função iteração de Newton nfξ,α leva [0, t∗) em [0, t∗) e

t < nfξ,α(t), t∗ − nfξ,α(t) 6
1

2
(t∗ − t), ∀ t ∈ [0, t∗). (2.16)

Se fξ,α também satisfaz a4, i.e., f ′ξ,α(t∗) < 0, então

t∗ − nfξ,α(t) ≤
f ′′ξ,α(t∗)

−2f ′ξ,α(t∗)
(t∗ − t)2, ∀ t ∈ [0, t∗). (2.17)

Demonstração: As primeiras duas afirmações da proposição seguem trivialmente
da última inequação em (2.13).

Prova da segunda inequação em (2.16). Tomando t ∈ [0, t∗) e usando (2.15) e a
continuidade de f ′ξ,α obtemos que

t∗ − nfξ,α(t) =
1

f ′ξ,α(t)

[
f ′ξ,α(t)(t∗ − t) + fξ,α(t)

]
=

1

f ′ξ,α(t)

[
f ′ξ,α(t)(t∗ − t) + fξ,α(t)− fξ,α(t∗)

]
=

1

−fξ,α′(t)

∫ t∗

t

f ′ξ,α(u)− f ′ξ,α(t) du.

Como f ′ξ,α é convexa (Proposição 2.7) e t < t∗, segue da Proposição 1.1 que

f ′ξ,α(u)− f ′ξ,α(t) 6
[
f ′ξ,α(t∗)− f ′ξ,α(t)

] u− t
t∗ − t

, ∀u ∈ [t, t∗].

Levando em conta a positividade de −1/f ′α(t) (segunda inequação em (2.13)) e
combinando as duas últimas equações temos que

t∗ − nfξ,α(t) 6 (−1/f ′ξ,α(t))

∫ t∗

t

[
f ′ξ,α(t∗)− f ′ξ,α(t)

] u− t
t∗ − t

du.
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Resolvendo a integral acima obtemos que

t∗ − nf ′ξ,α(t) 6
1

2

(
f ′ξ,α(t∗)− f ′ξ,α(t)

−f ′ξ,α(t)

)
(t∗ − t). (2.18)

Portanto, a inequação acima junto com f ′ξ,α(t∗) ≤ 0 e f ′ξ,α(t) < 0 implica a segunda
inequação em (2.16).

Finalmente, assuma que fξ,α satisfaz a4. Tome t ∈ [0, t∗). Como f ′ξ,α é crescente,
f ′ξ,α(t∗) < 0 e f ′ξ,α(t) < 0, obtemos que

f ′ξ,α(t∗)− f ′ξ,α(t)

−f ′ξ,α(t)
≤
f ′ξ,α(t∗)− f ′ξ,α(t)

−f ′ξ,α(t∗)

=
1

−f ′ξ,α(t∗)

f ′ξ,α(t∗)− f ′ξ,α(t)

t∗ − t
(t∗ − t) ≤

f ′′ξ,α(t∗)

−f ′ξ,α(t∗)
(t∗ − t),

onde a última inequação segue do fato que fξ,α é duas vezes diferenciável em [0, t∗).
Combinando a inequação acima com (2.18), segue a desigualdade em (2.17).

A sequência de Newton {tk} para resolver a equação fξ,α(t) = 0 com ponto inicial

t0 = 0 é definida como

t0 = 0, tk+1 = nfξ,α(tk), k = 0, 1, . . . . (2.19)

Dáı, segue da Proposição 2.10 que

Corolário 2.1 A sequência {tk} está bem definida, é estritamente crescente, está

contida em [0, t∗) e converge Q-linearmente para t∗ como segue

t∗ − tk+1 ≤
1

2
(t∗ − tk), k = 0, 1, . . . .

Se fξ,α também satisfaz a4, então {tk} converge Q-quadraticamente para t∗ como

segue

t∗ − tk+1 ≤
f ′′ξ,α(t∗)

−2f ′ξ,α(t∗)
(t∗ − tk)2, k = 0, 1, . . . .

Proposição 2.11 A função [0, t∗) 3 t→ −(fξ,α(t))/(f ′ξ,α(t)) é decrescente.

Demonstração: Usando o fato de que fξ,α é duas vezes diferenciável e f ′ξ,α < 0
em [0, t∗), é fácil ver que(

−fξ,α(t)

f ′ξ,α(t)

)′
=
fξ,α(t)f ′′ξ,α(t)− (f ′ξ,α(t))2

(f ′ξ,α(t))2
, ∀ t ∈ [0, t∗).
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Dáı, é suficiente mostrar que

fξ,α(t)f ′′ξ,α(t)− (f ′ξ,α(t))2 < 0, ∀ t ∈ [0, t∗). (2.20)

Como fξ,α é estritamente convexa (Proposição 2.8) e f ′ξ,α é convexa (Proposição 2.7),
temos que

0 > fξ,α(t)+f ′ξ,α(t)(t∗−t), f ′′ξ,α(t) > 0, f ′ξ,α(t∗) ≥ f ′ξ,α(t)+f ′′ξ,α(t)(t∗−t), ∀ t ∈ [0, t∗).

Usando as inequações acima e a segunda inequação em (2.13), obtemos que

fξ,α(t)f ′′ξ,α(t)− (f ′ξ,α(t))2 < f ′ξ,α(t)(t− t∗)f ′′ξ,α(t)− (f ′ξ,α(t))2 ≤ −f ′ξ,α(t)f ′ξ,α(t∗),

a qual combinado com a Proposição 2.8 implica na inequação em (2.20). Portanto,
a proposição segue.

Proposição 2.12 A desigualdade ξ < t∗ é válida. Sejam η ≥ 1 e βx0 uma função

crescente de valores positivos em [0, t∗). Se

α ≥ ηβx0(t)

ηβx0(t)(f
′
e(t) + 1) + 1

, ∀ ξ ≤ t < t∗, (2.21)

então

ηβx0(t)/α ≤ −1/f ′ξ,α(t), ∀ ξ ≤ t < t∗.

Demonstração: Primeiro, usando que fξ,α é estritamente convexa (Proposição
2.8), definição de t∗ em a3 e Proposição (2.7) segue que

0 = fξ,α(t∗) > fξ,α(0) + f ′ξ,α(0)(t∗ − 0) = ξ − t∗,

o que prova a primeira afirmação.

Agora, combinando a inequação em (2.21), a1 e a2, obtemos com simples cálculos
que

αηβx0(t)(f
′(t) + 1) + α ≥ ηβx0(t), ∀ ξ ≤ t < t∗.

Dáı, usando f ′ξ,α(t) = (α−1)+αf ′(t) e algumas manipulações algébricas, temos que

ηβx0(t)f
′
ξ,α(t) ≥ −α, ∀ ξ ≤ t < t∗,

a qual combinada com a segunda inequação em (2.13) prova a inequação desejada.

Proposição 2.13 Seja 0 < ᾱ < α com as correspondentes funções auxiliares fξ,ᾱ

e fξ,α e seus menores zeros t∗̄ e t∗, respectivamente. Então as seguintes afirmações

são válidas:
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i) fξ,ᾱ < fξ,α em (0, R);

ii) f ′ξ,ᾱ < f ′ξ,α em (0, R);

iii) t∗̄ < t∗.

Demonstração: Como f ′e é estritamente crescente (a2) segue que fe é estrita-
mente convexa. Dáı usando a1, temos que fe(t) + t > 0, para todo t ∈ (0, t∗).
Portanto, como α > ᾱ > 0 e fácil ver que

ᾱ(t+ fe(t)) < α(t+ fe(t)), ∀ t ∈ [0, t∗),

Para concluir a prova do item i, some ξ− t em ambos os lados da inequação anterior
e use a definição em (2.12).

Para provar o item ii, note que de a2 temos que f ′e é estritamente crescente, isto
junto com α > ᾱ implica que (α − ᾱ)(f ′e(t)− f ′e(0)) > 0, para todo t ∈ (0, t∗). Dáı,
usando a1 e algumas manipulações algébricas, obtemos que

(ᾱ− 1) + ᾱf ′e(t) < (α− 1) + αf ′e(t), ∀ t ∈ [0, t∗).

Portanto, a afirmação segue da inequação acima e definição em (2.12).

Para estabelecer o item iii, use item i e definições de t∗̄ e t∗ em a3.
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Caṕıtulo 3

Análise Local do Método de

Gauss-Newton

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma análise de convergência local do método de

Gauss-Newton para resolver problemas de mı́nimos quadrados não-lineares. Com-

provaremos que sob certas condições a sequência gerada pelo método de Gauss-

Newton está bem definida e converge linearmente para uma solução do problema

em consideração. Encerraremos, aplicando os resultados obtidos para a condição

Lipschitz clássica e condição de Smale para funções anaĺıticas. Os resultados deste

caṕıtulo já se encontram publicados em [26].

Inicialmente, sejam X e Y espaços de Hilbert real ou complexo, Ω ⊆ X um

conjunto aberto e F : Ω → Y uma função continualmente diferenciável. Considere

o seguinte problema dos mı́nimos quadrados não-linear

min ‖F (x)‖2. (3.1)

Se F ′(x) é injetiva e tem imagem fechada para todo x ∈ Ω, o método de Gauss-

Newton usado para encontrar pontos estacionários do problema acima é formalmente

descrito como: Dado x0 ∈ Ω defina

xk+1 = xk − F ′(xk)†F (xk), k = 0, 1, . . . .

A seguir, faremos uma análise de convergência local do método definido acima.

3.1 Convergência do Método de Gauss-Newton

Nesta seção, provaremos a convergência local do método de Gauss-Newton para re-

solver (3.1). Com algumas exigências para a função F e admitindo que o ponto

x∗ ∈ Ω é um ponto estacionário de (3.1), mostraremos que tomando o ponto inicial
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x0 numa vizinhança apropriada de x∗, a sequência gerada pelo método de Gauss-

Newton está bem definida e converge linearmente para x∗. Além disso, determinare-

mos os raios de convergência ótima e de unicidade do ponto estacionário. Estas

afirmações se encontram no teorema:

Teorema 3.1 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada

em Ω. Tome x∗ ∈ Ω, R > 0,

c := ‖F (x∗)‖, β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t ∈ [0, R) : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e que existe uma função conti-

nuamente diferenciável fr : [0, R)→ R tal que

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤ f ′r (‖x− x∗‖)− f ′r (τ‖x− x∗‖) , (3.2)

para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ) e

h1) fr(0) = 0 e f ′r(0) = −1;

h2) f ′r é convexa e estritamente crescente;

h3) µ :=
√

2 c β2D+f ′r(0) < 1.

Sejam as constantes positivas ν := sup {t ∈ [0, R) : β[f ′r(t) + 1] < 1} ,

ρ := sup

{
t ∈ (0, ν) :

β[tf ′r(t)− fr(t)] +
√

2cβ2[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
< 1

}
, r := min {κ, ρ} .

Então, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial x0 ∈
B(x∗, r)/{x∗}

xk+1 = xk − F ′(xk)†F (xk), k = 0, 1 . . . , (3.3)

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
β[f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖)]
‖x0 − x∗‖2[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2

+

√
2cβ2[f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1]

‖x0 − x∗‖[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]
‖xk − x∗‖, k = 0, 1, . . . . (3.4)

Além disso, se [β(ρf ′r(ρ) − fr(ρ)) +
√

2cβ2(f ′r(ρ) + 1)]/[ρ(1 − β(f ′r(ρ) + 1))] = 1 e

ρ < κ, então r = ρ é o melhor raio de convergência posśıvel.

Adicionalmente, se
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h4) c β0D
+f ′r(0) < 1, então x∗ é o único ponto estacionário de F (x)∗F (x) em

B(x∗, σ), onde

σ := sup{t ∈ (0, κ) : [β(fr(t)/t+1)+cβ0(f ′r(t)+1)/t] < 1}, β0 := ‖[F ′(x∗)∗F ′(x∗)]−1‖.

Observação 3.1 Com o objetivo de deixar o Teorema acima “auto-contido”, enun-

ciamos novamente, mas desta vez de maneira impĺıcita, a definição de função ma-

jorante radial. Portanto, todas as afirmações que faremos neste caṕıtulo envolvendo

a função majorante radial fr e suas relações com a função não-linear F foram

provadas nas Seções 2.1.1 e 2.1.2, respectivamente.

Observação 3.2 Se c = 0 (o chamado caso residual-zero), a inequação (3.4) im-

plica que o método de Gauss-Newton converge Q-quadraticamente para x∗. Dáı,

seu comportamento é similar ao método de Newton (ver [15] e [22]). Se c é rela-

tivamente pequeno (o chamado caso residual-pequeno), a inequação (3.4) implica

que o método de Gauss-Newton converge Q-linearmente para x∗. Porém, se c é

relativamente grande (o chamado caso residual-grande), o método de Gauss-Newton

pode não ser localmente convergente, ver condição h3 e exemplo 10.2.4 na pp.225 de

[6]. Portanto, podemos concluir que o método de Gauss-Newton comporta-se melhor

nos problemas de residual- zero-ou-pequeno que nos problemas de residual-grande,

enquanto o método de Newton é igualmente eficiente em todos estes casos.

Como Ω é aberto é imediato concluir que κ > 0. Agora, segue das Proposições

2.2, 2.4 e 2.6 que as constantes ν, ρ e σ são positivas. Consequentemente, r > 0.

Para facilitar a demonstração do Teorema 3.1, apresentaremos a seguir uma seção

conténdo três lemas auxiliares.

3.1.1 Resultados Auxiliares

Nesta subseção nosso objetivo é demonstrar três lemas que nos auxiliarão na prova

de convergência do Teorema 3.1.

Inicialmente, note que o Lema 2.1 garante, em particular, que F ′(x)∗F ′(x) é

invert́ıvel em B(x∗, r), assim temos a boa definição da aplicação iteração de Gauss-

Newton GF nesta região

GF : B(x∗, r) → Y

x 7→ x− F ′(x)†F (x).
(3.5)

Podemos aplicar uma iteração de Gauss-Newton em qualquer x ∈ B(x∗, r) para

obter GF (x), o qual pode não pertencer a B(x∗, r) ou até mesmo não pertencer

ao domı́nio de F. Assim, isto é suficiente para garantir a boa definição de apenas

uma iteração. Para assegurar que a iteração de Gauss-Newton possa ser repetida

indefinidamente, precisamos de mais alguns resultados.
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Lema 3.1 Seja x ∈ Ω. Se ‖x− x∗‖ < r, então

‖GF (x)− x∗‖ ≤
β[f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ − fr(‖x− x∗‖)]
‖x− x∗‖2[1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)]

‖x− x∗‖2

+

√
2cβ2[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]

‖x− x∗‖[1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)]
‖x− x∗‖.

Em particular,

‖GF (x)− x∗‖ < ‖x− x∗‖.

Demonstração: Primeiro, como ‖x − x∗‖ < r, o Lema 2.1 implica que
F ′(x)∗F ′(x) é invert́ıvel; então GF (x) está bem definida. Agora, usando (3.5) e
que F ′(x∗)

∗F (x∗) = 0 obtemos, após simples cálculos que

GF (x)− x∗ = x− x∗ −
[
F ′(x)∗F ′(x)

]−1
F ′(x)∗F (x)

=
[
F ′(x)∗F ′(x)

]−1
F ′(x)∗[F ′(x)(x− x∗)− F (x) + F (x∗)]

+
[
F ′(x∗)

TF ′(x∗)
]−1

F ′(x∗)
∗F (x∗)−

[
F ′(x)∗F ′(x)

]−1
F ′(x)∗F (x∗).

É fácil ver que reunido a última equação, definição da inversa de Moore-Penrose e
(2.8), obtemos

‖GF (x)− x∗‖ ≤
∥∥F ′(x)†

∥∥ ‖EF (x, x∗)‖ +
∥∥F ′(x∗)† − F ′(x)†

∥∥ ‖F (x∗)‖ .

Como c = ‖F (x∗)‖, combinando a última desigualdade com os Lemas 2.1 e 2.2
temos que

‖GF (x)− x∗‖ ≤
βefr(‖x− x∗‖, 0)

1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)
+

√
2cβ2(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)

1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)
.

Dáı, usando a definição em (2.9) e h1, conclúımos que

‖GF (x)−x∗‖ ≤
β[f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ − fr(‖x− x∗‖)]

1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)
+

√
2cβ2[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]

1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)
,

que é equivalente à primeira desigualdade do lema.

Para concluir a prova, note que o lado direito da desigualdade acima também é
equivalente a[

β[f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ − fr(‖x− x∗‖)] +
√

2cβ2[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]

‖x− x∗‖[1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)]

]
‖x− x∗‖.

Por outro lado, como x ∈ B(x∗, r)/{x∗}, i.e., 0 < ‖x − x∗‖ < r ≤ ρ segue da
desigualdade (2.3) com t = ‖x− x∗‖, que o termo entre colchetes na equação acima
é menor que um, o que conclui a prova.
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Nos próximos dois lemas, obtemos os raios de convergência ótimo e de unicidade do

ponto estacionário.

Lema 3.2 Se [β(ρf ′r(ρ) − fr(ρ)) +
√

2cβ2(f ′r(ρ) + 1)]/[ρ(1 − β(f ′r(ρ) + 1))] = 1 e

ρ < κ, então r = ρ é o melhor raio de convergência posśıvel.

Demonstração: Seja a função h : (−κ, κ)→ R, definida por

h(t) =

−t/β + t− fr(−t), t ∈ (−κ, 0],

−t/β + t+ fr(t), t ∈ [0, κ).
(3.6)

É simples mostrar que h(0) = 0, h′(0) = −1/β, h′(t) = −1/β + 1 + f ′r(|t|) e

|h′(t)− h′(τt)| ≤ f ′r(|t|)− f ′r(τ |t|), τ ∈ [0, 1], t ∈ (−κ, κ).

Assim, F = h satisfaz todas as hipóteses do Teorema 3.1 com c = |h(0)| = 0. Como
ρ < κ, é suficiente mostrar que o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com
F = h e ponto inicial x0 = ρ não converge. Neste caso, como c = 0 nossa exigência
adicional torna-se

(β(ρf ′r(ρ)− fr(ρ))/ρ(1− β(f ′r(ρ) + 1)) = 1. (3.7)

Agora, considerando a última equação, definição em (3.6) e manipulações algébricas,
obtemos

x1 = ρ− h′(ρ)Th(ρ)

h′(ρ)Th′(ρ)
= ρ− −ρ/β + ρ+ fr(ρ)

−1/β + 1 + f ′r(ρ)
= −ρ

(
β(ρf ′r(ρ)− fr(ρ))

ρ(1− β(f ′r(ρ) + 1))

)
= −ρ.

Novamente, considerando nossa exigência adicional em (3.7), definição em (3.6),
obtemos

x2 = −ρ− h
′(−ρ)Th(−ρ)

h′(−ρ)Th′(−ρ)
= −ρ− ρ/β − ρ− fr(ρ)

−1/β + 1 + f ′r(ρ)
= ρ

(
β(ρf ′r(ρ)− fr(ρ))

ρ(1− β(f ′r(ρ) + 1))

)
= ρ.

Portanto, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1) com F = h e ponto inicial
x0 = ρ, produz o ciclo

x0 = ρ, x1 = −ρ, x2 = ρ, . . . .

Consequentemente, a sequência não converge, o que prova o lema.

Lema 3.3 Se h4 vale, então o ponto x∗ é o único ponto estacionário de F ′(x)∗F (x)

em B(x∗, σ).
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Demonstração: Suponha que y ∈ B(x∗, σ) é outro ponto estacionário de
F ′(x)∗F (x). Dáı, como F ′(y)∗F (y) = 0, temos que

y − x∗ = y − x∗ − [F ′(x∗)
∗F ′(x∗)]

−1F ′(y)∗F (y).

Considerando a última equação, F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0 e algumas manipulações

algébricas obtemos

y − x∗ = [F ′(x∗)
∗F ′(x∗)]

−1F ′(x∗)
∗[F ′(x∗)(y − x∗)− F (y) + F (x∗)]

+ [F ′(x∗)
∗F ′(x∗)]

−1(F ′(x∗)
∗ − F ′(y)∗)F (y).

Combinando a última equação com definições de c, β e β0 obtemos, após alguns
cálculos que

‖y − x∗‖ ≤ β

∫ 1

0

‖F ′(x∗)− F ′(x∗ + u(y − x∗))‖‖y − x∗‖du+ cβ0‖F ′(x∗)∗ − F ′(y)∗‖.

Agora, usando (3.2) com x = x∗ + u(y − x∗) e τ = 0 no primeiro termo e x = y e
τ = 0 no segundo termo do lado direito da última desigualdade, obtemos

‖y − x∗‖ ≤ β

∫ 1

0

[f ′r(u‖y − x∗‖)− f ′r(0)]‖y − x∗‖du+ cβ0[f ′r(‖y − x∗‖)− f ′r(0)].

Avaliando a integral acima e usando h1, segue da última desigualdade que

‖y − x∗‖ ≤
[
β(fr(‖y − x∗‖) + ‖y − x∗‖) + cβ0(f ′r(‖y − x∗‖) + 1)

‖y − x∗‖

]
‖y − x∗‖.

Como 0 < ‖y − x∗‖ < σ, podemos aplicar a desigualdade (2.5) com t = ‖x − x∗‖,
para concluir que o termo entre colchetes na última desigualdade é menor que um.
Dáı, ‖y − x∗‖ < ‖y − x∗‖, o que é uma contradição. Portanto, y = x∗.

Observação 3.3 Note que, no Lema acima usamos que a condição (3.2) é satisfeita

apenas para τ = 0.

3.1.2 Prova do Teorema 3.1

Primeiro, note que a equação em (3.3) junto com (3.5) implica que a sequência {xk}
satisfaz

xk+1 = GF (xk), k = 0, 1, . . . . (3.8)

Demonstração: Desde que x0 ∈ B(x∗, r)/{x∗}, i.e., 0 < ‖x0 − x∗‖ < r, usando
um argumento de indução o Lema 2.1 e a última desigualdade do Lema 3.1, é fácil
ver que {xk} está bem definida e contida em B(x∗, r).
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Agora, iremos provar que {xk} converge para x∗. Como {xk} está bem definida
e contida em B(x∗, r), combinando o Lema 3.1 com (3.8), temos que

‖xk+1 − x∗‖ ≤
β[f ′r(‖xk − x∗‖)‖xk − x∗‖ − fr(‖xk − x∗‖)]
‖xk − x∗‖2[1− β(f ′r(‖xk − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2

+

√
2cβ2[f ′r(‖xk − x∗‖) + 1]

‖xk − x∗‖[1− β(f ′r(‖xk − x∗‖) + 1)]
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . . Por outro lado, usando (3.8) e a última parte do Lema 3.1,
conclúımos que

‖xk − x∗‖ < ‖x0 − x∗‖, k = 1, 2 . . . . (3.9)

Dáı, combinando as duas últimas desigualdades e a última parte da Proposição 2.3,
temos que

‖xk+1 − x∗‖ ≤
β[f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖)]
‖x0 − x∗‖2[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2

+

√
2cβ2[f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1]

‖x0 − x∗‖[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]
‖xk − x∗‖, k = 0, 1, . . . ,

que é a desigualdade (3.4) do teorema. Considerando (3.9) e a última desigualdade
temos que

‖xk+1 − x∗‖ ≤[
β[f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖)] +

√
2cβ2[f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1]

‖x0 − x∗‖[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

]
‖xk−x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . .. Assim, segue da desigualdade (2.3) da Proposição 2.4 com
t = ‖x0 − x∗‖ que o termo entre colchetes na última desigualdade é menor que
um. Portanto, {‖xk − x∗‖} converge para zero, i.e., {xk} converge para x∗. Os
raios de convergência ótima e de unicidade do ponto estacionário foram provados
nos Lemas 3.2 e 3.3, respectivamente.

No caso de problemas de reśıduo-zero, i.e., c = 0, o Teorema 3.1 torna-se:

Corolário 3.1 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada

em Ω. Tome x∗ ∈ Ω, R > 0,

β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t ∈ [0, R) : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e que existe uma função continuamente

diferenciável fr : [0, R)→ R tal que

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤ f ′r (‖x− x∗‖)− f ′r (τ‖x− x∗‖) ,
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para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ) e

h1) fr(0) = 0 e f ′r(0) = −1;

h2) f ′r é convexa e estritamente crescente.

Sejam as constantes positivas ν := sup {t ∈ [0, R) : β[f ′r(t) + 1] < 1} ,

ρ := sup

{
t ∈ (0, ν) :

β[tf ′r(t)− fr(t)]
t[1− β(f ′r(t) + 1)]

< 1

}
, r := min {κ, ρ} .

Então, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial x0 ∈
B(x∗, r)/{x∗}

xk+1 = xk − F ′(xk)†F (xk), k = 0, 1 . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ o qual

é o único zero de F (x) em B(x∗, σ), onde σ := sup{t ∈ (0, κ) : β[fr(t)/t+ 1] < 1} e

vale

‖xk+1−x∗‖ ≤
β[f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖)]
‖x0 − x∗‖2[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2, k = 0, 1, . . . .

Além disso, se [β(ρf ′r(ρ)− fr(ρ))]/[ρ(1− β(f ′r(ρ) + 1))] = 1 e ρ < κ, então r = ρ é

o melhor raio de convergência posśıvel.

Observação 3.4 O Corolário 3.1 é uma generalização dos resultados do método

de Newton para resolver o sistema de equações não-lineares F (x) = 0, pois quando

F ′(x∗) é invert́ıvel o Corolário 3.1 é similar ao Teorema 2.1 em [15].

3.2 Casos Especiais

Nesta seção, apresentaremos dois casos especiais do Teorema 3.1, a saber, resultados

de convergência sob condição Lipschitz clássica e resultados de convergência sob

condição de Smale para funções anaĺıticas.

3.2.1 Resultados de Convergência Sob Condição Lipschitz

Clássica

Nesta seção mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 3.1, onde a

condição geral (3.2) é substituida pela condição Lipschitz clássica (veja [6] e [7]).

Teorema 3.2 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada
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em Ω. Tome x∗ ∈ Ω,

c := ‖F (x∗)‖, β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t > 0 : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e existe um K > 0 tal que

√
2cβ2K < 1, ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀ x, y ∈ B(x∗, κ).

Seja

r := min
{
κ, (2− 2

√
2Kβ2c)/(3Kβ)

}
.

Então, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial x0 ∈
B(x∗, r)/{x∗}

xk+1 = xk − F ′(xk)†F (xk), k = 0, 1 . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
βK

2(1− βK‖x0 − x∗‖)
‖xk − x∗‖2 +

√
2cβ2K

1− βK‖x0 − x∗‖
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . . Além disso, se (2 − 2
√

2Kβ2c)/(3Kβ) < κ, então r =

(2− 2
√

2Kβ2c)/(3Kβ) é o melhor raio de convergência posśıvel.

Adicionalmente, se cβ0K < 1, então o ponto x∗ é o único ponto estacionário de

F (x)∗F (x) em B(x∗, (2− 2cβ0K)/(βK)), onde β0 = ‖[F ′(x∗)TF ′(x∗)]−1‖.

Demonstração: É imediato que F , x∗ e fr : [0, κ) → R definida por fr(t) =
Kt2/2 − t, satisfazem as hipóteses (3.2), h1, h2, h3 e h4 no Teorema 3.1. Neste
caso, é fácil ver que as constantes ν e ρ como definidas no teorema 3.1, são

0 < ρ = (2− 2
√

2Kβ2c)/(3βK)) ≤ ν = 1/βK.

Como consequência, 0 < r = min{κ, ρ}. Além disso, com simples cálculos podemos
mostrar que

[β(ρf ′r(ρ)− fr(ρ)) +
√

2cβ2(f ′r(ρ) + 1)]/[ρ(1− β(f ′r(ρ) + 1))] = 1,

e [β(fr(t)/t+ 1) + cβ0(f ′r(t) + 1)/t] < 1 para todo t ∈ (0, (2− 2cβ0K)/(βK)). Assim
F , r, fr e x∗ satisfazem todas as hipóteses do Teorema 3.1. Portanto, as afirmações
deste teorema seguem do Teorema 3.1.

No caso de problemas de reśıduo-zero, i.e., c = 0, o Teorema 3.2 torna-se:

Corolário 3.2 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada
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em Ω. Tome x∗ ∈ Ω,

β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t > 0 : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e existe um K > 0 tal que

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀ x, y ∈ B(x∗, κ).

Seja

r := min {κ, 2/(3Kβ)} .

Então o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial x0 ∈
B(x∗, r)/{x∗}

xk+1 = xk − F ′(xk)†F (xk), k = 0, 1 . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r) e converge para x∗ o

qual é o único zero de F em B(x∗, 2/(βK)) e vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
βK

2(1− βK‖x0 − x∗‖)
‖xk − x∗‖2, k = 0, 1, . . . .

Além disso, se 2/(3Kβ) < κ, então r = 2/(3Kβ) é o melhor raio de convergência

posśıvel.

Observação 3.5 Quando F ′(x∗) é invert́ıvel o Corolário 4.2 é similar ao Teo-

rema 3.1 em [15].

Para exemplificar, aplicaremos os resultados obtidos nesta seção em um exemplo

numérico de Dedieu and Shub [14].

Exemplo 3.1 Seja F : R → R2 tal que F (x) = (x, x2 + c)T , onde c ∈ R é dado.

Dáı,

min
x∈R
‖F (x)‖2 = x4 + (2c+ 1)x2 + c2. (3.10)

É fácil verificar que F ′(x) = (1, 2x)T , ‖F ′(x)− F ′(y)‖ = 2|x−y|, para todo x, y ∈ R,
e x∗ = 0 é um ponto estacionário de F (x)TF (x). Deste modo, K = 2 e β = 1.

Portanto, conclúımos do Teorema 3.2 que, se |c| <
√

2/4, então o método de Gauss-

Newton, para resolver (3.10), com ponto inicial x0 ∈ B(0, (1− 2
√

2|c|)/3) está bem

definido, a sequência {xk} está contida em B(0, (1− 2
√

2|c|)/3), converge para 0 e

|xk+1| ≤
|xk|+ 2

√
2|c|

1− 2|x0|
|xk|, k = 0, 1, . . . .

Além disso, se c = 0 a sequência {xk} converge Q-quadraticamente para x∗ = 0.
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3.2.2 Resultados de Convergência sob Condição de Smale

Nesta seção, mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 3.1, onde a

condição geral (3.2) é substituida pela condição de Smale (ver [14, 27]) para funções

anaĺıticas.

Teorema 3.3 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→
Y uma função anaĺıtica tal que F ′(x) tem imagem fechada em Ω. Tome x∗ ∈ Ω,

c := ‖F (x∗)‖, β := ‖F ′(x∗)†‖, κ := sup{t > 0 : B(x∗, t) ⊂ Ω}.

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e

γ := sup
n>1

∥∥∥∥F (n)(x∗)

n!

∥∥∥∥1/(n−1)

< +∞, 2
√

2cβ2γ < 1. (3.11)

Sejam a := (2 + 3β −
√

2cβ2γ), b := 4(1 + β)(1− 2
√

2cβ2γ) e

r := min
{
κ, (a−

√
a2 − b)/(2γ(1 + β))

}
.

Então, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial x0 ∈
B(x∗, r)/{x∗}

xk+1 = xk − F ′(xk)†F (xk), k = 0, 1 . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
βγ

(1− γ‖x0 − x∗‖)2 − βγ(2‖x0 − x∗‖ − γ‖x0 − x∗‖2)
‖xk − x∗‖2

+

√
2cβ2γ(2− γ‖x0 − x∗‖)

(1− γ‖x0 − x∗‖)2 − βγ(2‖x0 − x∗‖ − γ‖x0 − x∗‖2)
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . . Além disso, se (a −
√
a2 − b)/(2γ(1 + β)) < κ, então r =

(a−
√
a2 − b)/(2γ(1 + β)) é o melhor raio de convergência posśıvel.

Adicionalmente, se 2cβ0γ < 1, então o ponto x∗ é o único ponto estacionário de

F (x)∗F (x) em B(x∗, σ), onde σ := (ω1−
√
ω2

1 − ω2)/(2γ(1+β)), ω1 := (2+β−cβ0),

ω2 := 4(1 + β)(1− 2cβ0γ), β0 := ‖[F ′(x∗)TF ′(x∗)]−1‖.

Observação 3.6 Os resultados do Teorema acima apareceram pela primeira vez em

[14], o qual também mostrou que neste caso um ponto estacionário de F (x)∗F (x) é

um mińımo local estrito de (3.1).

Os seguintes resultados serão necessários na prova do teorema acima.
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Lema 3.4 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto, F : Ω→ Y

uma função anaĺıtica. Suponha que x∗ ∈ Ω e B(x∗, 1/γ) ⊂ Ω, onde γ é definido em

(3.11). Então, para todo x ∈ B(x∗, 1/γ) vale

‖F ′′(x)‖ 6 (2γ)/(1− γ‖x− x∗‖)3.

Demonstração: Seja x ∈ Ω. Como F é uma função anaĺıtica, temos que

F ′′(x) =
∞∑
n=0

1

n!
F (n+2)(x∗)(x− x∗)n.

Combinando (3.11) e a equação acima obtemos, após algumas manipulações
algébricas que

‖F ′′(x)‖ 6 γ

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)(γ||x− x∗||)n.

Por outro lado, como B(x∗, 1/γ) ⊂ Ω temos γ‖x − x∗‖ < 1. Dáı, segue da
Proposição 1.2 que

2

(1− γ‖x− x∗‖)3
=
∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)(γ||x− x∗||)n.

Combinando as duas últimas equações, obtemos o resultado desejado.

O próximo resultado fornece uma condição mais fácil de ser verificada do que a

condição (3.2), quando as funções em consideração são duas vezes continuamente

diferenciáveis.

Lema 3.5 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto, F : Ω→ Y

uma função duas vezes diferenciável. Se existe uma função f : [0, R)→ R duas vezes

continuamente diferenciável tal que

‖F ′′(x)‖ 6 f ′′(‖x− x∗‖), (3.12)

para todo x ∈ Ω e ‖x− x∗‖ < R, então F e f satisfaz (3.2).

Demonstração: Sejam x ∈ B(x∗, κ) e τ ∈ [0, 1]. É fácil ver que

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤
∫ 1

τ

‖F ′′(x∗ + t(x− x∗))‖ ‖x− x∗‖dt.
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Agora, como ‖x− x∗‖ < κ e F satisfaz (3.12), obtemos da desigualdade acima que

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤
∫ 1

τ

f ′′(t‖x− x∗‖)‖x− x∗‖dt.

Avaliando a integral acima, segue o resultado desejado.

[Prova do Teorema 4.3]. Considere a função real fr : [0, 1/γ)→ R defina por

fr(t) =
t

1− γt
− 2t.

É simples mostrar que fr é anaĺıtica e

fr(0) = 0, f ′r(t) = 1/(1− γt)2 − 2, f ′r(0) = −1, f ′′r (t) = (2γ)/(1− γt)3,

fnr (0) = n! γn−1,

para n ≥ 2. Segue das equações acima que fr satisfaz as hipóteses h1, h2, h3 e

h4 no Teorema 3.1. Como f ′′r (t) = (2γ)/(1− γt)3, combinando os Lemas 3.4 e 3.5

concluimos que F e fr satisfaz (3.2) com R = 1/γ. Neste caso, é fácil ver que as

constantes ν e ρ como definidas no Teorema 3.1, são

0 < ρ = (a−
√
a2 − b)/(2γ(1 + β)) < ν = ((1 + β)−

√
β(1 + β))/(γ(1 + β)) < 1γ,

onde a := (2 + 3β −
√

2cβ2γ), b = 4(1 + β)(1 − 2
√

2cβ2γ). Como consequência,

0 < r = min {κ, ρ} . Além disso, com simples cálculos podemos mostrar que

[β(ρf ′r(ρ)− fr(ρ)) +
√

2cβ2(f ′r(ρ) + 1)]/[ρ(1− β(f ′r(ρ) + 1))] = 1,

e [β(fr(t)/t + 1) + cβ0(f ′r(t) + 1)/t] < 1 para todo t ∈ (0, σ), onde σ :=

(ω1 −
√
ω2

1 − ω2)/(2γ(1 + β), ω1 := (2 + β − cβ0), ω2 := 4(1 + β)(1 − 2cβ0γ) e

β0 := ‖[F ′(x∗)TF ′(x∗)]−1‖. Assim, F , σ, fr e x∗ satisfazem todas as hipóteses do

Teorema 3.1. Portanto, as afirmações deste teorema seguem do Teorema 3.1.

No caso de problemas de reśıduo-zero, i.e., c = 0, o Teorema 3.1 torna-se:

Corolário 3.3 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função anaĺıtica tal que F ′(x) tem imagem fechada em Ω. Tome x∗ ∈ Ω,

β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t > 0 : B(x∗, t) ⊂ Ω} .
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Suponha que F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e

γ := sup
n>1

∥∥∥∥F (n)(x∗)

n!

∥∥∥∥1/(n−1)

< +∞.

Seja

r := min
{
κ, (2 + 3β −

√
β(8 + 9β))/(2γ(1 + β))

}
.

Então, o método de Gauss-Newton para resolver (3.1), com ponto inicial x0 ∈
B(x∗, r)/{x∗}

xk+1 = xk − F ′(xk)†F (xk), k = 0, 1 . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r) e converge para x∗ o

qual é o único zero de F em B(x∗, 1/(γ(1 + β))) e vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
βγ

(1− γ‖x0 − x∗‖)2 − βγ(2‖x0 − x∗‖ − γ‖x0 − x∗‖2)
‖xk − x∗‖2,

para todo k = 0, 1, . . . . Além disso, (2 + 3β −
√
β(8 + 9β))/(2γ(1 + β)) < κ, então

r = ((2 + 3β −
√
β(8 + 9β))/(2γ(1 + β)) é o melhor raio de convergência posśıvel.

Observação 3.7 Quando F ′(x∗) é invert́ıvel o Corolário 4.3 é similar ao Teo-

rema 3.4 em [15].
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Caṕıtulo 4

Análise Local do Método Quase

Gauss-Newton Inexato

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma análise de convergência local do método in-

exato quase Gauss-Newton para problemas de mı́nimos quadrados não-lineares.

Comprovaremos que sob certas condições a sequência gerada pelo método inexato

quase Gauss-Newton está bem definida e converge linearmente para uma solução do

problema em consideração. Encerraremos, aplicando os resultados obtidos para a

condição Lipschitz clássica e condição de Smale para funções anaĺıticas. Os resulta-

dos deste caṕıtulo se encontram submetidos em peŕıodico especializado e podem ser

vistos em [31].

Inicialmente, sejam X e Y espaços de Hilbert real ou complexo, Ω ⊆ X um

conjunto aberto e F : Ω→ Y uma função continuamente diferenciável. Considere o

seguinte problema dos mı́nimos quadrados não-linear

min ‖F (x)‖2. (4.1)

Se F ′(x) é injetiva e tem imagem fechada para todo x ∈ Ω, o método quase Gauss-

Newton inexato, onde controle residual relativo escalado é feito em cada iteração, é

formalmente descrito como: Dado x0 ∈ Ω defina

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . ,

onde B(xk) é uma aproximação invert́ıvel para F ′(xk)
∗F ′(xk) e o reśıduo rk satisfaz

‖Pkrk‖ ≤ θk‖PkF ′(xk)∗F (xk)‖,

para as dadas sequências {θk} e {Pk} de números reais e matrizes invert́ıveis, res-

pectivamente.

A seguir, faremos uma análise de convergência local do método definido acima.
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4.1 Convergência do Método Quase Gauss-

Newton Inexato

Nesta seção, provaremos a convergência local do método quase Gauss-Newton inex-

ato para resolver (4.1). Com algumas exigências para a função F e admitindo que o

ponto x∗ ∈ Ω é um ponto estacionário de (4.1), mostraremos que tomando o ponto

inicial x0 numa vizinhança apropriada de x∗, a sequência gerada pelo método quase

Gauss-Newton inexato está bem definida e converge linearmente para x∗. Estas

afirmações se encontram no teorema:

Teorema 4.1 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada

em Ω. Tome x∗ ∈ Ω, R > 0,

c := ‖F (x∗)‖, β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t ∈ [0, R) : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e que existe uma função conti-

nuamente diferenciável fr : [0, R)→ R tal que

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤ f ′r (‖x− x∗‖)− f ′r (τ‖x− x∗‖) , (4.2)

para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ) e

h1) fr(0) = 0 and f ′r(0) = −1;

h2) f ′r é convexa e estritamente crescente;

h3) µ :=
√

2 c β2D+f ′r(0) < 1.

São dadas as constantes não-negativas 0 ≤ ϑ < 1, 0 ≤ ω2 < ω1 tais que ω1(µ+µϑ+

ϑ) + ω2 < 1. Sejam as constantes positivas ν := sup {t ∈ [0, R) : β[f ′r(t) + 1] < 1} ,

ρ̄ := sup

{
t ∈ (0, ν) : (1 + ϑ)ω1β

tf ′r(t)− fr(t) +
√

2cβ[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2 < 1

}
,

r := min {κ, ρ̄} .

Considere B(xk) uma aproximação invert́ıvel de F ′(xk)
∗F ′(xk) satisfazendo

‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)‖ ≤ ω1, ‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)− I‖ ≤ ω2, k = 0, 1, . . . .

Então, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial

x0 ∈ B(x∗, r)\{x∗}

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . , (4.3)
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onde o reśıduo rk, a matriz invert́ıvel Pk (precondicionando o sistema linear em

(4.3)) e o termo “forcing”θk satisfazem as seguintes condições

‖Pkrk‖ ≤ θk‖PkF ′(xk)∗F (xk)‖, 0 ≤ θkcond(PkF
′(xk)

∗F ′(xk)) ≤ ϑ, k = 0, 1, . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤ (1 + ϑ)ω1β
[f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖)]
‖x0 − x∗‖2[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2

+

(
(1 + ϑ)ω1

√
2cβ2[f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1]

‖x0 − x∗‖[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2

)
‖xk − x∗‖, (4.4)

para todo k = 0, 1, . . . .

Observação 4.1 Com o objetivo de deixar o Teorema acima “auto-contido”, enun-

ciamos novamente, mas desta vez de maneira impĺıcita, a definição de função ma-

jorante radial. Portanto, todas as afirmações que faremos neste caṕıtulo envolvendo

a função majorante radial fr e suas relações com a função não-linear F foram

provadas nas Seções 2.1.1 e 2.1.2, respectivamente.

Observação 4.2 Em particular, se ϑ = 0 (neste caso θk ≡ 0 e rk ≡ 0) no Teo-

rema 4.1, obtemos a convergência do método quase Gauss-Newton sob condição

majorante, o qual para ω1 = 1 e ω2 = 0, i.e., B(xk) = F ′(xk)
∗F ′(xk), foi obtido

no Teorema 3.1 do Caṕıtulo 2. Agora, no caso de reśıduo zero, i.e., c = 0 e F ′(x∗)

invert́ıvel, obtemos a convergência do método quase-Newton inexato sob condição

majorante, o qual foi obtido por Ferreira, Gonçalves [16] no Teorema 4. Final-

mente, se c = ϑ = ω2 = 0, ω1 = 1 e F ′(x∗) é invert́ıvel no Teorema 4.1, obtemos

a convergência do método de Newton sob condição majorante, o qual foi obtido por

Ferreira [15] no Teorema 2.1.

Como Ω é aberto é imediato concluir que κ > 0. Agora, segue das Proposições 2.2

e 2.5 que as constantes ν e ρ̄ são positivas. Consequentemente, r > 0.

Para facilitar a demonstração do Teorema 4.1, apresentaremos a seguir um re-

sultado auxiliar.

Lema 4.1 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→ Y

uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada em Ω.

Tome x∗ ∈ Ω, R > 0 e sejam c, β, κ como definidos no Teorema 4.1. Suponha que

F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e que existe uma fr : [0, R)→ R continuamente

diferenciável satisfazendo (4.2), h1, h2 e h3. Sejam µ, ϑ, ω1, ω2, ν, ρ̄ e r como no
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Teorema 4.1. Assuma que x ∈ B(x∗, r)\{x∗}, i.e., 0 < ‖x− x∗‖ < r. Defina

x+ = x+ S, B(x)S = −F ′(x)∗F (x) + r, (4.5)

onde B(x) é uma aproximação invert́ıvel de F ′(x)∗F ′(x) satisfazendo

‖B(x)−1F ′(x)∗F ′(x)‖ ≤ ω1, ‖B(x)−1F ′(x)∗F ′(x)− I‖ ≤ ω2, (4.6)

e o termo “forcing”θ e o reśıduo r satisfazem

θcond(PF ′(x)∗F ′(x)) ≤ ϑ, ‖Pr‖ ≤ θ‖PF ′(x)∗F (x)‖, (4.7)

com P uma matriz invert́ıvel (precondicionando o sistema linear em (4.5)). Então

x+ está bem definido e vale

‖x+ − x∗‖ ≤ (1 + ϑ)ω1β
[f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ − fr(‖x− x∗‖)]
‖x− x∗‖2[1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)]

‖x− x∗‖2

+

(
(1 + ϑ)ω1

√
2cβ2[f ′r(‖x− x∗‖) + 1]

‖x− x∗‖[1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2

)
‖x− x∗‖, (4.8)

para todo k = 0, 1, . . . . Em particular,

‖x+ − x∗‖ < ‖x− x∗‖.

Demonstração: Primeiro, como ‖x−x∗‖ < r, o Lema 2.1 implica que F ′(x)∗F ′(x)
é invert́ıvel. Dáı, como B(x) é uma aproximação invert́ıvel de F ′(x)∗F ′(x) sat-
isfazendo (4.6), segue que x+ está bem definida. Agora, combinando (4.5),
F ′(x∗)

∗F (x∗) = 0 e algumas manipulações algébricas temos que

x+ − x∗ = x− x∗ −B(x)−1F ′(x)∗
(
F (x)− F (x∗)

)
+B(x)−1r

+B(x)−1F ′(x)∗F ′(x)
[
F ′(x∗)

†F (x∗)− F ′(x)†F (x∗)
]
.

Combinando a igualdade acima com algumas manipulações algébricas, obtemos que

x+ − x∗ = B(x)−1F ′(x)∗F ′(x)F ′(x)†
(
F (x∗)− [F (x) + F ′(x)(x∗ − x)]

)
+B(x)−1r

+B(x)−1 (F ′(x)∗F ′(x)−B(x)) (x− x∗)

+B(x)−1F ′(x)∗F ′(x)[F ′(x∗)
†F (x∗)− F ′(x)†F (x∗)].
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A última equação, juntamente com (2.8) e (4.6), implica que

‖x+ − x∗‖ ≤ ω1‖F ′(x)†‖‖EF (x, x∗)‖+ ‖B(x)−1r‖

+ ω2‖x− x∗‖+ ω1‖F ′(x)† − F ′(x∗)†‖‖F (x∗)‖.

Por outro lado, usando (2.10), (4.6) e (4.7) obtemos, com simples cálculos que

‖B(x)−1r‖ ≤ ‖B(x)−1P−1‖‖Pr‖

≤ θ‖B(x)−1F ′(x)∗F ′(x)‖‖(PF ′(x)∗F ′(x))−1‖‖PF ′(x)∗F ′(x)‖‖F ′(x)†F (x)‖

≤ ω1ϑ‖SF (x)‖.

Assim, obtemos imediatamente das duas últimas equações que

‖x+ − x∗‖ ≤ ω1‖F ′(x)†‖‖EF (x, x∗)‖+ ω1ϑ‖SF (x)‖

+ ω2‖x− x∗‖+ ω1‖F ′(x)† − F ′(x∗)†‖‖F (x∗)‖.

Combinando a última equação com os Lemas 2.1, 2.2 e 2.3, obtemos

‖x+ − x∗‖ ≤ (1 + ϑ)βω1
efr(‖x− x∗‖, 0) +

√
2cβ(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)

1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)

+ ω1ϑ‖x− x∗‖+ ω2‖x− x∗‖.

Agora, usando (2.9) e simples cálculos, conclúımos da última inequação que

‖x+ − x∗‖ ≤

(1 + ϑ)βω1
f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ − fr(‖x− x∗‖) +

√
2cβ(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)

1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)

+ ω1ϑ‖x− x∗‖+ ω2‖x− x∗‖,

a qual é a inequação (4.8). Para concluir a prova, note que o lado da desigualdade
em (4.8) é equivalente a[

(1 + ϑ)ω1β
f ′r(‖x− x∗‖)‖x− x∗‖ − fr(‖x− x∗‖) +

√
2cβ(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)

‖x− x∗‖[1− β(f ′r(‖x− x∗‖) + 1)]

+ ω1ϑ+ ω2

]
‖x− x∗‖.

Por outro lado, como x ∈ B(x∗, r)/{x∗}, i.e., 0 < ‖x − x∗‖ < r ≤ ρ̄ segue da
Proposição 2.5 com t = ‖x − x∗‖ que o termo entre colchetes na equação acima é
menor que um. Portanto, a última inequação do lema segue.
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4.1.1 Prova do Teorema 4.1

Façamos agora a demonstração do Teorema 4.1.

Demonstração: Desde que x0 ∈ B(x∗, r)/{x∗}, i.e., 0 < ‖x0 − x∗‖ < r, usando
um argumento de indução o Lema 2.1 e a última desigualdade do Lema 4.1, é fácil
ver que {xk} está bem definida e contida em B(x∗, r).

Agora, iremos provar que {xk} converge para x∗. Como {xk} está bem definida
e contida em B(x∗, r), aplicando o Lema 4.1 com x+ = xk+1, x = xk, r = rk,
B(x) = B(xk), P = Pk, e θ = θk, obtemos que

‖xk+1 − x∗‖ ≤ (1 + ϑ)ω1β
[f ′r(‖xk − x∗‖)‖xk − x∗‖ − fr(‖xk − x∗‖)]
‖xk − x∗‖2[1− β(f ′r(‖xk − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2

+

(
(1 + ϑ)ω1

√
2cβ2[f ′r(‖xk − x∗‖) + 1]

‖xk − x∗‖[1− β(f ′r(‖xk − x∗‖) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2

)
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . .. Por outro lado, a última inequação do Lema 4.1 implica que

‖xk − x∗‖ < ‖x0 − x∗‖, k = 1, 2 . . . . (4.9)

Dáı, combinando as duas últimas inequações e a última parte da Proposição 2.3,
obtemos que

‖xk+1 − x∗‖ ≤ (1 + ϑ)ω1β
[f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖)]
‖x0 − x∗‖2[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2

+

(
(1 + ϑ)ω1

√
2cβ2[f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1]

‖x0 − x∗‖[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]
+ ω1ϑ+ ω2

)
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . , a qual é equivalente a inequação em (4.4). Agora, usando
(4.9) e a última inequação temos que

‖xk+1 − x∗‖ ≤[
(1 + ϑ)ω1β

f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖) +
√

2cβ(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)

‖x0 − x∗‖[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

+ ω1ϑ+ ω2

]
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . .. Aplicando a Proposição 2.5 com t = ‖x0 − x∗‖ é imediato
concluir da última inequação que {‖xk − x∗‖} converge para zero. Então, {xk}
converge para x∗.

Para o importante caso ϑ = 0, ou seja, método quase Gauss-Newton sob condição

majorante, o Teorema 4.1 torna-se:
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Corolário 4.1 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada

em Ω. Tome x∗ ∈ Ω, R > 0,

c := ‖F (x∗)‖, β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t ∈ [0, R) : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e que existe uma função conti-

nuamente diferenciável fr : [0, R)→ R tal que

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤ f ′r (‖x− x∗‖)− f ′r (τ‖x− x∗‖) ,

para todo τ ∈ [0, 1], x ∈ B(x∗, κ) e

h1) fr(0) = 0 and f ′r(0) = −1;

h2) f ′r é convexa e estritamente crescente;

h3) µ :=
√

2 c β2D+f ′r(0) < 1.

São dadas as constantes não-negativas 0 ≤ ω2 < ω1 tais que ω1µ + ω2 < 1. Sejam

as constantes positivas ν := sup {t ∈ [0, R) : β[f ′r(t) + 1] < 1} ,

ρ̄ := sup

{
t ∈ (0, ν) : ω1β

tf ′r(t)− fr(t) +
√

2cβ[f ′r(t) + 1]

t[1− β(f ′r(t) + 1)]
+ ω2 < 1

}
,

r := min {κ, ρ̄} .

Considere B(xk) uma aproximação invert́ıvel de F ′(xk)
∗F ′(xk) satisfazendo

‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)‖ ≤ ω1, ‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)− I‖ ≤ ω2, k = 0, 1, . . . .

Então, o método quase Gauss-Newton para resolver (4.1), com ponto inicial x0 ∈
B(x∗, r)\{x∗}

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ω1β
[f ′r(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ − fr(‖x0 − x∗‖)]
‖x0 − x∗‖2[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]

‖xk − x∗‖2

+

(
ω1

√
2cβ2[f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1]

‖x0 − x∗‖[1− β(f ′r(‖x0 − x∗‖) + 1)]
+ ω2

)
‖xk − x∗‖, k = 0, 1, . . . .

47



Observação 4.3 Apesar do fato que o corolário acima é um caso particular do

Teorema 4.1, os resultados obtidos nele estendem os resultados de Chen e Li em

[11], pois os resultados obtidos em [11] são somente para o caso c = 0.

4.2 Casos Especiais

Nesta seção, apresentaremos dois casos especiais do Teorema 4.1, a saber, resultados

de convergência sob condição Lipschitz clássica e resultados de convergência sob

condição de Smale para funções anaĺıticas.

4.2.1 Resultados de Convergência Sob Condição Lipschitz

Clássica

Nesta seção mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 4.1, onde a

condição geral (3.2) é substituida pela condição Lipschitz clássica (ver [6] e [7]).

Teorema 4.2 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada

em Ω. Tome x∗ ∈ Ω,

c := ‖F (x∗)‖, β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t > 0 : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e existe um K > 0 tal que

µ :=
√

2cβ2K < 1, ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀ x, y ∈ B(x∗, κ).

São dadas as constantes não-negativas 0 ≤ ϑ < 1, 0 ≤ ω2 < ω1 tais que ω1(µ+µϑ+

ϑ) + ω2 < 1. Seja

r := min

{
κ,

2(1− ω1ϑ− ω2)− 2
√

2cKβ2ω1(1 + ϑ)

βK (2 + ω1 − ϑω1 − 2ω2)

}
.

Considere B(xk) uma aproximação invert́ıvel de F ′(xk)
∗F ′(xk) satisfazendo

‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)‖ ≤ ω1, ‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)− I‖ ≤ ω2, k = 0, 1, . . . ,

Então, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial

x0 ∈ B(x∗, r)\{x∗}

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . , (4.10)
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onde o reśıduo rk, a matriz invert́ıvel Pk (precondicionando o sistema linear em

(4.10)) e o termo “forcing”θk satisfazem as seguintes condições

‖Pkrk‖ ≤ θk‖PkF ′(xk)∗F (xk)‖, 0 ≤ θkcond(PkF
′(xk)

∗F ′(xk)) ≤ ϑ, k = 0, 1, . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
(1 + ϑ)βω1K

2(1− βK‖x0 − x∗‖)
‖xk − x∗‖2

+

(
(1 + ϑ)ω1

√
2cβ2K

1− βK‖x0 − x∗‖
+ ω1ϑ+ ω2

)
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . .

Demonstração: É imediato que F , x∗ e fr : [0, κ) → R definida por fr(t) =
Kt2/2 − t, satisfazem as hipóteses (4.2), h1, h2, h3 e h4 no Teorema 4.1. Neste
caso, é fácil ver que as constantes ν e ρ̄ como definidas no teorema 4.1, são

0 < ρ̄ =
2(1− ω1ϑ− ω2)− 2

√
2cKβ2ω1(1 + ϑ)

βK (2 + ω1 − ϑω1 − 2ω2)
≤ ν = 1/βK,

Como consequência, 0 < r = min{κ, ρ̄}. Assim F , r, fr e x∗ satisfazem todas
as hipóteses do Teorema 4.1. Portanto, as afirmações deste teorema seguem do
Teorema 4.1.

Para o caso ϑ = 0, o Teorema 4.2 torna-se:

Corolário 4.2 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função continuamente diferenciável tal que F ′(x) tem imagem fechada

em Ω. Tome x∗ ∈ Ω, R > 0,

c := ‖F (x∗)‖, β :=
∥∥F ′(x∗)†∥∥ , κ := sup {t ∈ [0, R) : B(x∗, t) ⊂ Ω} .

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e existe um K > 0 tal que

µ :=
√

2cβ2K < 1, ‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀ x, y ∈ B(x∗, κ).

São dadas as constantes não-negativas 0 ≤ ω2 < ω1 tais que ω1µ+ ω2 < 1. Seja

r := min

{
κ,

2(1− ω2)− 2
√

2cKβ2ω1

βK (2 + ω1 − 2ω2)

}
.
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Considere B(xk) uma aproximação invert́ıvel de F ′(xk)
∗F ′(xk) satisfazendo

‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)‖ ≤ ω1, ‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)− I‖ ≤ ω2, k = 0, 1, . . . .

Então, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial

x0 ∈ B(x∗, r)\{x∗}

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1−x∗‖ ≤
βω1K

2(1− βK‖x0 − x∗‖)
‖xk−x∗‖2+

(
ω1

√
2cβ2K

1− βK‖x0 − x∗‖
+ ω2

)
‖xk−x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . .

Se ainda c = 0 no corolário acima, obtemos o Corolário 6.1 de [11].

4.2.2 Resultados de Convergência sob Condição de Smale

Nesta seção, mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 4.1, onde a

condição geral (4.2) é substituida pela condição de Smale (ver [14, 27]) para funções

anaĺıticas.

Teorema 4.3 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F : Ω→
Y uma função anaĺıtica tal que F ′(x) tem imagem fechada em Ω. Tome x∗ ∈ Ω,

c := ‖F (x∗)‖, β := ‖F ′(x∗)†‖, κ := sup{t > 0 : B(x∗, t) ⊂ Ω}.

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e

γ := sup
n>1

∥∥∥∥F (n)(x∗)

n!

∥∥∥∥1/(n−1)

< +∞, µ := 2
√

2cβ2γ < 1. (4.11)

São dadas as constantes não-negativas 0 ≤ ϑ < 1, 0 ≤ ω2 < ω1 tais que ω1(µ+µϑ+

ϑ)+ω2 < 1. Sejam a := (1−ϑω1−ω2), b := (1+ϑ)ω1β, ā := b+2a(1+β)−
√

2γβbc,

r := min

κ, ā−
√
ā2 − 4a(1 + β)(a− 2

√
2cβbγ)

2aγ(1 + β)

 .

Considere B(xk) uma aproximação invert́ıvel de F ′(xk)
∗F ′(xk) satisfazendo

‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)‖ ≤ ω1, ‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)− I‖ ≤ ω2, k = 0, 1, . . . .
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Então, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial

x0 ∈ B(x∗, r)\{x∗}

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . , (4.12)

onde o reśıduo rk, a matriz invert́ıvel Pk (precondicionando o sistema linear em

(4.12)) e o termo “forcing”θk satisfazem as seguintes condições

‖Pkrk‖ ≤ θk‖PkF ′(xk)∗F (xk)‖, 0 ≤ θkcond(PkF
′(xk)

∗F ′(xk)) ≤ ϑ, k = 0, 1, . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
(1 + ϑ)ω1βγ

(1− γ‖x0 − x∗‖)2 − βγ(2‖x0 − x∗‖ − γ‖x0 − x∗‖2)
‖xk − x∗‖2

+

(
(1 + ϑ)ω1

√
2cβ2γ(2− γ‖x0 − x∗‖)

(1− γ‖x0 − x∗‖)2 − βγ(2‖x0 − x∗‖ − γ‖x0 − x∗‖2)
+ ω1ϑ+ ω2

)
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . .

Para provar o teorema acima, utilizaremos os Lemas 3.4 e 3.5 da Seção 3.2.2 do

Caṕıtulo 3

[Prova do Teorema 4.3]. Considere a função real fr : [0, 1/γ)→ R defina por

fr(t) =
t

1− γt
− 2t.

É simples mostrar que fr é anaĺıtica e

fr(0) = 0, f ′r(t) = 1/(1− γt)2 − 2, f ′r(0) = −1, f ′′r (t) = (2γ)/(1− γt)3,

fnr (0) = n! γn−1,

para n ≥ 2. Segue das equações acima que fr satisfaz as hipóteses h1, h2, e h3 e

h4 no Teorema 4.1. Como f ′′r (t) = (2γ)/(1− γt)3, combinando os Lemas 3.4 e 3.5

concluimos que F e fr satisfaz (4.2) com R = 1/γ. Neste caso, é fácil ver que as

constantes ν e ρ̄ como definidas no Teorema 4.1, são

0 < ρ̄ =
ā−

√
ā2 − 4a(1 + β)(a− 2

√
2cβbγ)

2aγ(1 + β)
< ν = ((1+β)−

√
β(1 + β))/(γ(1+β)) < 1/γ.

Como consequência, 0 < r = min {κ, ρ̄} . Assim, F , ρ̄, fr e x∗ satisfazem todas

as hipóteses do Teorema 4.1. Portanto, as afirmações deste teorema seguem do

Teorema 4.1.

51



Para o caso ϑ = 0, o Teorema 4.3 torna-se:

Corolário 4.3 Sejam X, Y espaços de Hilbert, Ω ⊆ X um conjunto aberto e F :

Ω→ Y uma função anaĺıtica tal que F ′(x) tem imagem fechada em Ω. Tome x∗ ∈ Ω,

c := ‖F (x∗)‖, β := ‖F ′(x∗)†‖, κ := sup{t > 0 : B(x∗, t) ⊂ Ω}.

Suponha que F ′(x∗)
∗F (x∗) = 0, F ′(x∗) é injetiva e

γ := sup
n>1

∥∥∥∥F (n)(x∗)

n!

∥∥∥∥1/(n−1)

< +∞, µ := 2
√

2cβ2γ < 1.

São dadas as constantes não-negativas 0 ≤ ω2 < ω1 tais que ω1α + ω2 < 1. Sejam

ā := ω1β + 2(1− ω2)(1 + β)−
√

2γβ2ω1c e

r := min

κ, ā−
√
ā2 − 4(1− ω2)(1 + β)(1− ω2 − 2

√
2cβ2ω1γ)

2(1− ω2)γ(1 + β)

 .

Considere B(xk) uma aproximação invert́ıvel de F ′(xk)
∗F ′(xk) satisfazendo

‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)‖ ≤ ω1, ‖B(xk)
−1F ′(xk)

∗F ′(xk)− I‖ ≤ ω2, k = 0, 1, . . . ,

Então, o método quase Gauss-Newton inexato para resolver (4.1), com ponto inicial

x0 ∈ B(x∗, r)\{x∗}

xk+1 = xk + Sk, B(xk)Sk = −F ′(xk)∗F (xk) + rk, k = 0, 1, . . . ,

está bem definido, a sequência {xk} está contida em B(x∗, r), converge para x∗ e

vale

‖xk+1 − x∗‖ ≤
ω1βγ

(1− γ‖x0 − x∗‖)2 − βγ(2‖x0 − x∗‖ − γ‖x0 − x∗‖2)
‖xk − x∗‖2

+

(
ω1

√
2cβ2γ(2− γ‖x0 − x∗‖)

(1− γ‖x0 − x∗‖)2 − βγ(2‖x0 − x∗‖ − γ‖x0 − x∗‖2)
+ ω2

)
‖xk − x∗‖,

para todo k = 0, 1, . . . .

Se ainda c = ω2 = 0 e ω1 = 1 no corolário acima, obtemos o Exemplo 1 de [11].

52



Caṕıtulo 5

Análise Semi-Local do Método

Gauss-Newton

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma análise de convergência semi-local para a

sequência gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton para resolver problemas de

otimização de composição convexa. Comprovaremos que sob certas condições a

sequência gerada pelo algoritmo de Gauss-Newton está bem definida e converge li-

nearmente para uma solução do problema em consideração. Além disso, aplicaremos

os resultados obtidos para o caso onde o ponto inicial é um ponto regular e o caso

onde o ponto inicial satisfaz a condição de Robinson. Também daremos resultados

de convergência sob condição Lipschitz clássica e condição de Smale para funções

anaĺıticas

Inicialmente, considere o seguinte problema de otimização de composição convexa

min h(F (x)), (5.1)

onde h : Rm → R é uma função convexa de valores reais e F : Rn → Rm é

continuamente diferenciável.

É fácil ver que o estudo de (5.1) está relacionado com o problema de inclusão

convexa

F (x) ∈ C := {z ∈ Rm : h(z) ≤ h(y), ∀y ∈ Rm}. (5.2)

Em ordem para afirmar o algoritmo de Gauss-Newton, para resolver (5.1), pre-

cisamos da seguinte definição: Dados ∆ ∈ (0,+∞) e x ∈ Rn defina

D∆(x) := argmin {h(F (x) + F ′(x)d) : d ∈ Rn, ‖d‖ ≤ ∆} , (5.3)

isto é, D∆(x) é o conjunto solução do seguinte problema

min {h(F (x) + F ′(x)d) : d ∈ Rn, ‖d‖ ≤ ∆} . (5.4)
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Dados ∆ ∈ (0,+∞], η ∈ [1,+∞) e um ponto x0 ∈ Rn, o algoritmo tipo Gauss-

Newton associado a (∆, η, x0) como definido em [3] (ver também, [4, 5]) é como

segue:

Algoritmo 5.1

Inicialização. Dados ∆ ∈ (0,+∞], η ∈ [1,+∞) e x0 ∈ Rn. Faça k = 0.

critério de Parada. Calcule D∆(xk). Se 0 ∈ D∆(xk), Pare. Caso contrário.

Passo Iterativo . Calcule dk satisfazendo

dk ∈ D∆(xk), ‖dk‖ ≤ ηd(0, D∆(xk)),

e faça

xk+1 = xk + dk,

k = k + 1 e vá para Critério de Parada.

Observe que o conjunto D∆(x) é não-vazio para todo x ∈ Rn, pois (5.4) é um

problema de otimização convexo sobre um conjunto compacto. Portanto, a sequência

gerada pelo Algoritmo 5.1 está bem definida.

A seguir, faremos uma análise de convergência semi-local do método definido

acima.

5.1 Convergência Semi-Local do Método de

Gauss-Newton

Nesta seção, provaremos a convergência semi-local da sequência gerada pelo Algo-

ritmo 5.1 para resolver (5.1). Sob as hipóteses que o ponto inicial é um ponto

quase-regular para a inclusão (5.2) e a função não-linear F satisfaz nossa condição

majorante esférica, provaremos que a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1 con-

verge para um ponto x∗ tal que F (x∗) ∈ C, em particular, x∗ resolve (5.1). Estas

afirmações se encontram no teorema:

Teorema 5.1 Seja F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável.

Suponha que existem R > 0, x0 ∈ Rn e uma função majorante esférica fe : [0, R)→
R para a função F em B(x0, R). Dadas as constantes α > 0 e ξ > 0, considere a

função auxiliar fξ,α : [0, R)→ R,

fξ,α(t) = ξ + (α− 1)t+ αfe(t).

Se fξ,α satisfaz a3, i.e., t∗ é o menor zero de fξ,α, então a sequência gerada pelo
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método de Newton para resolver fξ,α(t) = 0, com ponto inicial t0 = 0,

tk+1 = tk − f ′ξ,α(tk)
−1fξ,α(tk), k = 0, 1, . . . , (5.5)

está bem definida, {tk} é estritamente crescente, está contida em [0, t∗), e converge

Q-linearmente para t∗. Sejam η ∈ [1,∞), ∆ ∈ (0,∞] e h : Rm → R uma função

convexa de valores-reais com conjunto de mı́nimos C não-vazio. Assuma que x0 é

um ponto quase-regular da inclusão

F (x) ∈ C,

com o raio quase-regular rx0 e função limitante quase-regular βx0 como definidos em

(1.5) e (1.6), respectivamente. Se d(F (x0), C) > 0, t∗ ≤ rx0,

∆ ≥ ξ ≥ ηβx0(0)d(F (x0), C), (5.6)

α ≥ sup

{
ηβx0(t)

ηβx0(t)(f
′
e(t) + 1) + 1

: ξ ≤ t < t∗

}
,

então a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xk}, está contida em

B(x0, t∗),

F (xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) ∈ C, k = 0, 1, . . . , (5.7)

satisfaz as inequações

‖xk+1 − xk‖ ≤ |tk+1 − tk|, k = 0, 1 . . . , (5.8)

‖xk+1 − xk‖ ≤
tk+1 − tk

(tk − tk−1)2
‖xk − xk−1‖2, k = 1, 2, . . . , (5.9)

converge para um ponto x∗ ∈ B[x0, t∗] tal que F (x∗) ∈ C,

‖x∗ − xk‖ ≤ |t∗ − tk|, k = 0, 1, . . . (5.10)

e a convergência é R-linear. Se, adicionalmente, fξ,α satisfaz a4 então as sequências

{tk} e {xk} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t∗ and x∗, re-

spectivamente.

Observação 5.1 Observamos que todas as afirmações que faremos neste caṕıtulo

envolvendo a função majorante esférica fe e a função auxiliar fξ,α foram provadas na

Seção 2.2. Além disso, todas as afirmações feitas no Teorema 5.1 para a sequência

tk foram provadas no Corolário 2.1.
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Observação 5.2 Se

α > ᾱ := sup

{
ηβx0(t)

ηβx0(t)(f
′
e(t) + 1) + 1

: ξ ≤ t < t∗

}
,

então a sequência {xk} converge R-quadraticamente para x∗. Para provar essa

afirmação, note que do item iii da Proposição 2.13, temos que t̄∗ < t∗. Dáı, u-

sando que f ′ξ,ᾱ é estritamente crescente e item ii da Proposição 2.13, obtemos que

f ′ξ,ᾱ(t̄∗) < f ′ξ,ᾱ(t∗) < f ′ξ,α(t∗),

o qual, combinado com Proposição 2.8 implica que f ′ξ,ᾱ(t∗̄) < 0. Portanto, a

afirmação segue se fξ,α é trocado por fξ,ᾱ no Teorema 5.1.

Para facilitar a demonstração do Teorema 5.1, apresentaremos a seguir uma seção

contendo três lemas auxiliares.

5.1.1 Resultados auxiliares

Nesta subseção nosso objetivo é demonstrar três lemas que auxiliarão na prova de

convergência do Teorema 5.1.

Como vimos na introdução deste caṕıtulo, D∆(x) 6= ∅ para todo x ∈ Rn, por-

tanto a sequência {xk} está bem definida. Mas isso não nos capacita a provar a

convergência da sequência {xk} para algum ponto x∗ ∈ Rn tal que F (x∗) ∈ C, pois

não temos nenhuma relação entre o conjunto de direções D∆(x) e o conjunto de

soluções da inclusão

F (x) + F ′(x)d ∈ C, ‖d‖ ≤ ∆.

Agora, se provarmos que D∆(x) ⊂ DC(x) para alguns pontos, podemos usar os

resultados de regularidade para relacionar os conjuntos mencionados acima.

Primeiro, definimos alguns subconjuntos em B(x0, t∗) nos quais, como iremos

provar, a inclusão desejada é válida para todos os pontos nestes conjuntos.

K(t) :=

{
x ∈ Rn : ‖x− x0‖ ≤ t, ηd(0, DC(x)) 6 −fξ,α(t)

f ′ξ,α(t)

}
, t ∈ [0, t∗) , (5.11)

K :=
⋃

t∈[0,t∗)

K(t). (5.12)

Em (5.11), 0 6 t < t∗, consequentemente, f ′ξ,α(t) 6= 0 (Proposição 2.8). Portanto, as

definições são consistentes.

Proposição 5.1 Se x ∈ K, então

D∆(x) = {d ∈ Rn : F (x) + F ′(x)d ∈ C, ‖d‖ ≤ ∆} ⊂ DC(x)
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e

d(0, D∆(x)) = d(0, DC(x)).

Demonstração: Pela Proposição 1.3 é suficiente mostrar que DC(x) 6= ∅ e
d(0, DC(x)) ≤ ∆. Seja x ∈ K, então x ∈ K(t) para algum t ∈ [0, t∗), o que
implica que x ∈ B(x0, t∗). Como t∗ ≤ rx0 e x0 é um ponto quase-regular, segue
da Definição 1.3 e definição de raio quase-regular em (1.5) que DC(x) 6= ∅. Por
hipóteses η ≥ 1 e ξ ≤ ∆. Dáı, como x ∈ K(t), usando a Definição em (5.11)
Proposições 2.11 e 2.7, obtemos

d(0, DC(x)) 6 ηd(0, DC(x)) 6 −fξ,α(t)

f ′ξ,α(t)
6 −fξ,α(0)

f ′ξ,α(0)
= ξ 6 ∆,

o que prova o resultado desejado

Para cada x ∈ Rn, definimos o conjunto D̄∆(x) como

D̄∆(x) := {d ∈ D∆(x); ‖d‖ ≤ ηd(0, D∆(x))} . (5.13)

Como D∆(x) 6= ∅ para todo x ∈ Rn, segue que D̄∆(x) 6= ∅ para todo x ∈ Rn, assim

temos a boa definição da multifunção iteração de Gauss-Newton ḠF

ḠF : B(x0, t∗) → P (Rn)

x 7→ x+ D̄∆(x).
(5.14)

Iremos provar que a multifunção iteração de Gauss-Newton está bem definida

nos subconjuntos definidos em (5.11), mas antes precisamos do seguinte resultado

técnico.

Lema 5.1 Para cada t ∈ [0, t∗), x ∈ K(t) e y ∈ GF (x) as seguintes desigualdades

são válidas:

i) ‖y − x‖ ≤ nfξ,α(t)− t;

ii) ‖y − x0‖ ≤ nfξ,α(t) < t∗;

iii) ηd(0, DC(y)) ≤ −
fξ,α(nfξ,α(t))

f ′ξ,α(nfξ,α(t))

(
‖y − x‖

nfξ,α(t)− t

)2

.

Demonstração: Como t ∈ [0, t∗) and x ∈ K(t) usando a definição em (5.11),
Proposição 5.1 e as duas primeiras afirmações na Proposição 2.10, obtemos

‖x−x0‖ ≤ t, ηd(0, D∆(x)) = ηd(0, DC(x)) 6 −fξ,α(t)

f ′ξ,α(t)
, t < nfξ,α(t) < t∗. (5.15)
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Agora, como y ∈ GF (x) segue que existe d ∈ D̄∆(x) tal que y = x + d. Usando a
definição do conjunto D̄∆(x) em (5.13) e a segunda inequação em (5.15) temos que

‖d‖ ≤ ηd(0, D∆(x)) = ηd(0, DC(x)) ≤ −fξ,α(t)/f ′ξ,α(t).

Como d = y − x, a última inequação juntamente com a definição em (2.15) implica
o item i.

Combinado desigualdade triangular, primeira inequação em (5.15), item i e a
última desigualdade em (5.15) obtemos que

‖y − x0‖ ≤ ‖y − x‖+ ‖x− x0‖ ≤ nfξ,α(t) < t∗,

o que prova o item ii.

Prova do item iii. Como ‖y − x0‖ < t∗ ≤ rx0 , segue da quase regularidade que

DC(y) 6= ∅, d(0, DC(y)) ≤ βx0(‖y − x0‖)d(F (y), C).

Usando que x ∈ K(t) ⊂ K, y − x = d ∈ D∆(x) e Proposição 5.1 temos que

F (x) + F ′(x)(y − x) ∈ C.

Portanto, combinando η ≥ 1, a inequação acima e a última inclusão é fácil ver que

ηd(0, DC(y)) ≤ ηβx0(‖y − x0‖)‖F (y)− F (x)− F ′(x)(y − x)‖.

Agora, do item i temos que ‖y− x‖ ≤ nfξ,α(t)− t. Dáı, como ‖x− x0‖ ≤ t segue da
última inequação e do Lemma 2.2 que

ηd(0, DC(y)) ≤ ηβx0(‖y − x0‖)ef (t, nfξ,α(t))

(
‖y − x‖

nfξ,α(t)− t

)2

. (5.16)

Por outro lado, usando definições em (2.12), (2.15), (2.9) e simples cálculos, temos

fξ,α(nfξ,α(t)) = fξ,α(nfξ,α(t))− fξ,α(t)− f ′ξ,α(t)(nfξ,α(t)− t)

= ξ1 + (α− 1)nfξ,α(t) + αfe(nfξ,α(t))− [ξ1 + (α− 1)t+ αfe(t)]

− [(α− 1) + αf ′e(t)](nfξ,α(t)− t)

= α
(
fe(nfξ,α(t))− fe(t)− f ′e(t)(nfξ,α(t)− t)

)
= αefe(t, nfξ,α(t)).

Segue das duas últimas inequações, βx0(t) uma função crescente e item ii que

ηd(0, D(y)) ≤
ηβx0(nfξ,α(t))

α
fα(nfξ,α(t))

(
‖y − x‖

nfξ,α(t)− t

)2

.
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Da Proposição 2.9 e primeira afirmação na Proposição 2.10 temos que
ξ ≤ nfξ,α(t) < t∗. Portanto, para concluir a prova combine a última de-
sigualdade com Proposição 2.12.

No próximo resultado, iremos mostrar que a multifunção iteração de Gauss-Newton

está bem definida nos subconjuntos definidos em (5.11).

Lema 5.2 Para cada t ∈ [0, t∗), K(t) ⊂ B(x0, t∗) e

ḠF (K(t)) ⊂ K
(
nfξ,α(t)

)
.

Como consequência, K ⊂ B(x0, t∗) e ḠF (K) ⊂ K.

Demonstração: A primeira inclusão segue trivialmente da definição de K(t).

Tome x ∈ K(t) e y ∈ ḠF (x). Combinando os itens i e iii do Lema 5.1 temos que

ηd(0, DC(y)) ≤ −
fξ,α(nfξ,α(t))

f ′ξ,α(nfξ,α(t))
.

Este resultado, juntamente com o item ii do Lema 5.1 e definição em (5.11) mostra
que y ∈ K(nfξ,α(t)), o que prova a segunda inclusão.

A próxima inclusão, segue trivialmente da definições em (5.11) e (5.12). Para
verificar a última inclusão, tome x ∈ K. Então x ∈ K(t) para algum t ∈ [0, t∗).
Usando a primeira parte do lema, conclúımos que ḠF (x) ⊂ K(nfξ,α(t)). Para
concluir a prova, use nfξ,α(t) ∈ [0, t∗) e definição de K.

5.1.2 Prova do Teorema 5.1

Primeiro, note que a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1 satisfaz

xk+1 ∈ ḠF (xk), k = 0, 1, . . . , (5.17)

o que necessariamente é uma definição equivalente para esta sequência.

Demonstração: Primeiro lembramos que todas as afirmações feitas no Teo-
rema 5.1 para a sequência tk foram provadas no Corolário 2.1.

Agora, como x0 ∈ B(x0, t∗) ⊆ B(x0, rx0), usando a quase regularidade, η ≥ 1,
inequação em (5.6) e Proposição 2.7, obtemos

DC(x0) 6= ∅, ηd(0, DC(x0)) ≤ ηβx0(0)d(F (x0), C) ≤ ξ = −fξ,α(0)

f ′ξ,α(0)
.
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Portanto,
x0 ∈ K(0) ⊂ K,

onde a segunda inclusão segue trivialmente de (5.12). Usando a inclusão acima,
a inclusão ḠF (K) ⊂ K (Lemma 5.2) e (5.17) conclúımos que a sequência {xk}
permanece em K, em particular, temos que {xk} está contida em B(x0, t∗). Como
{xk} ⊂ K, combinando a Proposição 5.1 e Algoritmo 5.1 segue que a inclusão em
(5.7) vale. Iremos provar por indução que

xk ∈ K(tk), k = 0, 1, . . . . (5.18)

A inclusão acima, para k = 0 é o primeiro resultado dentro desta prova. Assuma
que xk ∈ K(tk). De (2.19) temos que tk+1 = ηfξ,α(tk) e como xk ∈ K(tk) o Lema 5.2
implica que ḠF (xk) ⊂ K(tk+1), o que combinado com (5.17) completa a prova de
indução de (5.18).

Agora, usando Algoritmo 5.1, (5.18), Proposição 5.1 e (5.11), temos

‖xk+1 − xk‖ ≤ ηd(0, D∆(xk)) = ηd(0, D(xk)) 6 −fξ,α(tk)

f ′ξ,α(tk)
, k = 0, 1, . . . (5.19)

o qual, usando (5.5) é equivalente à

‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk, k = 0, 1, . . . .

Então, a inequação em (5.8) vale. Por outro lado, como {tk} converge para t∗, a
inequação acima implica que

∞∑
k=k0

‖xk+1 − xk‖ ≤
∞∑

k=k0

tk+1 − tk = t∗ − tk0 < +∞,

para qualquer k0 ∈ N. Dáı, {xk} é uma sequência de Cauchy em B(x0, t∗) e assim,
converge para algum x∗ ∈ B[x0, t∗]. Além disso, a última inequação também implica
(5.10), i.e., ‖x∗ − xk‖ ≤ t∗ − tk, para qualquer k. Como C é fechado, {xk} converge
para x∗,

F (xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) ∈ C

e F é uma função continuamente diferenciável, temos que F (x∗) ∈ C.

Agora para provar a inequação em (5.9), primeiro note que xk ∈ K(tk) e tk+1 =
nfξ,α(tk), para todo k = 0, 1, . . . . Deste modo, tome um k arbitrário e aplique o
item iii do Lema 5.1 com y = xk, x = xk−1 e t = tk−1, para obter

ηd(0, DC(xk)) ≤ −
fξ,α(tk)

f ′ξ,α(tk)

(
‖xk − xk−1‖
tk − tk−1

)2

,

o qual usando (5.5) e a primeira inequação em (5.19) prova a inequação desejada.

Para concluir a prova, combine (5.10) com a última inequação do Corolário 2.1.
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5.2 Casos Especiais

Nesta seção, apresentaremos casos especiais do Teorema 5.1, i.e., o caso onde x0 é

um ponto regular da inclusão (5.2) e o caso onde x0 satisfaz a condição de Robinson.

Além disso, apresentaremos resultados sob condição Lipschitz clássica e condição de

Smale para funções anaĺıticas.

5.2.1 Resultados de convergência para ponto incial regular

Nesta seção mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 5.1, onde assumi-

mos que o ponto inicial é um ponto regular da inclusão (5.2), ver [3] e as referências

dele. Além disso, daremos resultados sob condição Lipschitz clássica e condição de

Smale para funções anaĺıticas. Começamos definindo regularidade.

Definição 5.1 Sejam F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável e

h : Rm → R uma função convexa de valores-reais com conjunto de mı́nimos C

não-vazio. Um ponto x0 ∈ Rn é um ponto regular da inclusão F (x) ∈ C se

Ker(F ′(x0)T ) ∩ (C − F (x0))o = {0},

Como sabemos (ver [4]) a definição de ponto quase-regular estende a definição de

ponto regular. A seguinte proposição relaciona os dois conceitos, onde a existência

das constantes r e β é devido a Burke e Ferris em [3], e a segunda afirmação segue

da Observação 1.2.

Proposição 5.2 Seja x0 ∈ Rn um ponto regular da inclusão F (x) ∈ C. Então

existem constantes r > 0 e β > 0 tais que

DC(x) 6= ∅ e d(0, DC(x)) ≤ βd(F (x), C), ∀x ∈ B(x0, r).

Consequentemente, x0 é um ponto quase-regular da inclusão F (x) ∈ C com raio

quase-regular rx0 ≥ r e função limitante quase-regular βx0(·) ≤ β em [0, r), como

definidos em (1.5) e (1.6), respectivamente.

Daqui em diante, para cada ponto regular x0 ∈ Rn da inclusão F (x) ∈ C, denotare-

mos por r > 0 e β > 0 as constantes associadas dadas pela última proposição.

Teorema 5.2 Seja F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável.

Suponha que existem R > 0, x0 ∈ Rn e uma função majorante esférica fe : [0, R)→
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R para a função F em B(x0, R). Dadas as constantes α > 0 e ξ > 0, considere a

função auxiliar fξ,α : [0, R)→ R,

fξ,α(t) = ξ + (α− 1)t+ αfe(t).

Se fξ,α satisfaz a3, i.e., t∗ é o menor zero de fξ,α, então a sequência gerada pelo

método de Newton para resolver fξ,α(t) = 0, com ponto inicial t0 = 0,

tk+1 = tk − f ′ξ,α(tk)
−1fξ,α(tk), k = 0, 1, . . . ,

está bem definida, {tk} é estritamente crescente, está contida em [0, t∗), e converge

Q-linearmente para t∗. Sejam η ∈ [1,∞), ∆ ∈ (0,∞] e h : Rm → R uma função

convexa de valores-reais com conjunto de mı́nimos C não-vazio. Assuma que x0 é

um ponto regular da inclusão F (x) ∈ C com constantes associadas r > 0 e β > 0.

Se d(F (x0), C) > 0, t∗ ≤ r,

∆ ≥ ξ ≥ ηβd(F (x0), C), α ≥ ηβ/(ηβ[f ′e(ξ) + 1] + 1),

então a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xk}, está contida em

B(x0, t∗),

F (xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) ∈ C, k = 0, 1, . . . ,

satisfaz as inequações

‖xk+1 − xk‖ ≤ |tk+1 − tk|, k = 0, 1 . . . ,

‖xk+1 − xk‖ ≤
tk+1 − tk

(tk − tk−1)2
‖xk − xk−1‖2, k = 1, 2, . . . ,

converge para um ponto x∗ ∈ B[x0, t∗] tal que F (x∗) ∈ C,

‖x∗ − xk‖ ≤ |t∗ − tk|, k = 0, 1, . . .

e a convergência é R-linear. Se, adicionalmente, fξ,α satisfaz a4 então as sequências

{tk} e {xk} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t∗ and x∗, res-

pectivamente.

Demonstração: Como x0 é um ponto regular da inclusão F (x) ∈ C, temos da
Proposição 5.2 que x0 é um ponto quase-regular da inclusão F (x) ∈ C com raio
quase-regular rx0 ≥ r. Dáı, usando que t∗ ≤ r obtemos

t∗ < rx0 .
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Além disso, a Proposição 5.2 implica que a função limitante quase-regular satisfaz

βx0(t) ≤ β, ∀ t ∈ [0, r). (5.20)

Como ∆ ≥ ξ ≥ ηβd(F (x0)C) e a última inequação implica que βx0(0) ≤ β, segue
que

∆ ≥ ξ ≥ ηβx0(0)d(F (x0), C).

Agora, combinando as hipóteses que 0 < ξ e t∗ ≤ r com a primeira afirmação
na Proposição 2.12 conclúımos que 0 < ξ < t∗ ≤ r. Portanto, usando (5.20),
f ′e(0) = −1, f ′e é estritamente crescente e η ≥ 1 obtemos, após simples cálculo que

ηβ

ηβ(f ′e(ξ) + 1) + 1
≥ ηβx0(t)

ηβx0(t)[f
′
e(t) + 1] + 1

, ∀ t ∈ [ξ, t∗).

Dáı, a hipótese α ≥ ηβ/[ηβ(f ′e(ξ) + 1) + 1] e última inequação implica que

α ≥ sup

{
ηβx0(t)

ηβx0(t)[f
′
e(t) + 1] + 1

: ξ ≤ t < t∗

}
.

Assim, F e x0 satisfazem todas as hipóteses do Teorema 5.1 e as afirmações deste
teorema seguem do Teorema 5.1.

Quando F satisfaz a condição Lipschitz, o Teorema 5.2 torna-se:

Teorema 5.3 Seja F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável.

Suponha que existem R > 0, x0 ∈ Rn e K > 0, tais que

‖F ′(y)− F ′(x)‖ ≤ K‖y − x‖, x, y ∈ B(x0, R).

Dadas as constantes α > 0 e ξ > 0, considere a função auxiliar fξ,α : [0, R)→ R,

fξ,α(t) = ξ − t+ (αKt2)/2.

Se 2αKξ ≤ 1, então t∗ = (1−
√

1− 2αKξ )/(αK) é o menor zero de fξ,α, a sequência

gerada pelo método de Newton para resolver fξ,α(t) = 0, com ponto inicial t0 = 0,

tk+1 = tk − f ′ξ,α(tk)
−1fξ,α(tk), k = 0, 1, . . . ,

está bem definida, {tk} é estritamente crescente, está contida em [0, t∗), e converge

Q-linearmente para t∗. Sejam η ∈ [1,∞), ∆ ∈ (0,∞] e h : Rm → R uma função

convexa de valores-reais com conjunto de mı́nimos C não-vazio. Assuma que x0 é

um ponto regular da inclusão F (x) ∈ C com constantes associadas r > 0 e β > 0.
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Se d(F (x0), C) > 0, t∗ ≤ r,

∆ ≥ ξ ≥ ηβd(F (x0), C), α ≥ ηβ/(Kηβξ + 1),

então a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xk}, está contida em

B(x0, t∗),

F (xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) ∈ C, k = 0, 1, . . . ,

satisfaz as inequações

‖xk+1 − xk‖ ≤ |tk+1 − tk|, k = 0, 1 . . . ,

‖xk+1 − xk‖ ≤
tk+1 − tk

(tk − tk−1)2
‖xk − xk−1‖2, k = 1, 2, . . . ,

converge para um ponto x∗ ∈ B[x0, t∗] tal que F (x∗) ∈ C,

‖x∗ − xk‖ ≤ |t∗ − tk|, k = 0, 1, . . .

e a convergência é R-linear. Se, adicionalmente, 2αKξ < 1 então as sequências

{tk} e {xk} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t∗ and x∗, res-

pectivamente.

Demonstração: É imediato provar que fe : [0, R) → R definida por fe(t) =
Kt2/2− t é uma função majorante esférica para F em B(x0, R). Dáı,

fξ,α(t) = ξ − t+ (αKt2)/2 = ξ + (α− 1)t+ αfe(t),

e como 2αKξ ≤ 1, conclúımos que fξ,α satisfaz a3 e t∗ = (1 −
√

1− 2αKξ )/(αK)
é sua menor raiz. Neste caso, a constante α satisfaz

α ≥ ηβ

1 +Kηβξ
=

ηβ

ηβ[f ′e(ξ) + 1] + 1
.

Portanto, tomando α, fξ,α e t∗ como definido acima, a primeira parte do teorema
segue do Teorema 5.2. Para provar a segunda parte, é suficiente notar que a
hipótese 2αKξ < 1 implica que fξ,α satisfaz a4.

Quando F é anaĺıtica e satisfaz a condição de Smale, o Teorema 5.2 torna-se:

Teorema 5.4 Seja F : Rn → Rm uma função anaĺıtica. Suponha que x0 ∈ Rn e

γ := sup
n>1

∥∥∥∥F (n)(x0)

n!

∥∥∥∥1/(n−1)

< +∞. (5.21)
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Dadas as constantes α > 0 e ξ > 0, considere a função auxiliar fξ,α : [0, 1/γ)→ R,

fξ,α(t) =
αγ

1− γt
t2 − t+ ξ.

Se ξγ ≤ 1 + 2α− 2
√
α(1 + α), então

t∗ =
1 + γξ −

√
(1 + γξ)2 − 4(1 + α)γξ

2(1 + α)γ

é o menor zero de fξ,α, a sequência gerada pelo método de Newton para resolver

fξ,α(t) = 0, com ponto inicial t0 = 0,

tk+1 = tk − f ′ξ,α(tk)
−1fξ,α(tk), k = 0, 1, . . . ,

está bem definida, {tk} é estritamente crescente, está contida em [0, t∗), e converge

Q-linearmente para t∗. Sejam η ∈ [1,∞), ∆ ∈ (0,∞] e h : Rm → R uma função

convexa de valores-reais com conjunto de mı́nimos C não-vazio. Assuma que x0 é

um ponto regular da inclusão F (x) ∈ C com constantes associadas r > 0 e β > 0.

Se d(F (x0), C) > 0, t∗ ≤ r,

∆ ≥ ξ ≥ ηβd(F (x0), C), α ≥ ηβ(1− γξ)2

ηβ + (1− ηβ)(1− γξ)2
,

então a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xk}, está contida em

B(x0, t∗),

F (xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) ∈ C, k = 0, 1, . . . ,

satisfaz as inequações

‖xk+1 − xk‖ ≤ |tk+1 − tk|, k = 0, 1 . . . ,

‖xk+1 − xk‖ ≤
tk+1 − tk

(tk − tk−1)2
‖xk − xk−1‖2, k = 1, 2, . . . ,

converge para um ponto x∗ ∈ B[x0, t∗] tal que F (x∗) ∈ C,

‖x∗ − xk‖ ≤ |t∗ − tk|, k = 0, 1, . . .

e a convergência é R-linear. Se, adicionalmente, ξγ < 1 + 2α− 2
√
α(1 + α) então

as sequências {tk} e {xk} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para

t∗ and x∗, respectivamente.

Os seguintes resultados serão necessários na prova do teorema acima.

Lema 5.3 Seja F : Rn → Rm uma função anaĺıtica. Assuma que x0 ∈ Rn e γ como
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definido (5.21). Então, para todo x ∈ B(x0, 1/γ) vale

‖F ′′(x)‖ 6 (2γ)/(1− γ‖x− x0‖)3.

Demonstração: A prova segue o mesmo padrão do Lema 3.4 do caṕıtulo 3.

Lema 5.4 Seja F : Rn → Rm uma função duas vezes diferenciável. Se existe uma

função f : [0, R)→ R duas vezes continuamente diferenciável tal que

‖F ′′(x)‖ 6 f ′′(‖x− x0‖),

para todo x ∈ Rn e ‖x− x0‖ < R. Então F e f satisfaz (2.11).

Demonstração: A prova segue o mesmo padrão do Lema 3.5 do caṕıtulo 3.

Prova do Teorema 5.4.Considere a função real fe : [0, 1/γ)→ R definida por

fe(t) =
t

1− γt
− 2t.

É simples mostrar que f é anaĺıtica e

fe(0) = 0, f ′e(t) = 1/(1− γt)2 − 2, f ′e(0) = −1, f ′′e (t) = (2γ)/(1− γt)3,

fne (0) = n! γn−1,

para n ≥ 2. Segue das equações acima que fe satisfaz a1 e a2 na definição 2.2.

Agora, como f ′′e (t) = (2γ)/(1−γt)3, combinando os Lemas 5.3 e 5.4, temos que F e

fe satisfaz (2.11) com R = 1/γ. Portanto, fe é uma função majorante esférica para

F em B(x0, 1/γ). Dáı,

fξ,α(t) =
αγ

1− γt
t2 − t+ ξ = ξ + (α− 1)t+ αfe(t),

e como ξγ ≤ 1 + 2α− 2
√
α(1 + α), conclúımos que fξ,α satisfaz a3 e

t∗ =
1 + γξ −

√
(1 + γξ)2 − 4(1 + α)γξ

2(1 + α)γ

é sua menor raiz. Neste caso, a constante α satisfaz

α ≥ ηβ(1− γξ)2

ηβ + (1− ηβ)(1− γξ)2
=

ηβ

ηβ[f ′(ξ) + 1] + 1
.

66



Portanto, tomando α, fξ,α e t∗ como definido acima, a primeira parte do teorema

segue do Teorema 5.2. Para provar a segunda parte, é suficiente notar que a hipótese

ξγ < 1 + 2α− 2
√
α(1 + α) implica que fξ,α satisfaz a4.

5.2.2 Resultado de convergence sob condição de Robinson

Nesta seção mostraremos um teorema correspondente ao Teorema 5.1, onde assumi-

mos que o ponto inicial satisfaz a condição de Robinson, ver [4] e [32]. Além disso,

daremos resultados sob condição Lipschitz clássica e condição de Smale para funções

anaĺıticas.

Inicialmente, sejam C ⊂ Rm um cone convexo fechado não-vazio, F : Rn → Rm

uma função continuamente diferenciável e x ∈ Rn. Defina a multifunção Tx : Rn →
P (Rm) por

Txd = F ′(x)d− C. (5.22)

A multifunção Tx é um processo convexo de Rn em Rm; processos convexos tem sido

extensivamente estudados em [33, 34]. Como usual, o domı́nio, norma e inversa de

Tx são definidos, respectivamente, por

D(Tx) := {d ∈ Rn : Txd 6= ∅}, ‖Tx‖ := sup {‖Txd‖ : x ∈ D(Tx), ‖d‖ ≤ 1},

T−1
x y := {d ∈ Rn : F ′(x)d ∈ y + C}, y ∈ Rm.

onde ‖Txd‖ := inf{‖v‖ : v ∈ Txd}.
O ponto x0 ∈ Rn, satisfaz a condição de Robinson se a multifunção Tx0 leva Rn

em Rm, i.e.,

∀ y ∈ Rm ∃ d ∈ Rn, ∃ c ∈ C; y = F ′(x0)d− c. (5.23)

Teorema 5.5 Seja F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável.

Suponha que existem R > 0, x0 ∈ Rn e uma função majorante esférica fe : [0, R)→
R para a função F em B(x0, R). Dadas as constantes α > 0 e ξ > 0, considere a

função auxiliar fξ,α : [0, R)→ R,

fξ,α(t) = ξ + (α− 1)t+ αfe(t).

Se fξ,α satisfaz a3, i.e., t∗ é o menor zero de fξ,α, então a sequência gerada pelo

método de Newton para resolver fξ,α(t) = 0, com ponto inicial t0 = 0,

tk+1 = tk − f ′ξ,α(tk)
−1fξ,α(tk), k = 0, 1, . . . ,

está bem definida, {tk} é estritamente crescente, está contida em [0, t∗), e converge

Q-linearmente para t∗. Sejam η ∈ [1,∞), ∆ ∈ (0,∞] e h : Rm → R uma função
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convexa de valores-reais com conjunto de mı́nimos C não-vazio. Assuma que C é um

cone e x0 satisfaz à condição de Robinson. Seja β0 = ‖T−1
x0
‖. Se d(F (x0), C) > 0,

t∗ ≤ rβ0 := sup{t ∈ [0, R) : β0 − 1 + β0f
′
e(t) < 0},

∆ ≥ ξ ≥ ηβ0d(F (x0), C), α ≥ ηβ0

1 + (η − 1)β0[f ′e(ξ) + 1]
,

então a sequência gerada pelo Algoritmo 5.1, denotada por {xk}, está contida em

B(x0, t∗),

F (xk) + F ′(xk)(xk+1 − xk) ∈ C, k = 0, 1, . . . ,

satisfaz as inequações

‖xk+1 − xk‖ ≤ |tk+1 − tk|, k = 0, 1 . . . ,

‖xk+1 − xk‖ ≤
tk+1 − tk

(tk − tk−1)2
‖xk − xk−1‖2, k = 1, 2, . . . ,

converge para um ponto x∗ ∈ B[x0, t∗] tal que F (x∗) ∈ C,

‖x∗ − xk‖ ≤ |t∗ − tk|, k = 0, 1, . . .

e a convergência é R-linear. Se, adicionalmente, fξ,α satisfaz a4 então as sequências

{tk} e {xk} convergem Q-quadraticamente e R-quadraticamente para t∗ and x∗, res-

pectivamente.

Os seguinte resultados serão necessários na prova do teorema acima.

Lema 5.5 Seja F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável e C um cone

convexo fechado não-vazio. Suponha que x0 ∈ Rn satisfaz a condição de Robinson.

Então

‖T−1
x0
‖ < +∞.

Além disso, se S é uma transformação linear de Rn em Rm tal que ‖T−1
x0
‖‖S‖ < 1,

então o processo convexo T̄ , definido por T̄ := Tx0+S, leva Rn em Rm, ‖T̄−1‖ < +∞,

‖T̄−1‖ ≤
‖T−1

x0
‖

1− ‖T−1
x0
‖‖S‖

.

Demonstração: Ver Teorema 1 na p.342 de [32].

Lema 5.6 Seja F : Rn → Rm uma função continualmente diferenciável e h :

Rm → R uma função convexa de valores-reais com conjunto de mı́nimos C não-

vazio. Suponha que x0 ∈ Rn satisfaz a condição Robinson. Então x0 é um ponto
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regular da inclusão F (x) ∈ C, em particular, x0 é um ponto quase-regular da in-

clusão F (x) ∈ C. Além diso, assuma que C é um cone, R > 0 e fe : [0, R) → R
é uma função majorante esférica de F em B(x0, R). Seja ξ > 0, β0 = ‖T−1

x0
‖, a

função auxiliar fξ,β0 : [0, R)→ R,

fξ,β0(t) := ξ + (β0 − 1)t+ β0fe(t),

e rβ0 := sup{t ∈ [0, R) : f ′ξ,β0
(t) < 0}. Se rx0 é o raio quase-regular e βx0(·) é a

função limitante quase-regular do ponto quase-regular x0, então

rx0 ≥ rβ0 , βx0(t) ≤
β0

1− β0[f ′e(t) + 1]
, ∀ t ∈ [0, rβ0).

Demonstração: Tome y ∈ Ker(F ′(x0)T ) ∩ (C − F (x0))o. Dáı,

0 = 〈F ′(x0)Ty, d〉 = 〈y, F ′(x0)d〉, ∀ d ∈ Rn, 〈y, c−F (x0)〉 ≤ 0, ∀ c ∈ C.

Como x0 satisfaz a condição de Robinson segue que existem d ∈ Rn e c ∈ C tais que
−y − F (x0) = F ′(x0)d− c, o que combinado com as inequações acima implica

〈y, y〉 = 〈y, c− F (x0)− F ′(x0)d〉 = 〈y, c− F (x0)〉 ≤ 0.

Portanto, y = 0 e obtemos da Definição 5.1 que x0 e um ponto regular da inclução
F (x) ∈ C.

Para estabelecer a segunda parte, primeiro tome x ∈ Rn tal que ‖x− x0‖ ≤ rβ0 .
Usando que fe é uma função majorante esférica de F em B(x0, R), definições de β0,
fξ,β0 e rβ0 , temos que

‖T−1
x0
‖‖F ′(x)−F ′(x0)‖ ≤ β0[f ′e(‖x−x0‖)− f ′e(0)] = f ′ξ,β0

(‖x−x0‖) + 1 < 1. (5.24)

Combinando a hipótese que x0 satisfaz a condição de Robinson com a última in-
equação, obtemos do Lema 5.5 que o processo convexo

Txd = F ′(x)d− C = Tx0d+ [F ′(x)− F ′(x0)]d, ∀ d ∈ Rn,

leva Rn em Rm e

‖Tx−1‖ ≤
‖T−1

x0
‖

1− ‖T−1
x0
‖‖F ′(x)− F ′(x0)‖

≤ β0

1− β0[f ′e(‖x− x0‖)− f ′e(0)]
, (5.25)

onde a última inequação segue da definição de β0 e (5.24). Além disso, como Tx leva
Rn em Rm é fácil ver que

DC(x) = {d ∈ Rn : F (x) + F ′(x)d ∈ C} 6= ∅, ∀ x ∈ B(x0, rβ0). (5.26)
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Agora, seja d ∈ T−1
x (c− F (x)). Usando a definição de T−1

x segue que

F ′(x)d ∈ c− F (x) + C = C − F (x),

ou seja, F (x) + F ′(x)d ∈ C, o que combinado com a definição de DC(x) implicam

T−1
x (c− F (x)) ⊂ DC(x).

Portanto,

d(0, DC(x)) ≤ ‖T−1
x (c− F (x))‖ ≤ ‖T−1

x ‖‖c− F (x)‖, ∀c ∈ C.

A última inequação juntamente com (5.25) implicam

d(0, DC(x)) ≤ ‖T−1
x ‖d(F (x), C) ≤ β0

1− β0[f ′e(‖x− x0‖)− f ′e(0)]
d(F (x), C),

o que combinado com (5.26), definições de rx0 e βx0(·) em (1.5) e (1.6), respectiva-
mente, implicam a inequação desejada.

[Prova do Teorema 5.5]Como x0 ∈ Rn satisfaz a condição de Robinson, temos do

Lema 5.6 que x0 é um ponto quase-regular da inclusão F (x) ∈ C com raio quase-

regular rx0 ≥ rβ0. Dáı, usando que t∗ ≤ rβ0 obtemos

t∗ < rx0 .

Além disso, o Lema 5.6 implica que a função limitante quase-regular βx0(·) satisfaz

βx0(t) ≤
β0

1− β0[f ′e(t) + 1]
, ∀ t ∈ [0, rβ0). (5.27)

Como ∆ ≥ ξ ≥ ηβ0d(F (x0), C) e a última inequação implica que βx0(0) ≤ β0, segue

que

∆ ≥ ξ ≥ ηβx0(0)d(F (x0), C).

Agora, combinando as hipóteses que 0 < ξ e t∗ ≤ rβ0 com a primeira afirmação

na Proposição 2.12 conclúımos que 0 < ξ < t∗ ≤ rβ0. Portanto, usando (5.27),

f ′(0) = −1, f ′e estritamente crescente e η ≥ 1 obtemos, após simples cálculo que

η[f ′e(t)+1]+
1

βx0(t)
≥ 1

β0

+(η−1)[f ′e(t)+1] ≥ 1

β0

+(η−1)[f ′e(ξ)+1], ∀ t ∈ [ξ, t∗),

ou equivalentemente,

ηβ0

1 + (η − 1)β0[f ′e(ξ) + 1]
≥ ηβx0(t)

ηβx0(t)[f
′
e(t) + 1] + 1

, ∀ t ∈ [ξ, t∗). (5.28)
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Dáı, a hipótese α ≥ ηβ0/[1 + (η− 1)β0(f ′e(ξ) + 1)] e última inequação implicam que

α ≥ sup

{
ηβx0(t)

ηβx0(t)[f
′
e(t) + 1] + 1

: ξ ≤ t < t∗

}
.

Assim, F e x0 satisfazem todas as hipóteses do Teorema 5.1 e as afirmações deste

teorema seguem do Teorema 5.1.

Observação 5.3 Seja F : Rn → Rm uma função continuamente diferenciável.

Suponha que existem R > 0, x0 ∈ Rn e K > 0, tais que

‖F ′(y)− F ′(x)‖ ≤ K‖y − x‖, x, y ∈ B(x0, R).

Note que, fe : [0, R) → R definida por fe(t) = Kt2/2 − t é uma função majorante

esférica para F em B(x0, R). Neste caso, é fácil ver que a3, a4 e t∗ no Teorema 5.5

são

2αKξ ≤ 1, 2αKξ < 1, t∗ = (1−
√

1− 2αKξ )/(αK),

e α satisfiaz

α ≥ ηβ0

1 + (η − 1)Kβ0ξ
.

Em particular, se C = {0}, n = m a condição de Robinson é equivalente à condição

de que F ′(x0)−1 é não-singular. Dáı, para η = 1 obtemos a convergência semi-local

do método de Newton sob condição Lipschitz, ver [6].

Observação 5.4 Seja F : Rn → Rm uma função anaĺıtica. Suponha que x0 ∈ Rn e

γ := sup
n>1

∥∥∥∥F (n)(x0)

n!

∥∥∥∥1/(n−1)

< +∞.

Note que a função real fe : [0, 1/γ)→ R definida por fe(t) = t/(1− γt)− 2t é uma

função majorante esférica para F em B(x0, 1/γ). Neste caso, é fácil ver que a3, a4

e t∗ no Teorema 5.5 são

ξγ ≤ 1 + 2α− 2
√
α(1 + α), ξγ < 1 + 2α− 2

√
α(1 + α),

t∗ =
1 + γξ −

√
(1 + γξ)2 − 4(1 + α)γξ

2(1 + α)γ
,

e α satisfaz

α ≥ ηβ0(1− γξ)2

(η − 1)β0 + [1− β0(η − 1)](1− γξ)2
.

Em particular, se C = {0}, n = m a condição de Robinson é equivalente à condição

que F ′(x0)−1 é não-singular. Dáı, para η = 1 obtemos a convergência semi-local do

método de Newton sob condição de Smale, ver [27].
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Considerações Finais

Neste trabalho, estudamos e demonstramos resultados acerca da convergência local

e semi-local dos métodos de Gauss-Newton.

A convergência dos métodos de Gauss-Newton também foi estudada nas recentes

referências [4, 10, 11, 13, 18, 19, 24]). A principal diferença destas análises com as

nossas análises é que em lugar de nossa condição majorante radial é utilizada a

condição radial de Wang

‖F ′(x)− F ′(x∗ + τ(x− x∗))‖ ≤
∫ ‖x−x∗‖
τ‖x−x∗‖

L(u)du, o ≤ τ ≤ 1, (5.29)

onde L é uma função escalar não-decrescente, e no lugar da nossa condição majorante

esférica é utilizada a condição esférica de Wang

‖F ′(y)− F ′(x)‖ ≤
∫ ‖y−x‖+‖x−x0‖

‖x−x0‖
L(u)du, o ≤ τ ≤ 1, (5.30)

onde L é uma função escalar não-decrescente.

Entretanto, note que as condições (5.29) e (5.30) podem ser vistas como um caso

particular da função majorante radial e esférica, respectivamente. Para verificarmos

esta afirmação, basta escolhermos as funções majorantes radial e esférica da seguinte

forma:

fr(t) = fe(t) =

∫ t

0

L(u)(t− u)du− t.

Temos que as funções fr(t) e fe(t) definidas acima satisfazem as hipóteses h1, h2,

a1 e a2 . Além disso, também temos que

f ′r(t) = f ′e(t) =

∫ t

0

L(u)du− 1.

Assim, obtemos após alguns cálculos que

f ′r(‖x− x∗‖)− f ′r(τ‖x− x∗‖) =

∫ ‖x−x∗‖
τ‖x−x∗‖

L(u)du,
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f ′e(‖y − x‖+ ‖x− x0‖)− f ′e(‖x− x0‖) =

∫ ‖y−x‖+‖x−x0‖

‖x−x0‖
L(u)du,

o que prova nossa afirmação. De fato, podemos mostrar que as condições da função

majorante radial e esférica são equivalentes as condições (5.29) e (5.30) respectiva-

mente. Mas, como adotadas aqui são mais naturais e deixam claro as suas relações

com a função não-linear, refletindo de maneira simétrica em todos os resultados.

Nossa contribuição foi reformular os teoremas de convergência para os métodos de

Gauss-Newton usando o prinćıpio majorante de Kantorovich. Esta nova abordagem

deixou clara a relação entre as funções majorantes com a função não-linear em

consideração, o que não estava expĺıcito nas outras demonstrações. Com isso, os

resultados apresentados aqui tornaram as condições e demonstrações de convergência

mais simples e mais didática. Além disso, no caso de convergência local dos métodos

de Gauss-Newton o contexto foi estendido para espaços de Hilbert e no caso quase

Gauss-Newton inexato adicionamos resultados de convergência para a condição de

Smale. Ademais, na prova de convergência semi-local da sequência gerada pelo

algoritmo de Gauss-Newton utilizamos uma técnica que no lugar de olhar apenas a

sequência gerada, identificamos regiões onde a sequência de Gauss-Newton para o

problema de otimização convexa é bem definido quando comparado com método de

Newton aplicado a uma função auxiliar associada a função majorante.

Uma outra contribuição foi fazer um estudo completo das funções majorante,

onde quase todos os resultados necessários para a convergência dos métodos de

Gauss-Newton foram demonstrados, deixando o texto “auto-contido”.

Por fim, como proposta de trabalho futuro sugerimos o estudo de convergência de

outras variações dos métodos de Newton e de Gauss-Newton usando nossa condição

majorante.
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