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Nesta dissertação desenvolve-se uma nova inetodologia para resolver a seguinte 

classe de problemas da prograinação não linear inteira 0-1 

(PNLI-01): min{ f ( x ) :  f i (x)<O para i =  1, ..., m , x  EIB")  

onde ,f e as Fi são fiinções não lineares convexas. Uina penalidade, chainada Booleana, 

é introduzida e condições de otiinalidade são construídas. A Penalidade Booleana 

transforina o probleina em estudo no problema de determinar a menor raíz de urna 

função contínua monótona não crescente. Dois algoritinos exatos são desenvolvidos e as 

experiências nuinésicas inosti-ain sua eficácia. Ambos algoritinos precisam a cada 

iteração avaliar a Penalidade Booleana, dita avaliação corresponde a resolver um 

problema de progi-ainação não linear inteira irrestrita. Para tal, desenvolve-se uma 

heurística rápida e um algoi-itmo de siibgradiente com corte eficiente. Experiências sobre 

problernas de até 1024 e 128 variáveis respectivamente para cada algoritino, reportam 

eficiência e eficácia. 
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In this work it is developed a new technique to solve the following class of integer 

nonlinear prograinining probleins 0- 1 : 

(PNLl-01): inin{.f (x) : Fi (x) 5 O for i = 1,. . .,m, x E IB") 

where $ and Fi are nonlinear convex functions. A penalty, called Boolean, is 

introduced and optiinality conditions are given. The Boolean Penalty transforins the 

study problein into deterinining tlie least zero of a continuous inonotone non-increasing 

function. Two exact algorithms are developed and the iiuinerical experiinents sliow their 

eficiency. Both algorithins need to eval~iate the Boolean Penalty at each iteration, tlus 

evaluation corresponds to solve an unconstrained integer nonlinear prograinining 

problein. To do so, it is develoged a fast heuristic and a subgradient algorithin with 

eEcient cut. Experiinents with probleins until 1024 (heuristic) and 128 (exact) variables 

for this problein, report efficiency and eEcacy. 
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Os métodos de Otiinização em Prograinação Matemática são de grande 

iinpot-tância para as ciências administrativas, tomada de decisão, desenho de engenharia, 

planificação, economia, etc.. Muitos probleinas da Programação Matemática requerem 

que algumas ou todas as suas variáveis assumam somente valores inteiros ou discretos. 

Tais problemas podem ser fiequentemente forinulados coino probleinas da Prograinação 

Não Linear Inteira Mista. O fato de que algumas das variáveis sejam inteiras (ou 

discretas) faz com que esta classe de problemas seja, em geral, NP-HARD ([GJ 791 , [PS 

821). 

Nesta tese, considera-se a seguinte classe de probleinas da Programação Não 

Linear Inteira 0-1 

(FNLJ-O 1) inin f (x) 

onde .f , Fi : IR" + IR para i =l , . . . ,111 são funções não lineares e convexas com 

constantes de Lipschitz Lf e Li respectivainente. 

Aplicações para a classe de probleinas PNLI-O1 podem ser encontradas em 

otirnização de esti-uturas ([Ri 931 , [BLP 891 , [KKB 93]), em probleinas de localização 

na engenharia [JMRW 941, na planificação [Wi 751, em problemas de seleção, na 

estatística e na economia [La 701, e em probleinas de otiinização em redes [Pe 871. 

Revisões das diversas aplicações na classe PNLI-O1 encontram-se em [GHS 801, 

[BM 84b], [Wa 881 e [BLP 891. Embora, muitas aplicações sejam da forma PNLI-01, 

ainda hoje estes são modelados e considerados coino da Prograinação Linear ou 

Quadratica Inteira; a razão principal é a grande dificuldade de resolução. 



Nas últimas três décadas diversos esforços foram feitos para resolver problemas 

da Programação Não Linear Inteira. A grande maioria dos métodos elou algoritmos 

desenvolvidos são inexatos, dado que em muitos casos só garantem um mínimo local 

([Gu 801, [Ch 871, [CM 871, [LP 891, etc.). Os poucos métodos exatos são em geral 

impraticáveis para problemas de médio porte (50 I n I 100), isto é, devido 

principalmente ao grau de não linearidade da função objetivo elou restrições, as 

interrelações das variáveis, ao tamanho do problema e à não monotonicidade da função 

objetivo ([HRR 631, 681, [GN 721, [GW 73,741, [BM 84a], [HJM 891). Uma 

revisão dos diversos métodos e esforços para resolver PNLI-O1 encontra-se em [Ha 791, 

[GR], [BM 84b], [Ch 871 e [LP 891 entre outros. 

Nesta tese introduz-se a seguinte penalidade, chamada aqui de Booleana. 

h' (t) = minlp max { f (.) - t, FI (.) ,..., F,(.)) t E IR 

A penalidade acima permite transformar o problema PNLI-O1 em um problema 

de achar aproximadamente a menor raíz de uma função contínua monótona não 

crescente h" . Demonstra-se que o valor de dita raíz é o valor ótimo de PNLI-O1 e o 

argumento correspondente ao problema min max que define h" na raíz é uma solução 

ótima de PNLI-O 1. 

A diferença dos Métodos de Penalidade Discreta ([MG 681, [DS 721, [GM 721 

e DGG 901 entre outros) é que a Penalidade Booleana não precisa de um termo 

adicional de penalidade para garantir solução inteira. 

Dois algoritmos são desenvolvidos no Capítulo 111 para resolver o problema 
- 

em estudo. Sejam _t , t E IR tais que _t I f * I 7 onde f * é o valor ótimo de PNLI-O 1, 

o algoritmo 3.2 encontra uma solução &-ótima para E > O em não mais de 

log 2 (( 7 - _t ) I E) iterações. No caso f e Fi , i = 1,. . .,m polinomiais com coeficientes 

inteiros (isto sempre é possível quando f e as Fi são polinomiais) basta considerar 

E = 1 para garantir uma solução ótima. A grande dificuldade da Penalidade Booleana é 

sua avaliação, avaliar h" corresponde a resolver um problema Min-Max Convexo Inteiro 

0-1, de fato, este está na seguinte classe de problemas da Programação 



Não Linear Inteira Irrestrita 

(PNLII-O 1) inin F (x) 

s.a.: x E IB" 

onde F : IR" 4 IR é uma função convexa em I&" coin constante de Lipschitz Lp . 

Recentemente, Bixby, Dennis e Wu [BDW 911 desenvolveram um inétodo tipo 

feixe para domínios discretos, baseado no inétodo de Planos de Corte ([CG 591, [Ke 

601). A diferença do inétodo usual, calcula-se o subgradiente de forma a obter uma 

melhor aproxiinação da função objetivo restrita a IB". Os resultados nuinéricos em 

[BDW 911 mostram que este cálculo é altamente custoso, aléin de não garantir a redução 

do número de hiperplanos suportes. A fim de acelerar a convergência e reduzir o número 

de hiperplanos suportes deste inétodo, no Capítulo IV desenvolve-se um inétodo tipo 

feixe que usa o chainado corte S-eficiente. Este corte aléin de garantir convergência do 

inétodo elimina consideravelmente os pontos indesejáveis acelerando a convergência. 

Esta coinprovado que os diversos algoritinos exatos para resolver PNLII-O1 são 

altamente custosos, aléin de serem sensíveis em tempo de processainento ao ponto inicial 

escolhido. Desenvolve-se no Capítulo V uma heurística eficiente e rápida para resolver 

esta classe de problemas, expei-iêiicias nuinéi-icas sobre 10 probleinas testes de até 1024 

variáveis coinpi-ovain sua alta eficácia. 

A ordem da tese é como segue. No Capítulo I1 introduz-se a Penalidade 

Booleana e o novo problema equivalente. No Capítulo I11 apresentam-se dois algoritinos 

de Penalidade Booleana para resolver PNLI-01, estuda-se sua convergência e sua 

estimativa da eficiência. No Capítulo IV, uin algoritino de subgradiente coin corte 

eficiente pasa resolver PNLII-O1 é apresentado. No Capítulo V é desenvolvido um 

inétodo de Região de Coiifiança para resolver PNLII-01. No Capítulo VI desenvolve-se 

um sistema que iinpleinenta os métodos introduzidos nesta tese, também são 

apresentados os probleinas testes e as experiências nuinéricas. Finalmente, temos um 

Capítulo de Conclusões e Futuras Pesquisas. 



UMA PENALIDADE BOOLEANA 

Neste capítulo introduz-se uma fiinção de penalidade discreta associada a 

(PNLI-01). A função de penalidade aqui chamada de Penalidade Booleana, é baseada 

numa penalidade usada em Otiinização Convexa Não Suave por Kiwiel ([Ki 851, 

[Ki 921) e Leinarechal - Neinirovskii - Nesterov ([LNN 911). A grande importância desta 

penalidade reside no fato de que esta possibilita transformar o probleina PNLI-O1 em um 

problema de calcular a menor raíz de uma fiinção real contínua monótona decrescente. 

Na primeira seção deste capítulo, define-se a Penalidade Booleana. A seguir são 

apresentadas algumas de suas propriedades. O novo probleina equivalente é apresentado 

na terceira seção. 

Associado ao problema relaxado de (PNLI-01) i.é. ao probleina de 

programação não linear restrita com caixa dado por: 

(PNLI - 01) inin f (x) 

s.a: Fl (x) 2 O i = 1, ..., ni 

tem-se as seguintes funções definidas para t d R  e x~ [O, I]". 



Defiiiiçiío 2.1 (Penalidade Booleana) 

Denoinina-se Penalidade Booleana ou Discreta associada a (PNLI-01) a função: 

h" (t) := ininIB,, H(.;í) /€ IR  

Para efeito de apresentação denota-se por f e f * o valor ótimo de (PNLI - 01) 

e (PNLI-01) respectivamente. Dado t d R  denota-se por x(t)  uma solução ótiina de 

n n  H ; t )  , i. é hr(f) = H(x(í); i) 

No trabalho de Kiwiel [Ki 921 tem-se a seguinte propriedade importante sobre 

H e h .  

Dado qualquer t E IR, fixo, a fiinção H(.;t) é convexa coin constante de 

Lipschitz L,, = inax {Lf, L,, . . . , L,,,). Para qualquer x~[0,1]"  fixo H (x;.) e h (.) são 

monótonas não crescentes e convexas sobre IR, coin constante de Lipschitz unitário. 

Além disso verifica-se: 

Prova: 

Ver [Ki 921 

Um resultado similar ao leina acima é obtido para a Penalidade Booleana no 

seguinte teoreina. 

Teoreina 2.2 

h" é uma fiinção real, contínua, monótona não crescente e Lipschitziana com 

constante de Lipschitz unitário. Alem disso, verifica-se: 

i )h r ( f* )=O (2.1) 



Prova: 

Continuidade 

Seja n E IR, tem-se: 

~ i rnh"( t )  = liin 
t+n 

pela continuidade de H (x ; . ) (leina 2. I), segue-se: 

Liin h" (f) = inin H(x;n) = H(x(n);n) = h" (0) 
t+n ,v E IH'I 

Moiiotonicidade i150 crescente. 

Seja t, , t2 E IR tais que tl > t2 

a.f (x) - Z1 -.-.f (x) - f2  tr' x E IB" 

i.&. H (~$1) < H (x;t2) b'x G IB" 

donde 

hr(t1) = min H(x;/,) 5 inin ~ ( x ; t ~ )  = 11"(t2) 
.v dB " s EIU" 

Lipscliitzianidade 

Sejam tl , tz E IR, x(I2) uma solução ótiina de inii-iIB, H(.;t2), isto é 

h" (t2) = H (x(t2) ; t2) 

Da Lipschitzianidade de H (x(t2) ; o) (Lema 2.1) tem-se 

I H (~(t2) ; ti) - H (x(t2) t2)1 I I tl - t2 I 



sem perda de generalidade, suponha f I  < f2 . 

Então, da inonotonicidade não crescente de H (x(t2) ; O) e da relação acima tein-se: 

H ( ~ ( f 2 )  ; I l )  - H (x(tz) f 2 )  2 t2 - I1  

como hr(tl) 5 H (x ; 11) V x E IB", então segue-se da relação acima e de (2.3) 

h" (t,) - h" (12) I t2 - ti 

donde pela rnonotonicidade de h" tein-se 

I h"(f1) - h''(t2)I I ( f l  - t2I 

i) ~ e j a x * ~  O (PNLI-Ol), i.é. f (x*) = f  * 

=w'(f*) I ~(2;f  *) = inax { f  (x*) :f *, F1 (x*), . . . , F,?, (x*))  

coino. f (x*)=f* e Fi(X')<O para i = l ,  . . .  , m  

Mostra-se a seguir que a desigualdade restrita em (2.4) é impossível. 

Suponha-se o contrário, i.é. h" (f*) <O 

3 3  x ( f * )  EZB" talque h l ' ( f * ) = ~ ( x ( f * ) ; . f * ) ~ O  

f ( 4 . f  *I) .f * 
para i = 1, ... , m 

donde conclui-se cpef * não é valor ótimo, o que é uma contradição, logo deve ser 

hr ( f* )=O 



U) Seja h" (t)  > O 

O < H ( x ( t ) ; t ) l H ( x ; t )  V ~ E I B "  

a relação acima ein particular é válida para x * ~  O (PNLI-01) isto é: 

0 < Cf ( X  (t)) - t, Fi (x  ( t))  , . . . , F,, (x  ( t))  ) < 
inax {f *- t, r;i (x*) , . . . , Fn, (x*)} =f *- t 

pois X*EO(PNLI-01)  eportanto F ~ ( ~ * ) I o  para i = l ,  . . . ,  771 

Assim, de (2.5) tein-se: 

Agora veja-se a recíproca. 

Seja f <f *, então, pela parte i) e a inonotonicidade não crescente de h" tein-se: 

11" ( r )  2 h" (f *) = O 

Agora supoiiha que h" (t) = O 

f (x( t ) )  5 t  
para i = 1 ,  . . . ,  711 

donde pela hipótese, segue-se a seguinte contradição: 

logo deve ser h" (t)  > O 

Observação 2.1 

1 )  h" (t) O s.s.s. t  > f  * 

2) A Penalidade Booleana está intimamente relacionada com o valor ótimo do problema 

ein estudo 

3) A relação (2.1) é uma condição necessária para o valor ótiinof * 



4) Se h" (t) > O a x (f) é uina solução .f *- t viável, i.é. 

F i (x ( t ) )<f*- f  p a r a i = l ,  . . . ,  111. 

A função h"(.) fornece li~nitantes inferior ou superior do valor ótiino f *. De fato: 

Corolário 2.3. 

i) h" (t) > O 3 inax Cf (x (t)), t )  2.f * 

ii) h" (t) < O => t 2 f (x (1)) 2 f * (2.9) 

Prova: 

i) Segue-se das relações (2.6) e (2.7) da prova do teoreina 2.2. 

ii) Seja h" (t) 2 O 

f (x(t)) l t 

5 O para i = 1, . . . 111 

De (2.11) tem-se que x ( L )  é viável, logo f (x (t)) 2 f *. 

Assim, de (2.10): t > f  (x (f)) >f * 

O seguinte resultado é conseqiiência imediata da definição de h" e do corolário 

aciina. 

Corolário 2.4 

i) Se h"(1) > O e x (t) é uma solução viável 2 x ( t )  E O(PNL1-01) (2.12) 

ii) Se h"(t) O 3 x (t) é uma solução viável. (2.13) 

O teorerna 2.2 sugere o seguinte problema para deterininar o valor ótiino f * de 

PNLI-O 1. 

(PH-01) Achar t d ?  taisque 

h" (t) = O 



O probleina acima corresponde a determinar a menor raíz de uma função 

contínua monótona não crescente. Mostra-se a continuação que a única solução de 

(PH-O 1) é o valor ótimo de PNLI-O 1. 

Prova: 

Do teorerna 2.2 e da observação 2 1  segue-se que f *E O(PH-01). Agora, seja 

f E O(PH-Ol), e suponha-se que: 

De (2.14), (2.16) e da obsewação 2.1 tein-se: 

t* >$* 

Seja 6' = t* -f  * > 0, então de (2.15) segue-se: 

h" (t* - 6') > o 

mas h" (t - 6') = h" v*) = O chegando-se a um absurdo, logo deve ser ft = f * w 

O seguinte teoreina mostra que não é necessário resolver exatamente (PH-01) 

para achar uma solução ótima de (PNLI-01). 

Teorema 2.6 

3 6 > O tal que para qualquer t E ] ,f *- 6, f * + 6 [ tein-se que 

x (t) E O(PNL1-01) 

Prova: 

Divide-se a demonstração em duas afirmações: 



Afirmação 1: 

3 Fi > O tal que para qualquer t E ],f *, f * + 61 [ tein-se que x (t) E O(PNL1-01) 

Prova da afirmação: 

Seja 61 = inin { f  (x) -.f * : ,f (x)  >f* ,  x E IB"} (2.17) 

De fato ai está bem definido e 61 > O, a menos que a função f seja constante em IB". 

Seja t E ] f  *, f * + 61 [ (2.18) 

então da observação 2.1 tein-se 

h" ( t)  l O (2.19) 

donde pelo corolário 2.3 segue-se 

<f * i f ( x  ( t))  l t 

assim, de (2.18) e da relação acima, segue-se: 

o s . f (x  ( I ) )  - . f*< 61 

De (2.17) e (2.20) tein-se: 

f (x (0) =.f * 

Por outro lado, de (2.19) e do corolário 2.4 tem-se que: 

x ( t )  é viável 

logo, de (2.21) e (2.22) segue-se 

x ( t )  E O(PNL1-O 1 )  



Afirmação 2. 

3 62 > O tal que para qualquer t E 1.f *- &,.f * [ tem-se que x (t) E O(E'NLT-01) 

Prova da afirinação 

Seja Oi2 = mnin {max {I;i(x): i = 1, ... , 1 1 1 ) :  x E IB", x é inviável} (2.23) 

De fato F2 está bem definido e 2 > 0, sempre que esteja se partindo da suposição de 

que existe algum x E IB" inviável. 

Seja t E ] f*  - 62,.f * [ , então pelo teoreina 2.2 segue-se: 

O < h (I) = H(x ( f )  ; t) I H(x ; t) b' x E IB" 

em particular, a relação acima é válida para x* E O(PNL1-01): 

O < H(x (t) ; 1) I ~ ( x *  ; t) 

O < inax { .f(x (t)) - t, F1 (x (t)),. . ., Fn, (x ( l i ) ) )  < 
inax {f *- t, Fl (x*),. . ., f i, (x*)} 

Por outro lado, I;, (x*) < O b' i pois x* E O(PNL1-01). Assiin, de (2.24) e da 

hipótese sobre t segue-se: 

F; (x (t)) If *- s < K2 (2.26) 

De (2.26) e (2.23) tem-se: x (t) é viável. Assiin, de (2.25): 

x (t) E O(PNL1-01) 

Voltando à deinonstração do teoreina. 

Seja 6 = inin (61 , F2} 



De fato 6 está bem definido e 6 > O. (sob as hipóteses def não for constante e 3 x E IB" 

não viável) 

Segue-se das afirínações 1 e 2, que: 

V t E ] f  *- 6,.f * + 6 [ resulta x (i) E O(PNLI-01) 

Observação 2.2 

Se .f e os Fi para i = 1,. . . ,111 são polinômios com coeficientes reais positivos, 

basta considerar 6 como a menor diferença não nula destes coeficientes. 



Como foi estudado no capítulo anterior, o problema (PNLI-01) pode ser 

resolvido determinando a menor raiz de uma função monótona não crescente (h'). A 

grande dificuldade deste último problema reside no fato de que a função h" pode não ser 

convexa. Assim, uma boa alternativa para calcular a dita raiz é o método de bisseção, o 

qual além de gai-antii- uma baixa complexidade é facilmente iinpleinentável. 

Neste capítulo apresenta-se dois algoritinos de Penalidade Booleana para 

resolver PNLI-01. O primeiro alçoritmo a cada iteração fixa o ponto a iterar coino o 

correspondente ao inelhor liinitante fosnecido pela Penalidade Booleana para um 

pasâmetro t que é atualizado numa forma semelhante a do algoritino de Newton (ver 

[LNN 911 e [Ki 921). No segundo alçoritino, t é atualizado considerando urna regra de 

bisseção. Em ambos algoi-itinos, a cada iteração, é avaliada a Penalidade Booleana, isto 

pode ser feito através da r-esolução de um problema de Prograinação Não Linear Inteira 

Irrestrita. 

A ordem deste capítulo é coino segue. Na primeira seção, apresenta-se 

condições de otiinalidade. Na segunda seção, são apresentados dois algoritmos de 

Penalização Booleana. A análise de convergência e estimativa de eficiência são 

apresentados na última seção. 

Para efeito de apresentação denota-se por x(d) para f E IR, uma solução ótima 

de minlB,I H (x ; i), i .  é. /I"(L) = H(x(f);i) 



Uma condição necessária para o valor ótimo .f * de (PNLI-01) foi dado no 

teoreina 2.2 do Capítulo 11, lembrando: 

Se J * = f  (x*) para x* E O(PNL1-01) 3 hr(f *) = O (3.1) 

Foi mostrado no teoreina 2.5 que a única solução do probleina (PH-01) é o 

valor ótimo de (PNLI-01). Também foi mostrado no teoreina 2.6 que não é necessário 

achar exatamente a referida solução para encontrar uma solução ótima de (PNLI-01). 

A seguir apresenta-se uma condição necessária e suficiente do valor ótimo f *, 

para uma classe de instâncias do probleina (PNLI-01). 

Teorema 3.1 

Se 3 x* E O(PNL1-01) tal que l;; (x*) < O para i = 1,. . ., m , 

então hr(f)=O s.s.s. r = f * .  

Prova: 

Seja h" (t) = 0, então pela hipótese do teoreina, segue-se: 

O = h' (t) < H  (x*; t) = max { f  * - t, FI (g),. . ., li,, (x*)) = f  * - I 

donde 

r < f  * 

Por outro lado, sendo h" (t) = O, da observação 2.1 tem-se: 

t r f *  

logo de (3.2) e (3.3): 

t =.f * 

A recíproca verifica-se diretamente pelo teoreina 2.2 

O teoreina acima afirma que se existe uina solução ótima de (PNLI-01) no 

interior do doinínio do probleina relaxado, então h" tem uma única raiz. 



Uina condição suficiente de otiinalidade para PNLI-O1 é dada no seguinte 

teoreina 

Teoreina 3.2. (C.S. de Otirnalidade) 

Seja i , i t IR tais que ! < f * < i 
Se inax V(x (i)), i } =,f (x ( i ) ) )  
então x ( i )  E O(PNL1-01) 

Prova: 

Da hipótese j*< 7 tein-se, pelo teoreina 2.2: 

donde pelo corolário (2.4) tein-se 

x ( 7  ) é uma soliição viável 

Por outro lado, se L =,f * na hipótese (3.4), então 

0 = 17 (L) = inax { f  (x (L) - l ,  I;, (x (i)), .. ., E,, (x (i))} 

.f (.(i)) -< t 
( ( ) ) O  para i = l ,  ..., 171 

donde é fácil verificar: 

f (x ( i  1) =f * 

logo, de (3.7) e (3.8): 

X( f ) E O(PNL1-01) 

Agora, se i < f * na hipótese (3.4), então pelo teoreina 2.2 tein-se: 

h" (1) > 0 



Assim, de (3 .6) ,  da relação acima e do coi-olário 2.3 tem-se: 

inax { J (X  ( I ) ) ,  !I ' . f  * 2.f ( x  ( i )) 

donde por (3 .5 ) :  

. f * = . f @  ( i ) )  

logo, de (3.7) segue-se que x ( i )  E O(PNL1-01)  

A seguir, apresentam-se duas condições suficientes de E-otiinalidade. 

Teorema 3.3 (C.S. de E-Otirnalidade) 

Seja f , t  E I 2  tais que i < , f '  2 i 
- 

- - 
Se 1! - ! 5 E 3 x ( t  ) é uma solução &-ótima e viável. 

(i.& , f ( x ( ? ) ) < , f * + ~ , F , ( x ( i ) ) < O  para i = 1 ,  ..., 171) 

Prova: 

De (3 .9) ,  do teoreina 2.2, e do corolário 2.3 segue-se: 

Como i - f < E , então de (3 .10)  segue-se: 

. f *  < f ( x  ( i ) )  5 f . f  ( i - ! ) )  <I*+&. 

Isto é x ( d  ) é Lima solução &-ótima. 

A viabilidade de x  (5 ) segue-se da observação 2.1 e do corolário 2.4. 

Teorema 3.4 (C.S. de E-Otiinalidade) 

Seja f ' f  * e E 2 O 

Se h"(-) < E  

então, x ( i  ) é uma solução &-ótima para (PNLI-01)  

(;.é. . f ( x ( ! ) ) < . f * + ~ ,  r ; l ( x ( l ) ) < ~  para i = l ,  ..., m )  



Prova: 

Da hipótese (3.12): 

h" (i) = lnax { f (X (l)) - i , Fi (X (i)), . . . , F,,, (x (i))) 5 E 

donde 

Assim, de (3.11) e da I-elação acima tem-se 

Isto é, x(t) é uma solução &-ótima para PNLI-O1 

Apresenta-se nesta seção dois algoritinos para determinar a menor raíz de uina 

função inonótona contínua não crescente h", isto é para resolver o problema (PH-01). 

Algoritmo 3.1 

(O) Início 

escolha E 2 O (precisão desejada), I <f  * 

(1) Calcule 

x (t) E arg inin {H(x ; I) : x E IB") 

hr(t) := H(x (1) ; t )  

(2) Teste de Parada 

Se h"(1) 5 E 

então, pare, x(f) é soliição &-ótima 

(3) Atualização 

Fixe t = 1 + h"(t) 



1) Uina escolha para valor iiiicial do parâinetro t é o valor ótiino f do probleina 

relaxado (PNLI - 01 ), i .&,  pode-se fixar t = f . 

2) 0 cálculo de x (t) no passo (1) corresponde a resolver um problema Min-Max 

Covexo Inteiro. Isto pode ser resolvido através dos algoritmos exatos para 

Programação Não Linear Inteira Irrestrita. Uina revisão destes algoritinos foi 

apresentada no Capítiilo I. Uin algoritino exato e eficiente para Prograinação Não 

Linear Inteira foi apresentado no seguinte capítulo. 

3) O teste de parada é dado pelo teoreina 3.4. É evidente que quando E = O, o algoritino 

gera uma solução ótima. 

4) O parâinetro t é atualizado ein forma crescente preservando ser sempre um liinitante 

inferior do valor ótiino f * , como mostra-se: 

Seja t E IR tal que t l f 

Da inonotonicidade não crescente e das Condições de Lipscliitz de 11" (teoreina 

2.2) segue-se. 

h'(/)  h "  ( f  *) 5.f * - 1 

Isto é 

/ + # ( i )  <.f* 

5) A regra de atualização do parâineti-o proposta no passo (3) é semelhante ao proposto 

nos algoritinos Feixe Nível de Leinarechal-Neinirovskii-Nesterov [LNN 911 e Kiwiel 

[Ki 921 para Otiinização Convexa Restrita Não Suave. 



Algoi-itrno 3.2 

(O) Início 

escollia E 2 O (precisão desejada) 

- 
i ,  I E IR tais que r < f *  5 f 

calcule x(t) E arg inin {H (x ; t) : x E IB") 

(1) Teste de Parada 

Se ?= t 3 Pare, x( f )  é uma solução ótima 
- 

Se I - 5 E z Pare, x( i )  é uma solução &-ótima 

(2) Processo Principal 

(2.1) fixe I = ( ;  /)/2 

(2.2) calcule x(t) E arg inin {H (x ; I) : x E IB" ) 

(3) Atualização 

- 

então, r = f'(x(t)), x( 7 )  = x(f) 

caso contrário, i = max {I,f (x (t))) 

fim-se 

ir a (1) 

Comentários 

1) Uma escolha para valor inicial do parâinetro i é o valor ótimo *f do problema 

relaxado (PNLI - 01 ), i.é., pode-se fixar r = % f :  

Quando é estimada a constante de Lipschitz L , uma escolha para o valor inicial do 

parâinetro i é dado por .j'+ L&, isto segue-se de: 

- 
Seja x E O(PNL1- 01) e x* E O(PNL1-01) então, pela propriedade de Lipscliitz, 

tem-se: 

- 
f - f * )  < L p  x-x*  Q 



donde pelo fato x, x* E [O, I]", segue-se: 

.f (x*) < 7 +L& 

- 

Um procedimento prático para determinar t 2 f * é dado por: 

escolha A  > O (relativamente grande) 

fixe t = _ l + A  

enquanto h"([) > 0, faça 

t = f + A  

fim-enquanto 

fixe ?= t 

No procedimento acima, quanto maior o valor de A  menos iterações podem ser 
- 

obtidas, porém r , pode não estar próximo de f *. Uma vantagem deste 

procedimento é que ele também pode melhorar o liinitante inferior f , para isto 

basta considerar f = f antes da instrução t = t t A  . 

O cálculo de x (t) nos passos (0) e (2.2) corresponde a resolver um problema de 

Programação Não Linear Inteira Irrestrita, para o qual uma revisão dos diversos 

algoritinos exatos foi apresentada no Capítulo I. 

' 

Teoreina 3.5 (Convergência do Algoritmo 3.1) 

Dado E = O, o Algoritino 3.1 converge a uma solução ótiina de PNLI-O1 num 

número finito de iterações 

Prova: 

Denota-se por fk o valor- de f na iter-ação k (k 2 0). O valor inicial de d é 

denotada por to. 

Suponha que o algoritino não converge, i.é. 3 6' > O tal que 

h" (tk) 2 6l Y k i O  



donde pelo passo (3) do algoritino tem-se 

De fato, 3 k E IN finito tal que 

assim, de (3.14) tein-se: 

.f * <  lk 

o qual contradiz o fato t,, 5 f  * 'd k 5 O (ver comentário) logo, de (3.13) segue-se: 

o algoritino 3.1 converge. (3.15) 

A seguir, mostra-se que o algoritino converge num número finito de passos 

Seja 6 = inin { inax {Fl (x), . . . ,I;,, (x) ) : x E IB", x inviável ) 

De fato, 6 > O a menos que D(PNL1-01) = IBn 

De (3.15) tem-se que 3 ic E IN, finito tal que 

I h" (@ - h" Cf *)I < 6 'd k 2 ic 

donde pela inonotonicidade não crescente de h" (teoreina 2.2) tem-se 

O 5 h" (f,) < 6 

donde 

F; (x(Í,)) < 6 para i = 1,. . . , 111 

Assim, de (3.16) tem-se 

x (t,) é viável 

logo, do corolário (2.4) tem-se x (i,) E O(PNL1-01) 



donde 

Assiin, pelo teste de parada (passo (2)) e (3.15) o algorittno termina num número finito 

de passos 

Teorema 3.6 (Coiivergêiicia do Algoritino 3.2) 

Dado E = O, o algoritino 3.2 converge a uma solução ótima de (PNLI-01) num 

número finito de passos. 

Prova: 

Denota-se por 6 e i i os correspondentes valores de I e 1 na iteração " i " ,  e 

por i, e L, os correspondentes valores iniciais de I e respectivamente. 

Obviamente tratando-se, no pior caso, de um algoritino de bisseção, tem-se: 

ii+~ -li+l 5 ( i i - ~ ~ ) / 2  vi 

* - Li l f < ti vi 

De (3.17) 

- - 

ti -ti 5 (to - l o ) / 2 '  vi (3.19) 

Do teorema 2.6, 3 6 > O tal que b' t E ] , f  * - 6,,f * + 6 [ tem-se que x (t) E O(PNL1- 

01). 

Assiin de (3.19) é fácil ver que existe sempre k E IN finito tal que: 

fk - ( 7 - 1, )12~ < 6 

De (3.18) e (3.20) é fácil verificar que 

[ik >'I] ~ 1 . f  * - ~ , , f *  +6 [ 



logo pelo teoreina 2.6, tein-se que para qualquer t E [ ik , ik ] verifica-se 

Ein particular para 4 ,  tein-se x (6) E (PNLI-Ol), i.&, o algoritmo converge a 

uina solução ótima num número finito de iterações. 

O seguinte resultado estabelece a estimativa da eficiência do algoritino 3.2 para 

uina precisão desejada. 

Teorema 3.6 (Estimativa da Eficiência) 

Dado E > O fixo. O algoritino 3.2 converge a uma solução viável &-ótima num 

número de iterações não maior que: 

1 0 3 2  [( 70 - Io)] / E] 

Onde 70 e são os correspondentes valores iniciais para os parâinetros 7 e _t 

respectivamente. 

Prova: 

- - 
Denota-se por d; e 1; os correspondentes valores para d e i na iteração i. 

Obviamente tratando-se, no pior caso, de um algoritmo de bisseção tein-se: 

- 
2; I f *  I f .  - r  v; 

De (3.21), é fácil ver que existe k E IN finito tal que: 

- - 
d/( - h I ( f(, - i") 1 2'( I E 

De (3.23) segue-se: 

Resta mostrar que x ( & ) é uina solução E-ótima, pois de (3.16), a observação 

2.1 e o corolário 2.4 tein-se que x ( ik ) é viável. 

De (3.22) a observação 2.1 e o corolário 2.3 tein-se: 

.f * I . f  (x ( 7,( )) 5 7,< 



Donde por (3.23) tein-se: 

Observação: 

Suponha f e Fi para i = 1,. . ., 711 polinômios com coeficientes inteiros positivos, 

pela observação 2.2 tem-se que o comprimento do intervalo de busca é, no pior caso 
- 

igual a 2. Seja to -i0 = 1 o6 (brecha), então segue-se pelo teorema 3.4 e 3.5 que o 

Algoritino 3.2 converge a uina solução ótima num número de iterações não maior 

que log2 (10~12) z 20. 



UM ALGORITMO DE SUBGRADIENTES COM 

CORTES &-EFICIENTES PARA PNLII-01 

Neste capítulo apresenta-se um método feixe binário coin corte &eficientes para 

resolver a classe de problemas PNLII-01. O método é baseado no recente algoritino de 

subgradiente de Bixby-Dennis-Wu [BDW 911. O novo método apresenta uma condição 

de otiinalidade mais abrangente que a proposta em [BDW 911 e usa o conceito de corte 

6-eficientes introdiizida em [MS 931 coin o objetivo de reduzir o número de cortes e 

acelerar a convergência. 

Na primeira seção deste capítulo, apresenta-se o inétodo de subgradiente. Na 

segunda seção define-se o corte 6-eficientes e apresenta-se um procedimento para 

deterininá-lo. Na terceira é apresentado o algoritmo de subgradiente coin corte 6- 

eficientes e o estudo de sua convergência. As experiências coinputacionais apresentadas 

na seção 6.3.2 do Capítulo VI mostram bom desempenho do novo algoritino em 

comparação ao algoritino de subgradiente. 

Denota-se por J. a função restrita de f em IB1',.f;. é urna função definida sobre 

o conjunto discreto IB", e é não diferenciável. É claro que o problema (PNLII-01) pode 

ser escrito como: 

inin {.A. (x) : x E IR") 

Para efeito de distinção chaina-se f a função objetivo contínua e ,f;. a função 

objetiva discreta. A seguir introduz-se algumas definições 



Definição 4.1 (Subgradiente Discreto) 

Dado X E [O, I ] " ,  s, (;)  E IR1' é um subgradiente discreto de f ein s.s. S. 

.f (x)  2 f  ( X )  + ( .vI' ( x ) ,  x - i) 'v' x E IB" 

É evidente que uin subgradiente discreto de f em ;E  IB" é um subgradiente de 

Definição 4.2 (subdiferencial Discreto) 

Denota-se por 8, f (x) o sobdiferencial discreto de f em x E [0,1In e é definido 

como: 

a , . f ( i )  = {s, E rrtn : , j . ( ~ )  2 j ( G )  + (s, , - X v Y E IBI?) 

É também evidente que quando ; E IB", ar , f  ( G )  = 8.6. ( X )  

O seguinte resultado segue-se das propriedades do subdiferencial (ver [DV 851). 

O Subdiferencial discreto Ll,.<f (x) de , f  em x E [0,1In é convexo e limitado. 

A seguir, mostra-se uina relação entre o subdiferencial e o subdiferencial discreto. 

Prova 

v xE [O, lI1' 

Seja x E [0,1I1l fixo q~ialquer. 

Seja .r E: 3.f ( x )  qualquer 

3 f (x) > f ( ; )  i (s, x - i') V x E IR1' 

em particular, a relação acima é válida V X E  IB" c I R " ,  i.é.: 

, f  ( x )  2.f (X) + (S. x - X )  v x E IBI' 



donde, da definição do subgradiente discreto, tein-se: 

Assim, de (4.3) e da relação acima, tein-se: 

Assim, coino na otimização não suave, o cálculo de um bom subgradiente 

discreto é importante para obter melhor aproxiinação da função objetivo discreta V;.) e, 

por conseguinte, para a aceleração do método. Em [BDW 911 é apresentado corno 

calcular um bom subgradiente discreto. 

Um hiperplano supoi-te para ,f;. em x% IB" é dado por: 

,." (x) f (x) + ( S .  ( I )  x - x )  onde .sr (xk) E arf (xk). 

Dados xl,. . ., xk E IB", um modelo de hiperplanos suporte para j. é dado por: 

O modelo acima é uma aproxiinação linear por partes para J. que coi~icide com ,f;. e f 

em todo ponto x', i = 1,. . .,k. 

Assim, uma aproxiinação para (PNLII-O I) é dada pelo seguinte modelo: 

.f* (k) = min {fX(x) : x E IF) (4.5) 

O algoritino de subgradiente em cada iteração determina o próximo ponto a iterar 

coino a resolução de uni programa linear inteiro dado pelo inodelo em (4.5). Usa-se este 

novo ponto para ~nelliorar o modelo. O algoritino termina quando é satisfeito algum teste 

de parada. 

A seguir, api-esenta-se de forma simples o algoritino de subgradiente de Bixby- 

Dennis-WLI [BDW 911. 



Algoritmo 4.1 (Subgradieilte) 

(1) Início 

escolha x1 E IB" (arbitrário) 

fixe k = l ,  T = b  

(2) Teste de Parada 

Se X' E T ou O E &f (2 )  3 Pare 2 é solução ótima 

caso contrário, T = T u {xk} 

(3) Próximo ponto 

(3.1) xk+' = arg inin {f k(x) : x E IB"} 

(3.2) k =  k + 1, ir (2) 

Antes de apresentar o estudo da convergência, estuda-se primeiro as condições 

de otiinalidade usadas no algoritino. 

Teoreina 4.3 (C.N.S. de Otiinalidade) 

xk t IB" é uma solução ótiina de (PNLI-01) Q O t 3. f (xk). 

Prova: 

oEar.f(xk) G 

f (x) 2.f (xk) + (O, x - xl() = f  (2 )  V x E IB1' 

O teoi-etna 4.3 estabelece uina condição necessária e suficiente de otiinalidade 

para (PNLII-01). Note que ein geral existem infinitos subgradientes discretos de f num 

ponto dado. Isto é uina grande dificuldade, porque a probabilidade de obter O como 

subgradiente discreto é quase nula. Ein outras palavras, a condição de otiinalidade dada 

no Teoreina 4.3 é pouco prática. 



Teorema 4.4 

Dado T = {x' E IR" : i = 1, ..., k - 1) o conjunto de pontos iterados pelo 

algoritmo 4.1 antes de iniciar a iteração "R'. 

Se 3 j  < k tal que x.'= x 3 xk E O(PNL1-01). 

Prova: 

De fato, fk-' (x) 5.f (x) V x E IB", V k > I 

donde pelo passo (3.1) do algoritino 4.1, segue-se: 

k-1 k 1. 1 f (X ) = inii~.~ tg7 . f '- ( x ) ~  inin, .1p f (x) V x E IB" 

isto é: 

inax~ ;,k {.f (x') + (s,.' (xi), xk - x')) 5.f (x) V x E IB" 

Se 3.j < k tal que d'= xk , segue-se de (4.6): 

f (x') + ($ (x.'), xk -ri) 5,f (x) V x E IB" 

Sendo 2. = ,.d' , tem-se: 

Termina-se esta seção com o seguinte teoreina que estabelece a convergência do 

algoritino de subgradiente, a prova da inesrna segue-se imediatamente dos termos 4.3 e 

4.4, e do fato de que IR" é finito. 

Teorema 4.5 (Convergência) 

O algoritino 4.1 converge a uina solução ótima de (PNLI-01) num núinero finito 

de passos 

Na seção anterior foi apresentado um algoritino exato e fácil de irnpleinentar para 

resolver (PNLI-01). A grande dificuldade do algoritmo é o núinero de hiperplanos 

suportes que devem ser acrescidos ao modelo para atingir a uina solução ótima. Este 

núinero pode ser muito grande tornando o método iinpraticável. Uina alternativa para 

superar esta dificuldade é usar inelhoi-es hiperplanos de suporte via cálculo de um bom 



subgradiente discreto. Esta sugestão foi proposta em [BDW 911, experiências numéricas 

do algoritino de subgradiente com dita suçestão mostram uma redução considerável do 

número de iterações, porém o cálculo de um bom subgradiente discreto é 

coinputacioiialinente custoso. 

Uma outra alternativa que pode ser usada junto com a sugestão acima são os 

chamados cortes eficientes. Estes cortes além de reduzir consideravelmente o domínio do 

problema e por conseguinte o número de cortes, garantem convergência e aceleração do 

algoritino. 

O corte eficiente foi inicialmente sugerido por Veinott [Ve 671 para acelerar o 

algoritino de planos de coite de Kelley [Ice 601 e posteriorinente introduzido na 

Prograinação Convexa Inteira por Mauricio e Sclieiinberg [MS 931. 

O seguinte teoreina generaliza o teoreina 2 em [MS 931. A prova do mesmo 

segue-se em forma similar. 

Teoreina 4.6 

Dado x )  z E IB" tais que: 

. f  (4 >.f (xu) 

(.s,. p), z - xU) < o v .(;I. (xU) E a , j  (xU) 

então, 3; s (x: I) único, tal que f (;) =/(ru)  

Defiiiição 4.3 (Corte eficiente) 

Dado xu, z E IB" tal que f (z) >f  (xu) 

Se 3 s,. (xu) E 3,.*f (xU) tal que (.v,. (xU), z - xu) 2 O 

então, define-se um corte eficiente coino: 

caso contrário, uin coite eficiente é definido coino: 

- - 

( s , . ( x ) , x -  X )  1 0  

onde ; E (xU, Z) e satisfaz f (;) =.f (xu) 



Em consideração ao teorema 4.6, o corte eficiente está bem definido desde que 

existe e é único. A seguir, a figura mostra um corte usual e um corte eficiente. 

a) b) 

Figura 4.1 a) Corte usual b) Corte eficiente 

É evidente que um corte eficiente é facilmente determinado se para algum 

S, (xU) E 8, f (xU) dado, se satisfaz (s, (xu), z - xu) 2 O , caso contrário, torna-se 

impraticável. No último caso, uma alternativa prática. é achar um corte aproximadamente 

eficiente. Isto é, um corte definido sobre a interseção do segmento [x) z] e uma curva 

de nível de valor maior e próximo que f (xu). 

Definição 4.4 (Coite 6-eficiente) 

Dado 6 E (0, I), xu, z E IBn tais que f (z) > f (xu) e (s i  (xu), z - xu) < O 

Define-se um corte &eficiente como: 

<si ( Xs), . X -  ?o>< O 

onde Xs E (x)z) esatisfaz f(xu) 5 f( Xs), f (Xs) -  f (xu)  5 6  ( f(z)- f (xu)) 

Na definição acima também poder-se-ia considerar, para indicar proximidade, a 

seguinte relação: 

11 X-Zsll < t511xu-211, onde X E ( X ~ , Z )  esatisfazf(X)=f(xu)<f(Xs). 



Figura 4.2 Corte &eficiente 

A seguir, apresenta-se um algoritino de bisseção para determinar um corte 

&eficiente c(x) para 6 E (0, l) .  

(O) Início 

xn = xU, xh = Z 

(1) Processo 

Enquanto f (xh) - f (?cr1) 1 6 ( f  ( z )  -.f (xu)), fazer 

i":= (x" - xh)/2 

Se f (xn') =.f (xu), 

h então, x" = x := xn' 

caso contrário, se f (x'") <f (xu) 

então, x" := x ni 

caso contrário, xh := x"' 

fim-se 

fim-se 

fim-fazer 
h 

C ( X )  = (s,. (xb), X - X ) 



Teorema 4.7 

Dado 6 E (0,1), xu, z E IBn tais que f (z) > f (xu) e (s, (xu), z - xu)  < 0. O 

algoritmo 4.2 gera um corte &eficiente num número de iterações não maior que 

[ I  log2(1/s) 11 + 1 

( [I a I ]  : parte inteira de "a") 

Prova: 

Denotando por xai e xbi OS correspondentes valores de xa e xb na i-ésima 

iteração. Inicialmente, tem-se xaO = xu e xbO = Z. Tratando-se de um algoritmo de 

bisseção, tem-se: 

I 1  xbi+~ - [ I  = 1/'2 [ I  Xbi - 11 "i (4.9) 

xai , xbi E [xU, Z ]  Vi (4.10) 

f (xai) I f (xU) 5 f (xbi) 5 f (z) Vi (4.11) 

Dado que o algoritmo não cicla ele termina em alguma iteração k E IN tal que: 

f (xbk) - f  (x") 5 6 Cf(4 - f  (4.12) 

De (4.12) e do passo (1) do algoritmo, segue-se 

xbk E (xU, Z)  (4.13) 

Assim, de (4.11), (4.12) e (4.13) o corte gerado no algoritmo define um corte 

&eficiente. 

Agora, estimaremos o valor de k. 

Sendo f convexa com constante de lipschitz L f ,  segue-se de (4.9): 

f ( x b ) - x a )  L b - x a  ' ( ~ 1 2 ~ ) ~ - x  "i 

De fato, 3 q E IN tal que 

(Lf /2'? I l  a - xull 5 s Cf(4 - f  (~"1)  

Assim, de (4.14) e (4.19,  tem-se: 

I f  (xb9 - f  (xa9 1 ' 8 - f  (xU)) 

Isto é, o algoritmo termina em alguma iteração k I 17 

Por outro lado, de (4.15) e da lipschitzianidade de f ,  tem-se: 

(Lf/27) 112 - xull 5 s V ( z )  - f (xu)) I s Lf IIz - xUII 



donde 

Assim, considerando o menor 17 que satisfaz (4.15) e sendo k 5 17 _ segue-se da relação 

acima por contradição: 

Observação 

O corte &eficiente não elimina pontos desejados, i.é. não elimina pontos em 

Nesta seção apresenta-se uma nova versão do algoritmo de subgradiente. A nova 

versão considera teste de otiinalidade mais abrangente que a proposta em [BDW 911 e 

usa o chamado corte 6-eficiente para acelerar a convergência. 

Algoritmo 4.3 

( O )  Início 

escolha x1 E IB" 

fixe k:= 1 ,  K : =  I 

( 1 )  Calcule 

*f* (k)  := inin {.f K ( ~ )  : x E IB1') =.f K(z) 

A(k) :=,f (xk) -,f, (t) 

(2) Teste de otiinalidade 

Se xk verifica alguma das seguintes condições: 

(2.1) O E 6,.f (xk) 

(2.2) s,; (x/? 5 O V i  tal que xl' = 1 ou s,., (xk) t O V i  tal que x l =  O 

(2.3) A(k) = O 

(2.4) 3 j  E ( 1  ,..., k-1) tal que (s;(xJ),x/ ') t ( .vl  (xJ)),  x J )  

então, pare, xk é solução ótima 

(3) Próximo ponto 

Enquanto f (z) >,f (xk) 

K : = K + l  

Se (.vl (x"), z - x") 2 O 

Calcule um corte eficiente 

caso contrário 

Calcule um corte 6-eficiente r," (via algoritino 4.2) 



fim-se 

z : =  arginin {fK(x) :  x E IF) 

fim-enquanto 
xk+l .- .- z 

K = K + ~ ,  k = k + 1  i r a  (1) 

Comentário 

1) A escolha do ponto inicial x1 E IB" pode ser feito via heurística. Uma heurística 

altamente eficiente e rápida é proposta no Capítulo V. 

2) A variável k indica o número de pontos viáveis iteradas e a variável K indica o 

número de cortes considerados no modelo f ". De fato, K 2 k isto porque o modelo 

pode considerar cortes &eficientes os quais são definidos pelo geral ein pontos não 

viáveis. 

3) O cálculo de z E IB1' (passos (1) e (3)) corresponde a um problema inin-inax 0-1 e 

pode ser resolvido, por exemplo, via algoritino enuinerativo. 

4) Pelo passo (3) a seqüência de pontos satisfaz: 

A seguir, estuda-se as condições de otiinalidade usadas no algoritino. 

A condição de otiinalidade dada no passo 2.1 foi estudado na primeira seção, 

como foi visto esta condição é pouco prática. Uina outra condição equivalente porém 

mais abrangente de se verificar foi proposto em [BDW 911 e é apresentado no seguinte 

teoreina 

Teoreina 4.8 (C.N. S.  de Otiinalidade) 

x* E ~(PNLII-O i) S.S.S. 3 s = (si,. . . ,s,) E a,..f (x*) tal que: 

.rj 5 O Vi tal que xl* = 1 

si 2 0 V i  tal que xi* = O 

Prova: 

ver [BD W 9 1 ] 



Assim, a condição suficiente dada no passo (2.2) segue-se diretamente do 

teoreina aciina. 

Teorema 4.9 (C.S. de Otimalidade) 

Se A(k) = O z xk E O(PNLII-01) 

Prova: 

Denotando por 7111, o valor K no passo (I), isto é: 

f*(k) = inin {f "'qx) : x E IB" ) (4.16) 

De fato 

.f ̂ @I 2.f (x) b'x E IB", b ' ~  (4.17) 

em particular, para K = m/, e x* E O(PNLI1-01) segue-se de (4.16) e (4.17) 

.f* 2.f 

Por outro lado, sendo x* E O(PNLI1-Ol), tein-se: 

f (x*) 2.f (xk) b'k 

Da hipótese do teoreina e do passo (I), tein-se: 

A(k) = f (2) -.f* (k) = O 

i.é. ,f (x17 =.f*(4 

donde por (4.18) e (4.19) segue-se: 

.f (xl') = f  (x*) 

i.é. xk E O(PNLI1-01) 

A seguir, apresenta-se uma condição de otiinalidade mais abrangente que a 

proposta no teoreina 4.4 

Teoreina 4.10 (C.S. de Otimalidade) 
. . 

Dado k E IN, k >  1. Se 3.j E ( 1  ,..., k -  1) tal que (.v,. (xj),xk) k)2 (s,. (xJ),xJ) 

3 xk E O(PNLI1-01) 



Prova: 

Denotando por 17, o valor de K quando xk foi gerado, i.é. 

xk = arg inin { f 'Ik (x) : x E IB1'} 

e 

f (xk) 2,f (x) 'dx E IB" 

Por outro lado, sendo f "  uina aproxiinação inferior linear por partes da função 

objetivo discreta, então para qualquer K 2 1 verifica-se: 

em particular, para K-= 17, segue-se da relação acima e de (4.20) 

,f 'Ik (xk) <f (x) 'dx E IB" (4.21) 

como o modelo f 'Ik para K-> 1 considera todos os hiperplanos suporte e os cortes 

eficientes e 6-eficientes quando xk foi gerado, então 

i n a x ~ ~  { , f  (xi) + (S (xi), x - x;)} I ,f I1k (xk) ~x E IB" (4.22) 

Seja j E { 1,. . ., k - 1 } tal que (s,. (x.3, xk) 2 (.r,. (xJ), xJ), então segue-se de (4.22) 

.f (xJ) 5.f (xj) + (d (xJ), xk - XJ) <,f (2) 

donde por (4.21), tem-se 

.f (x 9 5.f (x) V x  E IB" 

Por outro lado, pelo passo (3) do algoritino, tem-se 

Como j E { 1,. . ., k - 1 ) , segiie-se da relação acima 

. f (x ') 2, f (xk) 

Logo, de (4.23) e (4.24), tem-sef (xk) 2.f (x) 



Observação 

Dada xl,. . ., xk a seqüência de pontos gerados pelo algoritmo, se 3 j  E { 1,. . ., k - 

1 ) tal que x j = xk então, segue-se do teoreina a c h a  que xk E O(PNLI1-O 1). Isto é, o 

teoreina 4.4 é uina conseqüência do teorerna 4.10 

Termina-se este capítulo com o seguinte teoreina de convergência. A prova do 

inesino segue-se imediatamente da observação acima e do fato de que IB" é finito. 

Teorema 4.1 1 (Convergência) 

O algoritino 4.3 converge para uma solução ótima para PNLII-O1 num número 

finito de passos. 



É coinprovado que os diversos algoritinos exatos para resolver PNLII-O1 são 

altamente custosos e a maioria deles são sensíveis em tempo de processamento ao 

ponto inicial escolhido ([GR 831, P D W  911, [CHJ 901). Considerando estas duas 

dificuldades, neste capítulo desenvolve-se um método aproximado, rápido e eficiente 

que usa o conceito de Linearização Seqüencial e Região de Confianga. O método a cada 

iteração determina o próximo ponto a iterar como o melhor ponto encontrado pela 

resolução de uma seqüência de modelos locais. Cada modelo local corresponde a 

otimizar uma aproximação linear da hnção objetivo (linearização inexata) sujeito a um 

domínio discreto limitado por regiões específicas de confíança. 

O presente capítulo é organizado como segue. Na primeira seção, apresentam-se 

Condições Suficientes de Otimalidade de primeira ordem para PNLTT-O 1. Na segunda 

seção, introduz-se o modelo local. A variação e discretização do raio de confiança é 

estudado na terceira seção. Na quarta seção, resolve-se o modelo local. Finalmente, 

apresentam-se dois algoritrnos, basicamente estes diferem na atualização do raio de 

confiança. As experiências numéricas deste método sobre dez problemas de até 1024 

variáveis são apresentadas no seguinte capítulo mostrando a sua grande eficácia. 

Verificar condições de otimalidade necessárias e suficientes para a classe de 

problemas da programação não linear inteira é em geral tão difícil quanto o problema 

em estudo. Nesta seção, apresentam-se condições suficientes de otimalidade menos 

abrangente, porém fáceis de se verificar. 



Teorema 5.1 

Seja 6 =  min(f(x)-f*:f(x)>f*,xtIHZ] e s s ~ d , . f ( ~ ) .  

Prova 

De (5.1): 

( S J - % ) L 6  Vx G 13" 

Sendo f convexa em IR" , segue-se da definição de subgradiente discreto Definição 

4.2) e da relação acima: 

em particular, a relação acima é válida para x* E O(PNLII-O 1) 

i.é. 

f*>f(-.)4 

3 

donde pela definição de 6 tem-se X E O(PNLII-01) 

O teorema acima estabelece uma condição suficiente de otimalidade. Algumas 

vezes 6 pode ser determinado facilmente, por exemplo, se f é polinomial com 

coeficientes inteiros pode-se fixar 6 como a unidade. Quando o cálculo de 6 torna-se 

tão difícil quanto o problema em estudo, pode-se considerar a seguinte condição 

suficiente de otiinalidade menos abrangente, porém mais fácil de verificar-se: 



Teorema 5.2 

Seja X=(%,  ,..., X7J E I ~ '  e s=(s l  ,..., s,) E d , f ( d )  

Se Xi= 1 V tal que si l O 

Z;=O i talque si>O 

então, Z é solução ótima de PNLII-O 1. 

Prova 

Seja x = (xl,. . . ,xT7) E IB7' qualquer, então 

77 - 
(s, x - X ) = C si (xi - 

i=l 

Por outro lado, de (5.2) e (5.3) : 

Assim, de (5.4) e (5.5): 

Como (5.6) é válido para qualquer x E I g ,  então 

~ x E I B *  (s,X- X ) > o  

Seja F = min ( f ( x )  - f * : f (x) > f ', x E IB"} 

de fato, F > O a menos que f seja linear em x E lBn. Assim, de (5.7) e do teoreina 5.1 

segue-se que X E O(PNLlI-O 1). R 



5.2. O MODELO LOCAL ML (2, y) 

Uma aproximação local de f em Xk E IBn é dada pela seguinte fùnção linear 

f(Xk)+(s(x">,x-P) 

onde s (Xk) E ar f (Xk) 

Assim sendo, um modelo linear inteiro para PNLII-O1 no ponto Xk, é dado por: 

É fácil verificar, desde o Corolário 5.2, que o modelo acima proporciona um 

limite inferior e superior para o valor ótimo f * de PNLII-01. 

De fato, o modelo linear acima pode ser ruím para PNLII-01, isto segue-se 

porque a aproximação linear é relativamente boa localmente. Razão pela qual considera- 

se o seguinte modelo linear local para algum y > 0: 

que por sua vez é equivalente a: 

Na flosofia da região de confiança, o parâmetro y (raio da região de confiança) 

deve ser variado de forma que o modelo seja confiável. Isto é, que ML(Xk, y) gere uma 

melhor solução que Xk. 



Variação 

Se y = O z D(ML(x~, y)) = (xk) 

Se y 2 & z D(ML(X~, y)) = IBTZ 

Isto segue-se de: 
k - ininx.IB'l IIx - x 11 - O 

max, ~lx -211 = S 

Em outras palavras, pode-se considerar O < y < i/n 

Discretização 

O seguinte teorema mostra que para alguns valores de y os correspondentes 

ML,(xk, y) são equivalentes. 

Teorema 5.3 

Se y E [&m [ para algum j E IN+, O < j < n então, os problemas ML(&~) e 

ML(2, f i  ) são equivalentes. 

Prova 

Basta provar que D(ML(xk>?)) = D(ML,(xk,d&, pois ambos têm a mesma função 

objetivo. 

Sendo y > 6 então: 

Antes de mostrar-se a outra inclusão, veja-se a seguinte afmação: 

k Sejam r = (xl ,.. .,xrt), xk= (x; ..., x,~ ) E I P  tais que x + xk, então 

~ Z E I N + , I < Z < ~  taisque 1 l x - 2 1 1 = J i  



Prova da Afirmação 

Se x # xk z 3 1 E LN+, 1 < 1 5 n tal que exatamente 1 coordenadas de x 

diferenciem de xk. Sejam ditas coordenadas 

. . 
2 1 ,  Zz,..., il 

Por outro lado 

Se k k 2 -  x j=xj  q x j - x j )  - 0  

Se k k 2 -  xj # xj z (xj - xj ) - 1 

De (5 .8)  e (5 .9 )  segue-se 

Retomando a prova do Teorema 

Seja x E D(ML(X~,  y)), x +xk, então x satisfaz 

De (5 .10)  e da afirmação acima, tem-se: 

~ Z E I N + ,  1 < 1 < n  talque Ilx-211 = a s y  

Além disso, sendo 1 E IN+, e y E [A,  m[ então 4 < f i  . Assim, x satisfaz 

Isto é, x E D w ( x k ,  f i  )) 

O Teorema a c h a  diz que a busca do raio da melhor região de confiança esférica 

corresponde a "n" valores de y ( y  = fi, fi ,. . .,.&). 

O seguinte resultado mostra que o modelo local ML(xk, 6) para j E ( 1 , .  . . ,n) 

pode ser resolvido através de uma seqüência de problemas mais simples 



Teorema 5.4 

Seja uma solução ótima qualquer de: 

MLI@, I I T )  : min (s  v ) ,  x) 

s.a.: Ilx - 211 = & 

x E IBn 

para i = 1 ,..., j, então { F1 ,..., n 0(ML(xk, $1) + 4 

Prova 

Suponha o contrário, i.é. { d , . . . , } n 0(ML(xk, $1) = 4 (5.11) 

=3 2 e 0(ML(xk, $1) Vi= 1, . . . , j  

Seja X* uma solução ótima qualquer de ML(& 6 )  , então da relação acima segue-se 

<s (21, x*) < (s ( 4 ,  xi> V i =  1, ..., j (5.12) 

Por outro lado, como x* E D(ML(~, $)) , então 

3 1 E {l,. .  ., j } tal que Ilx* - 211 = fi 

donde pela definição de x' tem-se a seguinte contradição com (5.12) 

(S V) ,  X') 5 (S ( 4 ,  x*) 

logo de (5.1 1) tem-se: 

{ F1 ,..., i j }  n 0(ML(xk, $1) # 4 

Agora, estabelece-se um teorema que determina uma solução ótima para 

problemas da forma MLI(~~,  y). 

Teorema 5.5 

Seja j E IN+, 1 2 j n e c E IRn. O seguinte problema 



tem uma solução ótima x* dada por 

k 1-xi para i=l ,  h = l ,  ...,j 
xi = ( 

X: outro caso 

onde Zh corresponde aos j primeiros elementos da seqüência 

Pi,...,Ps qii-.-iqr 

e a sequência (pi) ordena de maior a menor o valor absoluto das coordenadas de 

c = (c,,. . .,c,,) com índices em P 

k P= {i E { I  ,..., n}  : ci(l /2 - x i )  5 O }  

isto é, 

I C& I I I V p i  ipi+l E P 

e a seqüência (qj) ordena de menor a maior os valores absolutos das coordenadas de 

C = (cl,. . .,C,,) com índices em Q 

Q = ( ~ E  ( 1 ,  ..., nf :cj(1/2-xik)>O) 

isto é, 

Prova 

Se IIx* - $11 = 6- x e x se diferenciam somente em j coordenadas. Assim, 

toda solução ótima de p(xk, $) difere em j coordenadas de 2. Isto é, toda solução 

ótima 2 de p(xk, 6) é da forma dada em (5.13). 

Resta mostrar que as j coordenadas de x* que diferem de xk correspondem 

aos índices I I  ,. . ., 4. Antes de continuar a demonstração veja-se a seguinte afirmação: 



Afirmação 

onde A? corresponde ao conjunto de todas as permutações de j elementos do conjunto 

{i, ... ,H>. 

Prova da Afirmação: (por absurdo) 

Para j = n é trivial, veja-se o caso j < n. 

Suponha-se 3 1' = (lIf,. . . , I j ' )  E L' tal que 

Sem perda de generalidade, suponha que 1 = (II, ..., 4) e 1' diferem numa 

coordenada, para mais um elemento diferente segue-se a prova em forma similar: 

Assim de (5.14) tem-se 

Por outro lado, é fácil verificar desde as hipóteses de (pi) e (qi) que: 

Sendo ll ,...,h os j primeiros elementos da seqüência 

Se j < s , então 

3 V > J tal que P, = 1,: de onde segue-se de (5.16) uma contradição com (5.15) 



3 77 5 t tal que q,  = 4 de onde segue-se de (5.17) uma contradição com (5.15) 

3 3 77 2 1 tal que q, = lj, de onde segue-se de (5.17) e a definição de P e Q uma 

contradição com (5.15) 

Continuando a demonstração do Teorema. 

Suponha-se que 3 x' E D(P(~< J)) tal que 

ctx' < cfx* 

Mostra-se por contradição que a relação acima é impossível de se verificar. 

De (5.18): 

Sejam li,. . . ,1; os índices das j coordenadas que diferem x' de xk . Então, de (5.19) 

segue-se: 

k k Como x;, = 1 - x,,, e xii, = 1 - xli t fh  = 1,. . . , j 

então de (5.20) segue-se: 

o qual pela afirmagão acima é um absurdo. 



É evidente que para j = 1,. . . , n o Teorema 5.5 determina tuna solução para 

cada valor de j a um mesmo custo coinputacional que para j fixo. Para isto, basta 

escolher os j primeiros ( j  = 1,. . . , n) elementos da seqüência p, ,p,,. . . , p, , 41,. . . ,q, 

previamente determinada. Assim, o maior custo coinputacional para resolver 

ML(xk,  fi) corresponde a determinar p,, . ..,p, , q,, . . . ,g, , que por sua vez corresponde 

a urna ordenação de "n" elementos. Isto é, achou-se um algoritmo de complexidade 

~ ( n  log n) ([AHU 741) para resolver ML(xk ,  fi) . 

Considerando as seções anteriores, dois algoritmos podem ser estabelecidos. O 

primeiro parte de uin ponto inicial e o próxiino ponto é determinado como a solução do 

modelo local associado ao ponto anterior (ponto inicial) para um raio de cod?ança que 

permita uma solução de descida. O procedimento prossegue até satisfazer alguma regra 

de parada, aqui considera-se o teste de otimalidade apresentado no Teorema 5.2 e um 

teste de parada heurístico que é satisfeito quando não é possível achar uma solução de 

descida. 

O segundo procedimento aproveita o fato de que o custo computacional de 

resolver o modelo local para um raio fixo é o mesmo que para diversos valores do raio. 

Isto é, dado um ponto inicial, o próxiino ponto é determinado como a melhor solução 

de descida do modelo local para os diversos tamanhos da região de confianqa 

(7 = &, . . ., &) , o procedimento prossegue até satisfazer alguma regra de parada, 

considera-se o mesmo teste de parada que o primeiro algoritmo. 



Algoritmo 5.1 

(O) Iniciar 

escolha x0 E IB" 

fixe k: = O. 

(1) Teste de otiinalidade 

se xk verifica a hipótese do Teorema 5.2 

3 xk é solução ótima. 

(2) Busca de uma solução de descida 
k 2.1 fixe y:=x , i : = l  

2.2 enquanto i < n  e f (y )>  f ( s k )  

fazer Seja y uma solu$io ótima de ML(xk, &) 
(resolver via Teorema 5.5) 

i:= i + l  

fím fazer 

(3) Teste de parada 

Se f (v> < f (xk> 

então 
k+l = y ; k = k + l ;  ir(1) 

caso contrário, 

pare, xk é uma sol~ção heurística. 



Algoritmo 5.2 

(O) Iniciar 

escolha x0 E IB" 

fùre k:= O. 

(1) Teste de otimalidade 

se xk verifica a hipótese do Teorema 5.2 

3 xk é s01ução ótima. 

(2) Busca de uma solução de descida 

2.1 fixey:=xk 

2.2 para i:=l até n 

fazer Seja z m a  solução ótima de ML(x k ,  &) 

(resolver via Teorema 5.2) 

se f ( z ) < f ( ~ ) = v = z  

fíin fazer 

(3) Teste de parada 

Se f ( y ) < f ( x k )  

então 

xk" = y ;  k = k + l ;  ir(1) 

caso contrário, pare, xk é uma solução heurística. 



Foi desenvolvido o sistema NIRF'ACK para resolver problemas da 

Programação Não Linear Restrita e Irrestrita Inteira 0-1. O sistema implementa os 

métodos desenvolvidos nesta tese. Isto é, o método de Penalidade Booleana 

(implementou-se o algoritmo 3.2) para resolver problemas da classe PNLI-O 1, o método 

de Subgradiente com Corte Eficiente (implementou-se o algoritmo 4.1) e a heiirística de 

Região de Confianga (implementou-se o algoritmo 5.2) para resolver problemas da 

classe PNLlI-O 1. 

NIRPACK foi programado em Fortran F77L3 e contém 9 módulos de 

programas, cada um dos quais contém um grupo de subrotinas usadas para propósito 

especial. A relação entre estes módulos mostra-se na figura 6.1. 

O NIRPACK é acessível a computadores pessoais da IBM (ou compatíveis) 

DX 386 ou DX 486 com pelo menos 1Mbyte de memória RAM e co-processador 

matemático. 

Todas as Experiências Numéricas apresentadas nesta tese foram realizadas em 

IBM PC DX 486 compatível com 8 Mbytes de memória RAM e 5OMHz. 

A seguir, descreve-se sumariamente a função de cada módulo do NIRPACK. 



Sistema L- 
Penalidade Booleana Subgradiente com 1 

Corte Eficiente I 

Teste de 

Otimalidade 

(TEST) 

-1 Objetivo 

Defina 

Subgradiente r 

Heurística de Região 

de Confiança 

(H-O 1) C 
Argumento 

(SHELL M) 

Teste de 

Otimalidade 

(TEST J3) 

Figura 6.1 Estrutura do Sistema NIRPACK 



PRI-O 1 

FUNC 

CSG 

PI-o 1 

TEST 

MM-O 1 

H-o 1 

(módulo 1): 

Este módulo principal tem por objetivo resolver problemas da classe PNLI- 

0 1 via método de Penalidade Booleana (algoritino 3. z do Capítulo III) 

(módulo 2): 

Este programa é definido pelo usuário para definir a hnção objetivo. 

Quando o problema é da forma PNLI-01, define-se a funcão objetivo para 

um parâmetro t dado como: 

max ( f (x) - t, F 1 (x), . . . , Fm(x)} 

(módulo 3): 

Este programa é definido pelo usuário para definir o subgradiente da função 

objetivo. 

(módulo 4): 

Este módulo principal tem por objetivo resolver problemas da classe PNLII-01 via 

método de Subgradiente com Corte Eficiente (algoritmo 4.1 do Capítulo TV) 

(módulo 5): 

Este módulo verifica se o atual ponto iterado satisfaz as condições de 

otimalidade apresentadas no algoritmo 4.1 (ver Capítulo IV) 

(módulo 6): 

Este módulo principal tem por objetivo resolver os sub-problemas Min-Max 

lmear inteiro 0-1. O programa chama o HiPERLTNDO (LINDO versão 

1984-9 1) para encontrar uma solução inteira. 

(inódulo 7): 

Este módulo principal tem por objetivo resolver problemas da classe PNLI- 

0 1 via Heurística de Região de Confiança (algoritmo 5.2 do Capítulo V) 

SHELL M (módulo 8): 

Este programa ordena, do menor ao maior, o valor absoluto dos elementos 

de um vetor dado, pelo índice. Isto é, o programa define um vetor VI, tal 

que dado um vetor de custo VC (vetor a ordenar) tem-se: 

I VC (VI (i)) I I ( VC (VI (i + 1)) ( tl i 

TEST H (módulo 9): 

Este programa verifica se o atual ponto iterado satisfaz as condições de 

otimalidade apresentadas no algoritmo 5.2 (ver Capítulo V) 



Em qualquer estudo computacional, é importante obter uma ampla variedade 

de problemas testes sobre a classe de problemas em estudo. É claro que os problemas 

na classe PNLI-O1 são considerados em geral de complexidade NP, porém alguns 

problemas podem ser mais difíceis de resolver que outros. Em Programação Não Linear 

Inteira, o tamanho do problema é somente um dos muitos fatores para medir o grau de 

dificuldade de resolução do problema, este fator é frequentemente dominado pela 

estrutura da função objetivo e/ou restrições. O grau de não linearidade e as 

dependências das variáveis são outros fatores para medir o grau de dificuldade da 

resolução do problema. Uin problema de pequeno tamanho pode ser significativamente 

mais dificultoso de se resolver que um problema relativamente grande. Como reporta 

Crowder e Dembo [CD 1, em geral existem dois tipos principais de problemas; aqueles 

que são problemas representativos do mundo-real e aqueles que são gerados 

aleatóriamente. Embora problemas do mundo real sejam geralmente representativos do 

comportamento do mundo real, eles são dificilmente colecionáveis. Entretanto, 

problemas aleatórios são relativamente fáceis de gerar, eles somente representam uma 

classe especial de problemas. 

Considerando os fatores mencionados acima e a dificuldade de se obter 

problemas representativos do mundo real, foram selecionados e gerados os seguintes 

problemas testes. Indicam-se por F.O., F.R. e S.O. a função objetivo, a(s) 

restrição(ções) e a solução ótima respectivamente. 

Prob 1: 

F.O.: ~ x ~ - 1 . 8 ~ x i + 0 . 8 1 n  
i=l i=l 

S.O.: x i = l  i =  1, ..., n 

Prob 2: 

?1 n-1 1112 

F. O.: 2&: + Cxixi, - 2~( l .9x2 ,_ ,  + 1 . 1 ~ ~ ~ )  + 1.205n 
i=l i=l i=l 

S. O.: x2i-l = 1, xZi = O i = I, ...,% 



Prob 3 : 

F.O.: T(xi-0.9yX 
i=l 

S.O.: xi = 1, i =  1, ..., n 

Prob 4: 

n n 

F.O.: - 0.8xxi +0.16n 
i=l i=l 

S.O.: xi = O  i = 1, ..., n 

Prob 5 : 

% n 

F.O.: 0 .4x (x i  -0.6)'+0.6 x ( x i  -0 .4 )~  
i=l i=%+l 

S.O.: xi = 1 i = 1, ...,: 

Prob 6: 

i=l  
S.O.: ~ , ~ - , = l  paraalgum j ~ { l ,  ... >n /2}  

x i = O  ou 1 para i ~ { l ,  ..., n}\{j} 

Prob 7: 

F. o . :  &2xi -1)~ + 2(3x: -112 
i=l i=g+l 

Prob 8: 

n/: n n 

F.O.: x ( 2 x i  - I ) ~ +  z ( 3 ~ ? - 1 ) ~ + n x ~  
i=l i=g+l i=l 

s.o.: xi = i  ou O v i < %  



Prob 9: 

F. O.: 5 ( 0 . l Y  + 2 ( 1 . 1 ~  
i=l i=%+l 

s.o.: x i = i  v i < %  

xi = O v i > %  

Prob 10: 

C xi C .i 
F.O.: (O.l)i=I +(l.l)i=' 
S.O.: x j = l  paraalgum j ~ { l ,  ..., n} 

xi = O  para i ~ { l ,  ..., n}\{j} 

Prob 11: 

% % 
F.O.: I ( l + ~ ~ ~ ) + ~ x ~ - ~  / ( l + ~ , ~ ) ~  

i=l i=l 

% 
F.R.: z ( - 1 ) i x ~ i / ( l + x 2 i ) + g < 0  

i=l 

S.O.: xqi-2=l ' v ' i ~ { l , 2  ,..., $1 

x~~ = O 'v' i E {1,2, ...,:I 

X2i-i = o 'v' i E {1,2 ,..., $1 

Prob 12: 

% 
F.R.: C(-1)'xzi ~ ( l + , ~ ) + g  5 O 

S.O.: xqi-,=O V i < $  

x4i-, = 1 'v' i < : 
x4,-, = 1 V i 5 

x~~ = O V i < $  



Prob 13: 

F.O.: X ( X , - ~ ) ~  
F.R.: x i+&xx . .<& para i = l ,  ..., f 

?+I 

&xn+i-xi < O  para i = 1, ...,$ 
2 

S. O.: xi = 1 'V'isZ 2 

Prob 14: 

F.O.: x ( x i - 1 )  2 

>I  

F.R.: z x : < n - 0 . 5  

2 x x > ( x j  -1) <n-0.5 para j =  1, ..., n 
i=l 
i#j  

S.O.: x,  = xl = O para algum j,l E {l,...,n} 

xi = 1 'V' i ~ { l  ,...,n}\{Z, j} 

Prob 15: 

F.O.: x ( x i  - 1)2 

n-1 

F.R.: Ceqi'+l < (n  - 3)e2 + 2e 

?I 

x x , ?  + ( x j  -112 <n-0.5 'V'' ~{2,4,6,  ..., n} 
i=l 
i# j 

S. O. : x,~+, = O para algum i < 
xi = 1 'V' i E {l,,..,n} \ { j }  

O número de variáveis "n" em todos os problemas é considerado par e maior 

que 3. Nos problemas 6, 1 1 e 12 é considerado "nu múltiplo de 4. 

Os problemas 1,2, 3 e 4 foram tomados de @3DW 911, o problema 11 é uma 

extensão do problema 6 considerado em P F  741 e o problema 13 é uma extensão do 

problema 8 considerado em [Ch 871. Note que um esquema de arredondamento 



aplicado a solução ótima dos problemas relaxados podem conduzir a uma solução não 

ótima além de estar muito longe da solução ótima do problema inteiro. Assim, por 

exemplo, a solução ótima do problema relaxado correspondente ao problema 8 é dado 

por 'i = 0.5 'V' i 5 % x. I = b' i > %, um esquema de arrendondamento 

conduz à seguinte solução não ótima Xi = 0 OU 1 i 5 , xi = 1 'd i > g. 

6.3. RESULTADOS NUMÉRICOS 

Notações Gerais: 

prob: #problema teste 

n: # variáveis 

m: #de restrições 

iter: # de iterações 

CPU: tempo de processamento (segundos) 

f * : valor ótimo da fuiição. 



Notações: 

sol: 

test: 

dd: 

indica tipo de sol 
= opt: solução ótima 
= heu: solução heurística 
indica se verifica teste de otiinalidade 
= N: não verifica 
=V:  verifica 
indica valor do parâinetro 6 (ver teste de otiinalidade do algoritino 5.1) 

TABELA 6.1 Resultados numéricos da heurística de região de confiança (Algoritmo 5.2) 

prob 

1 
1 
1 

2 
2 
2 

3 
3 
3 

4 
4 
4 

5 
5 
5 

6 
6 
6 

7 
7 
7 

8 
8 
8 

9 
9 
9 

1 O 

1 O 

1 O 

n 

128 
512 
1 024 

128 
5 12 
1024 

128 
5 12 
1 024 

128 
512 
1 024 

128 
512 
1 024 

128 
512 
1 024 

128 
5 12 
1 024 

128 
5 12 
1024 

128 
512 
1 024 

128 
512 
1 024 

dd 

0.2 
0.2 
0.2 

0.2 
0.2 
0.2 

0.0 
0.0 
0.0 

0.2 
0.2 
0.2 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 

1 .O 

1.0 
1 .O 

1 .O 

1.0 
1.0 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 

sol 

OPt 

O P t  

O P t  

O P t  
OPt  
OPt 

O P t  
OPt  
OPt 

OPt  

OPt 
OPt  

O P t  

OPt 

OPt  

OPt 
OPt 

OPt  

O P t  
OPt  
OPt  

OP* 

OPt  
OPt  

OPt  

OPt 

OPt 

OPt  
O P t  

OPt  

test 

V 
V 
V 
N 
N 
N 
N 
N 
N 
V 
V 
V 

V 
V 
V 

V 
V 
V 
N 
N 
N 
V 
V 
V 

V 
V 
V 

N 
N 
N 

CPU(sg) 
0.05 
0.93 
3.85 

0.11 
2.20 
8.84 

O. 11 
1.82 
7.19 

0.0 
0.0 
0.0 

0.06 
0.60 
2.53 

0.05 
0.77 
3.13 

0.0 
0.49 
2.14 

0.0 
0.0 
0.0 

0.06 
0.77 
3.13 

0.11 

1.1 
2.53 

iter 

2 
2 
2 

2 
2 
2 

2 
2 
2 

1 
1 
1 

2 
2 
2 

2 
2 
2 

1 
1 
1 

1 
1 
1 

2 
2 
2 

2 
2 
2 

f *  
1.28 
5.12 
10.24 

39.04 
156.16 
312.32 

0.275767 
1.1030705 
2.2061 1 

20.48 
81.92 
163.84 

6.79936 
27.1974 
54.39488 

0.0 
0.0 
0.0 
128 
512 
1 024 

128 
5 12 
1 024 

70.3999 
281.6001 
563.14983 

1.2 
1.2 
1.2 



6.3.2. ALGORITMO DE SUBGRADIENTES COM CORTE EFICIENTE 

dd: sub-estima o valor min { f *' - f (x) : f (x) > f *, x E I g )  parâmetro 

usado no teste de otirnalidade (ver algoritmo 5.1). 

df valor do parâmetro S na definição do corte Beficiente considerando a 

função objetivo no conceito de proximidade. 

dx: valor do parâmetro 6 na def íção  do corte &eficiente, considerando a 

variável x no conceito de proximidade. 

TABELA 6.2 Resultados numéricos do algoritmo de subgradiente com corte eficiente 

(Algoritmo 4.1) 

prob 

1 
1 
1 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
5 
5 
5 
6 
6 
6 
7 
7 
7 
8 
8 
8 
9 
9 
9 
10 
1 O 
10 

dd 

0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.0 
0.0 
0.0 
0.2 
0.2 
0.2 
0.0 
0.0 
0.0 
1.0 
1.0 
1.0 
1 .O 
1.0 
1.0 
1.0 
1 .O 
1.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

n 

3 2 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
32 
64 
128 

dx 

0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 

d f 

0.5 
O. 5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
O. 5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 
0.5 

CPU(sg) 
0.0 
0.06 
O. 16 
2.64 
2.91 
3.46 
3.02 
3.46 
4.67 
1.59 
1.76 
1.92 
0.0 
0.05 
0.22 
0.0 
0.06 
O. 11 
1.27 
1.32 
1.48 
0.0 
0.06 
0.11 
0.0 
0.16 
0.66 
1.32 
1.42 
1.71 

iter 
O 
O 
O 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
1 
1 
1 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
1 
1 
1 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
1 
1 
1 

f * 
0.32 
0.64 
1.28 
9.76 
19.52 
39.04 

0.06894 
0.13789 
0.27577 

5.12 
10.24 
20.48 

1.69984 
3.39 

6.79936 
0.0 
0.0 
0.0 
32 
64 
128 
32 
64 
128 
17.6 
35.2 
70.4 
1.2 
1.2 
1.2 



6.3.3. Algoritmo de Penalidade Booleana 

Notações: 

dd: sub-estima o valor min { f * - f (x) : f (x) > f *, x E IBn) parâmetro 

usado no teste de otimalidade (ver algoritmo 5.1). 

d f: valor do parâmetro 6 na definição do corte 6-eficiente considerando a 

fiinção objetivo no conceito de proximidade. 

dx: valor do parâmetro 6 na definição do corte 6-eficiente, considerando a 

variável x no conceito de proximidade. 

y rob 

11 
11 
11 
12 
12 
12 
13 
13 
13 
14 
14 
14 
15 
15 
15 

TABELA 6.2 Resultados numéricos do algoritmo de Penalidade Booleana (Algoritmo 3.2) 



CAPITULO VI1 

CONCLUSÕES E PESQUISAS FUTURAS 

Foi introduzida uma nova penalidade chamada de Booleana para Prograinação Não 

Linear Inteira 01 (PNLI-01). A referida penalidade permite transforinar o probleina 

PNLI-O1 no cálculo da menor raíz de uma função monótona não crescente. 

Foram desenvolvidos dois algoritinos de Penalização Booleana para resolver PNLI- 

01. As experiências nuinéricas sobre o Algoritino 3.2 registradas na Tabela 6.3 do 

Capítulo VI mostram relativamente baixo custo coinputacioilal. 

A grande dificuldade dos alçoritinos de Penalização Booleana é avaliar a função de 

penalidade. Tal avaliação corsesponde a resolver um problerna da Prograinação Não 

Linear Inteira Irrestrita (PNLI-O 1). 

Um inétodo exato, tipo feixe, com corte eficiente é desenvolvido para resolver 

PMLII-01. As experiências numéricas sobre problemas de ate 128 variáveis 

confirinain a eficiência dos cortes e tornam este método eficiente e competitivo. 

Ein consideração ao alto custo coinp~itacional e à sensibilidade em tempo de 

processamento ao ponto inicial escolhido dos diversos algoritinos exatos para 

resolver probleina da forina PNLII-O1 foi desenvolvida uina heurística de Região de 

Confiança rápida e eficiente. 

Entre as fiituras pesquisas encontra-se a discretização do parâinetro t argumento da 

Penalidade Booleana (ver seção 5.3 do Capítulo V). 

Do resultado em (6) segue-se que os alçoritmos de penalização têm complexidade 

O(n O(PNLI1-Ol)), onde O(PNLI1-01) é a coinplexidade de resolver PNLII-01. 

De forina similar ao algoritino de subgradiente, pode-se entender os diversos 

métodos feixes para resolves PNLII-01. Deve-se então determinar condições de 

otiinalidade prática e avaliar o custo de calcular o próximo ponto, tanto como sua 

velocidade de converçêilcia. 
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