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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários 
para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D. Sc.). 

José Ramón Arica Chávez 
FEVEREIRO, 1995 

Orientadora: Profa. Susana Scheimberg 
Programa: Engenharia de Sistemas e Computação 

O problema de Programação Matemática de Dois níveis (PPDN) é um 
modelo de jogo líder-seguidor, no que as jogadas são seqüênciais e não se 
permite cooperação. Pode-se formular como uma seqüência de dois problemas 
de otimização, onde a região de restrições do primeiro está implicitamente 
determinada pelas soluções do segundo. 

O PPDN é, em geral, um problema de programação não diferenciável e não 
convexo. Vários algoritmos hão sido estabelecidos para casos particulares. No 
entanto, não existem condições de otimidade para o caso geral. 

Neste trabalho, baseados na análise da função marginal do seguidor, no con- 
texto da não diferenciabilidade, propõe-se uma condição necessária de otimi- 
dade (do tipo Karush-Kuhn-Tucker). Assume-se a condição de regularidade de 
calma para o PPDN, assim como, condições de segunda ordem para o problema 
do seguidor. 

Por outro lado, formula-se um algoritmo de descida viável para o trata- 
mento numérico do PPDN. Este algoritmo está baseado numa aproximação 
aqui proposta para o gradiente generalizado da função marginal do seguidor e 
usa os códigos Foitran NLPQL1 e BTNC, para minimização de programas não 
lineares (pelo método seqüência1 quadrático) e miniinização de programas não 
diferenciáveis sem restrições (misturando o algoritmo de feixes com técnicas 
de região de confiança), respectivamente. Assume-se convexidade para o prob- 
lema do seguidor. 

Apresentam-se finalmente, antes das conclusões, resultados numéricos de 
alguns testes feitos usando o algoritmo proposto. 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partia1 fulfillment of the 
requirements for the degree of Doctor of Science (D. Sc.). 

THE BILEVEL PROGRAMMING PROBLEM: OPTIMALITY 
CONDITIONS AND A NUMERICAL APPROACH 

José Ramón Arica Chávez 
FEBRUARY, 1995 

Thesis supervisor: Prof. Susana Scheimberg 
Department : Engenharia de Sistemas e Computação 

The Bilevel Programming Problem (BLPP) is a model of a leader-follower 
game in which play is sequential and cooperation is not permited. It can be 
formulated as a sequence of two optimization problems, where the constraint 
region of the first is implicitly determined by the solution to the second. 

The BLPP is, in general, a nonconvex and nondiff erentiable programming 
problem and severa1 algorithms have been stated for particular cases. However, 
there do not exist optimality conditions for the general BLPP. 

In this work, based on the analysis of marginal function of the follower, 
in the context of nondifferentiability, it is proposed a necessary optimality 
condition ( of Karush-Kuhn-Tucker type), under regularity condition of calm 
for the BLPP and second order conditions for the follower problem. 

On the other hand, it is proposed a feasible descent algorithm to numeri- 
cally treat the BLPP. This algorithm is based on an approximation formulated 
here for the generalized gradient of the marginal function of the follower and 
uses the Fortran codes NLPQLI and BTNC, to minimize nonlinear programs 
(by the sequential quadratic method) and unconstrained nondifferentiable pro- 
grams (combining the bundle concept with trust region methods), respectively. 
Convexity is assurned for the follower problem. 

Finally, before the conclusions, results of some numerical experiments using 
the propose algorithm are shown. 
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Introdução 

O Problema de Programação Matemática de Dois Níveis (PPDN) pode ser 
formulado, informalmente, da seguinte forma 

min 
(Z,Y)EX X R ~ Z  F(x, y) 

onde, X C IR"1 e para x E X, fixo, y é uma solução do programa 

As funcões envolvidas supoEm-se adequadamente diferenciáveis. O primeiro 
nível do problema (que envolve as funções F e G) é denominado problema do 
lz'der e o segundo nível (que envolve as funções f e g), problema do seguidor. 
A variável x é chamada variável do líder 

O PPDN surge naturalmente em diversas áreas relacionadas à Otimização: 
transportes, problemas de economia, otimização de formas e outras (ver, por 
exemplo, Anandalingam-Friesz [AFI] , Kolstad [KOl] , Kolstad-Lasdon [KLl] 
e Outrata [OT2], [OT4]). Diferentes abordagens e vários algoritmos têm sido 
propostos para a análise e tratamento numérico do problema. Têm-se, as- 
sim, entre outros trabalhos interessantes o de Bard-Falks [BFl], que estuda 
o caso linear usando uma formulação que permite aproveitar conceitos de 
separabilidade e técnicas (heurísticas) do tipo branch and bound, para de- 
terminar soluções globais do PPDN; de Silva-McCormick [dSMl], que usa 
resultados de sensibilidade não linear para determinar, sob certas hipóteses, 
derivadas direcionais da função do líder em termos da derivada da resposta do 
seguidor; Ishizuka- Aiyoshi [IA11 e Loridan-Morgan [LMI] , que embora difer- 
entemente, usam dupla penalidade (penalizam os problemas do seguidor e do 
líder); Kolstad-Lasdon [KLl], que, sob certas hipóteses, usam informação da 
derivada da resposta do seguidor aplicada ao caso de grande porte; e, Outrata 
[OT2], [OT4] e Dempe [DEI], que analisam o problema vía não diferenciabili- 
dade, usando uma formulação equivalente em termos da função marginal (ou 
função valor extremo) do problema de seguidor. 

Só ultimamente, o estudo de condições de otimidade vem sendo tratado. 
Alguns trabalhos nesse sentido são os de Chen-Florian [CFl], Dempe [DE21 e 
Outrata [OTl], [OT3], [OT4]. 

Em geral, o PPDN é um problema complexo. Resulta ser não diferenciável, 
não convexo e tem sido provado que, mesmo no caso linear, é NP-hard (ver, 
por exemplo, Hansen- Jaumard-Savard [H JS I]). A não diferenciabilidade e não 
convexidade fazem muito dificil estabelecer condições suficientes de otimidade, 
assim como estudar soluções globais. De fato, neste trabalho, propõem-se 
condições necessárias para mínimos locais. 



O trabalho aqui apresentado tem dois objetivos fundamentais: 

e Estudar condições necessárias de otimidade para o PPDN. 

e Fazer uma proposta de um algoritmo de descida para a solução desse 
problema. 

No Capítulo I, apresenta-se formalmente o problema, reformulando-o em 
termos da função marginal do seguidor, que é analisada no contexto da análise 
não diferenciável. O resultado principal deste capítulo, a Proposicão 1.3.7, 
estabelece uma estimativa do gradiente generalizado da funcão marginal do 
seguidor. 

O Capítulo 11, trata das condições de otimidade. Estuda-se a existência 
de multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker, sob a condição de qualificacão 
de calma (no sentido de Clarke [CLl]). Mostra-se, também, porque não 
são adequadas condições de qualificação tipo Mangasarian-Fromovitz [MAFl] . 
O resultado principal deste capítulo, o Teorema 2.3.6, estabelece condições 
necessárias de otimidade para o PPDN. Um exemplo simples ilustra este re- 
sultado. Estudam-se, também, alguns casos particulares do PPDN, sendo que 
os respectivos resultados são compatíveis com resultados de trabalhos de abor- 
dagem análoga (Dempe [DE21 e Outrata [OTl], [OT2], [0T3]), se bem obtidos 
a partir de um contexto mais geral. Formula-se, por último, uma caracterização 
do cone de direções viáveis de descida para o PPDN. 

No Capítulo 111, apresenta-se uma abordagem numérica, para o caso em 
que o problema do seguidor é convexo. Sendo o PPDN um programa não 
diferenciável e não convexo, com restrições, e, desde que, os códigos existentes 
tratam problemas não difesenciáveis, mas sem restrições, reformula-se neste 
capítulo o PPDN vía um problema min-max. Neste contexto, considera-se o 
problema como membro de uma família de programas parametrizados, que 
são resolvidos numericamente usando uma extensão do Algoritmo dos Centros 
de Huard [HUl], desenvolvida por Kiwiel [KII] (aqui, adequadamente modifi- 
cada). Prova-se que, quando o parâmetro tende a zero, as solucões perturbadas 
geram pontos viáveis que fornecem uma subsequência convergente a um ponto 
estacionário do PPDN. Finalmente, mostram-se os resultados numéricos obti- 
dos da aplicação do algoritmo de descida proposto a alguns exemplos existentes 
na literatura. Usa-se, para o tratamento numérico, o código BTNC (Outrata- 
Schramm-Zowe [OSCHRZI], Schramm-Zowe [SCHRZl]), gentilmente fornecido 
pelo Prof. Jiri Outrata. Este código é uma rotina FORTRAN para o método 
BT (B de bundle e T de trust) que é uma modificação do Método de Feixe (ver, 
por exemplo, Hiriart-Urruty-Lemaréchal [H-ULEl]) para funções não difer- 
enciáveis e não convexas sem restrições. 

Enceria-se este trabalho com a apresentação de algumas conclusões. 



Capítulo 1 

Formulação do Problema de Programação Matemática de Dois 
Níveis 

Neste capítulo, na seção 1 .l, apresenta-se formalmente o Problema de Programação 

Matemática de Dois Níveis (PPDN). Introduz-se uma reformulação do PPDN em ter- 

mos da função marginal (ou função valor extremo) do seguidor que permite considerar 

o problema como se fosse um programa matemático de um nível só. Esta reformulação, 

com estrutura mais conhecida, tem, naturalmente, um preço a ser pago, pois a função 

marginal resulta, em geral, sendo não diferenciável. Estabelecendo-se, assim, a neces- 

sidade de desenvolver conceitos relacionados ao gradiente generalizado de Clarke para 

formular algoritmos de descida para a solução do problema. Isto é tratado na seção 1.2. 

Na seção 1.3, apresenta-se o resultado principal deste capítulo, a Proposição 1.3.7, onde 

se estabelece uma estimativa do gradiente generalizado da função marginal do segundo 

nível. Por ú ltimo, na seção 1.4, sob hipóteses mais exigentes (convexidade do prob- 

lema do seguidor e a condição de qualificação de Mangasarian-Fromovitz estrita para 

este) obtem-se resultados adicionais sobre a diferenciabilidade da função marginal do 

seguidor. 

1.1 - Preliminares 

O PPDN formula-se da seguinte forma: 



(PPDN)  : min 
(1:,y)EXxRn2 

F(x, Y) 

onde X C D C IRn1. D é um conjunto aberto e X fechado, F, f : D x IRn2 + IR, 

G : D x IRn" Em' , g : D x R"+ IRm2, tal que F e G são continuamente dife- 

renciáveis, entanto que, f e g duas vezes continuamente diferenciáveis em D x .En2. 

A função F é chamada função objetivo do problema de primeiro nível (ou problema 

do líder) e f e g, respectivamente, a função objetivo e função das restrições do problema 

de segundo nível (ou problema do seguidor). 

Neste trabalho serão usadas as seguintes definigões e notações: 

Região de restrições do (PPDN): 

Região viável do problema do seguidor: 

Dado x E D, 

Conjunto de reação racional do problema do seguidor: 

Dado x E D, 



Região viável do (PPDN): 

S := {(x, y) E S/y E O(x)}. 

Notar que se pode escrever (PPDN), de maneira equivalente, como 

O problema do seguidor pode ser visto como um problema de programacão 

paramétrica, parametrizado pela variável do líder, x, i.e., dado x E X, pode-se escrever 

o problema do seguidor como 

Considerando (P,), pode-se definir a função marginal do problema do seguidor 

v : D -+ R U  {-w, +w) como: 

v )  := inf f(x,y), 
Y E Y ( x )  

sendo v(x) := f w, se Y(x) = 0. 

Em geral, a função marginal é não diferenciável e, mesmo sendo (P,) convexo, 

pode ser não convexa (poderia inclusive não tomar valores finitos). Para garantir um 



comportamento adequado de v, impõe-se a seguinte condicão de limitação inferior a 

(PPDN): 

Hipótese 1.1.1 Para cada 5 E D e a E R, existe e > O tal que o conjunto 

Esta hipótese assegura que (ver Rockafellar[ROS] , [R04]): 

v(x) > -m,'v'x E D; 

v é semicontínua inferior em D (embora possa toma o valor +m); 

0(x) é não vazio e compacto, para x E D tal que v(x) < +m. 

Além disso, sob a Hipótese 1.1.1, o problema (PPDN) é equivalente ao problema 

( P l )  : min 
( x , y ) € X x R n 2  

F(x, Y)  

Como se pode observar, o problema (PPDN) formulado como (Pl), tem a forma 

usual de um problema de programação matemática, mas, é claro, que nesta formulação 

se tem introduzido não diferenciabilidade. Temos, em conseqüência, que (PPDN) é, 

em geral, um problema não diferenciável. Resultados sobre a continuidade da função 

marginal podem ser encontrados em Hogan [H011 e Gauvin-Dubeau [GDl]. Na próxima 

secão discutimos a diferenciabilidade da função v. 



Observação 1.1.2 Alguns problemas relacionados à existência de solucões do prob- 

lema (PPDN) podem surgir (ver, por exemplo Loridan-Morgan [LMl]). Assumir-se-á, 

neste trabalho, que (PPDN) tem solução. 

1.2 - Gradiente Generalizado: Conceitos Básicos 

Como se tem visto na seção anterior, a presença da função marginal v no problema 

(P I), equivalente ao problema (PPDN), o torna, em geral, não diferenciável e, mesmo 

no caso em que as funções F, f e g sejam convexas, não convexo. Na medida em 

que qualquer método de descida para (Pl), envolve necessariamente algum tipo de 

diferenciabilidade das funções que o compõem, esta seção está dedicada a discussão 

desta propriedade para a funcão marginal v.  Apresentam-se, assim, a seguir, alguns 

conceitos da Análise Não Diferenciável (ou não suave) que ajudarão nesta discussão 

(ver Clarke [CLl]). 

Seja a função h : Z C Rn -+ R. Diz-se que h é Lipschitz de módulo k > O em Z, 

se 

Analogamente, diz-se que h é Lipschitz próxima de xo (de módulo k), se existe 

E > O tal que h é Lipschitz de módulo L na €-bola aberta centrada em xo . Finalmente, 

diz-se que h é localmente Lipschitz em 2,  se h é Lipschitz próxima de cada ponto x E 2. 

Seja h Lipschitz próxima de xo de módulo L. A derivada direcional de Clarke (ou 

derivada direcional generalizada) de h em xo na direção p E IRn, define-se como 



hO(xo; p) := lim sup 
h(x + t p )  - h(x) 

x--xo t 

Éfácilverque IhO(x~;~)l  Ikllpll, ' d p ~ l R ~ .  

Observação 1.2.1 Desde que as hipóteses feitas sobre (PPDN), em (1.1.1)) incluem 

diferenciabilidade contínua das funções envolvidas, estas são localmente Lipschitz em 

D x Bn (corolário da Proposição 2.2.1, Clarlte [CLl]). 

O gradiente generalizado de h em xo está definido por 

onde < -, - > denota o produto interno usual em IRn. Prova-se que 

onde i2 é o conjunto onde h é não diferenciável (que tem medida de Lebesgue nula) e 

Conv denota a envoltória convexa. 

No caso em que h é uma fun~ão convexa, ah(xo) coincide com o conjunto subdife- 

rencial de h em xo. 

Se h é Lipschitz próxima de xo de módulo k ,  tem-se que ah(xo) é não vazio, convexo 

e compacto, com I I [ I I  5 k ,  para todo [ E ah(xo). Cumpre-se, também, que h O ( x ~ ; ~ )  é 

a função suporte de ah(xo), i.e., 

h O ( ~ 0 ; ~ )  = max < [,p > . 
E E a h ( x o )  



Se h é uma fungão convexa, hO(xo; p) coincide com a derivada direcional clássica: 

ht(xo ; p) := lim 
h(xo -i- tp) - h(xo) 

tu' t 

O seguinte exemplo mostra algumas diferenças entre h0 (xo ; P) e h' (xo ; P). 

Exemplo 1.2.2 (Scheimberg [SCH 11) 

(i) Existência de h0 mas não de h': 

Seja 

A função h é Lipschitz próxima de xo = 0, com k = 4 , 3 h ( 0 )  = [-&?,d] e 

hO(O; -1) = z/Z. Mas não existe o limite 

iim (O - t, - (O) = lim sen(1n t), 
t i o  t t .lo 

i.e., não existe h'(0; -1). 

(ii) Existência de h0 e h', mas h0 < h' 

Seja 



A função h se diz regular no sentido de Clarke em xo, se hl(xo; p) existe e é igual a 

~ O ( X ~ ; ~ ) ,  para todo p E lRn. Diz-se que a função h é estritamente diferenciável em xo, 

com derivada estrita Vh(xo) E Rn, se para cada p E IRn, tem-se 

lim h(x + tp) - h(x) 
x--+E0 t = < Vh(xo),p >, 
t10 

onde a convergência é uniforme em p, para p em conjuntos compactos. Segue-se que se 

h é continuamente diferenciável em X O ,  então é estritamente diferenciável. Cumpre-se, 

também, que h é estritamente diferenciável em xo e Vh(xo) = [ se, e somente se, h é 

Lipschitz próxima de xo e ah(xo) = {[I. 

Dado um conjunto C C lRn, a função distância de x a C se define por 

dc(x) := inf ( (x -c ( (  , x € E n .  
c E C  

A funqão distância é Lipschitz de módulo 1 em lRn. Cumpre-se que adc(x) = 

{Vdc(x)) = {O), para x E int(C) (onde int(C) denota o interior de C). Quando C é 

um conjunto convexo, dc(x) é uma funcão convexa. 

Dado x E C C lRn, o cone tangente de Clarlce a C no ponto x, Tc(x) define-se 

como 



É claro que zero pertence a Tc(x). Prova-se que Tc(x) é um cone convexo e fechado. 

Quando x E int(C), satisfaz-se Tc(z) = R*. 

Desde que 

obtém-se que 

Outras caracterizações do cone tangente de Clarke podem ser encontradas em 

Clarke [CLl] e Aubin-Ekeland [AEl] . 

O cone normal a C no ponto x,  Nc(x), define-se como o cone polar de Tc(x), i.e., 

Prova-se que Nc(x) é o fecho do cone gerado por 8dc(x), i.e., 

(onde a barra superior significa fecho). 

Observe-se que O E Nc(x) e se x E int(C), então Nc(x) = {O}. 

Por outro lado, diz-se que um vetor n é perpendicular a C em x E C, e se denota 

por n l C ,  se existe e', tal que n = x' - x e arg rnincEc Ilx - c11 = 1x1 (notar que 

dc(x'> = Ilnll). 



Verifica-se que 

Frequentemente, quando se faz referência a Nc(x), assume-se que C é um subcon- 

junto próprio de Rn e que x é um ponto da fronteira de C. Neste caso, sabe-se que 

adc(x) # {O), consequentemente Nc(x) # {O) (Teorema 2.5.6, Corolário 1 e Corolário 

2, Clarke [CLl]). 

No caso em que C é um conjunto convexo, Tc(x) e lVc(x) coincidem com os 

cones tangente e normal no sentido de análise convexa, respectivamente. Na figura 1.1 

mostram-se alguns cones tangentes no sentido de Clarke e os respectivos cones normais. 

/ 

Figura 1.1 - Cones tangentes e Normais no sentido de Clarke 

Notar que se x é um ponto da fronteira de C, então 



De fato, dado p E int(Tc(x)), existe uma vizinhança de p, tal que U(p) C 

Tc(x), de onde, usando (1.2.1), tem-se 

< J, w > 2 0, b't E ddc(x), b'w E U(p). 

Supor que exista [ E ddc(x){\O) tal que < t, p >= O. Considerar E > O, tal que 

p + ez C U(p), onde B := {y E aZn/J(yII < I). 

Tomar W = p + cq, com q = E/II[II, então < t,W > = E < [, q > = c1[[1[ > O. Mas 

isto é uma contradição com (1.2.4). Consequentemente, a relação (1.2.3) se satisfaz. 

A seguinte proposição prova que a relação (1.2.3) é válida quando Nc(x) substitui 

ddc (x). Adicionalmente, estabelece que a recíproca também se verifica. 

Proposição 1.2.3 Seja x E C C lRn um ponto fronteira. Então 

Prova: (=+-) A prova é análoga a da relacão (1.2.3), acima, usando o fato de que 

&(x) = u~>dad , (x ) .  - 

(e) Seja P tal que < [, p > < 0, b't E Nc(x) \ {O). Supor que p int(Tc(x)). 

Então, dado i E N, existe qi E p + (i) B ,  tal que < ti, qi > > O,  para alguma ti t 



adc(x) c Nc(x). Desde que Nc(x) é um cone e ri # 0, para todo i, tem-se que 

{ti/ll[ill)i~~ c Nc(x). 

Portanto, desde que a esfera unitária é compacta e Nc(x) é fechado, tomando 

subseqüências se necessário, conclui-se que 

Por outro lado, como < (i/lltill,qi > > O, para todo i, passando ao limite, tem-se 

que < ( , p  > > 0, com J e Nc(x) \ {O). Mas isto é uma contradição com a hipótese. 

Daqui, p E int(T,(x)). 

1.3 - Gradiente Generalizado da Função Marginal do 

Seguidor 

Nesta seção apresentam-se estimativas da derivada direcional de Clarke e do gradi- 

ente generalizado da função marginal do seguidor sob condições de primeira e segunda 

ordem. Segue-se, para isto, os trabalhos desenvolvidos por [CFl], Gauvin-Dubeau [GDl] 

e Rockafellar [Rol], [R03], [R04]. 

Dado x E X, considerando o problema do seguidor (P,), definido pela relação 

(1.1.2)) e a função ordinária de Lagrange associada, dada por 

define-se o conjunto de multiplicadores de primeira ordem de (P,) associado a y E Y(x) 

14 



como 

Notar que, desde que y E Y(x) e n > 0, cumpre-se que 

onde I(x, y) := {i/gi(x, y) = 0). 

Precisar-se-á do conceito de multiplicadores de segunda ordem, analisado por Rock- 

afellar [R03], [R04]. Previamente, é necessário introduzir a definição de seqüência de 

subespaços { ~ j )  C IRn2 convergentes ao subespaço M quando j -+ co, no sentido 

que 

Toda seqüência de subespaços de IRn2 tem uma subseqüência convergente neste 

sentido (Rockafellar [R03]). 

Para cada y E Y ( x ) ,  considerar M(x,  y) como a coleção de subespaços M C Rn2 

que se podem expressar como limites de subespaços M J  , no sentido anterior, onde 

M' = {W E Rn2/ < w , v ~ ~ ~ ( x ' , ~ ' )  > O,Vi E I(x,Y)}, 

com (xj , yj) - (x, y). 



É claro que M ( x ,  y )  contém o subespaço 

Pode-se estabelecer que qualquer outro subespaço M E M ( x ,  y )  está contido em T ( x ,  y )  

e tem dimensão, ao menos, n2 - II(x,  y ) ] ,  onde II(x, y)l é o número de índices em I ( x ,  y). 

O conjunto de multiplicadores de segunda ordem de (P,) associado com y  E Y ( x ) ,  

define-se como 

2 
a E n ' ( ~ , ~ ) /  M E M ( x , y )  tal que 

< w , ~ ~ , l ( x ,  y, a ) w  >$ 0,Vw E M 

Os conjuntos de multiplicadores singulares de primeira e segunda ordem, 
1 2 1 2 no(", y) e n ( z ,  y ) ,  definem-se de maneira análoga a I I ( x ,  y) e n ( z ,  y ) ,  respecti- 

O 

vamente, mas a função Lagrangeano ordinário é substituída pelo Lagrangeano singular: 

10(x ,y ,a )  :=< a , g ( x , y )  >, para ( y , a )  E Bn2 x RT2. 

Necessitar-se-á, ainda, de um outro conjunto de multiplicadores relacionado à 

funcão Lagrangeano aumentado: 

[ai + rgi (z ,  Y)] :  - [*i + rgi(x,  y)12 
2r i= 1 



para (y, 71, r) E .Rn2 x .Rm2 x .R+, onde [a]+ := max{a, O),  para a E E. 

O conjunto de multiplicadores aumentados associado a y E Y (x), define-se corno 

n E lRm2/ (y, n) é um ponto sela de 

La(x ,  -, e ,  r), para r suficientemente grande 
. (1.3.3) 

Prova-se (observação da Proposição 5, Rockafellar [R03]) que 

I 
1 

71 E n ( x ,  y)/ y é um minimo local de 

.,r) + i( C bi(x7 .)I;+ 
i E I o ( z , y , ~ )  

Uma condição suficiente para a otimidade local de y, no problema (P,), é 
a 

n ( x ,  y) # 0 (Rockafellar [Rol]). Outras relagões entre os conjuntos de multiplieadores 

definidos acima e condições de qualificação estão dadas nas proposições seguintes. 

Proposição 1.3.1 (Teorema 1, Proposição 7, Rockafellar [R02]) 

Para quaisquer x E X e y E Y(x), as seguintes proposições são equivalentes. 

(ii) A condição de qualificação de Cottle se cumpre para (P,) no ponto y, i-e., não 

existe 71 # O solução do sistema C riVygi(i ,  y) = O,  n > 0. 
i E I ( z , y )  



Seja y E Y ( x )  uma solução ótima local de (P,). Então (i) e (ii) são equivalentes a 

1 

(iii) n ( x ,  y) é não vazio e limitado (e daqui, compacto, pois é fechado). 

Observação 1.3.2 A Proposição 1.3.1 é proposta originalmente por Rockafellar, 

para programas matemáticos que possuem restrições de igualdade e desigualdade ((P,) 

só tem as últimas restrições). Portanto, em (iii) aparece a condição de qualificação de 

Mangasarian-Fromovitz (C QMF) em vez da de Cottle (ambas são equivalentes quando 

não existem restrições de igualdade). 

Lembrar que a CQMF se cumpre para o programa 

(P) : min J ( y )  
yERn2 

no ponto jj, se {VL (g)}:Ll é linearmente independente e existe um vetor z, tal que 

<VH;(g) ,z> < O ,  'die {i/H;(z) =O}, 

<VLj(j7),z> = O ,  'dj, 

onde se assume a diferenciabilidade continua para todas as funções H; e L,i. 

Proposição 1.3.3 (Teorema 2, Rockafellar [R04]). As seguintes propriedades se 

satisfazem: 



2 2 

(i) Os conjuntos de multiplicadores de segunda ordem n ( x ,  y) e I I o ( x ,  Y)  são fecha- 

dos. 

2 2 

(ii) Seja y t Y(x) uma solução ótima local de (P,). Se TI (x, y) = {O), então n ( x ,  y) 
o 

é não vazio e limitado (daqui, compacto). 

2 

Observasão 1.3.4. Notar que se a condição de qualificação (x, y) = {O} se sa- 
o 

2 

tisfaz, então (ii) estabelece, em particular, que n ( x ,  y) # 0 é uma condição necessária 

para a otimidade local de y E Y(x) para (P,). 

A seguinte proposição fornece uma condição suficiente para a existência de v0 (x; p). 

Proposição 1.3.5 (Teorema 5, Rockafellar [R04]). Seja x E X e Y(x)  # 0. Se 
2 

para todo y E O(%), n 0 ( x ,  y) = {O}, então v é finita, Lipschitz próxima de x e,  para 

todo p E iRnl, satisfaz-se que 

~ O ( X ; ~ )  5 max max < p, V,l(x, y, n) > . 
yEO(x)  , E ~ - I ~ ( X , ~ )  

Este resultado é uma generalização do Teorema 5.1, Gauvin-Dubeau [GDl], onde 
1 

se toma a condição de qualificação de primeira ordem n o ( x ,  y) = {O}. 

Proposição 1.3.6 (Teorema 7, Rockafellar [R04]). Seja x E X e Y(x) # 0, Se 
a 

para todo y E O(I), I I ( x ,  y) # 0, então, dado p t Wnl ,  existe t O(x) tal que 



Consequent emente, 

v+(z;p)> inf sup < p , V d ( x , y , ~ ) > ,  
'E0(") T E ~ . ( X , ~ )  

onde V + ( X ; ~ )  e v+(x;p) denotam as derivadas direcionais inferior e superior da 

Hadamard, respectivamente, definidas por 

v+ (x ; p) : = lim inf 
v(. + tp') - V(%) 

t P' -+P 
9 

t L 0  

vS(z;p) := limsup V(.: + tp ' )  - v(x) 

Na seguinte proposicão se estabelece uma estimativa do gradiente generalizado 

uv(x), análoga à dada no Teorema 5.3, Gauvin-Dubeau [GDl], mas em termos de 

condiqões de segunda ordem. 

Proposição 1.3.7 Seja xo E X e Y(xo) # 0. Se para todo y E O(xo), nz(z,  y) = {O), 

então 

Adicionalmente, se O(%) é semicontínua inferior em xo e para todo y E O(xo) se 
2 a 

verifica que I I ( x o ,  y) C I I ( x o ,  y), então a igualdade se cumpre em (1 -3.6). 



Prova: 

Seja [ E dv(xo) e p E lRnl, então < J ,p  > 5 v0(xoiP) e, de (1.3.4), 

Da Hipótese 1.1.1 e da Proposição 1.3.3 - (ii), tem-se, respectivamente, que O(xo) 
2 

e n ( x o ,  y), para todo y E O(xo), são compactos. Então, usando o fato de serem as 

funções f e g duas vezes continuamente diferenciáveis, obtém-se que o conjunto 

é fechado, pelo que da desigualdade anterior e do Teorema 1.3.1, Rockafellar [ROO] , 
resulta que 
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Assim, a primeira parte da proposição está provada. 

Para provar a segunda parte, observar que, usando a Proposição 1.3.5, tem-se que 

v é finita e Lipschitz próxima de xo, portanto, vO(xo;p) é finita para todo p E -Rn1. 

Então, 

e, da definição de v+(xo ; p), existem seqüências pj -i p e t j  L O, tal que 

Notar que x j  := xo +tjpj  -t ao e +c0 > v(xj) --t (xo). 

2 

Considerar, arbitrariamente, yo E O(xo). Da Proposição 1.3.3, ~ ( x o ,  y) # @. 
2 a a 

Então, desde que ~ ( x o ,  yo) C ~ ( x o ,  yo), obtém-se que ~ ( X O ,  yo) # 0. 

Seja E na (xo  , yo). Então, de (1.3.3)) existe uma vizinhança U( yo) de yo e > 0, 

tal que 

Desde que x j  -4 xo e yo E O(xo), usando a semicontinuidade inferior de O(- ) ,  

existe {yj} C .Rn2, tal que yj E ~ ( x j ) ,  para j suficientemente grande, e yj --+ yo . 



Por outro lado, desde que yj E O(xj), para j su-ficicntemente grande, conclki-se 

que 

Notar que 5 E Ha(xo, yo), implica que F > O e Fi = 0, para gi(xo, yo) < O. Daqui, 
m2 

usando (1.3.9), tem-se que ?iigi(z', yi) 5 O. 
i=l 

Portanto, de (1.3.2), 

L , (x~,  yj, a, T )  < f (x j, yj) = u(xj), para j suficientemente grande. 

Desde que yj + yo, pode-se considerar yj E U(yo), para j suficientemente grande, 

então, de (1.3.8), 

Agora, das duas últimas desigualdades, tem-se que 

e, desde que L, é continuamente diferenciável em todas suas variáveis, usando o Teorema 

do Valor Médio, resulta que 



para algum Oj E ( O ,  t j ) .  

Então, 

Desde que n E n a ( z o ,  yo) e yo E O(xo)  foram escolhidos arbitrariamente, resulta, 

da desigualdade anterior e (1.3.7), que 

Tomar 

Daqui, resulta que e E av(xo) .  

Assim, 



Finalmente, de (1.3.11) e (1.3.6), cumpre-se que 

A caracterizacão de dv(xo) obtida no Teorema 5.3, Gauvin-Dubeau [GDl], baseia- 

se na condição de qualificação de independência linear dos gradientes das restricões 
1 

ativas do seguidor (que implica, por exemplo, n ( x o ,  y) = {r), Vy E O(xo)). Observar, 

pois, que sendo uma condição de primeira ordem, pode ser bastante exigente. Notar, 

por outro lado, que a condição de semicontinuidade inferior de O(.) em xo, (hipótese 

da Proposição 1.3.7)) limita a família de problemas para a qual é válida a igualdade em 

(1.3.6). 

A Proposição 1.3.7 está baseada num resultado de Chen-Florian [CFl], mas nesta 
2 a 

versão tem-se incluído a hipótese I I (x0,  y) C JJ(xo, Y), Vy E ~ ( x o ) ,  como forma de 

assegurar a igualdade entre esses conjuntos e fazer com que se satisfaça a relaqão (1.3.12). 

1.4 - Resultados Adicionais sobre o Gradiente Generalizado da 

Função Marginal do Seguidor 

Como é de se esperar, sob hipóteses mais exigentes conseguem-se resultados adi- 

cionais. Nesta seção, impõem-se, de um lado, a hipótese de convexidade do problema 

do seguidor, e de outro, uma condição de qualificação mais restritiva que a CQMF (ver 

Proposição 1.3.1 e Observação l.3.2), denominada CQMF estrita (Kyparisis [KY I]), 

para obter igualdade na relação 1.3.6 sem a exigência da semicontinuidade inferior de 

O(.)- 

25 



1 

Teorema 1.4.1 Seja (P,,) convexo. Se O(zo) # 0 e n o ( x O ,  Y) = {O}, para todo 

y E O(xo), então a derivada direcional (no sentido de Hadamard) de v existe, é finita 

para qualquer p E IRn1 e está dada por 

onde n ( x o )  é O conjunto de soluções do programa dual de (P,,). 

Prova: 

1 

Desde que I I , (xO,  y) = {O}, para todo y E O(xo), usando a Proposição 1.3.1, tern- 

se que n l (xo ,  y) # 0 e compacto, para todo y E o ( % ~ ) .  

Por outro lado, 

implica 

Além disso, desde que (P,,) é convexo, obtem-se (Rockafellar [R04]) 
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Portanto, as hipóteses do Teorema 3, Rockafellar [R04], se satisfazem. 

Daí, segue-se o resultado. 

Considerar o problema 

onde todas as funções são reais e continuamente diferenciáveis. 

Diz-se que a condição de Independência Linear (CIL) se cumpre para (P) no ponto 

Y, se 

é linearmente independente, onde 

Sabe-se que a CIL implica a unicidade dos multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker 

(I< - I< - T) associados a (P) no ponto iJ . 

Kyparisis [KYl] introduz uma condição de qualificação que é mais restritiva que 

a CQMF, mas menos restritiva que a CIL. Esta condicão é chamada de condicão de 

qualificação de Mangasarian-Fromovitz estrita (CQMFS). 



Diz-se que a CQMFS se cumpre para (P)  em v, se 

é linearmente independente e existe x E lRn, tal que 

onde I+(y) := {i E I(y)/ri  > O) e Io(ij) := {i E I(ij)/ri = 0) dependem do multipli- 

cador de I í  - Ii' - T, r, associado as restrições de desigualdade de (P). 

Proposição 1.4.2 (Proposição 1, Kyparasis [KYl]) Seja yo um ponto viável de 

(P) e (ro, Ao)  um multiplicador de Ií  - I í  - T associado, i.e., 

Então, a CQMFS se cumpre em yo se, e somente se, o multiplicador de K - I< - T 

associado, (no, Ao), é único. 



Notar que, desde que a CIL implica unicidade dos multiplicadores de II - II - T ,  

da Proposicão 1.4.2, CIL implica CQMFS. Por outro lado, se yo é solução local de (P),  

a unicidade do conjunto de multiplicadores associado, implica, da Proposição 1.3.1 (iii) 

e Observação 1.3.2, a CQMF. Assim, tem-se que para yo, solução local de (P), 

C I L  ==+ CQMFS =+ CQMF. 

Seja x E X, diremos que a CQMFS se satisfaz para (P,) em y E Y(x), se 

{V,gi (x, g))itrt(,,Y) e linearmente independente e existe z E Rn2, tal que 

Teorema 1.4.3 Seja (P,,) convexo e O(xo) # 0. Se a CQMFS se verifica para todo 

y E O(xo), então se cumpre que 

onde no é o único multiplicador associado a qualquer y E O(xo)(i.e., ~ ( x o )  = {TO}). 

Prova: 



1 A CQMFS implica a CQMF, que, pela Proposição 1.3.1, é equivalente a no (xo , y) = 

{O), para todo y E O(xo). Adicionalmente, a CQMFS também implica que, dado 

y E O(xo), n l (xo ,  y) é unitário. 

Desde que (Pxo) é convexo, cumpre-se que existe no E lRY2, tal que 

Portanto, do Teorema 1.4.1, cumpre-se que 

v(x0 i- tp) - v(x0) 
vl(xo ; p) = lim - - 

t 
min <V,~ (XO,Y,TO) ,P>  

t.I.0 YEO(XO) 

Assim, usando a igualdade anterior e o Teorema 5 ,  Rockafellar [R04], dado p E 

lRni , tem-se que 

v(x0) - ~ ( $ 0  - t ~ )  
-vi(xO; -p) = max < ~ , í ( x o , ~ , ~ o ) , p  >= lim 

y€O(xo)  t l 0  t 

< lim sup - 
v ( x 1  

t p )  - v(x') = vO(xo; p) < max < V, ~(xo, y, TO), p >, 
t yEO(x0) 

então , 

Agora, para E Conv({< VX1(xo, y, TO)/Y E ~ ( X O ) } ) ,  obtem-se que 

30 



1 2 

Por outro lado, desde I IO(xo ,  Y) = I I o ( x ,  Y) = {O), para todo y E O(xo), as 

hipóteses da Proposição 1.3.7 se satisfazem. Portanto, 

Observação 1.4.4 Este resultado é obtido em Gauvin Dubean [GDl] sob a condição 

mais forte de independência linear substituindo a CQMFS . 



Capítulo 2 

Condições Necessárias de Otimidade para o Problema de Pro- 
gramação de Dois Níveis 

Neste capítulo estuda-se a existência de multiplicadores de Karush-Kuhn-Tuclter 

(K - I< - T) como condição necessária para soluções locais de (PPDN). Em con- 

cordância com Chen-Florian [CFl], onde se prova que a condição de qualificação de 

Mangasarian-Fromovitz (CQMF) não se verifica para o caso do problema com funções 

objetivo quadráticas, observa-se na seção 2.1, que tal condição também não se satis- 

faz em qualquer outro caso, para a formulação equivalente (Pl). Estabelece-se, assim, 

a necessidade de propor uma condição menos exigente para a regularidade do prob- 

lema (PPDN). Isto é feito na seção 2.2 onde se introduz o conceito de programa calmo 

(no sentido de Clarke [CLl], Cap. VI), que, entre outros resultados, é implicado pela 

condição de Slater e a CQMF (quando é o caso delas se satisfazerem). Na seção 2.3, sob 

algumas condições de segunda ordem para o problema do seguidor e a de calma para 

o problema (PPDN), estabelece-se o resultado principal deste capítulo a condição de 

K - I< - T para (PPDN) (Teorema 2.3.6). Conclui-se esta seção com a apresentação de 

um exemplo onde se ilustra o referido resultado. Por último, na seção 2.4, estudam-se 

dois casos particulares de problema (PPDN): 

o Conjunto de reacão racional unitário, i.e., O(x) = {y); 

o Problema do seguidor convexo, i.e., (P,) convexo para x E X, fixo. 

Estes casos têm sido estudados, de maneira similar, por Dempe [DE21 e Outrata 

[OT2] (ver também Outrata [OT4], onde programas matemáticos com restrições deter- 

minadas por desigualdades variacionais, formulam-se como programas de dois níveis). 



Há, no entanto, algumas diferencas entre a abordagem deles e a aqui apresentada, sendo 

talvez as mais relevantes, de um lado, a condição de segunda ordem por eles imposta 

sobre o problema do seguidor (condição equivalente à Condição de Regularidade Forte 

de Robinson [RBl]), para garantir, tanto unicidade de O(x), assim como certas pro- 

priedades diferenciáveis da (nesse caso) função resposta do seguidor y(x); por outro 

lado, o fato de aqui se obter resultados análogos aos obtidos por eles, como casos par- 

ticulares do caso geral estudado. 

2.1 - Por Que Não Condições de Qualificação Tipo Mangasarian Fromovitz? 

Para responder esta pergunta se precisará relembrar alguns conceitos e resulta- 

dos relativos a condicões de otimidade para o caso de problemas de programacão não 

diferenciável. Para um estudo detalhado ver Clarlte [CLl] . 

Considerar o problema 

(P) : min J(x) 
xEC 

onde C C D C lRn, C é fechado, D é aberto e todas as funções envolvidas são localmente 

Lipschit z em D . 

Seguindo Clarke [CLl], Capitulo VI, pode-se definir a função Lagrangeano do pro- 

grama (P), como 



Tem-se a seguinte proposição: 

Proposição 2.1.1 (Teorema 6.1.1, Clarke [CLl]) Seja x uma solução ótima local 

de (P). Então, existem X 2 O,  r 2 O e s, não todos nulos, para k suficientemente grande, 

tal que < r, H(x) >= O e 

Observação 2.1.2 

(i) Desde que Nc(x) = u ~ > ~ A ~ ~ ~ ( x ) ,  - tem-se, da relacão (2.1.3), que 

(ii) O vetor (A, r, s) da relação (2.1.4) será denominado multiplicador (este conceito de 

multiplicador é uma relaxação daquele considerado por Clarke [CLl], a partir da 

Proposição 2.1.1). 

(iii) Quando C = lRn e as funqões envolvidas são suaves (i.e., continuamente dife- 

renciáveis) , as relações (2.1.3) e (2.1.4) coincidem e reduzem-se ao resultado clássico 

das condições necessárias de otimidade de Fritz John. 



Os conceitos de conjunto de multiplicadores de primeira ordem, definido pela 

relação (1.3.1)) tanto como o de conjunto de multiplicadores singulares, podem ser 

imediatamente estendidos, a partir da relagão (2.1.4)) à função Lagrangeano definida 

em (2.1.2). Com efeito, seja X >_ O e x viável para (P), defini-se o conjunto de multipli- 

cadores de índice X no ponto x, como 

Observação 2.1.3 O conjunto M'(x) não é o mesmo conjunto de multiplicadores 

ML(X)(S 2 O), considerado em Clarke [CLl], onde 

M ~ ( X )  := {(r, S) E . R i l + j l / O  E a2L(x, A, T, S, L), < r, H(x) > = O, T $ O} 

Verifica-se que M;(X) C ~ " ( x ) ,  VL. 

Notar que em (2.1.5) existem, fundamentalmente, só dois casos distintos: X = O e 

X = 1. Pois, se (X,r,s) é um multiplicador, com X # 0, então (l,r/X,s/X) também o é. 

É claro que O t Mo (I). 

Quando todas as funções envolvidas são suaves, a CQMF e equivalente a MO(x) = 

ni (x) = {O} (ver Proposição 1.3.1 e Observação 1.3.2). Em relação ao problema (Pl)  

(e, portanto, em relagão ao problema (PPDN)), o objetivo imediato é formular alguma 

condição de qualificação que permita assegurar que o conjunto de multiplicadores sin- 

gulares, MO(x), como no caso das funções suaves, seja reduzido ao conjunto {O}. Se se 

tentar fazer isto via a CQMF, ter-se-ia a seguinte extensão, que parece natural para o 

programa (P) em relação ao programa (Pl). 



Definição 2.1.4 Seja 2 viável para o programa (P), onde C C D C Rn, C é fechado, 

D aberto, J, Hi e L j continuamente diferenciáveis, para todo i e todo j , exceto para 

um indice (i.e., para algum ko E (1, . , il) U {I, . , jl)), onde a respectiva função é 

localmente Lipschitz em D. Dir-se-á que a condição de qualificação de Mangasarian- 

Fromovitz extendida (CQMFE) se satisfaz no ponto 2 para o programa (P), se {[-}Fll 

é linearmente independente, para todo (c1, = - , &, ) E aLl (x) x - - x dL j, (z), e existe 

z E int(Tc(%)) tal que 

<%,ri >< O, 'dr; E dHi(iE),Vi E I((x) := {i/Hi(X) = O), 

Observação 2.1.5 

(i) É claro que na definição anterior só se tratará com gradientes generalizados que se 

reduzem ao respectivo vetos gradiente, exceto para o indice /co, onde o respectivo 

gradiente generalizado não será necessariamente um conjunto unitário. 

(ii) A definição acima se tem restringido ao caso em que as funções envolvidas, exceto 

uma, são continuamente diferenciáveis; esta última se assume localmente Lipschitz. 

Esse é o caso do problema (Pl), em que a restrição v(x) - f (x, y) 5 O é localmente 

Lipschitz (desde que se satisfaçam as hipóteses da Proposição 1.3.5 para todo x E 

X), entretanto as outras restrições são pelo menos continuamente diferenciáveis 

(em particular não existem restrições de igualdade). 

Para ilustrar a coerência da CQMFE, mostra-se a seguir que esta é uma condicão 

suficiente para M o  (z) = {O). 



Proposição 2.1.6 Seja 5 uma solução ótima local para (P), onde se satisfazem as 

hipóteses da Definição 2.1.4. Se a CQMFE se verifica em 2 ,  então M0(2) = {O). 

Prova: 

Supor que Mo(?) # {O}. Então, da Proposição 2.1.1, existe (r,s) E lR$ x dl, 
tal que (r, S) # O, < r, H ( ? )  >= 0 e 0 = riyi + x:ll s i i j  + V, para dgunsyi E 

Supor que r = O. Então s  # O e O = x $ l ~ J &  + V. Mas como V # 0, pois, 
i1  

caso contrário, 0 = s j J j  e s # 0, que é uma contradição com linearmente 
j=l 

independente. 

Portanto, v E N c ( x )  \ {O). Daqui e do produto interno pelo vetor z da Definição 

2.1.4, na igualdade anterior, resulta 

de onde, usando o fato de que z E int(T,(x)) e a Proposição 1.2.3, tem-se 

que é uma contradição gerada pela suposição r = 0. 

Então, r # O(i.e, existe ri > O e lii(%) = O), que implica I(z) # 0. 

Desde que I(5) # O,da CQMFE, resulta que 
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que é uma contradicão. 

Consequentemente, Mo ( 2 )  = {O}. 

No que segue, formula-se a CQMFE para o programa (PPDN). Sem perda de 

generalidade e para enfocar a essência do assunto, considera-se que no programa (PPDN) 

não aparecem as restrições do tipo G(x, y) 5 0. É natural considerar que a CQMFE se 

satisfaz no ponto (x,y) para (PPDN), se se satisfaz para (P1) nesse ponto, i.e., se no 

ponto (x,y), viável para (Pl), cumpre-se que existe z = (zx,zY) E int(Tx(x)) x lRn2, 

tal que 

Infelizmente, estas condigões não se verificam, como seria natural, ainda nos casos 

mais simples. Considerar, por exemplo, a seguinte situacão: seja x E X, fixo, e supor, 

a partir da Proposicão 1.3.7, que 

2 1 

Supor, também, que O(2)  = {y) e H(X,~)  = n ( z ,  y) (que é o caso, por exemplo, 

quando (P,) é convexo e f estritamente convexa). 



1 

Além disso, admita-se que II(x, y) = {r} (que ocorre, por exemplo, quando 

{VYgi(x, y ) ) iEr (x ,  y) é linearmente independente). 

Sob essas hipóteses, tem-se que 

onde (r1, - - nml) = n. 

Lembrar que 

Portanto, o sistema em z = (zx, zY) E int(Tx(x) x lRn2 

é equivalente ao sistema 



que é incompatível. 

Portanto, a CQMFE não se satisfaz. 

Para superar as dificuldades assinaladas, é que se propõe, nas próximas seções, uma 

abordagem do estudo das condições de otimidade do problema (PPDN) através de uma 

formulação mais geral, fornecida pelo conceito de problema calmo, estudado por Clarke 

[CLl] e Rockafellar [R02]. 

2.2 - O Conceito de Problema Calmo 

O conceito de problema calmo, aqui discutido, tem sido usado em vários contextos 

e para diversos fins: 

o No contexto da progamação paramêtrica, por Rockafellar [R02], para garantir que 
2 

o conjunto de multiplicadores de segunda ordem n ( z ,  y) seja não vazio (fechado, 

mas não necessariamente compacto - conseguindo, assim, uma formulação mais 

fraca que a estabelecida pela Proposição 1.3.3 (ii)). 

o No contexto do PPDN, por Outrata [OT2], [OT3], em relação à função de pe- 

nalidade por ele considerada no tratamento numérico do problema (PPDN), para 

garantir penalidade exata. 

o No contexto do estudo de condições de qualificação, por Clarke [CLl], para garantir 

M ~ ( A )  = {O) (esta abordagem é a que se tomará como ponto de partida neste 

trabalho). 



Considerar o problema (P), dado pela relação (2.1 .I), como parte da seguinte família 

de programas matemáticos parametrizados 

onde (p, q) E bl+jl , i.e., (P) é o problema (P(0, O)). 

Definição 2.2.1 (Definição 6.4.1, Clarlte [CLl]) Seja x solução de (P). O problema 

(P) é calmo em x, se existem reais positivos E e M, tais que, para todo (p, q) em €13 e 

para todo x' em x + EB, viáveis para (P(p, q)), tem-se 

De maneira análoga à definição da função marginal do seguidor, em 

(1.1.3), define-se a fun~ão marginal para o problema (P(p, q)), como a função 

V : -Ri1+' - _R U {-oo, +oo) tal que 

onde V(p, q) := +co, se o conjunto viável de (P(p, q)) é vazio. 

Proposição 2.2.2 (Proposição 6.4.2, Clarke [CLI]) Seja V(0,O) finito. Supor que 
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lim inf V(P,  q )  - V@, 0) > -00 
( P , ~ ) - ~ ( O J J )  II(P, q)lI 

(o que é verdadeiro, em particular, se V é Lipschitz próxima de O). Então, para qualquer 

solução x de (P), (P) é calmo em x. 

Dir-se-á que o problema (P) é calmo sempre que V satisfaça as hipóteses da 

Proposição 2.2.2. 

Como conseqüência da definição e do corolário do Teorema 2.9.1, Clarke [CLl], 

segue-se o seguinte resultado: 

Lema 2.2.3 Se o problema (P) é calmo, então 

(i) -, .) é semicontínua inferiormente em (O, O) e V 0  ((O, O);  (0,O)) > -w. 

(ii) W ( 0 ,  O) # 0. 

O conceito de problema calmo, como será visto na seção 2.3, fornece uma condição 

de regularidade do problema (P) que é mais fraca que a CQMF (para C = E)  ou que 

a condição de Slater (quando C é convexo, J Lipschitz em C, Hi convexa para todo 

i e não existem restrições de igualdade) - lembrar que a condicão de Slater postula a 

existência de um ponto "estritamente viável": ii E C, tal que H;(ii) < O, Vi.  Com efeito, 

se a condição de Slater se verifica, usando o Corolário 2 do Teorema 6.3.2, Clarke [CLl], 

tem-se que V é Lipschitz próxima de O. Daqui, usando a Proposição 2.2.2, resulta que 

(P) é calmo (na seção 2.3 prova-se que a CQMF implica calma para (P)). 

Como em Clarke [CLl], obtém-se os seguintes resultados: 

Se a condição de Slater é satisfeita para (P), então MO(x) = {O). 
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0 Se M o  (x) = {O) para o problema (P), então (P) é calmo em x. 

A seguinte proposição, usada por Outrata [OT2], [OT3], no tratamento numérico 

do problema (PPDN), relaciona o conceito de calma à penalização exata: 

Proposição 2.2.4 (Proposigão 6.4.3, Clarke [CLl]) Seja (P) calmo e x uma solução 

de (P). Então existe 1ld > O, tal que x é um mínimo local em C para a função h, dada 

por 

2.3 - Condições de Otirnidade Necessárias para (PPDN) 

O conceito de problema calmo, apresentado na seção anterior, tem sido formulado 

de maneira geral. Sob hipóteses adicionais, obtém-se resultados que ajudam a estabele- 

cer as condições de otimidade necessárias para o problema (PPDN), apresentadas nesta 

secão no Teorema 2.3.6. 

Hipótese 2.3.1 (Hipótese 6.5.1, Clarke [CLl]) qo,o) é finito e existe um subcon- 

junto compacto R de C C .Rn e um ilúmero positivo &o, tais que, para todo (P ,  q) em 

€0 B que verifica V ( p ,  q) < q O, O) + €0, o problema (P (p, q)) tem uma solução que 

pertence a R. 

Observação 2.3.2 



(i) A hipótese anterior não exige que (P (p, q)) admita pontos viáveis para todo (p, 

q) próximo de (O, 0); também não exige semicontinuidade inferior de V em uma 

vizinhanqa de (O, 0). 

(ii) Uma condição simples que garante a existência de R e €0 é que J(.) seja compacta 

inferiormente em C, i.e., para cada a! E R, o conjunto {z E C/ J(x) 5 a}  seja 

compacto. 

Denotar-se-á por C o conjunto de soluções de (P) que estão em f2 e por M ; ( x )  o 

conjunto U M; (z) , onde M; (x) foi definido na Observação 2.1.3. ZEC 

Notar que, sob as hipóteses feitas na seção 2.1, existe k > O para o qual a função 

(J,  H, L)( . )  é Lipschitz, módulo &, em urna vizinhança de a. 

Proposição 2.3.3 (Corolário 1, Corolário 2 do Teorema 6.5.2, Clarlte [CLl]) Sob 
6 

a hipótese 2.2.5, para L > L, tem-se 

(i) Se M j ( C )  = {O), então V é Lipschitz próxima de (0,O) e W(0 ,  O) 

Conv(Mi (C)). 

(ii) Se dV(0, O) é não vazio (em particular, se (P) é calmo), então existe uma solução 

x de (P), que pertence a C,  tal que M i  (2) n W ( O ,  O) # 0. 

Como conseqüência da Proposição 2.3.3, obtém-se o seguinte resultado: 

Corolário 2.3.4 Seja z uma solucão de (P), onde (P) é calmo em z. Então, existe 

(r,s) E R$ x lRil, com < r, H(x) >= 0, tal que 



Prova: 

É conseqüência imediata da Proposição 6.4.4, Clarke [CLI]. Com efeito, a partir 

desta proposição, tem-se que para algum k suficientemente grande, existe (r, s) E R?' x 

IR'', tal que o vetor (I ,  r,  s) t ~ ~ ' ~ ~ + j ~  satisfaz 

O E a,L(x, i, r, S, k), < r, H($) >= O, r 2 0. 

Da relação (2.1.3) e a Observação 2.1.2(i), obtém-se que 

Portanto, conclui-se que 

Observação 2.3.5 

(i) Desde que o enunciado do Corolário 2.3.4 pode ser formulado considerando x E 

C n (x + EB), para algum E > O pequeno (onde B é o fecho da bola unitária em 

IRn), é claro que o resultado é igualmente válido se x é uma solução local de (P). 



(ii) A relação (2.3.1) é a condição de K - K - T para o problema (P). Portanto, a 

Proposição 2.3.4 estabelece que, sob a hipótese de calma no ponto x, a condição de 

I< - I< - T é uma condição de otimidade necessária para x a respeito do problema 

(P). 

Antes de estabelecer o resultado principal deste capítulo, veja que a CQMFE no 

ponto x (e, portanto, a CQMF, se for o caso), implica a condicão de qualificação de 

calma do problema (P) em x. De fato, se x satisfaz a CQMFE, da Proposição 2.1.6, 

tem-se que Mo (x) = {O) e, daqui, M: (x) = {O), para L suficientemente grande. Então, 

da Proposicão 2.3.3 (i) e a Proposição 2.2.2, resulta que (P) é calmo em x. 

Em continuação, estabelece-se a condição de I í -  K-T como condição de otimidade 

necessária para o problema (P), sob as hipóteses gerais feitas no capítulo anterior e neste 

capítulo. 

Teorema 2.3.6 Seja (x*, y*) uma solucão local do problema (PPDN), tal que (PPDN) 
2 2 a 

é calmo em (x*, y*). Se n 0 ( x * , y )  = {O) e n ( x * , y )  C I I (x* ,  Y),  para todo y E O(x*), 

e se O(.)  é semicontínua inferior em x*, então existe um vetor r E R mi + m2 e um escalar 

s E R, tais que 



o = f(x*, y*) - v(x*) 

0 L -(G(x*, Y*), d x * ,  Y*)) 

O =< r, (G(x*, y*), g(x*, y*) > 

o á r ,  0 5 . 7 ,  

onde 

e, para cada x E X, 

Prova: 

Segue-se imediatamente da aplicação do Corolário 2.3.4 ao problema (PPDN), 

levando em consideração a Proposição 1.3.7. 

Exemplo 2.3.7 (Adaptado de Clark-Westerberg [CWl] 

Considerar o problema (PPDN) onde, para X = [4,16], as funções estão definidas 

Por 

F ( x , Y ) = ~ - ~ Y  , f ( x , y ) = y ,  
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Para este caso, no que nl = nz = 1, rni = O e r n 2  = 3, o problema está formulado 

da seguinte forma 

A geometria deste exemplo está ilustrada na Figura 2.1. 

Figura 2.1 - Geometria do Exemplo 2.3.7 
O ( a )  mostra-se como uma linha grossa. 

1 

A solução global é (x*,y*) = (16,12), onde Y(x*) = [ 1 2 , 7 6 / 5 ] , n ( ~ * , ~ * )  



22 + 4 
= -32,0(x*) = (12) e O(x) = {---- 

3 
), para x E [4,16]. O ( a )  é semicontínua in- 

feriormente em x* = 16. 

Notar que, desde que {(x, y) E R ' / ~ ~ ( x ,  y) 5 c ,  i = 1,2,3} é compacto, para todo 

e 2 0, tem-se que a Hipótese 1.1.1 se satisfaz. 

Por outro lado, considerando o problema na forma equivalente (P l )  (ver (1.1.5)) e 

a sua função marginal, dada em (2.2.2), é fácil verificar que, para p = (pi, pz, p3, p4) E 

R ~ ,  tem-se que se V(p) < +m, então V(p) = F(x*,yP), onde yp = (36 + p4)/3. 

Daqui, um cálculo simples determina que basta considerar €0 suficientemente pequeno 

e f2 = {x*) x [12 - €0/4,12 + c0/4], para garantir que a Hipótese 2.3.1 é válida. 

Pode-se ver que o problema é calmo em (x*, y*). De fato, dado que 

tem-se que 

lim inf V(P> - V(0) 4 P4 = liminf > -w, 
P.0 1 1 ~ 1 1  P - 4  3 llpll 

de onde, pela Proposição 2.2.2, o problema é calmo em (x*, y*). Observar que 

Então, em concordância com o Teorema 2.3.6, devem existir r3 e R+ e s E E+, tal 

que para algum rl E Nx(x*) = IR1 satisfaz-se que 



Com efeito, para r = (0, O, rg) E R:, r3 arbitrário, s = 4 + 3r3 E R+ e = 5/3 E 

Nx(x*), o Teorema 2.3.6 se verifica. 

2.4 - Condições de Otimidade para Alguns Casos Particulares 
de (PPDN) 

Na seção anterior, sob hipóteses de segunda ordem no problema de seguidor e a 

condição de regularidade de calma sobre o problema (PPDN), estabeleceu-se a condição 

de K - I< - T como condicão necessária de otimidade para este problema (Teorema 

2.3.6). Nesta seção se estudam dois casos, que por se apresentarem com freqüência em 

problemas práticos (ver, por exemplo Outrata [0T2], [0T4]), são de especial interesse: 

O(x) = {y(x)) e (P,) convexo, para x E X, fixo. 

2.4.1 - Conjunto de Reação Racional Unitário 

A seguinte propriedade, conseqüência da Proposição 1.3.7, reformula a relação 

(1.3.6) quando o problema do seguidor tem solugão única para um dado xo E X. Em 

particular, a igualdade na relação (1.3.6) se satisfaz sem a hipótese de semicontinuidade 

inferior de O(.) em xo. 



Então, v é regular no sentido de Clarke em xo e 

Prova: 

Usando o Teorema 3, Rockafellar [R04], obtem-se que 

Daqui e do Teorema 5, Rockafellar [R04], conclui-se que 

Portanto, 

Assim, tem-se que v é regular no sentido de Clarke em xo. 

2 

Considerar, agora, E Conv({Vxl(xo, yo, a)/a E ~ ( x o ,  yo)}). Cumpre-se que ex- 

iste li E N, tal que 



onde 

Daqui, 

Portanto, E dv(xo) e 

Agora, usando (1.3.6) e (2.4.1), obtem-se o resultado procurado. 

Proposição 2.4.2 Seja o problema (PPDN) calmo na solução local (x*, y*). Se 
2 2 a 

O(x*) = {y*), n o ( x * , y * )  = {O} e H(X*,~*) c I I (x* ,  Y*), então existe s E IR e r E 

R ~ ~ + ~ ~  que satisfazem a condição de K - I< - T, dada pelas relagões (2.3.2) - (2.3.7)) 

onde 



P r ova: 

Imediata, da prova do Teorema 2.3.6, considerando a Proposiqão 2.4.1. 

2 2 

Corolário 2.4.3 Seja O(XO)  = {yo}, n o ( x O ,  yo) = {O}, ~ ( X O , ~ )  = {no} e 
a 

I I (xo ,  yo) # O. Então v(.) é estritamente diferenciável em xo e 

Prova: 

Desde 
a 2 

conclui-se que n ( x o ,  yo ) = {na} = n ( z o ,  yo ). Então as hipóteses da Proposiqão 2.4.1 

se satisfazem e av(xo) = {Vxl(xo, yo, no)). 

Dado que, da Proposição 1.3.5, v é Lipschitz próxima de xo, tem-se que v é estri- 

t amente diferenciável e 

2 1 

Observação 2.4.4 Notar que, desde que n ( z 0 ,  yo) c ~ ( x o ,  yo), sob as hipóteses 
1 

mais fortes ~ ( X O ;  yo) = {TO) (por exemplo, quando {Vygi(xO> Y O ) } ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  6 linear- 
a 

mente independente) e n ( x o ,  yo) # @ o Corolário 2.4.3 é válido, sendo as conclusões 

compatíveis com os resultados que obtem Outrata [OT2] 



Corolário 2.4.5 Seja o problema (PPDN) calmo na solu$io local (x*,y*). Se 
2 2 a 

O ( X * )  = {Y*}, U O ( x * ,  Y*) = 10) ,U(x*,  y*) = {a*) e rJ(x*, y*) # 0, então existe 

s E E e r  E lRmlfm2, tal que 

Prova: 

Desde que as hipóteses do Corolário 2.4.3 se satisfazem, usando a Observação 6.1.3 

-(h), Clarke [CLl], resultam as mesmas conclusões que as do Teorema 2.3.6. 

De fato, na relacão (2.3.2), V, f (x*, y*) - av(x$) pode ser substituído por 

V, f (z*, y*) - Vv(x*). Então, usando (2.4.2), obtém-se (2.4.3) - (2.4.8). 

Observação 2.4.6 É claro que quando X = Rnl, a relação (2.4.3) converte-se na 

igualdade 



Sem perda de generalidade, considera-se o seguinte teorema para o problema 

(PPDN) sem restrições do tipo G(x, y), i.e., r n ~  = 0. 

Teorema 2.4.7 Seja o problema (PPDN) calmo na solução local (x*, y*). Se O(x*) = 
2 2 a 

{y*), I I o ( x * ,  y*) = {O) e I I ( x * ,  y*) C I I ( x * , y * ) ,  então existe E Nx(x*) tal que não 

116 solução z = (zx,  zY) E IRnlSn2 para o seguinte sistema de desigualdades 

< z ,VF(x*,y*)  > < 0, 

< z,  Vg;(x*, Y*) > - - O, vi E I(x*,  y*) 

< z x , q  > I o. 

Prova: 

Usa-se, nesta prova, a seguinte notação 

VgT = Vgi(x*, y*), VF* = VF(X*, y*) e dv* = ~ v ( x * ) .  

Da Proposição 2.4.1, tem-se 



Daqui 

Da Proposicão 2.4.2, sabe-se que as condições do Teorema 2.3.6 se satisfazem. 

Então, existe (q , r , s )  E Nx(x* )  x IRm2 x IR, tal que para algum L E N, tem-se 

k 2 

para alguns /3, > O, Y j ,  C pi = 1 e aj = (r:, . a ,  rL2) E II(i.*, y'), para j = I ,  - .  . , k 
j=l 

(notar que em (2.4.14) se tem usado o fato de que O = ~ , l ( z * , ~ * , r j )  = V y f *  + 

As relações (2.4.13) - (2.4.14) podem ser escritas como 



onde (r,s) > O,eT = ( I , . - . , I )  E IRn1. 

Agora, denotando 

e considerando 

onde a+ := max{a,O) e a- := rnax{-a,O),Va E E, a igualdade anterior pode ser 

escrita como 

VxF* 
- (vp* )  = ( v *  v,,* o 

onde q+ > O, q- 2 O, e > O. 

2 1 

Observar que, como +j t n ( x * ,  y*) C n ( x * ,  y*), cumpre-se que < &,g* >= 0, 

para j = 1, - . , k .  Assim, usando (2.4.17), tem-se que 

qi = 0, para i I(x*,Y*). 
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Portanto, denotando por V,gT, VygT e q~ as submatrizes de Vxg*, Vyg* e q, re- 

spectivamente, correspondentes aos indices ativos, o sistema (2.4.19) pode ser expresso 

como 

+ - 
onde qI > O,qI > O ,  e e > 0. 

Usando o Lema de Farkas no sistema (2.4.20), tem-se que existe v E Nx(x*), tal 

que não há solução para 

Isto é, existe v E Nx(x*), tal que não há solução para 

< z, VF(x*, y*) > < 0, 

< z, Vg;(x*, y*) > = O, vi E q x * ,  y*) 

< z*,q > 5 o. 

O Teorema 2.4.7 é um resultado análogo àquele conhecido para programas 

matemáticos de um nível só, onde se caracteriza o cone de direções viáveis de de- 

scida. As relações (2.4.11) e (2.4.12) caracterizam o cone de direções viáveis para o 

programa (PPDN), sendo que, as relações (2.4.10) - (2.4.12) caracterizam o cone de 



direções viáveis de descida. O Teorema 2.4.7 também pode ser interpretado da seguinte 

forma: Se (x*, y*) é uma solução local para (PPDN), sob a condição de qualificação 

indicada, não existe nenhuma direção de descida para o l'tal que todas as restricões 

ativas para o seguidor se comportem como igualdade. 

No seguinte exemplo, ilustramos o Teorema 2.4.7 para o caso do Exemplo 2.3.7. 

Exemplo 2.4.8 Considerar o programa (PPDN) como no Exemplo (2.3.7). Então, 

das relações (2.4.11) e (2.4.12), temos que o cone K de direções viáveis no ponto 

(x* , y*) = (16,12) está determinado pelo conjunto de vetores z = (zx , zY ) E .R2, que 

satisfazem o sistema 

Ent 20, 

Observar que o cone K de direções de descida está determinado, a partir de (2.4.10)- 

(2.4.12), pelo vetores z = (zx,zY) E lR2 que satisfazem 



A figura 2.2 mostra o cone I{ para o exemplo anterior. 

Figura 2.2: O cone de direções viáveis, I<, gerado pelo vetor L, 
faz um ângulo agudo, O, com o V F ( x * ,  y*), i.e., 
não existem direções viáveis de descida para F. 



2.4.2 - O Problema do Seguidor Convexo 

Dir-se-á que o problema (P,) é convexo em x E X, se f ( x ,  .) e g(x ,  -) são funções 

convexas. 

Teorema 2.4.8 Seja o problema (PPDN) calmo na solução local ( x* ,  y*) ,  tal que 

( P p )  é convexo. Se O ( x * )  = { y * )  e a C Q M F S  se satisfaz para ( P p )  no ponto y*, então 

existe ( r , s , ~ )  E lRm1+m2 x R x .Rm1, tal que 



Prova: 

1 

Desde que (Pz*) satisfaz a CQMFS no ponto y*, tem-se que n ( x * ,  Y*) = {T*} e, 
1 2 a 

da convexidade (Rockafellar [R04]) que {a*) = H(X* ,Y*)  = n ( x * ,  Y*) = n ( x * ,  Y*), 
1 2 

II , (x*,  Y*) = n , ( x * ,  y*). Portanto, da Proposição 1.3.1, verificam-se as hipóteses do 

Corolário 2.4.5. 

Da convexidade de (P,.), obtém-se que as rela~ões f (a*, y*) = v(x*) e g(x*, y*) 5 O 
1 

são equivalentes à. K - I< - T. Daqui, usando n ( x * ,  Y*) = {r*), conclui-se que 

< r * ,  g(x*, y*) >= O,g(x*, y*) 5 o, T* > o. 

Agora, substituindo as primeiras relações por estas últimas em (2.4.3)-(2.4.8), 

obtém-se (2.4.21)-(2.4.28). 

Corolário 2.4.9 Seja o problema (PPDN) calmo na solução local (x*, y*), tal que 

(Px*) é convexo. Se as hipóteses do Teorema 2.4.8 se satisfazem, então existe (?-,c) E 

lRml x lRm2, t a1 que 



O =< r, (G(x*, y*) >, 

Quando X = lRnl, a rela~ão (2.4.29) é 

Prova: 

Imediata. Basta aplicar o Teorema 2.4.8 com 

: + - r ,  i = 1, , mz. 

Teorema 2.4.10 Seja o problema (PPDN) calmo na solução local (x*, y*), tal que 

(P:) é convexo. Se a CQMFS se satisfaz para todo y E O(x*), então existe (v, s) E 

~ m i + m z  x lR  que satisfaz as conclusões do Teorema 2.3.6, onde 

e .ir* é o único multiplicador associado a qualquer y E O(x*). 
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Prova: 

Desde que (P:) é convexo e a CQMFS é satisfeita para todo y E O(x*), cumpre-se 
2 

que r&*,Y*) = 101 e 

Agora, usando a Proposição 2.1.1, a Observação 2.1.2-(i) e o Teorema 1.4.3, tem-se 

o resultado procurado. 



Capítulo 3 

Uma Solução Numérica do Problema (PPDN) 

Neste capítulo apresenta-se um algoritmo de descida para o problema (PPDN). 

Como já tem-se discutido, o problema (PPDN) é um problema com restrições, em 

geral, não diferenciável e não convexo. Desde que os códigos existentes, que tratam 

com problemas não diferenciáveis, estão formulados para problemas sem restrições ou 

com restrições lineares, tem sido conveniente, aqui, tratar o problema com técnicas não 

diferenciáveis baseadas em Kiwiel [KIl], que não fazendo uso de penalização formulam 

o problema original como um problema equivalente irrestrito. 

É comum para os algoritmos que tratam com não diferenciabilidade, fazerem a 

hipótese de possuir um oráculo com a capacidade de fornecer duas informações funda- 

mentais a respeito da função a ser minimizada em qualquer ponto do seu domínio: o 

valor dela e um elemento do gradiente generalizado (um subgradiente). Isto é, assume- 

se que se tem a capacidade de avaliar a função e conhecer um subgradiente da função. 

Para o problema (PPDN), na sua versão (Pl), a dificuldade que encontrará o oráculo 

será lidar com a função marginal do seguidor. Este problema é resolvido fazendo uso 

da Proposicão 1.3.7, onde apresentou-se uma estimativa de dv(x ) .  Sob as hipóteses 

feitas, o trabalho do oráculo se reduz a calcular, para zo E X, um yo E O(zo), um 
1 

710 E I I ( x o ,  yo) e V,l(zo, yo ,~o) .  Consegue-se isto, fazendo uso da rotina NLPQLI 

(ver Schittkowski [SCHIl]), que é um código FORTRAN que implementa o Método 

Sequencial Quadrático para resolver programas não lineares com restrições. 

Por outro lado, o algoritmo aqui formulado usa a rotina BTNC (ver Schramm 

[SCHRl], Schramm-Zowe [SCHRZl], Outrata-Schramm-Zowe [OSCHRZl] e Arica- 

Scheimberg [ASCHl]), que é um código FORTRAN para minimizacão não diferenciável 



e não convexa sem restrições. A rotina BTNC, gentilmente cedida pelo Prof. Jiri 

Outrata, é uma implementação do algoritmo BT (B de bundle e T de trust region), 

onde a busca linear do algoritmo de Feixe (ver Hiriart-Urruty-Lemaréchal [H-ULEl]) é 

substituída por uma versão de região de confiança. 

Um tratamento numérico do problema (PPDN), que também faz uso do código 

BTNC, é proposto por Outrata [0T2], [0T4]; no entanto, de maneira diferente à aqui 

apresentada. Usam-se nesses trabalhos técnicas de penalização para converter o prob- 

lema original (restrito), em um problema não restrito. A penalização, sob a hipótese 

de calma para o problema (PPDN), resulta exata, mas gera pontos que sendo aprox- 

imações de uma solução local, são inviáveis. O algoritmo apresentado neste capítulo é 

um algoritmo de descida viável, fornecendo aproximações viáveis de uma solução local. 

3.1 - Hipóteses para uma Proposta Numérica 

Nesta seção propõem-se as hipóteses sob as quais trabalha o algoritmo formulado 

neste capítulo. Prova-se como resultado principal que, sob essas hipóteses, a função 

marginal do seguidor é semisuave fracamente (Definição 3.1.3) que é uma exigência 

fundamental para a convergência do algoritmo BTNC (ver Schramm- Zowe [SCHRZI]). 

Hipótese 3.1.1 Considerar 

S' := {(x, y) E D x Rn2/g(x, y) 5 0). 

Cumpre-se que 

(i) D é convexo e a funqão g (. , .) é convexa em D x IRn2 ; 

(ii) para cada x E D, a função f (x, a )  é convexa; 
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(iii) existe é 2 O tal que Y(x) # 0, para todo x da €-vizinhança do conjunto ProjRn1 (SI) 

(onde Pr0jRnl é O operador projeção sobre .En1); 

(iv) para cada x E D, a CQMFS é válida para (P,) em cada y E O(x). 

Observação 3.1.2 Sob a Hipótese 3.1.1, tem-se, da Hipótese 1.1.1, Proposição 1.3.5, 

Proposição 1.3.7, Teorema 1.4.1 e do Teorema 1.4.3, que 

(i) o conjunto ProjRni (S') é convexo; 

(ii) os teoremas dos capítulos anteriores são válidos se se substitui X por qualquer 

conjunto fechado E contido em D; 

(iii) v(.) é Lipschitz localmente em E ; 

(iv) v(.) é direcionalmente diferenciável para cada x E E e 

onde n, é o único multiplicador de II - K - T associado a qualquer y E O(x); 

(v) para cada x E E, 

vO(x;p) = max < V,l(x,y,~,) ,p >,Vx E X,Vp E JRnl 
YEO(X) 

Definição 3.1.3 (Mifflin [MFI]) Seja C C lRn aberto. A função h : C t lR é 

semisuave fracamente em xo E C se 

(i) h é Lipschitz próxima de xo; e 
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(ii) dado d E E, existe hl(xo ; d) e, para quaisquer seqüências {tk) C lR+ e {tk } C Rn, 

tais que tk J, O , xo + tkd E C, tk E 8h(zo + tkd), cumpre-se que 

hl(zo;d) = lim < t k , d  > . 
tk 1 0  

Diz-se que h é semisuave fracamente em B C C, se é semisuave fracamente em 

cada x E B. 

Da Proposição 3, Proposição 4 e Teorema 6, Mifflin [MF2], segue-se o seguinte 

resultado: 

Proposição 3.1.4 

Seja h : lRn + R .  Cumpre-se que 

(i) Se h é convexa ou continuamente diferenciável, então é semisuave fracamente. 

(ii) Se 

h ( ~ )  = max hi(x) , x E IRn, 
l<z<m 

onde as funções hi : lRn -+ lR são semisuaves fracamente em C C R", para todo i, 

então h é semisuave fracamente em C. 

O seguinte teorema, resultado principal desta seção, estabelece que, sob as hipóteses 

feitas, a função marginal do seguidor é semisuave fracamente. 

Teorema 3.1.5 Sob a Hipótese 3.1.1, v(-) é semisuave fracamente em X. 

Prova: (Esta prova está inspirada na demonstração do Teorema 2, Mifflin [MF2]) Da 
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Observação 3.1.2 (iii) , v(.) é Lipschitz localmente em X, pelo que a Definicão 3.1.3 (i) 

é satisfeita. Vejamos que a Definição 3.1.3 (ii) se cumpre para v(-) em qualquer x E X. 

Seja x E X , p  E Rn',{tj) C &,xj  := x + t jp  e f j  E dv(xj), onde t j  J, 0. 

Notar que, do Teorema 1.4.3, cumpre-se que 

onde 

Satisfaz-se, da relação (3.1 .I), que 

Então, para d = -p, usando a Observação 3.1.2 (iv) - (v), tem-se que 

o limsup < [3, -p >I v (x; -p) = -vl(x;p). 
j-00 

Portanto, 

liminf < ~ j , p  >> vl(x;p). 
3-03 

Supor que 

limsup < >> v1(xip). 
j--+c0 



Então, existe uma subsequência de {[j}zl , que também será denotada por {[j}gi, 
tal que 

lim <[ j ,p>=v ' (x ;p)+e,  
j-c0 

(3.1.5) 

para algum E > 0. 

Para cada j, escolher yj E O(xj) e = V,Z(X~,  t~j,7ij) E av(xj) tal que 

- 
vO(xj;p) =< [j ,p >= ma? < vXl(xj ,  yj,7ii),p >>< [j ,p >, (3.1.6) 

yEO(xJ 1 

onde := ./r, j . 

Seja S > O, a! > v(x) e 

:= { ( u , ~ )  E D x RnZ/IIu - x(( < õ,f(u,w) < a,g(u,w) C 6). 

Da Hipótese 1.1.1, tem-se que Ys,,(x) é compacto. 

Considerar yj E ~ ( l ç j ) .  Então, para j suficientemente grande, satisfaz-se que 

j < O < & .  Ilxj-xll < 6 , f ( x j , y j ) = v ( x j ) < a , g ( x j , y ) -  - 

Daqui, 

para j suficientemente grande. 

Portanto, desde que Ya,,(x) é compacto, existe e uma subseqüência {yj*} C {yj}, 

tal que 

Y'UY, quando Ic + oo, e ( x , ~ )  E %,,(X). 
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Por outro lado, da seção 2, Rockafellar [R04], n l ( . ,  e )  é semicontinua superiormente 
1 

e limitada localmente, i.e., existe um conjunto limitado A C lRm tal que n ( z l ,  y') C A, 

para (x', y') suficientemente próximo de (z, y). Daqui, { T ~ x }  C Ã, para k suficiente- 

mente grande. Dado que A é compacto, existe % e uma subsequência {di} C {&" 

tais que 

(é claro que yji -, v). 

Desde que (P,) é convexo e CQMFS se satisfaz para todo y E O(x), lembrando 
1 

que, neste caso, n o ( x ,  y) é equivalente a condição de qualificação Slater e usando o 

Teorema 10 e o Teorema 12 de Hogan [HOl], tem-se que Y(.) é contínua em x. Assim, 

do Teorema 8 de Hogan [HOl], cumpre-se que O(.) é semicontinua superiormente em x. 

1 

Agora, usando a semicontinuidade superior de O(.) e H(., e )  em x e ( r ,  v), respec- 

tivamente, tem-se, de 

Assim, 



Desde que V x l ( - ,  -, -) é contínua em D x IRn2 x q, das relações (3.1.5) e (3.1.6)) 

tem-se que 

Seja y* E O ( % )  tal que 

~ ' ( 2 ;  P )  = min < V X l ( x ,  y ,  r , ) , p  >=< V , Z ( x ,  y* ,  > . 
YWX) 

e ,  desde que < V , l ( . ,  -, .), . > é contínua, existem vizinhanças B ( x ) ,  V (v), %'(rx) e U ( p )  

tais que 

Seja Ic suficientemente grande tal que yJc E V ( i j ) ,  r j i  E ?(r,) e t jc llpII seja menor 

que o raio de uma bola centrada em x  contida em B ( x ) .  Então, para t E [O, t j , ] ,  x ( t )  := 

x + t p  E B ( x )  e x i ( t )  = c l x ( t ) / d t  = p  E U ( p ) .  

Assim, 

para t E [O, t j c ] .  
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Integrando de t = O a t = tji,  obtém-se 

E 
1(xj",j"7rx) - 1(x, ,j.5,7rX) > l(xj.5, ,*,&) - l(x, y*,&.5 + t .  J.5 - 2 

(3.1.7) 
> Z(xJ.5, y*, nj" - l(x, y*, &i) 

Desde que, pela Hipótese 3.1.1, (P,) é convexo, para todo x E D, e 

~ ( X , Y * , X )  L ~ ( W * P x )  = v(x) I ~ ( x , Y , % ) , V ~  E ~ V Y ,  (3.1.9) 

tem-se, da relação (3.1 .?), que 

v(xji) - l(x, y r ,  ?r,) > l (xk,  y*, & )  - v(x). 

Daqui, 

v(xj.5) + v(x) > l(xii, y*, d.5) + l(x, yi i ,  r,). (3.1.10) 

Por outro lado, das relações (3.1.8) e (3.1.9), obtém-se 



que, somadas, geram uma contradição com (3.1.10). 

Portanto, a relação (3.1.4) é falsa e 

limsup < J3,p >i vl(x;p). 
j-CQ 

Agora, de (3.1.3) e (3.1.11) tem-se que 

liminf < J3,p >= limsup < t 3 , p  >=vl(x;p). 
3-CQ j-00 

Logo, tem-se provado que v(-) é semisuave fracamente em x. 

3.2 - Uma Proposta Numérica para o Problema (PPDN) 

Nesta secão formula-se o problema (Pl),  equivalente ao problema (PPDN), no 

contexto de uma família de problemas parametrizados, onde a parametrização está 

determinada por uma perturbação no lado direito das restrições. 

Esta família resulta sendo, como o problema original, em geral, não diferenciável 

e não convexa. Os problemas parametrizados são, como em Kiwiel [KIl], aproximados 

localmente por problemas convexos e, através da função de melhoramento (definida 

nesta seção), determina-se uma direção de descida viável (se existir) para o problema 

aproximado resolvendo um problema quadrático. Prova-se que a direção de descida 

viável determinada para o problema convexo aproximado, é uma direção de descida 

viável para o próprio problema perturbado. 

Determina-se, assim, um algoritmo para encontrar pontos estacionários destes prob- 



lemas perturbados. Por último, prova-se que quando a perturbação tende a zero, a cor- 

respondente seqüência de pontos estacionários perturbados, possui uma subsequência 

convergente a um ponto estacionário do problema original, (Pl),  desde que se admita 

uma hipótese simples de inf- limitação para este. 

Os resultados desta sesão, excetuando a prova de convergência que é original, são 

extensões mais ou menos diretas dos resultados de Kiwiel [KIl]. 

Para começar a discussão, considerar o problema geral 

(Q) : min J(x) 
x E C  

onde 0 # C C D C IRn, C é um conjunto convexo e fechado, D é um conjunto aberto 

e todas as funções envolvidas são funções reais, Lipschitz localmente em D (não neces- 

sariamente convexas ou diferenciáveis) . 

Definir a função total de restrisões, como 

e notar que o programa (Q) é equivalente a 

Denotar-se-á o conjunto viável de (Ql) por 

SQ := {x E C/Ií'(x) 5 O). 

Para evitar discussão não essencial, considerar a seguinte suposigão: 
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Hipótese 3.2.1 

(i) SQ # @. 

(ii) Existe uma solução (local) para o programa (Q). 

Seja E > O. Definir uma E- aproximação a SQ por 

SQ, := {x E C/Il'(x) 5 E). 

Observar que 

Considerar o programa perturbado 

(91,) : min J(x) 
x E C  

s.a. K(x) 5 e. 

e, para qualquer x E C, fixo, a função de melhoramento associada 

Assim, se x, é uma solução ótima local de (Ql,), então H(.; x,) atinge um mínimo 

local em x, no conjunto C, onde H(x,; x,) = 0. 



A Figura 3.1 ilustra o comentário anterior: 

Figura 3.1: Mostram-se as curvas de nível positivo, zero e negativo da 
função H(-; z) associada ao problema (Ql,). 

É claro que I<(.) e H(. ;  x) são funções Lipschitz localmente em D. Portanto, se x, 

é uma solução ótima local de (Ql,), do Corolário da Proposição 2.4.3, Clarke [CLl], 

tem-se que 

0 E dH(xe; xe) + Nc(x€), 

onde aH(.; x) denota o gradiente generalizado de H(.; z), para z E C, fixo. 

Definição 3.2.2 Diz-se que x, é uma solução +local do programa (Q), se é uma 

soluqão local do programa (QI,). 

Denotar o conjunto de indices de funções ativas em z ,  em (3.2.2), por Ik(x), i.e., 



e considerar as seguintes aplicações ponto-conjunto 

se K (x) < e, 
u 81i(x)}, se K(x) = e, (3.2.12) 

se K(x) > e. 

Cumpre-se que 

Portanto, se x, é uma e-solução local de (Q), então, de (3.2.8), tem-se 

Definição 3.2.3 Diz-se que x E SQ, é um ponto estacionário para J em SQ,, se 

satisfaz a relagão (3.2.14). 

Proposição 3.2.4 Se x, é uma e-solução local de (Q), então x, é um ponto esta- 

cionário para J em SQ,. Em particular, existe (A, r) E IR;'", com X + Ci ri = 1, tal 

que 



Prova. 

Imediata, de (3.2.14) e (3.2.12). 

Observação 3.2.5 As relacões (3.2.15) e (3.2.16) são a condição necessária de otim- 

idade de Fritz John (estabelecida no Capítulo I, em um contexto mais geral). Quando 

X # 0, esta passa a ser a condição de K - I< - T. 

Considerar, para x E D, fixo, e z E D, as seguintes funções 

K~,K~(z)  := Ki(x)+ < K O , Z  - x >, para cada KO E dKi(x), 

I'?) : max K i 0 ( )  i = l , . . .  , i i .  
K O  EaK;(x) 

Para cada 0 E dJ(x)  e KO E 8Ki(x), as funcões z(.) e Ti,,,(.) são aproximaqões 

lineares a J( . )  e I(,(.) em x, respectivamente. Entanto que, j(.) e &(-) são aproximaçõs 

convexas de primeira ordem a i ( - )  e .$?i(-), respectivamente. De fato, são funqões 

convexas em C (Kiwiel [KIl] ). 



A Figura 3.2 ilustra o comentário anterior: 

Figura 3.2: J,(-) e j ( - ) ) ,  uma aproximação linear e a aproximação 
convexa de primeira ordem à função J(.) no ponto x, respectivamente. 

É claro que, para z E D, também podem-se considerar as aproximações convexas 

de primeira ordem a K(-) e H( . ;  x) no ponto x, respectivamente, 

k ( z )  := max ki(z) ,  H(z) := rnas{j(z) - j(x), R(z)  - e). 
~€II<(x) 

Considerar, agora, para x E SQ,, o programa 



- 
É fácil verificar que x é viável para (Ql,(x)) e, desde que todas as funções envolvidas 

i-? - 
são convexas no convexo C,  que (Ql, (2)) é um programa convexo. Diz-se que (Ql, (x)) 

é uma aproximacão convexa ao programa (Ql,) no ponto x E SQ,. 

Usando o Lema 2.9, Capítulo 1, Kiwiel [KIl], satisfaz-se que 

Portanto, de (3.2.17)-(3.2.21), Corolário 2.6, Capítulo 1, Kiwiel [KII], (3.2.10) e 

(3.2.l2), obtém-se que 

Definição 3.2.6 Diz-se que d E lRn é uma direção viável para SQ, em x, se existe 

E> O, tal que 

Observação 3.2.7 Desde que SQ, é fechado, (3.2.26) implica que x E SQ,. 

Seja 

Notar que &(x) = 0 quando K(x) < E. Assim, a Defini~ão 3.2.6 k equivalente à 

existência de 5 > O, tal que 

x + td  E C, IG(x + td) 5 E, 'v't E (O, 4,Vi E &(x). 
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Seja x E SQ,. Se d é uma direção viável de descida para H ( . ;  x) em x, relativa a 

C, i.e., se existe f > O tal que 
O 

então d também é uma direção viável de descida para o programa (Ql,) em x, i.e., 

existe f > O tal que a relação (3.2.28) se sastisfaz e 

J(x + td) < J(x),Vt E ( O , q  

(ver Figura 3.3 para uma ilustracão deste fato). 

Figura 3.3: Com relação a Figura 3.1, o vetor d que é uma direção viável de 
descida para H ( . ;  x) no ponto x, também o é para o programa (&I,) nesse ponto 

O Lema seguinte estabelece uma condição suficiente para determinar se um vetor 

d é uma direção viável de descida para (Qle). 



Lema 3.2.8 Sob as hipóteses anteriores, se d é uma direção viável de descida para 

H ( - )  no ponto x t SQ,, relativa a C,  i.e., se existe $> O tal que 

x + t d ~ C ,  ~ ( x + t d ) < f i ( x ) = O ,  b ' t ~ ( o , Z J ,  

então d é uma diregão viável de descida para o programa (Ql,) em x. 

Prova: É a mesma que a do Lema 2.1.7, Capitulo 1, Kiwiel [KII]. 

O seguinte teorema estabelece uma forma computacional para encontrar direções 

de descida. 

Teorema 3.2.9 Seja x E SQ,. Considerar 

onde 5 + i j  E .@(x) + Nc(x), e d^ é uma solução do problema 

1 
min H(x + d) + -Ildl12. 

& C - x  2 

Então 

(i) d existe, é único e satisfaz 



t 
X ( X  + t i )  5 H(X) - slli(12,w t [O, 11 

(ii) # O O @ M(x) + Nc(x) 

( i )  O E M(x) + Nc(x) d x é mínimo global de H em C. 

(iv) Se adicionalmente, 

então x é um ponto estacionário para J em SQ, se e somente se x é solugão do programa 

(E(x)). 

Prova: Este teorema é uma extensão do Lema 2.1.8, Capítulo 1, Kiwiel [KIl], onde 

a proposição é formulada para programas não perturbados e C = lRn. A prova aqui 

apresentada segue de perto aquela prova. 

A 

Primeiro é conveniente estabelecer que H satisfaz 

Observar que, admitindo (3.2.36), ter-se-ia, de (3.2.25), que 

De (3.2.21), tem-se que 
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i ( x  + d )  - ( x )  se j ( x  + d )  - j ( x )  > k ( x  + d )  - E ,  

~ ( x  + d )  := ( X  + d )  - ( x )  se j ( x  + d )  - j ( x )  = &(x + d )  - E ,  (3.2.38) 
&(x + d )  - e, se j ( ~  + d )  - j ( x )  < K ( X  + d )  - e, 

e ,  de (3.2.17) e (3.2.18), que 

j ( x - t - d )  = rnax ( J ( x ) +  < o , d > )  = j ( x ) +  rnax < a,d>,b'd. 
aE6'J(x) aEa J ( x )  

Então, 

( x  + d )  - ( x )  = max < o, d >, b'd. 
u E ~  J ( x )  

Por outro lado, de (3.2.19) e (3.2.20), resulta que 

k ( x  + d )  = rnax i(,(x + d )  = rnax rnax (I( , (x)+ < K ,  d >), Vd 
~ € I I C ( X )  ~ € I I c ( x )  ~ € a K i ( z )  

e ,  do Teorema 32.2, Roclafellar [ROO], 

Daqui, usando (3.2.10), 

~ ( x + d )  = K ( x ) +  rnax < tc,d>,Vd. 
K E ~ K ( X )  

Supor que 
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( x  + d )  - ( x )  > ( x  + d )  - t e R ( x )  = t. 

Então, de (3.2.39) e (3.2.40), tem-se, equivalentemente, que 

<ao,d>:= max < o , d > >  max < ~ , d >  
U E ~  J ( X )  K E B K ( x )  

Seja y E Conv(d J ( x )  U ~ K ( x ) ) ,  então 

onde o E d J ( x )  e K ;  E dKi (x ) ,  Vi E I K ( X ) .  

Assim, 

Então , 

max < y,d>= max < o , d > .  
y ~ ( a  J ( x ) u ~ K ( x ) )  U E ~  J ( x )  
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Portanto, para j (x  + d) - j(x) > k ( x  + d) - e e K(X) < e, usando (3.2.38), (3.2;39), 

(3.2.12) e (3.2.25), obtem-se que 

H(X + d) = *x < p, d >= H(X) + max < p,d > 
P E M ( x )  ~ E B H ( Z )  

Supor, agora, que 

Então, de (3.2.39) e (3.2.40), tem-se que 

Corno em (3.2.42), seja y E Conv(dJ(z) U &K(x)) .  Então, de (3.2.44), 

Portanto, tem-se 

= max < ~ , d  > 
ICE& ~ ( z )  

I max 
r € C o n v ( B  J ( x ) u ~ I ~ ( x ) )  

< ~ , d > ,  

que é uma contradição. 

Assim, se j (x  + d) - j(x) < 2 ( x  + d) - e, ocorre necessariamente que k ( x )  = e, 

e, como acima, ter-se-á que 
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max < y , d > <  max < % , d > <  max 
r ~ ~ o n v ( L 3  J ( x ) u ~ K ( x ) )  

< y , d  > 
y ~ c o n v ( a ~ ( x ) u ã ~ c ( ~ ) )  KEL~K(x )  

Dai que 

max < ~ , d > =  max < y , d > =  m_ax < p , d >  
K E ~ ' K ( x )  7 ~ ~ o l z v ( d  J ( X ) U ~ K ( X )  PEM(x)  

B ( x  + d) = K(z + d) - e = R(x + d) - ~ ( x ) .  

Então, de (3.2.40) e (3.2.25), resulta que 

H ( i  +d)  = q a x  < ~ , d > =  H(o) + rnax < p,d > .  
KEBK(x)  , U E B H ( X )  

Para, finalmente, estabelecer (3.2.37), só falta analisar o caso 

que é equivalente a 

max < o, d >= max < K ,  d > +R($) - c. (3.2.46) 
u € a J ( x )  K E $ K ( X )  

A 

Se K(X)  < c, chegar-se-á a uma contradição como acima. Assim, necessariamente 

ocorre que k ( z )  = e. Então, usando a igualdade (3.2.46), tem-se que 



max < o, d >= max < K ,  d >= max < y , d > =  mgx < p , d >  
uEa J ( x )  K E B K ( x )  y ~ ~ ~ n ~ ( a  J ( x ) u ~ K ( x ) )  P E M ( x )  

e 

H(X + d) = j (z  + d) - j(x) = I i(z  + d) - e = rnax < p, d > 
P E ~ x )  

Portanto, de (3.2.38), (3.2.43), (3.2.45) e (3.2.47), segue-se (3.2.37). 

Agora, usando (3.2.37), observa-se que (3.2.31) pode ser escrito como 

min @(x), 
dEC-x 

onde 

(lembrar que H (x) = O). 

Fixar a E R e, para g E ~ ( x ) ,  considerar 
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D, := {d E C - x/@(d) 5 a). 

Desde que 

tem-se que V, é limit ado, caso contrário, a cornpacidade de M (I) c (3.2.48) implicariam 

que v) + oo; o que seria uma contradição com @(d) 5 a, para todo d E 23,. 

Portanto, tem-se que V, é compacto, i.e., a(.) é inf-compacta em C - x, e, daqui, 

conclui-se que existe solução d para (3.2.31). Desde que a(.) é estritamente convexa, 

esta solução é única e a condição 

0 E a@@) + Nc(r + ri) 

é necessária e suficiente para que d seja solução de (3.2.31). 

Então, 

Assim, provam-se as proposições (ii) e (iii). 

Para completar a prova de (i), notar que se O E &@(ri) j)+ Nc(z + d) é equivalente à 

existência de vetores 



tal que 

Dado que 

tem-se que 

que é equivalente a 

e, de (3.2.49), equivalente a 

< p ,pf  f j  >2< p,p+ f j  >,Vp E i@(x). 

Desde que 

~ ~ E N ~ ( X + ~ ) ~ < ~ ) C - X - ~ > < O , V ~ E  C, 

para c = z, resulta < V, -d >< O e, de (3.2.49)) 



Agora, para qualquer E Nc(x), tem-se 

< 7 , c -  x >I O , ~ E  C, 

A 

e, para c = x + d, 

Daqui, usando (3.2.49), obtem-se que 

< rl,P+V >'r 0,'drl E %(E) 

Assim, de (3.2.50), (3.2.51) e (3.2.52), resulta que 

< P + rl, P + v > >  l l ~  + r51I2,'dP + rl E M(x) + N C ( X ) ,  

e, do Lema 2.12, Capítulo 1, Kiwiel [KIl], 

Portanto, de (3.2.49) e (3.2.53), segue-se (3.2.32). 

Por outro lado, de (3.2.37) e (3.2.49), 



e,  desde que < 7, -2 >< 0, 

Lembrando que H(.) = 0, segue-se (3.2.33). 

Para provar (3.2.34), notar que H(.) é convexa em C, pelo que, de (3.2.33)) tem-se, 

para t E [O, 11, 

H(X + td) = ~ ( t ( x  + c?) + (1 - t)x) < t ~ ( x  + 2) + (1 - t ) ~ ( x )  

Assim, 

t 
H(X + d) 5 ~ ( x )  - 511c?l12,b't C [O, 11. 

e (3.2.34) está provado. 

Finalmente, para provar (iv), notar que quando x é um ponto estacionário para 

J ( - )  em SQ,, a condição (3.2.35) elimina o caso X = O em (3.2.15). Pelo que, neste caso, 

a partir da Observação 3.2.5, obtem-se a condição de K - I< - T (a relação (3.2.35) é 

conhecida como a condicão de qualificação de Cottle para (Ql,) no ponto x). 

Desde que k ( x )  = K(x) e a k ( x )  = ~ K ( x ) ,  de (3.2.35)) obtem-se que 

A 

Observar que, dado (Ql, (x)) é um programa convexo, ocorre que 
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Assim, 

O 6 al i (x)  + NC(X) a 32 E C/K(Z) < W(X) e. 

Daqui, (3.2.53') é equivalente a 

A 

que é a condição de qualificação de Slater para (Ql,(x)). 

Portanto, desde que para programas convexos que satisfazem a condição de qua- 

lificação de Slater, a condição de K - Ií  - T no ponto x é necessária e suficiente para 

a otimidade deste ponto, usando a relação (3.2.25)) obtém-se que x E SQ, é solução de 
-Z 

(Ql,(x)) se, e somente se, O E H(X) + NC(x) = M ( X )  + NC(x), que, de (iii), constitui 

a prova de (iv). 

O Teorema 3.2.9, através da solução do programa quadrático (3.2.31) e da relacão 

(3.2.34), respectivamente, gera. diregões de descida e pontos de uma seqüência de mini- 

mização viável para (Ql,), por exemplo, através do método dos centros de Huard [HUl]: 

Algoritmo 3.2.10 (Método dos centros) 

Passo O: Seja x E SQ,. Fazer 



Passo 1: Encontrar dj, resolvendo o programa 

1 
min ~ ( x j + d ) +  -Id(('. 

d ~ c - x j  2 

Se dj  = 0, x, c xj, PARAR (pois, O E &?(x,) + NC(x.)). 

Se dj # 0, continuar (dj é direção de descida viável). 

Passo 2: Determinar t j  E [O, i]/ H ( X ~  + tjdj) < ~ ( x j )  e fazer 

xj+' + xj  + t j dj  

Passo 3: j t j + 1, e ir para o Passo 1. 

Se a seqüência {xj) C SQ, gerada pelo Algoritmo 3.2.10 tem um ponto de acu- 

miiln~ão x,, então O E ~ ( x , )  + Nc(x,) (Capítulo 5, Kiwiel [KIl]). 

Observar que (3.2.31) é um programa convexo não diferenciável, que normalmente 

não pode ser resolvido diretamente. Uma versão implimentável do Algoritmo 3.2.10, 

na que o subproblema é substituído por um subproblema mais simples (uma aprox- 

imação local adequada), que é usada neste trabalho, é o algoritmo BTNC (Schram-Zowe 

[SCHRZI]). 

Portanto, dado e > 0, obtém-se desta maneira um ponto estacionário x, para o 

problema (Ql,). No que se segue, prova-se que a seqüência {x,), sob uma hipótese 

simples, tem uma subsequência convergente a um ponto estacionário do problema (Ql) 

(que é equivalente ao problema original (Q)). 

Considerar X* como o conjunto de pontos estacionários do problema (Q), dado em 

(3.2.1), x, um ponto estacionário de (Ql,) e a hipótese de inf-limitação seguinte: 



Hipótese 3.2.11 Para cada a! E IR, existe ,ü > O tal que 

é limitado (então, compacto). 

Teorema 3.2.12 Seja x,, ponto estacionário de (Ql,,) e a seqüência { x , , ) ~ ,  onde 

€ I ,  O. Então, sob a Hipótese 3.2.11, cumpre-se que existe uma subsequência de {x,, ) 

convergente a um ponto de X* . 

Prova: 

Da Hipótese 3.2.1 e de SQ C SQ,, , para ek  > 0, tem-se que existe x* solução de 

(Q) (i.e., X* # @), que SQ,, # 0 e que existe solução para (Ql,,). De forma que, de 

fato, existe a seqüência {x,, ) k .  

Então desde que SQ C SQ,, , resulta que { ~ , , ) ~ ~ ~ ~ , , ~ p ~  C gff, para a! = J(x*); 

e, da Hipótese 3.2.11, tem-se que existe x tal que a seqüência { X , , ) ~ ~ { I , ~ , , < ~ ) ,  con- 

siderando uma subseqüência se necessário, e convergente a x. 

Notar que 

onde A%k(.) está determinada pela relação (3.2.l2), para E = EI, . 

Esta última relação, pela Proposição 3.2.4, implica 



Por outro lado, desde que x,, E SQ,, , para todo k ,  tem-se que Il(x,,) 5 ek. 

Daqui, passando ao limite, obtém-se que I-(x)  5 O e x E C (pois C é fechado), i.e., 

x t SQ. É claro que, (3.2.54) pode ser escrita, equivalentemente, como a existência de 

ek E BJ(xEk), E dKi(xE,),Vi e gk E Nc(xE,) tal que 

Desde que 8 J(-)  e 81-i (.) são aplicaqões ponto-conjunto localmente limitadas (i.e., limi- 

tadas em conjuntos limitados de Rn), tem-se, de x,, x, que existem pontos de 

acurnula@o J e ~ i ,  para cada sequência e {K!)~, Vi, respectivamente. 

Da semicontinuidade superior de aJ(-) e aI-i(.), Vi, resulta que J E a J(x) e K i  E 

BIli(x), Vi. 

Observar que para as seqüências de multiplicadores {Xk}k e Vi, considerando 

subseqüências se necessário, tem-se que existem X 2 O e ri 2 O,Vi, tal que Xk - X 

e r,k -+ ri,Vi, onde X + C i r i  = 1 e riIli(x) = 0,Vi. Finalmente, este processo gera 

também um ponto de acumula@o 7 E Nc(x), para a sequência {$). Assim, tem-se 

obtido que existem X E IR, {ri):: C IR, J E aJ(x),  K i  E aKi(x), Vi, e 7 E Nc(x), tal 

que 



Daqui, obtem-se que x E X* 



3.3 Um algoritmo para o PPDN 

Lembrar que o problema a ser tratado numéricamente é 

sob as hipóteses feitas nos capítulos anteriores. 
Desde que, para cada x E X, v(x) = minXEy(,) f (x, y), se Y(x) # 0, e 

v(x) = +m, se Y(x) = 0, tem-se que a restrig2io f (x, y) - v(x) 5 O, em 
(P1) é equivalente à igualdade f (x, y) - v(x) = O. Esta igualdade, por mo- 
tivos algoritmicos e comput acionais, é conveniente perturbá-la, considerando 
a relação 

0 5 f ( x , y ) - v ( x ) I %  

para c 2 0. 
Obtem-se, assim, a familia parametrizada em c 

Sob a Hipótese 1.1.1 e a Hipótese 3.1.1, tem-se que o problema (Pl,) tem 
solução. ( P l )  é membro dessa familia. 

O algoritmo a propor trabalhará com o os programas perturbados (Pl,) ,  
I 

diminuindo 6 convenienteinent e, até atingir uma certa tolerância. E claro que 
uma solução local de (Pl,) satisfará as restrições G(x, y) 5 O e g(x, y) 5 O. 
Pelo que fornecerá uma aproximação viável a uma solução do problema (P l ) .  

Dado que o algoritmo se formulará tomando como base o algoritmo BTNC, 
extensão do algoritmo BT, que por sua vez é uma modificação do método de 
feixe, no que segue descrevem-se, brevemente, estes métodos. Um estudo de- 
talhado do algoritmo BT pode ser encontrado em Arica- Scheimberg [ASCHl], 
Schramm [SCHRl] e Schramm-Zowe [SCHRZl], enquanto que para o método 
de feixe pode-se consultar Hiriart-Urruty-Lemaséchal [H-ULEl]. A exposição 
que segue, sobre os métodos mencionados, foi literalmente tomada de Outrata- 
Schramm-Zowe [OSCHRZI] . 



3.3.1 O método de feixe 

Considerar, por simplicidade, o problema irrestrito 

(IR) : min h(x) , 
x € R  

onde h é uma função Lipschitz localmente em R. 
É comum, para o problema (IR), fazer a hipótese de que se tem a capaci- 

dade de calcular, para x E IR, um elemento t E dh(x), i.e., possui-se uma 
subrotina (um oráculo) que além de calcular h(%), calcula simultaneamente 
r E a h ( ~ ) .  

Os principai pontos do método de feixe são: 
- Armazenamento de subgradientes t; avaliados durante iterações anteriores 
em pontos y; no feixe. Jk denotará o conjunto de índices dos subgradientes no 
feixe. 
- Ponderação da informação. Para h convexa, investiga-se os erros de lin- 
earização 

para ti E Eh(y;) e o ponto iterado atual xk, que fornece uma medida da 
distância de ao conjunto ah(xk). 
- Cálculo da direção de busca dk = -zk, onde xk é uma combinação convexa dos 
subgradientes no feixe. Quanto maior o peso a: de um subgradiente, menor 
será sua influêcia sobre dk. 
- Busca linear ao longo de dk para calcular o próximo ponto iterado e enriquecer 
a informação dada pelos subgradientes; para isto, dois passos diferentes são 
possíveis: 
(i) passo sério: 

xk+l Yk+l xk + tdk , t > O , 
no caso em que um decrescimo suficiente seja conseguido em xk+l. 
(ii) passo nulo: 

Xk+1 +- Xk , Yk+i +- X k  -t tdk , t > 0 , 
no caso em que não seja conseguido um decrescimo suficiente, mas Jkfl E 
dh(yk+i), enriquece a informação dada pelos subgradientes significativamente. 

Observação 3.3.1 

(i)A impíernentação mais conhecida do conceito de feixe é o código FOR- 
TRAN MIFCI (Lemaréchal-Bancora [LEBAI]). Em cada iteração de 
MIFCI, calcula-se uma solução A i ,  i E Jk, do programa quadrático 



A direção de busca se define como dk = - Az;. Isto está motivado 
pela consideração do vk-subfdiferencial 

e a correspondente derivada direcional 

h:l;(x; d )  := inf h(x -t- ta) - h(x) +- a = m a x < [ , d > .  
t > ~  t EEa, 

A v--direção de descida de h e m  xk é a solução de rninlldll<i - h; (xk; d )  . 
Prova-se que Z- := - C;tzk é a projeção da origem a u m a  aprox- 
imação interior de dVkh(xk) e, assim, dh = zk é u m a  aproximação da 
vk -direção de descida. 

(ii) Existe u m a  in t ima relação entre os métodos de feixe e o método de 
planos de corte, pois u m a  outra implementação (Kiwiel [KII]) encon- 
t ra  a direção de busca resolvendo 

é u m a  aproximação poliedral inferior de h e m  xk, i.e, u m  modelo gerado 
por planos de corte de h ao redor de xk. 

3.3.2 O método BT 

O método BT combina características dos métodos de regiões de confiança e 
de feixe. Esta baseado no fato de o método de feixe usar uma aproximacão 



poliedral de h para calculas a direção de busca. Entre tanto, a busca linear do 
método de feixe é substituida por uma estratégia equivalente à de regiões de 
confiança. 

Por simplicidade, supor ainda que h é convexa. Usam-se os subgradientes 
armazenados para construir a aproximação poliedral hk de h ao redor de xk. 
Considerando os erros de linearização a:, antes definidos, pode-se escrever 

Para calcular o próximo ponto A iterado a formulação de regiões de confiança 
consiste em minizar o modelo hk em uma bola centrada em xk, i.e., dado pk , 
resolver 

(RC) : mind ht(xx + d) 

A solução dk de (RC) gera o próximo ponto de procura, xk + dk. Logo pk 
é ajustado para o seguinte passo. A partir do fato de ser (RC) um programa 
com uma restrição quadrática, prefere-se, por questões computacionais, tratar 
com o programa 

que pode ser escrito como 

1 
(BT) : mind v + -lld112 

2tk 

Então , modifica-se tk em vez de pk. Justifica-se isto pela seguinte relação: 
(i) Se d* é solução de (RC) e l,hk é um multiplicador de Lagrange da restrição 
quadrática em (RC), então d* é solução de (BT). 
(ii) Se d* é solução de (BT) e pk := lld* 112/2, então d* é solucão de (RC). 

Para atingir um passo sério ou um passo nulo como no método de feixe, 
substitui-se a busca linear pela formulação de região de confianca. Durante 
este processo, chamado de iteração interna, ajusta-se tk. 

Observação 3.3.2 

(i) Establece-se o seguinte critério de parada : 
Seja v >_ O .  Supor que I (  C"3k XttiJJ I v e CiEZk Xf ai 5 v. Então h(y) 5 
h(xk) - v/  y - xkll - v, para todo y E R", i.e., xk é aproximadamente 
v-ótimo. 



(ii) Os critérios para passo sério e passo nulo do método de feixe se modificam 
da seguinte forma: 
Sejam O < ml < r n z  e (d ( t k ) , v ( t l c ) )  a solução de (BT)  correspondente a 
t k .  Considerar (k+l t ah(x t  + d ( t k ) )  e ai:: := a ( x k ,  xk + d ( t k ) )  
critério d e  passo sério: 

critério de passo nulo: 

Na iteraqão interna adapta-se tk (via bisseção, por exemplo). Prova-se que 
em um número finito de passos se encontra um ti, adequado, tal que o critério 
de passo sério ou passo nulo se satisfaz. 

Para uma implementação eficiente, devem-se levar em consideração vários 
aspectos. Assim, por exemplo, o conjunto de índices Jk (O número de subgradi- 
entes considerado) deve ser mantido de um tamanho razoável quando Ic -+ co. 
Portanto, na implementação, cada certo número de iterações será reiniciado o 
feixe. A análise de convergência requer I J k I  2 3 mais uma certa estratégia de 
reiniciação. 

Algoritmo 3.3.3 (Algoritmo BT) 
Escolher u m  ponto inicial $1 E lRn e os parâmetros T > 0 ,  O < ml < m~ < 1, 
O < m3 < 1, u 2 0. Estabelecer uma cota superior Jmaa 2 3 para l J k l .  

Passo O: Calcular h ( x l )  , Jl E 8 h ( x l )  e fazer 

Passo 1: (ITERAÇÃO I N T E R N A )  Calcular xk+l e (k+i tal que o critério 
de passo sério ou o critério de passo nulo se satisfaça ou seja atingido xk 
aproximadamente v-ótimo (neste último caso PARAR) .  

Passo 2: Se  l J k l  = Jmaz i r  ao Passo 3; caso contrário 

3 t Jk e i r  ao Passo 4 . 

Passo 3: (REINÍCIO) Escolher J C Jk tal que 1Jk1 < J m a x  - 2 e 
max{i/i E Jk ,  a: = O )  E 3. 

Introduzir u m  zízdice adicional k: e definir 



+- Uk, 3 e-- JU{k.). ti +- Zk, 

Passo 4 (ATUALIZAÇÃOJ Se o resultado da iteração interna é passo 
sério, fazer 

a;:: +- o . 
Se o resultado da iteração interna é passo nulo, fazer 

a::: + ~ ( ~ k i  ~ k + l )  . 
Fazer 

Jk+l + 3 U {k + 1)  e ir ao Passo 1. 

Observação 3.3.4 A combinação convexa t i ,  no Passo 3, corresponde à 
agregação do subgradiente introduzida por Kiwiel [KII]. 

Considerando X* := {x* E Bn/h(x*) = infZERn h(x)), têm-se os seguintes 
resultados de convergência 

e Se X* = 0, então h(xk) + infrERn h(%) E [-oo,+oo). 

3.3.3 O método BT para o caso não convexo: BTNC 

Apresentam-se aqui as modificações necessárias para que o método BT possa 
ser aplicado ao caso em que h não é convexa. O método modificado é denom- 
inado BTNC. 

Supor que h é Lipschitz localmente e sernisuave fracamente (Definição 
3.1.3). 

No caso convexo, tem-se que 

No caso não convexo, a relaqão anterior não se satisfaz. Portanto, a: poderia 
A 

ser negativo e , nesse caso, o modelo hk, gerado pelos planos de corte não é 
mais uma aproximação inferior de h(xk $ . ) - h(xk). 

Para evitar essa dificuldade, procede-se a aplicar a mesma estratégia que 
em outros métodos de feixe, substituindo a: por 



onde c0 é um real positivo pequeno (com c0 = O se h for convexa). E claro que 
@f 2 O. Considera-se, logo, o modelo modificado 

hk ( d )  : = rnax{&, d > -B<}. 
3 k  

Os ,L?: copiam parte do papel dos a:: sempre que y; esteja longe do ponto 
atual xk, entaõ /9: é grande e, portanto, 5; influencia pouco o modelo. 

Substitui-se, agora, a. por ,@ no algoritmo BT. Isto não muda o caracter 
do programa (BT). Entretanto, para h não convexa, a condição 

só indica que O está próximo, com respecto a v, da envoltória convexa de certos 
J; E t2h(y;) para os que yi não  está longe de xk. 

A iteração interna requer duas modificações: eliminas a segunda parte do 
critério de passo sério e adicionar a seguinte condição de passo nulo 

Isto garante que depois do passo nulo, o modelo gera uma direção suficiente- 
mente diferente da insatisfat ória direção anterior. 

Para o caso não convexo, tem-se o seguinte resultado de convergência 

Teorema 3.3.5(Teorema 3.1, Schramm-Zowe [SCHRZI]) Se h é semisuaue 
fracamente, limitada inferiormente e a seqüência de pontos iterados é limi- 
tada,  então existe um ponto de acumulação 2 da sequência { x ~ ) ~ ~ ~  ta l  que 
o E 3h(z). 

3.3.4 BLPP: Um algoritmo para solucionar o PPDN 

Considerar a família de programas parametrizados em c 2 0, definida na 
relação (3.3.1) 

É claro que o problema (Pl), equivalente a (PPDN), pertence a essa 
família, pois (Pio) é (P l ) .  



Seja c > O e K,(x, y) a função total de restrições para o programa (Pl,). 
Então, denotando as restrições deste programa por 

O seguinte programa é equivalente a (Pl,) 

Considerar (x" ,') viável para (P2,) e a função de melhoramento associada 

Sabe-se, de (3.2.14)) que se (x" y ') é solução de (P2,), então 

onde, considerando (3.3.4) e (3.2.12), tem-se que 

Assim, a partir da Def. 3.2.6, os comentarios que seguen a Obs. 3.2.7, 
o Lema 3.2.8 e o Teorema 3.2.9, tem-se que para encontrar uma solução do 
programa (P2,,), para ~k > 0, pode-se proceder segundo o seguinte algoritmo 
conceitual: 

(i) Encontrar uma direção de descida viável dk para H:, no ponto (x" yk). 
Se Ild"l = O,  ir a (iii). Caso contrário, continuar. 

(ii) Considerar o novo ponto iterado (x k+l, y "') : = (x , y ') + d% a funcão 
Voltar para (i). 



k k  (iii) O ponto (x,, , y,,) := ( x  , y ) é um ponto viável para o programa 
(P2,,), estacionário para a função P. P A R A R .  

Observação 3.3.6 Desde que, pela Prop. 3.1.4, a função H:, é semisuave 
fracamente para qualquer Ic,  usa-se neste trabalho o Algoritmo B T N C  para 
determinar (xk+', yN1) ,  tomando como ponto inicial (z" yk ) .  Segundo o Teo- 
rema 3.3.5 o algoritmo é convergente. 

Determinado (x,, , y,,), pode-se encontrar y& E O(x,,) e ,  diminuindo ade- 
quadamente €I ,  para Ek+l,  reiniciar o algoritmo conceitual para encontrar u m a  
solução de (P2,,,,). 

Observação 3.3.7 
(i) Para encontrar y:, E O(x,,), usa-se neste trabalho a rotina NLPQLI  

(Schittko wski [SCZII]) . 
(ii) O algoritmo conceitual aplicado ao programa (P2,,,,), pode-se aplicar 

tomando como ponto inicial (xl, y l )  := (x,,, y:,) como ponto inicial. 
(iii) Sob as hipóteses do Teorema 3.2.12, a seqüência de pontos {(x,,, y,,)) 

converge a u m  ponto estacionário do problema ( P P D N ) .  
No que segue formula-se o algoritmo proposto neste trabalho, denominado 

Algoritmo BLPP (das siglas do PPDN e m  inglês: Bilevel Programming 
Problem), e alguns resultados numéricos. 

Algoritmo 3.3.8 (Algoritmo BLPP)  
Escolher c > O ,  T O L  > O (pequeno), K O N S  > 0, ( x O , y O )  ponto inicial viável 
para (Pl , ) ,  tal que y0 E O ( x O ) ,  e os parâmetros para o algoritmo B T N C .  

Iniciar o contador de iterações k ,  fazendo 

Passo I (Iteração maior) Fazer 

Passo 2 (iteração menor) Encontrar uma solução (x,,, y,,) do pro- 
grama (P2,,), usando repetidamente o algoritmo BTNC,  como indicado no 
algoritmo conceitual anterior (fim da iteração menor). 

Passo 3 Encontrar y:, E O ( x k ) ,  usando o algoritmo NLPQLI com ponto 
inicial y,, . 
Fazer 

( x k ,  y k )  + (x€, ,  Y€& 

Se ck 5 T O L ,  i r  ao Passo 4. Se  Q > T O L ,  fazer 6 t t k / K O N S .  Ir ao Passo 
1. 

Passo 4 PARAR, ( x k ,  y k )  é u m  ponto viável próximo de u m  ponto esta- 
cionário do problema ( P P D N )  (fim da iteração maior). 



O algoritmo BLPP foi testado para resolver os seguintes problemas: 

Problema 3.3.9 (Adaptado de Clark-Westerberg [CWl]) O programa (PPDN),  
onde X = [4,16], Y = R, F(x ,Y)  = x - 4y, f(x,  y)  = y, gl(x, y) = -22 -I- y, 
g2(x, Y)  = 22 + 5y - 108, g3(x, y)  = 2x - 3y + 4. Não existem restrições do 
tipo G;(x, y) 5 O. 

Problema 3.3.10 (Exemplo 1, Outrata [OT2]) O programa (PPDN),  onde 
x = R+, Y = E:, F ( x ,  Y )  = - 3)' + (y2 - 4)2], f ( r ,  y)  = $(Y: + ~ , 2 )  - 
(3 -I- 1.3332)y1 - xy2, gi(x, y) = -0.333~1+ y2 - 2, g 2 ( ~ ,  y) = yl - 0 . 3 3 3 ~ ~  - 2. 
Não existem restrições do tipo G;(x, IJ) 5 0. 

Problema 3.3.11 (Exemplo 3, Outrata [OT2]) O programa (PPDN),  onde 
os dados são os mesmos que no Problema 3.3.10, exceto que 

Os resultados conseguidos, aplicando algoritmo BLPP a estes problemas, 
mostram-se na seguinte tabela 



PROB. PONTO INICIAL 
- - 

SOLUÇAO DO SOLUÇAO 
ALGRT. BLPP DE [OT2] 

não foi 
testado 

Observasão 3.3.12 Na tabela acima, tem-se que: 
( i ) N a  coluna P O N T O  INICIAL,  só foi fornecido o ponto inicial para x ,  

pois y E 0 ( x )  foi obtido aplicando a rotina NLPQLI .  
@ ) N a  coluna SOLUÇÃO DE [OTZ], fornecem-se os resultados dos respec- 

tivos ezemplos obtidos por Outrata [OTZ], usando penalixação. Como é de 
esperar os resultados são pontos invidveis; entanto que, na coluna SOLUÇÃO 
DO A L G R T .  BLPP,  que fornece os resultados obtidos usando o algoritmo pro- 
posto, exibem-se pontos viáveis. 



Conclusões 

Neste trabalho tem-se discutido, principalmente, dois fatos relativos ao Prob- 
lema de Programação de Dois Níveis (PPDN): 

o Condições de Otimidade. 

o Tratamento numérico. 

Em relação às condições de otimidade, tem-se estabelecido, sob a condição 
de qualificação de programa calmo para o PPDN e no contexto da análise 
não diferenciável, condições necessárias do tipo K-K-T para mínimos locais 
(Teorema 2.3.6). É importante lembrar que, em geral, o PPDN é um problema 
não convexo, o que faz dificil o estudo de soluções globais. 

As condições necessárias aqui apresentadas, até onde o autor conhece, são 
os primeiros resultados obtidos para o caso geral. É conveniente assinalar 
que se requerem condisões de segunda ordem para o problema do seguidor e 
que, tanto a semicontinuidade do conjunto de Reação Racional (determinada 
pela aplicação ponto-conjunto O( . )), assim como a condição de calma para 
o PPDN, são hipóteses que não são simples de serem testadas, embora sob . 

hipóteses adicionais não seja tão complicado verificá-las. De fato, apresenta-se 
aqui um exemplo onde todas as hipóteses solicitadas se satisfazem e, portanto, 
o Teorema 2.3.6 (que estabelece as condições de K-K-T) se verifica. 

Em relaqão ao tratamento numérico, deve-se dizer que tem tido dois obje- 
tivos básicos. De um lado, propor um algoritmo de descida viável; por outro 
lado, verificar as propostas teóricas. Deve-se indicar que a implement acão 
numérica, em termos da função de melhoramento (Kiwiel [KIl]), usando códigos 
computacionais existentes (NLPQL1, Schittkowski [SCHII] , e BTNC, Outrata- 
Schramm-Zowe [OSCHRZl]) é uma primeira versão, onde não foram explo- 
radas todas as possibilidades teóricas. Assim, os resultados, em termos de 
tempo de processamento, número de iterações, exemplos testados, et c. podem 
ser aprimorados. Isto requer uma adequada modificação dos códigos usados. O 
algoritmo BLPP, aqui proposto, tem sido codificado em FORTRAN e rodado 
em um microcomputador 486. 
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