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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtengio do grau de Doutor em Ciéncias (D. Sc.)

Algoritmos de Regiao de Confianca para Problemas de Otimizacdo nao Linear

Restrita
Pedro José Di Novella Cordero

Marco de 1996

Orientador: Clévis Caesar Gonzaga

Programa: Engenharia de Sistemas e Computacao

Neste trabalho, apresentamos dois algoritmos de regiao de confianca para
resolver problemas de otimizacdo ndo linear com restri¢des. Primeiro desenvolvemos
um algoritmo para resolver problemas de minimizacio de fung¢des escalares ndo li-
neares de varias variaveis sujeitas somente a restricbes de caixa, logo generalizamos
o algoritmo para poder tratar o caso em que restricoes ndo lineares de igualdade séo
adicionadas ao problema. No desenvolvimento dos algoritmos propostos, emprega-
mos a programagcao quadratica seqiiéncial com regido de confianga e uma estratégia
de pontos interiores para o tratamento das restrigoes de desigualdade. A escolha da
programagcao quadratica seqiiéncial com regido de confianga se justifica pelas atrati-
vas caracteristicas de ambos métodos, como a répida taxa de convergéncia local, e a
convergéncia global quando combinados os dois métodos, enquanto que a estratégia
de pontos interiores evita os problemas associados aos métodos de restrigdes ati-
vas, no tratamento das restri¢des de desigualdade. A regido de confianca utilizada,
tem um formato eliptico, enquanto que os outros métodos utilizam uma regido de
confianca esférica. Para ambos os algoritmos sido apresentados os resultados de

convergéncia global.
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O segundo algoritmo apresentado foi implementado e testado para um
conjunto de vinte problemas nio lineares obtidos nas referéncias bibliogréficas. Os
resultados numéricos obtidos nos testes realizados com este algoritmo foram compa-
rados com os obtidos por outros sete cédigos de otimizagio. Este estudo compara-
tivo mostrou a robustez do algoritmo proposto. Também para cada teste é mostrado

graficamente o desempenho do algoritmo proposto no decurso das iteragoes.

Palavras-chave: Otimizagdo nao Linear, Algoritmos de Regido de Con-

fianga, Programacdo Quadratica Sequéncial, Estratégia de Pontos Interiores.
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Trust Region Algorithms for Nonlinearly Constrained Optimization Problems
Pedro José Di Novella Cordero

March 1996

Thesis Supervisor: Clévis Caesar Gonzaga

Department: Programa de Engenharia de Sistemas e Computagio

In this work, we present two algorithms that use the trust region technique
to solve nonlinearly constrained optimization problems. First, we develop an algo-
rithm for solving problems of minimizing a nonlinear real-valued function of several
variables, subject to box constraints, then we generalize the algorithm to handle the
inclusion of nonlinear equality constraints in the problem. In the development of the
proposed algorithms, we have used the sequential quadratic programming approach
with trust region technique and an interior point method to deal with the inequa-
lity constraints. The choice of the sequential quadratic programming approach with
trust region technique is based on the attractive features of both method, namely: a
fast local convergence property and global convergence when both methods are used
together, while the interior point method avoids the problems that appear in active
set strategy, when dealing with the inequality constraints. The trust region used,
has an ellipsoidal shape, in contrast to the other methods, which use a trust region

with spherical shape. Global convergence results are presented for both algorithms.

The generalized algorithm was implemented and tested for a set of twenty
nonlinear problems found in the literature. The numerical results obtained were

compared with the results of seven well known optimization codes. This compa-
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rative numerical study has shown the robustness of the proposed algorithm. The

performance of the algorithm is presented graphically, for each test.

Key Words: Nonlinear Optimization, Trust Region Algorithms, Sequential

Quadratic Programming, Interior Point Method.
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Capitulo I

Introducao

Os problemas de programacgo ndo linear aparecem, sob as mais diversas formas, em
muitas dreas do saber humano, como nas ciéncias naturais, na fisica, na engenharia,
na economia, assim como no planejamento governamental, no mundo dos negécios,
na indidstria e na area militar. Tais problemas podem aparecer por exemplo, no de-
senho O6timo de um veiculo, a melhor utilizagdo de recursos escassos, planejamento
de sistemas elétricos, etc. Nas dltimas quatro décadas, para atender exigéncias cres-
centes nessas areas, tem se apresentado um grande desenvolvimento nos modelos
e métodos de otimizacido. O aparecimento de computadores cada vez mais velo-
zes, assim como com uma maijor capacidade de memoria, tem ajudado muito no

desenvolvimento e aplicacao de novas técnicas de otimizacao.

Outro aspecto que tem influenciado o desenvolvimento de novos algoritmos
de programacao ndo linear é o rapido incremento do tamanho e da complexidade
dos problemas a serem resolvidos, como resultado do crescimento tecnolégico depois
de segunda guerra mundial. Dai a necessidade de algoritmos mais eficientes, mesmo

dispondo-se de computadores de grande velocidade.

Esta pesquisa foi motivada pela necessidade de se desenvolver algoritmos
robustos para resolver o problema da otimizag¢ao nao linear. Neste trabalho, apresen-
tamos dois novos algoritmos para resolver o problema de programacio nao linear. O
primeiro deles é um algoritmo de regido de confianca para otimizagdo de problemas

com restrigdes de caixa, isto é, problemas de formas:



minimizar f(z)

(L1)

sujeito a [ <z <u,

onde z é um vetor de dimensdo n, cuja i-ésima componente z; tem [; e u; como
limites inferior e superior respectivamente, podendo ser alguimas coordenadas de [
iguais a —oo e algumas coordenadas de u iguais a +oo e f : R™ — R ¢ uma fungao

escalar.

O algoritmo desenvolvido para resolver o problema (I.1) é depois estendido
para resolver o problema geral da otimizagido nao linear, onde agora temos tanto

restricbes nao lineares de igualdade, como de caixa:

minimizar f(z)
sujeito a  ¢(z) =0

[ <z <u,

onde f : R®* — R & uma fungio escalar e ¢ : R® — R™ é um vetor de funcGes

nao lineares.

No desenvolvimento dos algoritmos propostos, empregamos a programagcao
quadratica sequéncial com regido de confianga e uma estratégia de pontos interio-
res para o tratamento das restrigoes de desigualdade. A escolha da programacao
quadrética seqiiéncial com regido de confiancga se justifica pelas atrativas carac-
teristicas de ambos métodos, como a rapida taxa de convergéncia local, e a con-
vergéncia global quando combinados os dois métodos, enquanto que a estratégia de
pontos interiores evita os problemas associados aos métodos de restrigoes ativas, no

tratamento das restri¢cdes de desigualdade.

Embora varios trabalhos tém sido feitos para desenvolver algoritmos de
regiao de confianca para a otimizacdo nao linear, a maioria deles s consideram o
caso da otimizagdo sem restrigbes, problemas s6 com restrigdes de caixa ou problemas
linearmente restritos, como os trabalhos de Byrd, Schnabel e Shultz [48], Gay [20],
Conn, Gould e Toint [10], e Sagara e Fukushima [44]. Os resultados obtidos por

esses e outros autores, mostraram que os métodos de regido de confianga foram



muito bem sucedidos e robustos, para essa classe de problemas.

No caso da otimizagao com restricdes nao lineares, alguns trabalhos onde
emprega-se a programacio quadratica seqiiéncial e técnicas de regido de confianca
tém sido apreseﬁtados, mas sé com restrigoes de igualdade. Entre eles podemos
mencionar os trabalhos de Byrd, Schnabel e Shultz [3], Celis, Dennis e Tapia [5],
Powell e Yuan [43] e Vardi [49].

E portanto o objetivo desta pesquisa, descrever e desenvolver algoritmos
robustos para o problema de programagdo nao linear com restrigdes nao lineares de
igualdade e caixa, os quais possam ser implementados eficientemente e analisar os

resultados obtidos.

O trabalho estd organizado em seis capitulos. A seguir apresentamos um

sumdrio dos préximos capitulos da tese.

No capitulo II, descrevemos o problema de programagao nao linear na sua
forma geral e no formato padrdo. A seguir é apresentada a notacao utilizada na tese.
I feita uma revisio das diferentes abordagens empregadas na resolugio do problema
de programacao nao linear, fazendo-se especial énfase na programagdo quadratica
seqiiencial, nos métodos de regido de confianca e no uso das fungbes de mérito nesses
dois métodos. Além disso, é apresentado o algoritmo afim-escala, no qual baseia-se

o tratamento feito das restrigdes de desigualdade.

No capitulo III, descrevemos e apresentamos um novo algoritmo de regido
de confianga, para resolver problemas de minimizagao de funces nao lineares sujeitas
somente a restricoes de caixa. Descrevemos a regido de confianga utilizada, a qual
tem um formato eliptico, distintamente dos outros métodos que utilizam uma regiao
de confianca esférica. Na parte final do capitulo sdo apresentados os resultados de

convergéncia global.

No capitulo IV, generalizamos o algoritmo desenvolvido no capitulo III
para poder resolver o problema de programac¢do nao linear quando temos tanto
restrigbes nao lineares de ignaldade como restrigbes de caixa. Mostramos como é feito
o calculo das estimativas dos multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker e a escolha

da funcdo de mérito. Finalmente, sob a hipdtese de ser a seqiiéncia gerada pelo



algoritmo convergente e uma hipétese sobre a regido de confianca que explicitaremos

neste capitulo, apresentamos os resultados de convergéncia global.

O capftulo V detalha os resultados obtidos com a implementacéo do algo-
ritmo proposto no capitulo V. Para tal fim, foram realizados vinte testes computa-
cionais. Os resultados obtidos nos primeiros treze testes realizados com o algoritmo
proposto sdo comparados com os obtidos pelos seis cédigos de otimizagao apresen-
tados em [30]. Os resultados dos tltimos sete testes sdo comparados com os obtidos
pelo cédigo de otimizagdo MINOS 5.1. Também para cada teste é mostrado o de-

sempenho do algoritmo proposto, no decurso das iteracoes, através de 4 graficos.

Por fim, no capitulo VI, apresentamos as conclusées do nosso trabalho e

as recomendagoes para futuros desenvolvimentos.



Capitulo 11

Revisao Conceitual da
Programacao nao Linear

II.1 Introducao

O problema de programacio nao linear, na sua forma mais geral, pode ser enunciado

comao:

minimizar  f(Z) (I1.1.1)
sujeito a I < a(z) < g, v=1,...,m (I1.1.2)
Ingi < % < Uy, 1=1,...,p, (I1.1.3)

onde Z é um vetor de dimenséo p, cuja i-ésima componente Z; tem I; e %; como
limitantes inferior e superior respectivamente, podendo ser algumas coordenadas de
[ iguais a —oo e algumas coordenadas de @ iguais a +oco. Se [; = 4; entdo a i-ésima
restrigdo é uma restricio de igualdade. f: R? — Red: RP — R, i =
1,...,m sdo fung¢bes escalares, geralmente suaves, isto é, com derivadas continuas.

As restrigoes de desigualdade (11.1.3) se denominam de restrigdes de caixa.

Temos entédo que um problema de programagao nio linear (PNL) consiste
de uma func¢io escalar, as maioria das vezes de virias variaveis, a qual queremos
minimizar, sujeita, quica, a uma ou varias outras fungdes que servem para limitar
ou definir os valores das variaveis. A func¢do a ser minimizada ¢ chamada de fungio

objetivo enquanto que as outras sdo chamadas de restrigoes.



Devido a dificuldade de se resolverem, os problemas de programacao ndo
linear tem sido classificados em diferentes classes. Uma classe particularmente bem
estudada é a formada pelos problemas cujas restrigdes sido todas lineares. listes
problemas sdo conhecidos como problemas linearmente restritos. Nesta classe cabe
ressaltar dois casos muito especiais: os problemas cuja funcio objetivo é quadratica,
os quais sdo conhecidos como problemas de programagio quadratica (PQ) e aqueles
cuja funcido objetivo também é linear. Estes sdo conhecidos como problemas de
programacao linear (PL). Devido as suas caracteristicas muito particulares, a pro-
gramagao linear tem se desenvolvido de certa forma independente do resto da PNL,
gerando metodologias de estudo especificas para esta drea. Um outro caso especial
é a chamada otimizacio nao restrita ou desvinculada, na qual os problemas nio tem

restrigoes.

Introduzindo-se variaveis de folga adequadamente, as restrigdes de desi-
gualdade (I1.1.2) podem ser transformadas em igualdades. Desta forma o problema

(11.1.1 - I1.1.3) pode ser re-escrito como;

minimizar f(z)
sujeito a  ¢(z) =0 | (11.2)
[<z<Lu,
onde agora, z € R™ contém tanto as varidveis originais como as varidveis de folga,

f i R® — R é uma fungéo escalar e ¢ : R® — R™ é um vetor de fungoes. Esta

formulacao se denomina forma padrio e seréd a utilizada neste trabalho.

Um ponto & € R™ é vidvel para o problema (I1.2) se ¢(2) =0el < & < w.

Caso contrario denomina-se inviavel.

Um ponto vidvel z* é um minimizador local (ou solugio local) do problema

(I1.2) se existe uma vizinhanca V(z*) tal que
f(z*) < f(=) para todo ponto vidvel z € V(z*). (11.3)

Se a desigualdade (I1.3) é estrita para todos os pontos vigveis z € V(z*), = # z*,

entao «* denomina-se minimizador local estrito, forte ou isolado.



I1.2 Notacgao

Nesta secdo vamos apresentar a notagao que serd utilizada neste trabalho:

escalares: serdo denotados usando-se letras minudsculas e as letras gregas (exceto
Ay s 1y $ e V).

vetores: serdo denotados pelas letras mindsculas e pelas letras gregas A, v e . Ao
longo da tese consideraremos os vetores como vetores coluna. Os vetores com um
superindice t denotardo vetores linhas. As coordenadas do vetor serdo indicadas
através de subindices.

matrizes: serdo denotadas pelas letras maidsculas. As matrizes com um superindice
t denotardo a matriz trasposta. O elemento ij de uma matriz sera denotado através
do subindice ij.

N: denota o conjunto dos niimeros naturais.

R: denota o conjunto dos niimeros reais.

R™: denota o espaco real de dimensao n.

|p|: denota o valor absoluto do escalar p.

||z]|oo: denota a norma infinito do vetor z.

||z]|1: denota a norma um do vetor .

||z]|: denota a norma dois do vetor .

||A]]: denota a norma espectral da matriz A.

f:R™ — R: denota a funcio objetivo de um problema de (PNL).

V f(z): denota o vetor gradiente da fun¢io f no ponto .

V2f(z): denota a matriz hessiana da fungdo f no ponto z.

¢:R™ — R™: denota o vetor das restrigdes de um problema de (PNL).

¢i : R — R: denota a i-ésima restricio de um problema de (PNL).

Vei(z): denota o vetor gradiente da funcdo ¢; no ponto z.

V2¢;(z): denota a matriz hessiana da fungéo ¢; no ponto .

A, A(z): denota a matriz jacobiana da fungio ¢ no ponto z, isto é, a matriz cuja
i-ésima coluna é o vetor V().

D: denota uma maftriz diagonal.

D(z): denota uma matriz diagonal, na qual a diagonal é formada pelo vetor z.
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1I.3 Abordagens na Resolugao dos Problemas de
PNL

Muitos algoritmos tem sido propostos para resolver o problema de (PNL), utilizando-
se as mais variadas técnicas e metodologias. O caso mais simples é o da otimizacio
sem restricdes. Para este tipo de problemas tem-se aplicado varios métodos, os quais
podem ser catalogados entre os que sdo baseados em desenvolvimento em série se
Taylor e os que ndo. A grande maioria dos métodos de otimizagao pdra funcoes
diferenciiveis sdo baseados na expansdo em série de Taylor da funcio objetivo. Eles
estdo divididos em métodos localmente convergentes, para os quais a convergéncia
a um minimizador local é garantida somente se o ponto inicial esta dentro de uma
certa vizinhanga do minimizador local, em geral uma vizinhanca bastante pequena, ¢
os métodos globalmente convergentes, para os quais a convergéncia esta garantida,
independentemente do ponto selecionado como ponto inicial. Entre os primeiros
podemos destacar o método de Newton e os algoritmos quase-Newton. A estratégia
béasica dos métodos globalmente convergentes é diminuir o valor da fungio objetivo
em cada itera¢dao. Isto é obtido através de uma diregio de descida a partir do ponto
da iteracdo presente, uma diregdo a partir do ponto na qual a funcao decresce.
Entre estes métodos podemos citar o método de méxima descida, os métodos de
busca linear e os métodos de regido de confianga. Entre os métodos nio baseados em
desenvolvimento em série de Taylor podemos citar o método das dire¢des conjugadas
e como caso particular, os métodos de gradiente conjugados e gradiente conjugados
precondicionado. Uma 6tima referéncia para se obter informagao sobre otimizagao

nao linear sem restrigdes é [13].

I1.3.1 Restricoes de Igualdade

Consideremos agora o caso da otimizacdo sé com restricdes de igualdade, isto é,

problemas da forma

minimizar f(z)
(I1.4)

sujeito a  ¢(z) = 0.

Uma condicio necessaria para que um ponto vidvel z* seja um minimiza-



dor local de (I1.4) é que exista A\* € R™ tnico tal que Vf(z*) = > A Vei(z*). (A*
=1

é chamado multiplicador de Lagrange do problema.)

Chamamos lagrangiano do problema (I1.4) & funcdo £(z,)) = f(z) —
Me(z). Note-se que se z* é um minimizador local de (IL.4) e A* o seu multipli-
cador de Lagrange associado entdo V&(z*, A*) = 0. O lagrangiano possui um papel
preponderante em muitos dos métodos propostos para a resolugdo de problemas

otimizacao restrita, como veremos a seguir.

O principio basico empregado na resolugdo de problemas de PNL restritos
é o de substituir um problema dificil por outro mais facil. A aplica¢ao deste principio
conduz a métodos que formulam e resolvem uma seqiiéncia de subproblemas, os quais
estao relacionados de uma maneira conhecida com o problema original. Em alguns
desses métodos, o subproblema consiste de uma minimizagio sem restricoes de uma
~fun¢éo modelo do problema original. Exemplo deste tipo de métodos sdo os métodos
de funcGes de penalidade e os métodos de multiplicadores ou de lagrangiano aumen-
tado, onde a fungdo objetivo é a fungao lagrangiana acrescentada com uma fungao de
penalidade. Os métodos de lagrangiano aumentado tiveram uma grande populari-
dade no inicio dos anos 70, quando foram propostos independentemente por Hestenes
[29] e Powell [41]. Em outros métodos, os subproblemas consistem de um modelo da
fungdo objetivo, sujeito a restrigdes de caixa e/ou restrigdes lineares obtidas a partir
das restrigGes originais. A forma mais comum de se obter as fun¢bes modelo dos
subproblemas é a expansdo em série de Taylor. Exemplos de este tipo de método
sdo os métodos seqiienciais linearmente restritos, também conhecidos como métodos
de lagrangiano reduzido, os métodos de programagio quadritica seqiiencial (PQS)
e métodos relacionados a PQS, incluindo-se aqui o método de regido de confianga.
Estes 1ltimos sdo considerados atualmente como os mais eficientes para resolver os
problemas de PNL. Varios deles tem‘ sido implementados em pacotes computacio-
nais altamente confiaveis, os quais tem tido um desempenho extremamente bom na
pratica, inclusive em problemas de teste considerados dificeis. Mais detalhes sobre

os métodos aplicados em PNL restrita podem ser achados em [21] e [22].

Nos algoritmos que serdo mostrados a seguir, assim como em todos os

outros que serao apresentados neste trabalho nio sera especificada nenhuma regra ou
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condigao de parada, usando-se o teste “enquanto ndo convergir”. Em geral as regras
de parada baseiam-se nas condi¢bes de otimalidade do problema a ser resolvido e

em algum critério escolhido para estipular a precisao desejada.

I1.3.1.1 Programacao Quadratica Seqiiencial

Os algoritmos propostos neste trabalho baseiam-se nos métodos de PQS e regido de
confianga. Os métodos de programagio quadratica seqiencial podem ser considera-
dos generalizagbes do método de Newton para o problema geral de otimizacao. Neles
a solucio do problema original é obtida através da resolugdo de uma seqiiéncia de
subproblemas, onde a fungio objetivo é substituida por uma aproximacao quadratica
da fungdo lagrangiana e as restrigdes por equagdes lineares, obtidas a partir da apro-
ximagao linear das restri¢des originais. Dessa maneira, o subproblema a ser resolvido
em cada iteragido é um problema de programacio quadritica que, em comparacdo ao
problema original, pode ser considerado mais simples. A seguir, no algoritmo 11.1,

é apresentado o método de PQ)S, na forma “pura”, para a resolucdo do problema I1.4.

Algoritmo I1.1 (PQS):

0

0. k£ = 0;seja z° € R™ o ponto inicial.

Enquanto nao convergir fazer
1. Calcular z = z*, g = Vf(z), A = Vc(z) e escolher B, uma matriz simétrica.
2. Calcular o passo d, resolvendo o seguinte problema quadratico:
|
minimizar ¢'d 4+ §dth
(I1.5)

sujeito a  A'd +¢(z) =0

3. Fager z**' = 2 + d; k = k + 1.

Fim do enquanto
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Um elemento da maior importancia no algoritmo apresentado anterior-
mente é a escolha da matriz B. A melhor escolha dessa matriz ainda hoje é um
problema aberto, particularmente nos métodos quase-Newton e é objeto de muita

pesquisa atualmente.

Quando dispomos de derivadas segundas tanto da funcdo objetivo, como
das restricdes, uma escolha boa perto do étimo é tomar a préopria matriz hessiana
do lagrangiano no modelo quadréatico, i.e, B¥ = VZ2{(z* A*). De fato, esta foi
a escolha feita por Wilson em 1963, quando na sua tese de doutorado, propos o
primeiro método de PQS para otimizacdo com restricoes. Como estimativa para
os multiplicadores, Wilson utilizou os multiplicadores do subproblema na iteragao
anterior. Com esta escolha, o método de PQS “puro”, tem convergéncia quadratica.
O problema, desta escolha é que a matriz hessiana reduzida pode ser indefinida, o qual
levaria a que o subproblema quadratico (I1.5) fosse ndo limitado. Quando derivadas
segundas nio sao disponiveis a alternativa ¢ utilizar aproximacoes quase-Newton
para a hessiana do modelo quadratico e estimativas diferentes para os multiplicadores

de Lagrange.

O método de PQS, da forma como foi apresentado no algoritmo I1.4,
apresenta alguns problemas. O primeiro deles é que assim como acontece com o
método de Newton, esta versio do método de PQS ndo tem boas propriedades de
convergéncia global, isto é, se o ponto inicial 2° esta muito longe da solugdo z*, entdo
a convergéncia do algoritmo nao esta garantida. Em segundo lugar, como dizemos
anteriormente, o subproblema quadratico (IL.5) pode ser no limitado se a matriz B
for ndo definida positiva ou mal condicionada. Em terceiro lugar os multiplicadores
A podem nio ser limitados se a matriz A estiver perto de ser de posto deficiente.
Por dltimo mesmo convergindo, uma boa razdo de convergéncia nao ¢ garantida,

o o
mesmo perto da solugdo otima.

No entanto, se algumas modificagoes forem introduzidas no algoritmo I1.1,
os problemas anteriormente relatados podem ser evitados. A convergéncia global
pode ser alcangada através do uso de uma busca linear ou uma estratégia de regiao
de confianca com alguma funcao de mérito. Os segundo e terceiro problemas também

podem ser resolvidos através do uso de uma técnica de regido de confianca enquanto
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que o ultimo problema pode ser evitado utilizando-se uma correcdo de segunda
ordem na escolha do passo d. A utilizagdo dessa corregdo de segunda ordem foi
introduzida em 1982 por Chamberlain et. al. [6] e Fletcher [18]. Nas seguintes
se¢des vamos descrever os métodos de regido de confianga e algumas fungbes de
mérito utilizadas quando o método de regido de confiancga é empregado na resolugio
de problemas de PNL com restri¢des. Mais vejamos primeiramente como é o método

de regiao de confian¢a no caso da otimizacio desvinculada.

I1.3.1.2 Métodos de Regiao de Confianga

Uma das razoes da grande popularidade dos métodos de regido de confianca € o
fato de eles ter convergéncia global e uma rapida taxa de convergéncia local. Nestes
métodos, distintamente da maioria dos métodos de otimizagdo, primeiro é deter-
minado um limite superior para o tamanho do passo a ser dado, e logo usando-se
um modelo quadratico é determinado o melhor passo possivel, dentre aqueles que
tem no maximo o tamanho predeterminado. Na k-ésima iteracdo de um método de
regiio de confianca, a partir do ponto ¥, o tamanho do passo esté restrito por um

parametro Ay > 0. Este passo é calculado resolvendo-se o seguinte problema de PQ:

minimizar ¢*(d) = f(z*) + Vf(z*)'d + —;—dtBkd

(IL6)
sujeito a  ||d|| < Ag,

onde By, é V?f(z*) ou uma aproximagio desta matriz.

O pardmetro Ay representa o raio de uma bola ao redor do ponto z*, onde
acredita-se que o modelo quadratico é uma aproximacio confidvel do problema que
queremos resolver. Dai o nome de métodos de regido de confianca. O parametro
Ay denomina-se raio da regiao de confianca e € ajustado no decorrer das iteragoes,
dependendo da adequacio da aproximacio quadritica no ponto z* + d. Se a apro-
ximagio quadratica no ponto z* +d néo for considerada aceitavel, o passo calculado
na iteragdo presente é rejeitado o parametro Ay é diminuido e é calculado um novo
passo d. Por outro lado, se a aproximacdo quadratica for muito boa, além de ser

aceito o passo d, o pardmetro Ay é aumentado,
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O ajuste do parametro Ay, feito em cada iteragdo, é fundamental no
desempenho de um método de regido de confianga. Ele evita que no caso da apro-
ximagao quadrdtica for considerada boa, a vizinhanca fique muito pequena, o qual
faria que os passos gerados pelo algoritmo sejam muito pequenos, acarretando um
aumento do ntimero de iteragdes. No caso contrario evita que vizinhanca fique muito

grande, o qual prejudicaria a qualidade do passo gerado na iteragao presente.

real na funcio objetivo, ao ir de zF a z* 4 d*, a qual denotaremos com aredy(d¥),

estd dada por:

aredy(d*) = f(2*F) — f(z* + d¥).

A variacio do modelo quadratico devida ao passo d*, a qual pode ser vista como
uma predicdo da reducdo real, de acordo com nosso modelo, a qual denotaremos

com predy(dF), estéd dada por:

1
predp(d®) = ¢(0) — q(d¥) = — Vf(z")'d* — 50" Bud”

Para que o passo d* seja considerado aceitdvel devemos determinar se a
adequacio da aproximacgio quadréatica no ponto z* 4 d* é boa. Para quantiﬁcar a
aproximagdo entre a funcgio objetivo e seu modelo quadratico tomamos a seguinte
razao:

aredk(dk_)
predi(dF)’

Quanto mais perto esta razdo estiver de 1, melhor sera a aproximacao da
funcio f pela aproximagdo quadritica no ponto z* + dF. Se tomamos n € (0,1)
como o grau de precisdo desejado, entdo cada vez que a condigdo

aredy(d¥)

preda(dF) = 7 (I1.7)

k1 — gk 4 d*. Caso contrario, reduzimos o

for satisfeita o passo serd aceito e z
raio Ay da regido de confianca e calculamos um novo passo provisério d*, o qual é

novamente examinado, usando-se a condicdo (I1.7).

Note-se que se o passo d* nio for nulo, entdo predy(d*) > 0 e portanto, se

a condicdo (IL.7) for satisfeita, entdo um decréscimo na funcio objetivo é obtido.
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A seguir, no algoritmo I1.2, é apresentado o método geral de regido de

confianga no caso da otimizacao desvinculada.

Algoritmo I1.2 (Algoritmo de Regiao de Confiancga para Oti-
mizagao sem Restrigoes): Dados A >0,0<nm < <1, 7 €(0,1) e

'7'2>]..

0

0. k = 0;seja z° € R"™ o ponto inicial.

Enquanto nido convergir fazer
1. Calcular z = z*, f = f(2), g = Vf(z) e escolher B, uma matriz simétrica.
2. Calcular o passo d, resolvendo o seguinte problema quadratico:
1
minimizar ¢(d) = f + g*d + Edth

sujeito a  ||d|| < A

3. Calcular pred = ¢(0) — ¢(d) =— ¢'d — %dth.

4. Calcular ared = f — f(z+d).

ared

5. Se

enta
pred n ©

caso contrario fazer
A = nA; ira?.

ared

6. Se

7 > 1 fazer A = mA.
pre

Fim do enquanto

Os valores usuais dos parametros dados no algoritmo sdo 7; = 0.25, 9, =
0.75, 7 = 0.25 e 7, = 2. Esses valores s&o arbitrarios, mas a escolha deles nao altera

significativamente o desempenho do algoritmo.

Na pratica é comum escolher como matriz B a prépria matriz hessiana

da funcio objetivo, ou uma aproximacio quase-Newton de ela e tomar o passo de
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Newton (ou quase-Newton) se ele satisfaz a restri¢do de regido de confianga. A
razao desta escolha é simples, aproveitar a rdpida taxa de convergéncia do método

de Newton. Se By for definida positiva, o passo de Newton, ou quase-Newton, vem

dado por dj, = — By 'V f(z*).

Algoritmos baseados na técnica de regido de confianga para problemas
de otimizacao desvinculados tem tido grande sucesso. Devido ao fato de eles ter
convergéncia global ndo é preciso assumir nenhuma hipétese de proximidade do
ponto inicial a solucdo do problema. Além disso, ndo é necessario exigir que matriz
B seja definida positiva o bem condicionada, pois o uso da restricdo de regido de

confianca ||d|| < A garante que o passo d* é limitado.

O método de regido de confianca foi inicialmente utilizado na resolucao
do problema de minimos quadrados n&o linear por Levenberg em 1944 [32] e Mar-
quardt em 1963 [33]. Algoritmos baseados em técnicas de regido de confianga para
problemas de PNL desvinculados e com restrigbes de igualdade tem sido desenvol-
vidos por Goldfeldt, Quandt e Trotter [23], Byrd, Schnabel e Shultz [3], [4] e [48],
Fletcher [16], Moré [35] ¢ Vardi [49]. Gay [20] ¢ Schnabel, Koontz e Weiss [47] imple-
mentaram codigos baseados em métodos quase-Newton com busca linear e métodos
de regido de confianga usando uma aproximacao quase-Newton da matriz hessiana
e os compararam usando um conjunto de problemas de teste proposto por Moré,
Garbow e Hillstrom [37]. Ambos estudos mostraram que se bem em alguns proble-
mas especificos 0 desempenho dos métodos apresentavam diferencas consideraveis,
nenhum dos métodos se mostrou consistentemente mais eficiente ou robusto que o

outro. Na media foi pequena a diferenca no desempenho de ambos métodos.

I1.3.1.3 Fungoes de Mérito

Vamos considerar agora as funcoes de mérito e ver como elas sdo usadas em métodos
de regido de confianca para resolver o problema (I1.4). Elas também sao empregadas
nos métodos de PQS para garantir convergéncia global. No caso desvinculado, ao
final de cada iteragdo de um algoritmo dado, procura-se obter um novo ponto o
qual melhore o valor da funcio objetivo. No caso da otimizagao com restrigoes nao

lineares, salvo alguns poucos casos especiais, resulta impossivel gerar uma seqiiéncia



16

de pontos vidveis com valores decrescentes da funcdo objetivo. Procura-se entao
que ao final de cada iteragdo de um algoritmo dado, obter um ponto que além
de melhorar o valor da funcdo objetivo também esteja mais perto de satisfazer as
restrigdes do problema. Mais estas duas condi¢des podem ser conflitantes. Para
resolver este conflito, é preciso usar uma funcdo que leve em consideragdo ambas
condigbes, a qual nos permita decidir se o ponto obtido na iteracdo presente é aceito
ou rejeitado. Existem varias fungdes que podem ser utilizadas com tal intuito, as
quais sdo conhecidas como funcoes de mérito. A seguir vamos descrever o uso de
uma fun¢ido de mérito num algoritmo de regido de confianga para resolver problemas

com restri¢des nao lineares.

Seja. ¢ uma fungdo de mérito. Consideremos a k-ésima iteracio de um
método de regido de confianga, seja z* o ponto obtido na iteracio anterior e d* o
passo obtido na iteracdo presente. Nos métodos de regido de confianga para o caso
restrito, as fungbes de mérito sdo usadas para quantificar a adequacdo do modelo
utilizado ao problema original no ponto z* + d* e conseqilentemente decidir se o
ponto obtido na iteracao presente é aceito ou ndo. Para fazer isto é calculada, da
mesma forma que foi obtido o modelo quadrético a partir do problema original, uma
aproximagcdo da fungao de mérito. Se predy(d*) denota a variagdo da aproximacéio
da fungdo de mérito devida ao passo d* e aredy(d¥) = ¢(2*) — #(z* + d*) denota
a reducio real na funcio de mérito, ao ir de z* a 2F + d*, entio a adequacio da

aproximagao quadratica no ponto z* + d* é considerada boa se a condigio

aredy(dF)

aredine ) -
predi(dF) — 7

for satisfeita, para algum 5 € (0,1) dado.

Além de determinar se o ponto gerado em uma iteragio do método de
regidao de confianca melhora a funcdo objetivo e a viabilidade, outras caracteristicas

desejaveis que as fungoes de mérito devem possuir sdo:

i. O decréscimo de ¢ de iteracio em iteracio deve levar a uma solugao do problema,

original.

ii. Uma solucido z* do problema original deve ser um minimizador local de ¢.
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ili. Sob hipdteses razodveis, a fungdo ¢ deve garantir a convergéncia global do

método.
iv. A taxa de convergéncia do algoritmo ndo deve ser prejudicada por ¢.

v. A avaliagdo de ¢ nao deve ser dispendiosa desde o ponto de vista computacional.

Estas propriedades desejaveis das funcdes de mérito, sugerem que tanto
a funcdo objetivo como as restrigbes devem formar parte da funcdo ¢. Um nimero
consideravel de func¢des de mérito tem sido propostas e utilizadas na otimizagao com

restrigoes de igualdade.

" A funcgdo de mérito mais amplamente usada é a fungido de penalidade £,

ou fun¢do de penalidade de valor absoluto:

$u(x) = f(z) + ﬁ;mq(w)l, (IL.8)

onde os p; sao pesos positivos. Estes pesos sdo incrementados caso seja necessario,
lidade ¢; tem sido usada durante muitos anos (sob diferentes nomes) em problemas

de desenho mecanico e de estruturas.

Esta fungao de mérito foi proposta por Han em 1977 [28], para assegurar
a convergéncia global de um método de PQS, e tem sido utilizada em algoritmos
desenvolvidos por Fletcher [16], Vardi [49], Byrd, Schnabel e Shultz [3], Coleman e
Conn [7] e [8] e Powell [42]. Esta também é a funcio de mérito escolhida para ser
usada no algoritmo desenvolvido no capitulo IV deste trabalho. Dois inconvenientes
apresentados por esta funcdo de mérito sio o fato de ela ser nao diferencidvel nos

pontos vidveis para o problema (I1.4) e que ¢,(z* + d¥) pode ser maior que ¢,(z¥).

Uma funcdo de mérito alternativa, também muito empregada, é o lagran-

giano aumentado de Hestenes:

$2(2,2) = () ~ Ne(@) + splle(@), (1L.9)

onde A é uma estimativa dos multiplicadores de Lagrange e p > 0 é um parametro
de penalidade. O uso de (IL.9) como funcdo de mérito foi sugerido por Wright em

1976 [50] e por Schittkowski em 1981 [46].
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Ao se escolher (11.9) para ser usada como funcio de mérito, pontos deli-
cados devem ser considerados cuidadosamente, em particular, um extremo cuidado
deve ser tomado na escolha das estimativas dos multiplicadores de Lagrange. No
caso da PQS, se A é tomado como o multiplicador do subproblema quadratico da
iteracio anterior, a funcao de mérito sofre mudancas significativas em cada iteracio,
o qual pode criar dificuldades para provar a convergéncia global. Fletcher em 1973

[19], propds o uso da funcdo de penalidade #; com a seguinte escolha de A:
Az) = (Ve(a*) Ve(a*)) ' Ve(@)'V £ (")),

a qual também foi usada por Powell e Yuan [43]. Uma outra escolha para A, apre-

sentada em [5] por Celis, Dennis e Tapia e:
@) = (Ve(a*) BT Ve(a*) ™ (e(a) — Ve(a*) BTV f (),
onde B é uma aproximagio da matriz V2 {(z, )).

A escolha do parametro de penalidade p é um outro ponto delicado no uso
da funcio (IL.9). Este parametro deve ser o suficientemente grande para garantir
a convergéncia do método a uma solucdo de (IL.4), mais paralelamente, ndo pode
ser muito grande, ja que isto ocasionaria problemas de mal condicionamento. Uma

analise minuciosa desta situagido pode ser achada em [22].

As implementagbes mais bem sucedidas de métodos de PQS e de regiao
de confianga quando s6 derivadas de primeira ordem s&o disponiveis usam uma
aproximacdo quase-Newton da matriz do termo quadritico e as fungdes (IL.8) ou

(I1.9) como funcdes de mérito.

I1.3.2 Restricoes de Igualdade e Desigualdade

Consideremos inicialmente o caso da otimizacdo onde somente restri¢coes de caixa
estdo presentes, isto é, problemas da forma
minimizar f(z)
(11.10)
sujeitoa [ <z <w.
Este tipo de problemas é provavelmente o mais comum dos problemas de

otimizacao restrita que aparecem como conseqiiéncia de aplicagbes praticas. Mesmo
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no caso desvinculado, em [21] Gill, Murray e Wright propdem a introducao de li-
mites nas variaveis de decisdo, como uma maneira de aferir a formulacio do pro-
blema. Mesmo que, devido a sua estrutura, o problema (II.10) seja o mais simples
dos problemas de otimizagao com restri¢bes de desigualdade, ele é mais complexo
do que muitos problemas que sé contém restrigoes de igualdade, pelo fato de en-
volver um problema combinatério, o qual consiste em determinar o conjunto das
restri¢bes ativas em uma solugdo, isto é, o conjunto das restricoes que sao satisfeitas
como igualdade pela solu¢do. Os algoritmos baseados em conjuntos ativos, em cada
iteragao, fazem uma predi¢do do conjunto ativo no étimo, e resolvem entao uma
sequiéncia de subproblemas, os quais estao relacionados de uma maneira conhecida
com o problema original, onde agora sé existem restri¢ées de igualdade. O ponto
negativo destes algoritmos é que a predigdo do conjunto ativo no étimo pode mudar

muito de uma iteragdo para outra, o qual dificulta a convergéncia do método.

A maioria dos algoritmos de regiio de confianca existente na literatura,
s6 considera o problema de PNL com restrigbes de igualdade, ou entdo como o
problema (I1.10). A razdo disso, é a dificuldade de demonstrar convergéncia para
o caso em que ambos os tipos de restri¢goes aparecem. Algoritmos de regido de
confianca para resolver o problema (II.10) foram apresentados por Conn, Gould e
Toint [10], Coleman e Li [9], Dennis e Vicente [14] e Sagara e Fukushima [44]. Para
problemas onde também aparecem restri¢des de igualdade, Bonnans e Bouhtou [2]
apresentam um algoritmo de regido de confianga para o problema de PQ e Dennis,
Heinkenschloss e Vicente [15] um algoritmo de regizo de confianga para o problema
de controle étimo. Em [24], Gonzaga propde um algoritmo de regido de confianca

para o problema de PNL, com restri¢des lineares de desigualdade.

I1.3.2.1 Algoritmo Afim-Escala

A abordagem empregada na resolugdo de problemas de PNL com restrigoes de de-
sigualdade, nos algoritmos propostos nos capitulos III e IV deste trabalho, estd

baseada no algoritmo afim-escala para o caso linearmente restrito.

Convencionou-se chamar de algoritmos afins aos algoritmos que geram

pontos apenas no conjunto viavel de problemas linearmente restritos, em contraste
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com outros algoritmos que geram pontos num conjunto maior, como por exemplo o

algoritmo de Karmarkar, o qual gera pontos num cone gerado pelo conjunto viavel.

Consideremos o problema de PNL, linearmente restrito:
minimizar f(z)
sujeitoa Alz —b=0 (I1.11)
z >0,

onde f: R™ — R é uma fun¢io diferenciavel, A é uma matriz n ¢ m dada e b um

vetor de R™ dado. Vamos supor que o conjunto vidvel é limitado.

A seguir apresentamos o algoritmo afim-escala. A diferenca para os algo-
ritmos dados anteriormente, é que neste vamos supor que o ponto inicial é vidvel
para o problema (I1.11). Mais ainda, o ponto inicial deve estar no interior do hiper-
cubo determinado pelas restricdes de desigualdade, que no caso do problema (I1.11)

é o ortante nao negativo de R™. Seja ¢t =(1,...,1) € R™
Algoritmo I1.3 (Algoritmo Afim-escala): Dado p € (0,1).
0. k= 0; seja 2° € R™,z° > 0 vidvel, o ponto inicial.
Enquanto ndo convergir fazer

1. Calcular z = z*, g = V f(z).

2. Calcular D, matriz diagonal, onde Dy; = z;, Yi=1,...,n.

3. Fazer mudanca de escala: A = DA, § = Dg.

4. Calcular P, a matriz de projegio: P =1 — Zl(f_lt[i)_lf_lt.

5. Calcular o passo d: d = —Pg.

6. Calcular o tamanho do passo:

A:min{ Ly dz-<0}.

1<i<n | —d;

7. Fazer zFt! = D(e + pAd); k=k+1.
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Fim do enquanto

No algoritmo (I1.3), a mudanca de escala, no passo 3, leva o ponto z* ao

ponto e. O tamanho do passo esta sujeito a varidvel A e ao parametro p. O valor
da variavel A mede o maximo comprimento do passo a partir do ponto e até al-
guma componente anular-se. O teste de razao feito no passo 6 do algoritmo sempre
tem solugdo para um problema com conjunto viavel limitado, ja que neste caso pelo
menos uma componente de d deve ser negativa. Mas, para poder repetir o proce-
dimento na préxima iteracio, devemos manter o ponto z*+1 no interior do ortante
nao negativo. Por isso o método afim-escala encontra-se na classe dos métodos de
pontos interiores. No algoritmo (II.11) tomamos um passo um pouco menor que A,

reduzido por um fator heuristico p. O valor usual do parametro p é 0.95.

Informagdes mais detalhadas sobre os algoritmos afins, assim como outros

métodos de pontos interiores podem ser achadas em [25] e [26].

Uma das vantagens de usar uma técnica baseada no algoritmo afim-escala,
para o tratamento das restri¢coes de desigualdade, nos algoritmos propostos neste
trabalho, é que a sequiéncia de pontos gerada pelo algoritmo esta contida no interior
do hipercubo determinado pelos limites inferior e superior das varidveis, eliminando-
se desta forma o problema combinatério de determinar o conjunto das restrigoes
ativas na solugdo. Qutra vantagem é que na pratica, implementacoes do algoritmo
afim-escala aplicadas na programagao linear, tem dado resultados espetaculares,
resolvendo problemas de grande porte, com milhares de restrigoes e variaveis, até

uma precisdo de 10 casas decimais em cerca de 30 iteracOes.



Capitulo III

Um Algoritmo de Regiao de
Confianca para Programacao nao
Linear com Variaveis Canalizadas.

I11.1 Introducao.

Neste capitulo apresentamos um algoritmo, baseado na estratégia de regido de con-
fianga e em técnicas de pontos interiores, para resolver o problema de minimizar uma
funcdo ndo linear onde as varidveis estdao limitadas tanto inferior, como superior-
mente. Os algoritmos de regido de confianga mais difundidos até hoje, usualmente
trabalham em uma regido esférica. Km nosso trabalho, determinamos a forma e
o tamanho da regido de confianga para gerar um elipsdide adaptado ao hipercubo
determinado pelos limites inferior e superior das varidveis. O algoritmo  proposto
gera uma seqiiéncia de pontos dentro do hipercubo nos quais se obtém uma me-
lhoria na funcio objetivo em cada iteracdo. Demonstramos que qualquer ponto

de acumulacao desta seqiiéncia satisfaz as condi¢bes necessirias de otimalidade de

Karush-Kuhn-Tucker.

Consideremos o seguinte problema de programacao nao linear:
min  f(z)

s.a. [ <z <,

(ITL.1)

onde f : R® — R ¢é uma fungio néo linear, f € C? e os vetores [ e u sdo conhe-
cidos, sendo [ < u, podendo ser algumas coordenadas de [ iguais a —oco e algumas

coordenadas de u iguais a +oco.
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As condicGes necessarias para que z* seja um minimo local de (II1.1) sdo:

Existem A\* € R™, u* € R™ tais que

Vi=1,...,n M(—z* + L) =0

Vi=1,...,n u(z; — w) = 0.

Estas condicgbes sdo conhecidas como condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker.

Em nosso caso, elas podem ser reescritas como:

I <a" <u (111.2.1)
se zf = I; entdo gf (z¥) > 0 (111.2.2)
T;

of

se l; < z7 < u; entdo 5 (z*) =0 (111.2.3)
;
se z; = u; entdo aaf (z*) < 0. (I11.2.4)
T

No caso de ser f convexa, as condi¢bes de Karush-Kuhn-Tucker também

sao condigbes suficientes de otimalidade.

I11.2 A Regiao de Confianca.

Consideremos os seguintes conjuntos:

Hy ={z € R/l <z <u} e
H ={ze R/l <z < u).
Note-se que devido ao fato de ser | < u temos que HY # {). Dados um

ponto ¥ € HY e ntimeros A, € Ry ep € (0,1), nossa regido de confianga esta

dada pelo elipséide simples centrado em z*, o qual é representado pela equacio:

d'D™%d < p?



24

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos sao

. k k .
di = min{Ay,z; — L,u; — =z}, Vi=1,...,n.

Esta escolha da matriz D nos permite alterar tanto o tamanho quanto o
formato da regido de confianga. Os algoritmos de regido de confianga sé alteram o
tamanho da regiao de confianca e nao o seu formato. No nosso caso ao mudar o
tamanho da regido de confianca também modificamos o seu formato. Se o valor do
raio Ay for grande, nossa regiao de conflanga serd um elipsdide, o qual se adapta
melhor ao hipercubo definido pelas restri¢des de desigualdade, permitindo um passo
maior que se tomassemos uma bola. Entretanto, se Ay for suficientemente pequeno -
entdo a regido de confianca serd uma bola. Neste dltimo caso temos que as restri¢oes
de desigualdade estdo longe de ser ativas, € em conseqiiéncia nosso problema equivale
a um problema sem restrigdes e portanto o melhor formato para a regido de confianca

é o de bola, ja que este nao favorece nenhuma dire¢do em particular.

II1.3 Geracao de um Passo do Algoritmo de Re-
giao de Confianga.

O algoritmo a ser desenvolvido neste capitulo, para resolver o problema (IIL.1), est4
baseado na programagao quadratica seqiencial, no método de regido de confianca
e no algoritmo afim-escala, os quais foram apresentados no capitulo I1. Na k-ésima,
iteragao do algoritmo que vamos propor, dados z*, o ponto gerado na iteragdo k-1 do
algoritmo, o qual ndo satisfaz as condi¢des necessirias de primeira ordem para uma,
solugdo de (IIL.1), g* = Vf(z*), By = V2f(z*), o raio A4 da regido de confianga

e a matriz D, é resolvido o seguinte subproblema quadritico:

min  qx(d) = g*'d + 1d*Byd
(I11.3)
s.a. || D7 < p.
O parametro p do problema (II1.3) é utilizado para garantir que o ponto
resultante na k-ésima iteracio do algoritmo pertenga a HY. O valor usual para p é

0.95. Na pratica permite-se ao parametro p assumir valores maiores que 1, sempre

que o ponto resultante na k-ésima itera¢iao do algoritmo estiver no interior de Hj.
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Note-se que se d é solucio de (II1.3) entédo

1]l < pAs. (I1L.4)

As condigoes necessérias para que d* seja um minimo local de (II1.3) sio:

Existe ¥ € R tal que

| D7d* || < p (IT1.5.1)

9* + Bpd* = —pD2d* (I11.5.2)

(| D' || — p) = 0 (I1L.5.3)

b > 0. (IIL.5.4)

A condigdo (IIL5.2) pode ser reescrita como (B + %D~2)d* = —gF,

sendo a matriz By + $.D~? semidefinida positiva. A demonstragao deste fato poder

ser achada em [12] e em [17].

Seja d* solugio do problema (II1.3). Agora, devemos determinar se o

ponto zF 4 d* melhora suficientemente a fungio objetivo.

A redugdo real na fungao, ao ir de z* a z* 4 d*, a qual denotaremos com

aredy(d®), estd dada por:
aredi(d*) = f(=*) — f(z* + d¥).

A predi¢do da reducido real, de acordo com nosso modelo, a qual denotaremos com
predy(d*), estéd dada por:

predy(d?) = — g*'db — %d’“tBkcl’“.

Note-se que no caso no qual g* # 0 temos que predi(d*) > 0, ja que HY # 0. Mais
adiante demonstraremos que qualquer ponto gerado pelo nosso algoritmo é sempre

k

viavel para o problema (IIL1) e portanto temos que z* nio satisfaz as condigoes

necessarias de primeira ordem para uma solugio de (II1.1).somente se g¢ # 0.

Se a melhora em f é uma propor¢io suficiente da predigao de nosso mo-

U aredy(dY) , )
delo, isto é, se ————= > n,onden € (0,1) é uma constante fixa, entdo o passo
predg(dF)
serd, aceito e z"*1 = zF 4+ d*. Caso contrario, reduzimos o raio A da regido de

confianga e calculamos um novo passo provisério d*, o qual é novamente examinado.
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II1.4 Algoritmo.

Algoritmo ITL.1: Dados 0 <y <1,0<w<1,0<7<lel<p<l.

0. k = 0; seja z° € H? o ponto inicial.

Enquanto ndo convergir fazer

1. Calcular
z = 2% f = f(z); g = Vf(z); B=Vf(=).
2. Calcular A
A = max{mi} + w,
onde:
1 sel; = —00 e u; =+
m; =
min{z; — [;,u; — 2;} caso contrério.

3. Calcule D, matriz diagonal, onde

dHZIIlln{A,ilh—lZ ’U,,'—:Ei}, Vizl,...,n.

4. Calcule o passo d, resolvendo o problema (I11.3).

5. Calcule
pred = — g'd — %dth.
6. Calcule
f+ = flz+d).
7. Calcule
ar@d = f — fi
8. Se ared > 7 entao
pred

caso contrario fazer
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Fim do enquanto

Os valores usuais dos parametros dados no algoritmo sdo = 0.25,
w = 01, 7 = 025 ep = 0.95. Estes valores sdo arbitririos, mas a escolha dos

mesmos nao altera significativamente o desempenho do algoritmo.

IT1.5 Convergéncia Global de Primeira Ordem.

Para os resultados de convergéncia de global que serdo apresentados a seguir assu-

miremos certas hipdteses, que denominaremos hipéteses padroes.
Hipéteses padroes.

Dado z° € HY definimos os seguintes conjuntos:

H = {z¢€ H/f() < fa")}e

H ={ze H]Il <z < u}.

Seja {z*} uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo, com um ponto inicial
2 € HY? arbitrario, e suponhamos que {z*} estd contida em algum subconjunto
aberto S de R™, tal que H° C S. Suponhamos que f(z) é duas vezes continuamente
diferencidvel em S e que g(z) = Vf(z) e B(z) = V?f(z) sdo limitados em S.

Suporemos também que H é limitado.

No primeiro lema que apresentamos, demonstramos que se tomamos como

0

ponto inicial para nosso algoritmo z° € HY entfo a viabilidade ¢ mantida em cada

iteragio do algoritmo.

LEMA TIL1. Seja z* um ponto gerado pelo algoritmo e d* um passo gerado pela
solucio de (II.3) na iteragio k. Se z¥ € H? entdo z**! = z* + d* também

0
pertence a HJ.

Demonstragao.

k

Seja z* um ponto gerado pelo algoritmo, o qual pertence a HY e d¥ um passo gerado
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pela solucdo de (I11.3) na iteragio k. Devemos ver que I < zFt!1 = zF 4 4% < w.

E+1

Suponhamos que z;™ < [; para algum ¢. Entdo, pela defini¢do de d;; temos que

0 < d” < mf—li = :L'i-“"'l—df—li < —df

e portanto )
—dk
21>
di
e em conseqiiéncia
107l > p

o qual contradiz o fato de ser d solugdo de (II.3). Temos por conseguinte que

¥l > [ Vi =1,...,n De manecira aniloga demonstra-se que Vi = 1,...,n

:L',I;Hl < U;. ®

LEMA III.2. Suponhamos que as hipdteses padrdes se cumprem e seja z*

um ponto
gerado pelo algoritmo, o qual nao satisfaz as condi¢oes necessarias de primeira ordem
para uma solugio de (II1.1) e d¥ um passo gerado pela solugio de (111.3) na iteragao
k. Entao . .
1 gk D gk i gk D gk
predi(d) > = min{p }.

[lg*l "llg* I IDBeD|

[N]

Demonstracao.

Consideremos um ponto qualquer z* (fixo) gerado pelo algoritmo, o qual nfo satis-
faz as condicGes necessarias de primeira ordem para uma soluggo de (IIL.1). Entao
existe um fndice 7 tal que |[gF| > 0 e portanto, ||g¥]] > 0.

Consideremos a fungdo ¢ : R — R definida por:

§6) = al=6D( L) = —To #Dgt 4+ Lo HDBDg
= Qr\— = ~Tawn 9 9 g k
llg* |l |lg*Il 21|g*I2
)
Se g*' DByDg* < 0 entio $(6) —]Tk—” gkthk. Em particular, para § = g
b

temos ¢(£) < — g 'Dg*. Como d* & solugdio de (IIL3) e BD( gk ) é

2 2 || I 27 lg*ll

viavel para (II1.3) entédo

_pTEdk(dk) = qk(dk) < Qk(__ (H k”)) (2) < - ”pk” g Dg (III 6)
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Suponhamos agora que gktDBkng > 0. Entéo
g

1) i, 1 62 t
$(8) = — 9" Dg* + —i— ¢" DB Dg* =
)= =) 2Nl ¢ PP
1 (gkthk)Z 92 (5 Lt X 52 it X 1 (gk ng)Z
= v = Dg* + —— ¢*DB.D ) S
2(gND£ang #1777 T 7)) T 2 DB Dy

l(i 1/gktDBkng — _gktDL)z _lM
2\[lg*| Ja* DB D g 2 g*' DB, Dg*

Seja 6* o minimo de ¢ no intervalo [0, p]. Entao

k

“predid) = @) < a(-DCED) = #6). ()
Se 6* < pentdo
1
s — lg°ll ¢ Dg*
g+ DByDg*
© 1 1
. 1 (4" Dg")? 1_ (6" Dg*)?
() = L Do) 1o DB)D . (I1L.8)
29" DBy Dy 2]lg¥|> [|1DByD||
Se 6* = p entdo
~ llg"ll &*"Dg*
g** DB, Dg*
e
* P ko k P ki k P K k
H(6*) = ¢ < 79 D" + ———9¢"Dg" = — g Dg”. (I11.9
) = 906) = ~ga o] 2 1] (TTL9)
Portanto, por (I11.6), (IIL.7), (II1.8) e (IIL.9) temos que
predk d®) > min gk } =
(@) 2 minlg 905 S DB, B
1 ktD k ktD k
LoD gy LDy,
2 |lg*l lg*[| |1DBwD||

COROLARIO IIL1. Suponhamos que as hipSteses padrdes se cumprem. Seja
z¥ um ponto gerado pelo algoritmo, o qual nao satisfaz as condic¢bes necessdrias de
primeira, ordem para uma solucéo de (IIL.1) e d* um passo gerado pela solucio de

(IIL.3) na iteragio k. Se

Ay < min{zf —L,u;—af}, Vi=1,...,n
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entao existe uma constante k; > 0 tal que

predy(d®) > Ilg || min{pAg, 1lg°|1}.

Demonstracgao.

J4 que as hipéteses padroes se cumprem, existe uma constante f > 0 tal que

1
[|Bel| < B para todo k. Seja k1 = 7 Como

Ay < min{zf —Lui—2f}, Vi=1,...,n

temos que D = Ayl. Entdo, pelo lema II1.2 temos que

1 ¢*'Dg* . ( ¢*' Dg* !
= min{p, =
2 |lg*|| |llg*|| || DBwD|

predy(d*) >

L, mw

gammmmdz%:

1 .
S llg* I min{pAs, kallg™[]}. o

" COROLARIO IIL.2. Suponhamos que as hipéteses padrées se cumprem e seja,
z® um ponto gerado pelo algoritmo, o qual néo satisfaz as condigbes necessarias de
primeira ordem para uma solugdo de (IIL.1) e d¥ um passo gerado pela solugéo de
(I11.3) na iteracio k. Dados ¢ > Oee > 0, se existe uma componente =¥ de ¥
tal que

0
L+a<et<u-a e ldl= 0@ >q

entdo existe uma constante positiva x{ independente de z* e de d* tal que
predy(d®) > € min{ pAyg, pe1, €ak1 }-

Demonstragao.

J4 que as hipéteses padroes se cumprem, existe uma constante f§ > 0 tal que
, 1
|65 < ||Bkl| < B paratodo k. Seja x; = 5
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k

Consideremos um ponto qualquer z® o qual satisfaz as hipdteses do corolério, isto

é, existe uma componente z¥ de z* tal que

0
hta<sd<su-—a o ¢ =1 6 2a

k

para e, > Oee > 0dados. Temos portanto que zf — [; > e eu; — zF > ¢ e

em conseqiiéncia temos que d;; > min{Ay, ¢ }. Consideremos a fungio ¢ : R — R
definida por:
$(8) = a(8De;) = Sgfdi; + %52&6’?

12741

onde ¢; é o i-ésimo vetor unitirio.

Vé € [—p,p] temos que 6 De; é vidvel para o problema (IIL.3).

Como d* é solugdo de (II1.3) entdo

predi(d?) = —qp(d*) > —qu(6De;) = —4(6) V& € [—p,pl. (IL.10)

Consideremos agora o problema:
1
min qk(&lﬁ_) = gf(?du + 55dmbﬁdn5 (HI.ll)

5. a. l d;15d¢¢ I < p.

Seja 6* solugao de (IIL.11). Entdo, por (IIL.10) e pelo lema II1.2 temos

que:
1 gfdugf gt disgf
k * 7 YuYq 5 Wiy
predp(d®) > —q(6%dy) > = min{p, ———————} =
) ( ) 2 g { |gF] diibkdis]
Loy . |g¥] Log lgf|
=|g7 |di v = |9 diiy v 37} 2
1 . . 1 :
—Z—ezrmn{prmn{Ak,el},ezfcl} = Eezmm{pAk,pel,ezﬁ;l}. .

O seguinte lema mostra que a reducdo prevista da fungio objetivo fornece
uma aproximagao da redugao real da mesma fungio, cuja precisdo é proporcional ao

quadrado do comprimento do passo.
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LEMA II1.3. Suponhamos que as hipéteses padroes se cumprem. Entio existe
uma constante k3 > 0 tal que para qualquer z € S e qualquer d € R” tal que o

segmento de reta que une z com z + d esté contido em S,
lared(d) — pred(d)] < &,]|d||?,

onde

pred(d) = — g(w)d — %dth
ared(d) = f(z) — f(z + d).

Demonstragao. Por ser f duas vezes continuamente diferenciavel temos que
flo + d) = f(=) + g(@)'d + 5d'Bd + O(lIP),
o qual implica que
[~ Sl + d) ~ (~g(a)'d — Sa'Bd) = O(IP),

e portanto

ared(d) — pred(d) = O(||d|]?).

Por defini¢do de O(.) temos que existe uma constante k3 > 0 tal que

lared(d) — pred(d)] < &y||d||*. e

O seguinte teorema demonstra que o algoritmo estd bem definido, no
sentido que cada iteracao interna terminard com um passo aceitavel depois de um

nimero finito de iteragoes.

TEOREMA IIL.1. Suponhamos que as hipdteses padrdes se cumprem. Entéo,
a menos que algum ponto z* satisfaca as condicdes necessarias de primeira ordem
para uma solucdo de (III.1), cada iteracio interna do algoritmo terminard depois de

um numero finito de iteragdes.
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Demonstragao.

Consideremos um ponto qualquer z* (fixo) gerado pelo algoritmo, o qual ndo satis-
faz as condigbes necessérias de primeira ordem para uma solugio de (IIL1). Entdo
[]lg*|] > 0. Consideremos primeiro o teste

aredy(d®)
predi(dF) — T

o qual é feito em cada iteracao interna, com valores decrescentes do raio de regiao de
confianca Ay (para o mesmo z* temos Ay | 0). Para Ay suficientemente pequeno,

pelo coroldrio I11.1, temos
3 1 :
predi(d?) 2 5llg*llmin{pAs, rallg"ll},

para alguma constante k; > 0.

Como ||g*|| > 0 entdo para Ay suficientemente pequeno temos que

1
pred,(d*) > §p||gk|]Ak, (pois k1||g®|| permanece fixo ¢ Ay | 0).

Por outra parte, pelo lema I11.3 ¢ por (I11.4) temos que
laredi(d*) ~ predi(d®)] < wolldl]? < kap®Af,

para alguma constante k; > 0. Logo,

aredy(d*)
predy(dF)

K,zp2A]% 2Fu'zp
predi(d®) — |lg*|]

Entao, para Ay suficientemente pequeno temos que

1] < Ay

aredy(d¥)

— 1] < (1 = 75), o qual implica que m > .

Portanto, depois de um niimero finito de iteragoes internas, o passo serd aceito. e

No que segue vamos dar o resultado de convergéncia global de primeira
ordem. Demonstraremos, através de um conjunto de lemas e teoremas, que qual-
quer ponto de acumulagdo da sequéncia de pontos gerada pelo algoritmo satisfaz as

condigbes necessarias de primeira ordem para uma solugdo de (IIL.1).
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LEMA III.4. Suponhamos que as hipoteses padroes se cumprem. Entao

i. Qualquer ponto de acumulacio # de {z*} é vidvel para o problema (IIL.1).
ii. {f(z*)} & estritamente decrescente.

iii. f(#') = f(&?) para qualquer par de pontos de acumulagio £!,2? de {z*}.
Demonstragao.

i. Pelo lema IIL1, a seqiiéncia {z*} est4 contida em H; o qual é um conjunto
fechado e em conseqiiéncia contém todos seus pontos de acumulacao.
ii. Pelo teorema III.1, no final da k-ésima iteracido do algoritmo, depois de um

ndmero finito de iteracoes internas, o teste

aredy(d*) >
predy(dF)

¢ satisfeito. Temos portanto que
f(wk) — f(a:k+1) = f(:ck) — f(:ck—}—dk) = aredk(dk) > npredk(dk) > 0.

Portanto, f(z) > f(z**') V.

iti. Como conseqiiéncia do lema I11.1 e de ii. deste lema, temos que a seqiiéncia {z*}
esté contida em H°. Portanto, todos seus pontos de acumulagio estao contidos em
H. Por ser f continua e o conjunto H compacto, entdo f é limitada em H. Temos

1

portanto que {f(z*)} é limitada inferiormente em . Sejam ! e 2% dois pontos de

acumulacio de {z*}. Entao existem subseqiiéncias {z"} e {z%} tais que

1 2

{zF} — 3! e {zM} — 2%

Pela continuidade de f temos que
{f@)} — F(@&) e {fE)} — (@)

Temos entio que f(2!) e f(£%) sio pontos de acumulagio de {f(z*)}. Por outra
parte, a seqiiéncia {f(z*)} é limitada inferiormente e estritamente decrescente e

portanto é convergente. Em conseqiiéncia, f(2') = f(3?). e
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Note-se que se o ponto inicial z° da seqiiéncia {z*} gerada pelo aigoritmo,
estd em HY entdo, pelos lemas III.1 e I11.4, temos que a seqiiéncia inteira {z*} estd
contida em H. Como por hipéteses, o conjunto H é compacto, temos que o conjunto
de pontos de acumulacio de {z*} é nfio vazio e estd contido em H. Temos portanto

que todo ponto de acumulagao de {z*} satisfaz a condigio (I11.2.1).

No teorema seguinte demonstramos que todo ponto de acumulacdo da

seqiiéncia {z*} satisfaz a condigio (I11.2.3).

TEOREMA III.2. Suponhamos que as hipoteses padrées se cumprem. Entao,

para qualquer ponto de acumulagio & de {z*} temos que

L) = o

T4

se [; < Z; < u; entdo

Demonstragao.

Seja & um ponto de acumulacio de {z*}. Entdo existe uma subseqiiéncia
{z*} de {2*} tal que
lim z¢ = 2. (IT1.12)

j—+oo

A prova serd feita pelo absurdo, Suponhamos que existe uma componente z; de &

tal que
af
l; Ti i L 0.
< % < u e 8mz(m) +
.. . of ..
Entdoexiste ¢ > 0 talquel; + ¢ < 2; < w; — €e |8 (Z)] > e Pela
T

continuidade de ¢ e por (IIL.12), temos 3N > Otal queVj > N

o — &) < S e g >

€
2.

Do

kj
i

Temos portanto, que para §j > N [; + % < z7 < u — % Pelo corolario 111.2,

existe uma constante positiva k; tal que

predy, (d%) > 2 'n{pg,%/ﬁl,pAkj} =w > 0. (IT1.13)

Pelo lema II1.3, por (I11.13) e por (I11.4) temos que existe uma constante positiva

ko tal que N ) s
aredy;(d%) T K2p” A,
dy,.(d¥s) - w
preag;
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o qual implica que
aredy (d*) Kap? A}
— > - >y
predy; (d) w

— 2 — e — _
se Ak < min (1 77)6 ’\/(1 77)6 Ky , (1 77)6 = A.
4 8pKa 8p%ks Apkgy

Assim, o passo de regido de confianga d*i serd aceito sempre que Ay, < A, e

portanto Ay, > 1A\, onde 71 é o fator de redugiio da bola de regido de confianca.

Logo, temos que
aredy,;(d*)

- > Ay, A, Al.
predkj(dkj) — 7756 kJ E [TlA)A]

Entio, Vj > N temos que

aredy, (d*) > npredy, (d¥) > g Z mm{p hll,pAkJ} >

22

€ . . €€ -
U mm{pi,—im,ﬁpA} > 0.

Se a seqiiéncia inteira converge a £ entdo podemos tomar {z*} = {z*}

Neste caso temos uma contradigio com o fato de ser { f(z*)} limitada inferiormente

em I1, j4 que para qualquer j > N temos

(&) = f@™) = ared;(@) = n ¢ minfpeg,cm,mpA} > 0.

Suponhamos agora que toda a seqiiéncia ndo converge a £. FEntao existe
um r; > 0 tal que existem infinitos z* que ficam fora da bola centrada em & de
raio 71, a qual denotaremos por B(&,71). Novamente, pela continuidade de g e por

(II1.12), temos que I r2 > 0 tal que

N Y teo . ) N . €
Bla,r) 0 {z)f% © {a¥/lla¥ — 4l < 5 e lg7] 2 )

Tomemos 7 = min{ry,ry}. Seja No > O0tal queVj > Ny 2" € B(g, g) e
k > k; o menor indice tal que z¥ ¢ B(%,r). Neste caso temos que
k-1
= M + Zd’,

i=kj

o qual implica que Vj > Ny

< Z”di |< ZpA2
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Portanto,

f(wk’) - f(ﬂ:k) = i{f(wz) — H'l Eared (d’) >

i=k; i=k;
k-1
S npredi(d) > g7 me{p s, pA} >
1=k; 4 i=k; 2 2
=kKj =k
€ k-1
1s min{p, g 3 o) > 7e min{pe, ey},

Temos novamente uma contradigdo com o fato de ser {f(z*)} limitada inferiormente
2l . v . . k . ’ .
em H, pois existem infinitos * que produzem um decréscimo pelo menos constante

em f. Em conseqiiéncia cumpre-se

of /s

am(:z:) =0se l; < ; < u;. o

COROLARIO II1.3. Suponhamos que as hipéteses padroes se cumprem. Entao,
~ para qualquer ponto de acumulacio  de {z*} temos que

of

8%(:5) =0Ve=1,...,n

mm{:f:, - lz', U; — }

Demonstragao.

Pelo teorema II1.2 temos que

of .. .
63:1(:”) = 0.

se l; < z; < u; entao

Por outro lado, pelo contririo do mesmo teorema e pelo lema I11.4 temos que

of
oz;

se (Z) # 0 entdo & = Lou#; = u;. e
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LEMA III1.5. Suponhamos que as hipdteses padroes se cumprem. Entéo

predy(d¥) — 0.
Demonstragao.

Pelo teorema III.1, no final da k-ésima iteragio do algoritmo, depois de um niimero
finito de iteragOes internas, o teste

aredy(d®) > 0,
predy(d¥)

é satisfeito. Temos portanto que para todo k se cumpre:
aredy(d¥) > npredy(d®) >. 0,
o qual implica que
Fa®) = f(@™*) 2 gpredy(d®) > 0.

Como a seqiiéncia {f(z*)} é convergente, entdo f(z*) — f(z**') — 0 eem

conseqiiéncia tem-se que predy(d¥) — 0. o

LEMA TIII1.6. Suponhamos que as hip6teses padroes se camprem. Seja £ um ponto
de acumulagio de {z*} e {z%} uma subseqiiéncia de {z*} tal que ,lir_gl o= &
7—+c0

Se g(£) # 0 entdo inf Az, > 0.

Demonstragao.

Devemos provar que A, 7#— 0. Suponhamos o contrério. Entdo Dy, — 0.

Pelo lema I11.2, temos

: 1 g% Digh g*' Dy, g%
prediy (@) > LD 90 Digt
’ 2 |lgM]] "% 1] || D; Br; D ||
o o lle@l
Para j suficientemente grande temos que ||g%[| > 5 e como Dy, — 0

e B(z) é limitada em S entdo temos que



39

Por outra parte, pelo lema I11.3 € por (II1.4) temos que
|aredy; (d%) — predi;(d¥)] < ralld%|] < m2p’ AL,

para alguma constante xk, > 0. Logo,

|aredkj(dkj) _ I ﬁZPZAIch < 2 K,2,0”gkj”A2.
predy;(d¥i) = predy;(dti) T gkthkjgkj kj

aredy,; (d*)

Em conseqiiéncia, se Agy; — 0 entéo — 1. Isto leva a uma con-

predy, (d¥i)
tradigdo com a regra de atualizagio de A, j4 que A ndo pode decrescer quando
aredy, (d*)
——2- =~ > p. Portanto, Ay, +/— 0. .
predkj(dkj> Z 7 y Bk _

Seja & um ponto de acumulagio de {z¥} e § = Vf(2). Seg§g = 0
entdo as condi¢Ges necessarias de otimalidade de primeira ordem sao satisfeitas em

Z. Suponhamos agora que § # 0. Definimos os seguintes conjuntos:

N ={i=1,...,n/§ # 0eN = {1=1,...,n} — N,
..
e a constante ¢ = 5?5111\?|g’| (IT1.14)

Pelo corolario I11.3 temos que para todo 1 € N Z; = l; ou Z; = u;.
Seja N; = {’LEN/:'I\?,, = l¢}eNu = {ZEN/:?J, = ’Ll%}

Para demonstrar que & satisfaz as condi¢oes necessarias de otimalidade de primeira,
ordem s6 falta demonstrar que os sinais do gradiente no ponto Z sdo corretos, isto
é,

G >0 Yie N e g <0 Vi € N,. (111.15)
Nos resultados obtidos até agora ndo foi preciso colocar a hipétese de convexidade

na fungao objetivo, mas para poder demonstrar (IIL.15) vamos ter que exigir que a

funcao f seja convexa. Portanto, no que segue, suporemos que a fungio f é convexa.
O CONJUNTO FINAL.

O ponto Z pertence a face do conjunto vidvel

F = {.’1} EHl/:E,;: Vi € Njez; = w; Vi € Nu}
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Nesta face vamos definir o seguinte conjunto final:

Q={=z¢€ F/fl= = f@)}

LEMA II1.7. O conjunto ) é convexo.

Demonstragao.

Seja z € CO(Q). Devemos provar que z € . J& que z € CO(Q)) temos
quez; = L Vi € Nex; = w; Vi € N,, e pela convexidade de f,
f(z) < f(£). Devemos ver agora que f(z) > f(2). Seja h = z — 2. Note-se

que hy = 0. Pela convexidade de f, f(z) > f(2) + Vf(&)'h = [f(&),ja que
(§)*h = 0. Isto prova que f(z) > f(%), completando a demonstragio. e

O seguinte lema é um resultado conhecido da analise convexa.

LEMA IIL.8. Seja f : R — R uma fungio continuamente diferencidvel. Se f é

constante em um conjunto convexo 2 C R™ entdo V[ é constante em ().

" Demonstragao.

A demonstracio pode ser achada em [27]. o

LEMA II1.9. Para qualquer z € Q, Vf(z) = Vf(Z).

Demonstragao.

Pelo lema III.7, € um conjunto convexo, no qual f é constante. Portanto, pelo

lema I11.8, V f é constante em Q. Segue-se disto que Vf(z) = Vf(£) Vz € Q. o

Consideremos agora o conjunto final . Dado um ntmero 7 > 0, defini-

mos uma vizinhanga {2, de {) por

Q ={z € H/|z-yllow < 7paraalgumy € O},
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LEMA III.10. Seja ¢ > 0 definido como em (I11.14). Entdo existe um 6 > 0 tal

que Vz € )5 temos:

i IVf(z) = Vi@ < ¢

ii. V¢ € N temos que gi(z)g > 0.
Demonstragao.

Por ser Vf continuo em H e ser este conjunto compacto, temos que V[ é uni-

formemente continuo em H. Portanto, 36 > 0 tal que
Va,y €H |lz—ylow < & = |IVf(e) - VI < «

Da definigio de 5, para cada ¢ € Q3 Iy € Q tal que |z — yllwo < 6. Pela

continuidade uniforme de V f e pelo lema 1119 temos

V() = VIl = Vi) — V@) < ¢

provando 1.

Prova de ii.: Pela definicio de €, para cada i € N temos que

1

lgi(z) — Gl < |lg(e) — gl < ¢ < 5

e deste modo, g;(z) e §; tem o mesmo sinal, portanto g;(z)g; > 0 Vi € N. =

Por ser H compacto, existem vetores [ e 4 tais que todas suas coordenadas

sio finitas, { < [ < &4 < welH Cc {z € R* /I < =z <&}
Seja § = - mind 5, % min {4 — I
cjad = 3 min ’Elrélilé’ln{u’_ it e

O seguinte lema relaciona outros pontos de acumulagdo de {z*} ao con-

junto §2 associado a Z.
LEMA IIL.11. Seja # um ponto de acumulaciio de {z*}. Entdo, 2 € Qoui & Qs.

Demonstragao.
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Ab absurdo. Suponhamos que  é um ponto de acumulagio de {z*} tal que & € Qs
ez ¢ . Pelo lema I11.4 temos que f(Z) = f(&), assim nossa hipdtese requer
que %; # [; para algum ¢ € N; ou & # wu; para algum ¢ € N,. Suponhamos que
#; # l; para algum ¢ € N;. Como & € ()5 entdo Z; # wu;. Pelo lema II1.10 temos
que gi(%) # 0jdquez € Qs et € N. Isto contradiz o corolario I11.3, completando

a prova. .

LEMA IIL.12. Seja {z*} uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo. Se f é convexa
entio, V k gF'd* < 0.

Demonstracgao.

Pelo teorema de Taylor temos que:
1
fzb + db) = f(=*) + ¢¥d* + 5cz’vtB(gck + 0d*)d",

para algum 0 < 6 < 1. Como f é convexa temos que dktB(:ck + 0d*)d* > 0.

Entao, pelo lema I1I.4 tem-se:

< f@F 4+ dF) — f(ab) < 0. e

LEMA IIL.13. As seqiiéncias geradas pelo algoritmo satisfazem g’“tallG — 0.

Demonstracgao.

Por ser f convexa temos que V k dktBkal’c > 0. Temos entao que

1
2 .

Pelo lema II1.5 temos que predy(d*) — 0. Portanto, d** Bydf — 0.

' 1
Vk predy(dt) = dk*(-Z-Bk + ¢pD)d* > —d"Bid* > 0.

Pela definigio de predy(d¥) temos que:
kt k k ]- kt k
g d" = — predy(d®) — Ed Bd®.

Como os dois termos do lado direito da dltima equagido tendem a zero, entdo temos

que gktdk — 0. e
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LEMA III.14. Existe k > 0tal queVk > ksez* € QsentioVi € N §dF < 0.

Demonstragao.

Seja K° C N tal que 2 =5 #com & € . Por (IIL5.2) e (IIL5A)VEk € N
existe ¥, € R tal que
g" + Bud® = D7

Y > 0.

Se d* X5 9 entdo, por ser B(z) limitada em S, Byd* 2 0e portanto
P D™2d" SN —§ # 0. Portanto existe E > 0tal queVk € Ksek > k entio
¢ € QseVi € N ﬁzdf < 0.

KO .
Suponhamos agora que d* /— 0. Como a seqiiéncia {z*} é limitada,

Y ~ K 4 ~ K 7
devem existir K C K°e & € Hj tal que 2¥ = 2, 2% — Fed® — d =
~ N ) K
# — & # 0. Demonstraremos que também neste caso Byd* — 0.

Sejal = {z = & + )\cz/ A € [0,1] } C Hy. Vejamos que f é
constante no conjunto I. Pelo lema anterior temos que gt& = 0. Em conseqiiéncia

para qualquer z € I temos que
fz) = f@& + Ad) = (&) + 2'd + O(,Md) = f(&) + O(8,)d),

sendo O(Z, )\(2) crescente em A, devido ao fato de ser f convexa. Tomando A = 1
temos que ¢ = % e como f(2) = f(&) entdo O(i:,()ci) = O(:?;,lci) = 0,0
qual implica que f é constante em I e conseqiientemente, pelo lema I11.9, temos
g(z) = Vf(z) é constante em 1.

Pela continuidade de B temos que Bjd* N B(:?:)cz Vamos demonstrar que

B(#)d = o.
Ve € I temos que g(z) = g(& + M) = g¢(&) + AB(&)d + O(2, Ad).

Portanto, AB(2)d + O(2,Ad) = 0, ou seja

Tomando limite quando A — 0, por ser ¢ diferencidvel temos que B (:%)cz = 0.
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Novamente, como Byd® . 0 temos que existe k> O0talqueVk € K

sekZl;;entéowkeﬂgeViENf]idf<0. 'Y

LEMA II1.15. Sejam %, § = V(&) e § como nos lemas anteriores. Se g; < 0
para algum 7 € Nyou g; > 0 paraalgum: € N, entao {z*} tem um ponto de

acumulagio Z tal que Z ¢ Q.
Demonstracgao.
Suponhamos que § < 0 para algum: € N, e suponhamos pelo absurdo que

existeum £ > Otal queVk > k zF € Qs Seja ko= max{lz,fc}, onde k é

como no lema anterior. Pelo lema II1.14 temos que V & > k §:d* < 0 e portanto

d¥ > 0. Segue-se que Vk > kb = 2k + d¥ > oF, e aseqiiéncia {zF} cresce
monotonamente. Isto contradiz o fato de que liminf z¥ = [, De maneira andloga
demonstra-se o lema quando §; > 0 para algum: € N,. e

O dltimo teorema completa a prova que os sinais de gy sao corretos e

portanto & satisfaz as condigoes necessérias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker.

TEOREMA 1II1.8. Sejam & e § = Vf(&) como acima. Entdo gy, > 0e

.éNu < O'

Demonstragao.

Ab absurdo. Suponhamos primeiro que existe um : € N; tal que §; < 0.

Vejamos em primeiro lugar que
JKCNt qaf X, gt ! X, 2% comz € Qe iz’ g Q5. (IIL16)

Pelo lema I11.15 existem pontos de acumulagéo em € e fora de {35 € em conseqiiéncia

existe K CNt. q.Vk € K°azF € Qsexft! ¢ Qs Como a seqiiéncia {zF} é

k 1 k+1

limitada, devem existir K C K°, #l e #%t. q. = Xz , €T X, %2. Devemos
provar que 1 € Qe 7% ¢ 5. J4 que Qs é fechado, 2! € s, e pelo lema I11.11
' e Q.

Suponhamos pelo absurdo que 2 € (5. Entdo pelo lema I11.11 devemos ter que
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Capitulo IV

Um Algoritmo de Regiao de
Confianca para Programacao nao
Linear com Restricoes nao
Lineares de Igualdade e Variaveis
Canalizadas.

IV.1 Introducao.

Neste capitulo apresentamos um novo algoritmo, baseado na estratégia de regido
de confianca e técnicas de pontos interiores, para resolver o problema de minimi-
zar uma fungdo ndo linear sujeita a restricoes ndo lineares de igualdade e onde as
variaveis estao limitadas tanto inferior, como superiormente. Os algoritmos baseados
na estratégia de regido de confianca, usualmente, trabalham na intersecao de uma
regido esférica com o conjunto vidvel. Em nosso trabalho, determinamos a forma e
o tamanho da regido de confian¢a para gerar um elipséide adaptado ao hipercubo
determinado pelos limites inferior e superior das varidveis. O algoritmo resultante
gera uma seqiéncia de pontos dentro do hipercubo nos quais se obtém uma melhoria
tanto no valor da fun¢do objetivo como na viabilidade. FEsta melhoria é medida por
uma fungao de mérito que leva em considerac¢do ambas condi¢Oes, a qual nos permite
decidir se o ponto obtido na iteragao presente é aceito e como atualizar a regido de
confianca. Na pratica é necessirio utilizar uma técnica de conjuntos ativos no tra-
tamento das restricées que definem o hipercubo, assim como em algumas iteragoes é

preciso fazer uma corregdo de segunda ordem para que o ponto resultante da mesma,
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fique mais perto da regido vidvel e evitar a possivel ocorréncia do efeito Maratos,

ocasionado pela utilizagdo de uma funcio de mérito nio diferenciavel.

Consideremos o seguinte problema de programagao ndo linear:

min  f(z)
s.a. c(z)=0 (IV.1)
[ <z <,

onde f : R* — R é uma fungio néo linear, f € C?, ¢: R* — R™, 0 < m < n,
é um vetor de funcdes nao lineares, ¢ € C?, e os vetores [ e u sdo conhecidos, sendo
[ < u, podendo ser algumas coordenadas de [ iguais a —co e algumas coordenadas

de u iguais a +oo.

Dado um ponto viadvel z* para o problema (IV.1) consideremos o conjunto
N = {i=1,...,n /] zf = ljouz} = w}, oqual representa o conjunto das
restrigdes ativas de desigualdade. Em 1951 Kuhn e Tucker, em [31], demonstraram
que se uma condigio, chamada de qualificacdo de vinculos de primeira ordem, era
satisfeita pelo ponto z* entdo as seguintes condi¢bes sao necessarias para z* ser um
minimo local do problema (IV.1):

Existemn A\* € R™, 4* € R"™ tais que

(z*) = 0 (IvV.2.1)
Il <zt < u (Iv.2.2)
Vi) = 3 AVe(a®) + 7 (IV.2.3)
i=1
Vi=1,...,n min{z} —l,u;—zi}y = 0 (IvV.2.4)
se z; = l; entdo ~f >0 (IV.2.5)
se zf = u; entdo. 47 <0 (IV.2.6)

Estas condigbes sao conhecidas como condi¢des necessarias de otimalidade
de Karush-Kuhn-Tucker de primeira ordem. No caso de restri¢des ndo lineares nao
é facil determinar se a condig¢ao de qualificagdo de vinculos é satisfeita por um ponto

dado. Niao obstante, uma condicao suficiente para que ela seja satisfeita no ponto
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z* é que os vetores V¢;(z*), para ¢ = 1,...,m, I; para i« € N sejam linearmente
independentes, onde I; é a i-ésima coluna da matriz identidade. A demonstragéo
deste fato pode ser achada em [34]. Um ponto vidvel para o problema (IV.1) que
satisfaz essa relagio denomina-se ponto regular. Note-se que todo ponto regular
pode ter no méaximo n — m componentes na fronteira do hipercubo determinado

pelas restrigoes de desigualdade.

IV.2 A Regiao de Confiancga.

Consideremos os seguintes conjuntos:

H ={z € R/l <z <u} e

H ={ze R/l <z < u}.

Note-se que devido ao fato de ser [ < u temos que H{ # {. Dados um

k

ponto z* € H} e ndmeros A, € Ry ep € (0,1), nossa regido de confianca estd

k

dada pelo elipséide simples centrado em z*, o qual é representado pela equagio:

d'D™*d < p?
onde D é uma matriz diagonal cujos elementos sao

. k k .
dy = min{Ag,z; — Li,u; —2F}, Vi=1,...,n.

Esta escolha da matriz D nos permite alterar tanto o tamanho quanto o
formato da regido de confianga. Os algoritmos de regido de confianga s6 alteram o
tamanho da regido de confianga e ndo o seu formato. No nosso caso ao mudar o
tamanho da regido de confianga também modificamos o seu formato. Se o valor do
raio Ay for grande, nossa regido de confianga sera um elipsdide, o qual se adapta
melhor ao hipercubo definido pelas restrigoes de desigualdade, permitindo um passo
maior que se tomassemos uma bola. Entretanto, se Ay for suficientemente pequeno
entao a regido de confiancga serd uma bola. Neste tltimo caso temos que as restrigdes
de desigualdade estio longe de ser ativas, e em conseqiiéncia nosso problema equivale
a um problema sem restrigdes e portanto o melhor formato para a regido de confianca

é o de bola, j& que este ndo favorece nenhuma diregio em particular.
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IV.3 Geracao de um Passo do Algoritmo de Re-
giao de Confiancga.

O algoritmo a ser desenvolvido neste capitulo, para resolver o problema (IV.1), a
exemplo do realizado no capitulo anterior, também estd baseado na programacao
quadrética seqiiencial, no método de regido de confianca e no algoritmo afim-escala,
os quais foram apresentados no capitulo II. No inicio da k-ésima iteracdo do al-
goritmo que vamos prop‘or dispomos do ponto z¥, o qual foi gerado na iteracgio
anterior. A partir dele sio calculados ¢* = V f(zF), a matriz Ay = A(zF) que é a
matriz jacobiana de ¢ no ponto z*, o vetor A\(z*) que representa o multiplicador de
Lagrange estimado no ponto z*, cujo calculo serd apresentado na secio 1V.4 deste
capitulo, a matriz By, = V2f(z*) + i Xi(zF)V2¢(z*) e a € (0,1] que é um fator
de relaxagao da linearizagao das restﬁéc?es de igualdade, cujo calculo seré explicitado

nesta secdo. A seguir € resolvido o seguinte subproblema quadrético:

min gx(d) = gFd+ —;—dtBkd (1v.3.1)
s.a. Ald = —oge(zF) (IvV.3.2)
| D7 || < p. (IV.3.3)

- O fator de relaxacdo a; pode ser no maximo 1 e deve ser escolhido de
maneira tal que a intersecdo dos conjuntos dados por (IV.3.2) e (IV.3.3) seja nio

vazia e contenha mais de um ponto.
Note-se que se d satisfaz (IV.3.3) entdo
1l < phs. (IV.3.4)
Fazendo d = Dd, e tomando g* = Dg¥, Ay, = DAy, By = DBD
o problema (IV.3.1)-(IV.3.3) pode ser escrito como:
min G(d) = 3 d + %mg (IV.4.1)
8. a. Zf;ﬂ = —aye(zh) (IV.4.2)

d{l < p. (IV.4.3)
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Seja Z uma matriz n ¢ (n—m) cujas colunas formam uma base ortonormal
para o espaco nulo de A%, isto é, ALZ, = 0 e Z!Z;, = I. As colunas da matriz

Zx = DZy, formam uma base para o espago nulo de Af.

Qualquer solugio da equagao (IV.4.2) deve ter a forma

d = aui*® + Za, | (IV.5)

onde 5* é um vetor no espago imagem de Ay e & € R™ ™. Em particular, tomaremos
- = 7 5 1-1 .
¥ = —Ai[ALAr]” ¢(z*), o qual corresponde a tomar a solugio minimos quadrados

da equagio Atd = —c(aF).

Nossa restricio de regido de confianca requer ||ax0*|| < p, o que implica
que ap < H_T:)[;T Adicionalmente, requeremos que quando o < 1, péra, que o
passo no espago imagem nao seja muito pequeno em relagio a regiao de confianca,
tomamos oy ||[t*|| > 0p, onde 6 é uma constante, § € (0,1]. Portanto, lembrando

que ¢ < 1, temos que:

, p : p
ar, € [min{l,0-—=—}, min{l, ——1}].
’ it )

Voltando ao espaco original, temos:

d = Dd = Osz’l_)k + DZk’L_L = akvk + DZk’a, onde

vb = —D2AL[ALD? AL ("),

~1d]| < p. Em conseqliéncia, o fator de

relaxacdo oy deve ser escolhido no intervalo

[min{1,0 min{1,

_pr
PR e e

Em particular, no algoritmo a ser apresentado na se¢éo IV.5, vamos tomar

ar = min{l, 0—}
|| D~ 1ok]]

Exemplo.

Consideremos o seguinte subproblema quadratico, onde a primeira res-
trigdo representa a linearizagdo da restrigdo de igualdade e a segunda a restricdo de

regiao de confianca.
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min  gx(d) = gktd+%dtBkd
s.a. dy + dy = =2

| D~ d ]| < 0.95,

onde

Neste caso, A* =(1,1), ¢ = 2 ¢ p = 0.95.

Temos que v = —D2A[A*D?A] "¢. Logo,
2
5
v = —
8
S
N Pela restrigao de regido de confianca, oD~ 1v|] < 0.95. Entao,
0.95 V5
< —— = 0.95— 1.
= Tl £ ©

2.85/5

( 75 % do valor maximo possivel para «) o problema rela-

Tomando o =

16

xado é:

min  gy(d) = g¥d+ 1d'Byd

s.a. dy + dy = —2'85\/5 .

8
|| D7'd || < 0.95
Na figura IV.1 a regido de confianga é representada pela elipse simples

centrada na origem. Note-se que quando ¢ = 1, o qual equivale a ndo relaxar a li-

nearizagdo da restri¢do de igualdade, a intersecdo das restrigdes é vazia. Se tomamos

0.95v5 . . 2.85v/5
a = a 1ntersecao € um ponto, enquanto que se tomamos o = T

4

o conjunto resultante da intersecao das restrigoes é nio vazio e contém mais de um

ponto. Neste conjunto é onde vamos resolver o subproblema quadratico.
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0.95/5 o 2.85v/5
4 16

Figura IV.1

Consideremos novamente o problema (IV.4.1)-(IV.4.3) e seja d uma solugio
a(IV.4.2) e (IV.4.3). Entio, d = a,* + Z4@i e temos portanto ||d||” = ax2|[v*]|*+

||@[)>. Em conseqiiéncia, para que a restrigio (IV.4.3) scja satisfeita deve cumprir-se:

lall < — et
Em termos da decomposi¢do (IV.5) o problema (IV.4.1)-(IV.4.3) torna-se:
o 1 ...
min  (g* + akBkﬁ’“)tZka+§atZ,§Bkaa
(IvV.6)

s.a |lall® < p? — @]
Uma vez achado @*, solucio de (IV.6), fazemos d = ;%" + Zpu* e d* = Dd.

Desta forma, a resolugdo do problema (IV.4.1)-(IV.4.3) ficou reduzida a

calcular o = —A4; [zzlfcflk]_lc(mk) e a resolver o problema (IV.6) para calcular @*,
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a componente no espago nulo de A% de d. Note-se que este problema se reduz a
minimizar uma funcio quadratica sujeita a uma restricdo de regido de confianca,
o qual é equivalente a aplicar o método de regido de confianga para resolver um

problema sem restri¢oes.

Dado um passo d* gerado pelo procedimento anteriormente descrito, de-
vemos determinar se o ponto z¥ + d* melhora a funcdo objetivo e a viabilidade.

Mediremos esta melhoria com a funcdo de mérito seguinte:

m
$(z) = f(z) + 3 wla(=)l,
=1
onde os p; sa0 pesos positivos. Estes pesos serdo incrementados caso seja necessario,

em qualquer iteracdo, mas eventualmente, eles permanecerao fixos.

A reducio real na funcio, ao ir de ¥ a ¥ + d*, a’'qual denotaremos com

aredy(dF), estd dada por:
aredi(d¥) = ¢(z*) — S(=* + d*) =

@) = F& 4 )+ Y mllalh)] — lat + ).
A predigdo da reducio real, de acordc:—clom nosso modelo, a qual denotaremos com
predy(d¥), estéd dada por:
L
2

Se a melhora em ¢ é uma propor¢io suficiente da predigdo de nosso modelo, isto é,

& Bid* + 3 willei(a?) — le(a?) + a(a*) ).

=1

predi(d’) = — g*'d* —

se
aredy(d¥)
— > 7,
predk(d )

onden € (0,1) é uma constante fixa, entdo o passo serd aceito e zF*1 = g% 4 d*.

Caso contrario, reduzimos o raio A; da regido de confianga e calculamos um novo

passo provisério d¥, o qual é novamente examinado, usando a funcio de mérito ¢.

IV.4 Estimativas dos multiplicadores de K.K.T.

Olhando as condigoes de KKT para o problema (IV.1) temos que se z* é uma

solucdo 6tima, entdo existem A* € R™ e v* € R" tais que

Vi) = AX + 7,



54

onde 4, = A(z*).

Projetando esta equagio em N(AL) temos: Py Vf(z*) = Pugvy*.
No que segue, consideraremos um multiplicador estimado em um ponto z* € Hy,

qualquer vetor v* € R™ tal que:
Pay" = PaVf(ah).

Vejamos como escolher um multiplicador estimado entre todos os vetores que sa-
tisfazem a equagio anterior. Consideremos ¥ = PAi pDV f(z*). Mostraremos a

seguir que D~14* ¢ um multiplicador estimado. Em efeito,
DVf(z*) — 4% = DVf(a*) — PypDVf(a*) = (I — Pap)DV[f(a*) = DApw,

para, aﬂgum w € R™. Portanto, DV f(z*) = DAyw + *. Multiplicando esta
equagio por D!, temos Vf(2F) = Ayw + D7'5*. Logo, v* = D7'9% é um
multiplicador estimado. Temos entdo y* = D‘lPA;c pDV f(zF), e substituindo

Pup = I — DAK(ALD?A)™ ALD, temos:
N = (I — AW(ALD?*AL) T ALD)V ().

A partir desta tdltima equagdo, devido ao fato de serem os espagos imagem(A*)
e nulo(A) espacos complementares, obtemos os multiplicadores estimados para as

restrigdes de igualdade, os quais vém dados pela seguinte expressao:
-1
M= (ALD2AL)T AL DAV f(2).

Note que esta escolha é equivalente a resolver o seguinte sistema utilizando minimos

quadrados: AgA¥ = Vf(zF) — +F

IV.5 Algoritmo.

Algoritmo IV.1: Dados n € (0,1), w € (0,1), 6 € (0,1], 7 € (0,1), u € RT,
m>0epe(0,1).

0

0. £ = 0;seja 2° € H} o ponto inicial.

Enquanto ndo convergir fazer

1. Caleularz = 2%, f = f(z), g = g(z), c = ¢(z),A = A=), Z = Z(z).
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11.
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Calcular
A = lrgaéx {m;} + w,
onde:
1 sel; = —0c0 e u; =+oo
m; —
min{z; — l;,u; — z;} caso contréirio.
_ Calcule D, matriz diagonal, onde

[d]i; = min{A, z; — li,u; — 2}, Vi = 1,.

Calcular

N = (ADPA)ADY, B=V (@) + 3 o)V a(a).

=1

Calcule 5 = —DA[A'D?A]™

Sev = Oentdo a = 1;ira7.

Calcular

a = min{l, 0” ”}
Calcule o passo @ no espaco nulo, resolvendo o problema:.
1 _
min  (Dg + aDBD%)'Zu + 5fﬁZtDBDZna

soa [l < 0 — a2l

Sejav = Do e d = av + DZu.

. Calcule i* = —(AtDZA)_lAtDZ(g + 2aBv), fator de atualizagdo dos pesos.

Para cada 1, se y; < |i¥| + = entdo p; = |pF| + 2.

Calcule
pred = — gtd — %ded+ S pdlal — e+ a'd]}.
=1

Calcule fi = f(z+d)ect = c(z+d).

Calcule
ared = f — fo + Y pi{lal — |¢f[}
7=1
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Fim do enquanto

Os valores usuais dos parametros dados no algoritmo sdo n = 0.25,
w =01, § = 075, 7 = 025 ep = 0.95. Esses valores sdo arbitririos, mas a

escolha deles ndo altera significativamente o desempenho do algoritmo.

IV.6 Convergéncia Global de Primeira Ordem.

Nesta secao vamos dar o resultado de convergéncia global de primeira ordem, obtido

assumindo certas hipdteses, que denominaremos hipdteses padroes.

Hipoteses padroes.

Dado z° € HY definimos os seguintes conjuntos:

T ={ze /¢ < $z"}e

H> ={z e H]/]l <z < u}.

Seja {z*} uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo, com um ponto inicial
2® € HY arbitrario, e suponhamos que {z*} est4 contida em algum subconjunto
aberto S de R"®. Vamos supor que H é limitado, que todos os pontos vidveis
de H sio regulares, que f(z) e c(z) sdo duas vezes continuamente diferencidveis
em S, que a matriz jacobiana A(z) tem posto m para todo z € H, e que
A(z), (A(w)tA(:L'))_l, g(z), Vif(z*) e cada Vig(z), Y = 1,...,m sdo limita-
dos em S. Suporemos também que existe um m > 0 tal que y; > |fi¥| + = para

todo k e que para algum f > 0, ||B;|| < f para todo k.
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Seja £ um ponto de acumulagio de {z*} e Ky C N tal que z* S
Por construgdo temos que a seqiiéncia {Az} é limitada e Ay > 0 V k€ N. Seja
A = kienfg{Ak} e K C K, tal que Ay 2, A. Vamos estabelecer também os
conjuntos N = {i=1,...,n/ % = Loud; = w;JeN = {i=1,...,n} — N.

No que se segue, vamos considerar £, A, K N e N como descritos neste paragrafo.

Além das hipéteses padroes, para poder demonstrar que o ponto & satisfaz
as condigbes (1V.2.1) e (IV.2.4), vamos precisar da hipétese de que A > 0 e para
demonstrar que satisfaz as condices (IV.2.5) e (IV.2.6), vamos exigir também que
a seqiiéncia gerada pelo algoritmo seja convergente. Estas duas hipéteses sao facil-
mente verificiveis, embora muito fortes. No capitulo 111, foi preciso usar a hipétese
da convexidade da funcio objetivo para poder demonstrar que os sinais do gradiente
nas restri¢des ativas sido corretos. Sem esta hipétese, mesmo no caso da otimizagao
s6 com restrigdes de caixa, ndo tem sido possivel até o momento, demonstrar con-
vergéncia global. Neste capitulo, ndo vamos exigir que a func¢io objetivo seja con-
vexa,, mais por ser o problema estudado neste capitulo muito mais dificil, por causa
da presenga das restrigdes nao lineares de igualdade, que o estudado no capitulo
anterior, foi necessario impor essas duas hipoteses adicionais. O seguinte exemplo
ilustra o que acontece quando a hipétese de ser A > 0 nio é satisfeita. Consideremos

o seguinte problema de programacio nao linear:

minimizar —xq
. . . 2 _
sujeito a  ¢(z1,29) = —z1® + 22 =0

—/2/2 < 2 < 1/2

1/3 < 2y < 1

A solugdo deste problema ¢ atingida no ponto (—/3/3,1/3) e o valor da
fungéo objetivo no étimo é +/3/3. Se usamos o ponto (0.49,0.5) como ponto inicial,
o algoritmo tende ao ponto (1/2,1/3), o qual é invidvel para o problema dado, pois
c(1/2,1/3) = 1/12. Neste caso, o raio da regido de confianga tende a zero, o que
inviabiliza a convergéncia ao ponto (—/3/3,1/3). Note-se que no ponto (1/2,1/3)
temos as duas restri¢oes de caixa ativas, quando no maximo sé poderiamos ter uma

restrigdo de desigualdade ativa. Cabe ser ressaltado que, usando os pontos (0.49,0.5)
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e (0,0) como pontos iniciais, o programa MINOS 5.1 também convergiu ao ponto

(1/2,1/3).

O uso da hipétese da seqiiéncia {z*} ser convergente, é equivalente &
utilizagdo da hipétese de convexidade no capitulo III, na demonstracdo da corregio
dos sinais dos multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker. O uso desta hipdtese, assim
como o uso da hipdtese de ser A> 0, ficara claramente explicitado, nés resultados

em que sejam empregadas.

No primeiro lema que apresentamos, demonstramos que se tomamos como
ponto inicial para nosso algoritmo 2° € HY entdo a restrigio | < z < u é satisfeita

em cada iteracdo do algoritmo.

LEMA IV.1. Seja z* um ponto gerado pelo algoritmo e d* um passo géra,do pela
solugio de (IV.3.1) - (IV.3.3) na iteragdo k. Se ¥ € HY entdo z**! = % + dF

também pertence a HY.
Demonstragao.

Seja zF um ponto gerado pelo algoritmo, o qual pertence a HY e d* um passo gerado

pela solugio de (IV.3.1) - (IV.3.3) na iteragdo k. Devemos ver que [ < zF™ =

k1 < [; para algum i. Ent3o, pela definicdo de

z® + d* < w. Suponhamos que z
d;; temos que

0 < du < :Ef—L = :I}i-c-l_l—df—l,; S —df

e portanto
—dF
L >1 >
di P
e em conseqiiéncia
LD~ > »p

o qual contradiz o fato de d satisfazer (IV.3.3). Temos por conseguinte que zF+! >

Vi=1,...,n. Demaneira aniloga demonstra-se que Vi =1,...,n 2! < u;. o

COROLARIO IV.1. Suponhamos que as hipéteses padroes se cumprem. Entao

qualquer ponto de acumulagio £ de {z*} satisfaz a condigdo (IV.2.2).
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Demonstragao.

Pelo lema IV.1, a seqiiéncia {z*} estd contida em H; o qual é um conjunto fe-

chado e em conseqiiéncia contém todos seus pontos de acumulagdo. e

Devido as hipdteses padrdes e ao lema IV.1, Vk € N a matriz jacobiana

A(z*) tem posto m e a matriz D(Ag,z*) tem posto n para A, > 0. Portanto,
a matriz (A(:z:k)tD(Ak,zr;’“)zA(:z:’“))_1 existe e ¢ limitada para todo Vk € M. Mais

adiante, no teorema IV.1, demonstraremos que Yk € N/, Ay > 0.

singular.

LEMA TIV.2. Suponhamos que as hipéteses padroes se cumprem e seja & um ponto
de acumulagio de {z*} tal que vetores V¢;(2), para ¢ = 1,...,m, I para 1 €N

sejam linearmente independentes, onde I; é a i-ésima, coluna da matriz identidade.

i. Se A > 0entdo A'D tem posto m, onde A = A(:ﬁ) eD = D(A, ).

ii. Se A = 0 entso A'D tem posto m, onde A = A(#) e D é uma matriz diagonal
. ~ 4 . . iEf — l, . U; — :Ef
cujos elementos sdo Dj; = ming1, lim ——— lim
k—4o0 k k— 400 Ak
keK keK
Demonstragao.

Devido & hipétese da independéncia linear dos gradientes das restrigdes ativas no
ponto & temos que p = card(N) < n—m e a matriz (fl, Iy) tem posto m + p,

onde Iy é formada pelas colunas da matriz identidade I tais que : € N.

Seja (AN,I) a submatriz de (A,IN) formada pelas linhas de (A, Iy) tais
que ¢ € N. Entao (AN, I) tem posto p e como o posto linha é igual ao posto coluna,

temos que (AN,O) tem posto m. Logo Ay tem posto m.

Vamos demonstrar primeiramente [i.]. Rearranjando as matrizes A e D

de modo que

- (Ap ~ (Dy 0
i= () o= 8.

2
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onde Dy =0e lA?N > 0,4 que A > 0. Entdo temos que
A'D = (ANDN, ANbN) = (O,ANDN)-

Portanto, o posto de A*D é igual ao posto de Ag. Agora, como o posto de A*D &
igual ao posto de A*D entio temos que AtD tem posto m.

Vamos agora demonstrar [ii.]. Vejamos como é a matriz D. Vk € KeVi € N
— lz U; — ZEk

> < 1L )
A A } < ogo,Vi € N

i

temos que 0 < min{l,

. E_ L R
OSDﬁ:mjn{l, lim % b gy % ‘”} <1

Por outro lado, Vi € N D,;; =1 j4 que k suficientemente grande e i € N temos
:Ef—lz ’LQ—:Ef} — 1

A WA

Rearranjando as matrizes A e D de modo que

(A ~_(Dv 0
A_[AN] eD—[O DN]’

que min{l,

onde Oy < Dy < Iye Dy = Iy. Entio temos que
A'D = (ANDy,AxDg) = (AnDw, Ag).

Portanto, o posto de A*D é igual ao posto de AN. Agora, como o posto de AtD ¢

igual ao posto de A*D entio temos que AtD tem posto m. e

COROLARIO IV.2. Suponhamos que as hipSteses padrdes se cumprem e seja
# um ponto de acumulagio de {z*} tal que vetores Ve (2), para s = 1,...,m, I
para 1 € N sejam linearmente independentes, onde I; é a i-ésima coluna da matriz
identidade.

A

i. Se A > 0entdo amatriz A'D?A éndo singular, sendo A = A(2)eD = D(A,2).

ii. Se A = 0entdo a matriz A*D?A é ndo singular, sendo A = A(Z)e D uma matriz
Z; — lz . U; — :Itf
, lim .
keK

diagonal cujos elementos sao D;; = mjn{l, lim
b
€

Demonstragao.
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Mas, pelo lema anterior, esta tltima condigao é satisfeita, j4 que por hipdtese temos
que os gradientes das restri¢des ativas no ponto & sdo linearmente independentes e

A > 0. De maneira andloga demonstra-se [ii.]. o

Vamos demonstrar agora que, como conseqiiéncia das hipoteses padroes
i d ltados anteri tores ¥ sdo limitad S
assim como dos resultados anteriores, os vetores [i* sdo limitados em S e a norma

dos vetores v(z) e ¢(z) satisfazem uma 1til desigualdade.

LEMA 1IV.3. Suponhamos que as hipdteses padroes se cumprem. Entdo existe

uma constante v; > 0 tal que

[o@l < 7 lle(@ll < »lle(@)ll (IV.7)

e os vetores ji* sio limitados em S.
Demonstragao.

Pelas hipéteses padrdes temos que as matrizes A(z) e (A(:Ii)tA(:U))—l sao limita-
das em S e por constru¢io a matriz D também é limitada em S. Seja £ um ponto

de acumulagio de {z*} ¢ K C N tal que z* K tenr KA.

Suponhamos primeiro que A > 0. Por [i.] do coroldrio IV.2 temos
que a matriz AtD?A & ndo singular. Portanto, existe uma constante y; tal que

0 < ||D2ALALD2 A" < 1, VE € K. Logo,
-1 -1
0¥ = [[D*A[ALD*Ax] ™ c(a®)|| < |ID?AR[ALD2AR) || Hle(zP)|| <

7 lle(@)l < m el

Consideremos agora o caso quando A = 0. Por [ii.] do corolario IV.2 te-
mos que a matriz A’D?A é nio singular. Dado que ﬁzA[AtlA)zfAl]_l = ﬁzA[Atl”)zA]_l
temos que existe uma constante ; tal que 0 < ||D2Ak[A§cD2Ak]_1|| < 7,
YV k € K. Novamente tem-se

¥ = IID*AALD* A7 e(a¥)l] < ID*AR[ALD* A 7| [le(=h)] <
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1 lle(@)l < lle(@)]h-

Demonstraremos agora a segunda parte do lema. Segundo o visto na demonstragao
da primeira parte do lema, independentemente do fato de A tender a zero ou nao,
temos que a matriz [A};DZAIG]_IA};DZ é limitada. Portanto, devido as hipdteses
padrdes para ver que os vetores jif = —[AzDZAk]_lAZDZ(gk + %akBkvk) s30

k

limitados em S, basta provar que os vetores a;v” sdo limitados jé que

. -1 1
1Z*] < I[ARD* AR ALD|| (Ilg°]] + 518l ||av®]]),

V f é limitado em H° € || B|| < 8. Em efeito, [|d¥||” = a?|[*]|> +||u*|]* > ou?||0"]]>.
Logo, a|[5*|] < [|d¥]] < p. Temos portanto, ||axv*|| = ax||Do*|| < pl|D]| < pAg.

Como por construgao Ay é limitado V & € N entdo temos o resultado desejado. e

Como conseqiiéncia do lema anterior temos que, para k suficientemente
grande, os vetores de pesos ji¥ permanecerio constantes, j4 que eles sdo limitados
e pelo algoritmo, quando eles sdo atualizados é acrescentando uma quantidade fixa

27 > 0.

O seguinte lema mostra que a redu¢do prevista da fungio de mérito fornece
uma aproximacao da reducao real da mesma fungio, cuja precisao é proporcional ao

quadrado do comprimento do passo.

LEMA 1V.4. Suponhamos que as hipdteses padroes se cumprem. Entao existe
uma constante & > 0 tal que para qualquer z € H°, B € R™" com ||B|| < B
e qualquer d € R" tal que o segmento de reta que une z com z 4 d esta contido
em H°,

jared(d) — pred(d)| < «lld|P,

onde

pred(d) = — g(a)'d — Sd'Bd + i pilles(@)] — la(z) + ai(o)'d])

wred(d) = f(z) — fo + &) + 3 pella@)] — latz + D)

=1

Demonstragao.
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Pelo teorema do valor médio existem pontos % e 1 no segmento de reta que une z

com z + d, tais que

fz + d) — f2) = g@)'d e g(@) — g(¥) = VEF() (z — ¥).

Pelo mesmo teorema, V¢ =1,...,m existem pontos 1¥* e 9* no segmento de reta

que une £ com z + d, tais que
Gz + d) — ¢(z) = d@)'d e d(z) — d®) = V@) (@ — ¥).
Temos portanto que

|lared(d) — pred(d)|] = |f(=) — f(z + d) + i pillei(@)] — lei(z + )|}

=1

Fo(@)d + 3d'Bd - i pille@)] — lefz) + (@)l

<

F(&) ~ flo +d) + gla)'d + 5B+

> il = leo + )]+ a(z) + (e )

= \—g(v,[))td + g(z)'d + %dth" +

5 el o) + )l + (o) + o) )

< Nl llo(a) — o)l + ZIBI P + 3 mlldll la'(@) — )]

< i IV F@)Hle — Il + %HBH Nl + ZE willdll IV @)1 Iz — ¢l

< (IS @+ 11+ X e V(59N ) 11l

Como V2f e V3¢ parai = 1,...,m sio limitadas em [I° ¢ || B]| < B entdo obtemos

o resultado desejado. e
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Consideremos novamente o problema (IV.6).

Sejaﬁk = g’“ + OékBkT)keék = \/,02 _ Olk2||17k||2.

A predi¢io da variagdo do lagrangiano, devida ao passo Zzu*, a qual
denotaremos com hpredy (i), estd dada por:
~ th o

hpredy(a*) = -, (%) = —§" Z,a* —%u 7} By 7 a.

A direcio de Cauchy, ou direcdo de méaximo declive desde o centro da

regiao de confianca de raio Zk, a qual denotaremos por u°, é u° = —th}éﬁk, onde
1z 125" N
~kt = _t_ — _t—k se _kt ————— t—k k
Ak

caso contrario.

k

Dizemos que @°, a solu¢io do problema (IV.6), satisfaz a condi¢do do

decréscimo da fracao de Cauchy, se existe uma constante o > 0 tal que

hpredy(@*) > —o G(a°), VE=1,... (IV.8)

Para poder assegurar a convergéncia global do nosso algoritmo é necessério
que a solugdo do problema (IV.6), satisfaca a condigdo do decréscimo da fragao de
Cauchy. No seguinte lema demonstramos que @* satisfaz a condi¢io do decréscimo da,
fracdo de Cauchy assim como também uma 1Gtil desigualdade, a qual serd de grande
importancia para os resultados a serem obtidos mais adiante, e que € satisfeita

sempre que (IV.8) se cumpre.

k

LEMA IV.5. Suponhamos que as hipdteses padrdes se cumprem e seja £° um ponto

gerado pelo algoritmo, o qual nao satisfaz as condigoes necessarias de primeira ordem

k

para uma solucdo de (IV.1) e &* um passo gerado pela solugio de (IV.6) na iteragio

k. Entao 4* satisfaz a condigdo do decréscimo da fragio de Cauchy e

B 1 5 ek . A “Z ”
hpredk(uk) > B “Zzg l mm{Ak’ ||Zt§ Zk”}

Demonstracgao.
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Consideremos um ponto qualquer z* (fixo) gerado pelo algoritmo, o qual néo satisfaz

as condigGes necessérias de primeira ordem para uma solugio de (IV.1).

Suponhamos primeiro que Z}ﬁk = 0. Entao o problema (IV.6) se reduz

Se 71 By, 7y é semi-definida positiva entéo hpredy(@*) = 0.

Suponhamos entdo que Z} By, Z; é indefinida. Seja my, o autovalor mais ne-

.k
gativo de Zi By Z;, e r* um autovetor associado a esse autovalor. Entao @* = A, ”TL”
r
~ 2
e hpredy(a¥) = —mpA, > 0.
Em ambos os casos temos que se satisfaz a relagao
_ N T A
hpredy(@*) > = Zig rmn{Ak #} = 0.
Vamos considerar agora o caso Z!§° # 0 e portanto IIZ}éf]kH > 0.
Consideremos a fung¢do ¢ : R — R definida por:
‘t:k *‘t:k ) 2 ,
= g =kt Zkg 1 6 ks st 5 5 Stk
$(6) = Q=) = =87 Do + c———0" I B2l =
I Zig"|| 123l 225"
1=k 1 62 k> st 7 Ftek
—8l|Zxg"|l + 2 o an 39 Il BrinZyg
129” |l
Se fyktZkZ,inZkZ,jk < 0 entdo ¢(§) < —6]|Z,€§k|| Em particular, para § = A,
o . ~  ZiE
temos ¢(Ar) < —Ay ||Z£5"]|. Como @F & solugdo de (IV.6) e —A, ”Z’:gk” é vigvel
k9

para (IV.6) entédo

) = ¢(Ax) < =D | 25" (aV.9)

—hpredy(@¥) = G,(@") < G(~Ax

VO U LI Ty —— .
W) = —SIZE | + §——a8" BABLLT =
124971l
P 4.
1( 173"l 8 e i o i
SET R o =281 25 4 ———7 ZkZBkaZg>—
N\Fzamaas A 3 : ;

[
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ekt
i -
2 §k ~k

1 7tk § e o=\ 1 Zizk
_2_<__ — _“ —kg_”_ = ~k+ — \/gk ZkZ]ﬁBkaZ]:_ak) —E(zkt_. ”_tk;q I_I_ _t1k>.
Vi 2.2 Bz 25" 11255 §° I Z By 2y 71§

Seja 0* o minimo de ¢ no intervalo [0, Zk] Entao
Zq*
—hpred(a*) = G(u*) < q(—6" =) = ¢(8%). (IV.10)
1ZEg” |
Se §* < Zk entio ,
1~k
5 — 1Z:9”
— Zkt= =, = = = ~
AN AN WAL
€ A 2
1 75 1 ]|Zt5"°
$(6%) = __~kt_”_ 1l - < _——Hzt’zg—ﬂ. (IV.11)
25" T I By Zh 7k 2 || %} By Z)|
Se §* = Zk entao
_ttk 3
A ”Zkg ”
~kt = —. = = = ~
7" L7t B 7 75"
c
1 Al
. o~ ~ [ k5 iR S5 S ~k
68 = $(A) = —DZG | + 5 — i BB BZT <
Zig'||
| Z;g
X 1tk L opak L= —iak
~AZ35" | + Al Zi5"N = —5AkIIZ}ég I (Iv.12)

Portanto, por (IV.9), (IV.10), (IV.11) e (IV.12) temos que

=~k 2
s .. (% oy mpehy 1 ||ZE5° 1= o —nk
preds(i) 2 () 2 min{ A2, FTA b SR =
Luzis min{A, 123" }
2 I BT

B importante ressaltar que para demonstrar a coﬁvergéncia global de um
algoritmo de‘ regido de confianga é necesséario que o passo 4* satisfaca a condigio do
decréscimo da fragdo de Cauchy ou a condigio do lema IV.5. Mais detalhes acerca
do papel dessas condigdes na teoria de convergéncia global dos algoritmos de regizo

de conflanga podem ser achados em [3], [11], [35], [40] e [48].



67

k

LEMA IV.6. Suponhamos que as hipdteses padrdes se cumprem e seja z” um ponto

gerado pelo algoritmo, o qual ndo satisfaz as condigGes necessérias de primeira ordem
para uma solugio de (IV.1) e %* um passo gerado pela solugdo de (IV.6) na iteragdo

k. Entao

I. hpredk(ﬂk) = (jk(akf)k) — qk(dk)

i gu(a®) = Jad¥ (7" —§") = ane(ah)'".

Demonstracao.

Prova de i. Por definigio de d* temos que:
qk(dk) = qk(oszT)k + DZkﬂk) =
3 - 1 _ _
¢ (axDv* + DZkﬂk)+§(akD1‘)k + DZa*) By(ax Do* + DZyuF) =
kt( D—k 1 D—k tB D—k
g" (o DV®) + 2(ak 9°)° B (o D3") +
_ _ 1 - _
*'DZa* + (D) Bu(DZu") + (DZ") Bu(DZyu) =
_ _ 1 =
G (op@®) + §(akﬁk)tBk(ak6k) +
7" Zi* + (ao™): Bp(Zxi*) + ——’“‘ZkBkau =
ﬁkt(a’k’ﬁk) T _(a Ek)tB (a, ’F)k) - B, 5P\t 7, ik l—kt 7t 0 7 =k
5 (2% s + (7% + aByo*) 20 +§quBkau:
qk(ak't_)k) — hp‘f‘edk(’fl,k).
Temos portanto que hpredy(2*) = Gr(oxv*) — gz(d*), com o qual fica demonstrado
i
Vamos agora demonstrar ii.

1

G(anv®) = ¥ (and®) + 5 (o00°) By(ent*) =

1 ;. 3 — 1
Eakvk (gk + gk —+ Bk(a’k’ak)) iakv (g’ + )

1 _ B - _
—iakc(xk)t[At ] (g + k) —akc(xk)t[A}iAk]_l Z(%gk‘l‘%ﬁk)

I 1 1
(") AL AT ALGT + 57 + 5 Br(en")) =
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eyt At 711 7 1o,
—are(a*) AL A T AL(G" + 5 Bi(ead®)) =

- 1 -
—ape(a®)[ALD? A T ALD? (8F + in(akvk)) = agc(z®) ik, .

LEMA IV.7. Suponhamos que as hipéteses padrdes se cumprem. Seja z* um ponto

gerado pelo algoritmo e %* um passo gerado pela solugdo de (IV.6) na iteracao k.
Entao |

predp(d®) > hpredy(@¥) + malc(z®)]s.
Demonstragao.

Por definicdo temos que:

predu(d) = (@) + 32 mlla@)] — lal@) + @@} =

=1

@) + Y plla@)] — lal@®) — mal®))} =

=1

—q(d") + il piok|ci(z®)],

ja que ai(av’“)tcl’g = —apci(zF) e 0 < a, < 1. Agora, pelo lema IV.6, temos:

predk(dk) = hpredk(ﬁk) — (jk(akf)k) + Z ,u,'ozklci(:ck)[ =
: =1

kpredk(ﬁk) - akc(xk)t,&k + Z ,U,z'Olk]C,,;(:Ck)l =

hm%@%+%§ﬂ%ﬂw—ﬁdw}2
hpredi(a®) + o (3] + ml@)] — iaa®)} >

i=1

hpredy(@*) + mar Y |ei(a®)| = hpredi(@®) + malc(z®)|). )

=1
O seguinte teorema demonstra que o algoritmo estd bem definido, no sen-

tido que cada iteragdo interna terminard com um passo aceitavel depois de um

ndmero finito de iteragdes.

TEOREMA 1IV.1. Suponhamos que as hipéteses padroes se cumprem. FKEnt3o,

a menos que algum ponto z* satisfaca as condigdes necessérias de primeira ordem
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para uma solucio de (IV.1), cada iteragdo interna do algoritmo terminard depois de

um nitmero finito de iteragoes.
Demonstragao.

Consideremos um ponto qualquer z* (fixo) gerado pelo algoritmo, o qual nao satis-
faz as condigdes necessarias de primeira ordem para uma solugdo de (IV.1). Entédo

c(zF) # 0ou Zig* # 0. Consideremos primeiro o teste

o qual é feito em cada iteragao interna, com valores decrescentes do raio de regiao

de confianga Ay (para o mesmo z* temos Ay | 0). Consideremos algum
0 < Ay < min{zf —lu;—2F}, Vi=1,...,n

Entao

1
D =AM e D" = L (IV.13)
k

Suponhamos primeiro que ||c(zF)[l1 > 0. Pelo lema IV.7, tem-se
predp(d®) > hpredy(@*) + mag|e(@®)|y > rag|le(z)||1,

j4 que hpred(u*) > 0. Pelo estigio (6) do algoritmo e por (IV.13) temos que

P . 14 . PA,
ay mln{ ” = min GHD—lka min 6“ka

Logo, para A suficientemente pequeno e por (IV.7) temos

re § T min Po c(z = 7 min x ”( )”1
predy(d) 2 wmin{1,007 ”}n( Yl = mminflle(*)l1, 0 oA >

. 0 0
wnun{“c(:ck)”l,—pAk} = 2PN,
gs! g
Por outra parte, pelo lema IV.4 e por (IV.3.4) temos que
Jaredi(d*) — predy(d”)] < w|ld]* < wp*AL

para alguma constante & > 0. Logo,

aredy(d¥) kp? A2 Kpy
——Z — 1| < B 22
predy,(dr) = predg(dkt) T w0 A
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Entdo, para A suficientemente pequeno temos que

aredy(d*)

aredk(dk) P 2 9
preag

— 7 < (1 — 7), o qual implica que
predy(dF) = m, 04 P

Portanto, depois de um nimero finito de iteragées internas, o passo sera acetto.

Suponhamos agora que ||c(z®)||; = 0. Entdo, por hip6teses, | Ztg*|| > O.
Por (IV.7) temos que v(z¥) = 0 e portanto 7 = gFe A, =p. Pelo lema IV.5, ¢
tomando Ay suficientemente pequeno tem-se que

|1 ZEg"| }

" T S
hpredy(a”) = 5 179”1 mn{p,m

1 Z:Dg"|| } 1 7tk : { 124"l }
- D m = Ay ||Z mi —_— b >
”Z’“ a m{’” | ZLD B D Z|| g8 WAl miny e Kz 70 2

_ , Ztgk
5 178" minfpse, LY = 2 gzgtons,

j& que pelas hipéteses padrées ||Bi|| < £ para todo k, as colunas da matriz Zz sio
ortonormais e para A suficientemente pequeno, se Zigt # 0 entdo Zigt #£ 0.

Pelo lema IV.7, temos:
pred(d) 2 horedi(a) + renlle)s = hpreds(i) = 2 174 s
Novamente, pelo lema IV.4 e por (IV.3.4) temos que |
laredi(d*) — predi(dF)| < &||d|]®? < kp*Al,

para alguma constante £ > 0. Logo,

aredy,(dF) kp?A2 2kp
Greqe ) g < EP DR o _ZEP A 1 —
predy(dF) = predp(d®) ~ || Zig¥| s n);
para A, suficientemente pequeno.
aredy(d¥)

Em conseqiiéncia > 1) e assim o passo serd aceito. e

predi(d¥) =
COROLARIO IV.3. Suponhamos que as hipéteses padroes se caumprem. Entdo

i. {¢(=*)} é estritamente decrescente.
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ii. ¢(&') = ¢(&?) para qualquer par de pontos de acumulagdo 1,22 de {z*}.
Demonstragao.

i. Pelo teorema IV.1, no final da k-ésima iteracdo do algoritmo, depois de um
niimero finito de iteragoes internas, o teste

aredy(d*)
predy(dF) "

é satisfeito. Temos portanto que
$(z*) — (=™ = §(=*) — ¢(z* +d*) = aredi(d) > npredi(d*) > 0.

Portanto, ¢(z*) > $(z**1) V k.

ii. Pelo corolario IV.1 e por i. deste corolario, temos que todos os pontos de acu-
mulacio da seqiiéncia {z*} estdo contidos em H. Por ser ¢ continua e o conjunto
H compacto, entio ¢ é limitada em H. Temos portanto que {¢(z*)} é limitada
inferiormente em H. Sejam 2! e #* dois pontos de acumulagio de {z*}. Entéo

existem subseqiiéncias {z*} e {2} tais que

1 ~2

{zF} — 2 e {aM} — &%

Pela continuidade de ¢ temos que

{#(z™)} — #(@") e {$(a™)} — &)

Temos entdo que ¢(2!) e ¢(£?) sdo pontos de acumulagio de {@(z¥)}. Por outra
parte, a seqiiéncia {@(z*)} é limitada inferiormente e estritamente decrescente e

portanto é convergente. Em conseqiiéncia, ¢(2') = #(2?). e

Note-se que se o ponto inicial 2° da seqiiéncia {z*} gerada pelo algoritmo,
estd em HY entdo, pelo lema IV.1 e pelo coroldrio IV.3, temos que a seqiiéncia inteira,
{z*} est4 contida em H. Como por hipéteses, o conjunto H é compacto, temos que

o conjunto de pontos de acumulagio de {z*} é nao vazio e estd contido em H.
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LEMA TIV.8. Suponhamos que as hipdteses padrbes se cumprem. Entao

predy(dF) — 0.
Demonstragao.

Pelo teorema IV.1, no final da k-ésima. iteragdo do algoritmo, depois de um nimero

finito de iteracgdes internas, o teste

aredy(d®)
predi(dF) — T

é satisfeito. Temos portanto que para todo k se cumpre:
aredy(d®) > npredi(d®) > 0,
o qual implica que
$(z*) — (e*tY) > npredi(d*) > 0.

Como a seqiiéncia {¢(z*)} é convergente, entdo ¢(z*¥) — ¢(2**') — 0 e em

conseqiiéncia tem-se que predy(d¥) — 0. e

COROLARIO IV.4. Suponhamos que as hipéteses padroes se cumprem. Entao

hpred,(i*) — 0 e aye(z®) — 0.

Demonstracgao.

Pelo lema IV.7 temos que
predk(dk) > hpredk(ﬂk) + Wakllc(mk)“l.

Como, V &k o > 0, pelo lema IV.5, hpredy(i*) > 0 e pelo lema anterior

predi(d¥) — 0, entfo temos que hpredy(if) — 0eapc(zF) — 0. o

No seguinte teorema vamos demonstrar que qualquer ponto de acamulacao
da seqiiéncia gerada pelo algoritmo, satisfaz a condigdo (IV.2.1) de Karush-Kuhn-

Tucker.
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TEOREMA IV.2. Suponhamos que as hipteses padroes se cumprem e seja £ um

ponto de acumulagio de {z*}. Se A > 0 entio

Demonstragao.

Seja & um ponto de acumulagio de {zF} e K C N tal que z* Ko sent 5 A
sendo A > 0. Pelas hip6teses padrées temos que as matrizes A(z) e (A(z) A(z)) ™
sio limitadas em S e por construgdo a matriz D também é limitada em S. Pelo
corolario TV.2 temos que a matriz A*D?A é ndo singular. Portanto, existe uma,
constante o tal que 0 < ||[DARJALD?A;)7Y)| < o,V k € K. Pelo passo 6 do

algoritmo temos que

: p
= 1,0 ————} = min{l,0- —1.
o = min{1 ) = i
Logo
. 14 . k P k
0 < min{|le(z")]|,0=} < min{||e(z")]],6 o) S ome(z”).
S DA AT
Mas, pelo corolario IV.4, agc(z*) — 0 e conseqiientemente temos que ¢(2) = 0. ®

O teorema IV.2 junto com o corolario IV.1 garantem que qualquer ponto
de acumulacao da seqiiéncia gerada pelo algoritmo é vidvel para o problema IV.1.
Este resultado junto com as hipoteses padrbes garantem que todos os pontos de

acumulacdo da seqiiéncia gerada pelo algoritmo sao regulares.

COROLARIO IV.5. Suponhamos que as hipdéteses padroes se cumprem. Se

lim A #0entio lim 7 =0e¢ lm ay=1.

k—+o00 k—4o0 k—+4o0
k€K keK k€K
Demonstragao.

Por hipétese temos que klirf Ay # 0. Entao, pelo teorema teorema IV.2,

keK
khm ¢(z*) = 0. Portanto, temos que
hei

kl_1)rfoo o = ETM —A[AL AR o(zF) = 0 e
keK keK
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e Py _
Jlim o = Jim minl, O = 1
keK keK

j4 que por hipéteses as matrizes A, [A’,@Ak]ﬁl sdo limitadas. e

A seguir demonstraremos que qualquer ponto de acumulagdo da seqiiéncia

gerada pelo algoritmo, satisfaz a condigéo (IV.2.3) de Karush-Kuhn-Tucker.

TEOREMA IV.3. Suponhamos que as hipéteses padrdes se cumprem e seja &
um ponto de acumulagio de {z*}. Entdo existem AeRme 4 € R", tais que as

subseqiiéncias {\*}, - e {v*}4ex convergem a X e 4 respectivamente e
ViE) = Y hiVa(d) + 4.
=1

Demonstragao.

De acordo com o visto na segiao IV.4, V k > 0 existem \F € R™ e v* € R™ tais que

Vi(z*) = A)* 4+ ~F, onde
Moo= (ALD?A) TALDVf(2) e
v = (I — Ag(ALD?4,)TALDYVF(z¥) = Vf(zF) — AP,

K . K A
ke 2y 2e AP 25 Al

Pela continuidade de Vf e de A temos que Vf(z%) = Vf(3) e Ay = A

Seja & um ponto de acumulagdo de {z*} ¢ K C N tal que =

Se A > 0 entdo, por [i.] do coroldrio IV.2, temos que a matriz A*D2A é

nao singular, onde D = D(A, &). Por outro lado temos que

— 3 k k K v N A A fal
Dy = min{Ag, 2] — Li,u; — 2]} — mm{A,:l:i-c — I, u; — :I;f} = D,.

Logo, Dy X, D. Temos portanto que
MK (AD2A) T ADAVf(3),
v (1 — AADPA)T DYV f(3).

Seja X = (Atﬁ2A)—1AtlA?2Vf(§:) e = Vf(z) — AX Entdo X e 4 assim definidos
satisfazem (IV.2.3).
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Suponhamos agora que A =o0.
Vk € K temos que (ALD2A;) T ALD?V f(2%) = (AiDZAk)—1A2D2Vf(mk), onde
b= —D
= a0

Por [ii.] do coroldrio IV.2, temos que a matriz AtD?A é nio singular, onde D uma

2 diagonal cujos olementos sio Dy = min{1, lm Z4, lim “i_m?}
sio Dj; = min .
matriz diagonal cujos elementos i y Jim ==, Im o
kEK keK
Por outro lado temos que
k k k _ L. Lk
~ . i —1; u;— K . . T; . U; ZT;
Dy, = mln{l, R } — mln{l, lim =—=, lim CE

k—4 A k—+o0 A
A Ay kel k keK k

Logo, Dy X, D. Temos portanto que
NI (AD2A) T ADAV #(5),
s (1 — A(AD?A)TADY)Vf(3).

Seja A = (Atlﬂ)ZA)_lAtDZVf(n?:) e4 = Vf(#) — AX. Entdo A e 4 assim definidos
satisfazem (IV.2.3). .

Agora sé falta demonstrar que o vetor 4 do teorema IV.3 satisfaz as

condigdes (IV.2.4)-(IV.2.6).

No seguinte lema mostramos uma 1til relagio entre os vetores v*, g% e

Ztgk.

LEMA 1IV.9. Suponhamos que as hipdteses padres se cumprem. Entio em cada

iteracio do algoritmo temos que

k _k 7 it~k
Dk")’ = szg = ZkZ]ig .
Demonstracgao.

Pela defini¢io de 4* temos que

Diy* = Du(I — AR(ALD2A,) ' ALD?)V f(z*)
= (Dy — DyAy(ALD?Ay) " ALD?)V f(zF)
= (I — A(ALA) ALY DV F(=*)

= (I — Ay(A4A) 7" A)g* = Pag".
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Vamos agora demonstrar a segunda igualdade.

g = Pg g* .—I— Apw, para algum w € R™. Multiplicando esta equagdo por
Z%, temos Zigh = Z,tchigk. Por outro lado, Pgig’“ pertence ao espago nulo
de A} e em conseqiiéncia existe y € R™™ tal que Py i = Ziy. Logo,

Ztgk = Zﬁszgk = Z}Zyy = y. Portanto, Pgigk = ZpZtg". e

Como conseqiiéncia do lema IV.9, temos que a matriz Z; Z também pode

ser utilizada como matriz de projecio no espaco nulo da matriz A%.

No seguinte teorema vamos demonstrar que o vetor 4 do teorema IV.3

satisfaz a condigdo (IV.2.4), isto é, a condicdo de complementaridade.

TEOREMA IV.4. Suponhamos que as hip6teses padrdes se cumprem e seja 4

como no teorema IV.3. Se A > 0 entdo ¥ satisfaz a condigio (IV.2.4).

Demonstragao.

Sob a hipotese de ser A > 0, provar que ¥ satisfaz a condi¢do (IV.2.4), é equivalente
a demonstrar que Dgy* X, 0. Pelo lema IV.9 temos que Dyy* = 7,Z%g* e por
ser a matriz Z; ortonormal, temos que Dyy® X, 0 se e somente se VAT o

Pelo corolrio IV .4, temos que hpredy(4*) — 0. Logo,

1=k

1230 min{ B, JACLY o av.14)
12851

k

Pelo coroldrio IV.5, temos que © X 06 o SN Entéo, por ser a matriz By, li-

mitada, temos que ﬁk = §" + Bt 5 gkeZk = \/IOZH_ akzllq—)klf X, 0,

o que junto (IV.14) implica que Z}g* LN 0, completando a demonstracao. o

Agora s6 falta demonstrar que os sinais do vetor 4 do teorema IV.3 sio
corretos. Nos resultados obtidos até agora nao foi preciso colocar a hipétese de que a
seqiiéncia gerada pelo algoritmo fosse convergente, mas para poder demonstrar que
as condigdes (IV.2.5)-(IV.2.6) sdo satisfeitas por 4, vamos precisar de tal hipétese.
Portanto, no que segue, suporemos que a seqiéncia gerada pelo algoritmo converge

ao ponto Z e que A > o.
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Vamos supor que existe 1 € {1 = 1,...,n } tal que % # 0. Pelo teo-
rema IV.4, temos que Vi € N 4; = 0. Portanto, 4 # 0 somente para ¢ € N.

Consideremos os seguintes conjuntos:
N, =4{ieN/& = Le¥#0}eN, = {i€N /& = u; ey # 0}
Devemos demonstrar que
% >0 Vi e N e % < 0 Yi € N,
Para isto, vamos demonstrar primeiramente o seguinte lema:
LEMA IV.10. Existe 5 > 0tal quese kb > kentioVi € NUN, dfyF < 0.

Demonstragao.

Pelas condigdes de Karush-Kuhn-Tucker para o subproblema quadritico (IV.6),
VE € N existe 1, € R tal que

Zi(gk -+ OlkBkﬁk)—l-Z;inZk’L_bk = —’(,bkﬂk (IV15)

P > 0.

Por definicdo temos que d* = ayo* 4+ Zpw*. Logo, pelo lema IV.9 e por (IV.15)

temos
—thpd® = —thpoyd® — P 7,0k
= —thapt® + Z4 724G + apByv®) + 7, 2% By Zyut
= —hpa® + Zp4lg% + 7 ZEByo® + 747k By 2y i
= —ragpd® + Diy* 4+ o Zy 2 Biv* + 73 7 Dy B, Dy 213",
Temos entao que |

—¢ka—Dk7k = —¢kak6k + O[kaZ}in’l_)k+ZkZ]kaBkaZkﬂk

Por hipétese, a seqiiéncia {z*} é convergente, o que implica que d* — 0 e
como d* = oz D% + DpZpi* e apDi5® —> 0 entdo Dy Ziii®* — 0. Temos
entio que —thpd® — Diy* — 0. Logo, —pDitd* — 4, ou equivalente-

mente, ¥D5’d* — —4 # 0. Portanto, existe & > 0 tal que V& > ke



78

Vi € NUN, diyf < 0. =

O ltimo teorema completa a prova que os sinais de 4n sdo corretos e

portanto & satisfaz as condigdes necessarias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker.

TEOREMA IV.5. Suponhamos que as hipéteses padrdes se cumprem e seja 4

como no teorema IV.3. Se A > 0 entio 4y, > Oedy, < 0.

Demonstragao.

Ab absurdo. Suponhamos que existe um ¢ € N, tal que % < 0. Pelo lema
IV.1, temos que V k € N zf > [;. Comoyf — 4; entdo existe & > 0 tal que
Vi > k~F < 0ec pelolema IV.10, temos que existe & > 0 tal que V& > k

di-“fyf < 0. Logo, para Vk > max{]ﬂc, ];} tem-se que df > 0 e conseqiientemente,
k

aftt = ¥ 4+ dF > zF, o que contradiz o fato de que ¥ — #; = ;. Portanto,
Vi € N;tem-se qued; > 0.

Analogamente demonstra-se que Vi € N, 4 < 0. =



Capitulo V

Testes Computacionais

V.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos os testes computacionais realizados para avaliar o de-
sempenho do algoritmo proposto no capitulo IV deste trabalho. A linguagem com-
putacional escolhida foi a linguagem C, pelo seu alto grau de portabilidade, permitir
dispor de um modo mais eficiente dos recursos de memdria e possuir poderosas es-

truturas de dados e mecanismos de controle de fluxo eficientes. O equipamento

utilizado foi uma estac¢do de trabalho IBM AIX Version 3 for RISC System/ 6000.

V.2 Testes Realizados

Nesta segido apresentamos os resultados dos testes realizados. Os problemas testados
foram tomados de [30] e [38]. Os pontos iniciais, os quais denotaremos por z°, sdo
os mesmos das referéncias. Denotaremos por z* o ponto para o qual o algoritmo

convergiu.

Nos primeiros 13 testes realizados, o desempenho do algoritmo 1V.1 foi

comparado com o obtido por 6 cédigos apresentados em [30]. Estes cédigos sdo:

Codigo Autor Método
VF02AD Powell Aproximagao quadratica
OPRQP | Bartholomew-Biggs Aproximagio quadratica
GRGA Abadie Gradiente reduzido generalizado
VFO01A Fletcher Multiplicadores
FUNMIN Kraft Multiplicadores
FMIN Kraft, Lootsma Penalidade




80

Uma informacio mais detalhada sobre estes programas pode ser achada

em [45].

Para cada teste realizado apresentamos o enunciado do problema, o ponto
inicial e o ponto ao qual o algoritmo convergiu. Fornecemos também o valor da
~ funcio objetivo no 6timo, o niimero de iteragdes empregadas pelo algoritmo até a
convergéncia e¢ o ndmero de iteracdes internas efetuadas, isto é, o nimero total de
vezes que foi executado o lago do passo 3 ao passo 12 do algoritmo até obter-se um
passo aceito em cada iteracgo. Os resultados dos testes realizados, assim como o

desempenho do algoritmo V.1, sdo mostrados nas tabelas e figuras a seguir.

Nas tabelas apresentamos os resultados obtidos pelo algoritmo IV.1 ¢ os
obtidos em [30] pelos cédigos anteriormente citados. Na primeira linha de cada
tabela, denotada por ALG. IV.1, so mostrados os resultados do nosso algoritmo.

Nas linhas seguintes expomos os resultados obtidos pelos codigos da referéncia.

As abreviaturas usadas nas tabelas sdo descritas a seguir:

T.E. : tempo de execugdo em segundos.
N.A.F.O. : ndmero de avaliacbes da funcao objetivo.
N.A.REST. : nimero de avaliagdes das restrigdes (cada restricdo é contada).

N.A.GRAD. : ntimero de avaliagbes do gradiente da funcio objetivo.

N.A.JAC. : ntmero de avaliagdes dos gradientes das restrigoes (cada restrigdo é

contada).

VALOR F.O. : valor da funcéo objetivo no ponto z*.

m

VIOL. REST.: soma das violagdes das restrigdes no ponto z* (3> |ei(z*)]).
i=1

Os tempos exibidos nas tabelas ndo podem ser comparados diretamente,
pois os resultados apresentados em [30] foram obtidos utilizando-se um computador

Telefunken TR440, e sdo mostrados somente a titulo de informacao.

Nas figuras mostramos o desempenho do nosso algoritmo nos testes reali-

zados. Tal desempenho é mostrado em cada uma delas através de 4 graficos:
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valores de f: mostra a variacdo da diferenca entre os valores da funcdo objetivo
e o valor 6timo do teste respectivo, em escala logaritmica, no decurso das

iteracoes. Este valor tende a zero.

inviabilidade: mostra a variagdo da soma das violagoes das restri¢cdes, em escala

logaritmica, no decurso das iteracoes. Este valor tende a zero.

fc. de merito: mostra a variagio da diferenca entre os valores da fun¢ao de mérito
e o valor 6timo do teste respectivo, em escala logaritmica, no decurso das

iteragOes. Este valor tende a zero.

raio da bola: mostra a variagdo do pardmetro A, o qual é calculado no passo 2

do algoritmo IV.1, no decurso das iteragoes.

A seguir, apresentamos os testes realizados:

Teste No. 1 (problema 10 de [30]).

minimizar xi — &

sujeito a  —3z1% +2zyzs — 22 +1 >0

z° = (-10,10)
z* = (0,1)
valor da func¢do objetivo no 6timo: —1

numero de iteragOes realizadas: 8
numero de iteragbes internas: 8

CODIGO |T.E.[N.A.| NA. | NA. |NA.| VALOR [ VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.O. REST.
ALG.IV.1| 0.15] 9 9 9 | 9 | -1.0000000 | .46E-06
VF02AD | 60 | 12 | 12 12 12 | -1.0000001 | .19E-06
OPRQP | 45 | 32 | 32 31 31 | -1.0000047 | .93E-05
GRGA | 1.96 | 260 | 320 67 31 | -1.0000000 | .0
VFOIA | 35 | 70 | 70 70 70 | -1.0000000 | .53E-07
FUNMIN | .92 | 225 | 225 52 52 | -1.0000000 | .13E-07
FMIN | 229 | 289 | 290 54 54 | -0.9999998 | .0
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Teste No. 1
. valores de f 5 inviabilidade
10 . : : 10 : :
10°
10° |
10-10 |
107}
-20
" s " 1 " M
0 2 4 6 8 0 0 2 4
s fc. de merito raio da bola
10 : . : 20
18
10°
16}
) 14}
10° | -
12}
-10
10 : : : 1
0 2 4 6 8 OO 2 4

Figura V.1: Problema No. 10 de [30].
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Teste No. 2 (problema 11 de [30]).

minimizar (z1 — 5)? + z2% — 25

sujeito a  —z12 4+ 9 >0

20 = (4.9,0.1)
z* = (1.234773,1.524664)t

valor da funcdo objetivo no 6timo: —8.498464223
namero de iteragoes realizadas: 6
ntmero de iteragdes internas: 6

CODIGO |T.E.[NA. | NA. | NA. |N.A. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. | REST.
ALG.IV.I[0.09| 7 7 7 7 | -8.498464 | .7AE-12
VF02AD | 41 | 9 9 9 9 |-8.4984642 | .64E-08
OPRQP | 37 | 24 | 24 24 | 24 |-8.4984844 | .66E-05
GRGA | 1.70 | 186 | 201 112 | 48 |-8.4984642 | .0
VFO1A | .18 | 40 | 40 40 40 | -8.4984642 | .49E-08
FUNMIN | .50 | 129 | 129 28 28 | -8.4984671 | .94E-06
FMIN | 2.56 | 279 | 280 60 60 | -8.4984702 | .20E-05
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Teste No. 2
5 valores de f 5 inviabilidade
10 - - 10 - :
10°
107 }
10
1 Il 1
0 0 2 4 6
. fc. de merito raio da bola
10 - - 10 - -
9 3
10°
8 L
107 |
7 L
107" : - 6 -
0 2 4 5] 0 2 4

Figura V.2: Problema No. 11 de [30].
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Teste No. 3 (problema 12 de [30]).

minimizar 0.5212 4 9% — 2129 — Tz1 — T22

sujeito a 25 —4z12 — 2,2 >0

z® = (0,0)
zt = (2,3)
valor da funcdo objetivo no étimo: —30

numero de iteragdes realizadas: 7
numero de iteragoes internas: 7

CODIGO |T.E.[NA.| NA. | NA. [NA. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. | REST.
ALG.IV.1| 013 | 8 8 8 8 | -30.000000 | .32E-11
VF02AD | 51 | 12 | 12 12 12 [-30.000000 | .58E-09
OPRQP | .40 | 40 | 40 26 26 | -30.000004 | .76F-05
GRGA | 92 | 145 | 89 24 19 | -30.000000 | .0
VFOLA | .30 | 79 | 79 79 63 | -30.000000 | .68E-07
FUNMIN | .87 | 203 | 203 43 43 | -30.000001 | .14E-05
FMIN | 1.07 | 117 | 133 28 28 | -30.000003 | .53E-05



86

inviabilidade

raio da bola

Teste No. 3
5 valores de f 5
10 . : - 10
10°
10°
-10 . . .
107, 2 4 6 7
fc. de merito
10° : : - 10
8.
10°
6_
. 4t
10°
2.
-10
10 : : :
0 2 4 6 7 %

Figura V.3: Problema No. 12 de [30].
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Teste No. 4 (problema 13 de [30]).

minimizar (z1 — 2)% 4 5>

sujeitoa (1 —31)® —29 >0
0
0

T

ININA

T2

= (2,2)}
z* = (1,0)¢
valor da funcdo objetivo no 6timo: 1

numero de iteracoes realizadas: 36
numero de iteragOes internas: 47

CODIGO | T.E. [N.A.| NA. | NA. | NA.| VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| TF.0. | REST.
ALG.IV.1| 059 | 48 | 48 37 37 | 0.9999991 | .83E-19
VF02AD | 2.80 | 45 | 45 45 45 | 1.0000001 | .0
OPRQP | 1.18 | 75 | 75 75 75 | 0.99010346 | .12E-06
GRGA | 71 | 72 | 95 14 11 .| 1.8000585 | .0
VFOIA | 776 | 143 | 143 | 143 | 136 |0.99568269 | .10E-07
FUNMIN | 2.08 | 379 | 379 85 85 | 0.97718160 | .15T-05
FMIN | 13.73 | 1522 | 2224 | 216 | 216 | 0.83727822 | .15E-03
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Teste No. 4

valores de f inviabilidade

18 Y 36

18 27 36
fc. de merito raio da bola
18 27 36

Figura V.4: Problema No. 13 de [30].
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Teste NO. 5 (problema 14 de [30]).

minimizar (21 — 2)? + (22 — 1)?

sujeito a  —0.25212 — 2,2 +1>0
1 — 2$2 + 1=0

2 = (2,2)
z* = (0.822876,0.911438)¢

valor da fun¢io objetivo no étimo: 9 — 2.875/7
nimero de iteracles realizadas: 5
numero de iteragoes internas: 5

CODIGO | T.E. | N.A. | N.A. N.A. | N.A. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC. I.O. REST.
ALG.IV.1 | 0.04 6 12 6 12 1.393465 | .77E-12
VF02AD | .33 6 12 6 12| 1.3934650 | .87E-10
OPRQP 37 21 42 21 42 | 1.3934485 | .95E-05
GRGA A4 | 22 62 8 16 | 1.3934650 .0
VF01A 16 32 64 32 64 | 1.3934650 | .39E-08
FUNMIN | .99 | 196 392 46 92 | 1.3934650 | .36E-09
FMIN 2.49 | 232 465 47 94 | 1.3934646 | .30E-06
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Teste No. b

0 valores de f . inviabilidade
10 : - 10 -
102
10"
107
10°

-10 .
10 0 2 4 5

. fc. de merito raio da bola
10 - . 12
10° 11.5}
10° J il

-10
10 10.

0 2 4 5 0 50 2 4 5

Figura V.5: Problema No. 14 de [30].



Teste No. 6 (problema 22 de [30]).
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minimizar (21 — 2)? + (z2 — 1)?

sujeito a

—z1—22+22>0

—z12 422> 0
0 = (2,2}
x* (1,1)
valor da funcdo objetivo no 6timo: 1
numero de iteragbes realizadas: 4
numero de iteragoes internas: 4
CODIGO | T.E. | N.A. | N.A. N.A. | N.A. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O0. | REST. | GRAD. | JAC. F.O. REST.
ALG.IV.1| 0.04 5 10 5 10 1.0000000 | .20E-08
VF02AD | .40 9 18 9 18 1.0000000 .0
OPRQP 37 20 40 20 40 ] 0.9999898%8 | .15E-04
GRGA 91 | 112 140 37 32 1.0000000 .0
VF01A 14 23 46 23 46 1.0000000 | .38E-08
FUNMIN | .56 | 134 268 32 64 1.0000000 .0
FMIN 1.76 | 174 351 36 69 10.9999997 | .36E-06
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Teste No. 6

valores de f inviabilidade

10

10

10

107%

10—15 f

-20

10

fc. de merito raio da bola

Figura V.6: Problema No. 22 de [30].
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Teste No. 7 (problema 29 de [30]).

minimizar

—T3T9ox3
sujeito a  —z1% — 2x,% — 4232 +48 > 0
2 = (1,1,1)¢
z* = (4,2.828423,2)"
valor da fungio objetivo no étimo: —164/2
numero de iteragOes realizadas: 18
namero de iteracoes internas: 45
CODIGO | T.E. | N.A.| N.A. N.A. | N.A. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC. F.O. REST.
ALG.IV.1 | 1.69 | 46 46 19 19 | -22.627416 | .24E-12
VF02AD | .95 13 13 13 13 | -22.627417 .0
OPRQP .70 64 64 39 39 |-22.627421 | .56E-05
GRGA 2.76 | 310 196 84 56 | -22.627417 .0
VF01A 49 | 110 110 110 91 |-22.627417 .0
FUNMIN | .90 | 196 196 45 45 | -22.627417 | .18E-07
FMIN 1.68 | 159 177 39 39 |-22.627416 .0
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Teste No. 7
5 valores de f 5 inviabilidade
10 - - 10 -
10°
10°
107}
10"
- -20
L 3 " 10 N .
10 0 5 10 15 18 0 10 15 18
. fc. de merito raio da bola
10 . - — 25 -
O x .
0 10 15 18

Figura V.7: Problema No. 29 de {30].
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Teste No. 8 (problema 43 de [30]).

minimizar 12 + 292 + 2232 + 242 — 5z — dxg — 213 + T4

sujeitoa 8 —zi?— 22—z —zl — 21+ Ty — T3+ 24 >0
10—3712—2%22—$32—2$42+$1+$42 0
5—23212—$22—$32—2$1+$2+$420

20 = (0,0,0,0)
2t = (0,1,2,—1)
valor da fungdo objetivo no 6timo: —44

numero de iteragdes realizadas: 17
nimero de iteracoes internas: 20

CODIGO | T.E. | N.A.| N.A. N.A. | N.A. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC. F.O. REST.
ALG.1IV.1 | 0.29 | 21 63 18 54 | -44.000000 | .31E-12
VF02AD | 1.47 | 12 36 12 36 | -44.000000 | .35E-09
OPRQP .54 31 93 24 72 |--44.000013 | .79E-05
GRGA 2.95 | 426 900 101 153 | -44.000000 .0
VF01A 42 66 198 66 118 | -44.000000 | .67E-08
FUNMIN | 1.31 | 211 633 47 141 | -44.000000 | .41E-07
FMIN 5.84 | 366 | 1215 92 276 | -44.000000 .0
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Teste No. 8

valores de f inviabilidade

0 5 10 15 17 Y0 5 10 15 17
. fc. de merito raio da bola
10 : : : 12.5
12}
10°
11.5}
] 11}
10°
10.5}
-10
10 : - : 10 : , :
0 5 10 15 17 0 5 10 15 17

Figura V.8: Problema No. 43 de [30].



97

Teste No. 9 (problema 44 de [30]).

minimizar i — %o — T3 — T12L3 + T1L4 + TaTz — TaZa

sujeitoa 8 —xy — 229 >0

12 -4y — 29 >0

12 — 3z — 4z, >0
8—25113—27420
8—11}3—2117420
5—3','3-—13420

0 < x;, ¢1=1,...,4

z® = (0,0,0,0)*
z* = (0,3,0,4)
valor da funcdo objetivo no 6timo: —15
numero de iteracoes realizadas: 18
numero de iteragbes internas: 18
CODIGO | T.E. | N.A. | N.A. N.A. | N.A. VALOR VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC. F.O. REST.
ALG. IV.1 | 1.12 | 19 114 19 114 -15.000000 28E-14
VF02AD | 1.15 6 36 6 36 -15.000000 12E-09
OPRQP .39 25 150 10 60 -15.000016 26 E-05
GRGA .55 28 102 13 60 -15.000000 .0
VF01A 62 | 105 630 105 630 -15.000004 94E-06
FUNMIN | 2.48 | 284 | 1704 58 348 -13.066273 29E-02
FMIN 21.26 | 1099 | 7042 58 348 | -.30872255E423
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Teste No. 9
. valores de f 0 inviabilidade
10 : 10 :
10
- - 107 : -
0 10 15 18 0 10 15 18
5 fc. de merito raio da bola
10 - 12 :
10° 11}
10° | 10}-
-10
10 : : o . .
0 10 15 18 0 10 15 18

Figura V.9: Problema No. 44 de [30].
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Teste No. 10 (problema 100 de [30]).

minimizar (z; — 10)* 4 5(zy — 12)* + z3* + 3(z4 — 11)%4

1025 + T2g? + 27* — 42627 — 1026 — 827

sujeito a 127 — 2212 — 3z9* — 23 — 4dx4%2 — 525 > 0

282 — 7$1 - 3372 - 10.’1332 — T4 + s 2 0
196 — 23:[71 — 3','22 — 611762 + 8337 2 0
—4x1? — 252 + 3z129 — 2232 — Bag + 1127 > 0

= (1,2,0,4,0,1,1)
= (2.330499,1.951372, —0.477541, 4.365726, —0.624487,

1.038131,1.594227)*

valor da funcgdo objetivo no 6timo: 680.6300573
numero de iteragOes realizadas: 17
numero de iteragbes internas: 37

CODIGO | T.E. [N.A.| N.A. | NA. | N.A. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. REST.
ALG.IV.1]| 2.98 | 38 | 152 18 72 | 680.630059 | 21111
VF02AD | 529 | 20 | 80 20 80 | 680.63006 | .76E-07
OPRQP | 1.09 | 49 | 196 31 124 | 680.63005 | .76 E-05
GRGA | 1.94 | 213 | 504 33 | 104 | 680.63006 0
VFOIA | 1.25 | 128 | 512 128 | 176 | 680.63004 | .24E-04
FUNMIN | 9.10 | 1037 | 4148 | 263 | 1052 | 705.30863 0
FMIN |10.17| 544 | 2273 | 109 | 436 | 680.63006 | .14E-05
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Teste No. 10

valores de f

0 5 10 15 17

fc. de merito
10°
10°
10°
1075 5 10 15 17

inviabilidade

0 5 10

15 17

raio da bola
265 .
260¢
255¢
250 : : :
0 5 10 15 17

Figura V.10: Problema No. 100 de [30].
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Teste No. 11 (problema 108 de [30]).

minimizar —0.5(z1%4 — 2223 + T3T9 — T5T9 + T5Tz — TeT7)

sujeitoa 1 —x32—242>0
1—1242>0
1—252—262>0
1—22— (22— 29)2 >0
1—(z1—25) — (22— 26)? > 0
I—(2z1—27)? — (za—28)2 >0
1—(zg—25)? —(z4—36)? >0
1 —(z3—271)? —(za—28)? >0
1—272— (23— 29)2 >0
T1%4 — Toxzs > 0
T3xg > 0
—ZIg5Tg 2 0
r5xg — TgTr7 > 0
0 < zg

2 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1)t

—0.99987548, 0.87381298, —0.48626247, 0.00000000)*

valor da fungio objetivo no étimo: —0.8660254038
numero de iteragOes realizadas: 68
ndmero de iterages internas: 69

z* = (0.01579084, —0.99987548, 0.87381296, —0.48626252, 0.01579079,

CODIGO | T.E. [NA.| N.A. | NA. |N.A.| VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. REST.
ALG.IV.1| 511 | 70 | 910 69 | 897 | -0.8660256 | .18E-05
VF02AD | 1417 9 | 117 9 117 | -0.69701242 | .34F-02
OPRQP | 2.86 | 51 | 663 39 | 507 |-0.86602552 | .82E-06
GRGA |21.85| 678 | 14976 | 176 | 1027 |-0.67498144 | .0
VFOLA | 3.58 | 201 | 2613 | 201 | 893 |-0.86666678 | .47E-02
FUNMIN | 7.99 | 546 | 7098 | 123 | 1599 | -0.67498144 | .0
FMIN |46.47| 984 | 13566 | 210 | 1964 | -0.86588938 | .19E-03
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Teste No. 11

valores de f

17

34

fc. de merito

51

68

17

34

51

68

102

0.9
0

inviabilidade

17 34 51 68

raio da bola

17 34 5'1 68

Figura V.11: Problema No. 108 de [30].
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Teste No. 12 (problema 113 de [30]).

minimizar 11312 —+ 51722 -+ LTy — ].4331 -+ 16332 + (1173 — 10)2—|-
4(zg — 5+ (z5 — 3)® + 2(z6 — 1)® + Bz 2+
7(.’178 - 11)2 + 2(379 - 10)2 + (:1310 - 7)2 + 45

sujeito a 105 —4zy — 5z + 327 — 925 > 0
—~10z1 + 8z9 + 172y — 225 > 0
8$1 - 21122 bt 51179 + 211310 -+ 12 Z 0
—3(581 — 2)2 — 4(5132 — 3)2 — 211132 + 7IE4 + 120 Z 0
—521% —8z2 — (23 — 6)? + 224 +40 >0
—0.5(z1 — 8)* —2(zy —4)* — 325> + 26 + 30 >0
—z1% = 2(z2 — 2)* 4 22129 — 1425 + 626 > 0
3z1 — 629 — 12(z9 — 8)2 4 Tz10 > 0

2 = (2,3,5,5,1,2,7,3,6,10)t
= (2.17199637,2.36368298, 8.77392572, 5.09598449, 099065476,
1.43057398,1.32164421,9.82872581, 8.28009167, 8.37592666 )¢

valor da fungao objetivo no 6timo: 24.3062091
numero de iteragOes realizadas: 44
numero de iteracoes internas: 52

CODIGO | T.E. [N.A.| NA. | N.A. | N.A. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. | REST.

ALG.IV.1| 2.81 53 424 45 360 | 24.306209 | .19E-13
VF02AD | 1240 15 120 15 120 | 24.306209 | .16E-07
OPRQP 1.94 | 30 240 28 224 | 24.306193 | .13E-04

GRGA 3.59 | 336 | 1040 46 232 | 24.306209 .0

VF01A 2.91 | 201 | 1608 201 860 | 24.285322 | .19E-01
FUNMIN | 14.57 | 1183 | 9464 269 2152 | 24.897161 .0

FMIN 32.22 | 906 | 8089 189 1512 | 24.306207 | .56E-04
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Teste No. 12

inviabilidade

valores de f

0 11 22 33 44 0 11

fc. de merito

22

raio da bola

33

44

10 ; ; ; 150

100}

501

-

Figura V.12: Problema No. 113 de [30].

22

33

44
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Teste No. 13 (problema 118 de [30]).

4,
minimizar 2(2.3$3k+1 + 0.0001m3k+12 + 1723540 + 0.0001$3k+22

k=0

+2.2$3k+3 + 0.00015$3k+32)

sujeito a0 < zgpp1 —zak—2+7 < 13
0 < z3p42 —Tzp—1 +7 < 14
0 < mapyz—xap +7 < 13

k=1,...,4

z1 + zg + 23 — 60
$4+$5+3}6—50
Ty + xg + 19 — 70
Z10 + 11 + 12 — 0
T3+ s + 75 — 100 > 0

0
0
0
>

o)
SV IV IV

8§ < =z £ 21

43 < zo < BT

3 < z3 £ 16

0 < T3k+1 < 90
0 < w34 < 120
0 < 2343 < 60
k=1,...,4

20 = (20,55,15,20,60,20,20,60,20,20,60,20,20, 60, 20)*
=t = (8,49,3,1,56,0,1,63,6,3,70,12,5,77, 18)t

valor da funcdo objetivo no 6timo: 664.8204500
numero de iteragOes realizadas: 71
nimero de iteracoes internas: 71

CODIGO |T.E.[NA.| NA. | NA. |[NA. | VALOR | VIOL.
(s) | F.0. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. | REST.
ALG.IV.1| 943 [ 72 | 1224 72 | 1224 | 664.82045 | .62k-13
OPRQP |5.71 | 35 | 1015 25 | 725 | 664.82044 | .26E-05
GRGA |3.64| 35 | 3422 23 | 377 | 665.37276 | .0

VEF0OLA $kdkok | k¥ KokkK K%k gk | dkkskokokskkk | okkksskok
FUNMIN | #%%% | *x Fokkk Kk sk | gskskskokokskkok | kekskokskokok
FMIN kkkk | k¥ Kok Fk gk | rkskksokkok | skkkksrskok

O grau de dificuldade deste teste pode ser evidenciado pelo fato de que os codigos

VF02AD, VF01A, FUNMIN e¢ FMIN ndo conseguiram convergir. Por outro lado,
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mesmo tendo convergido, o cédigo GRGA encontrou uma solugdo com valor maior
da func¢do objetivo. A solugdo obtida pelo cédigo OPRQP tem uma precisdo menor
aquela obtida pelo nosso algoritmo. Este fato pode ser constatado ao comparar-se

os valores da violagdo das restrigdes e da fungdo objetivo das respectivas solugoes.

Teste No. 13

5 valores de f ” inviabilidade
10 " - - 10 -

10
- : : 107 : - :
0 18 36 54 71 0 18 36 54
. fc. de merito raio da bola
10 - - - 60 - -
59t
58t
57
0 18 36 54

Figura V.13: Problema No. 118 de [30].
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Os seguintes testes foram tomados de [38]. Eles formam parte de um con-
junto de problemas que foram utilizados para avaliar o desempenho do programa
MINOS/AUGMENTED, uma extensdo do cédigo de otimizacdo MINOS, cujo ob-
jetivo é resolver problemas tanto com resfrigbes lineares como ndo lineares. Os
resultados aqui apresentados, foram obtidos utilizando o MINOS 5.1, uma versdo
mais recente do MINOS/AUGMENTED. Nos testes realizados com o MINOS 5.1 fo-
ram empregadas duas estratégias: Newton e lagrangiano aumentado com parametro
de penalidade p > 0. Na segunda estratégia os valores do parametro de penalidade
utilizados foram: p = 0, p = 10 e p = 100. Mas detalhes sobre 0 MINOS 5.1 podem
ser achados em [39]. Os testes com o MINOS 5.1 foram realizados em um micro-
computador 486/50 MHz. Por esta razdo, os tempos de execugio do algoritmo IV.1
e do MINOS 5.1 exibidos nas tabelas a seguir ndo sdo diretamente comparaveis, e .

sao mostrados somente a titulo de informacao.

O teste No. 9 de [38] é um problema altamente nao linear e ndo convexo,
para o qual 4 minimos locais tem sido determinados, todos os quais foram achados

pelo nosso algoritmo, tal como é mostrado nos seguintes 5 resultados apresentados.

Teste No. 14 (problema 9 de [38]).

minimizar (z; — 1)2 + (21 — 22)* + (2 — 23)° + (3 — 24)* + (24 —z5)*

sujeito a  zy + 22 + 3% = 3v/2 4+ 2
$2—$32+$4:2\/§—2

1T5 — 2
2 = (1,1,1,1,1)
* = (1.11663469,1.22044054,1.53778551,1.97277085,1.79109606)
valor da funcdo objetivo no étimo: 0.02931083 |

numero de iteragOes realizadas: 6
nimero de iteragbes internas: 7

8
l

CODIGO TE [NA. | NA | NA. |NA. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. | REST.

ALG. IV.1 0.08 | 8 24 7 21 | 0.0203108 | .80E-07
MINOS c/ Newton | 0.93 | 39 | 27 39 27 | 0.0293108 | .13E-08
MINOS ¢/ p=0 |1.21| 63 | 189 63 | 189 |0.0203108 | .15E-13
MINOS ¢/ p=10 | 0.99 | 40 | 120 40 | 120 |0.0293108 | .27E-12
MINOS ¢/ p=100 | 1.16 | 55 | 165 55 | 165 |0.0293108 | .14E-14
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Teste No. 14

0 valores de f 5 inviabilidade
10 : . 10 : :
10° 10°
10 | 10°
10° 107°}
10° 107}

-10 -20
10 0 2 4 6 10 0 2 4 6

. fc. de merito raio da bola
10 . - 201
10°
10°

-10
10 :

0 2 4 6

Figura V.14: Problema No. 9 de [38].
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Teste No. 15 (problema 9 de [38]).

minimizar (z; — 1)? 4 (21 — 22)? + (22 — 23)® + (23 — za)* + (24 — z5)*

sujeito a

21+ 252 + 23% = 3v/2 + 2
$2—.’E32—|—IB4:2\/§—2

1Ty = 2

2 = (2,2,2,2,2)
z* = (1.11663472,1.22044070, 1.53778544, 1.97277049, 1.79109602)*

valor da funcdo objetivo no étimo: 0.02931083
nimero de iteragOes realizadas: 5
numero de iteracoes internas: 5

VALOR

CODIGO TE [NA. [ NA. | NA. [ NA, VIOL.

(s) | F.0. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. | REST.

ALG. 1V.1 0.09| 6 18 6 18 | 0.0293108 | .41E-07
[MINOS ¢/ Newton | 0.83 | 24 | 24 24 24 [ 0.0293108 | .18E-10
MINOS ¢/ p=0 | 0.77 | 25 | 75 25 75 | 0.0293108 | .94F-14
MINOS ¢/ p=10 | 1.04 | 34 | 102 34 | 102 |0.0293108 | .10E-10
MINOS ¢/ p=100 | 1.21 | 52 | 156 52 | 156 |0.0293108 | .98E-15
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Teste No. 15

0 valores de f 5 inviabilidade
10 T . 10
10® 10°
10* 10° |
10° 107
10°® 107%

10 -20

1

10 0 2 4 5 0 0 2 4 5

s fc. de merito raio da bola
10 - - 40
10°
10°

10
10 :

0 2 4 5

Figura V.15: Problema No. 9 de [38].
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Teste No. 16 (problema 9 de [38]).

minimizar (z; —1)% + (1 — 22)* + (22 — 23)% + (25 — za)* + (24 — z5)*

sujeito a

z1 + 222 + 3% = 32+ 2
ZE2—$32+.’E4=2\/_V—2

1T = 2

20 = (—1,3,-0.5,—2,—3)! \
z* = (—0.70339277,2.63570260, —0.09636228, —1.79798998, —2.84336160 )¢

valor da fungio objetivo no étimo: 44.02207172

numero de iteragbes realizadas: 4
nimero de iteragbes internas: 4

CODIGO TE. [NA. | NA | NA |NA. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.O. | REST.

ALG.IV.1 0.06 | 5 15 5 15 | 44.022074 | .25L-06
MINOS ¢/ Newton | 1.53 | 53 | 48 53 16 | 44.022071 | .41E-09
MINOS ¢/ p=0 | 093] 39 | 117 39 | 117 |44.022071 | 91E-15
MINOS ¢/ p=10 | 0.83 | 33 | 99 33 99 | 44.022071 | .37E-11
MINOS ¢/ p=100 | 0.94 | 40 | 120 40 | 120 | 44.022071 | .55E-13
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Teste No. 16

5 valores de f 5 inviabilidade
10 - - 10 - :
10°
0
10 .
10° |
-10
X 10 't
10° |
107°}
-10 -20
10
10 0 2 3 4 0 1 2 3 4
. fc. de merito raio da bola
10 - - 20 - '
10°
10°
10-10 .
0 2 3 4

Figura V.16: Problema No. 9 de [38].
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Teste No. 17 (problema 9 de [38]).

minimizar (501 — 1)2 + (331 — 332)2 + (.’EQ — .’133)3 -+ (ZIJ3 — 1134)4 + (1134 - $5)4

sujeito a gy + 292 + 233 = 3\/5—1- 2 -

$2—$32+$4:2\/§—2

T1Ty — 2

2 = (=1,2,1,—2,—2)t

valor da funcéo objetivo no 6timo: 27.87190522

numero de iteragoes realizadas: 5
numero de iteragOes internas: b

= (—1.27305304,2.41035430,1.19485910, —0.15423903, —1.57102645)*

CODIGO TE.[NA. | NA. | NA. [NA. | VALOR | VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC.| F.0. | REST.

ALG.1IV.1 0.06 | 6 18 6 18 | 27.871906 | .59E-06
MINOS ¢/ Newton | 1.38 | 72 | 42 72 42 |0.0293108 | .92E-10
MINOS ¢/ p=0 |093] 23 | 69 23 69 | 27.871905 | .69E-14
MINOS ¢/ p=10 | 0.87 | 27 | 81 27 81 |27.871905 | .48E-15
MINOS ¢/ p=100 | 0.99 | 33 | 99 33 99 | 27.871905 | .61E-15




10

10

10

10

10

10

10

10
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Teste No. 17

valores de f inviabilidade
5
: — 10 .
5 -
-10 . ’ 1 0' N N
0 2 4 5 0 2 4 5
fc. de merito raio da bola
— 20
5 L
10 ,
0 2 4 5

Figura V.17: Problema No. 9 de [38].
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Teste No. 18 (problema 9 de [38]).

minimizar (21— 1)% 4 (21 — 22)* + (22 — 23)% + (23 — 24)* + (74 — 75)*

sujeito a @ + 292 + 233 =32+ 2
372—51332-}-374:2\/5—2

125 = 2

P = (=2,-2,-2,—2,—2)
z* = (—2.79087124, —3.00413870,0.20537583, 3.87474506, —0.71662210)*

valor da fungdo objetivo no étimo: 607.03551529
numero de iteracdes realizadas: 14
numero de iteragoes internas: 17

CODIGO T.E. | NA. | N.A. N.A. | NA. | VALOR VIOL.

(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC. F.O. REST.

ALG.1V.1 0.19 | 18 54 15 45 | 607.035515 | .60E-12
MINOS ¢/ Newton | ¥F%¥ | *¥ KoK *K kk | kkkdoRdokkR | kR Rk
MINOS ¢/ p=0 | 1.48 | 77 240 77 240 | 52.9025796 | .12E-12
MINOS ¢/ p=10 | 1.48 | 88 267 88 267 |0.02931083 | .27E-11
MINOS ¢/ p =100 | 0.99 | 46 138 46 138 | 607.035515 | .25E-11

Neste teste o MINOS 5.1, com a estratégia de Newton, ndo convergiu.
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Teste No. 18

5 valores de f | . inviabilidade
10 - 10
10°
10°
-10 . .
10 0 8 12 14
. fc. de merito raio da bola
10 . 8 -
6.
10°
4}
10° |
N
-10
10 . . 0 . . .
0 8 12 14 0 4 8 12 14

Figura V.18: Problema No. 9 de [38].



117

O dltimo teste apresentado é outro exemplo altamente ndo linear. Na
resolucao deste problema, algoritmos de barreira e outros métodos que mantém a

viabilidade durante a sua execucao apresentam grande dificuldade de convergéncia.

Teste No. 19 (problema 10 de [38]).

minimizar 102124 — 623222 + 2921% + 9sen(zs — z3) + z5tz4?293

T2+ 22?2+ 23 + 242 + 252 <20
z1%23 + Tazs > —2
29224 + 102125 > 5

sujeito a

20 = (1,1,1,1,1)

z* = (—0.08145159,3.69237731,2.48741142,0.37713393,0.17398304)*
valor da fung¢do objetivo no 6timo: —210.40801186
numero de iteragdes realizadas: 30
numero de iteragOes internas: 47
CODIGO T.E. | N.A. | N.A. N.A. | N.A. VALOR VIOL.
(s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC. F.O. REST.
ALG. IV.1 3.63 | 48 144 31 93 | -210.407821 | .75E-06
MINOS ¢/ Newton | ¥¥¥* | %% FFF FHF FFE | FHRFARFFARRE | FFEFAFK
MINOS ¢/ p=0 | *¥#k | Hrx kK Kok ok Kk | kkkokkokkopkkk | kkkokkkk
MINOS ¢/ p=10 | 1.92 | 152 465 152 465 | -210.407817 | .73E-14
MINOS ¢/ p=100| 1.21 | 87 261 87 261 | -210.40781l7 | .53E-12

Neste teste o MINOS 5.1, com as estratégias de Newton e lagrangiano aumentado

com p = 0, ndo convergiu.
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Teste No. 19

s valores de f . inviabilidade
10 : : 10 : -
10°
10° |
10-10 {
10—15
: : 10 - :
0 10 20 30 0 10 20 30
5 fc. de merito raio da bola
10 - : 15 - .
10}
5 |
O 3 "
0 10 20 30

Figura V.19: Problema No. 10 de [38].
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Teste No. 20 (problema 10 de [38]).

minimizar 103124 — 623722 + z221% + 9sen(zs — 23) + z5z42293

sujeito a

20 = (1.0910,—3.1740,1.2140, —1.6140, 2.1340)"

T2 + 29? + 33?2 + 242 + 252 < 20
T1%23 + TaT5 > —2
25224 + 102125 > 5

z* = (1.47963308,—2.63661310,1.05466824, —1.61151320,2.67388423)"
valor da fungdo objetivo no 6timo: —2500.584086
numero de iteragoes realizadas: 16
numero de iteracoes internas: 17
CODIGO T.E. | N.A. | N.A. N.A. | N.A. VALOR VIOL.
, (s) | F.O. | REST. | GRAD. | JAC. F.O. REST.
ALG.1IV.1 0.41 | 18 54 17 51 -2500.584086 | .28E-11
MINOS ¢/ Newton | FFFF | %% FFE ETT KK | FRFRFRFRRFRE | FFFFERE
MINOS ¢/ p=0 | 2.53 | 184 570 184 570 | -5550.230385 .0
MINOS ¢/ p=10 | 1.65 | 135 511 135 511 | -2500.584488 | .64E-12
MINOS ¢/ p=100| 0.93 | 51 153 51 153 | -2500.584488 | .91E-13

Neste teste o MINOS 5.1, com a estratégia de Newton, ndo convergiu.
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Teste No. 20

5 valores de f 0 inviabilidade
10 - - 10 : .
107°
107}
107°
10—200 4 8 1l2 16

fc. de merito raio da bola

Figura V.20: Problema No. 10 de [38].



Capitulo VI

Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos primeiramente um novo algoritmo de regido de con-
fianga, para resolver problemas de minimizacdo de fungdes nao lineares sujeitas so-
mente a restrigbes de caixa. Descrevemos a regido de confianca utilizada, a qual tem
um formato eliptico, distintamente dos outros métodos que utilizam uma regido de
confianca esférica e apresentamos os resultados de convergéncia global. Logo, gene-
ralizamos o algoritmo apresentado, para poder resolver o problema de programacgao
nao linear quando temos tanto restrigdes nao lineares de igualdade como restrigdes
de caixa. Mostramos como é feito o calculo das estimativas dos multiplicadores
de Karush-Kuhn-Tucker e a escolha da funcido de mérito e também, para este caso

apresentamos os resultados de convergéncia global.

Apresentamos também os resultados numéricos obtidos com a implementa-
¢ao do algoritmo proposto no capitulo IV. Para tal fim, foram realizados vinte testes
computacionais. Os resultados obtidos nos primeiros treze testes realizados foram
comparados com os obtidos pelos seis cédigos de otimizagdo apresentados em [30]. Os
resultados dos tiltimos sete testes foram comparados com os obtidos pelo cédigo de
otimizagao MINOS 5.1. Este estudo comparativo mostrou que o algoritmo teve um
bom desempenho na pritica, porém em alguns testes observou-se uma certa lentidao
na convergéncia do algoritmo, quando os pontos gerados pelo algoritmo estavam
perto do 6timo. Embora tivéssemos que exigir a convexidade da fungdo objetivo
para demonstrar a convergéncia global no caso de problemas s6 com restriges de
caixa, entre os problemas resolvidos, estavam problemas altamente nao lineares e

nao convexos, o que mostrou a robustez do algoritmo proposto.
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Alguns tépicos que poderiam ser abordados e pesquisados em futuros tra-

balhos sao:

Estudar a utilizacdo de uma aproximagio da matriz hessiana da fungio obje-

tivo, no algoritmo apresentado no capitulo III.

Estudar a convergéncia global do algoritmo do capitulo III, sem a hipdtese da

funcao objetivo ser convexa.

Fazer uma implementagao eficiente do algoritmo do capitulo I1I, explorando o

fato do problema a ser resolvido ter somente restri¢des de caixa.

Para poder demonstrar a convergéncia global no capitulo IV, foi preciso impor
duas hipéteses fortes: que o raio da regido de confianga nio tende a zero e
que a seqiiéncia gerada pelo algoritmo é convergente. Um tema de uma futura
pesquisa seria achar hipdteses menos restritivas que garantam a convergéncia

global do algoritmo proposto.

Estudar a possivel ocorréncia do efeito Maratos no algoritmo do capitulo 1V,
devido & ndo diferenciabilidade da funcido de mérito ¢, e o uso de técnicas
para evitar tal efeito, como uma corregido de segunda ordem no passo gerado

pelo algoritmo.

Fazer uma implementagdo mais eficiente do algoritmo do capitulo IV, de ma-
neira a permitir uma convergéncia mais rapida quando os pontos da seqiiéncia

gerada pelo algoritmo estiverem perto do ponto étimo.
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