Grafos Periplanares Maximais:
Reconhecimento e Extensoes

Claudia Marcela Justel

TESE SUBMETTDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO DOS
PROGRAMAS DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA DA UNIVER-
SIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISI-
TOS NECESSARIOS PARA A OBTENGAO DO GRAU DE DOUTOR EM
CIENCIAS EM ENGENHARIA DE SISTEMAS E COMPUTAGAO.

Aprovada por:

Prof. Nelson Maculan Filho, D.Sc.
(Presidente)

Lilin Mﬁ/\l/

Prof. Lilian Mafkenzon, D.Sc.
(Orientador)

7/&0( /// e M‘a Céa

Nair Maria de Abreu, D. SC

A\ o '\Q&

Praf. Luiz Satoru Ochi, D.Sc.

SZANON)|

Prof. Paulo Oswaldo B7Xventura Neto, D.Sc.

Rio de Janeiro, RJ - Brasil
Dezembro de 1996



i

Justel, Claudia Marcela

Grafos Periplanares Maximais: Reconhecimento e Ex-
tensbes _ Rio de Janeiro

vi, 96 p. 29,7 cm. (COPPE/UFRJ, D.Sc., Engenharia
de Sistemas ¢ Computacdo, 1996)

Tese _ Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE.
1. Grafos periplanares. 2.Algoritmos.

1. COPPE/UFRJ. II. Titulo (série).




1ii

A minha familia

Ao Luis






Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos nece-
ssirios para a obtengéo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.). '

Grafos Periplanares Maximais: Reconhecimento e Extensoes

Claudia Marcela Justel
Dezembro de 1996

Orientadores: Lilian Markenzon - Paulo Roberto Oliveira
Programa: Engenharia de Sistemas e Computacdo

Este trabalho trata de grafos Periplanares maximais, fornecendo um novo
reconhecimento dos mesmos e apresentando extensdes e aplicagoes.
A caracterizagdo de k-arvores planares é revista e sdo introduzidos algorit-
mos de reconhecimento, baseados em propriedades da Busca em Largura Le-
xicografica nesta classe de grafos.
Também sao apresentados algoritmos especificos para o caso dos grafos peri-
planares maximais para resolver o problema de ciclo hamiltoniano e para obter
a rotulacao recursiva dos vértices do grafo.
Uma subclasse dos grafos periplanares maximais é introduzida, os grafos Coroa,
e sao estudadas propriedades destes grafos.
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This work deal with maximal outerplanar graphs. We give a new recogni-
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Capitulo 1

Preliminares

i.1 Introducao

Grafos periplanares constituem uma importante subclasse de grafos planares.
Como estes, admitem, também, uma representacgio geométrica especial. Grafos
planares podem ser desenhados no plano de tal maneira que os vértices sdo
representados por pontos, as arestas sdo representadas por linhas conectando
vértices, e o tinico ponto comum entre duas arestas é um vértice (ndo existe
cruzamento de arestas). Os grafos periplanares sio grafos planares que
podem ser representados no plano, de maneira tal que todos os seus vértices
se encontram na face exterior. FKEquivalentemente com a definicdo anterior,
os grafos periplanares exceto Ky — {e} foram caracterizados por Chartrand e
Harary como aqueles grafos que nao contém subgrafo homeomorfo a K, ou
Ks33. Os grafos periplanares maximais sdo grafos periplanares que néo
admitem a inclusao de qualquer nova aresta, sem perder a condi¢ao de peri-

planaridade.

Os grafos periplanares, tem recebido muita atengéo na literatura, devido a
sua simplicidade e multiplas aplica¢oes. Uma referéncia cldssica sobre grafos
periplanares e grafos periplanares maximais é H72.

Alguns resultados sobre grafos periplanares e grafos periplanares maximais

serdo descritos na proxima segio.
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Apresentamos, neste trabalho, alguns resultados para grafos periplanares
maximais bem como para algumas extensdes desta familia. Propomos, de
inicio, um novo reconhecimento para grafos periplanares maximais. Nosso
resultado se baseia na caracterizagao fornecida por KM89 para grafos peri-
planares maximais a partir de 2-arvores, caso particular de k-drvores, que por
sua vez sio uma subclasse de grafos cordais. Os grafos cordais podem ser
reconhecidos em tempo linear, ao verificar se a ordenagado obtida por uma
Busca em Largura Lexicogréafica é um esquema de climinacdo perfeita
para o grafo dado (G80, 588). Podemos entdo reconhecer grafos peripla,na,rés
maximais aproveitando a estrutura das 2-arvores, e obter um algoritmo linear

para reconhecer grafos periplanares maximais diferente dos outros algoritmos

propostos na literatura (B77, Sy78, M79, W87).

Para obter o algoritmo, apresentamos uma caracterizagao de k-arvores para
k fixo, e 2-drvores em particular. KEsta caracterizagdo utiliza fortemente a
propriedade de k-arvores serem grafos cordais, e por este motivo a Busca em
Largura Lexicogréfica é empregada.

A caraterizacdo de 2-arvores permite entdo obter um algoritmo linear de
reconhecimento de grafos periplanares maximais. Podemos extender os resulta-
dos para obter um algoritmo linear de reconhecimento de 3-drvores planares. B
apresentado também um teorema que determina que as 3-arvores planares sio

exatamente os grafos cordais e planares maximais com pelo menos 3 vértices.

Observamos ainda que os rétulos obtidos pela Busca em Largura Lexi-
cografica para um grafo periplanar maximal fornecem informacoes sobre as
arestas interiores. Com estes conhecimentos pode-se construir o unico ciclo
hamiltoniano do grafo. Por outro lado, a numeracao dos vértices do grafo
periplanar maximal dada pelas larguras dos vértices obtidas por uma Busca
em Largura Lexicografica permite obter uma rotulacdo recursiva dos grafos

periplanares maximais como a proposta em BJM79,
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Finalmente, apresentamos neste trabalho uma familia de grafos periplanares
maximais, os grafos coroa. Esta familia tém propriedades importantes para a

classe dos grafos periplanares maximais.

O trabalho é organizado da seguinte maneira. No capitulo i sio apre-
sentados a notacdo e as definigdes utilizadas no decorrer dos capitulos, bem
como resultados j& conhecidos. O capitulo ii contém a base tedrica necessaria
para a apresentacdo dos resultados e algoritmos posteriores. O capitulo iii re-
sume os resultados de KM89, apresenta resultados para reconhecer k-arvores.
Também sido apresentados os resultados para reconhecer grafos periplanares
maximais e 3-drvores planares, de maneira conveniente para obter os algo-
ritmos de reconhecimento respectivos. B provada ainda a identificagio das
3-4rvores planares com os grafos cordais e planares maximais com pelo menos
3 vértices. O capitulo iv traz algumas aplicacdes da Busca em Largura Lexi-
cografica para os grafos periplanares maximais. O capitulo v apresenta uma
familia de grafos periplanares maximais, os grafos coroa, e diversos resultados

a respeito deles.

1.2 Resultados Conhecidos

Entre as referéncias existentes de grafos periplanares e grafos periplanares ma-
ximais, faremos um relatorio das que, de alguma maneira, nos foram teis no
decorrer de nosso trabalho. Estes artigos podem ser classificados segundo os

temas abordados para a classe de grafos periplanares.

Primeiro desenvolvemos as idéias dos artigos que tratam da caracterizacio

dos grafos periplanares.

Em FGH7/ é dada uma caracterizacao de grafos periplanares biconexos
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baseada em dual geométrico. Esta caracterizagao é diferente da provada por
Chartrand e Harary (H72). Além disso, sdo discutidas algumas relagoes entre
os graus dos vértices de grau 1 e 2 dos grafos periplanares e outros nimeros

associados ao grafo.

No artigo Sy78 é apresentada a mesma caracterizagiio de FGH74 para
grafos periplanares biconexos baseada em grafo ciclo e base de ciclos. Tam-
bém é proposto um algoritmo para reconhecer periplanaridade utilizando a
caracterizacio reformulada, e além disso, é dado um algoritmo para codificar
grafos periplanares biconexos em tempo linear. Também s&o contados os grafos
periplanares biconexos nfo isomorfos com o mesmo nimero de vértices, tal
resultado é obtido utilizando a correspondéncia entre grafos periplanares bi-

conexos e arvores planas com partigao.

Em Sy79 é provada a equivaléncia entre as duas formulagbes da mesma
caracterizacdo dadas em FGH74 e Sy78, e é provada a unicidade do ciclo
hamiltoniano em grafos periplanares biconexos. Além disso, é proposta uma

caracterizagdo de grafos k-periplanares utilizando base de ciclos.

Em seguida, relacionamos os artigos que abordam o problema de reconhe-
cimento dos grafos periplanares. Existem resultados feitos para grafos peri-
planares em geral, para grafos periplanares maximais, e para grafos peri-

planares biconexos.

O problema de reconhecimento de grafos periplanares é polinomial (J/85).

Existem algoritmos lineares de reconhecimento de grafos periplanares apre-
sentados em B77, Sy78, M79, W87. Cada um destes artigos faz um reconhe-
cimento diferente dos outros, trabalhando com as diferentes classes de grafos

periplanares (gerais, biconexos, maximais).
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O algoritmo linear para reconhecer grafos periplanares dado por B77 é
obtido ao fazer uma pequena modificagao no algoritmo linear de HT7/ para
testar planaridade. Em HT7/ utilizam-se complexas manipulagoes de filas para
atingir a linearidade. Em B77 estas manipulaces sdo substituidas por uma

rotina simples e também obtém-se a linearidade do algoritmo.

O algoritmo de reconhecimento de Sy78 é baseado no conceito de série
maximal de arestas e série de arestas redutiveis. Estas séries de arestas sdo
utilizadas para fazer redugdes no grafo e verificar a periplanaridade nos com-
ponentes biconexos do mesmo. As séries maximais de arestas sdo caminhos
simples de comprimento maior ou igual a 2, cujos extremos sdo vértices com
grau maior ou igual a 3. As séries de arestas redutiveis sdo series de arestas
maximais para as quais existe no grafo a aresta formada pelos extremos do
caminho (neste trabalho é observado que, como consequéncia de um grafo
periplanar verificar que ou contém no minimo 2 vértices de grau 2, ou contém
no minimo 3 vértices de grau 3, um grafo periplanar biconexo é isomorfo a um
ciclo, ou existem no minimo dois caminhos que sao séries de arestas redutiveis).
A maneira de procurar eficientemente as séries de arestas maximais no grafo,
¢é por meio da busca em profundidade, utilizando uma observagao sobre a con-
figuracéo destes caminhos com respeito as arestas que os compoém (é provado
que existem duas configuragdes possiveis das arestas que compdem qualquer
série maximal de arestas). Uma vez aplicada a busca em profundidade, a que
numera os vértices do grafo na ordem em que sio atingidos pela busca, é uti-
lizada esta numeragdo para achar uma seqiiéncia de redugoes e transformar o
grafo num ciclo. As aresta que ndo s&do marcadas no processo de reducgio do
grafo sdo as arestas que formam o tnico ciclo hamiltoniano. Desta forma é

obtido um algoritmo linear em tempo e espago para testar periplanaridade.

No trabalho de M79, é dado um algoritmo de reconhecimento de grafos

periplanares maximais, baseado numa caracterizacdo que utiliza o conceito
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de 2-vértice. Este algoritmo de reconhecimento é generalizado para grafos

periplanares, considerando o grafo dividido em componentes biconexos.

O algoritmo se baseia em propriedades que caracterizam os grafos peri-
planares maximais. Trabalha com os componentes biconexos do grafo, e com as
seguintes propriedades dos grafos periplanares maximais: existéncia de vértices
de grau dois, impossibilidade de uma aresta pertencer a mais de dois tridngulos,
e o nimero de arestas igual a duas vezes o niimero de vértices menos 3. Pode-
mos descrever intuitivamente o algoritmo da seguinte maneira. Primeiro sdo
removidos os vértices de grau 2 que sdo adjacentes a subgrafos completos de
tamanho dois (maximalidade). Se for possivel fazer isto até obter um triangulo,
entdo temos que o grafo original nao contém Ky. Depois € verificado que o
grafo original ndo contém K 3, ao testar se as arestas interiores nao pertencem
a mais de dois triangulos. Também é sugerido um algoritmo para reconhecer
grafos periplanares, aproveitando o algoritmo anterior. O grafo periplanar é
completado por arestas, se for possivel, até obter um grafo periplanar maximal,
enquanto € aplicado o algoritmo anterior. No mesmo trabalho reconhecem-se
as arestas que nao pertencem a face exterior na representacéo periplanar do
grafo periplanar maximal (arestas interiores), e é obtido o tinico ciclo hamilto-
niano do grafo ao remover as arestas interiores do conjunto de todas as arestas
do grafo.

I interessante o trabalho feito por RMY5, onde & revisado o artigo anterior, e
sdo propostas algumas modificacdes que permitem reescrever os algoritmos de
reconhecimento de grafos periplanares e de grafos periplanares maximais num
mesmo algoritmo. Também sd3o dados algums esclarecimentos a respeito de

situagbes especiais, nao consideradas no trabalho original.

O algoritmo dado por W87 testa periplanaridade, sem necessidade de di-
vidir o grafo em seus componentes biconexos. E testada primeiro a 2-reducibi-
lidade, e € utilizada uma técnica adicional de coloragiode arestas. A comple-

xidade do algoritmo ¢é linear.
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O problema do isomorfismo néo é especificamente tratado em nossa tese.
Entretanto, consideramos importante o conhecimento de resultados parciais

utilizados nesses trabalhos.

Em BJM79 é resolvido o problema de isomorfismo em grafos periplanares
maximais. Os dois algoritmos propostos apresentam vantagens respeito da.
aplicacio do algoritmo de isomorfismo em grafos planares dado por Hopcroft
¢ Wong para o caso particular dos grafos periplanares maximais. Os dois al-
goritmos utilizam uma rotulagio especial dos vértices, chamada de rotulagao
recursiva, e produzem a seqiiéncia de graus hamiltoniana do grafo peripla-
nar maximal, que é tinica a menos de isomorfismo. Para determinar se duas
seqiiéncias de graus hamiltonianas sdo iguais, sdo propostos dois métodos dife-
rentes, dando origem a dois algoritmos lineares para determinar se dois grafos

periplanares maximais sao isomorfos.

No artigo de Sy82 é pesquisado o problema de isomorfismo de grafos peri-
planares em geral. Os resultados principais sdo os seguintes. O problema
de isomorfismo de grafos periplanares (chamado na literatura de SUBOUTI-
SOM) é NP-completo, ainda quando sdo impostas condigdes na conectividade
dos grafos. O problema SUBOUTISOM para grafos periplanares biconexos é
NP-completo, e a prova é feita dando uma transformacao pseudopolinomial
deste ao problema PARTICAO. O problema de isomorfismo entre um grafo
periplanar Gy e G5 um grafo induzido de Gy (chamado na literatura de IND-
SUBOUTISOM) é polinomial para grafos periplanares biconexos. Neste artigo
é apresentado um algoritmo polinomial para decidir se um grafo periplanar bi-
conexo (G5 é subgrafo induzido de outro grafo periplanar biconexo Gy. Isto
é obtido utilizando o conceito de dual geométrico modificado (que é o dual
geométrico depois de dividir o vértice correspondente & face exterior em n

copias, uma por cada aresta exterior do grafo periplanar maximal).
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Por dltimo, mencionaremos dois artigos sobre tragado de grafos periplana-
res. Temos observado na literatura que é uma tendéncia atual o estudo de
casos particulares para desenhar grafos. Desta forma sdo propostos algoritmos

de tragado em cada classe particular, como nos trabalhos a seguir.

Em MAY2 sao apresentados algoritmos lineares para enumerar todas as
simetrias axiais e rotacionais de um grafo periplanar biconexo no plano, e
para construir um desenho do mesmo mostrando todas essas simetrias. Para
identificar e enumerar as simetrias anteriores sdo utilizadas cadeias de inteiros
Sy, Vv € V, que codificam as adjacéncias de cada vértice no grafo periplanar
biconexo. Este trabalho garante que, para um grafo periplanar biconexo com
pelo menos 3 vértices, um desenho poligonal regular do grafo exibe simultane-
amente todas as simetrias axiais e rotacionais. Além disso, estes resultados

sao estendidos para a classe de grafos periplanares.

E em LL96 é estudado o tragado com linhas retas de grafos periplanares
maximais. Este tracado é uma triangulacao de peso minimo para o conjunto
de pontos que representam o conjunto de vértices do grafo. Para obter os re-
sultados necessarios para o algoritmo proposto sao utilizadas propriedades do

dual geométrico do grafo periplanar maximal.

1.3 Conceltos Basicos

Apresentamos aqui conceitos basicos de Teoria dos Grafos, utilizado no decor-
rer do trabalho. Definigbes complementares sdo encontradas em 588, H72,
G85.

Um grafo G = (V, E) é um conjunto finito nao vazio V e um conjunto E de

pares nao ordenados de elementos distintos de V. Quando houver necessidade,
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utilizaremos a notacio V(G) e E(() para identificar o grafo de cujos conjuntos
de vértices e arestas estamos referindo. Em geral, o conjunto de vértices do
grafo contém n elementos, e o conjunto de arestas do grafos contém m elemen-
tos. Notamos esta informacdo |V |=n e | E|= m. G é chamado de grafo
trivial quando |V |= 1.

Os elementos de V sio os vértices e os elementos de F sdo as arestas de
G, respectivamente.

Cada aresta e € F ser4 denotada pelo par de vértices que a forma, e =
(v,w). Nesse caso, os vértices v, w s&o os extremos da aresta, e sdo denomi-
nados de adjacentes. Notamos por Adj(v) ao conjunto de todos os vértices

adjacentes com o vértice v.

Define-se grau de um vértice v, denotado por dg(v), como sendo o nimero
de vértices adjacentes a v no grafo G, ou d(v) quando nao é necessario identi-
ficar o grafo respeito do qual estamos trabalhando.

Um grafo é completo quando existe uma aresta entre cada par de seus vértices.
Utiliza-se a notagdo K, para designar o grafo completo de n vértices. O grafo
K, possui o mimero maximo de arestas para um dado valor de n.

Uma seqliéncia de vértices vy, ..., v, tal que (vj,vi41) € B, 1 <j<k—1,

é denominada caminho de v; a vy. Um caminho de k vértices ¢ formado por

k — 1 arestas. O valor & — 1 é o comprimento do caminho. Se todos os

vértices do caminho vy,...,v; forem distintos, a seqiiéncia recebe o nome de
caminho simples. Um ciclo é um caminho vy, ..., v, Vg1 sendo v1 = vpyy €
k > 3. Se o caminho vy, ..., v for simples, o ciclovy, . .., v, Vg4 € denominado

ciclo simples. Um k-ciclo é um ciclo simples de k vértices e k arestas. Um
triAngulo é um 3-ciclo. Um ciclo hamiltoniano é um ciclo que contém todos
os vértices do grafo.
Dado um ciclo, uma corda é uma aresta num grafo tal que seus extremos
pertencem a um ciclo do grafo, mais a aresta mesma nao pertence ao ciclo.
Um subgrafo G4 = (W4, Ey) de um grafo G = (V, F) é um grafo tal que
Vi CVekFE; CP(Vi)NE. Sealém disso, By = Po(Vi) N E entdo Gy é
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o subgrafo induzido pelo subconjunto de vértices V3. O subgrafo induzido
pelo conjunto de vértices V; serd notado G(V;). Im particular dado um grafo
G = (V, E) e um subconjunto A € V, dizemos que G(A) é o subgrafo induzido
pelo conjunto de vértices A onde G(A) = (A, E(A)).

Um grafo é denominado conexo quando existe caminho entre cada par de
vértices nele. Caso contrario, o grafo é desconexo.

Seja S um conjunto e S’ C S. Dizse geu S’ é maximal em relagio a
uma certa propriedade P, quando S’ satisfaz a propriedade P e ndo existe
subconjunto S$” que também satisfaz P e S’ C 5.

Denominam-se componentes conexos de um grafo GG aos subgrafos ma-
ximais de G que sejam conexos.

Sejam e € E, v,w € V. Denota-se por G — e ao grafo obtido de G pela
exclusdo da aresta e. Se v,w sao dois vértices de (G nao adjacentes, a notagao
G+ (v, w) representa o grafo obtido adicionando-se a G a aresta (v, w). O grafo
G — v denota aquele obtido de G pela remogio do vértice v de G. (Observar
que excluir um vértice implica em remover de GG o vértice em questdo ¢ as
arestas a ele incidentes).

Um vértice V é uma articulagao quando sua remoc¢ao de (G o desconecta,
ou seja o grafo G — v é desconexo. Um grafo é biconexo ou 2-conexo se € so-
mente se ndo possuir articulagbes. Denominam-se componentes biconexos
ou blocos do grafo (G aos subgrafos maximais de G que sejam biconexos.

Denomina-se clique de um grafo G a um subgrafo de G que seja completo.
O tamanho de uma clique é igual a cardinalidade de seu conjunto de vértices.
Uma clique maxima de wn grafo G é a clique de tamanho méximo em G.
Uma k-clique é uma clique formada por k vértices.

Dois grafos Gy = (V4, E1) € Gy = (Va, Ey), | Vi |=| Va|= n sdo isomorfos,
se existir uma funcdo univoca f: Vi — V, tal que (v,w) € F; se e somente se
(f(0), J(w)) € Fy, Yo, 0 € Vi,

Dois grafos sao homeomorfos se um deles pode-se fazer isomorfo ao outro

pela adicdo ou remocao de vértices de grau dois.
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O grafo estrela é um grafo conexo formado por n vértices de maneira tal
que um vértice tem grau n — 1 e todos os outros vértices restantes tem grau

1 O grafo estrela de n vértices é Ky 1.
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Capitulo ii

Base Tedrica

Neste capitulo vamos apresentar os conceitos necessarios a compreensido dos
capitulos que se seguem. Todos sdo conhecidos na literatura, e em cada se¢do
serdo dadas as referéncias correspondentes. Deve-se observar que, os nomes e
as notagoes diferem muitas vezes de livro para livro. Este capitulo apresenta
esses conceitos com a preocupagdo de unificar os nomes e torna-los coerentes

com as necessidades do nosso trabalho.

Apresentamos na se¢ao ii.1 os conceitos de Grafos Planares, Grafos Peri-
planares e Grafos Periplanares Maximais. Estes 1ltimos grafos compdem a

classe na qual estamos interessados.

Na secao 1.2 apresentamos os Grafos Cordais e o seu reconhecimento,
baseado em uma Busca em Largura Lexicografica. A Busca em Largura Lexico-
grifica serd de suma importancia nos algoritmos desenvolvidos posteriormente.
Foram também estabelecidas relagdes entre resultados conhecidos, j& com a
finalidade de fundamentacdo tedrica para os novos resultados apresentados

nos proximos capitulos.

Na secdo 1.3 apresentamos os trabalhos R70 e RTL76, que siao o funda-

mento tedrico do algoritmo de Busca em Largura Lexicografica.

Finalmente, na se¢do ii.4 é apresentado o conceito de k-arvore e alguns

teoremas que caracterizam esta classe de grafos.

15
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ii.1 Planaridade, Periplanaridade

ii.1.1 Grafos Planares

Um grafo se diz imerso numa superficie S quando ele pode ser desenhado
nesta superficie de maneira que ndo apresente intersecao de arestas.

Um grafo planar é um grafo que pode ser imerso no plano. Um grafo
plano é um grafo planar que ja foi imerso no plano.

As regides definidas por um grafo plano sdo chamadas de faces, e a regiao
nio limitada é chamada de face exterior.

A férmula de Euler para grafos planares da a relagdo entre o nimero de

vértices, o nimero de arestas e o niimero de faces do grafo:
n—m+ f=2.

Um grafo planar maximal é um grafo planar tal que ao acrescentar novas

arestas, perde a condicao de planaridade.

Seja o grafo conexo G = (V, E),|V |=n,| E |=m.

Lema 1 H72. Se G um grafo plano conezo tal que cada face € um k-ciclo,
entio m = k(n — 2)/(k — 2).

Lema 2 H72. Se G um grafo plano mazimal, entdo toda face é um tridngulo
e temos que m = 3n — 6.

Se G um grafo plano tal que cada face € um 4-ciclo, entdo m = 2n — 4.

Lema 3 H72. Se G um grafo planar tal que n > 3, entdo m < 3n — 6.

Se G é um grafo planar biconexo sem tridngulos, entdo m < 2n —4.
Lema 4 H72. K5 e K33 sdo nao planares.

Teorema 1 H72. Um grafo G é planar se e somente se todos os seus blocos

sdo planares.
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Teorema 2 H72. Um grafo planar biconezo pode ser imerso no plano de

maneira tal que uma face especificada seja a face exterior.

Observe que a partir do Lema 2 e do Teorema 2, podemos concluir que
todas as imersbes de um grafo planar maximal no plano tem a face exterior

limitada por um tridngulo (ou 3-ciclo).

Existem diferentes caracterizacdes de grafos planares. A caracterizagdo de
Kuratowsky utiliza subgrafos proibidos, a de Whitney faz uso do dual combi-

natério, e a caracterizagao de Mc Lane usa base de ciclos (H72).

ii.1.2 Grafos Periplanares e Grafos Periplanares Maxi-
mais

Um grafo planar G ¢ k-periplanar se o nimero maximo de vértices que limi-
tam a face exterior de una imersdo de (G no plano é k. Um grafo é peripla-
nar se (G pode ser imerso no plano de maneira tal que todos os seus vértices
pertencem a uma mesma face, suposta como a face exterior (portanto G é

n-periplanar).

Teorema 3 H72. Um grafo G ¢ periplanar se e somente se todos os seus

blocos sdo periplanares.

Em decorréncia do Teorema 3, vamos restringir nossa apresentacio aos grafos
biconexos.

Pelo Teorema 2 da secio ii.1.1. temos que um grafo planar biconexo pode
ser imerso no plano de maneira tal que qualquer uma das faces seja a face
exterior. No caso particular dos grafos periplanares biconexos, a definigdo dos
mesmos limita o niimero de imersdes do grafo no plano de modo a respeitar a
condi¢ao de todos os vértices pertencerem a mesma face. Ou seja, nem toda
imersdo de um grafo periplanar biconexo no plano permite verificar a definicdo

de periplanaridade. Chamamos de imersao periplana de um grafo periplanar
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===

Figura ii.1 Diferentes imersdes de um mesmo grafo periplanar biconexo

biconexo a imersio do grafo no plano com todos os seus vértices pertencentes
a face exterior.

Observe na Figura ii.1, a primeira representacdo é uma imersdo periplana
do grafo, enquanto que as outras néo.

Um grafo periplanar maximal é um grafo periplanar tal que ao se acres-
centar novas arestas, perde a condicdo de periplanaridade. E claro que um

grafo periplanar maximal é a triangulagdo de um poligono de n vértices. (H72).

Teorema 4 Seja G um grafo periplanar mazimal tal que n > 3. FEntio G

verifica m = 2n — 3.

Prova:

Pela formula de Fuler temos que:
n—m+ f =2,

ou

n—m+f—1=1.

Como G é um grafo periplanar maximal, entdo (G é uma triangulacio de um
poligono. Temos entdo que a face exterior de G contém n vértices, e f — 1
faces interiores sdo triangulos, onde f é o nimero total de faces. Como cada

aresta pertence a duas faces, temos que,
3(f—1)+n=2m.

Portanto,

f—=1=(2m-n)/3.

Utilizando as equacGes anteriores temos que:

n—m+(2m—n)/3=1
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3n—3m+2m—n=3
2n —m =3
n—3=m. 1

Coroldrio 1 Seja G um grafo periplanar mazimal tal que n > 3. Entdo G

tem n — 1 faces, e portanto n — 2 faces interiores.

Prova:

Pela férmula de Euler temos que n — m + f = 2, ou seja f =2+ m —n.
Pelo teorema anterior, é verdadeiro que m = 2n — 3.

Entao,

f=24m-nm=242n—-3+n=n—-1. 1

Do Teorema 4 também podemos obter o corolario a seguir.
Corolario 2 H72. K4 e K,3 sdo ndo periplanares.

Os grafos periplanares exceto Ky — {e}, onde e é uma aresta de K, foram
caracterizados por Chartrand e Harary (H72) como aqueles grafos que nao
contém subgrafo homeomorfo a K4 e K;3. Existe outra caracterizagdo de
grafos periplanares proposta independentemente por Syslo (Sy78) e por Fleis-
chner, Geller e Harary (FGH?7/) utilizando duas formulagdes diferentes. Es-
tas formulagoes foram feitas em termos de base de ciclos (Sy79), e de dual
geométrico fraco (FGH7Y).

O Teorema a seguir é a caracterizacao de grafos periplanares dada for

Chartrand e Harary.

Teorema 5 H72. Um grafo é periplanar se e somente se ndo contém subgrafo

homeomorfo a Ky e Ky3 exceto Ky-{e}.

Observe que se K4 é o grafo completo de 4 vértices e K4 — {e} o grafo

obtido ao remover uma aresta de Ky, entdo K33 é homeomorfo a K4 — {e},
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Figm‘a 1.2 1{4, ]{4 - {6} e 1{2’3

mas K, — {e} é periplanar (Figura ii.2).

Outra caracterizagao de grafos periplanares é dada no Teorema a seguir, em
termos de dual geométrico fraco de um grafo (os conceitos de dual geométrico

e dual geométrico fraco de um grafo serdo apresentados no capitulo v).

Teorema 6 Sy79. Um grafo é periplanar se e somente se tem um dual geomeé-

trico G* que contém wm vértice v tal que G* — v ndo contém ciclos.

Pode-se reformular o Teorema anterior em termos de grafo ciclo e base de
ciclos (Sy79).
O Lema a seguir garante a existéncia de wm tunico ciclo hamiltoniano no

caso particular dos grafos periplanares biconexos.

Lema 5 Sy78. Um grafo periplanar biconezo possui um unico ciclo hamilto-

nIANO.

Em particular, todo grafo periplanar biconexo maximal com no minimo 3
vértices possui um unico ciclo hamiltoniano.
O Lema 5 nos permite classificar as arestas de um grafo periplanar biconexo

em arestas exteriores e interiores.

Seja G um grafo periplanar biconexo.
Umea aresta exterior de G é uma aresta de G que pertence ao unico ciclo
hamiltoniano.

Uma aresta interior de G é uma aresta de G que ndo pertence ao tnico ciclo
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Figura ii.3 Um grafo Gy e sua imagem especular G

hamiltoniano.

Como Corolario do Lema anterior, podemos obter também o resultado a
seguir, que determina as maneiras possiveis de representar um grafo periplanar

biconexo num plano, considerando o mesmo um plano orientado.

Corolario 3 Sy78. Um grafo periplanar biconezo tem precisamente duas imer-
sdes periplanas, dadas por um grafo periplanar Gy com todos os vértices na face

exterior e o seu grafo imagem especular (mirror-image) Gs.

Observe na Figura ii.3 um grafo periplanar biconexo (G; e seu grafo imagem
especular (G3. lstes dois grafos sdo isomorfos, mas observe na figura que,
percorrendo os vértices na ordem dada pelo tnico ciclo hamiltoniano no sentido

dos ponteiros do relogio, obtemos resultados distintos.

11.2 Grafos Cordais e o seu Reconhecimento

Os resultados relativos aos grafos cordais e o seu reconhecimento podem ser
encontrados em G80, 588 ¢ VIS8Y.

Em 588 estes resultados sdo didaticamente expostos, enquanto que em VI89
achamos uma apresentagdo mais extensa e detalhada.

Optamos por reapresentar no texto a Busca em Largura Lexicografica na

préxima secao, tendo em vista sua utilizagdo nos capitulos que se seguem.

Um grafo (& é cordal se cada k-ciclo onde k > 4 possui uma corda.
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Figura ii.4 Exemplo de um grafo planar maximal e ndo cordal

Agora achamos necessério esclarecer alguns pontos referentes a conceitos e
suas diversas denominagoes encontradas na literatura.

Os grafos cordais também s&o chamados na literatura de grafos triangu-
larizados, monédtono transitivo, circuito rigido e de eliminacio perfeita (trian-
gulated, rigid-circuit, monotone transitive, perfect elimination graphs) (G80).
Optamos pelo nome cordal, pois achamos o mais adequado para nossa apre-
sentagao.

Os grafos planares maximais, por sua vez, sao também chamados na lite-
ratura de grafos planares triangulares (R7/) e grafos de triangulagdo planar
(G85, BM76).

J4 no trabalho de R7/ é apresentado um exemplo de grafo planar maximal
e nao cordal, observe-o na Figura ii.4. Também é verdade que nem todo grafo
cordal é planar maximal (por exemplo K5 é cordal e ndo é planar). Por outro
lado, os grafos periplanares maximais sdo cordais, como sera visto no capitulo
iii.

Os conceitos de grafos cordais e grafos planares maximais serdo frequente-

mente utilizados nos capitulos que se seguem.

Um vértice v em G é simplicial se o subgrafo induzido pelo conjunto

Adj(v) é um grafo completo.
Lema 6 Se GG € cordal e n > 1, entdo G — v € cordal.

Lema 7 Seja G um grafo cordal. Se G for completo, entdo todos os seus
vértices sdo simpliciais mas se G € cordal e ndo completo, entdo G contém um

par de vértices nao adjacentes simpliciais.
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Sejam z,y € V tal que (z,y) ¢ £, e S CV. §¢é um z-y separador se
.,y pertencem a componentes conexos distintos de G — 5.Um z-y separador
minimal é um z-y separador que nao contém propriamente um outro z-y

separador.

Lema 8 Seja G um grafo ndo completo e conexo.

G € cordal se e somente se todo separador minimal induz uma clique.

Dado G = (V, E), |V |= n, uma ordenagédo de V é uma bijecéo
s:{1,...,n} — V tal que associa s(z) = v;; 1 = s~!(v) indica a posi¢do de v na
ordenacdo. A ordenagdo é notada pela seqiiéncia s = vy,...,v,. G5 = (G,s) é
o grafo ordenado associado a G.

O conjunto de vértices mondtonamente adjacentes a v € V é o con-
junto MAdj(v) = Adj(v)N {w : s7w) > s7'(v) }, ou equivalentemente
MAdj(v)={w € Adj(v) : w estd a direita de v em s}.

Um grafo ordenado G5 é mondétono transitivo se

Vo e V,w e MAdj(v),z € MAdj(v) = w € Adj(=2).

Lema 9 G € cordal se e somente se 3 ordenagio s de V tal que G, é mondtono

transitivo.

Seja s = vq,...,v, uma seqiiéncia ordenada dos vértices de G. s é um
esquema de eliminagao perfeita (EEP) se Vv; € V, o subgrafo induzido
por Adj(v;) - {v1,...,vi—1} é completo, ou seja v; é um vértice simplicial de G
- {vr,. v )

Observe que Adj(v;) - {v1,...,vic1} = MAdj(vy).

Lema 10 A seqiéncia s € um esquema de eliminacio perfeita para G se e

somente se Gy € mondtono transitivo.

Coroldrio 4 G ¢ cordal se e somente se G possui um esquema de eliminagdo
perfeita. Além disso, qualquer vértice simplicial pode iniciar um esquema de

eliminagdo perfeita.
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A determinacio eficiente de um EEP utiliza o algoritmo de Busca em
Largura Lexicogréafica para achar a fungao s. Portanto vamos ver em que con-

siste esse algoritmo.
Para poder apresentar o algoritmo definimos inicialmente os conceitos a seguir:

Sejam X = z1,...,2, € Y = y1,...,Y, duas seqiiéncias de inteiros. Diz-se
que X é lexicogréaficamente maior que Y quando:
i) existe algum indice j, 1 < j < p, ¢ tal que z; > y; e para todo k, 1 < k < 7,
Tk = Yk, OU

ii) p > q, e para todo k, 1 < k <p, 2 = Y.

A ordenacgao de V obtida pelo algoritmo é a seqiiéncia s.

Define-se largura de cada vértice v, notando-se larg(v), ao inteiro corres-
pondente & ordem de pesquisa do vértice durante a execugdo do algoritmo de
Busca em Largura Lexicografica.

Define-se complemento de largura de cada vértice v, como o valor
s7Hv) =n+1—larg(v).

Observe-se que o complemento de largura de cada vértice corresponde ao
valor inteiro determinado pela fun¢do inversa de s obtida pelo algoritmo.

Chamamos de rétulo de v ao vetor R(v) obtido pelo algoritmo.

O algoritmo de Busca em Largura Lexicografica é entio:

Procedimento[Busca em Largura Lexicografica(G = (V, E),n)]
para v €V fazer R(v) =0
para j = n, 1 fazer

l.escolher v € V' : s7'(v) ndo definido e tal que R(v)

e lexicograficamente maximo

2.5(j) =

3.para w € Adj(v): s7*(w) néo definido fuzer

incluir j a direita em R(w)

fim[Busca em Largura Lexicografica]
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Cc

a €

Figura ii.5 Exemplo de grafo cordal para BFS-Lexicografica

Para observar o comportamento dos rétulos, fornecemos o exemplo a seguir.
Seja G o grafo da Figura ii.5, onde temos os seguintes valores de largura,

complemento da largura e rétulo de cada vértice v:

larg(v) v s '(v) R(v)
0

1 a b

2 b 4 5

5 c 1 4,2
4 d 2 4,3
3 e 3 5,4

A seqiiéncia s obtida pelo algoritmo de Busca em Largura Lexicografica é

s={v; = ¢,v; = d,v3 = ¢,v4 = b,v5 = a}, para os quais temos os seguintes
conjuntos M Adj(v;):

v M Adj(v) él(v)

a

b a 5
c b,d 4,2
d b,e 4,3
e b,a 54

Por resultados que serdo apresentados na secdo 11.3.2, temos o seguinte

lemas:

Se G € cordal e s € a ordenagdo obtida pela Busca em Largura Lexicogrdfica,

entdo temos que

R(w) = {s7Hw) : w € MAdj(v)}.



26 Capitulo ii. Base Teérica

d

Figura ii.6 Exemplo de grafo n&o cordal para BFS-Lexicogréifica

Entdo podemos afirmar que os conjuntos R(v) e MAdj(v) tem a mesma
cardinalidade, e que cada elemento no rétulo de v identifica wm tnico elemento

no conjunto M Adj(v).

Lema 11 Seja G um grafo cordal, e seja a seqiéncia s = {v,...v,} dos
vértices ordenados decrescentemente sequndo suas larguras, ou crescentemente
sequndo os complementos de suas larguras definidos por uma Busca em Largura

Lexicogrdfica. A seqiéncia s € um esquema de eliminacdo perfeita.

No exemplo anterior, o grafo é cordal e a seqtiéncia s obtida pelo algoritmo
de Busca em Largura Lexicografica é um esquema de eliminacéo perfeita pois
Vv € V o conjunto M Adj(v) é completo, ou seja Vv € V o conjunto M Adj(v)
induz uma clique. '

Vejamos agora um exemplo de um grafo G nio cordal. Aqui a seqiliéncia s
obtida pelo algoritmo de Busca em Largura Lexicografica ndo é um esquema de
eliminagdo perfeita pois 3v € V tal que o conjunto M Adj(v) ndo é completo.

Seja G o grafo dado na Figura ii.6, onde temos os seguintes valores de com-
plemento da largura, rétulo e conjunto de vértices mondtonamente adjacentes

de cada vertice v:

v s'(v) R(v) MAdj(v)
a 6 0 0

b 5 6 a

c 3 5 b

d 1 3,2 ce

e 2 4,3 fc

f 4

6,0 a,b
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A seqiiéncia s = {vy,...,v.} = {d,e,¢, f,b,a} é uma ordenacao dos vértices
de V mas nio é um esquema de eliminacao perfeita para GG pois o subgrafo

induzido por M Adj(ve) = G({f,c}) ndo é completo.

Teorema 7 G80. O algoritmo Busca em Largura Lezicogrdfica pode ser im-
plementado para um grafo G = (V, E) com complezidade de tempo e espago de

O(n + m).

Apés a determinagdo da seqiiéncia s, resta-nos verificar se € um esquema
de eliminagao perfeita. O procedimento Perfeito, visto a seguir, efetua essa

tarefa.

Procedimento[Perfeito(s)]
1. para v € V fazer L(v) =0
2. para i = 1,n fazer
3. v = s(1)
MAdj(v) = {z € Adj(v): s7(2) > s7(v)}
se M Adj(v) = 0 entdo ir a (8)
uw=s(min{s™ () : 2 € MAdj(v)})
concatenar M Adj(v) — {u} a L(u)
fim
8. para i = 1,n fazer v = s(t)

se L(v) — Adj(v) # 0 entdo retornar FALSO
9. retornar VERDADEIRO
fim[Perfeito]

N oo

Teorema 8 G80. O algorilmo Perfeito testa corretamente quando uma or-
denagdo s € um esquema de eliminagdo perfeita de vértices de G = (V,E) e

pode ser implementado com complezidade de tempo e espago de O(n +m).

i1i.3 Busca em Largura Lexicografica

Nesta secao reapresentamos detalhadamente os conceitos tedricos que justifi-
cam a Busca em Largura Lexicografica. Na segdo 1i.3.1 veremos o Processo
de Eliminacdo e os Grafos Cordais, e na sec¢do ii.3.2 veremos a relagio do

Processo de Eliminac@o Perfeita e a Busca em Largura Lexicogréfica. Fstes
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» . Pl ~ I . / .
conceitos constituem também a fundamentagao tedrica necessaria aos novos

resultados apresentados nos capitulos que se seguem.

ii.3.1 O Processo de Eliminacao e os Grafos Cordais

Em 1970, Rose apresentou um trabalho sobre grafos cordais e o processo de
eliminagao (R70). Nesse artigo estudou os grafos cordais e a sua relagao com o
processo de eliminagdo. Este estudo permitird obter as ferramentas necessarias
para gerar o algoritmo de Busca em Largura Lexicografica reapresentado a
seguir. Os detalhes deste trabalho sdo importantes tendo em vista que as
relacdes aqui ressaltadas justificam a utilizagdo da Busca em Largura Lexi-
cogréafica para os algoritmos de reconhecimento de grafos periplanares maxi-

mais e 3-arvores planares, apresentados posteriormente.

Seja G = (V,E) e seja A C V. O grafo induzido G(A4) é o subgrafo
G(A) = (A, E(A)) onde E(A) ={(z,y) € & : z,y € A}

Um separador de um grafo G' = (V, F) é um subconjunto S C V tal que
o grafo induzido G(V — S) contém dois ou mais componentes conexos, C; =
(Vi, ), 1 <% < ¢, onde ¢ é o nimero de componentes conexos de G(V — 5).
Os grafos induzidos G(SUV;), 1 <4 < ¢ s8o as folhas de G com respeito a S.
Um separador minimal é um separador tal que nenhum subconjunto dele é
também separador. Dados z,y € V, onde & ¢ Adj(y), um z-y separador é um
separador tal que © e y pertencem a componentes conexos distintos (Cy, Cy).
Notar que um separador minimal é um z-y separador minimal para algum
par de vértices z,y € V, mas um 2-y separador minimal ndo é em geral um
separador minimal. Uma clique C de um grafo é um subconjunto de vértices
que sdo adjacentes dois a dois, e uma clique separadora é um separador que

é uma clique.

Relembramos as defini¢oes de ordenacao, grafo ordenado, e vértices moné-

tonamente adjacentes.
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Seja |V |=n. Uma ordenagéio de V é uma fungio bijetora
s:{l,...,n} = V.

Se s é uma ordenacio de V, entio Gy = (G,s) é o grafo ordenado
associado a G.
Para qualquer € V onde G = (G, s) o conjunto de vértices moné6tona-

mente adjacente a z é
MAdj(z) = Adj(z) N {z : s74(2) > s7(2)}.

A deficiéncia D(z) é o conjunto de todos os pares de vértices nao adja-

centes no conjunto Adj(z),
D(e) = {(59) : v, 2 € Adj(a), y ¢ Adj(2)}.
A deficiéncia monétona M D(z) é o conjunto
MD() = {(3,2) : .2 € MA(), y ¢ A=)},

Dado um vértice y num grafo G, o grafo H, obtido de G por:
a) eliminar y e as suas arestas incidentes,
b) acrescentar arestas para tornar todos os vértices em Adj(y) adjacentes

é o y-grafo de eliminagao de G.

Hy = (V—{y}, E(V —{y}) U D(y))

Para um grafo ordenado (¢ = (@, s) a seqiiéncia de ordem de grafos de

eliminacao Hy,...,H,1 é definida por H; = H,,, e
Hi = (Hi_l)q,i,z' = 2, ces N — 1.

Como os grafos H; determinam a evolugdo do processo de eliminagio de vérti-
ces, definimos o processo de eliminagdo de um grafo G = (V, E) com or-

denacdo s ao conjunto ordenado

P(G, 8) = [G: Ho,Hl,. .. 7Hn—1]-
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Um processo de eliminagdo P(G;s) é perfeito se
H; = G(V = Uicjcivy) = G{v € V : s7H(v) 2 i + 1}) = Giya(s)
Vo<i<n-—1.

O fato de um processo de eliminagéo ser perfeito depende do grafo ordenado
Gs.

Relembramos agora a defini¢do de grafo monétono transitivo. Um grafo
ordenado G, = (G,s) ¢ mondtono transitivo quando para todo z € V

temos que

y € MAdj(z), z € MAdj(z) = y € Adj(z).

Lema 12 R70. Seja G5 = (G, s) um grafo ordenado. Entio sdo equivalentes:
i) G5 € mondtono transitivo
i) MD(z) = 0,¥z € V

i) P(G;s) € um processo de eliminagdo perfeita

Relembramos também a definicdo de grafos cordais. Um grafo G é cordal se

todo ciclo de comprimento maior que 3 contém uma corda.

Teorema 9 R70. Para um grafo G = (V, E) as sequintes condigdes sdo equi-
valentes: ’

1) Eziste uma ordenagdo s de V tal que G5 = (G, s) é mondtono transitivo;
2) O grafo G = (V, E) € cordal;

8) Cada x-y separador minimal de G € uma clique.

Lema 13 B67. Se G = (V,E) € cordal ¢ A C V entdo o subgrafo induzido
G(A) € cordal.

Lema 14 R70. Seja G = (V, E) um grafo com clique separador S e folhas
L;,1 <1 <c Se Sy € um separador para algum L;, entdo Sy € um separador
de G. Além disso, se So € um z-y separador minimal de L; para algum i, entdo

Sq € um x-y separador minimal de G.
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Lema 15 R70. Seja G = (V, E) que satisfaz a propriedade 3) do Teorema 9.
Entéo ouV € uma cligue ou dada uma clique C C V, existe um vértice x ¢ C

tal que D(z) = 0.

Lema 16 R70.Seja G = (V, E) um grafo cordal com cligue C C V. FEnido
existe uma ordenagio mondtona transitiva s tal que s(j) € C,j=k+1,...,n

onde k =n— |C|.

Teorema 10 R70. Seja G = (V,E) um grafo cordal e seja s uma ordenagdo
mondtona transitiva. Se S € um z-y clique separador minimal de G, entdo
S = MAdj(v;) para algum v; € V. Reciprocamente, para qualquer v; € V tal
que os vértices do grafo de eliminacio H; 1 ndo sio uma clique, M Adj(v;) €

uma clique separadora de G.

Seja G5 = (G, s) um grafo ordenado associado com G = (V, E) e d(s(3)) o
grau do vértice s(z) no grafo de eliminagio H;—1 (ou seja d(s(2)) =| Adj(s(z))|
em H;_1). Se o grafo G = (G, s) é mondtono transitivo entdo

n—1
> d(s(i)) =| E |

=1

pois cada aresta em F é computada uma tnica vez em algum d(s(z)).

ii.3.2 O Processo de Eliminacao e a Busca em Largura
Lexicografica

Nesta secao veremos a relagdo existente entre os resultados apresentados na
secdo anterior e a Busca em Largura Lexicografica. Os conceitos aqui desen-

volvidos sdo extraidos do artigo RTL76.

Sejam G = (V, E) um grafo, s uma ordenagio de G e o processo de elim-

inagdo de G com respeito a s,

P(G,S) = [G = HO,Hl,. AN ;Hn—l]
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onde

H =V, E),0<i<n—1

é a seqiiéncia dos grafos de ordem dos grafos de eliminagéo. Definimos o fill-in
F(Gs) = Ui<icn-17i, i = D(vi) em H; 4
e o grafo de eliminacao
G = (V,EU F(G,)).

Dado G = (V, E), uma ordenagio de V s é um esquema de eliminagao
perfeita se F(G;) = (Observar que F(G,) = 0 se e somente se (5 = G, ou
scja todas as arestas acrescentadas para construir os v;-grafos de eliminagao
j4 pertencem ao grafo (G e ndo é necessario acrescenta-las. Isto ocorre se e
somente se H; = G(V — Ui<j<i v5)).

Um grafo de eliminacao perfeita ¢ um grafo que admite um esquema
de eliminagdo perfeita.

Damos a seguir a motivac¢io da idéia de Busca em Largura Lexicografica
ao relacionar a Busca em Largura com o esquema de eliminagao perfeita.

Dado um grafo G, uma Busca em Largura (BFS) em ¢ com inicio num

vértice v é o percurso pelas arestas de (G utilizando o algoritmo a seguir:

Procedimento[BFS(G(V, E))]

inicio

Q = v {Q fila}
nivel(v) =0
marcar v

enquanto @ # 0 fazer
remover o primeiro vertice v em ()
*) para w € Adj(v) fazer
se w ndo marcado entdo
Q@ =QU{w}
nivel(w) = nivel(v) + 1
marcar (v, w) aresta da arvore
marcar w

fim[BFS]
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Em cada passo, o algoritmo BFS analisa arestas incidentes ao vértice mais
antigo na fila, o que conduz a um vértice ja atingido, ou a um vértice novo
(que agora serd considerado atingido e marcado).
Durante a execucio do algoritmo, cada aresta é examinada duas vezes. O
efeito produzido pelo algoritmo é:
1) construir uma 4rvore geradora de G dada pelas arestas (u,w) tais que w
nao foi atingido ainda quando é executada a linha (*) com w € Adj(u).
2) particionar os vértices de G em niveis, se u é um vértice tal que nivel(u) = 4
entdo o caminho mais curto de v até u tem comprimento 2.
Cada aresta une dois vértices no mesmo nivel ou em niveis adjacentes.
Se s é um esquema de eliminacgio perfeita para um grafo G, e um vértice
z é unido a um vértice w com nivel(w) = nivel(z) + 1, e a um vértice u
com nivel(u) = nivel(z) — 1, entdo s7(z) > min{s~(u), s *(w)} pois temos
que (u,w) ¢ E. Isto nos sugere que existe uma relagao entre o esquema de
eliminacio perfeita e a ordenacio por niveis. Entdo os niveis dados pela Busca
em Largura transmitem informagéo sobre o esquema de eliminacao perfeita,
mas para obte’la serd necessario desempatar dentro dos niveis. Para fazer isto,
apresentamos uma modificacido do algoritmo anterior.
Procedimento[LEX-M(G(V, F))]
mnicio
parav € V fazer R(v) =
para t = n,1 fazer
(1) escolher um vertice » ndo numerado de maior R(v)
{atribuir a v o valor ¢}
s(i)=w

(2) para cada vertice ndo numerado w tal que existe um caminho
de v a w com todos os vertices intermediarios u com valor

s (u) < s7'(w), anexar ¢ a R(w)
fim[LEX-M]

O algoritmo LEX-M constrdi uma ordenagéo s para um grafo inicialmente
desordenado G = (V, E) e constréi um rétulo R(z) dado pelo valor do arranjo

ao finalizar o procedimento.
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Seja G um grafo qualquer. A ordenagéo s produzida por LEX-M é minimal
no seguinte sentido, ndo existe ordenacdo f de G tal que [ (Gg) C F(G,).
Chamamos de ordenacao lexicogréfica a ordenagio dada por LEX-M.
Pelo Lema 7 provado em RTL76 temos que se G é um grafo qualquer ¢ s é
ordenacdo lexicografica de G, entdo em G* = (V, EU F(G,)) é vélido que para
todow € V
R(w) = {s7'(v) : v € MAdj(w)}.

Ent3o, simplificamos o passo (2) em LEX-M para obter o algoritmo de

Busca em Largura Lexicografica.

Procedimento [Busca em Largura Lexicografica(G(V, E),n)]
inicio
para v € V fazer R(v) =0
para j = n, 1 fazer
(1) escolher um vertice v € V' : s7}(v) néo definido e tal que R(v)
lexicograficamente maximo
s(j)=w
(2) para w € Adj(v) : s7'(w) ndo definido fazer
incluir j a direita de RB(w)
fim[Busca em Largura Lexicografica]

O algoritmo Busca em Largura Lexicografica gera uma ordenacao s que
serd, perfeita se G tiver um esquema de eliminagao perfeita.

Para fazer uma implementacao eficiente do algoritmo de Busca em Largura
Lexicografica nao serdao calculados explicitamente os rétulos dos vértices. Para
cada valor de rétulo, mantemos o conjunto S de todos os vértices que tem este
rotulo. Armazenamos todos os conjuntos numa lista ordenada lexicografica-
mente por rétulo (de maior a menor). Quando um novo vértice  é marcado,
criamos um novo conjunto S’ para todo conjunto existente S que contém um
vértice w tal que w € M Adj(z). Eliminar de S todos os vértices w e acrescenté-

los ao novo conjunto S’, que sera inserido na lista de conjuntos na frente de

S.
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’ ’ ~ . ,
Pode-se observar que este método mantém a ordenagdo lexicografica sem

calcular especificamente os rétulos.

Uma outra observacio se faz necessaria. RLT76 afirma que se G é um grafo
de eliminagiio perfeita e s uma ordenagdo lexicogrifica, entdo F(G,) = 0.
Podemos concluir entdo que no caso do grafo G cordal, pelo Teorema 7 da
secio ii.3.1 temos que (5 é mondtono transitivo ¢ pelo Lema 12 da mesma
secio P(G;s) é um processo de eliminagdo perfeita. Entdo G é um grafo de
eliminacio perfeita e temos que em G* = G, para todo w € V, R(w) =

{s7'(v) : v € MAdj(w)}. Assim podemos enunciar o Lema a seguir.

Lema 17 Se G € cordal e s € a ordenagido obtida pela Busca em Largura

Lezicogrdfica, entdo temos que

R(v) = {s7'(w) : w € MAdj(v)}.

1.4 k-arvores

Os resultados que se seguem sdo conhecidos e podem ser encontrados em R74.
Nesse artigo apresenta-se uma caraterizacdo de k-arvores utilizando os con-
ceitos de clique, separador e caminho. As defini¢Ges e os teoremas, necessarios

para o nosso trabalho, sdo vistos a seguir.

R74. Uma k-arvore é um grafo definido recursivamente assim:
1) Uma k-clique é uma k-arvore de k vértices.
2) Dada uma k-arvore T,, de n vértices, uma k-arvore de n+1 vértices é obtida
quando acrescentamos um novo vértice que é adjacente exatamente a todos os
vértices de uma unica k-clique em Ti,.

k-arvores sdo uma subclasse da classe de grafos cordais. Pode-se observar
que se x;, 1 <7 < n sdo os vértices da k-arvore de n vértices construida como
na definigio, entao este grafo é mondtono transitivo com ordenacédo s(z2) = v; =

Tnyi—i, 1 <2 < n.
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Teorema 11 R7{. Um grafo G = (V, E) € uma k-drvore se e somenle se:
i) G € conezo,
i) G contém uma k-cligue mas ndo contém uma (k+2)-clique,

iti) cada z-y separador minimal de G é uma k-clique.

Teorema 12 R7{. G = (V, E) é uma k-drvore se e somente se verificam-se:
a) G contém uma k-clique e ndo contém uma (k + 2)-clique.

b) cada z-y separador minimal de G ¢ uma clique.

¢) m=kn—k(k+1).

Observar que b) no Teorema 12 é equivalente a ter um grafo cordal, pelo
Lema 8 secdo 1i.2. Entao, podemos reescrever o Teorema 12 da seguinte

maneira:

Teorema 13 G = (V, E) € uma k-drvore se e somente se verificam-se:
a) G contém uma k-cligue e ndo contém uma (k + 2)-clique.

b) G € cordal.

¢)m=rhkn— tk(k+1).

1.5 Sintese do Capitulo

Neste capitulo apresentamos a base tedrica para os capitulos posteriores. Os
resultados mais importantes que foram enunciados nesta parte, sio:

O Teorema 4 que determina o nimero de arestas num grafo periplanar
maximal.

O Lema 5 que garante a existéncia e unicidade de ciclo hamiltoniano para
os grafos periplanares maximais.

Os Teoremas 7 e 8 que provam a linearidade do algoritmo de reconheci-
mento dos grafos cordais.

O Lema 17 que relaciona os conjuntos mondtonamente adjacentes com os
rotulos obtidos pela Busca em Largura Lexicografica.

O Teorema 13 que caracteriza as k-arvores.
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Todos estes resultados serao utilizados freqiientemente nos capitulos que se

seguem.
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Capitulo 111

Caracterizacao e
Reconhecimento

Neste capitulo estudamos a caracterizagdo e o reconhecimento de k-arvores,
para obter algoritmos de reconhecimento para os grafos periplanares maxi-
mais e as 3-arvores planares. lstas duas classes de grafos sdo casos particu-
lares de k-arvores. Por serem utilizados nos préximos capitulos, os resultados
aqui apresentados sdo de grande importancia para o desenvolvimento do nosso

trabalho.

Na secao 1il.1 apresentaremos o trabalho realizado por KM89 para intro-
duzir o conceito de conjunto base de grafos cordais, obtido a partir de um

esquema de eliminacao perfeita para o grafo dado.

Na secdo 1i1.2 apresentaremos resultados novos que relacionam a defini¢ao
de k-arvore com a Busca em Largura Lexicografica. Estes resultados permi-

tirdo obter um algoritmo de reconhecimento de k-arvores, para k fixo.

Nas secOes 1ii.3 e iii.4 casos particulares importantes de k-arvores serdo
apresentados. Na secao 11i.3 apresentaremos a caracterizagdo e o algoritmo
de reconhecimento de grafos periplanares maximais. Na secdo iii.4 genera-
lizamos os resultados da secéo anterior para o caso de 3-arvores planares. Ainda
nesta secdo, provaremos que as 3-arvores planares constituem exatamente a

intersecao entre os grafos cordais e os grafos planares maximais.

39
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iili.1 Conjunto Base de Grafos Cordais e k-ar-
vores

Em KM89 é proposto um algoritmo linear para reconhecer grafos cordais
planares mais simples que o algoritmo geral para testar planaridade. Além
disso, é provado um resultado que caracteriza os grafos periplanares maxi-
mais a partir das 2-arvores. Os conceitos tedricos apresentados neste trabalho
serdo de grande utilidade para os algoritmos de reconhecimento de grafos peri-

planares maximais e 3-arvores planares que serdo obtidos nas préximas segoes.

Sejam G = (V, F) um grafo cordal, conexo, néo trivial ¢ s um esquema de
eliminacao perfeita para G. Definimos para 1 <i<n
Vi(s)={uveV:st(u)>i},e
G;(s) o subgrafo induzido por V(s). Portanto temos
Gi(s)=G{ueV:st(u) >1}) =GV) =G,

e Gn(s) = G{v € V : 571 (v) = n}) = {v.}.

Observe que os conjuntos G;(s), n > ¢ > 1 permitem reconstruir o grafo
cordal G ao acrescentar um por um os vértices de G na ordem dada pelo es-
quema de eliminagdo perfeita s, partindo do grafo formado pelo 1inico vértice
v, € chegando no grafo G, enquanto que na segéo ii.3.1 os conjuntos H;, 0 <
J <n—1 vao eliminando um por um os vértices do grafo cordal G, partindo

do grafo GG e chegando no grafo formado pelo tnico vértice vy,.

KM 89. Dizemos que B C V é um conjunto base de um grafo cordal G
em relagdo a s se existir v € V' : s7}(v) = ¢, e verificam-se:
i) B=MAdj(v) = Adj(v) N {u € V : 57 (u) > s71(v)},

ii) B ndo é clique maximal em Gyy1(s).

Por exemplo, seja G o grafo dado na Figura iii.1, onde temos os seguintes
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a

f\/d

c

Pigura iii.1 Exemplo grafo cordal

valores para o complemento de largura, rétulo e conjunto de vértices mondto-

namente adjacentes a cada vértice v € V, obtidos por uma Busca em Largura

Lexicografica.
v s71(v) R(v) MAdj(v)
a 7 0 0
b 6 7 a
c 1 6,4 bd
d 4 6,5 Dbyg
e 2 6,5 bg
£ 3 6,54 bgd
g b 7,6 ab

Sao conjuntos base para o grafo G-

B = {bad}a B' = {bag}'

KM89. Para um conjunto base B, D(B,s) ={v : v satisfaz i) e ii) da
definigdo de conjunto base} é chamado de conjunto de vértices depen-
dentes em relacao a s.

| D(B, s)|= n(B, s) é a multiplicidade do conjunto B em relagdo a s.

No exemplo anterior temos, para o conjunto base B = {b,d},
D(B,s) ={c} e u(B,s) =1, e para o conjunto base B’ = {b,¢},
D(B',s) = {e,d} e p(B',s) = 2.

Lema 18 KM89. O nimero de conjuntos base de um grafo cordal G em

relacdo a s €, no mazimo, um menos do que o numero de cliques mazimais

em (3.
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Figura iii.2 Componentes conexos de G(V — B)

Lema 19 KM89. Seja B um conjunto base de um grafo cordal G em
relacdo a s, e seja t = maz{s~'(z) : * € D(B,s)}. Entdo B ¢ clique sepa-
radora de G4(s),1 <7 <t.

Em particular, para j = 1 temos que se B é conjunto base de um grafo cordal

em relagdo a s entdao B é clique separadora de Gy(s) = G.

KM89. Seja B um conjunto base de um grafo cordal G' em relacdo a s.
Chama-se componente dependente de B no subgrafo G;(s) ao compo-
nente conexo M de G(V; — B) que verificar que existe um ¢ € V(M) tal que
Vy e B, (z,y) € E(Gi(s)).

Notamos ao nimero de componentes dependentes de B no subgrafo
G;(s) por di(B,s), para 1 <z <n.

Observe que di (B, o) = dq(B, ) onde a, ff s&o dois esquemas de eliminagao
perfeita distintos de G. Isto é pois Gi(a) = G1(f) = G. Entdo, notaremos
d1(B, s) = d(B) uma vez que o grafo G1(s) coincide com G para todo esquema

de eliminacao perfeita s de G.

No exemplo anterior temos, para o conjunto base B = {b,d}, os compo-
nentes conexos de G(V — B) dados na Figura iii.2.
O componente conexo {c} é componente dependente de B em G(s).

O componente conexo {a, g, f,e} é componente dependente de B em G(s).
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Podemos dizer que os componentes dependentes de B no grafo G sdo os com-
ponentes conexos de G(V — B) onde temos, no minimo, um vértice adjacente a
todos os vértices de B. Como G é cordal e B é clique separadora, entao existe
uma clique com, no minimo, um elemento a mais que o ntimero de elementos

de B se existir algum componente dependente de B no grafo G1(s) = G.

Lema 20 KM8&9. Seja B um conjunto base de um grafo cordal G em
relagdo a s. Entio d(B) = p(B,s)+ 1.

Coroldrio 5 KM89. Se B € um conjunto base de um grafo cordal G em
relagdo a s, entdo B € propriamente contido em, no minimo, u(B,s) + 1

cligues mazimais de G.

Corolario 6 KM89. Seja B conjunto base de um grafo cordal G em relagio
a s. Ndo existem dois vértices do conjunto D(B,s) que pertencam ao mesmo

componente dependente de B.

Teorema 14 KM89. Sejam «, 3 dois esquemas de eliminacdo perfeita de um
mesmo grafo cordal G.

i) se B € conjunto base de G em relacio a «, entdo € conjunto base de G em
relagao a B.

1) p(B, ) = u(B, B) = u(B).

Entao, quando falamos de conjunto base, podemos esqueger o esquema, de

eliminac¢ao perfeita.

Lema 21 KM89. Seja G uma 3-arvore.

G ¢ planar se e somente se cada conjunto base B de G verifica u(B) = 1.

A prova do Lema que se segue é fundamental para o algoritmo de reconheci-

mento de grafos periplanares maximais. Por essa razdo serd aqui reproduzida.
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Lema 22 KM89. Seja G uma 2-drvore.

G & periplanar mazimal se e somente se cada conjunto base B de G verifica

w(B) =1.

Prova:

=

Seja s um esquema de eliminagao perfeita para G. Seja P; uma imersdo peri-
plana de Gi(s), 1 < ¢ < n. Suponhamos que todos os vértices de G;(s)
encontram-se na face exterior de B;.

As arestas de P; que formam a face exterior sdo chamadas de arestas exteriores,
e as arestas restantes em P, sao chamadas de arestas interiores.

Provaremos por indugéo em ¢ a seguinte hipdtese indutiva:

Gri(s), 0 < ¢ < n—1tem uma imersdo periplana maximal F,_;, 0 <1 <n-—1
na qual uma aresta é aresta interior se e somente se a aresta forma um conjunto
base de Gp—t(s), 0 <t <n—1.

Se 0 <t < 2 entdo G—i(s) é (¢t 4 1)-clique e ndo contém arestas interiores,
portanto nao temos nada a provar.

Sejan —1 >t > 2. Seja v = Vo_1)(s) — Vae(s), e seja B = MAdj(v).
Suponhamos que B é conjunto base de G,_(s), entdo B tem multiplicidade
2, o que é um absurdo pois pela hipétese temos que p(B) = 1. Entdo temos
que B ndo é conjunto base de Gy,—+(s). E temos pela hipétese indutiva que B
¢ uma aresta exterior em P, _;.

Para obter P, _(;41) colocamos v na face exterior de P,_; ¢ acrescentamos duas
arestas para uni-lo com os vértices de B.

Entdo temos que uma aresta é interior em F,_(;41) se e somente se é um con-
junto base de Gn_(141)(8). Isto é valido ou pela hipétese indutiva (ja era aresta
interior de P,_:) ou pois a aresta € uma aresta interior obtida ao acrescentar
as duas arestas para unir v com os vértices de B. Assim temos que vale a
prova da hipoétese indutiva e portanto G admite uma imersao periplana.

=)

Seja G grafo periplanar maximal, n =|V|.



iii.1. Conjunto Base de Grafos Cordais e k-arvores 45

a

e d

Figura iii.3 Exemplo de 2-4rvore nio periplanar maximal (grafo tenda)

Entio temos que m = 2n — 3, G é cordal, e G ndo contém K,. Entdo G é
2-arvore.

Suponhamos que B é conjunto base de G tal que u(B) > 2.

Pelo Corolério 5 anterior, B estd contido no minimo em 3 cliques maximais de
G (ou seja em 3 tridngulos). Absurdo, pois cada aresta num grafo periplanar
maximal estd contida no méximo em 2 triangulos (observar que o menor grafo
que verifica que uma aresta pertence a 3 tridngulos é o grafo ”tenda” dado
na figura iii.3. O grafo tenda contém como subgrafo o grafo K, 3, obtido ao
eliminar a aresta comum aos trés tridangulos. Portanto o grafo tenda ndo é
periplanar pelo Teorema 5 segdo 1i.1.2, e assim o grafo que contiver o grafo
tenda nio é periplanar maximal).

Entéo temos que u(B) = 1 para todo conjunto base de G. &

Teorema 15 KM89. Um grafo G € uma k-drvore planar se e somente se G
¢ ou uma drvore, ou uma 2-drvore, ou uma §-drvore onde cada conjunto base

tem multiplicidade um.
A seguir damos exemplos de 2-arvore ndo periplanar, grafo periplanar ma-

ximal, 3-arvore e 3-arvore planar.

Exemplo 1: Seja G o grafo da Figura iii.3, para o qual temos os seguintes

dados:

v s71(v) R(v) MAdj(v)
a 5 0

b 4 5 a

c 3 54 ab

d 2 4,3 by

e 1

43 Db,
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Figura iii.4 Exemplo de grafo periplanar maximal

Observe que Vi < n — 2 o conjunto M Adj(v), onde v = s(z), é conjunto
base.
B ={b,c}, D(B,s) ={d, e}, u(B,s) =2
G é 2-4rvore e nao é periplanar maximal pois ndo verifica o Lema 22. Isto é,
podemos concluir que o grafo é uma 2-arvore utilizando a definicao, e temos

que existe um conjunto base B com multiplicidade diferente de 1.

Exemplo 2: Seja G o grafo da Figura iii.4, para o qual temos os seguintes
dados:

v s (v) R(v) MAdj(v)
a b 0 0

b 4 5 a

¢ 3 54  ab

d 2 43 by

e 1 4,2 byd

Observe que Vi < n — 2 o conjunto M Adj(v), onde v = s(i), é conjunto
base.
B ={b,c}, D(B,s) ={d}, u(B,s) =1
B'={b,d}, D(B',s) = {e}, u(B,s) = 1.
G é 2-arvore e periplanar maximal pois verifica o Lema 22. G é 2-arvore, e

VB, u(B)=1.

Exemplo 3: Seja G o grafo da Figura iii.5, para o qual temos os seguintes
dados:
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Figura iii.5 Exemplo de 3-arvore ndo planar

v s7'(v) R(v) MAdi(v)
a 6 ) 0

b 5 6 a

c 2 543 bid

d 3 6,5,4 abf

e 1 543 bid

f 4 6,5 ab

Observe que V¢ < n — 3 o conjunto MAdj(v) onde v = s(¢) é conjunto
base,
B ={b, f,d}, D(B,s) = {c,e}, u(B,s) =2
G é 3-arvore e nio ¢ planar pois néo verifica o Lema 21. G é 3-arvore porque

verifica a definicdo, e existe conjunto base B com multiplicidade diferente de 1.

Exemplo 4: Seja G o grafo da Figura iii.6, para o qual temos os seguintes
dados:

v s7'(v) R(v) MAdj(v)

a b 0 0

b 4 5 a

c 3 54 a,b

d 2 543 abc

e 1 432 bed

Observe que Vi < n — 3 o conjunto M Adj(v), onde v = s(i), é conjunto

base.

B = {b,c,d}, D(B,s) = {e}, u(B,s) =1
G ¢ 3-arvore planar pois verifica o Lema 21. G é 3-4rvore e V B, u(B) = 1.
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S
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Figura iii.6 Exemplo de 3-drvore planar

iii.2 k-arvores

As k-4rvores foram apresentadas na segao 11.4. Nesta se¢do daremos resultados
novos para obter um algoritmo de reconhecimento de k-arvores para k fixo,
utilizando a Busca em Largura Lexicogréfica. Como ja vimos no Teorema 15
da secdo iii.1, as k-arvores planares sdo exatamente as arvores, as 2-arvores
e as 3-drvores planares. lstes trés subconjuntos do conjunto das k-arvores
encontram-se na intersecio da classe dos grafos cordais com a classe dos grafos
planares. Nas segoes a seguir aproveitaremos os resultados obtidos nesta para
os casos particulares de 2-arvores e 3-arvores que, juntamente com os Lemas
21 e 22 da se¢do anterior, dardo sustento aos algoritmos de reconhecimento de

grafos periplanares maximais e 3-arvores planares.

Lema 23 Seja G = (V, E) uma k-drvore de n > k vértices. Entio temos que
VoeV,dw)>k.

Prova:

E imediata da defini¢io por indugao. §

Lema 24 Seja G = (V, E) uma k-drvore de n > k vértices. Entio temos que

| Adj(v) |= k para todo vértice simplicial de G.

Prova:
Seja v um vértice simplicial em G.
Temos que | Adj(v) |< k pois sendo teriamos que | Adj(v) U {v} |> k + 1.

Adj(v) U {v} é completo, entdo G conteria uma clique de tamanho igual a
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k + 2, o que é uma contradigao.
Pelo Lema anterior temos que Yv € V, d(v) > k e portanto | Adj(v)|> k.
Assim temos se v é vértice simplicial de uma k-drvore G entdo | Adj(v) |

< ke |Adj(v)]|> k, ou seja | Adj(v) |=k. &

Lema 25 Seja G = (V, E) uma k-drvore de n > k vértices e seja v um vértice

simplicial de G. Entido G — v € k-drvore.

Prova:

Seja v vértice simplicial em G.

Pelo Lema 6 da secio 1i.2 temos que G — v € cordal.

G — v contém k-clique pois n > k por hipdtese. Entdo |V —v |=n—1>k,
portanto v é adjacente a k vértices em V — v que formam uma clique. Assim
temos que G — v contém k-clique.

G — v ndo contém (k+ 2)-clique pois G —v C G e G néo contém (k+ 2)-clique.
Agora vamos provar que se |V —v|=n'e |E — {(v,u) : u € Adj(v)}|=m'
entdo m' = kn' — k(k +1).

Pela definigdo de k-drvore temos que m = kn — 3k(k + 1). E entdo m' =
m—k=kn—1k(k+1)—k=1k(n—1)—Fk(k+1) =kn'— k(k+1).
Assim temos que G — v verifica as trés condi¢oes do Teorema 13 secao i1.4 €

portanto G — v é k-arvore. I

Corolario 7 Seja G = (V, E) uma k-drvore e sejam s um esquema de elimi-
nagdo perfeita para G dado por uma Busca em Largura Lezicogrdfica e Gi(s) =
{fueV:stu) >}, 1< S n. Seja v;,1 < n — k um vértice simplicial em

Gi(s). Entdo temos que Gia(s) = Gi(s) — v; € k-drvore para todo ¢ < n — k.

Teorema 16 Seja G = (V, E) um grafo cordal e seja s um esquema de elimi-
nag¢do perfeita para G dado por uma Busca em Largura Lezicogrifica.

G € k-drvore se e somente se | R(v;)|=k, Vi <n—k; | R(v.—;)|= 7,
VO<j<k-—1.
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Prova:

=)

Seja G = (V, E) uma k-4rvore e seja s um esquema de eliminagao perfeita para
G dado por uma Busca em Largura Lexicogréfica.

Dividimos a prova em duas partes:

1) Sejam 1 < n — k, Gi1(s) = Gi(s) — vi, e v; vértice simplicial em G;(s); G;
é k-drvore e | V;|> k. Entdo temos pelo Lema 24 que | M Adj(v;) |= k, e pelo
Lema 17 segdo 11.3.2 que | R(v;) |=| M Adj(v:) |.

Portanto, temos que | R(v;) |= k.

2) Sejat =n—3,0 < j < k—1. Pelo Corolario 7 para : = n — k temos
que v,_j € vértice simplicial de G (s) € Gp-k41(8) é uma k-arvore. Entdo
Grort1(8) =GHueV:s ' (u) >2n—k+1}) = G{vatt1,-.-,vn}) é uma k-
drvore de k vértices. Assim, pela definicio de k-arvore de k vértices temos que
Grk+1(8) = G({vn-t+1,--.,n}) é uma clique de tamanho k. Entdo temos
que v,—; ¢ adjacente a j vértices em G,;(s), 0 <j <k —1.

E entdo temos que

| R(vng) =] MAGi (0 5) 1= Adi(n 1) 1 € V 2 573(u) 2 1 — ) |=

5,057 <k-1

Assim, temos que

|R(v;)|=k,Vi<n—k;|R(v,—;)|=7,V0<7<k—1..

<)

Seja G cordal e seja s um esquema de eliminagio perfeita para G dado por
uma Busca em Largura Lexicogrifica onde temos que:
|R(vi)|=k,Vi<n—ke

| R(vp—j)|= 7, VO<j < k-1

Vamos reconstruir a k-arvore pela definigao.

Temos que vy, . .., Vp_(k—1) formam uma clique de tamanho & pois

| B(n3) || M A (0-3) |=| Adj (00 1) 0 {us € V £ 574 () > . — j} = 5,
0<3<k—1.
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Grri1(s) = G(Vaers1(8)) = G({vn-ts1,- - on}) = GV = {01, ) Un—k})-
Acrescentar v,_; no grafo G,_;;1 para obter G,—;, k <1 < n — 1. Finalmente
temos que G4 assim construido é o grafo G e verifica a defini¢do de k-arvore.

Portanto temos o resultado desejado. I

Pelo Teorema 16 anterior, temos que se G é cordal e s = {vy,...,v,} é um
esquema de eliminagéo perfeita dado por uma Busca em Largura Lexicografica
para G tal que | R(v;)|= kVi<n —k; |R(vn-j)|=7,0< 5 <k —1entdo G ¢
uma k-arvore.

Entdo propomos o seguinte algoritmo linear para reconhecer k-arvores. Sdo
conhecidos o grafo G, cordal com n > 3; a seqiiéncia s e os rétulos R(v) : v =

5(2),1 < ¢ < n, obtidos pela Busca em Largura Lexicografica.

Procedimento[k-arvore]
EARVORE=VERDADEIRO
para + = 1,n fazer

sei1>mn— k entdo

se | R(s(1))]# n — i entdo kKARVORE=FALSO

sendo se | R(s(¢))|# k entdo kARVORE=FALSO
se kARVORE=VERDADEIRO entdo ”G k-arvore”
caso contrario "G ndo k-arvore”
fim[k-arvore]

O procedimento anterior determina corretamente quando um grafo é uma

k-arvore, pois é baseado nos resultados anteriores.

Lema 26 A complezidade do procedimento k-drvore € de O(kn).

Prova:

Observe que é possivel verificar a cordalidade do grafo em tempo linear devido
aos Teoremas 7 e 8 da secao i1.2. Nessa verificagio obtemos o esquema de
eliminacdo perfeita para G.

O lago do procedimento k-arvore é iterado n vezes no méximo, e cada iteracio
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toma tempo de O(k), tendo em vista que cada rétulo precisa ser percorrido

para anélise. 11

Enunciamos o seguinte teorema que permite obter a ordenagio dos vértices
dada na definicdo de k-4rvore, utilizando a numeracdo obtida pela Busca em

Largura Lexicografica para uma k-arvore.

Teorema 17 Seja G uma k-drvore, e seja s = {vy,...,V,} um esquema de
eliminacdo perfeita para G obtido por a Busca em Largura Lexicogrdfica. Sejam
os vértices de G numerados da seguinte maneira:

Tj = Up_jp1 onde 1 < 7 < n,

Entio temos que os vértices numerados por x4, ..., T, verificam a defini¢do de

k-drvore.

Prova:

Como temos que G é uma k-arvore entao pelo Teorema 13 secdo 11.4 G € cordal,
e entdo temos que Vv € V o subgrafo induzido por M Adj(v) é completo.
Pelo Teorema 16 visto anteriormente, temos que para G uma k-arvore, e s um
esquema de eliminagao perfeita para G, verifica-se que Vv : s71(v) < n — &,

| R(v)|= k.

Seja j < n —k, entdo | R(v;) |= k e entdo, pelo Lema 17 da secio i1.3.2 temos
que | M Adj(v;)|= k.

Portanto, podemos dizer que Vj < n —k, o vértice v; é adjacente a uma clique
de tamanho k em G — {v1,...,v;}.

Por outro lado, temos que em G — {vy, ..., v,_x} hd k vértices, e eles compdem
uma clique de k elementos (pois temos que pelo Teorema 16 | R(v,_;) |=
5, V0<j <k—1,eassim | MAdj(v,—;)|= 4, V0 <j<k-—1).

Entao x; = vp—j41, 1 < g < n verifica a defini¢ao de k-arvore pois @1,. ..,z =
Vny .+ o Un—(k—1) ¢ uma k-clique, e para todo j > k+1, z; = v,_j41 é adjacente

a uma k-clique. &
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Lema 27 Se s = {v,...,v.} € um esquema de eliminag@o perfeita para o

grafo G que € uma k-drvore, entao
Vo:s t(v) <n—k= MAdj(v) éconjuntobase

Prova:

Sejav:stv)=t<n—k.

Queremos provar que o conjunto MAdj(v) néo é clique maximal em Giyyq (s) e
assim verificar a parte ii) da definicdo de conjunto base.

Seja Gy(s) = G({vn, .- ,v:}) = G({v : s71(v) > t}).

Pelo TLema 17 da secdo ii.3.2 temos que | R(v) |=| MAdj(v) |. Como t =
s7}(v) < n — k entdo, pelo Teorema 16 | M Adj(v) |= k e o subgrafo induzido
por M Adj(v) é completo (por ser G cordal), entédo temos que M Adj(v) induz
uma clique de tamanho k em G, e em particular em Gey1(s) C G.

Ou seja se t = s71(v), M Adj(v) induz uma cliqgue de tamanho k em G41(s).
Queremos provar que M Adj(v) ndo é clique maximal em Gyyq(s). Para isso
veremos que existe uma clique de tamanho k + 1 em Gi11(s) que contém
M Adj(v).

Porser t = s71(v) < n—k, temos que t+1 = s7'(v)+1 < n—k+1 = n—(k-1),
eentiot+1 <n—(k—1)+1=n—k. E assim em Gi11(3) = G({vn,...,vi41})
existem n — (¢t + 1) + 1 vértices, ou seja existem n — ¢ vértices.
Set<n—k,entdot <n—£k—1e assim temos que —t > —n+k+1, e
n—1 > k+1. Entdo em Gyy1(s) existem pelo menos k 4 1 vértices e portanto
existe clique de tamanho k + 1 em Gyy1(s) (observar que a clique gerada por

MAdj(vn—k) U {vn_k} estd contida em Gyy1(s) e é de tamanho k+1). K

se e

iii.3 Grafos Periplanares Maximais

Nessa secao tratamos do reconhecimento de grafos periplanares maximais,
supondo conhecido o reconhecimento de uma 2-arvore (secdo iii.2 para o caso

particular k = 2).
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Assim temos o Lema 28 que permite estabelecer quando uma 2-arvore ¢ um
grafo periplanar maximal. Além disso, obtemos um algoritmo linear para re-

conhecer grafos periplanares maximais.

Lembramos primeiro o Lema 22 de secao iii.1.

Seja G uma 2-drvore.

G € periplanar mazimal se e somente se cada conjunto base B de G verifica

p(B) =1.
Baseando-se no lema anterior, podemos apresentar o seguinte resultado.

Lema 28 Seja G uma 2-drvore, e seja s um esquema de elimina¢do perfeita
para G obtido por uma Busca em Largura Lexicogrdfica tal que os rétulos

R(v;)Vi < n — 2 sdo todos diferentes. Entdo G € periplanar mazimal.

Prova:

Suponhamos que G é uma 2-arvore e que s é um esquema de eliminacio per-
feita para GG obtido por uma Busca em Largura Lexicogréfica.

Suponhamos também que os rétulos R(v;) Vi < n — 2 sdo todos diferentes.
Pelo Lema 17 de se¢do ii.3.2 temos que V4, B(v;) = {s7 (w) : w € M Adj(v;)},
onde s € uma bijegdo. Entdo se os conjuntos R(v;),Vi < n — 2 sdo diferentes
temos que os conjuntos M Adj(v;)Vi < n — 2 sao diferentes.

Observar que pelo Lema 27 segao iii,2, os conjuntos M Adj(v;), Vi < n—2 séo
conjunto base para a 2-arvore G.

Entao temos, pelo Lema 22 enunciado recentemente, que o grafo G é peripla-

nar maximal. |

Vejamos agora um algoritmo de reconhecimento de 2-4rvores.
Pelo Teorema 16 segdo iii.2, para o caso particular de k = 2, temos que se G
é cordal, s = {v1,...,0,} um esquema de eliminagio perfeita dado por uma
Busca em Largura Lexicogréfica para G tal que | R(v;) |= 2,Vi < n — 2;
| R(vp—1)|= 1; | R(v,) |= 0 entdo G é 2-4rvore.
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Entdo temos o seguinte algoritmo linear para reconhecer 2-drvores que ¢é
um caso particular do algoritmo anterior para k = 2.
Sio conhecidos o grafo G, cordal com n > 3; a seqtiéncia s ¢ os rétulos R(v),v =
(1), V1 <4 < n, obtidos pela Busca em Largura Lexicogréfica.
Procedimento[2-arvore]
2ARVORE=VERDADEIRO
se | R(s(n))|# 0 entdo 2ARVORE=FALSO
se | R(s(n — 1)|# 1 entdo 2ARVORE=FALSO
para i = 2,n fozer

se | R(s(2))|# 2 entdo 2ARVORE=FALSO

se 2ARVORE=VERDADEIRO entdo ”G 2-arvore”

caso contrario ¥ G néo 2-arvore”
fim[2-arvore]

O procedimento anterior determina corretamente quando um grafo é uma
2-arvore,
A complexidade do procedimento 2-arvore é O(n), pois ja foi mostrado que
o procedimento k-arvore tem complexidade da ordem O(kn), portanto para

o caso particular k£ = 2 temos complexidade de O(2n) = O(n).

Observe que o algoritmo de Busca em Largura Lexicogréfica produz os
rotulos correspondentes a cada vértice v. Entao, para verificar se a 2-arvore
dada é um grafo periplanar maximal, s serd necessdrio determinar se os rétulos
R(v;)Vi < n —2 sao diferentes.

Como o algoritmo de Busca em Largura Lexicogrifica permite obter os rétulos
ordenados (segundo a ordem dos complementos de largura), temos o seguinte
algoritmo linear para reconhecer grafos periplanares maximais. Sao conhecidos
o grafo G, cordal com n > 3; a seqiiéncia s e os rétulos R(v),v = s(z), V1 <
¢+ < n, obtidos pela Busca em Largura Lexicogréfica.
Procedimento[Periplanar-Maximal]

PERIPLANAR=VERDADEIRO

se | R(s(n))|# 0 entdo PERIPLANAR=FALSO
se | R(s(n —1))|# 1 entdo PERIPLANAR=FALSO
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para 1 = 2,n fazer
se |R(s(n — 1)) |# 2 entdo PERIPLANAR=FALSO

t=n-—3
enquanto t > 2 e PERIPLANAR=VERDADEIRO

se R(s(t)) = R(s(t — 1)) entdo

PERIPLANAR=FALSO (G 2-arvore, ndo periplanar maximal)

t=1-1
se PERIPLANAR=VERDADEIRO enitdo ”G periplanar maximal”
sendo "G ndo periplanar maximal”
fim[Periplanar-Maximal]

O procedimento anterior determina corretamente quando um grafo é peri-

planar maximal, pois é baseado nos resultados anteriores.

Lema 29 A complezidade do procedimento Periplanar-Maxzimal é de

O(n).

Prova:

Observar que é possivel verificar a cordalidade do grafo em tempo linear (Teore-
mas 7 e 8 se¢do ii.2). Nessa verificagio obtemos o esquema eliminacio perfeita
para G.

O primeiro lago no procedimento é executado, no méximo, n vezes, e cada
iteracao toma tempo constante, pois trabalha com rétulos de tamanho -
constante (menor ou igual a 2).

O segundo lago no procedimento é executado, no méximo, n — 3 vezes, e cada
iteragao toma tempo constante (os rétulos sao obtidos ordenados, ao seguir a
ordem dos complementos das larguras dos vértices).

Entdo, o procedimento Periplanar-Maximal tem complexidade de O(n). 1

111.4 3-arvores Planares

Da mesma maneira que na se¢ao anterior, podemos obter um algoritmo para

reconhecer 3-arvores planares supondo que sabemos reconhecer 3-arvores.
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Lembramos de sec¢io iii.1 o Lema 21.
Seja G' uma 3-drvore.
G ¢ planar se e somente se cada conjunto base B de G verifica u(B) = 1.

Aproveitando o Lema anterior, podemos provar o seguinte resultado:

Lema 30 Seja G uma 3-drvore, e seja s um esquema de eliminagdo perfeita
para G obtido por uma Busca em Largura Lezicogrdfica tal que os rotulos

R(v;)Vi < n —3 sdo todos diferentes. Entdo G ¢ planar.

Da mesma maneira que na segao anterior, podemos formular um algoritmo
para reconhecer 3-arvores que é um caso particular do algoritmo apresentado
na segao iii.2. Como no caso das 2-arvores, temos que o algoritmo de reco-
nhecimento de 3-4rvores apresenta complexidade de O(n).

Além disso, também podemos formular o seguinte algoritmo para reconhe-
cer 3-drvores planares.

Sdo conhecidos o grafo cordal G com n > 4, a seqliéncia s e os rétulos

R(v), v =5(¢), V1 < ¢ < n obtidos pela Busca em Largura Lexicogréfica.

Procedimento[3-arvore-planar]
3ARVOREPLANAR=VERDADEIRO
se | R(s(n))|# 0 entdo BARVOREPLANAR=FALSO
se |R(s(n —1))|# 1 entdo BARVOREPLANAR=FALSO
se |R(s(n — 2))|# 2 entdo SARVOREPLANAR=FALSO
para t = 3,n fazer
se | R(s(n—1))|# 3 entdo SARVOREPLANAR=FALSO
t=n-—4
enquanto t > 2 e BARVOREPLANAR=VERDADEIRO
se R(s(t)) # R(s(t — 1)) entdo
3ARVOREPLANAR=FALSO (G 3-arvore, nao planar)
t=1-1
se SARVOREPLANAR=VERDADEIRO entdo ”G 3-arvore planar”
sendo "G 3-arvore nio planar”
fim[3-arvore-planar]

Lema 31 A complexidade do procedimento 3-arvore-planar é de O(n).
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Como foi apresentado no Lema 22 da segdo iii.1, se uma 2-arvore verifica
que todos os seus conjuntos base tem multiplicidade um, entéo ela é um grafo
periplanar maximal. 5 natural entfio nos perguntar se as 3-rvores planares, ou
seja as 3-arvores que verificam que todos os seus conjuntos base tem multipli-
cidade um, formam algum subconjunto especial dos grafos cordais e planares.

Observamos primeiro que as 3-arvores planares sdo grafos cordais e planares.
Além disso, pelo Teorema 13 se¢do 1i.4 temos que as 3-arvores planares veri-
ficam que m = 3n — 6, ou seja contém o ndmero maximo de aresta admitidos
num grafo planar (Lema 3 segéo ii.1.1). Assim temos que as 3-4drvores planares
sao cordais e planares maximais.

Enunciamos o Teorema seguinite que garante que os grafos cordais e planares

maximais com pelo menos 3 vértices sao exatamente as 3-arvores planares.

Teorema 18 G ¢ 3-drvore planar se e somente se G contém pelo menos 3

vértices, € cordal e planar mazimal.

=)

Seja GG 3-arvore planar, entao G é cordal e m = 3n — %3(3 + 1) pelo Teorema
13 se¢do ii.4.

Como G 3-arvore planar entdo (G é planar.

Assim temos que & ¢é cordal, e G é planar maximal.

<)

Seja G cordal e planar maximal com n > 3, queremos provar que G é 3-arvore.
Assim teremos que G é 3-arvore planar.

Seja G = (V, E).

Por ser (@ cordal, temos que 3 s ordenacdo de V tal que G5 = (V, E,s) é
mondétono transitivo (ou seja MAdj(v;) é completo V1 <7 < n). E s éum
esquema de eliminagdo perfeita para G.

Além disso temos, por os resultados da sec¢do ii.3.1, que

m = Y d(s(i)), onde d(s(d)) =| Adj(s(i)) | em Hi = G({V -Uigjci-10j}) =
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G —A{vi,...v;_1}

Como temos que MAdj(v;) = Adj(vi) — {v1,...,vic1} = Adj(v;) em G —
{vi,...,vi—1} (sec¢do ii.2), entdo

m = S d(s()) = S | MAG(s(0)) = S5 | MAdj(v) |

Por outro lado temos que G é planar maximal, entdo m = 3n — 6.

E como G planar, entdo em particular, G ndo contém K.

Entdo se G planar temos que | M Adj(v;) |[< 4, V1 <1 < n (isto é pois se exis-
tir ¢ tal que | MAdj(v;) |> 4 entdo | MAdj(v;) U {v;} |> 5, e MAdj(v;) U {v;}
é completo. Entdao G contém Kj, o que é um absurdo).

Portanto temos que | M Adj(v;) |3, V1 <i<m.

Como Gy—1(8) = {vn,Vn_1}, entdo | MAdj(v,—1) |< 1.

Como Gy—2(8) = {Vn, Vn_1,Vn-2}, entdo | M Adj(vn_1) |< 2.

Como Gri(s) = {vn,...,vn-k},1 < k < n —3 contém mais de 3 vértices
distintos de vy,_g, entdo | MAdj(vn-k) |<3,1 <k <n-—3.

Assim temos que:

m=yr | MAd(v:) |[<1+2+3(n~3)=3n—6.

Se existir algim 1 < i < n tal que | MAdj(v;) | é diferente dos valores limite
dados anteriormente, entdo G' contém m < 3n — 6 arestas e portanto G nio é
planar maximal. Entdo G verifica com igualdade as trés condigGes.

Como G ¢ cordal, entdo | MAdj(v;) |=| R(v;) |, V1 <4 < n (Lema 17 secio
ii.3.2). Ent8o temos que G é cordal, | R(vn-1) |= 15| R(vn—z) [= V1 <k <
n—3,| R(vn—i) |=3 (observe que | R(v,) |= 0 pois G,(s) ndo contém vértices
diferentes de v,).

Assim pelo Teorema 16 segéo 1ii.2 para k = 3 temos que G é 3-4rvore.

111.5 Sintese do Capitulo

Neste capitulo foram apresentadas as idéias necessirias para trabalhar com
grafos periplanares maximais ¢ a Busca em Largura Lexicogrdfica. Foram

provados resultados importantes para o desenvolvimento dos préximos capitu-
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los. Fazemos um resumo dos resultados mais significativos.

O Lema 22 caracteriza os grafos periplanares maximais a partir das 2-
arvores e dos conjuntos base. Este Lema foi provado em KM89. Mencionamos
aqui que existe um trabalho posterior destes autores, aonde é fornecido um
algoritmo de tempo linear para o problema de isomorfismo numa classe de
grafos cordais que contém os grafos periplanares maximais (VKM92). Estes
resultados nao foram incluidos no capitulo, pois ndo sdo de utilidade para o
nosso trabalho.

O Teorema 16 permite determinar se um grafo é uma k-arvore utilizando
a Busca em Largura Lexicografica.

O Lema 27 determina os conjuntos base de uma k-drvore por meio dos
conjuntos monotonamente adjacentes dos vértices do grafo.

O Lema 28 perminte reconhecer os grafos periplanares maximais a partir
das 2-arvores e a Busca em Largura Lexicografica.

O Teorema 18 determina que as 3-arvores planares sdo exatamente os grafos

cordais e planares maximais com pelo menos 3 vértices.



Capitulo iv

Alguns Resultados em Grafos
Periplanares Maximais

Neste capitulo apresentamos resultados obtidos para os grafos periplanares
maximais, utilizando a Busca em Largura Lexicografica e aproveitando as in-
formacdes obtidas com o algoritmo de reconhecimento proposto no capitulo
anterior.

O problema de achar um ciclo Hamiltoniano para um grafo geral é NP-
completo (GJ79); no caso particular dos grafos periplanares biconexos, temos
pelo Lema 5 secéo ii.1.2 que eles contém um unico ciclo hamiltoniano. Por-
tanto o problema de achar o ciclo hamiltoniano num grafo periplanar biconexo
é trivial, no sentido que existe uma tnica resposta possivel para esse problema.
[& v4lida a mesma observagdo para os grafos periplanares maximais em parti-
cular.

Na segéo iv.1 é provado que a partir da Busca em Largura Lexicogréfica
temos as arestas interiores do grafo periplanar maximal, representadas pelos
rotulos dos vértices que verificam certa condicao. Este resultado serd utilizado
nas duas se¢Oes posteriores.

Em iv.2 é achado em tempo linear o tnico ciclo hamiltoniano de G, grafo
periplanar maximal, aproveitando a informagao obtida com a Busca em Largura
Lexicografica.

Em iv.3 achamos uma rotulacido recursiva dos vértices do grafo G peri-
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planar maximal, dada pelas larguras dos vértices. Esta largura é fornecida

também pelo algoritmo de Busca em Largura Lexicografica.

iv.1 Arestas Interiores e Exteriores em Grafos
Periplanares Maximais

O Lema 5 da secdo ii.1.2 nos permite obter informagéo importante respeito da
classificacido das arestas de um grafo periplanar biconexo em arestas exteriores
e interiores. Fsta classificagao serd utilizada nos resultados propostos nesta
SecAo € nas que se seguem.

Como j4 sabemos, os grafos periplanares maximais com no minimo 3 vértices
s&o biconexos, entio os grafos periplanares maximais com no minimo 3 vértices
possuem um tnico ciclo hamiltoniano. Assim podemos utilizar as defini¢oes de
arestas interiores e exteriores para esta classe particular de grafos periplanares
biconexos.

Podemos observar que toda aresta exterior de um grafo GG periplanar ma-

ximal com pelo menos 3 vértices é uma aresta que limita a face exterior de G.

Apresentamos a seguir o resultado que mostra a relacido entre os rétulos
obtidos pela Busca em Largura Lexicogréfica e as arestas interiores dos grafos
periplanares maximais. Este Teorema permitira obter o algoritmo da segio
iv.2 para achar o ciclo hamiltoniano, e também a defini¢do recursiva de grafos

periplanares com pelo menos 3 vértices da secdo iv.3.

Teorema 19 Sejam G periplanar mazimal n > 3, e s o esquema de eli-
minagdo perfeita para G obtido por uma Busca em Largura Lezicogrifica.

Entio V1 <i<n—3,R(v;) representa uma aresta interior de G.

Prova:
Seja s o esquema de eliminagao perfeita. Sejam Gi(s) = (Vi(s), E(Vi(s))) e
Vi(s)={veV:st(v)>i},1<i<n

Gn(s) € 1-clique. Gn_1(s) é 2-clique. Gp_o(s) é 3-clique. Todos esses grafos
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nao contém arestas interiores.

Faremos a prova por indugao.

O grafo G = G4(s) é periplanar maximal com n > 3.

Seja Gr—j(s), 3 < 7 <n —1 grafo periplanar maximal (pois ele é subgrafo de
G4(3)).

Entdo existe uma imersdo periplanar de G,_;(s) no plano onde todos os
vértices de GG,—j(s) se encontram na face exterior, para todo 3 < j <n —1.
Queremos provar que R(v;), 1 < i < n — 3 representa uma aresta interior de
G. Ou equivalentemente, que R(v,—;), 3 < j < n — 1 determina uma aresta
interior de G.

Seja vn_j = Va_j(s) — Va—(j—1)(s) para j fixo tal que 3 < j <n — 1.

Temos que n — 7 < n —3 < n— 2, entdo pelo Teorema 16 segio 1ii.2 para o
caso k =2 temos que | R(v,—;) |= 2.

Seja R(vn—j) = {a;,b;}, onde s7(u;) = aj, s7'(w;) = b;;
a;>n—jg,b;>n—j.

Entdo (u;,w;) € E (pois G é mondtono transitivo), e

(uj, ;) € E(Vaei())NE(Vae(j-1) () (s7(u) > n—j = 57 (w5) 2 n—(j—1),
assim u; € V,_(j_1y(s), idem para w; (w; € Va-(-1))-

Entao temos que os extremos da aresta e = (uj,v;) pertencem a V,_(;_1y(s)).
Queremos provar que e ¢ aresta exterior de Gy_(j_1)(s).

e e fosse aresta interior de Gy_(;_1)(s) entdo e pertence a dois tridngulos em
G-(j-1)(8). Ao acrescentar v,_; a G,_(;_1)(s), temos que e pertenceria a trés
tridngulos em Gy—;(s), 0 que é um absurdo pois (,_;(s) é periplanar maximal.
Entdo (uj,w;) é aresta exterior de G,_(j_1)(s).

Seja Grn—j(s) = (Va—j(8), E(Va-i(5))); Vai(s) = Var(j—1y(s) U {va_;}.
Acrescentando & imerséo periplanar de Gy—(j_1)(s) o vértice v,_; ¢ as arestas
(Vn—j» U3), (Vn—j,w;), temos agora uma imersio periplanar de Gr—j(s) onde
e = (u;,w;) é uma aresta interior de Gy,_;(s).

Assim, Vn — 1 > j > 3, R(va~;) = {a;,b;} determina a aresta interior de

Gn-i(s) e = (uj,w;), onde s (u;) = aj, s7'(w;) = b.
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Entdo V3 < j < n—1, R(vn—;) = {aj,b;} determina uma aresta interior de

G1(s) = G, e assim temos a prova do Teorema. N

iv.2 Ciclo Hamiltoniano para Grafos Peripla-
nares Maximais

J4 sabemos da importancia do ciclo hamiltoniano em grafos periplanares.
Nesta segiao vamos apresentar um algoritmo que, dado o grafo periplanar maxi-
mal G representado pelas listas de adjacéncia de todos os seus vértices, e dados
a seqliéncia s e os r6tulos R(v), Vv : s71(v) < n — 2 obtidos por uma Busca
em Largura Lexicogrifica em G, gera o tnico ciclo hamiltoniano em G.

Na segio anterior foi provado que os rétulos para os vértices v tal que s71(v) <
n — 2 representam as arestas interiores do grafo, onde cada vértice extremo da

aresta é numerado pelo complemento de largura.

O algoritmo para a determinacdo do ciclo hamiltoniano gera uma lista CI-
CLO com os vértices do grafo GG periplanar maximal na ordem em que apare-

cem no ciclo, obtida a partir das arestas exteriores do grafo.

As estruturas utilizadas no algoritmo sdo as seguintes:

As listas ARESTAS, ARESTAS-INTERIORES, ARESTAS-EXTERIORES e
CICLO sao seqlienciais.

A lista ARESTAS contém todas as arestas do grafo, onde os vértices estio
representados pelos complementos de largura, e cada aresta apresenta seus e-
lementos ordenados da seguinte maneira: o primeiro elemento no par é maior
que o segundo elemento.

A lista ARESTAS-INTERIORES é formada pelos rétulos dos vértices do grafo
v que verificam s7'(v) < n — 2 (cada aresta interior apresenta seus extremos

ordenados da mesma maneira que no caso de ARESTAS).
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A lista ARESTAS-EXTERIORES seré obtida a partir das outras duas listas de
arestas, ao substrair os elementos da lista ARESTAS-INTERIORES da lista
ARESTAS.

A lista CICLO é formada pelos vértices do grafo G periplanar maximal, com
seus nomes originais, na ordem em que eles se apresentam no tnico ciclo hamil-

toniano do grafo.

O procedimento Ciclo-Hamiltoniano gera, a partir das listas de ad-
jacéncia do grafo periplanar maximal G = (V, E) e do esquema de eliminagao
perfeita s dado pela Busca em Largura Lexicografica, a lista ARESTAS for-
mada pelas arestas do grafo cujos vértices sdo numerados pelos complementos
de largura s=(v), Yv € V.

Em seguida, os elementos da lista ARESTAS séo ordenados lexicografica-
mente utilizando a ordenagio por caixas.

Depois, sera gerada a lista ARESTAS-EXTERIORES, a partir das listas
ARESTAS e ARESTAS-INTERIORES (esta tiltima formada pelos rétulos dos
vértices do grafo que representam as arestas interiores, e que foi obtida pela
Busca em Largura Lexicogrifica).

Uma vez obtida a lista ARESTAS-EXTERIORES, o procedimento Gera-
Ciclo produz as listas de adjacéncia do subgrafo formado pelos vértices e as
arestas exteriores de G. Observe que estas listas sdo construidas a partir dos
complementos de largura dos vértices do grafo. Percorrendo os vértices deste
subgrafo segundo suas adjacéncias, obtemos o dnico ciclo hamiltoniano de G.
Procedimento[Ciclo-Hamiltoniano(G(V, E), s)]
nicio
para v €V fazer

pare w € Adj(v) fazer
se s71(v) > s7H(w) entdo incluir (s7(v), s (w)) em
ARESTAS.
ordenar lexicograficamente ARESTAS.
parav € V 1 s7(v) < n — 2 fazer

{seja R(v) = a,b}
incluir (a,b) em ARESTAS-INTERIORES.
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ARESTAS-EXTERIORES=ARESTAS - ARESTAS-INTERIORES.
Gera-Ciclo
fim[Ciclo-Hamiltoniano]

Procedimento[Gera-Ciclo(ARESTAS-EXTERIORES)]
mnicio
Veicto = {1: . ',n}
para ] € ‘/ciclo fazer adj(]) = @
pare e = (J, k) € ARESTAS-EXTERIORES fazer
adj(j) = adj(j) U k
adj(k) = adj(k)U j
{adi(1) = {w,y}}
CICLO(1)=s(1); CICLO(2)=s(x)
anterior=1; atual=2; ¢ = 3
enquanto i < n fazer
{seja adj(atual)={wy, ws}}
se wy=anterior entGo proximo=1w,
sendo proximo=1uw;
CICLO(¢)=s(proximo); i = ¢+ 1
anterior=atual; atual=proximo
fim[Gera-Ciclo]

Lema 32 A complexidade do procedimento Ciclo-Hamziltoniano € de O(n).

Prova:
I fornecido ao procedimento Ciclo-Hamiltoniano um grafo periplanar maxi-
mal; o nimero de arestas do grafo é entdo 2n—3, e assim o nimero de iteragdes
necessarias para gerar a lista ARESTAS é de O(n). A ordenagao por caixas
da lista ARESTAS é também de O(n). A construcao da lista ARESTAS-
EXTERIORES consta de um percurso simultineo das listas ARESTAS e
ARESTAS-INTERIORES, ambas ordenadas. Isto garante a linearidade.

O procedimento Gera-Ciclo é linear. De inicio percorre a lista ARESTAS-
EXTERIORES e em seguida os vértices do grafo. Ambos os percursos sio de
O(n). 1
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a

d

Figura iv.1 Exemplo para determinar ciclo Hamiltoniano

Exemplo:
Seja G' = (V, ) um grafo periplanar maximal dada pela seguinte lista de ad-

jacéncias (grafo da Figura iv.1):

v Adj(v)
a bt
b afc
¢ b,d,ef
d c,e
e cd,f
f ab,c,e

E seja a saida da Busca em Largura Lexicografica para G-
v s7Y(v) R(v)
a 6 -
b 4 6,5
c 3 5,4
d 1 3,2
e 2 5,3
f 5 6

Todas as arestas do grafo (G ordenadas lexicograficamente, onde temos cada
vértice extremo dado pelo complemento de largura correspondente, séo:
ARESTAS=(2,1),(3,1),(3,2),(4,3),(5,2),(5,3), (5,4),

(6,4, (6,5)

As arestas interiores ordenadas lexicograficamente estdo dadas por:

ARESTAS-INTERIORES=(3,2), (5,3), (5,4)
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E as arestas exteriores sio:

ARESTAS-EXTERIORES=(2,1),(3,1), (4,3), (5,2), (6,4), (6,5)

Assim temos o ciclo hamiltoniano de G na lista encadeada CICLO a seguir:

CICLO=d, ¢, f,a,b, c

iv.3 Rotulacao Recursiva para Grafos Peripla-
nares Maximais

A definicdo de 2-drvore é uma defini¢ho recursiva. Vamos utiliza-la, junta-
mente com os resultados obtidos no Lema 22 da secdo iii.1, para obter uma
defini¢ao recursiva de grafos periplanares maximais, equivalente a defini¢do

tradicional.
Lembramos a defini¢do de 2-arvore:

Um grafo G é uma 2-arvore se verifica a seguinte definicao recursiva:
1. Uma aresta é uma 2-arvore de dois vértices.
2. Dada uma 2-arvore 1, de n vértices, uma 2-drvore de n + 1 vértices é
obtida quando acrescentamos um novo vértice que é adjacente exatamente a

os vértices extremos de uma aresta em T,,.

Sabe-se pelo Lema 22 da sego iii.1 que uma 2-arvore tal que todos os seus
conjuntos base tem multiplicidade um é um grafo periplanar maximal. Ent&o
podemos definir agora grafos periplanares maximais a partir da definicdo de
2-arvores, ao acrescentar a condi¢do para os conjuntos base. Como os con-
juntos base numa 2-arvore podem ser identificados com os rétulos obtidos por
uma Busca em Largura Lexicogréfica para v : s7'(v) < n — 2 (Lema 27 secio

iii.2 para k = 2), e esses mesmos rétulos sio identificados com as arestas in-
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teriores num grafo periplanar maximal (Teorema 19 segdo iv.1), entdo temos

a definigdo a seguir:

Um grafo G é periplanar maximal com n > 3 se verifica a seguinte definigdo
recursiva:

1. K3 é grafo periplanar maximal de 3 vértices.

2. dado um grafo periplanar maximal H de n vértices, obtemos um grafo peri-
planar maximal G de n + 1 vértices ao acrescentar um novo vértice adjacente

exatamente aos vértices extremos de uma aresta da face exterior de H.

No artigo BJM79 é apresentada a rotulacdo recursiva de um grafo peripla-
nar maximal que reflete a maneira na qual o grafo foi construido, em relagéo
a defini¢do recursiva de grafos periplanares maximais dada acima. Esfa ro-
tulacdo é utilizada para dar a seqiiéncia de graus do grafo periplanar maximal,
e por sua vez esta seqiiéncia é usada para obter um algoritmo linear para
isomorfismo de grafos periplanares maximais,

Damos agora a definicdo de rotulacdo recursiva de um grafo periplanar

maximal (BJM79):

Um grafo periplanar maximal G com n > 3 vértices é rotulado recursi-
vamente se:
i) os vértices rotulados 1,2,3 compdem um tridngulo em G.
ii) cada vértice com rétulo £ : 3 < k£ < n é adjacente a exatamente dois vértices

com rétulo menor estrito do que k.

Vamos provar que a numeracdo dada pelas larguras obtidas por uma Busca
em Largura Lexicografica é uma rotulagdo recursiva para G grafo periplanar

maximal.

Teorema 20 Seja G um grafo periplanar mazimal com n > 3 vértices. Seja s

um esquema de eliminagdo perfeita para G obtido por wma Busca em Largura
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Lezicogrdfica. Entdo a numeracio dada pelas larguras correspondentes a cada

vértice em G € uma rotulagio recursiva do grafo periplanar mazimal.

Prova:

Seja G periplanar maximal, e seja largura(v) = n+1~s"1(v), onde s7'(v) éo
complemento da largura de v obtido por uma Busca em Largura Lexicografica
para G.

i) os vértices v com largura(v) = 1,2,3 compbem um triangulo. Esses 3
vértices correspondem aos vértices com complemento de largura n,n—1,n—2.
Como G é periplanar maximal com pelo menos 3 vértices, entdo G é cordal,
G contém 2-clique e ndo contém 4-clique, e m = 2n — 3. Assim ( verifica as
condi¢gbes do Teorema 13 secdo ii.4. Entdo pelo Teorema 16 segio iii.2 e o
Lema 17 secéo ii.3.2,temos que | R(v,) |=| MAdj(v,) |= 0, | R(vn-1) |=

=| MAdj(vp—1) |= 1, | R(vn_2) |=| MAdj(vn—2) |= 2 e assim temos também que
MAdj(v,) = 0, MAdj(v—1) = {vn}, MAdj(vn—2) = {vn, vn-1}-

ii) seja v tal que largura(v) =k, k > 3.

Sabe-se que largura(v) =n + 1 — s71(v); entdo, s™*(v) =n+1 — k.

Como n+1—k < n+1-3 = n—2, podemos concluir que R(v) = {11 # 15 }. Isto
é pois se G é periplanar maximal, entdo G verifica o Teorema 13 da secdo ii.4
para o caso particular & = 2 pois G é cordal, G contém 2-clique e néo contém
4-clique e m — 2n — 3. Entdo pelo Teorema 16 secdo iii.2, R(v) = {41,422},
w>st)=n+1-kiz>s(v)=n4+1—k.

Sejam 41 = s (v;,), 42 = s (w;,).

largura(vy,)) =n+1—d=n+1—-sHv,)<n+1-s(v)=k
largura(v,) =n+1—tg=n+1—5"(v,) <n+1-sv)=k

Entdo, a numeracgao dada pelas larguras dos vértices de ¢ é uma rotulacio

recursiva pois verifica a definicio. §



iv.4. Sintese do Capitulo 71

iv.4 Sintese do Capitulo

Neste capitulo foram apresentadas algumas aplicacdes da utilizacdo da Busca
em Largura Lexicogréfica nos grafos periplanares maximais.

Dois resultados podem ser destacados no capitulo. O primeiro, obtido no
Teorema 19, provando que as arestas interiores dos grafos periplanares maxi-
mais podem ser representadas com os rétulos obtidos pela Busca em Largura
Lexicografica. Este resultado foi utilizado para estabelecer o tnico ciclo hamil-
toniano do grafo periplanar maximal.

O segundo, fornecido pelo Teorema 20 obtém uma rotulagdo recursiva de
um grafo periplanar maximal, utilizando também a Busca em Largura Le-
xicografica. Este resultado pode ser utilizado para o tracado automético de

grafos periplanares maximais.



Capitulo iv. Alguns Resultados em Grafos Periplanares Maximais



Capitulo v

Grafo Coroa

Neste capitulo apresentaremos uma nova familia de grafos periplanares maxi-
mais, os grafos coroa, e uma série de resultados obtidos a partir deles.

Na secao v.1 é dada a definigdo da familia, sio apresentadas importantes
caracteristicas que estes grafos possuem.

Na secio v.2 definimos o dual geométrico de um grafo planar, e provamos
que o dual geométrico fraco dos grafos periplanares maximais possui carac-
teristicas especiais. O dual geométrico fraco dos grafos coroa é particularmente
estudado.

Na secio v.3 estudamos propriedades dos grafos coroa. A relacao esta-
belecida entre o dual geométrico fraco do grafo coroa e o dual geométrico
dos grafos periplanares maximais em geral permite obter o seguinte resul-
tado: qualquer grafo periplanar maximal esta contido em algum grafo coroa.
Também é possivel determinar, dado um grafo periplanar maximal, qual é o

menor grafo coroa que o contém.

v.1 Caracterizacao de Grafos Coroa

O grafo coroa CR; = (V;, E;),7 > 0, é definido recursivamente da seguinte
maneira:

i) CRy = K3,

ii) Dado CR;,j > 0, definimos CR;4, assim:

73
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Acrescentar 3(27) vértices no grafo CR;, cada um dos quais adjacente aos dois

extremos de uma aresta diferente da face exterior de CR,;.

Teorema 21 1. CR;,Yj > 0, € 2-drvore.
2. CR;,Vj >0, é periplanar mazimal.

Prova:

1. Imediato pela definigao (acrescentar um por um os 3(27) vértices de maneira
de garantir que com cada vértice acrescentado, o novo grafo é 2-drvore).

2. Por indugdo. 'l'emos que CRy = K3 ¢é periplanar maximal.

Suponhamos que CR; é periplanar maximal, e provaremos que CR;j1 ¢ peri-
planar maximal. As arestas acrescentandas a CR; para obter CR;1 permitem
obter o ciclo exterior de CR;y1 com todos os vértices da scguinte maneira:
Como CR; ¢ periplanar maximal, entdo existe uma imerséo periplana de CR;
onde todos os vértices pertencem a face exterior. Acrescentar a esta imersao os
3(27) vértices, cada um dos quais é adjacente aos dois extremos de uma aresta
exterior diferente de CR;. Desta maneira temos uma imersdo periplana de
CR;4+1 onde todos os seus vértices pertencem a face exterior. Assim temos que

é vélido o paso indutivo e portanto é vélido que CR; é periplanar maximal. &

Teorema 22 1. n; =|V;|= 3(2%).
2. m; =| Ej|=3(27t1 —1).
3. CR;,Vj >0, tem grau mdzimo 2(5 + 1).

Prova:
1. E imediato pela definigio.
2. Pelas partes 1. e 2. do Teorema 21, CR; contém 2n; — 3 arestas (isto é pois
tanto as 2-arvores quanto os grafos periplanares maximais tem essa relacio

entre nimero de vértices e arestas). Entdo temos que | E; |= 2(3.(29)) — 3 =
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3(29H —1).
(Uma outra prova por Indugéo. Se j = 0 entdo no = 3,mg =3 = 3(2F —1).

Supor vélido para j = k,ng = 3(2%),my = 3(2"* — 1), e seja j =k + 1,

ngp1 = 3(2FF1)
M1 = Mg+ 2ny, = 3(2FF1 — 1) +6(2F) = 3(2"+') — 34 3(2F1) = 6(2") -3 =
3(26+7) — 3 = 3(2%*2 — 1) = 3(2" - 1).)

3. Por Indugdo. Se 7 = 0 é valido.

Suponhamos vélido para j = k, ou seja o grafo tem grau méaximo 2(k + 1)
(hipétese indutiva). Seja j = k4 1. Os graus de todos os vértices em CR;
sdo acrescentados em 2 (pois cada vértice no grafo CR; é um vértice na face
exterior e é extremo de duas arestas exteriores).

Assim, pela hipdtese indutiva temos que o grau méaximo em CR; é 2(5 + 1) =
2(k+1) e entdo o grau maximo em CR;1q serd 2(k+1)+2 =274+2 =2(5+1),

e temos que é valido o resultado. 1

Teorema 23 Se j = 0 entdo existem exatamente 8 vértices de grau 2 em CRy.
Se 3 =1 entdo C Ry conlém 8 vértices de grau 2 e 8 vértices de grau 4.

Se j > 1 entdo CR; contém § vértices de grau 2(j+1), e 3(2%) vértices de grau
2( —1),0<: <5 -1

Prova:

A prova é semelhante a prova feita na parte 3 do Teorema anterior. I

Observe que o grafo CR;, 7 > 0, contém a metade de seus vértices de grau
2. Pelo Teorema 23 temos que, para todo j > 1, CR; contém 3(27~1) vértices

de grau 2, e pela defini¢io temos que | V; |= n; = 3(27), portanto temos que
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Figura v.I Duas imerses planas diferentes do mesmo grafo

o nimero de vértices de grau 2 em CR; é n;/2. Para os casos particulares

j = 0,1 também é vaélido.

v.2 Dual Geométrico de um Grafo Periplanar
Maximal

Seja G = (V, E) um grafo planar. O dual geométrico G* = (V*, £*) é cons-
truido da seguinte maneira:

Seja G' uma imersdo de G no plano. Para cada face de G/, criar um vértice em
V*. Para cada aresta e € F, criar uma aresta ¢* € E* da seguinte manecira.
Se duas faces de G' compartilham uma aresta e € F, unir o vértice correspon-
dente a cada face por uma aresta e* € E* atravessando a aresta e. No caso
particular de uma aresta em (G pertencer a uma tnica face de G', esta aresta
dé4 origem a um lago no vértice de V* correspondente a tal face.

O resultado desta construgio é um pseudografo (pode conter lagos e/ou arestas

multiplas).

G* contém lagos se e somente se G contém vértices de grau um.
G* contém arestas multiplas se e somente se G tem pelo menos duas faces com

duas arestas ou mais em comum.

Dado um grafo planar, diferentes imersdes do mesmo grafo no plano podem

produzir duais geométricos diferentes. Um exemplo pode ser visto na Figura
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Figura v.2 Um grafo planar G e o seu dual geométrico fraco T

v.l.

Dado um grafo planar G ¢ G uma imersdo plana de G, sejam G* o dual
geométrico de G e vy, € V* o vértice correspondente & face exterior de G'.
Chamamos a T' = G* — vy, de dual geométrico fraco de G . Na Figura v.2

temos um grafo planar G e o seu dual geométrico fraco 7T'.

Neste capitulo utilizaremos o dual geométrico fraco de um grafo, e néo o
dual extendido ou modificado, utilizado na literatura para trabalhar com os
problemas de isomorfismos em grafos periplanares biconexos (Sy78, Sy82).

Seja agora G um grafo periplanar maximal com n > 3.

Pelo Corolério 3 se¢ao 1i.1.2 temos que todo grafo periplanar biconexo tem
uma Unica imersdo periplana a menos de imagem especular. Agora estamos
interessados no dual geométrico fraco de um grafo periplanar maximal que
é biconexo. FKEntretanto estas duas imersdes ndo apresentam dificultade na
hora de trabalhar com o dual geométrico fraco. Os duais geométricos fracos
de um grafo periplanar maximal e seu grafo imagem especular sao arvores
isomorfas (no sentido comum). Entao nao existe ambiguidade na obtengio do

dual geométrico de um grafo periplanar maximal, para n > 3.

B possivel provar que G é periplanar biconexo se e somente se seu dual
geométrico fraco ndo contém ciclos (FGH7Y).

O dual geométrico fraco associado com um grafo periplanar biconexo nao
determina univocamente o grafo periplanar biconexo. Observe os exemplos na

Figura v.3.

Neste capitulo estamos interessados em grafos periplanares maximais com
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pelo menos 3 vértices, e portanto as provas a seguir séo feitas obedecendo a

esta condicao.

Lema 33 Seja G um grafo periplanar mazimal, n > 3. Entdo G* — vy, € uma

drvore de n — 2 vértices.

Prova:
Primeiro provaremos que G* — vy, é um grafo.
Como GG é um grafo periplanar maximal, n > 3, entdo (G é uma 2-arvore e
n > 3, portanto GG é biconexo. Entdo G ndo contém vértices de grau um. Logo
G* nao contém lagos.
Cada aresta interior de (¢ € uma aresta comum a duas faces interiores de G.
Os vértices de G* correspondentes as faces interiores de G que contém vértices
de grau dois, tem arestas miiltiplas incidentes (estas arestas também s&o inci-
dentes ao vértice correspondente a face exterior de G, vy,). Isto é pois existem
duas arestas que limitam a face exterior de G' que contém vértice de grau dois.
Os vértices de G* correspondentes as faces interiores de G que nao contém
vértices de grau dois, tém, no méximo uma aresta incidente.
Entao, seja G* — vy, o grafo obtido ao eliminar de G* o vértice correspondente
a face exterior.
G* — vy, ndo contém lagos (G* — vy, é subgrafo de G*) e G* — vy, ndo contém
arestas muiltiplas (pois foram eliminadas as dnicas arestas miltiplas de G*).
Portanto G* — vy, é um grafo.
Agora provamos que G* — vy, é uma arvore de n — 2 vértices.
Seja T' = G* — vy, = (V(T), E(T)).
O grafo T' ¢ conexo pois G* — vy, é conexo.
Temos que | V(T") |=|V(G)| —1 = n — 2, pois o nimero total de faces de um
grafo periplanar maximal com n > 3 é n — 1, e eliminando o vértice correspon-
dente a face exterior temos n — 2 vértices correspondentes as faces interiores
de G.

E temos que | E(T") |= n — 3 pois num grafo periplanar maximal com n > 3
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/

Figura v.3 Grafos nio isomorfos com o mesmo dual geométrico fraco

A A
A A

PFigura v.4 Grafo coroa CR; e o seu dual geométrico fraco 15

existem n — 3 arestas interiores, cada uma das quais é comum a duas faces

interiores. I

Lema 34 Seja G um grafo periplanar mazimal, n > 3. Seja T' = G* — vy,.
Entdo d(v) < 3, Vv e V(T).

Prova:

Suponhamos que existe v € V(T') tal que d(v) > 3. Entdo a face interior
correspondente ao vértice v é limitada por d(v) > 3 arestas.

Isto é um absurdo pois G é um grafo periplanar maximal, portanto cada face
interior de G é um tridngulo (limitada por 3 arestas).

Entdo temos que d(v) < 3,Yv e V(T). 1

Vamos considerar a notagao seguinte: dado CR;, o grafo coroa de n; = 3(27)
vértices, o dual geométrico fraco de CR; é notado por T; = (V(T3), £(1})). Ve-

mos na Figura v.4 os desenhos de CRy e T3 .
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Podemos definir recursivamente o grafo T},Vj > 0, a partir da definigéo de

dual geométrico fraco de um grafo e da definicdo recursiva do grafo Coroa CR;.

O dual geométrico fraco de CR;, T; = (V(Tj), E(1})), 7 > 0 é definido
recursivamente da seguinte maneira:
i) T} é o grafo estrela de 4 vértices.
ii) Dado T}, o dual geométrico de CR;, j > 1, Tj41 o dual geométrico de CR; 41
é obtido de T} ao acrescentar 2 vértices de grau 1 adjacentes a cada uma das

folhas de Tj.

Lema 35 Seja T; o dual geométrico de CR;, 5 > 0.
Entdo nt =|V(15)|=3(2) — 2, m} =| E(T})|=3(27) - 3.

Prova:

Imediato das defini¢oes de CR; e T5. 1

Observe que dado Tj, 5 > 0, o grafo periplanar maximal CR;, 7 > 0 tal
que o seu dual geométrico fraco é T} fica univocamente determinado. Isto é
pois os vértices em T identificam faces interiores do grafo periplanar maximal
cujo dual geométrico fraco é 1}, e as arestas em 7T determinam as adjacéncias
entre faces interiores no grafo. Como o grau de cada vértice ndo folha em
T; é 3, ndo existe ambigtidade para determinar o grafo periplanar maximal
associado. Entdo, podemos obter uma imersio periplana do grafo periplanar
maximal cujo dual geométrico fraco é T; utilizando a informacio respeito de

faces interiores € adjacéncia entre as mesmas.

Lema 36 Seja T; o dual geométrico fraco do grafo coroa CR;. Entio Vv €
V(T;), d(v) =3 ou d(v) = 1.
E mais, o nimero de vértices de grau 8 em T; € n3/2 — 1, e o nidmero de

vértices de grav 1 em T; € 71?/2 +1.
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Prova:
Provamos por indugao em j.

Seja j = 1 entéio temos que Gy = CRy, n} = 3(2')—2 = 4. Verifica-se portanto

que todos os vértices em T tem grau 1 ou 3, e que | {v : d(v) = 1} |= 3 =
nif2+1,e|{v:dv)=3}=1=n}/2 -1

Suponhamos agora que o lema é valido para 7 = k, e o provaremos para
j=k+1.

Pela hipdtese indutiva temos que a drvore Ty = (G* — vy,) verifica:

) Vo € V(T),d(v) = 1 ou d(v) = 3,

) [{o: d(v) = L} 1= B — 2/2 + 1,

iii) | {v : d(v) = 3} [= [3(2F) — 2]/2 — 1.

Seja Tpp1 = Gy — Vg = (V(Ths1), E(Thr1))-

Ti41 é obtido ao acrescentar 3(2F) vértices em T}, cada um dos quais é adja-
cente a uma das folhas de T}, de maneira tal que cada folha em T}, é adjacente
a dois novos vértices em Tyyq.

Entédo, Vv € V(T}) : d(v) = 3, v néo foi modificado e continua com grau 3 (e
temos [3(2%) — 2]/2 — 1 vértices nesta condigio).

Temos que Vv € V(1}) : d(v) = 1, v tem aumentado seu grau de 1 para 3.
Finalmente, temos que Vv € V(TLy41) — V(T%), d(v) = 1.

Entao, em Tjyq temos:

{0 € V(Tirn) : d(v) = 3} =1 {v € V(Ti) : d(v) =3} + [{o € V(T3 : d(v) =
1} = [3(2%) — 21/2 — 1+ [3(2%) — 2)/2+ 1 = [3(2) — 2}2/2 = [3(2*+) — 4)/2 =
[B(2*Y) —2]/2—1=n}/2 - 1.

e em Tryy temos:

{0 € V(Tuw) © d@o) = 1} = 3(2%) = 3(2+)/2 = [32+) — 2 1 2]/2 =
[B(25) —2]/2+1=mn}/2+ 1.1
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v.3 Propriedades dos Grafos Coroa

Nesta se¢ao provaremos propriedades importantes, que fazem dos grafos coroa
uma familia especial dos grafos periplanares maximais. A seguir apresentamos
definigoes necessarias nas provas posteriores.

Denomina-se distancia entre dois vértices v, w de um grafo, d(v,w), ao
comprimento do menor caminho entre v ¢ w. Chamamos excentricidade de
um vértice v € V' ao valor da distancia maxima entre v e w, Vw € V. O cen-
tro de um grafo G, centro(G) é o subconjunto dos vértices de excentricidade
minima. O didmetro de um grafo G, diam(G), é a maxima excentricidade

entre as excentricidades de todos os seus vértices.

O Lema a seguir estabelece o diametro do dual geométrico fraco de um

grafo coroa.
Lema 37 Seja o grafo coroa G; = CR;, 7 > 0. Entdo diam(T};) = 2j.

Prova:

Provamos por indugdo em j.

Se j =0, diam(Tp) = 0.

Suponhamos que diam(T;) = 29. Provaremos que diam(Tj41) = 2(7 + 1).
T4 difere de T em 3(27) vértices de grau 1, todos eles adjacentes a folhas de
T;. Entdo o caminho mais longo em Tj41 é obtido ao acrescentar dois novos
vértices no caminho mais longo de Tj.

Assim temos que diam(Tj41) = diam(T;) +2=274+2=2(5 +1). 1

O Lema a seguir relaciona os duais geométricos fracos de um grafo peripla-

nar maximal qualquer e os dos grafos coroa.

Lema 38 Seja G um grafo periplanar mazimal, n > 3. Seja

r = [diam(T(G))/2].
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Entio T(G) ¢ subgrafo de T; para todo j > r, e T(G) ndo € subgrafo de Ty
para todo k < r.

Prova:

Seja v = centro(T(G)) (se centro(T(G)) tiver mais de um vértice, escolher
qualquer um dos vértices do centro).

Se d(v) = 3, nada a fazer; sendo completar com vértices adjacentes a v até
obter o grau de v igual a 3.

Consideramos os vértices situados a distancia 1 de v.

Se todos esses vértices tem grau 1, parar. Sendo, se existir algum desses vértices
de grau menor que 3, completar com vértices adjacentes até obter o grau dos
vértices a distancia 1 de v de grau 3.

Repetir para vértices a distancia ¢ de v, 1 <2 <r.

Assim completaremos a drvore T'((), obtendo uma arvore tal que os vértices
s&o folhas ou tem grau 3, onde temos n* = 3(2") — 2, m* = 3(2") -2 -1 =
3(2") — 3, que é a arvore de T;.

Se j > r entdao T((G) é subgrafo de T, que por sua vez é subgrafo de Tj.
Concluimos entado que T'(G) é subgrafo de T; para todo j > r, provando a
primeira parte do Lema.

Vejamos agora o caso em que k£ < r. Separamos a prova em dois subcasos,
segundo diam(T'(G)) seja par ou impar.

Se k < r e diam(T(@)) é par entdo r = [diam(T(G))/2] = diam(T(QG))/2,
e portanto temos que 2k < 2r = diam(T(G)) e 2k = diam(1'(x)), entdo
diam(Ty) < diam(1'(G)). E assim T'(G) nédo é subgrafo de Ty para k < r e
diam(T'(G)) par.

Se k < r e diam(T(G)) é impar entdo temos que diam(T'(G)) = 2d + 1
er = [diam(T(G@))/2] = d + 1, portanto temos que 2k < 2r = 2d + 2,
assim temos que 2k < 2d + 1 = diam(T(QG)). X impossivel que 2k seja
igual a diam(T'(G)) pois 2k é par e diam(1'(G)) é impar. Entdo temos que
2k < diam(T(G)), e assim T'(G) néo é subgrafo de T}, para todo k < r, e assim

temos a segunda parte do Lema. &
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Apresentamos agora um procedimento que dado um grafo periplanar ma-
ximal com pelo menos 3 vértices G, produz uma nova numeragao dos vértices
do grafo, considerando-se a estrutura das faces interiores. Esta numeragao sera

utilizada na prova do Teorema 24.

Seja G um grafo periplanar maximal, n > 3.
Numeramos os vértices de (G pelas suas larguras dadas por uma Busca em
Largura Lexicografica de (. Pelo Teorema 20 segdo iv.3, esta numeracdo é
uma rotulagdo recursiva de G.
Numeramos, em seguida, cada face interior de GG pela largura do vértice de
maior largura pertencente a essa face.
Obtemos assim a drvore T(G) = G* — vy, com os vértices numerados pelos
valores dados a cada face interior (numerados de 3 até n).
Determinamos o centro da drvore T'(G). O centro pode ter um ou dois vértices
no centro. Se T'(() tiver mais de um vértice, escolhemos qualquer um deles.
Finalmente, determinamos o diam(T(Q)).
Seja agora r = [diam(T(G))/2].
Executamos novamente a Busca em Largura Léxicogrifica para G, mas es-
colhendo como primeiro vértice a ser percorrido um dos vértices de G que
pertence a face interior de ¢ cujo vértice associado em T'(G) foi centro esco-
lhido anteriormente. Continuamos a busca de maneira tal que os 3 vértices
desta face interior especial, sejam numerados com larguras 1, 2 e 3.
Ao finalizar a busca, temos wma nova numeragio das larguras dos vértices de
G que pode ou ndo coincidir com a primeira numeragao obtida pela Busca em
Largura Lexicografica. Mas esta numeracio das larguras permitird garantir

que G esta contido no grafo coroa CR,.

Exemplo:

Seja. G o grafo da Figura v.5.
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a b c
gg ;6 d
f

1 2 5

Pigura v.6 Grafo da figura anterior numerado pelas larguras

Suponhamos que foi realizada wma Busca em Largura Lexicogréafica em G e

foram obtidas as larguras dos vértices dadas na Figura v.6.

Numeramos agora as faces interiores do grafo da seguinte maneira, para
cada face interior de G, determinar o valor de largura maximo entre os vértices
que determinam tal face. Obtemos entdo a numeracgao das faces interiores dada
na Figura v.7. Nessa mesma figura temos T'((), o dual geométrico fraco de G
com os vértices numerados de acordo com a numeracgdo das faces interiores.

O centro de T(G) é formado pelos vértices 4 e 5. O diametro de T(G) é
igual a 3. Portanto r = [diam(1'(G))/2] = 2. Assim T'(G) estéd contido em T
o dual geométrico fraco de CRy, o grafo coroa com n = 3(2%) vértices.

Escolhemos v = 4. _
Executamos uma Busca em Largura Lexicografica em G onde os vértices de
largura 1,2,3 correspondentes aos vértices da face 4 (b,e,g). Obtemos assim

uma nova numeracao dos vértices do grafo G pelas larguras da dltima Busca

Figura v.7 Grafo onde as faces interiores sdao numeradas
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Figura v.8 O grafo do exemplo como subgrafo de CR,

em Largura Lexicografica. Na Figura v.8 temos o grafo com a nova numeracao,

que estd contido em CRj.

Pelo Lema 38, temos que o dual geométrico fraco de um grafo periplanar
maximal com pelo menos 3 vértices estd contido no dual geométrico fraco de
todos os grafos coroa CR;, 5 > r, e r é o minimo inteiro que verifica essa
inclusdo. O Teorema 24 prova que um grafo periplanar maximal esta contido
em todos os grafos coroa CR;, 7 > r, e r é o menor inteiro que verifica esta

condigdo.

Teorema 24 Seja G um grafo periplanar mazimal, n > 3. Entio G € subgrafo

de CR,, onde r = [diam(T'(G))/2].

Prova:

Aplicamos o procedimento anterior ao grafo G para obter uma numeracdo das
larguras dos vértices de G com os vértices de largura 1, 2 e 3 sendo os vértices
da face interior que esta associada a um dos vértice do centro de 7'(G). Deve-
mos provar que G é subgrafo de CR;. Para isso, fazemos a construgio seguinte.
Seja G; = (V;, E;), onde temos que os vértices de G estdo numerados pelas suas
larguras obtidas do procedimento anterior.

Go = G(Ve), Vo = {1,2,3}.

G; = GV;),1 <i<r,onde V; = V;_1U {vértices de G adjacentes exclusiva-
mente com vértices de V;_1}.

Observe que cada conjunto V; difere de V;y; em 3(2i) vértices, 0 <z <7y —1.

Observe também que G, = G, pois diam(T(G))/2 = r. Entdo temos pela



v.4. Sintese do Capitulo 87

definicao de grafo Coroa, que G = G, C CR, C CR;,Vj > r.
E assim G é subgrafo do grafo coroa CR,.

Além disso, temos que r é o menor indice que verifica tal condicdo. i

v.4 Sintese do Capitulo

Neste capitulo foi apresentada uma nova familia de grafos, os grafos coroa.
Estes grafos formam uma seqliéncia que verifica uma propriedade importante
provada no Teorema 24: todo grafo periplanar maximal est4 contido num grafo
coroa CR; para um valor j conveniente. Utilizando este lema, podemos concluir

também que todo grafo periplanar estd contido num grafo coroa conveniente.



Capitulo v, Grafo Coroa



Capitulo vi

Conclusoes

Neste trabalho foi estudada a classe dos grafos periplanares maximais, e como

uma extensao, a classe das 3-arvores planares.

Foi apresentada a caracterizacio dos grafos periplanares maximais dada
em KM89, utilizando 2-arvores e conjuntos base. Esta caracterizacdo permitiu
estabelecer um novo algoritmo para reconhecer os grafos periplanares maxi-
mais, utilizando a Busca em Largura Lexicogréafica. O algoritmo difere das
idéias do algoritmo de reconhecimento de grafos cordais e planares dado no
trabalho KM89 na utilizagéo dos rétulos R(v). Além disso, a extensio obtida
para o caso das 3-arvores planares, motivou a observagao feita no capitulo iii,
a respeito das 3-arvores planares serem os grafos cordais e planares maximais

(Teorema 18 capitulo iii).

Todo esses resultados, tiveram como conseqiiéncia uma melhor compreenséo
tanto da classe dos grafos cordais planares, como das 2-arvores e 3-arvores em
particular. Apresentamos na figura vi.1 um esquema que estabelece os mem-
bros das diferentes classes de grafos que formam a intersecéo dos grafos cordais
e planares. As intersecOes das diferentes classes de grafos que nédo apresentam

grafos sao vazias.

O Teorema 20, visto no capitulo iv, prova que a numeracao dada pela Busca
em Largura Lexicografica num grafo periplanar maximal é wma rotulacdo re-

cursiva dos vértices, o que permite unificar o algoritmo de reconhecimento com

89
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Figura vi.1 Intersecdo planar cordal
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a geracao de uma tal rotulagao.

Por outro lado, nosso trabalho permitiu a defini¢cio de uma classe de grafos
periplanares maximais com caracteristicas particulares, os grafos coroa que
foram apresentados no capitulo v, onde podemos destacar o Teorema 24.

Como propostas para desenvolvimentos futuros enunciamos as seguintes:

i) Aproveitar propriedades de uma familia especifica de grafos com objetivo
de melhorar a complexidade de algoritmos é um recurso bastante utilizado na
literatura. Por exempo, no seu trabalho F87, Frederickson apresenta uma
melhora do Algoritmo de Dijkstra para o problema de caminhos minimos de
fonte simples em grafos planares. Para obter tal melhora, é proposta uma
fase de preprocesso, a qual gera uma divisao do grafo planar em regides. Esta
divisdo é obtida utilizando o algoritmo separador de Lipton e Tarjan (LT79).
Nossa idéia para trabalhar na classe dos grafos periplanares, é, aproveitando
os resutados obtidos nesta tese, propor uma divisdo do grafo periplanar em
regides, de maneira tal que a fase de preprocesso do algoritmo de Frederickson
seja simplificada.

ii) Pelos mesmos motivos ji expostos, propomos estudar os algoritmos
de tracado de grafos planares para verificar se a aplicagdo dos mesmos a
grafos periplanares maximais pode ser simplificada. Algoritmos de tragado
de grafos planares sdo, geralmente, lineares porém de grande dificuldade de
implementagcao.

iil) Estudar as classes de grafos obtidas pela relaxa¢do das condigbes nas
caraterizagoes de grafos periplanares, como por exemplo os grafos série paralelo

e os grafos Halim (Sy86), assim como os grafos k-periplanares.
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