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Capítulo i 

Preliminares 

i.1 Introdução 

Grafos periplai~ares coixstituein uma importante siibclasse de grafos planares. 

Como estes, admitein, também, uma representação geométrica especial. Grafos 

planares podem ser desenhados no plano de tal maneira que os vértices são 

representados por pontos, as arestas são represeiltaclas por linhas conectanclo 

vértices, e o úilico ponto comum entre duas arestas é um vértice (não existe 

cruzainento de arestas). Os grafos periplailares são grafos planares que 

podem ser representados no plano, cle maneira tal que toclos os seus vértices 

se encontram na face exterior. Equivalentemente com a clefinição anterior, 

os grafos periplanares exceto IC4 - {e) foram caracterizados por Chartrancl e 

Harary como aqueles grafos que não contêm subgrafo homeomorfo a I& ou 

IC2,3. Os grafos periplanares inaxiinais são grafos periplanares que não 

aclinitein a inclusão de qualquer nova aresta, sem perder a conclição de peri- 

plailaridade. 

Os grafos periplanases, tem recebido muita atenção na literatura, devido à 

sua simplicidade e múltiplas aplicações. Uma referência clássica sobre grafos 

periplanares e grafos periplanares inaxiinais é H72. 

Algiins resultaclos sobre grafos periplanares e grafos periplanares maximais 

serão descritos na próxima seção. 
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Apresentamos, neste trabalho, alguns resultados para grafos periplanares 

maximais bem como para algumas extensões desta família. Propomos, de 

início, um novo reconhecimento para grafos periplanares maximais. Nosso 

resultaclo se baseia na caracterização fornecida por KM89 para grafos peri- 

planares maximais a partir cle 2-árvores, caso particular cle L-árvores, que por 

sua vez são uma subclasse de grafos corclais. Os grafos corclais podem ser 

reconhecidos em tempo linear, ao verificar se a ordenação obtida por uma 

Busca em Largura Lexicográfica é um esqnema cle eliminação perfeita 

para o grafo claclo (G80, ,988). Podemos então reconhecer grafos periplanares 

inaximais aproveitando a estrutura clas 2-árvores, e obter um algoritmo linear 

para reconhecer grafos periplailares maximais diferente dos outros algoritmos 

propostos na literatura (B77, Sy78, M79, W8'7). 

Para obter o algoritmo, apresentamos uma caracterização de L-árvores para 

k fixo, e 2-árvores em particular. Esta caracterização utiliza fortemente a 

propriedade de k-árvores serem grafos cordais, e por este motivo a Busca em 

Larg~~ra  Lexicográfica é empregada. 

A caraterização cle 2-árvores permite então obter um algoritmo linear de 

reconhecimento de grafos periplanares maximais. Poclemos extender os resulta- 

dos para obter um algoritmo linear de reconhecimento de 3-árvores planares. É 

apresentado também um teorema que determina que as 3-árvores planares são 

exatamente os grafos corclais e planares inaximais com pelo menos 3 vértices. 

Observamos ainda que os rótulos obtidos pela Busca em Largura Lexi- 

cográfica para um grafo periplanar maximal fornecem informações sobre as 

arestas interiores. Com estes conhecimentos pode-se construir o unico ciclo 

hamiltoniano c10 grafo. Por outro lado, a numeração clos vértices do grafo 

periplanar maximal dada pelas larguras clos vértices obtidas por uma Busca 

em Largura Lexicográfica permite obter uma rotulação recursiva dos grafos 

periplanares inaximais como a proposta em BJM79. 



i.2. Resultados Coiiliecidos 

Finalmente, apresentamos neste trabalho uma família de grafos periplanares 

maximais, os grafos coroa. Esta família têm propriedades importantes para a 

classe dos grafos periplanares maximais. 

O trabalho é organizado cla seguinte maneira. No capítulo i são apre- 

sentados a notação e as definições utilizadas no decorrer dos capítulos, bem 

como resultados já conl-iecidos. O capítulo ii contém a base teórica necessária 

para a apresentação clos resultados e algoritinos posteriores. O capítulo iii re- 

sume os resultados de I(n489, apresenta resultaclos para reconhecer L-árvores. 

Tainbéin são apresentaclos os resultados para reconhecer grafos periplanares 

maxiinais e 3-árvores planares, cle maneira conveniente para obter os algo- 

ritmos de reconhecimento respectivos. É provada ainda a identificação das 

3-árvores planares com os grafos cordais e planares maximais com pelo menos 

3 vértices. O capítulo iv traz algumas aplicações da Busca em Largura Lexi- 

cográfica para os grafos periplanai-es maximais. O capítulo v apresenta uma 

família cle grafos periplanares inaxiinais, os grafos coroa, e diversos resultados 

a respeito deles. 

i.2 Resultados Conhecidos 

Entre as referências existentes de grafos periplanares e grafos periplanares ma- 

xiinais, faremos um relatório clas que, de alguma maneira, nos foram úteis no 

decorrer de nosso tral~alho. Estes artigos poden~ ser classificaclos segundo os 

temas abordados para a classe de grafos periplanares. 

Primeiro desenvolveinos as idéias dos artigos que tratam da caracterização 

dos grafos periplanares. 

Em FGH74 é dada uma caracterização de grafos periplanares biconexos 
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baseada em dual geométrico. Esta caracterização é diferente da provada por 

Chartrand e Harary (H72). Além disso, são disciitidas algumas relações entre 

os graus dos vértices de grau 1 e 2 dos grafos periplanares e outros niímeros 

associados ao grafo. 

No artigo Sy78 é apresentada a mesma caracterização cle FGH74 para 

grafos periplanares biconexos baseada em grafo ciclo e base de ciclos. Tam- 

bém é proposto um algoritino para reconhecer periplanariclade utilizando a 

caracterização reformulada, e além disso, é dacio um algoritmo para codificas 

grafos periplanares biconexos ein tempo linear. Também são contados os grafos 

periplanares biconexos não isoinorfos coin o mesmo niíinero de vértices, tal 

resultado é obtido utilizando a correspoiiclência entre grafos periplanares bi- 

conexos e árvores planas coin partição. 

Em Sy79 é provada a equivalência entre as duas formulações da inesma 

caracterização daclas em FGH74 e Sy78, e é provada a iiiiicidacle do ciclo 

hainiltoniano em grafos periplanares biconexos. Além disso, é proposta uma 

caracterização de grafos h-periplanares utilizando base cle ciclos. 

Em seguida, relacionainos os artigos que aborclam o problema cle reconhe- 

cimeiito clos grafos periplanares. Existem resultados feitos para grafos peri- 

planares em geral, para grafos periplanares maximais, e para grafos peri- 

planares biconexos. 

O problema de reconhecimento de grafos periplanares é polinomial (J85). 

Existem algoritinos lineares de reconhecimeilto cle grafos periplanares apre- 

sentados em B77, Sy78, M79, W87. Cada uni destes artigos faz 111n reconhe- 

cimento diferente dos outros, tralmlhando com as clifereiltes classes de grafos 

periplanares (gerais, biconexos, inaximais). 
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O algoritmo linear para reconhecer grafos periplanares dado por B77 é 

obticlo ao fazer uma pequena moclificação no algoritmo linear cle HT7.4 para 

testar planaridade. Em HT74 utilizain-se complexas manipulações de filas para 

atingir a linearidade. Em B77 estas manipulações são substituídas por uma 

rotina simples e também obtém-se a linearidade do algoritino. 

O algoritmo de reconhecimento cle Sy78 é baseado no conceito de série 

maximal de arestas e série de arestas redutíveis. Estas séries de arestas são 

utilizadas para fazer reduções no grafo e verificar a periplanaridacle nos com- 

poneiltes biconexos do mesmo. As séries maximais de arestas são caminhos 

simples de comprimento maior ou igual a 2, c-cijos extremos são vértices com 

grau maior ou igual a 3. As séries cle arestas reclutíveis são series cle arestas 

inaximais para as cpais existe no grafo a aresta formada pelos extremos do 

caminho (neste trabalho é observado que, como consequência de um grafo 

periplanar verificar que ou contém no mínimo 2 vértices de grau 2, ou contém 

no mínimo 3 vértices cle grau 3, um grafo periplanas biconexo é isomorfo a um 

ciclo, ou existem no mínimo dois caminhos que são séries de arestas redutíveis). 

A maneira cle procurar eficientemente as séries de arestas maxiinais no grafo, 

é por meio cla busca em profundidade, utilizando uma observação sobre a con- 

figuração destes camiiihos com respeito às arestas que os coinpoEm (é provado 

que existem duas coilfigurações possíveis clas arestas que compõem qualq~ier 

série inaxiinal cle arestas). Uma vez aplicacla a busca em profundiclacle, a que 

numera os vértices clo grafo na orclein em que são atingidos pela busca, é uti- 

lizada esta numeração para achar uma seqüência de recluções e transformar o 

grafo num ciclo. As aresta que não são marcadas no processo de redução do 

grafo são as arestas clue formam o único ciclo hainiltoniano. Desta forma é 

obticlo um algoritmo linear em tempo e espaço para testar periplanaridacle. 

No trabalho de M79, é dado um algoritmo de reconhecimento de grafos 

periplanares maxiinais, baseado numa caracterização que utiliza o conceito 
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de 2-vértice. Este algoritmo de reconhecimento é generalizado para grafos 

periplanares, considerando o grafo dividido em componentes biconexos. 

O algoritmo se baseia em proprieclades que caracterizam os grafos peri- 

planares maximais. Tral~alha com os componentes biconexos clo grafo, e com as 

seguintes proprieclades dos grafos periplanares inaxiinais: existência de vértices 

de grau dois, impossibilidade de uma aresta pertencer a mais cle dois triângulos, 

e o número cle arestas igual a duas vezes o núinero cie vértices menos 3. Pode- 

mos descrever intuitivamente o algoritmo cia seguinte maneira. Primeiro são 

removidos os vértices de grau 2 que são adjacentes a subgrafos completos de 

tamanho dois (maximalidade). Se for possível fazer isto até obter u m  triângulo, 

então temos que o grafo original não contém li;. Depois é verificado que o 

grafo original não contém ao testar se as arestas interiores não pertencem 

a mais de dois triângulos. Também é sugerido um algoritmo para reconhecer 

grafos periplanares, aproveitando o algoritino anterior. O grafo periplanar é 

coinplet aclo por arest as, se for possível, até obter um grafo periplanar maximal, 

enquanto é aplicado o algoritino anterior. No mesmo trabalho reconhecem-se 

as arestas que não pertencem à face exterior na representação periplanar cio 

grafo periplanar maximal (arestas interiores), e é obtido o iínico ciclo liamilto- 

niano do grafo ao remover as arestas interiores do conjunto de todas as arestas 

do grafo. 

É interessante o trabalho feito por RMg5, onde é revisacio o artigo anterior, e 

são propostas algumas moclificações que permitem reescrever os algoritmos cle 

reconhecimento de grafos periplanares e de grafos periplai~ares maximais num 

mesmo algoritmo. Também são daclos algums esclarecimentos a respeito de 

situações especiais, não consicleraclas no trabalho original. 

O algoritino dado por 1467 testa periplanariclade, sem necessidade de di- 
, 

vidir o grafo em seus componentes biconexos. E testada primeiro a 2-reducibi- 

liclacle, e é utilizada uma técnica adicional cle coloraçãocle arestas. A comple- 

xidade do algoritmo é linear. 



i.2. Resultados Conliecidos 

O problema do isomorfismo não é especificamente tratado em nossa tese. 

Entretanto, consideramos importante o conhecimento de resultados parciais 

utilizados nesses trabalhos. 

Em BJM79 é resolvido o problema de isomorfismo em grafos periplanares 

maximais. Os dois algoritmos propostos apresentam vaiit agens respeito da 

aplicação do algoritino cle isoinorfismo em grafos planares dado por Hopcroft 

e Wong para o caso particular dos grafos periplanares maxiinais. Os dois al- 

goritinos utilizam uma rotulação especial dos vértices, chamacla cle rotulação 

recursiva, e produzem a seqiiêiicia de graus hainiltoniana do grafo peripla- 

nas maxiinal, que é iíilica a menos de isomorfisino. Para determinar se duas 

seqiiências de graus hainiltonianas são iguais, são propostos dois métodos dife- 

rentes, danclo origem a dois algoritmos lineares para deterininar se dois grafos 

periplanares maximais são isomorfos. 

No artigo de Sy82 é pesquisado o probleina de isomorfismo de grafos peri- 

planares em geral. Os resultados principais são os seguintes. O problema 

de isomorfismo de grafos periplanares (chan~aclo na literatura de SUBOUTI- 

SOM) é NP-completo, ainda quando são impostas condições na conectividacle 

dos grafos. O problema SUBOUTISOM para grafos periplanares biconexos é 

NP-completo, e a prova é feita danclo uma transformação pseuclopoliiiomial 

deste ao problema PARTIÇÃO. O problema de isomorfismo entre um grafo 

periplanar G1 e Gz um grafo incluzido de Gi (chamado na literatura de IND- 

SUBOUTISOM) é polinoinial para grafos periplanares biconexos. Neste artigo 

é apresentado um algoritino polinomial para decidir se um grafo periplanar bi- 

conexo Gz é subgrafo induzido de o~itro grafo periplanar biconexo Gl. Isto 

é obtido utilizanclo o conceito de clual geométrico modificado (que é o clual 

geométrico depois de dividir o vértice correspondente á face exterior em n 

copias, uma por cada aresta exterior do grafo periplanar maximal). 
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Por último, mencionaremos dois artigos sobre traçaclo de grafos periplana- 

res. Temos observado na literatura que é uma tendência atual o estudo de 

casos particulares para desenliar grafos. Desta forma são propostos algoritmos 

de traçado em cada classe particular, como nos trabalhos a seguir. 

Em MA92 são apresentados algoritmos lineares para enumerar todas as 

simetrias axiais e rotacionais de um grafo periplanar biconexo no plano, e 

para construir um desenho c10 mesmo mostrando todas essas simetrias. Para 

identificar e enumerar as simetrias anteriores são utilizadas cadeias de inteiros 

S,, b'v E V, que codificam as acljacências de cacla vértice no grafo periplanar 

biconexo. Este trabalho garante que, para um grafo periplanar biconexo com 

pelo menos 3 vértices, um desenho poligonal regular do grafo exibe sirnultane- 

ameilte todas as simetrias axiais e rot acionais. Além clisso, estes resultados 

são estencliclos para a classe cle grafos periplanares. 

E em LL96 é estudado o traçaclo com linhas retas de grafos periplanares 

inaxiinais. Este traçado é uma triangulação cle peso mínimo para o conjunto 

de pontos clue representam o conjunto de vértices do grafo. Para obter os re- 

sultados necessários para o algoritmo proposto são utilizaclas proprieclacles do 

clual geométrico do grafo periplanar maxiinal. 

i.3 Conceitos Básicos 

Apresentainos aqui conceitos básicos de Teoria dos Grafos, utilizaclo no clecor- 

ser do trabalho. Definições complementares são encontradas em 5'88, H72, 

G85. 

Um grafo G = (V, E) é um conjunto finito não vazio V e um conjunto E de 

pares não orclenados de elementos distintos de V. Quando houver necessidade, 
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iitilixaremos a notação V(G) e E(G) para identificar o grafo de cujos conjuntos 

cle vértices e arestas estainos referinclo. Em geral, o conjuiito de vértices do 

grafo contém n elementos, e o conjunto de arestas do grafos contém m elemen- 

tos. Notamos esta informação I  V I =  n e I  E I =  m. G é chamado de grafo 

trivial quando I  V I =  1. 

Os elementos cle V são os vértices e os elementos de E são as arestas cle 

G, respectivamente. 

Cada aresta e E E será clenotacla pelo par de vértices que a forma, e = 

(v, w). Nesse caso, os vértices v, w são os extreinos da aresta, e são denomi- 

naclos de adjacentes. Notamos por Adj(v) ao conjunto de todos os vértices 

aclj acentes com o vértice v. 

Define-se grau de um vértice v, clenot aclo por dG(v), como sendo o nfímero 

cle vértices adjacentes a v no grafo G, ou d(v) quando não é necessario identi- 

ficar o grafo respeito do qual estamos trabalhanclo. 

Um grafo é coinpleto quando existe uma aresta entre cacla par cle seus vértices. 

Utiliza-se a notação Kn para designar o grafo completo de n vértices. O grafo 

Kn possui o número máximo cle arestas para um dado valor de n. 

Uma seqiiência cle vértices V I , .  . . , vh tal que (vj, v ~ + ~ )  E E, 1 _< j < k - 1, 

é denominada cainiiil-io de v1 a vk. Um caminho de k vértices é formaclo por 

k - 1 arestas. O valor k - 1 é o coinpriineilto do cainiill-io. Se todos os 

vértices do camiilho v i , .  . . , vk forem distintos, a secliiência recebe o nome cle 

cainiill-io siinples. Uin ciclo é um caminho vl, . . . , vk, v k + l  sendo vi = vh+l e 

k 2 3. Se o caminlio v i ,  . . . , v k  for simples, o ciclo vi, . . . , vk, vk+l  é denominado 

ciclo siinples. Uin L-ciclo é um ciclo simples de k vértices e k arestas. Um 

triângulo é um 3-ciclo. Uin ciclo l-iailliltoiliailo é um ciclo que contém todos 

os vértices do grafo. 

Dado um ciclo, uma corda é uma aresta num grafo tal que seus extremos 

perteiicein a um ciclo do grafo, mais a aresta mesma não pertence ao ciclo. 

Um subgrafo G1 = (K,  El) cle um grafo C= = (V, E) é um grafo tal que 

Vi C V e El L p2(1/l) n E. Se além disso, El = P2(K) n E então G1 é 
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o subgrafo induzido pelo subconjunto de vértices VI. O subgrafo induzido 

pelo conjunto de vértices Vi será notado G(T/i ). Em partic~ilar dado um grafo 

G = (V, E) e um subconjunto A E V, dizemos que G(A) é o subgrafo induzido 

pelo conjunto de vértices A oncle G(A) = (A, E(A)). 

Um grafo é denominaclo coiiexo q~iando existe caminho entre cada par de 

vértices nele. Caso contrario, o grafo é descoilexo. 

Seja S um conjunto e SI C S.  Diz-se qeu SI é inaxiimd em relação a 

uma certa propriedade P, qiianclo SI satisfaz a propriedacle P e não existe 

subconjunto Si' cpe também satisfaz P e SI C S" . 

Denominam-se coi~~poilentes coilexos de um grafo G aos subgrafos ma- 

ximais de G que sejam conexos. 

Sejani e E E, v,  w E V. Denota-se por G - e ao grafo obtido de G pela 

exclusão da aresta e. Se V ,  'LU são clois vértices cle G não acljacentes, a notação 

G+(v, w) representa o grafo obticlo aclicioilanclo-se a G a aresta (v, w). O grafo 

G - v denota aquele obtido cle G pela remoção do vértice v de G. (Observar 

que excluir um vértice implica em remover cle G o vértice em questão e as 

arest as a ele incidentes). 

Um vértice V é uma articulação cpailclo sua remoção cle G o clesconecta, 

ou seja o grafo G - v é desconexo. Um grafo é biconexo ou 2-coiiexo se e so- 

mente se não possuir articulações. Denominam-se coinpoileiites bicoilexos 

ou blocos c10 grafo G aos subgrafos maximais de G que sejam biconexos. 

Denomina-se clique de um grafo G a um subgrafo cle G que seja completo. 

O tainailho cle u n a  clique é igual à carclinalidade de seu conjunto de vértices. 

Uma clique máxima de um grafo G é a clique de tamanho máximo em G. 

Uma k-clique é uma clique formacla por L vértices. 

Dois grafos G1 = (Vi, El) e G2 = (K, E2), I T/i I=] V2 I =  12 são isomorfos, 

se existir uma função unívoca f : VI -+ V2 tal cpe (v,  W) E Ei se e somente se 

(f (v), f (4) E E2, w E K. 
Dois grafos são hoilleomorfos se um deles pode-se fazer isomorfo ao outro 

pela adição ou remoção de vértices de grau dois. 
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O grafo estrela é um grafo conexo formado por n vértices de maneira tal 

que um vértice tem grau n - 1 e todos os outros vértices restantes tem grau 

1.' O grafo estrela de n vértices é IG,,-l. 
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Capítulo ii 

Base Teórica 

Neste capítulo vamos apresentar os conceitos necessários à compreensão dos 

capítulos que se seguem. Todos são conhecidos na literatura, e em cada seção 

serão dadas as referências correspondentes. Deve-se observar que, os nomes e 

as notações diferem muitas vezes de livro para livro. Este capítulo apresenta 

esses conceitos com a preocupação de unificar os nomes e torná-los coerentes 

com as necessidades do nosso trabalho. 

Apresentamos na seção i i .1 os conceitos de Grafos Planares, Grafos Peri- 

planares e Grafos Periplanares Maxiinais. Estes últimos grafos compõem a 

classe na qual estamos interessados. 

Na seção ii.2 apresentamos os Grafos Cordais e o seu reconhecimento, 

baseado em uma Busca em Largura Lexicográfica. A Biisca em Largura Lexico- 

gráfica será de suma importância nos algoritmos desenvolvidos posteriormente. 

Foram também estabelecidas relações entre resultados conhecidos, já com a 

finalidade de fundamentação teórica para os novos resultados apresentados 

nos próximos capítulos. 

Na seção ii.3 apresentamos os trabalhos R70 e RTL76, que são o funda- 

mento teórico do algoritmo de Busca em Largura Lexicográfica. 

Finalmente, na seção ii.4 é apresentado o conceito de I%-árvore e alguns 

teoremas que caracterizam esta classe de grafos. 
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ii. 1 Planaridade, Periplanaridade 

i .  I. 1 Grafos Planares 

Um grafo se diz imerso numa superfície S quando ele pode ser clesenhado 

nesta superfície de maneira que não apresente interseção de arestas. 

Um grafo plailar é um giafo que pode ser imerso no plano. Um grafo 

plano é um grafo plailar que já foi imerso no plano. 

As regiões definidas por um grafo plano são chamadas de faces, e a região 

não limitada é chamada de face exterior. 

A fórmula de Euler para grafos planares dá a relação entre o número de 

vértices, o número de arestas e o número de faces do grafo: 

Um grafo plailar inaxiinal é um grafo planar tal que ao acrescentar novas 

arestas, percle a condição de planaridade. 

Sejao grafo conexo G =  (\/ ,E),[ V I= n,I E I= m. 

Leina 1 H72. S e  G u m  grafo plano conezo tal que cada face é u m  L-ciclo, 

então m = k ( n  - 2 ) / ( k  - 2). 

Leina 2 H72. S e  G um grafo plano mazimal,  então toda face é um triângulo 

e t emos  que 172 = 3n - 6. 

S e  C: u m  grafo plano tal que cada face é u m  4-ciclo, então m = 2n - 4. 

Leina 3 H72. S e  G u m  grafo planar tal que 12 2 3, então m 5 3n - 6 .  

S e  G é u m  grafo planar biconezo s e m  triângulos, então m 5 2n - 4. 

Leina 4 H72. e IC3,3 são não planares. 

Teorema 1 H72. Um grafo C: é planar se e somente se todos os seus blocos 

são planares. 
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Teoreina 2 H72. U m  grafo planar biconexo pode se r  i m e r s o  n o  plano de 

maneil-a ta l  que u m a  face especificada seja a face exterior. 

Observe que a partir do Lema 2 e do Teorema 2, podemos concluir que 

todas as imersões de um grafo planar maximal no plano tem a face exterior 

limitada por um triângulo (ou 3-ciclo). 

Existem diferentes caracterizações de grafos planares. A caracterização de 

Kuratowsky utiliza subgrafos proibidos, a de Wliitney faz uso do dual combi- 

natório, e a caracterizaqão de Mc Lane usa base de ciclos (H72). 

ii. 1.2 Grafos Periplanares e Grafos Periplanares Maxi- 
mais 

Um grafo planar G é L-periplanar se o niímero máximo de vértices que limi- 

tam a face exterior de una imersão de G no plano é L. Um grafo é peripla- 

iiar se G pode ser iinerso no plano de maneira tal que todos os seus vértices 

pertencem a uma mesma face, suposta como a face exterior (portanto G é 

n-periplanas) . 

Teoreina 3 H72. U m  grafo G é periplanar s e  e somen te  se  todos o s  seus 

blocos são  periplanares. 

Ein decorrência do Teoreina 3, vamos restringir nossa apresentação aos grafos 

b' ~conexos. 

Pelo Teorema 2 cla seção ii. 1.1. temos que um grafo planar biconexo pode 

ser imerso no plano de inaneira tal que qualquer uma clas faces seja a face 

exterior. No caso particular dos grafos periplanares biconexos, a definicão dos 

mesmos limita o iiiímero cle imersões do grafo no plano de modo a respeitar a 

condição de todos os vértices pertencerem à mesma face. Ou seja, nem toda 

imersão de um grafo periplanar biconexo no plano permite verificar a definição 

de periplanariclade. Chamamos de iiiiersão periplaiia de um grafo periplanar 
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Figura ii.1 Diferentes imersões de iiin mesmo grafo periplanar biconexo 

biconexo a imersão c10 grafo no plano com todos os seus vértices pertencentes 

à face exterior. 

Observe na Figiira ii.1, a primeira representação é uina imersão periplana 

do grafo, enquaiito que as outras não. 

Um grafo periplaiiar inaxiinal é um grafo periplanar tal que ao se acres- 

centar novas arestas, percie a conclição cle periplanaridacle. E claro que um 

grafo periplanar maximal é a triangulação de um polígono de n vértices. (H72). 

Teorema 4 Seja G u m  grafo periplanar masimaí tal que n 2 3.  Então G 

verifica m = 212 - 3. 

Prova: 

Pela fórmula de Euler teinos que: 

Como G é um gsafo periplanar inaximal, então G é uina tsiangulação de um 

polígono. Temos então que a face exterior de G contém n vértices, e f - 1 

faces interiores são triângulos, onde f é o número total cle faces. Como cada 

aresta pertence a duas faces, temos que, 

Portanto, 

f - 1 = ( 2 m  - n ) / 3 .  

Utilizando as equações anteriores temos que: 
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Corolário 1 Seja G u m  grafo pel-iplanar mazimal tal que n 2 3 .  Entiio G 

t e m  n - 1 faces, e pol-tanto n - 2 faces interiores. 

Prova: 

Pela fórm~ila de Euler temos que n - m + f = 2,  ou seja f = 2 + m - n. 

Pelo teorema anterior, é verdadeiro que m = 212 - 3. 

Então, 

f = 2 $ 1 n - n = 2 $ 2 n - 3 + n = n - 1 .  I 

Do Teorema 4 também podemos obter o corolário a seguir. 

Corolário 2 H72. K4 e 1<2,3 são não periplanares. 

Os grafos periplanares exceto 1 -  - { e ) ,  onde e é u n a  aresta de K4, foram 

caracterizados por Chartrancl e Harary (H72) como aqueles grafos que não 

contém subgrafo homeomorfo a K4 e I&,3. Existe outra caracterização de 

grafos periplanares proposta independentemente por Syslo (Sy78) e por Fleis- 

chner, Geller e Harary (FGH74) utilizancio duas formiilações diferentes. Es- 

tas formulações foram feitas em termos de base de ciclos (Sy79), e de dual 

geométrico fraco (FGH74). 

O Teorema a seguir é a caracterização de grafos periplanares dada for 

Chartrand e Harary. 

Teoreina 5 H72. Um grnfo é periplanar se e somente se não contém subgrafo 

homeomorfo a 1 - 4  e K2,3 ezceto K4-{e). 

Observe clue se I<4 é o grafo completo cle 4 vértices e I& - { e )  o grafo 

obtido ao remover uma aresta de I&, então K2,3 é homeomorfo a Ib - {e), 



Capitulo ii. Base Teórica 

Figura ii.2 K4, K4 - { e )  e 1(2,3 

mas I(q - { e )  é periplanar (Figura ii.2). 

Outra caracterização de grafos periplanares é dada no Teorema a seguir, em 

termos de clual geométrico fraco de uin grafo (os conceitos de dual geométrico 

e dual geométrico fraco de um grafo serão apresentaclos no capítulo v). 

Teoreilia 6 Sy79. U m  grafo é periplanar se e somente se t e m  u m  clual geomé- 

trico G* que contém u m  vértice v tal que G* - v não contém ciclos. 

Pode-se reformular o Teorema anterior ein termos de grafo ciclo e base cle 

ciclos (Sy79). 

O Lema a seguir garante a existência de um b i c o  ciclo hamiltoniano no 

caso particular dos grafos periplanares biconexos. 

Lema 5 Sy78. U m  grafo periplanar biconezo possui u m  único ciclo hamilto- 

niano. 

Em particular, todo grafo periplanar biconexo maximal com no mínimo 3 

vértices possui um único ciclo hainiltoiiiano. 

O Lema 5 nos permite classificar as arestas cle um grafo periplanar biconexo 

em arestas exteriores e interiores. 

Seja G um grafo periplanar biconexo. 

Uma aresta exterior de G é uina aresta de G que pertence ao único ciclo 

hamiltoniano. 

Uma aresta interior de G é uina aresta de G que não pertence ao único ciclo 
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Figura ii.3 

ha~niltoniano. 

Um grafo Gi e sua imagem especular G2 

Como Corolásio do Lema anterior, podemos obter também o resultado a 

seguir, que determina as maneiras possíveis cle representar um grafo periplanar 

biconexo num plano, considerando o mesmo um plano orientado. 

Corolário 3 Sy78. U m  grafo periplanar biconexo t e m  precisamente duas  imer-  

sões periplanas, dadas por um grafo periplannr Gl c o m  todos  o s  vértices n a  face 

exterior e o s e u  grafo i m a g e m  especular (mirror-image) G2. 

Observe na Figura ii.3 uin grafo periplanas biconexo G1 e seu grafo imagem 

especular G2. Estes dois grafos são isomorfos, mas observe na figura que, 

percorrendo os vértices na orclem dada pelo único ciclo hamiltoniano no sentido 

dos ponteiros c10 relogio, obtemos resultados ciistintos. 

ii.2 Grafos Cordais e o seu Reconhecimento 

Os resultados relativos aos grafos corclais e o seu reconhecimento podem ser 

encontrados em G80, S88 e VI89. 

Em S88 estes resultacios são cliciaticamente expostos, enquanto que em VI89 

achamos uma apresentação mais extensa e detalhada. 

Optamos por seapresentar no texto a Busca em Largura Lexicográfica na 

próxima seção, tendo em vista sua utilização nos capítulos que se seguem. 

Um grafo G é corda1 se cada k-ciclo onde k 2 4 possui uma corda. 
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Figura ii.4 Exemplo de um grafo planar maximal e não cordal 

Agora achanlos necessário esclarecer alguns pontos referentes a conceitos e 

suas diversas denominações encontradas na literatura. 

Os grafos cordais também são cl~amaclos na literatura de grafos triangu- 

larizados, monótono transitivo, circuito rígido e de eliminação perfeita (trian- 

gulated, rigicl-circuit , monotone transitive, perfect eliinination graphs) ( G80). 

Optamos pelo nome cordal, pois acllamos o mais aclecliiado para nossa apre- 

sentação. 

Os grafos planares maximais, por sua vez, são tainbéin chamados na lite- 

ratura de grafos planares triangulares (R74) e grafos de triangulação planar 

( G85, BA476). 

Já no trabalho de R74 é apresentado um exemplo de grafo planar maximal 

e não cordal, observe-o na Figura ii.4. Tainbéin é verclade que nem todo grafo 

corclal é planar nmximal (por exemplo K5 é cordal e não é planar). Por outro 

lado, os grafos periplanares maximais são cordais, como será visto no capítulo 
... 
111. 

Os conceitos de grafos corclais e grafos planares maximais serão freqiient e- 

mente utilizados nos capítulos que se seguem. 

Um vértice v em G é siinplicial se o subgrafo incliizido pelo conjunto 

Aclj (v) é um grafo completo. 

Lema 6 Se  G é cordal e 11 2 1, então G - v é cordal. 

Leina 7 Seja G u m  grafo cordal. Se  G for completo, então todos os seus 

vértices são simpliciais m a s  se G é cordal e não completo, então G contém u m  

par de vértices não adjacentes simpliciais. 
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Sejam x ,  y E V tal que ( z ,  y) # E ,  e S C V. S é um z-y separador se 

z ,  y pertencein a componentes conexos distintos de G - S.Um z -  y separador 

iniiliinal é um x-y separados que não contém propriamente um outro z-y 

separados. 

Lema 8 Seja G u m  grafo não completo e conezo. 

G é cordal se e some~zte se todo separador minimal induz uma c l ipe .  

Dado G = (V, E ) ,  I V I= n, uina ordeiiação de V é uma bijeção 

s : {I,. . . , ? I )  + V tal que associa s ( i )  = v;; i = s-'(v) indica a posição de v na 

ordenação. A orclenação é notada pela seqiiência s = v i , .  . . , v,. G, = (G,  s )  é 

o grafo ordenado associado a G. 

O conjunto de vértices inoilótoilaineilte adjacentes a v E V é o con- 

junto M A d j ( v )  = A d j ( v ) n  { w  : s- '(w) > s-'(v) ), ou equivalentemente 

AdAclj(v)={w E Adj(v) : w está a direita de v em s). 

Um grafo ordenado G, é i~loilótoilo traiisitivo se 

b' v E V, w E AJA$ (v), z E AJAclj ( v )  J w E Adj ( z ) .  

Leina 9 G é cordal se e somente se 3 ordenação s de V tal que G, é monótono 

transitivo. 

Seja s = V I , .  . . , v, uina seqiiência ordenacla dos vértices cle G. s é um 

esquema de eliiniilação perfeita (EEP) se Vv; E V, o subgrafo induzido 

por Adj(v;)  - { v l , .  . . , v;-l)  é completo, ou seja v; é uin vértice simplicial de G 

- {v1 , .  . . ) vi-I}. 

Observe que Adj ( V ; )  - { v l ,  . . . , v;-1) = M A d j  (V ; ) .  

Lema 10 A seqüência s é u m  esquema de eliminação perfeita para G se e 

somente se G, é monótono transitivo. 

Corolário 4 G é cordal se e somente se G possui u m  esquema de eliminação 

perfeita. Além disso, qualquer vértice simplicial pode iniciar u m  esquema de 

eliminação perfeita. 
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A determinação eficiente de um EEP utiliza o algoritmo de Busca em 

Largura Lexicográfica para achar a função S. Portanto vamos ver em que con- 

siste esse algoritino. 

Para poder apresentar o algoritmo definimos inicialmente os conceitos a seguir: 

Sejam X = xl, . . . , x, e Y = yl, . . . , y, duas seqüências de inteiros. Diz-se 

que X é lexicográficameilte maior que Y quando: 

i) existe algum índice j ,  1 5 j 5 p, q tal que xj > yj e para todo L, 1 5 L < j ,  

5 k  yk, ou 

i i )p  > q, epara todo L, 15 L s p ,  xr, = yk. 

A ordenação de V obtida pelo algoritmo é a seqiiência S. 

Define-se largura de cada vértice v, notando-se larg(v), ao inteiro corres- 

pondente à ordem de pesquisa do vértice durante a execução do algoritmo de 

Busca em Largura Lexicográfica. 

Define-se coinplemeilto de largura de cada vértice v, como o valor 

s-'(v) = n + 1 - larg(v). 

Observe-se que o complemento de largura de cada vértice corresponde ao 

valor inteiro determinado pela função inversa de s obtida pelo algoritmo. 

Chamamos de rótulo de v ao vetos R(v) obtido pelo algoritmo. 

O algoritmo de Busca em Largura Lexicográfica é então: 

Procedimento[Busca em Largura Lexicografica(G = (V, E), n)] 
para v E V fazer R(v) = 0 
para j = n, 1 fazer 

1.escollier v E V : s-'(v) não definido e tal que R(v) 
e lexicograficainente maximo 
2 4 j )  = v 
3.para w E Aclj(v) : s-'(w) não definido fuzer 

incluir j a direita em R(w) 
fim[Busca em Largura Lexicografica] 
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Figura ii .5 Exemplo de grafo corda1 para BFS-Lexicográfica 

Para observar o comportamento dos rótulos, fornecemos o exemplo a seguir. 

Seja G o grafo da Figura ii.5, onde temos os seguintes valores de largura, 

complemento da largura e rótulo de cada vértice v:  

A secluência s obtida pelo algoritino de Busca em Largura Lexicográfica é 

S={VI = C ,  v2 = cl, v3 = e ,  v4 = b, v5 = a},  para os cpais temos os seguintes 

conjuntos MAdj (v;)  : 

v MAdj ( v )  R ( v )  
a 0 0 
b a 5 
C b,d 472 
d b,e 4,3 
e b,a 5 74 

Por resultados que serão apresentados na seção ii.3.2, temos o seguinte 

lema: 

Se G é corda1 e s é a ordenaçno obtida pela Busca em Largura Lezicográfica, 

então temos que 

R(,) = {s-'(w) : w E MAdj(v)} .  
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Figura ii.6 Exemplo de grafo não cordal para BFS-Lexicográfica 

Então podemos afirmar que os coiljuntos R(v )  e MAdj(v)  tem a mesma 

cardinalidade, e que cada elemento no rótulo de v identifica um único elemento 

no conjunto MAdj ( v ) .  

Lema 11 Seja G um grafo cordal> e seja a seqüência s = {vl,. . .v,) dos 

vértices ordenados decrescentemente segundo suas larguras, ou crescentemente 

segundo os complementos de  suas larguras definidos por uma Busca em Largura 

Lesicográfica. A seqüência s é um esquema d e  eliminação perfeita. 

No exemplo anterior, o grafo é cordal e a seqiiência s obtida pelo algoritmo 

de Busca em Largura Lexicográfica é  LI^ esquema de eliminação perfeita pois 

'v'v E V o conjunto AlAclj(v) é coinpleto, ou seja 'v'v E V o conjunto MAdj(v)  

induz uma clique. 

Vejamos agora um exemplo de um grafo G não corclal. Aqui a seqüência s 

obtida pelo algoritmo cle Biisca em Larg~~ra  Lexicográfica não é um esquema de 

eliminação perfeita pois 3 v E V tal que o conjunto MAdj(v)  não é completo. 

Seja G o grafo dado na Figura ii.6, oncle temos os seguintes valores de com- 

plemento cla largura, rótulo e conjunto cle vértices monótonamente adjacentes 

cle cada vertice v: 
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A seqiiêilcia s = {v i , .  . . , v,) = { d ,  e ,  c, f ,  b,  a )  é uma ordenação dos vértices 

de V mas não é um esquema de eliminação perfeita para G pois o subgrafo 

induzido por M A d j  ( v 2 )  = G({ f ,  c ) )  não é completo. 

Teoreina 7 G80. O algoritmo Busca e m  Largura Lezicográfica pode ser im- 

plementado para u m  grafo G = (V, E) com complexidade de tempo e espaço de 

O (n  + 172). 

Após a determinação cla seqiiêilcia s, resta-nos verificar se é um esquema 

cle eliminação perfeita. O procedimento Perfeito, visto a seguir, efetua essa 

tarefa. 

~rocedimento[Perfeito(s)] 
1. para v E V fazer L ( v )  = fl 
2. para i = I, n fazer 
3. v = s ( i )  
4. MArlj(v) = { z  E Adj(v) : s- '(z) > s-'(v)} 
5. se MAdj(v)  = 0 entko ir a ( 8 )  
6. u = s(min{s- ' (x)  : z E MAdj (v ) ) )  
7. concatenar MAdj (v )  - {u) a L(u) 

Jinz 
8. para i = 1 , n  fazer v = s ( i )  

se L ( v )  - Adj(v)  # 0 então retorilar FALSO 
9. retomar VERDADEIRO 
J~n[Perfeito] 

Teoreina 8 G80. O algoritmo Perfeito testa corretamente quando uma or- 

denação s é u m  esquema de eliminação perfeita de vértices de G = (V, E) e 

pode ser implementado com complexidade de tempo e espaço de O ( n  + m).  

ii.3 Busca em Largura Lexicográfica 

Nesta seção reapresent amos clet alhadanlente os conceitos teóricos que justifi- 

cam a Busca em Largura Lexicográfica. Na seção ii.3.1 veremos o Processo 

de Eliminação e os Grafos Cordais, e na seção ii.3.2 veremos a relação do 

Processo de Eliminação Perfeita e a Busca em Largura Lexicográfica. Estes 
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conceitos constituem também a f~indamentação teórica necessária aos novos 

resultados apresentados nos capítulos que se seguem. 

ii.3.1 O Processo de Eliminação e os Grafos Cordais 

Em 1970, Rose apresentou um trabalho sobre grafos cordais e o processo de 

eliminação (R7O). Nesse artigo estudou os grafos cordais e a sua relação com o 

processo de eliminação. Este estudo permitirá obter as ferramentas necessárias 

para gerar o algoritino de Busca em Largura Lexicográfica reapresentaclo a 

seguir. Os detalhes deste trabalho são importantes tendo em vista que as 

relações aqui ressaltadas justificam a utilização da Busca em Larg~ira Lexi- 

cográfica para os algoritmos de recoilheciinent o de grafos periplanares maxi- 

mais e 3-árvores planares, apresentados posteriorinente. 

Seja G = (V, E) e seja A C V. O grafo induzido G(A) é o subgrafo 

G(A) = (A, E (A)) onde E (A) = {(x, y ) E E : x, y E A). 

Um separador de um grafo G = (V, E) é um subconjunto S C V tal que 

o grafo indiiziclo G(V - S) contém dois ou mais coinponentes conexos, Ci = 

(14, E;), 1 5 i 5 c, onde c é o i~úinero cle componentes conexos de G(V - S) .  

Os grafos indiizidos G(S U K),  1 5 i 5 c são as folllas de C: com respeito a S. 

Uin separador iniiliimal é um separador tal que nenlium subconjunto dele é 

também sepasaclor. Dados x, y E V, onde x Aclj(y), uin x-y separador é um 

separador tal que x e y pertencem a componentes conexos distintos (C,, C,). 

Notar que um separados ininimal é um x-y separados miniinal para algum 

par de vértices x, y E V, mas um x-y separador ininimal não é em geral um 

separados miniinal. Uma clique C de um grafo é um subconjunto de vértices 

que são adjacentes dois a dois, e uma clique separadora é um separados que 

é uma clique. 

Relembramos as definições de ordenação, grafo orclenaclo, e vértices monó- 

tonamente adj acentes. 
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Seja I V I= n. Uma ordeiiação de V é uma f~mção bijetora 

Se s é uma ordenação de V, então G, = (G,s) é o grafo ordenado 

associado a G. 

Para qualquer z E V onde G, = (G, s) o conjunto de vértices inonótoiia- 

mente adjacente a x é 

A deficiência D(z) é o conjunto de toclos os pares de vértices não aclja- 

centes no conjunto Aílj ( s )  , 

A deficiência iiloi~ótoiia MD(z) é o conjunto 

Dado um vértice y num grafo G, o grafo H, obtido de C: por: 

a) eliminar y e as suas arestas incidentes, 

b) acrescentar arestas para tornas toclos os vértices em Adj(y) adjacentes 

é o y-grafo de eliiniiiação de G. 

Para um grafo orclenaclo G = (G, s)  a seqüência de ordeili cle grafos de 

eliminação Hl,. . . , H,-' é clefinida por Hl = H,, , e 

Como os grafos H; determinam a evolução do processo de eliminação de vérti- 

ces, definimos o processo de eliiliiiiação cle um grafo G = (V, E) com or- 

denação s ao conjunto ordenado 

P (G; S) = [G = Ho, H,, . . . , H,-1]. 
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Um processo de elimiiiação P(G; s)  é perfeito se 

O fato de u m  processo de eliminação ser perfeito depende do grafo ordenado 

Gs - 
Relembramos agora a definicão de grafo monótono transitivo. Um grafo 

ordenado G, = (G,s )  é iiioiiótoiio traiisitivo quando para todo x E V 

temos que 

y E MAclj(z), x E M A 4  ( z )  J y E Adj(z). 

Leina 12 R7O. Seja G, = (G,  s )  um grafo ordenado. Então são equivalentes: 

i) G, é monótono transitivo 

ii) M D ( x )  = 0,Vz E V 

iii) P(G; s)  é um processo de eliminação perfeita 

Relembrainos também a definicão de grafos corciais. Um grafo G é cordal se 

todo ciclo de comprimento maior que 3 contém uma corda. 

Teorema 9 R7O. Para um grafo G = (V, E )  as seguintes condições são equi- 

valentes: 

i) Existe uma ordenação s de  17 tal que G, = (G,  s) é moizótono transitivo; 

2) O grafo G = (V, E )  é cordal; 

3) Cada x-y separador minimal d e  G é uma clique. 

Leina 13 B67. Se G = (V, E )  é cordal e A c V então o suógrafo induzido 

G(A)  é cordal. 

Leina 14 R7O. Seja G = (V, E )  um grafo com clique separador S e folhas 

L;, 1 < i < c. Se So é um separador para algum Li, então So é um separador 

de  G.  Além disso, se So é um z-y separador minimal d e  L; para algum i, então 

So é um x-y separador minimal d e  G. 
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Lema 15 R70. Seja G = (V, E )  que satisfaz a propriedade 3) do Teorema 9. 

Então ou V é uma clique ou dada uma cíique C C V ,  existe um vértice x 6 C 

tal que D ( x )  = @. 

Lema 16 R7O.Seja G = (V, E )  um grafo corda1 com clique C C V .  Então 

eziste uma ordenação moizótona transitiva s tal que s ( j )  E C,  j = L + 1,. . . , n 

onde L = n- ICI. 

Teoreima 10 R7O. Seja G = (V ,  E )  um grafo corda1 e seja s uma ordenação 

monótona transitiva. Se S é um x-y clique separador minimal d e  G, então 

S = AdAclj(vj) para algum vj E V .  Reciprocamente, para qualquer vj E V tal 

que os vértices do grafo de eliminação Hi-l não são uma clique, MAd j ( v j )  é 

uma cíique separadora de G .  

Seja G, = ( G ,  s )  um grafo ordenado associado com G = (V, E) e d( s ( i ) )  o 

grau do vértice s ( i )  no grafo de eliminação H;-i (ou seja cl(s(i)) = I  Adj ( s ( i ) )  I 
em H;-1). Se o grafo G = (G, s )  é monótono transitivo então 

pois cada aresta em E é computada uma única vez em algum d(s 

ii.3.2 O Processo de Eliminação e a Busca em 
Lexicográfica 

. Largura 

Nesta seção veremos a relação existente entre os result aclos apresentados na 

seção anterior e a Busca em Largura Lexicogiáfica. Os conceitos aqui desen- 

volvidos são extraídos do artigo RTL7G. 

Sejam G = (V, E) um grafo, s uma orclenação de G e o processo de elim- 

inação cle G com respeito a s ,  
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onde 

H ; = ( V , , E ; ) , O < i < n - 1  

é a seqiiência dos grafos de ordem dos gsafos de eliminação. Definimos o fill-in 

e o grafo de eliminação 

G: = (V, E U F(G,)). 

Dado G = (V, E), uma ordeilacão de V s é um esqueina de eliiniilação 

perfeita se F(G,) = 0 (Observar que F(G,) = 0 se e somente se GS = G, ou 

seja todas as arestas acrescentaclas para construir os vi-grafos de eliminação 

já pertencem ao grafo G e não é necessário acrescentá-las. Isto ocorre se e 

somente se H; = G(V - Ullj<i vj)). 

Um grafo de eliiniilação perfeita é um grafo que admite um esquema 

de eliminação perfeita. 

Damos a seguir a motivação cla idéia de Busca em Largura Lexicográfica 

ao relacionar a Busca em Largura com o esquema de eliminação perfeita. 

Dado um grafo G, uina Busca em Largura (BFS) em G com início num 

vértice v é o percurso pelas arestas de G utilizando o algoritino a seguir: 

Procedimento[BFS(G(V, E) )]  
inicio 
Q = v { Q  fila} 
nivel (v)  = O 
marcar v 
enquanto Q # 0 fazer 

remover o primeiro vertice v em Q 

(*I para w E Ad j (v )  fazer 
se w não marcado entio 

Q = Q u (20) 
n ivel (w)  = nivel (v)  + 1 
marcar ( v ,  w) aresta da arvore 
marcas tu 

fim[BFSl 
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Em cada passo, o algoritmo BFS analisa arestas incidentes ao vértice mais 

antigo na fila, o que concluz a um vértice já atingido, ou a um vértice novo 

(que agora será considcraclo atingido e marcaclo). 

Durante a execução do algoritmo, cada aresta é examinacla duas vezes. O 

efeito produzido pelo algoritmo é: 

1) construir uma árvore geradora de G dada pelas arestas (u, w) tais que w 

não foi atingido ainda q~~ai ldo  é executada a linha (*) com w E Adj(u). 

2) particionar os vértices de G em níveis, se u é um vértice tal que nivel(u) = i 

então o caminho mais curto de v até u tem comprimento i. 

Cacla aresta une dois vértices no mesmo nível ou em níveis adjacentes. 

Se s é um esquema de eliminacão perfeita para um grafo G, e um vértice 

z é unido a um vértice w com nivel(w) = nivel(z) + 1, e a um vértice u 

com nivel (n)  = nivel(z) - 1, então s-i (z) > min{s-'(u), s-'(w)) pois temos 

que (u, w) E. Isto nos sugere que existe uma relação entre o esquema cle 

eliminação perfeita e a ordenação por níveis. Então os níveis claclos pela Busca 

em Largura transmitem informação sobre o esquema de eliminação perfeita, 

mas para obtecla será necessário desempatar dentro dos níveis. Para fazer isto, 

apresentamos uma modificação c10 algoritmo anterior. 

Procedimento[LEX-M(G(V, E))] 
inicio 
para v E V fazer R(v) = fl 
pam i = n, 1 fazer 

(1) escolher uin vertice v não liumerado de maior R(v) 
{atribuir a v o valor i) 
s(i) = v 

(2) para cada vertice iião numerado w tal que existe um caminho 
de v a w com todos os vertices intermediarios 'ZL com valor 
S-'('zL) < S-'(w), anexar i a R(w)  

fim[LEX-M] 

O algoritmo LEX-M constrói uma ordenação s para um grafo inicialmente 

desordenacio G = (V, E) e constrói um rótulo R(z) dado pelo valor do arranjo 

ao finalizar o proceclimento. 
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Seja G um grafo qualquer. A ordenação s produzida por LEX-M é minimal 

no seguinte sentido, não existe ordenação ,h? de G tal que F(Gii) C F(G,). 

Cl-iamamos de ordenação lexicográfica à ordenação dada por LEX-M. 

Pelo Lema 7 provado em RTL76 temos que se G é um grafo qualquer e s é 

ordenação lexicográfica de G, então em Gg = (V, E U F(G,)) é válido que para 

todo w E V 

R(w) = { k l ( v )  : v E MAdj(w)). 

Então, simplificamos o passo (2) em LEX-M para obter o algoritino de 

Busca em Largura Lexicográfica. 

Procedimento [Busca e m  Largura Lexicografica(G(V, E ) ,  n ) ]  
inicio 
para v E V fazer R ( v )  = @ 
para j = n ,  1 fazer 

(1 )  escolher um vertice v E V : s-'(v) não definido e tal que R ( v )  
lexicograficamente maximo 
s ( j )  = v 

( 2 )  para w E Adj(v) : s-'(w) não definido fazer 
incluir j a direita de R(w)  

fim[Busca e m  Largura L e ~ i c o g ~ a f i c a ]  

O algoritmo Busca em Largura Lexicográfica gera uma ordenação s que 

será perfeita se G tiver um esquema de eliminação perfeita. 

Para fazer uma implementação eficiente c10 algoritmo de Busca em Largura 

Lexicográfica não serão calculados explícitamente os rótulos dos vértices. Para 

cada valor de rótulo, mantemos o conjunto S de todos os vértices que tem este 

rótulo. Armazenamos toclos os conjuntos numa lista ordenada lexicográfica- 

mente por rótulo (de maior a menor). Quando um novo vértice .7: é marcado, 

criamos um novo conjunto S' para todo coiljunto existente S que contém um 

vértice w tal que w E MAdj(x). Eliminar de S toclos os vértices w e acrescentá- 

10s ao novo conjunto S', que será insericio na lista de conjuntos na frente de 

S.  



Pode-se observar cpe este método mantém a ordenação lexicográfica sem 

calcular específicamente os rótulos. 

Uma outra observação se faz necessária. RLT76 afirma que se G é um grafo 

de eliminação perfeita e s uma ordenação lexicográfica, então F(G,) = 0. 
Podemos concluir então que no caso c10 grafo G cordal, pelo Teorema 7 da 

seção ii.3.1 temos que G, é monótono transitivo e pelo Lema 12 da mesma 

seção P ( G ;  s )  é um processo de eliminação perfeita. Então G é um grafo de 

eliminação perfeita e temos que em GB = G, para todo w E V, R(w) = 

{s-'(v) : v E MAclj(w)). Assim poclemos enuncias o Lema a seguir. 

Lema 17 S e  G é cordal e s é a ordenação obtida pela Busca e m  Largura 

Lezicográfica, então temos que 

ii.4 k-árvores 

Os resultados que se seguem são conlieciclos e podem ser encoiitrados em R74. 

Nesse artigo apresenta-se uma caraterização de k-árvores utilizando os con- 

ceitos de clique, separador e camiiiho. As definições e os teoremas, necessários 

para o nosso trabalho, são vistos a seguir. 

R74. Uma k-árvore é um giafo definido recursivamente assim: 

1) Uma L-clique é uma k-árvore de k vértices. 

2) Dada uma L-árvore T, de n vértices, uma k-árvore de n + 1 vértices é obtida 

quando acrescentanlos um novo vértice que é adjacente exatamente a todos os 

vértices de uma iínica lc-clicpe em T,. 

L-árvores são uma subclasse cla classe de grafos corclais. Pode-se observar 

que se zi ,  1 5 i < 12 são os vértices cla L-árvore de n vértices construída como 

na definição, então este grafo é monótono transitivo com ordenação s (i) = v; = 

x,+l-i, 1 5 i 5 n. 
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Teoreina 11 R74. U m  grafo G = (V, E) é u m a  I%-árvore se e somente se: 

i )  G é conezo, 

ii) G contém u m a  R-clique mas  não contém u m a  (I%+Z)-clique, 

iii) cada 2-y separador minimal de G é u m a  R-clipe. 

Teoreina 12 R74. G = (V, E) é u m a  k-árvore se e somente se verificam-se: 

a) G contém u m a  L-clique e não contém u m a  (k  + 2 ) - c l i p e .  

b) cada z-y separador minimal  de G é u m a  clique. 

c)  772 = kn - i k ( k  + 1 ) .  

Observar que b) no Teorema 12 é equivalente a ter um grafo corclal, pelo 

Leina 8 seção ii.2. Então, podemos reescrever o Teorema 12 da seguinte 

maneira: 

Teorema 13 G = (V, E) é u m a  k-árvore se e somente se verificam-se: 

a) G contém u m a  k - c l i p e  e não contém u m a  (L  + 2 ) - c l i p e .  

b) G é cordal. 

c) m = kn - $k(k + 1 ) .  

ii. 5 Síntese do Capítulo 

Neste capítulo apresentamos a base teórica para os capítulos posteriores. Os 

resultaclos mais importantes que foram enunciaclos nesta parte, são: 

O Teorema 4 que cletermina o número de arestas num grafo periplanar 

inaximal. 

O Lema 5 que garante a existência e iiniciclacle de ciclo hamiltoniano para 

os grafos periplanares maximais. 

Os Teoremas 7 e 8 que provam a linearidade do algoritino de reconheci- 

mento dos grafos cordais. 

O Lema 17 que relaciona os conjuntos monótonamente adjacentes com os 

rótulos obtidos pela Busca ein Largura Lexicográfica. 

O Teorema 13 que caracteriza as I%-árvores. 
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Todos estes resultados serão ~~tilizaclos fieqiientemente nos capítulos que se 

seguem. 
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Capítulo iii 

Caracterização e 
Reconhecimento 

Neste capítulo estudamos a caracterização e o reconhecimento de L-árvores, 

para obter algoritinos de reconlieciment o para os grafos periplanares inaxi- 

mais e as 3-árvores planares. Estas duas classes de grafos são casos particu- 

lares de L-árvores. Por serem utilizados nos próximos capítulos, os resultados 

aqui apresentados são de grande importância para o desenvolvimento do nosso 

trabalho. 

Na seção iii.1 apresentaremos o trabalho realizaclo por KM89 para intro- 

duzir O conceito cle conjunto base de grafos cordais, obtido a partir de um 

esquema de eliminação perfeita para o grafo dado. 

Na seção iii.2 apresentaremos resultados novos que relacionam a definição 

de L-árvore com a Busca em Largura Lexicográfica. Estes resultados permi- 

tirão obter um algoritmo de reconhecimento de L-árvores, para L fixo. 

Nas seções iii.3 e iii.4 casos particulares importantes de L-árvores serão 

apresentados. Na seção iii.3 apresentaremos a caracterização e o algoritmo 

de reconhecimento de grafos periplanares maximais. Na seção iii.4 genera- 

lizamos os resultados da seção anterior para o caso de 3-árvores planares. Ainda 

nesta seção, provaremos que as 3-árvores planares constituem exatamente a 

interseção entre os grafos cordais e os grafos planares maximais. 
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iii.1 Conjunto Base de Grafos Cordais e k-ár- 
vores 

Em KM89 é proposto uni algoritnio linear para reconhecer grafos cordais 

planares mais simples que o algoritmo geral para testar planaridade. Além 

disso, é provado um resultacio que caracteriza os grafos peiiplanares maxi- 

mais a partir das 2-árvores. Os conceitos teóricos apresentados neste trabalho 

serão de grande utilidade para os algoritmos de reconl-iecimento de grafos peri- 

planares maximais e 3-árvores planares que serão obtidos nas próximas seções. 

Sejam G = (V, E) um grafo corcial, conexo, não trivial e s um esquema de 

eliminação perfeita para G. Definimos para 1 < i < n 

V;(s) = {u E V :  s-'(u) >i), e 

G;(s) o subgrafo induzido por E(s) .  Portanto temos 

Gl(s) = G({u C V : s-'(u) 2 1)) = G(V) = G, 

e G,(s) = G({v E V : s-'(v) = n)) = {v,). 

Observe que os conjuntos G;(s), n > i 2 1 permitem recoiistruir o grafo 

cordal G ao acresceiltar um por uin os vértices de G na ordem dada pelo es- 

quema de eliminação perfeita s ,  partindo do grafo formado pelo único vértice 

v, e chegando no grafo G, enquanto que na seção ii.3.1 os conjuntos H j ,  O < 
j 5 n - 1 vão eliminando um por um os vértices do grafo cordal G, partindo 

do grafo G e chegando no grafo formaclo pelo único vértice v,. 

KM 89. Dizemos que B Ç V é um conjunto base de um grafo cordal G 

em relação a s se existir v E V : s-' (v) = t ,  e verificam-se: 

i) B = MAclj(v) = Adj(v) n {u E V : s-'(u) > s-l(v)), 

ii) B não é cliyiie maximal em Gt+i (s). 

Por exemplo, seja G o grafo dado na Figura iii.1, onde temos os seguintes 
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Figura iii. 1 Exemplo grafo cordal 

valores para o complemento de largura, rótulo e conjunto de vértices monóto- 

namente adjacentes a cada vértice v E V, obtidos por uma Busca em Largura 

Lexicográfica. 

São conjuntos base para o grafo G: 

B = {b,d), B' = { b , g ) .  

KM89. Para um conjunto base B, D(B, s) ={v : v satisfaz i) e ii) da 

definição de conjiinto base) é chamado de conjunto de vértices depen- 

dentes em relação a S. 

I D(B, s )  I= p(B, S) é a inultiplicidade do conjunto B em relação a S .  

No exemplo anterior temos, para o conjunto base B = {b, d), 

D(B, s) = { c )  e p(B, s )  = 1, e para o conjunto base B' = {b,g), 

D(B1, s)  = {e, d) e p(B', s )  = 2. 

Lema 18 KM89. O n6mero de conjuntos base de u m  grafo cordal G e m  

relação a s é, no  m i z i m o ,  u m  menos do que o número de diques maximais 

e m  G. 
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Figura iii.2 Componentes conexos de G(V - B) 

Leina 19 I(n!l89. Seja B um conjunto base de um grafo cordal G em 

relação a s, e seja t = max{s-'(2) : x E D(B,s)).  Então B é clique sepa- 

radora de Gj (s) ,1  5 j < t . 

Em particular, para j = 1 temos que se B é conjunto base de um grafo cordal 

em relação a s então B é clicpie separadora de Gi (s) = G. 

IiM89. Seja B um conjunto base de um grafo cordal G em relação a S. 

Chama-se coinponente dependente de B no subgrafo G;(s) ao compo- 

nente conexo A4 de G(V, - B) que verificas que existe um x E V ( M )  tal que 

V Y  E B, ( 2 , ~ )  E E(Gi(4) .  

Notamos ao número de coinpoileiltes dependentes de B no subgrafo 

G;(s) por c&(B, s), para 1 < i < n. 

Observe que dl (B, a) = dl (B, P )  onde a, são dois esquemas de eliiniilação 

perfeita distintos de G. Isto é pois Gl (a) = Gi ( P )  = G. Então, notaremos 

cll(B, s)  = d(B) uma vez que o grafo Gi(s) coincide com G para todo esquema 

de eliminação perfeita s de G. 

No exemplo anterior temos, para o coiljiiiito base B = {b, d), os compo- 

nentes conexos de G(V - B) dados na Figura iii.2. 

O componente conexo { c )  é componente dependente de B em G(s). 

O componente conexo {a, g, f ,  e) é componente dependente de B em G(s) . 
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Podemos dizer que os componentes depencientes cle B no grafo G são os com- 

ponentes coiiexos de G(V - B) onde temos, no mínimo, um vértice adjacente a 

todos os vértices de B. Como G é corclal e B é clique separadora, então existe 

uma clique com, no mínimo, um elemento a mais que o nilimero de elementos 

de B se existir algum compoileilte dependente de B no grafo Gi ( s )  = G. 

Lema 20 KM89. Seja B u m  conjunto base de u m  grafo cordal G e m  

relação a S .  Então d(B) = p ( B ,  s )  + 1. 

Corolário 5 KM89. S e  B é u m  conjunto base de u m  grafo cordal G e m  

relação a s ,  então B é propriamente contido em, no mzízimo, p ( B ,  s )  + 1 

diques mazimais  de G. 

Corolário 6 KM89. Seja B conjunto base de u m  grafo cordal G e m  relação 

a S .  Não existem dois vértices do conjunto D ( B , s )  que pertençam ao mesmo 

componente dependente de B. 

Teoreina 14 KM89. Sejam a , P  dois esquemas de eliminação perfeita de u m  

mesmo grafo cordal G. 

i) se B é conjunto base de G e m  relação a a, então é conjunto base de G e m  

~*elação a p. 
i i )  p ( B ,  a )  = P(B,  P )  = p ( B ) .  

Então, quando falamos de conjunto base, podemos esqueçer o esquema de 

eliminação perfeita. 

Leina 21 KM89. Seja G u m a  3-Úrvore. 

G é planar se e somente se cada conjunto base B de G verifica p ( B )  = 1. 

A prova do Lema que se segue é fundamental para o algoritmo de reconheci- 

mento de grafos periplanares maxiinais. Por essa razão será aqui reprodilzida. 
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Lema 22 Kh489. Seja G uma 2-árvore. 

G é periplanar mazimal se e somente se cada conjunto base B de G verifica 

p(B) = 1. 

Prova: 

¢=I 
Seja s um esquema de eliminação ~erfei ta  para G. Seja P; uma imersão peri- 

plana de Gi(s), 1 < 2 < n. Suponhamos que todos os vértices de Gi(s) 

encontram-se na face exterior de Pi. 

As arestas de Pi que formam a face exterior são cl-iamaclas cle arestas exteriores, 

e as arestas restantes em P; são cl-iamadas de arestas interiores. 

Provaremos por indução em 1 a seg~~inte hipótese incl~itiva: 

Gn-t (s), O < t < n - 1 tem uma imersão periplana maximal Pn-t9 O < t 5 n - 1 

na qual Luna aresta é aresta interior se e somente se a aresta forma um conjunto 

base cle G,-t(s), O 5 t 5 12 - 1. 

Se O 5 t 5 2 então G,-t(s) é (t + 1)-clique e não contém arestas interiores, 

portanto não temos nada a provar. 

Seja n - 1 > t > 2. Seja v = Vn-(t+l)(~) - Vn-t(s)9 e seja B = MAdj(v). 

Suponhamos que B é conjunto base de GnPt(s), então B tem miiltiplicidacle 

2, o que é um absurdo pois pela hipótese temos que p(B) = 1. Então temos 

que B não é conjunto base de Gn-t(s). E temos pela hipótese inclutiva que B 

é uma aresta exterior em Pn-t. 

Para obter Pn-(t+l) colocamos v na face exterior cle Pn-t e acrescentamos duas 

arestas para uni-lo com os vértices de B. 

Então temos que uma aresta é interior em P,-(t+l) se e somente se é um con- 

junto base de G,-(t+l)(s). Isto é váliclo ou pela hipótese indiitiva (já era aresta 

interior de Pn-t) ou pois a aresta é uma aresta interior obtida ao acrescentar 

as duas arestas para unir v com os vértices de B. Assim temos que vale a 

prova da hipótese indutiva e portanto G admite uma iinersão periplana. 

=d 
Seja G grafo periplanar maximal, n =I V I. 
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Figura iii.3 Exemplo de 2-árvore não periplanar maximal (grafo tencla) 

Então temos que m = 2n - 3, G é cordal, e G não contém I&. Então G é 

2-árvore. 

Suponhamos que B é conjunto base cle G tal que p(B) 2 2. 

Pelo Corolário 5 anterior, B está contido no mínimo em 3 cliques maximais de 

C: (ou seja em 3 triângulos). Absurcio, pois cada aresta num grafo periplanar 

maxiinal está contida no máximo em 2 triângulos (observar que o menor grafo 

que verifica que uma aresta pertence a 3 triâiigulos é o grafo "tenda" claclo 

na figura iii.3. O grafo tencla contém como subgrafo o grafo 1(2,3, obtido ao 

eliminar a aresta comum aos três triângulos. Portanto o grafo tenda não é 

periplanar pelo Teorema 5 seção ii.1.2, e assim o grafo que contiver o grafo 

tenda não é periplanar inaximal). 

Então temos que p ( B )  = 1 para todo conjunto base de G. I 

Teoreina 15 KM89. U m  grafo G é u m a  L-árvore planar se e somente se G 

é ou u m a  árvore, OU u m a  2-árvoi-e, ou u m a  3-árvore onde cada conjunto base 

t e m  multiplicidade u m .  

A seguir damos exemplos de 2-árvore não periplanar, grafo periplanar ma- 

ximal, 3-árvore e 3-árvore planar. 

Exemplo 1: Seja G o grafo da Figura iii.3, para o qual temos os seguintes 
dados: 
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Figura iii.4 Exemplo de grafo periplanar maximal 

Observe que Vi < n - 2 o conjunto MAdj(v), onde v = s(i), é conjunto 

base. 

B = {b,c), D(B, s) = {d, e), p(B, s) = 2 

G é 2-árvore e não é periplanar maximal pois não verifica o Lema 22. Isto é, 

podemos concluir que o grafo é uma 2-árvore utilizando a definição, e temos 

que existe um conjunto base B com multiplicidade diferente de 1. 

Exeinplo 2: Seja G o grafo da Figiira iii.4, para o qual temos os seguintes 
dados: 

Observe que Vi < n - 2 o conjunto MAdj(v), onde v = s(i), é conjunto 

base. 

B = {b, c ) ,  D(B, s) = {d), p(B, s) = 1 

B' = {b, cl), D(B1, s) = {e), p(B1, s) = 1. 

G é 2-árvore e periplanar maximal pois verifica o Lema 22. G é 2-árvore, e 

VB,p(B) = 1. 

Exemplo 3: Seja G o grafo cla Figura iii.5, para o qual temos os seguintes 
dados: 
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Figura iii.5 Exemplo de 3-árvore não planar 

Observe que Vi < n - 3 o conjunto MAclj(v) onde v = s ( i )  é conjunto 

base. 

B = {b ,  f, q, D(B,  s )  = {c ,  e ) ,  P ( B ,  s )  = 2 

G é 3-árvore e não é planar pois não verifica o Lema 21. G é 3-árvore porque 

verifica a defiai~ão, e existe conjiiiito base B com m~iltiplicidade diferente de 1. 

Exemplo 4: Seja G o grafo da Figura 5 .6 ,  para o qual temos os seguintes 
clacios: 

v s-l (v) R(v) MAcZj(v) 
a 5 0 0 
b 4 5 a 
c 3 5,4 a,b 
d 2 5,4,3 a,b,c 
e 1 4,3,2 b,c,d 

Observe que Vi < n - 3 o conjunto M A d j ( v ) ,  onde v = s ( i ) ,  é conjunto 

base. 

B = {b, c,  d ) ,  D(B, s )  = { e ) ,  p(B, s )  = 1 

G é 3-árvore planas pois verifica o Lema 21. G é 3-árvore e V B ,  p ( B )  = 1. 
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Figura iii.6 Exemplo de 3-árvore planar 

iii.2 k-árvores 

As L-árvores foram apresentadas na seção ii.4. Nesta seção daremos resultados 

novos para obter um algoritmo de reconhecimento de k-árvores para k fixo, 

utilizando a Busca em Largura Lexicográfica. Como já vimos no Teorema 15 

da seção iii.1, as k-árvores planares são exatamente as árvores, as 2-árvores 

e as 3-árvores planares. Estes três subconjuntos do conjunto das k-árvores 

eilcontram-se na interseção da classe dos grafos corclais com a classe dos grafos 

planares. Nas seções a seguir aproveitaremos os resultados obtidos nesta para 

os casos particulares de 2-árvores e 3-árvores que, juntamente com os Lemas 

21 e 22 da seção anterior, darão sustento aos algoritmos de reconhecimento de 

grafos periplanares maximais e 3-árvores planares. 

Lema 23 Seja C: = (V, E) uma k-árvore de n > k vértices. Então temos que 

'dv E V, d(v) 2 k. 

Prova: 

É imediata da definição por indução. 1 

Lema 24 Seja G = (V, E) uma k-árvore de n > k vértices. Então temos que 

I Adj(v) I= k para todo vértice simplicial de G. 

Prova: 

Seja v um vértice simplicial em G. 

Temos que ( AcEj(v) 15 k pois senão teríamos que 1 Aclj(v) U {v) I> k -I- 1. 

Adj(v) U {v) é completo, então G conteria uma clique de tamanho igual a 
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k + 2, o que é uma contradição. 

Pelo Lema anterior temos que V v E V, d(v) > k e portanto I Adj (v) 1 > k. 

Assim temos se v é vértice simplicial cle uma k-árvore G então I Adj(v) I 
< k e  IAdj(v) I >  L, ou seja IAdj(v) I =  L. I - 

Lema 25 Seja G = (V, E) uma k-árvore de n > k vértices e seja v um vértice 

simplicial de G. Então G - v é k-árvore. 

Prova: 

Seja v vértice siinplicial em G. 

Pelo Lema 6 da seção ii.2 temos que G - v é cordal. 

G - v contém k-clique pois n > k por hipótese. Então I V - v I =  n - 1 > k, 

portanto v é adjacente a E vértices em V - v que formam uma clique. Assim 

temos que G - v contém k-clique. 

G - v não contém ( L  + 2)-clique pois G - v C G e G não contém (k + 2)-clique. 

Agora vamos provar que se I V - v I =  n' e I E - {(v, u) : u E Adj(v)) I =  m' 

então m' = kn' - $k(k + 1). 

Pela definição de k-árvore temos que m = k n  - +7(k $ 1). E então m' = 

m - k = k n - - - (  :L k $ l )  - k  = k(n-1) - f k ( k + l )  =h'- 'k (k+ l ) .  2 

Assiin temos que G - v verifica as três condiqões do Teoreina 13 seção ii.4 e 

portanto G - v é k-árvore. I 

Corolário 7 Seja G = (V, E) uma k-árvore e sejam s um esquema de elimi- 

nação perfeita para G dado por uma Busca em Largura Leaicográfica e G;(s) = 

{u E V : s-'(u) 2 i) ,  1 < i < 12. Seja v;,i < n - E um vértice simplicial em 

G;(s). Então temos que Gi+l(s) = G;(s) - v; é L-árvore para todo i 5 n - L. 

Teoreina 16 Seja G = (V, E) um grnfo cordal e seja s um esquema de elimi- 

nação perfeita para G dado por uma Busca em Largura Lexicográfica. 

G é k-árvore se e somente se I R(v;) I =  k ,  Vi < n - L; I R(v,-~) I= j, 

V O < j < k - I .  
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Prova: 

*I 
Seja G = (V, E) uma L-árvore e seja s um esquema de eliminação perfeita para 

G dado por uma Busca em Largura Lexicográfica. 

Dividimos a prova em duas partes: 

1) Sejam i 5 n - k, G;+l (s) = G;(s) - v;, e v; vértice simplicial em G;(s); Gi 

é k-árvore e I E I > k. Então temos pelo Lema 24 que I MAdj (v;) I =  L, e pelo 

Lema 17 seção ii.3.2 cpte I R(v;) I= 1 MAdj(v;) I. 

Portanto, teinos que I R(v;) I =  L. 

2) Seja i = n - j, O 5 j 5 k - 1. Pelo Corolário 7 para i = n - k temos 

que v,-k é vértice simplicial de G,-l, (s) e Gn....k+l (s) é uma k-árvore. Então 

G,-~+I (s) = G({u E V : s-'(u) 2 n - k $1)) = G({V,-~+~, . . . , v,)) é uma L- 

árvore de 5 vértices. Assim, pela definição de E-árvore de k vértices temos que 

Gn-k+l (s) = G({V,-~+~, . . . , V,)) é uma clique de tamanlio k. Então temos 

que v,+ é adjacente a j vértices em G,+(s), O 5 j 5 k - 1. 

E então teinos que 

I R(vn-j) 1x1 MAdj(v,- j) 1x1 Aclj(~,-~) n {U E V : s-'(u) 2 72 - j) I =  
j , O <  j S k - 1 .  

Assim, temos que 

IR(v;) I =  k, Vi < n - k; \R(V,-~) I =  j , V O  < j 5 k - 1. . 

4 
Seja G corda1 e seja s um esquema de eliminação perfeita para G dado por 

uina Busca em Largura Lexicográfica onde temos que: 

IR(v;)l= L, V i  < n -  k e 

I R(v,+) I =  j ,  V 0  5 j < k - 1. 

Vamos reconstruir a k-árvore pela definição. 

Temos que v,, . . . , v,-(k-l) formam uma clique de tamanho k pois 

I R(v,+) I = [  MAdj(v,+) ] = I  Aclj(~,-~) n {u E V : s-'(u) 2 n - j) I =  j, 

OSjSk-1.  



Gn-k+i (3) = G(K-k+l(s)) = G({vn-k+l). - vn}) = G(V - {vi, * . vn-h)). 

Acrescentar v,-; no grafo para obter Gn-i, L < i < 11 - 1. Finalmente 

temos que Gi assim construíclo é o grafo G e verifica a definição de k-árvore. 

Portanto temos o resultado desejado. I 

Pelo Teorema 16 anterior, temos que se G é corda1 e s = {vl,. . . , v,) é um 

esquema de eliminação perfeita dado por uma Busca em Largura Lexicográfica 

para G tal que IR(v;)I= L V i  < 1 1 - k ;  IR(V,_~)I= j, O < j 5 L - 1  então G é  

uma L-árvore. 

Então propomos o seguinte algoritmo linear para reconhecer k-árvores. São 

conhecidos o grafo G, corda1 com n > 3; a seqüência s e os rótulos R(v) : v = 

s(i), 1 5 i 5 n, obtidos pela Busca em Largura Lexicográfica. 

Procedimento[k-arvore] 
LARVORE=VERDADEIRO 
para i = 1,  n fazer 

se i > n - L então 

se I R ( s ( i ) )  n - i então LARVORE=FALSO 
senão se I R ( s ( i ) )  (# L então kARVORE=FALSO 

se LARVORE=VERDADEIRO então " G L-arvore" 
caso contrario "G não L-arvore" 
fim[k-arvore] 

O procedimento anterior determina corretamente quando um grafo é uma 

L-árvore, pois é baseado nos resultados anteriores. 

Leina 26 A complexidade do procedimento L-árvore é de O(kn) .  

Prova: 

Observe que é possível verificar a cordalidade cio grafo em tempo linear devido 

aos Teoremas 7 e 8 da seção ii.2. Nessa verificação obtemos o esquema de 

eliminação perfeita para G. 

O laço do procedimento L-árvore é iteraclo n vezes no máximo, e cacla iteração 
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toma ten-q~o de O(k) ,  tendo em vista que cada rótulo precisa ser percorrido 

para análise. I 

Enunciamos o seguinte teorema que permite obter a ordenação dos vértices 

dada na definição de L-árvore, utilizaiido a numeração obtida pela Busca em 

Largura Lexicográfica para uma k-árvore. 

Teorema 17 Seja G uma L-árvore, e seja s = {vl,. . . ,v,) um esquema de 

eliminaçiio perfeita para G obtido por a Busca em Largura Lezicográfica. Sejam 

os vértices de G numerados da seguinte maneira: 

z j  = v,-j+l onde 1 5 j 5 n. 

Então temos que os vértices numerados por z l ,  . . . , z, ve~$icam a degnição de 

k-árvore. 

Prova: 

Como teinos que G é uina k-árvore então pelo Teoreina 13 seção ii.4 G é cordal, 

e então temos que 'dv E V o subgrafo induzido por MAdj(v) é completo. 

Pelo Teorema 16 visto anteriormente, temos que para G uma L-árvore, e s um 

esquema de eliminação perfeita para G, verifica-se que b' v : s-'(v) 5 n - L, 

I R(v) I= L. 

Seja j < n - k, então I R(vj) I =  k e então, pelo Lema 17 da seção ii.3.2 teinos 

que / MAdj(vj) I =  k. 

Portanto, podeinos dizer que b' j 5 12 - k,  O vértice vj é adjacente a uina clique 

cle tainaiiho k em G - {vl, . . . , vj). 

Por outro lado, teinos que em G - {vi,. . . , há k vértices, e eles compõem 

uma clique de k elementos (pois teinos que pelo Teoreina 16 1 R(v,-j) I =  
j, V 0  5 j  < k - 1, e assim IA/~A~~(v , -~ ) I=  j, b'O < j  < k -  1). 

Então z j  = vn-j+i, 1 < j 5 n verifica a definição de L-árvore pois zl, . . . , zk = 

v,, . . . , vn-(k-l) é uma k-clique, e para todo j 2 k + 1, z j  = vn-j+i é acljacente 

a uma L-cliclue. I 



iii.3. Grafos Periplanares Maximais 5 3 

Leina 27 Se s = {vl,. . . ,vn) é um esquema de eliminaçiio perfeita para o 

grafo G que é uma k-árvore, entiio 

'd v : s-'(v) < 11 - 5 + MAdj (v) éconjunto base 

Prova: 

Seja v : s-'(v) = t < 12 - k. 

Queremos provar que o conjunto MAdj(v) não é clique maximal em Gt+1(s) e 

assim verificar a parte ii) da definição de conjunto base. 

Seja Gt (s) = G({vn, . . . , vt)) = G({v : s-l (v)  > t)). 

Pelo Lema 17 da secão ii.3.2 temos que I R(v)  I=] MAdj(v) I. Como t = 

s-'(v) < n - k então, pelo Teoreina 16 I MAdj(v) I= L e o subgrafo induzido 

por MAdj(v) é completo (por ser G cordal), então temos que MAclj(v) indiiz 

uma cliq~ie de tamanho k em G, e em particular em G t + l ( ~ )  Ç G. 

Ou seja se t = s-l (v), MAdj(v) iilcluz uma clique cle tamanho k em Gt+l (s). 

Queremos provar que MAclj(v) não é clique maximal em Gt+l (s). Para isso 

veremos que existe uma clique de tamanho k + 1 em Gtt1(s) que contém 

MAdj (v). 

Por ser t = s-'(v) < n-5, temos quet+l  = s-'(v)+-1 < n-k$1 = n-(k-1), 

e e n t ã o t + l  5 n-(L-1)+1 = n-L. E a s s i m e ~ n G ~ + ~ ( s )  = G({v,, . . . ,  vt+l)) 

existem n - (t + 1) $1 vértices, ou seja existem n - t vértices. 

Se t < n - L, então t 5 n - k - 1 e assim temos que -t > -n + k +  1, e 

n - t 2 k + I. Então em Gt+1(s) existem pelo menos k + 1 vértices e portanto 

existe clicpe cle tainailho k + 1 em Gt+l(s) (observar que a c l iq~~e  gerada por 

MAdj(v,-k) u está contida em Gt+l(s) e é cle tamanho k + 1). I 

iii.3 Grafos Periplanares Maximais 

Nessa seção tratamos do reconheciinento de grafos periplanares inaximais, 

supondo conhecido o reconhecimento cle uma 2-árvore (seção iii.2 para o caso 

particular k = 2). 
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Assim temos o Lema 28 que permite estabelecer quando uma 2-árvore é um 

grafo periplanar maximal. Além disso, obtemos um algoritmo linear para re- 

conhecer grafos periplanares maximais. 

Lembramos primeiro o Lema 22 de seção iii.1. 

Seja G u m a  2-árvore. 

G é periplanar mazimal  se e somente se cada conjunto base B de G verifica 

p,(B) = 1. 

Baseando-se no lema anterior, poclemos apresentar o seguinte resultado. 

Lema 28 Seja G u m a  2-árvore, e seja s u m  esquema de eliminação perfeita 

para G obtido por u m a  Busca e m  Largura Lezicogrcifica tal que os rótulos 

R(v;) ' d i  < n - 2 são todos diferentes. Então G é periplanar mazimal. 

Prova: 

Suponhamos que G é uma 2-árvore e que s é um esquema cle eliminação per- 

feita para G obtido por uma Busca em Largura Lexicográfica. 

Suponhamos também que os rótulos R(v;) V i  < n - 2 são toclos diferentes. 

Pelo Lema 17 de seção ii.3.2 temos que 'd i ,  R(v;) = {s-'(w) : w E MAdj(v;)), 

onde s é uma bijeção. Então se os coi~juntos R(vi),Vi < n - 2 são diferentes 

temos que os conjuntos MAdj (v;)V i < n - 2 são diferentes. 

Observar que pelo Lema 27 seção iii.2, os conjuntos MAdj(v;), ' d i  < n - 2 são 

conjunto base para a 2-árvore G. 

Então temos, pelo Lema 22 enunciaclo recentemente, que o grafo G é peripla- 

nas maximal. I 

Vejamos agora um algoritmo de reconhecimento de 2-árvores. 

Pelo Teorema 16 seção iii.2, para o caso particular de k = 2, temos que se G 

é cordal, s = {VI,.  . . ,v,) um esquema de eliminação perfeita ciaclo por uma 

Busca em Largura Lexicográfica para G tal que I R(v;) I= 2, 'di < n - 2; 

I R(V,-~) I= 1; I R(v,) I= O então G é 2-árvore. 
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Então temos o seguinte algoritmo linear para reconhecer 2-árvores que é 

um caso particiilar clo algoritino anterior para k = 2. 

São conhecidos o grafo G, corclal com n > 3; a seqiiência s e os rótulos R(v) , v = 

s ( i ) ,  'd 1 5 i < n, obtidos pela Busca em Largura Lexicográfica. 

Procedimento[2-arvore] 
2ARVORE=VERDADEIRO 
se I R ( s ( n ) )  I #  (4 então 2ARVORE=FALSO 
se I  R ( s ( n  - 1) I# 1 então 2ARVORE=FALSO 
para i = 2, n fazer 

se I R ( s ( i ) )  I# 2 entiio 2ARVORE=FALSO 
se 2ARVORE=VERDADEIRO então " G 2-arvore" 
caso contrario "G não 2-arvore" 
Jim[2-arvore] 

O procedimeiito anterior cletermiiia corretamente quando um grafo é uma 

2-árvore. 

A coinplexiclacle c10 procedimento 2-árvore é O(n), pois já foi mostrado que 

o procedimento k-árvore tem complexiclade da ordem O(kn), portanto para 

o caso particular k = 2 temos coinplexidacle cle O(2n) = O(n). 

Observe que o algoritino cle Busca em Largura Lexicográfica produz os 

rótulos correspondentes a cada vértice v. Então, para verificar se a 2-árvore 

dada é um grafo periplanar maxiinal, só será necessário determinar se os rótulos 

R(vi) V i < n - 2 são diferentes. 

Como o algoritmo cle Busca em Largura Lexicográfica permite obter os rótulos 

orclenados (segundo a ordem dos complementos de largura), temos o seguinte 

algoritmo linear para reconhecer grafos periplanares maximais. São conhecidos 

o grafo G, corclal com 72 > 3; a seqiiência s e os rótulos R(v) , v = s (i), 'v' 1 5 

i 5 n, obtidos pela Busca em Largura Lexicográfica. 

Procedimento[Periplanar-Maximal] 
PERIPLANAR=VERDADEIRO 
se I R ( s ( n ) )  I# 0 então PERIPLANAR=FALSO 
se I R ( s ( n  - 1)) I# 1 e~ztão PERIPLANAR=FALSO 
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para i = 2, n fazer 
se I R(s(n - i)) I #  2 então PERIPLANAR=FALSO 

t = n - 3  
enquanto t >_ 2 e PERIPLANAR=VERDADEIRO 

se R(s(t)) = R(s(t - 1)) entúo 
PERIPLANAR=FALSO (G 2-arvore, não periplailar maxímal) 

t = t - 1  
se PERIPLANAR=VERDADEIRO então "G  periplanar maximal" 
senão "G não periplanar maxímal" 
fim[Periplanar-Maxiinal] 

O procecliinento anterior cleteriniila corretamente q ~ ~ a n d o  um grafo é peri- 

planar inaximal, pois é baseado nos resultados anteriores. 

Lema 29 A complexidade do procedimento Periplanar-Maximal é de 

O(4 .  

Prova: 

Observar que é possível verificar a cordalidacle do grafo em tempo linear (Teore- 

mas 7 e 8 seção ii. 2). Nessa verificação obtemos o esquema eliminação perfeita 

para G. 

O primeiro laço no procedimento é executaclo, no máximo, n vezes, e cada 

iteração toma tempo constante, pois trabalha com rótulos de tamanho - 

constante (menor ou igual a 2). 

O segilndo laço no procedimento é executado, no máximo, n - 3 vezes, e cada 

iteiação toma tempo constante (os rótulos são obticlos orclenados, ao seguir a 

orclein dos complementos das larguras dos vértices). 

Então, o procedimento Periplaiiar-Maximal tem complexiclade cle O(?%). 1 

iii.4 3-árvores Planares 

Da mesma maneira que na seção ailterior, poclemos obter um algoritmo para 

reconhecer 3-árvores planares supondo que sabemos reconhecer 3-árvores. 
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Lembramos de seção iii.1 o Lema 21. 

Seja G u m a  3-árvore. 

G é planar se e somente se cada conjunto base B de G verifica p ( B )  = 1. 

Aproveitailclo o Leina anterior, podemos provar o seguinte resultado: 

Leina 30 Seja G u m a  3-árvore, e seja s u m  esquema de eliminação perfeita 

para G obtido por u m a  Busca e m  Largura Lexicográfica tal que os rótulos 

R(v;) V i < n - 3 são todos diferentes. E ~ ~ t ã o  G é planar. 

Da mesma maneira que na seção anterior, podemos formular um algoritmo 

para reconhecer 3-árvores que é um caso particular clo algoritino apreseilt aclo 

na seção iii.2. Como no caso das 2-árvores, temos que o algoritmo de reco- 

nhecimento de 3-árvores apresenta complexidacle cle O (n) . 
Além disso, também podemos formular o seguinte algoritino para recoilhe- 

cer 3-árvores planares. 

São conhecidos o grafo corda1 G com n > 4, a seqüência s e os rótulos 

R(v), v = s(i), V 1  _< i _< n obtidos pela Busca em Largura Lexicográfica. 

Procedimento[3-arvore-planar] 
3ARVOREPLANAR=VERDADEIRO 
se I  R ( s ( n ) )  I# O então 3ARVOREPLANAR=FALSO 
se I  R ( s ( n  - 1 ) )  I# 1 então 3ARVOREPLANAR=FALSO 
se I  R ( s ( n  - 2 ) )  I#  2 então 3ARVOREPLANAR=FALSO 
para i = 3, n fazer 

se I  R ( s ( n  - i)) I# 3 então 3ARVOREPLANAR=FALSO 
t = n - 4  
enquanto t > 2 e 3ARVOREPLANAR=VERDADEIRO 

se R ( s ( t ) )  # R ( s ( t  - 1 ) )  então 
3ARVOREPLANAR=FALSO (G 3-arvore, iião planar) 
t = t - 1  

se 3ARVOREPLANAR=VERDADEIRO então "G 3-arvore planar" 
senão "G 3-arvore iião plaiiar" 
fim[3-arvore- planar] 

Lema 31 A complexidade do procedimento 3-arvore-planar é de O(n). 
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Como foi apresentado no Lema 22 cla seção iii.1, se iiina %-árvore verifica 

que todos os seus conjuntos base tem inultiplicidade um, então ela é um grafo 

periplanar maximal. É natural então nos perguntar se as 3-árvores planares, ou 

seja as 3-árvores que verificam que todos os seus conjuntos base tem multipli- 

cidade um, formam algum siibconjunto especial cios grafos corclais e planares. 

Observamos primeiro que as 3-árvores planares são grafos cordais e planares. 

Além disso, pelo Teorema 13 seção ii.4 temos que as 3-árvores planares veri- 

ficam que m = 3n - 6, ou seja contém o niímero máximo de aresta acliniticlos 

num grafo planar (Lema 3 seção ii. I. I). Assim temos que as 3-árvores planares 

são cordais e planares maximais. 

En~inciamos o Teoreina seguinte que garante que os grafos cordais e planares 

maximais com pelo menos 3 vértices são exatamente as 3-árvores planares. 

Teoreina 18 G é 3-árvore planar se e somente se G contém pelo menos 3 

vértices, é cordal e planar masimal. 

Seja G 3-árvore planar, então G é corclal e m = 3n - +3(3 + 1) pelo Teorema 

13 seção ii.4. 

Como G 3-árvore planar então G é planar. 

Assim temos que G é cordal, e G é planar maximal. 

+I 
Seja G corclal e planar maxiinal com n 2 3, queremos provar que G é 3-árvore. 

Assim teremos que G é 3-árvore planar. 

Seja G = (V, E). 

Por ser G cordal, temos que 3 s ordenação cle V tal que G, = (V, E, s) é 

moiiótono transitivo (ou seja MAdj(v;) é completo V 1  < i < 1 2 ) .  E s é um 

esquema de eliminação perfeita para G. 

Além disso temos, por os resultados da seção ii.3.1, que 

nz = C : .  d(s(i)), onde d(s(i)) =I Adj(s(i)) I em H,-1 = G({V-Ul<j<i-l~j}) = 
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G - {vl, . . . 
Como temos que MAdj (v;) = Adj (v;) - {vl, . . . , v;-1) = Adj (v;) em G - 

{vl,. . . , v;-1) (seção ii.2), então 

m = C:,' d(s(i)) = C ,  I MAdj (s(i)) I= C:,' I MAdj (vi) I. 
Por outro lado temos que G é planar inaxiinal, então m = 3n - 6. 

E como G planar, então em particular, G não contém K5. 

Então se G planar temos que I A4Adj(v;) I< 4, V 1  5 i 5 n (isto é pois se exis- 

tir i tal que I MAclj (v;) 12 4 então I MAdj (v;) U {v;) 12 5, e MAdj (v;) U {v;) 

é completo. Então G contém K5, O que é uin absurdo). 

Portanto temos que I AdAdj(v;) (5 3, V 1  5 i 5 12. 

Como G,-l (3)  = {v,, então I M A ~ ~ ( V , _ ~ )  15 1. 

Como G n - 2 ( ~ )  = {v,, v,-2)) então I M A ~ ~ ( V , - ~ )  15 2. 

Como Gn-k(s) = {vn,. . . 1 5 k 5 12 - 3 contém mais de 3 vértices 

distintos de Vn-k, então I MAdj(v,-k) 15 3 , l  5 k 5 n - 3. 

Assim temos que: 

m = xn-l 2 = 1  I MAdj(vi) 15 1 + 2 $ 3 ( n  - 3) = 3n -6.  

Se existir algúm 1 5 i < n tal que ( MAc&(v;) ( é diferente dos valores limite 

dados anteriormente, então G contém m < 312 - 6 arestas e portanto G não é 

planar maximal. Então G verifica com igualdade as três condições. 

Como G é corclal, então I MAclj(vi) I=I R(vi) 1 ,  V 1  5 i 5 n (Lema 17 seção 

ii.3.2). Então temos que G é corclal, I R(v,-l) I= 1; I R(vn-2) I= 2; 'd 1 5 7 5 

n - 3,1 R(vnPk) I= 3 (observe que I R(v,) I= O pois G,(s) não contém vértices 

diferentes de v,). 

Assim pelo Teoreina 16 seção iii.2 para k = 3 temos que G é 3-árvore. 

iii.5 Síntese do Capítulo 

Neste capítulo foram apresentaclas as idéias necessárias para trabalhar com 

grafos peiiplanares inaximais e a Busca em Largura Lexicográfica. Foram 

provados resultados importantes para o clesenvolvimento dos próximos capítu- 



60 Capítulo iii. Caracterização e Recoiiliecimento 

10s. Fazemos um resumo dos resultados mais significativos. 

O Lema 22 caracteriza os grafos peri~lanares maximais a partir das 2- 

árvores e dos conjuntos base. Este Lema foi provado em KM89. Mencionamos 

aqui que existe um trabalho posterior destes autores, aonde é fornecido um 

algoritino de tempo linear para o problema de isoinorfismo numa classe de 

grafos cordais que contém os grafos periplanares inaximais ( V I W 2 ) .  Estes 

resultados não foram iilcluiclos no capítulo, pois não são de utiliclacle para o 

nosso trabalho. 

O Teoreina 16 permite deteriniilar se um grafo é uma L-árvore utilizando 

a Busca em Largura Lexicográfica. 

O Lema 27 determina os coiljuntos base de uma k-árvore por meio dos 

conjuntos monótonamente adjacentes dos vértices do grafo. 

O Lema 28 perininte reconhecer os grafos periplanares maximais a partir 

das 2-árvores e a Busca em Largura Lexicográfica. 

O Teorema 18 determiila que as 3-árvores planares são exatamente os grafos 

cordais e planares maximais com pelo menos 3 vértices. 



Capítulo iv 

Alguns Resultados em Grafos 
Periplanares Maximais 

Neste capítulo apresentamos resultacios obtidos para os grafos periplanares 

maximais, utilizanclo a Busca em Largura Lexicográfica e aproveitando as in- 

formações obtidas com o algoritmo de reconhecimento proposto no capítulo 

anterior. 

O problema de achar um ciclo Hamiltoniano para um grafo geral é NP- 

coinpleto (GJ79); no caso particular cios grafos periplanares biconexos, temos 

pelo Lema 5 seção ii.1.2 que eles contém um único ciclo hamiltoniano. Por- 

tanto o problema de achar o ciclo hamiltoniano num grafo periplanar biconexo 

é trivial, no sentido que existe uma única resposta possível para esse problema. 
, 
E válida a mesma observação para os grafos periplanares maximais em parti- 

cular. 

Na seção iv.1 é provado que a partir da Busca em Largura Lexicográfica 

temos as arestas interiores do grafo periplanar maximal, representadas pelos 

rótulos dos vértices que verificam certa condição. Este resultado será utilizaclo 

nas duas seções posteriores. 

Em iv.2 é achado em tempo linear o único ciclo hamiltoniano de G, grafo 

periplanar maximal, aproveitando a informação obtida com a Busca em Largura 

Lexicográfica. 

Em iv.3 achamos uma rotulação recursiva dos vértices cio grafo G peri- 
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planar maximal, dada pelas larguras dos vértices. Esta largura é fornecida 

também pelo algoritino de Busca em Largura Lexicográfica. 

iv.1 Arestas Interiores e Exteriores em Grafos 
Periplanares Maximais 

O Lema 5 da seção ii. 1.2 nos permite obter informação importante respeito da 

classificação das arestas de um grafo periplanar biconexo em arestas exteriores 

e interiores. Esta classificação será utilizada nos resultados propostos nesta 

seção e nas cpe se seguem. 

Como já sabemos, os grafos periplanares maximais com no mínimo 3 vértices 

são biconexos, então os grafos periplanares inaxiinais com no mínimo 3 vértices 

possuem um único ciclo hamiltoniano. Assim podemos utilizar as definições de 

arestas interiores e exteriores para esta classe particular de grafos periplanares 

b' ~conexos . 
Podemos observar que toda aresta exterior de um grafo G periplanar ina- 

ximal com pelo menos 3 vértices é uma aresta que limita a face exterior de G. 

Apresentamos a seguir o resultado que mostra a relação entre os rótulos 

obtidos pela Busca em Largura Lexicográfica e as arestas interiores dos grafos 

periplanares maximais. Este Teorema permitirá obter o algoritino da seção 

iv.2 para achar o ciclo hamiltoniano, e também a definição recursiva de grafos 

periplanares com pelo menos 3 vértices da seção iv.3. 

Teoreina 19 Sejam G periplanar maximal n > 3, e s o esquema de  eli- 

minação perfeita para G obtido por uma Bt~sca em Largura Lexicográfica. 

Então V 1 5 i 5 n - 3, R(vi) representa uma aresta interior d e  G. 

Prova: 

Seja s o esquema de eliminação perfeita. Sejam Gi(s) = ( K  ( s ) ,  E ( K  ( s ) ) )  e 

K(s) = {v  E V :  s-'(v) 2 i), 1 _ < i  _< n. 

Gn(s) é 1-clique. Gn_i(s) é 2-clique. Gn-z(s) é 3-clique. Todos esses grafos 
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não contêm arest as interiores. 

Faremos a prova por indução. 

O grafo G = Gi(s) é periplanar inaxiinal com n 2 3. 

Seja Gn-j(s), 3 5 j 5 n - 1 grafo periplanar maximal (pois ele é subgrafo de 

GlkJ)). 

Então existe uma imersão periplanar de Gn-j(s) no plano onde todos os 

vértices de Gn-j(s) se encontram na face exterior, para todo 3 5 j < n - 1. 

Queremos provar que R(v;), 1 < i 5 12 - 3 representa uina aresta interior de 

G. Ou equivalentemente, que R(vn-j), 3 5 j 5 n - 1 determina uina aresta 

interior de G. 

Seja V,-j = Vn-j(s) - Vn-(j-i)(~) para j fixo tal que 3 5 j 5 n - 1. 

Temos que n - j 5 n - 3 < n - 2, então pelo Teorema 16 seção iii.2 para o 

caso k = 2 temos que I R(vn+) I= 2. 

Seja R(vn-j) = {aj, bj), onde s-l(uj) = aj, s-l(wj) = bj; 

a j  > n -  j, bj > n -  j ,  

Então (uj, wj) E E (pois G, é monótono transitivo), e 

(uj) wj) E E(K-j (s)) nE(Vn-(j-l) (s)) (s-I (uj) > n-j + s-I (uj) 2 n- ( j  - 1)) 

assim uj  E Vn.+-l)(s), idem para wj (wj E Vn-(ji)). 

Então temos que os extremos da aresta e = (uj, vj) perteilcem a Vn-(j-l) (s)). 

Queremos provar que e é aresta exterior de Gn-(j-l)(s). 

Se e fosse aresta interior de Gn-(j-l)(s) então e pertence a dois triângulos em 

Gn-(j-l) (s). Ao acrescentar v,-j a Gn-(j-l) (s), temos que e pertenceria a três 

triângulos em Gn-j (s), o que é um absurdo pois Gn-j (s) é periplanar maximal. 

Então (uj, wj) é aresta exterior de Gn-(j-l)(~). 

seja Gn-j (3) (Vn- j (s)) E(Vn-j (s)))) Vn- j (s) = Vn-(j-l) (s) U {vn- j). 

Acrescentando à imersão periplanar de Gn-(j-l) (s) o vértice v,-j e as arestas 

(vn- j, uj) , (vn- j , wj) , temos agora uma imersão periplanar de Gn- j (s) onde 

e = (uj , wj) é uma aresta interior de Gn-j (s) . 

Assim, b'n - 1 > j 2 3, R(vn-j) = {aj, b j )  determina a aresta interior de 

Gn- j (~ )  e = (uj) wj), onde s-l(uj) = aj, s-'(w~) = bj .  
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Então V 3 _< j _< n - 1, R(v,-j) = { a j ,  bj} determina uma aresta interior de 

Gl(s) = G, e assim temos a prova do Teorema. I 

iv.2 Ciclo Hamiltoniano para Grafos Peripla- 
nares Maxirnais 

Já sabemos da importância c10 ciclo hamiltoniano em grafos periplanares. 

Nesta seção vamos apresentar um algoritmo que, dado o grafo periplanar maxi- 

mal G representado pelas listas cle adjacência de todos os seus vértices, e dados 

a seqüência s e os rótiilos R(v),  V v  : s-'(v) < n - 2 obticlos por uma Busca 

em Largura Lexicográfica em G, gera o único ciclo hamiltoniano em G. 

Na seção anterior foi provado que os rótulos para os vértices v tal que s-'(v) < 
n - 2 representam as arestas interiores do grafo, onde cada vértice extremo da 

aresta é numerado pelo complemento de largura. 

O algoritmo para a determinação do ciclo liainiltoniano gera uma lista CI- 

CLO com os vértices do grafo G' periplanar maximal na ordem em que apare- 

cem no ciclo, obtida a partir das arestas exteriores do grafo. 

As estruturas utilizadas no algoritino são as seguintes: 

As listas ARESTAS, ARESTAS-INTERIORES, ARESTAS-EXTERIORES e 

CICLO são sequenciais. 

A lista ARESTAS contém todas as arestas do grafo, onde os vértices estão 

representados pelos complementos cle largura, e cada aresta apresenta seus e- 

lementos ordenados da seguinte maneira: o primeiro elemento no par é inaior 

que o segunclo elemento. 

A lista ARESTAS-INTERIORES é formada pelos rótulos dos vértices do grafo 

v que verificam s-'(v) < n - 2 (cada aresta interior apresenta seus extremos 

ordenaclos da mesma maneira que no caso cle ARESTAS). 
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A lista ARESTAS-EXTERIORES será obtida a partir das outras duas listas de 

arestas, ao substrair os elementos da lista ARESTAS-INTERIORES da lista 

ARESTAS. 

A lista CICLO é formada pelos vértices c10 grafo G periplanar inaximal, com 

seus nomes originais, na ordem em que eles se apresentam no único ciclo hamil- 

toniano do grafo. 

O procedimento Ciclo-Hainiltoniano gera, a partir das listas de ad- 

jacência do grafo periplanar maximal G = (V, E) e do esquema de eliminação 

perfeita s dado pela B~isca em Largura Lexicográfica, a lista ARESTAS for- 

mada pelas arestas do grafo cujos vértices são numerados pelos coinplementos 

de largura s-'(v), 'dv E V. 

Em seguida, os elementos da lista ARESTAS são oiclenados lexicográfica- 

mente utilizando a ordenação por caixas. 

Depois, será gerada a lista ARESTAS-EXTERIORES, a partir das listas 

ARESTAS e ARESTAS-INTERIORES (esta iíltima formada pelos rótulos dos 

vértices c10 grafo que representam as arestas interiores, e que foi obtida pela 

Busca em Largura Lexicográfica) . 
Uma vez obtida a lista ARESTAS-EXTERIORES, o procedimento Gera- 

Ciclo produz as listas de adjacência do siibgrafo formado pelos vértices e as 

arestas exteriores de G. Observe que estas listas são construíclas a partir dos 

complementos de largura dos vértices cio grafo. Percorrendo os vértices deste 

s~ibgrafo segundo suas acljacências, obtemos o único ciclo l-iainiltoniano de G. 

Procedimento[Ciclo-Hainiltoniano(G(V, E), s)] 
inicio 
para v E V fazer 

para w E Adj(v) fazer 
se s-'(v) > s-'(w) então incluir (s-'(v), s-l(w)) em 

ARESTAS. 
ordenar lexicograficameiite ARESTAS. 
para v E V : s-'(v) < n - 2 fazer 

{seja R(v) = a ,  b }  
incluir ( a ,  b) em ARESTAS-INTERIORES . 
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ARESTAS-EXTERIORES=ARESTAS - ARESTAS-INTERIORES. 
Gera- Ciclo 
fim[Ciclo-Hamiltoniano] 

~rocedinzento[~era-ciclo(AREs~AS-EXTERIORES)] 
inicio 
Kiclo = (1, . , n} 
para j E fazer adj(j) = @ 
para e = ( j ,  5) E ARESTAS-EXTERIORES fuzer 

udj(j) = ac&(j) U k 
adj(k) = udj(k) U j 

{acG(l) = {$,!a 
CICLO(1)=s(l); CICL0(2)=s(x) 
anterior=l; atual=x; i = 3 
enquanto i 5 n fazer 

{seja uclj(atual)={wl, w2)} 
se wl=anterior então proximo=w2 

senão proximo=wl 
CICLO(i)=s(proximo); i = i + 1 
ant eiior=atual; atual=proxiiiio 

fim[Gera-Ciclo] 

Lema 32 A complexidade do procedimento Ciclo-Harniltoniano é de O ( n )  . 

Prova: 

É fornecido ao procedimento Ciclo-Harniltoniaiio um grafo periplanar maxi- 

mal; o número de arestas do grafo é então 2n-3, e assim o número de iterações 

necessárias para gerar a lista ARESTAS é de O ( n ) .  A ordenação por caixas 

da lista ARESTAS é também de O ( n ) .  A construção da lista ARESTAS- 

EXTERIORES consta de um percurso simultâneo das listas ARESTAS e 

ARESTAS-INTERIORES, anlbas orclenadas. Isto garante a linearidade. 

O procedimento Gera- Ciclo é linear. De início percorre a lista ARESTAS- 

EXTERIORES e em seguida os vértices do grafo. Ambos os percursos são de 

O ( n ) .  i 



iv.2. Ciclo Hamiltoniaiio para Giafos Periplaiiares Maximais 

Figura iv. 1 Exemplo para determinar ciclo Hamiltoniano 

Exemplo: 
Seja G = (V, E) uin grafo periplanar maximal dada pela seguinte lista de ad- 
j acêilcias (grafo cla Figura iv. 1) : 

E seja a saída cia Busca em Largura Lexicográfica para G: 

Todas as arestas do grafo G ordenadas lexicográficamente, onde temos cada 

vértice extremo dado pelo complemento de largura correspondente, são: 

ARESTAS=(2,1), (3, I), (3,2), (4,3), (5,2), (5,317 (5,4), 

6 4 ) )  ( 6 )  5 )  

As arestas interiores ordenadas lexicográficamente estão dadas por: 

ARESTAS-INTERIORES=(3,2), (5,3), (5,4) 
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E as arestas exteriores são: 

ARESTAS-EXTERIORES=(2,1), (3,1), (4,3), (5,2), (6,4), (6,5) 

Assim temos o ciclo hamiltoniano de G na lista encadeada CICLO a seguir: 

CICLO=d, e,  f ,  a ,  b, c 

iv.3 Rotulaçáo Recursiva para Grafos Peripla- 
nares Maxirnais 

A definição de 2-árvore é uma definição recursiva. Vamos utilizá-la, junta- 

mente com os resultados obtidos no Leina 22 da seção iii.1, para obter uma 

definição recursiva de grafos periplanares maximais, equivalente à definição 

tradicional. 

Lembramos a definição de 2-árvore: 

Um grafo G é uma 2-árvore se verifica a seguinte definição recursiva: 

1. Uma aresta é uma 2-árvore de dois vértices. 

2. Dada uma 2-árvore T, de n vértices, uma 2-árvore de n + 1 vértices é 

obtida quando acrescentamos um novo vértice que é adjacente exatamente a 

os vértices extremos de uma aresta em T,. 

Sabe-se pelo Lema 22 da seção iii.1 que uma 2-árvore tal que todos os seus 

conjuntos base tem inultiplicidade um é um grafo periplanar maximal. Então 

pocleinos definir agora grafos periplanares inaximais a partir cla definição de 

2-árvores, ao acrescentar a condição para os conjuntos base. Como os con- 

juntos base numa 2-árvore podem ser identificados com os rótulos obtidos por 

uma Busca em Largura Lexicográfica para v : sY1(v) < n - 2 (Lema 27 seção 

iii.2 para L = 2), e esses mesmos rótulos são identificados com as arestas in- 
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teriores num grafo periplanar maxiinal (Teoreina 19 seção iv . l ) ,  então temos 

a definição a seguir: 

Um grafo G é periplailar inaxinlal com n 2 3 se verifica a seguinte definição 

recursiva: 

1. K3 é grafo periplai~ar maximal de 3 vértices. 

2. dado iiin grafo periplaimr maximal H de 12 vértices, obtemos um grafo peri- 

planar maximal G de IZ $1 vértices ao acrescentar um novo vértice adjacente 

exatamente aos vértices extremos de uma aresta da face exterior de H. 

No artigo BJM79 é apresentada a rotulação recursiva de um grafo peripla- 

nar inaximal que reflete a maneira na qual o grafo foi construíclo, em selacão 

à definição recursiva de grafos periplanares maximais dada acima. Esta ro- 

tulação é utilizada para clar a seqiiência de graus do grafo periplanar maximal, 

e por sua vez esta seqiiência é usada pasa obter um algoritmo linear pasa 

isomorfismo de grafos periplanares maximais. 

Damos agora a definição de rotiilação ieciirsiva de um grafo periplanar 

maximal (B JM79) : 

Um grafo periplanar maximal G com n 2 3 vértices é rotulado r e c u ~ i -  

vaineilt e se: 

i) os vértices rotulaclos 1,2,3 coinpõem um triângulo em G. 

ii) cada vértice com rótulo k : 3 < k 5 n é adjacente a exatamente dois vértices 

com rótulo menor estrito do que k .  

Vamos provar que a numeração dada pelas larguras obtidas por uma Busca 

em Largura Lexicográfica é uma rotulação recursiva para G grafo periplanar 

maximal. 

Teoreina 20 Seja G um grafo periplanar maaimal com n 2 3 vértices. Seja s 

u m  esquema de eliminação perfeita para G obtido por u m a  Busca e m  Largura 
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Lexicográfica. Então a numeração dada pelas larguras correspondentes a cada 

vértice em G é uma rotulação 1-ecursiva do grafo periplanar mazimal. 

Prova: 

Seja G periplanar inaximal, e seja largura(v) = n +  1 - s-l (v), onde s-'(v) é o 

coinpleinento da largura de v obtido por uma Busca em Largura Lexicográfica 

para G. 

i) os vértices v com largura(v) = 1,2,3 compõem um triângulo. Esses 3 

vértices correspondem aos vértices com complemento de largura n, n - 1, n - 2. 

Como G é periplanar maximal com pelo menos 3 vértices, então G é cordal, 

G contém 2-clique e não contém 4-clicpe, e m = 2n - 3. Assim G verifica as 

condições do Teorema 13 seção ii.4. Então pelo Teoreina 16 seção iii.2 e o 

Lema 17 seção ii. 3.2,teinos que I R(v,) 1 =I MAdj (v,) I= 0, I R(V,-~) 1 = 

=I MAclj(v,-') I= 1, I R(vn-2) I=I MA4 (V,-2) I= 2 e assim temos também que 

MAdj (v,) = 0, A4Adj (v,-') = {v,), MAdj (v,-2) = {v,, v,-l). 

ii) seja v tal que largui-a(v) = k,  k > 3. 

Sabe-se que lai-gui-a(v) = 12 + 1 - s-'(v); então, s-'(v) = n + 1 - k. 

Como n+l-k < n+l-3 = n-2, podemos concluir que R(v) = {il # i2). Isto 

é pois se G é periplanar maximal, então G verifica o Teorema 13 da seção ii.4 

para o caso particular k = 2 pois G é cordal, G contéin 2-clique e não contém 

4-clique e m - 2n - 3. Então pelo Teorema 16 seção iii.2, R(v) = {il, ia), 

il > s-'(v) = n + 1 - L, i2 > s-'(v) = n + 1 - k. 

Sejam ii = s-'(v~,), ia = s-'(v;,). 

largura(vi,) = n +  1 - i l  = 11 + 1 - s-'(vil) < n + 1 - s-'(v) = I 

largura(v;,) = n + 1 - i2 = 12 + 1 - s-'(vi,) < n + 1 - s-'(v) = k 

Então, a numeração dada pelas larguras dos vértices de G é uma rotulação 

recursiva pois verifica a definição. I 
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iv.4 Síntese do Capítulo 

Neste capítulo foram apresentaclas algumas aplicações da utilização da Busca 

em Largura Lexicográfica nos grafos periplanares maximais. 

Dois resultacios ~ o d e i n  ser destacaclos no capítulo. O primeiro, obtido no 

Teorema 19, provando que as arestas interiores dos grafos periplanares maxi- 

mais podem ser representadas com os rótulos obtidos pela Busca em Largura 

Lexicográfica. Este resultado foi utilizado para estabelecer o iínico ciclo hamil- 

toniano cio grafo periplanar maximal. 

O segundo, fornecido pelo Teoiema 20 obtém uma rotulação recursiva de 

um grafo periplanar maximal, utilizando também a Busca em Largura Le- 

xicográfica. Este resultado pode ser utilizado para o traçado automático de 

grafos periplanares maxiinais. 
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Capítulo v 

Grafo Coroa 

Neste capítulo apresentaremos uma nova família de grafos periplanares maxi- 

mais, os grafos coroa, e uma série de resultados obtidos a partir deles. 

Na seção v.1 é clada a clefinição da família, são apresentadas importantes 

características que estes grafos possuem. 

Na seção v.2 definimos o diial geométrico de um grafo planar, e provamos 

que o dual geométrico fraco dos grafos periplanares maximais possui carac- 

terísticas especiais. O ciual geométrico fraco dos grafos coroa é particularmente 

estudado. 

Na seção v.3 estudainos propriedades dos grafos coroa. A relação esta- 

belecida entre o dual geométrico fraco cio grafo coroa e o dual geoinétrico 

dos grafos periplanares niaximais em geral permite obter o seguinte resul- 

tado: qualquer grafo periplanar maximal está contido em algum grafo coroa. 

Também é possível determinar, dacio um grafo periplanar inaximal, qual é o 

menor grafo coroa que o contém. 

v.1 Caracterização de Grafos Coroa 

O grafo coroa CRj = (5, Ej), j 2 0, é definido recursivamente da seguinte 

maneira: 

i) CRo = &, 
ii) Dado CRj, j 2 0, definimos CRj+l assim: 
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Acrescentar 3(2" vértices no grafo CRj, cada um dos quais adjacente aos dois 

extremos de uma aresta diferente cla face exterior de CRj . 

Teorema 21 I .  CRj, 'd j 2 O ,  é 2-árvore. 

2. CRj; ' d j  2 0, é periplanar mazimal.  

Prova: 

1. Imediato pela definição (acrescentar um por um os 3(2j) vértices de maneira 

de garantir que com cada vértice acrescentado, o novo grafo é 2-árvore). 

2. Por inclução. 'i'emos que CRo = IC3 é periplanar maximal. 

Suponhamos que CRj é periplanar maximal, e provaremos que CRjtl é peri- 

planar maximal. As arestas acrescentandas a CRj para obter CRj+l permitem 

obter o ciclo exterior de CR,ti com todos os vértices cla seguinte maneira: 

Como CRj é periplanas maximal, então existe uina imersão periplana de CRj 

onde todos os vértices pertencem à face exterior. Acrescentar a esta iinersão os 

3(2j) vértices, cada um dos v a i s  é adjacente aos dois extremos de uma aresta 

exterior diferente de CRj. Desta maneira temos uma imersão periplana de 

CRj+l onde todos os seus vértices pertencem à face exterior. Assim temos que 

é válido o paso indutivo e portanto é válido que CRj é periplanar maximal. 1 

Teoreina 22 I .  n j  =I V, I= 3(2" ). 

2. mj =I Ej I =  3(2j+' - 1). 

3. C&, V j  > 0, t e m  grau máx imo  2(j  + 1). 

Prova: 

1. É imediato pela definição. 

2. Pelas partes 1. e 2. do Teorema 21, CRj contém 2nj - 3 arestas (isto é pois 

tanto as 2-árvores quanto os grafos periplanares maximais tem essa relação 

entre número de vértices e arestas). Então temos que ] Ej I= 2(3.(2") - 3 = 
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3(2j+l - 1). 

(Uma outra prova por Ind~ição. Se j = O então no = 3, mo = 3 = 3(2l - I). 

Supor válido para j = k, nk = 3(P) ,  mk = 3(2N1 - I) ,  e seja j = 5 + 1, 

3. Por Ind~ição. Se j = O é váliclo. 

Suponhamos válido para j = k,  ou seja o grafo tem grau máximo 2(k  + 1) 

(hipótese indutiva). Seja j = k + I. Os graus de todos os vértices em CRj 

são acrescentados em 2 (pois cada vértice no grafo CRj é um vértice na face 

exterior e é extremo de duas arestas exteriores). 

Assim, pela hipótese indutiva temos que o grau máximo em CRj é 2(j  + 1) = 

2(k + 1) e então o grau máximo em CRj+i será 2(k + 1) + 2 = 2 j + 2 = 2(j  + I) ,  

e temos que é válido o resultado. I 

Teoreina 23 Se  j = O então existem exatamente 3 vértices de grau 2 e m  CRo. 

Se  j = 1 então CRI contém 3 vértices de grau 2 e 3 vértices de grau 4. 
Se j > 1 então CR, contém 3 vértices de grau 2(j + I), e 3(2i) vértices de grau 

2(j - i ) , O  L i  < j  - 1. 

Prova: 

A prova é semelhante à prova feita na parte 3 do Teorema anterior. I 

Observe que o grafo CRj, j > 0, contém a metade de seus vértices cle grau 

2. Pelo Teorema 23 temos que, para todo j > I, CRj contém 3(2j-') vértices 

de grau 2, e pela definição temos que I T%; I= n j  = 3(2i)), portanto temos que 
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Figura v.1 Duas imersões planas diferentes do mesmo grafo 

o número de vértices de grau 2  em CRj é 7zj/2. Para os casos particulares 

j = 0 , l  também é válido. 

v.2 Dual Geométrico de um Grafo Periplanar 
Maximal 

Seja G = (V, E) um grafo planar. O dual geoinétrico G* = (V*, E*) é cons- 

truído da seguinte maneira: 

Seja G' uma imersão de G no plano. Para cada face cle G', criar um vértice em 

V*. Para cada aresta e E E, criar uma aresta e" E E* da seguinte maneira. 

Se duas faces de G' compartilham uma aresta e E E, unir o vértice correspon- 

dente a cacla face por Luna aresta e* E E* atravessando a aresta e. No caso 

particular de uma aresta em G pertencer a uma iIinica face de G', esta aresta 

dá origem a um laço no vértice de V* corresponclente a tal face. 

O resultado desta coilstrução é uin pseudografo (pode conter laços e/ou arestas 

miíltiplas) . 

G* contéin laços se e somente se G contém vértices de grau um. 

G* contém arestas múltiplas se e somente se G tem pelo menos duas faces com 

duas arestas ou mais em comum. 

Dado um grafo planar, diferentes imersões do inesmo grafo no plano podem 

produzir duais geométricos diferentes. Um exemplo pode ser visto na Figura 
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Figura v.2 Um grafo planar G e o seu dual geométrico fraco T 

v. 1. 

Dado um grafo planar G e G' uma imersão plana cle G, sejam G* o dual 

geométrico de G e vj, E V* o vértice correspondente à face exterior de G'. 

Chamamos a T = G* - vf, de dual geoinétrico fraco de G . Na Figura v.2 

temos um grafo planar C= e o seu dual geométrico fraco T. 

Neste capítulo utilizaremos o dual geométrico fraco de um grafo, e não o 

clual extendido ou modificado, utilizaclo na literatura para trabalhar com os 

problemas de isoinorfisinos em grafos periplanares biconexos (Sy78, Sy82). 

Seja agora G um grafo periplanar maximal com n 2 3. 

Pelo Corolário 3 secão ii.1.2 temos que todo grafo periplanar biconexo tem 

uma única imersão periplana a menos cle imagem especular. Agora estamos 

interessados no dual geométrico fraco de um grafo periplanar maximal que 

é biconexo. Entretanto estas duas iinersões não apresentam dificultade na 

hora de trabalhar com o dual geométrico fraco. Os cluais geométricos fiacos 

de um grafo periplanar inaximal e seu grafo imagem especular são árvores 

isomorfas (no senticlo comuin). Então não existe ambiguidacle na obtenção do 

diial geométrico de um grafo periplanar maximal, para 11 2 3. 
, 
E possível provar que G é periplanar biconexo se e somente se seu dual 

geométrico fraco não contém ciclos (FGH74). 

O clual geométrico fraco associado com um giafo periplanar biconexo não 

determina univocamente o grafo periplanar biconexo. Observe os exemplos na 

Figura v.3. 

Neste capítulo estamos interessados em grafos periplanares inaximais com 
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pelo menos 3 vértices, e portanto as provas a seguir são feitas obedecendo a 

esta coildicão. 

Leina 33 Seja G u m  grafo periplanar mazimal, n > 3.  Então G* - vfe é u m a  

árvore de n - 2 vértices. 

Prova: 

Primeiro provaremos que G* - vfe é um grafo. 

Como G é um grafo periplanar maximal, n 2 3, então G é uma 2-árvore e 

n > 3, portanto G é biconexo. Então G não contém vértices cle grau um. Logo 

G* não contém laços. 

Cada aresta interior de G é uma aresta comum a duas faces interiores de G. 

Os vértices de G* correspondentes às faces interiores de G que contêm vértices 

de grau dois, tem arestas múltiplas incidentes (estas arestas também são inci- 

dentes ao vértice corresponclente à face exterior de G, vfe). Isto é pois existem 

duas arest as que limitam a face exterior de G que contém vértice de grau dois. 

Os vértices de G* correspondentes às faces interiores de G que não contém 

vértices de grau dois, têm, no máximo uma aresta incidente. 

Então, seja G* - vje o grafo obtido ao eliminar de G* o vértice correspondente 

à face exterior. 

G* - vje não contém laços (G* - vfe é subgrafo cle G*) e G* - vfe não contém 

arestas múltiplas (pois foram eliminadas as únicas arestas múltiplas de G*). 

Portanto G* - vf, é um grafo. 

Agora provamos que G* - vje é uma árvore de 72 - 2 vértices. 

Seja T = G* - vf, = (V(T), E(T)). 

O grafo T é conexo pois G* - vfe é conexo. 

Temos que I V(T) I=[ V(G) I -1 = 12 - 2, pois o número total de faces de um 

grafo periplanar maximal com 12 2 3 é n - 1, e eliminando o vértice correspon- 

dente à face exterior temos n - 2 vértices correspondentes às faces interiores 

cle G. 

E temos que I E ( T )  I= n - 3 pois num grafo periplanar inaximal com n 2 3 
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Figura v.3 Grafos não isomorfos com o mesmo dual geométrico fraco 

Figura v.4 Grafo coroa CR2 e o seu dual geométrico fraco T2 

existem n - 3 arestas interiores, cada uma clas quais é comum a duas faces 

interiores. I 

Lema 34 Seja  G u m  grafo periplanar maximal, n 2 3. Seja T = G* - vf,. 

Então d(v) 5 3, b'v E V(T). 

Prova: 

Supoilhanlos que existe v E V(T) tal que d(v) > 3. Então a face interior 

correspondente ao vértice v é limitada por d(v) > 3 arestas. 

Isto é um absurdo pois G é um grafo periplanar maximal, portanto cada face 

interior de G é um triâilgulo (limitada por 3 arestas). 

Então temos que d(v) 5 3, b' v E V(T) . I 

Vamos consicleiai a notação seguinte: clado CRj, o grafo coroa de n j  = 3(2j) 

vértices, o dual geométrico fraco cle CRj é notado por Tj = (V(Tj), E(Tj)). Ve- 

mos na Figura v.4 os desenhos de CR2 e T2 . 
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Podemos definir recursivamente o grafo Tj, V j  > O, a partir da definição de 

dual geométrico fraco de um grafo e da definição recussiva c10 grafo Coroa CRj. 

O dual geométrico fraco de CRj, Tj = (V(Tj), E(Tj)), j > O é definido 

recursivamente da segiiinte maneira: 

i) TI é o grafo estrela de 4 vértices. 

ii) Dado Tj, o dual geométrico de CRj, j 2 1, Tjtl o dual geométrico de CRj+i 

é obtido de Tj ao acrescentar 2 vértices de grau 1 adjacentes a cada uma das 

folhas de Tj. 

Leina 35 Seja Tj o dual geométrico de CRj, j > 0. 

Então nf =I V(Tj) I = 3(2j) - 2, ~ n ;  =I E (T,) I= 3(2j) - 3. 

Prova: 

Imediato das definições de CRj e Tj. I 

Observe que dado Tj, j > O, o grafo periplanar maximal CRj, j > O tal 

que o seu diial geométrico fraco é Tj fica univocamente determinado. Isto é 

pois os vértices em Tj identificam faces interiores do grafo periplanas maximal 

cujo dual geométrico fraco é Tj, e as arestas em Tj determinam as adjacências 

entre faces interiores no grafo. Como o grau de cada vértice não folha em 

Tj é 3, não existe ambigiiidade para determinar o grafo periplanar maximal 

associado. Então, podemos obter uma iinersão periplana do grafo periplanar 

maximal cujo dual geoinétrico fraco é Tj utilizando a informação respeito de 

faces interiores e adjacência entre as mesmas. 

Lema 36 Seja Tj o dual geométrico fraco do grafo coroa CRj. Então 'dv E 

V(Tj), d ( v )  = 3 ou d ( v )  = 1. 

E mais, o número de vértices de grau 3 e m  Tj é nf/2 - 1, e o número de 

vértices de grau i e m  Tj é n;/2 + 1. 
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Prova: 

Provamos por indução em j.  

Seja j = 1 então temos que Gl = CRI, nl = 3(2') - 2 = 4. Verifica-se portanto 

que toclos os vértices em TI tem grau 1 ou 3,  e que I { v  : d ( v )  = 1 )  I= 3 = 

n7/2 + 1, e I { v  : d ( v )  = 3 )  I= 1 = n i / 2  - 1. 

Suponhamos agora que o lema é válido para j = L, e o provaremos para 

j = L + l .  

Pela hipótese indutiva temos que a árvore Tk = (G* - v f e )  verifica: 

i) b'v E V(Tk),  d ( v )  = 1 ou d ( v )  = 3 ,  

i;) I { v  : d ( v )  = 1 )  (= [3(2" - 2112 + 1, 

iii) I { v  : d ( v )  = 3 )  I= [3(2]") - 2112 - 1. 

seja Tk+i = Gk+, - vfe = (V (Tk+i ) ,  E(Tk+1)). 

Tk+l é obtido ao acrescentar 3(2" vértices em Tk,  cacla um dos q u i s  é adja- 

cente a uma das folhas de Tk, cle maneira tal que cada folha em Th é adjacente 

a dois novos vértices em Tk+l. 

Então, b'v E V(Tk)  : d ( v )  = 3 ,  v não foi moclificaclo e continiia com grau 3 (e 

temos [3(2') - 2 ] / 2  - 1 vértices nesta conclicão). 

Temos que b'v E V(Th) : d ( v )  = 1, v tem aumentado seu grau de 1 para 3. 

Finalmente, temos que b'v E TT(Tk+l) - V(Tk) ,  d ( v )  = 1. 

Então, em Tk+l temos: 

I { v  E V(Tk+l) : d ( v )  = 3 )  [=I { v  E V (Tk)  : d ( v )  = 3 )  1 + I { v  E V(Tk)  : d ( v )  = 

1 )  I= [3(2" - 2 ] / 2  - 1 + [3(2" - 2112 $1 = [3(2" - 21212 = [3(2"') - 4112 = 

[3(2k+1) - 2112 - 1 = n; /2  - 1. 

e em Tk+, temos: 

I {V E V(Tk+l) : d ( v )  = 1 )  I= 3(2" = 3(2"')/2 = [3(2"') - 2 + 2112 = 

[3(2'+') - 2112 + 1 = n; /2  + 1. 1 
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v.3 Propriedades dos Grafos Coroa 

Nesta seção provaremos propriedades importantes, que fazem dos grafos coroa 

uma família especial dos grafos periplanares inaximais. A seguir apresentamos 

definições necessárias nas provas posteriores. 

Denomina-se distância entre dois vértices v ,  to  de um grafo, d ( v ,  w), ao 

comprimento do menor camiillio entre v e w .  Chamamos excentricidade de 

um vértice v E V ao valor cla distância ináxiina entre v e w ,  'v'w E V .  O cen- 

tro de um grafo G, centro(G) é o subconjuilto dos vértices cle excentricidade 

mínima. O diâmetro de um grafo G, diam(G),  é a máxima excentricidade 

entre as excentricidades de todos os seus vértices. 

O Lema a seguir estabelece o diâmetro do dual geométrico fraco de um 

grafo coroa. 

Leina 37 Seja o grafo coroa C:j = CRj, j 2 0 .  Entiio d i a m ( T j )  = 2 j .  

Prova: 

Provamos por indução em j .  

Se j = 0,  d i a m ( T o )  = 0. 

Suponhamos que d i a m ( T j )  = 2 j .  Provaremos que d i u ~ n ( T ~ + ~ )  = 2 ( j  $ 1 ) .  

Tj+i difere de Tj em 3 ( 2 j )  vértices de grau 1, todos eles adjacentes a folhas de 

Tj.  Então o caminho mais longo em Tj+i é obtido ao acrescentar dois novos 

vértices no caminho mais longo de Tj.  

Assim temos que d i a m ( T j + l )  = d i a m ( T j )  + 2 = 2 j  + 2 = 2 ( j  + 1 ) .  I 

O Lema a seguir relaciona os duais geométricos fracos de um grafo peripla- 

nar maximal cyiialq~~er e os dos grafos coroa. 

Lema 38 Seja G u m  grafo periplanar masimal,  n 2 3. Seja 
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Então T ( G )  é ssbrafo  de Tj  para todo j > r ,  e T ( G )  não é suhgrafo de TI 

para todo k < r .  

Prova: 

Seja v = centro(T(G))  (se centro(T(G))  tiver mais de um vértice, escolher 

qualquer um dos vértices do centro). 

Se d ( v )  = 3,  nada a fazer; senão completar com vértices aGacentes a v até 

obter o grau de v igual a 3. 

Consideramos os vértices situaclos a distância 1 de v .  

Se todos esses vértices tem grau 1, parar. Senão, se existir algum desses vértices 

de grau menor que 3, completar com vértices adjacentes até obter o grau dos 

vértices a distância 1 cle v de grau 3. 

Repetir para vértices a distância i de v, 1 < i 5 r .  

Assim completaremos a árvore T ( G ) ,  obtendo uma árvore tal que os vértices 

são folhas ou tem grau 3, onde temos n* = 3(2T) - 2, m* = 3(2T) - 2 - 1 = 

3(2') - 3,  que é a árvore cle T,. 

Se j > r então T ( G )  é subgrafo cle T, que por sua vez é subgrafo de Tj .  

Concluiinos então que T ( G )  é subgrafo de Tj para todo j 2 r ,  provando a 

primeira parte do Lema. 

Vejamos agora o caso em que k < r .  Separamos a prova em dois subcasos, 

segundo diam(T ( G ) )  seja par ou impar. 

Se k < r e d i a m ( T ( G ) )  é par então r = [d iam(T(G)) /21  = d i u m ( T ( G ) ) / 2 ,  

e portanto temos que 2k < 2r = d i a m ( T ( G ) )  e 2k = d iam(T(k ) ) ,  então 

diam(Tk)  < d i a m ( T ( G ) ) .  E assim T ( G )  não é subgrafo cle Tk para k < r e 

& a m ( T ( G ) )  par. 

Se k < r e d i a m ( T ( G ) )  é impar então temos que d i a m ( T ( G ) )  = 2d + 1 

e r = [d iam(T(G)) /21  = d + 1, portanto temos que 2k < 2r = 2d + 2, 

assim temos que 2k < 2d + 1 = d i n m ( T ( G ) ) .  É impossível que 2k seja 

igual a d i a m ( T ( G ) )  pois 2k é par e d i a m ( T ( G ) )  é impar. Então temos que 

2k < d i a m ( T ( G ) ) ,  e assim T ( G )  não é subgrafo cle Tk para todo k < r ,  e assim 

temos a seguncla parte do Lema. I 
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Apresentamos agora um procedimento que dado um grafo periplanar ma- 

ximal com pelo menos 3 vértices G, produz uma nova numeração dos vértices 

do grafo, considerando-se a estrutura das faces interiores. Esta numeração será 

utilizada na prova clo Teorema 24. 

Seja G um grafo periplailar maximal, n 2 3. 

Niimeramos os vértices de G pelas suas larguras dadas por uma Busca em 

Largura Lexicográfica de G. Pelo Teorema 20 seção iv.3, esta numeração é 

uma rotulação recursiva de G. 

Numeramos, em seguida, cada face interior de G pela largura do vértice de 

maior largura pertencente a essa face. 

Obtemos assim a árvore T(G)  = G* - vf, com os vértices numerados pelos 

valores dados a cacla face interior (numerados de 3 até n). 

Determinamos o centro da árvore T (G). O centro pode ter um ou dois vértices 

no centro. Se T(G) tiver mais de um vértice, escolhemos qualquer um deles. 

Finalmente, determinamos o diam(T (G)) . 
Seja agora r = [diam(T(G))/21. 

Executamos novamente a Busca em Largura Léxicográfica para G, mas es- 

colhendo como primeiro vértice a ser percorrido um dos vértices de G que 

pertence à face interior de G cujo vértice associaclo em T(G) foi centro esco- 

lhido ailteriormeilte. Continuamos a busca de maneira tal que os 3 vértices 

desta face interior especial, sejam niimeraclos com larguras 1, 2 e 3. 

Ao finalizar a busca, temos uma nova numeração das larguras dos vértices de 

G que pode ou não coincidir com a primeira numeração obtida pela Busca em 

Largura Lexicográfica. Mas esta numeração clas larguras permitirá garantir 

que G está contido no grafo coroa CR,. 

Exemplo: 

Seja G o grafo cla Figura v.5. 
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Figura v.5 Exemplo 

Figura v.6 Grafo da figura anterior numerado pelas larguras 

Suponhamos que foi realizada uma Busca em Largura Lexicográfica em G e 

foram obtidas as larguras dos vértices dadas na Figura v.6. 

Numeramos agora as faces interiores do grafo da seguinte maneira, para 

cada face interior de G, determinar o valor de largura máximo entre os vértices 

que determinam tal face. Obtemos então a numeração das faces interiores dada 

na Figura v.7. Nessa mesma figura temos T(G), o clual geométrico fraco de G 

com os vértices numerados de acordo com a numeração das faces interiores. 

O centro de T(G) é formado pelos vértices 4 e 5. O diâmetro de T(G) é 

igual a 3. Portanto r = [diam(T(G))/21 = 2. Assim T(G) está contido em T2 

o dual geométrico fraco de CR2, o grafo coroa com n = 3(2') vértices. 

Escolhemos v = 4. 

Executamos uma Busca em Largura Lexicográfica em G onde os vértices de 

largura 1,2,3 correspondentes aos vértices da face 4 (b,e,g). Obtemos assim 

u n a  nova numeração dos vértices c10 giafo G pelas larguras da última Busca 

Figura v.7 Grafo onde as faces interiores são numeradas 
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Figura v.8 O grafo c10 exemplo como subgrafo cle CR2 

em Largura Lexicográfica. Na Figura v.8 temos o grafo com a nova numeração, 

que está contido em CR2. 

Pelo Lema 38, temos que o dual geométrico fraco de um grafo periplanar 

maximal com pelo menos 3 vértices está contido no dual geométrico fraco de 

todos os grafos coroa CRj, j > r ,  e r é o mínimo inteiro que verifica essa 

inclusão. O Teorema 24 prova que um grafo periplanar maximal está contido 

em todos os grafos coroa CR,, j > r ,  e r é o menor inteiro que verifica esta 

condição. 

Teorema 24 Seja G um grafo periplanar mazimal, n > 3. Então G é subgrafo 

de CR,, onde r = [diam(T(G))/21. 

Prova: 

Aplicamos o procedimento anterior ao grafo G para obter uma numeração das 

larguras dos vértices de G com os vértices de largura 1, 2 e 3 sendo os vértices 

da face interior que está associada a um dos vértice do centro de T(G). Deve- 

mos provas que G é subgrafo de CRj. Para isso, fazemos a construção seguinte. 

Seja Gi = (E, Ei), onde temos que os vértices cle G estão n~imerados pelas suas 

larguras obtidas do procedimento anterior. 

Go = G(%), Vo = {1,2,3). 

G; = G(I/Z), 1 I i 5 r ,  onde K = I/Z-iU {vértices de G adjacentes exclusiva- 

mente com vértices de V,-i). 

Observe que cada conjunto V; difere de em 3(2;) vértices, O 5 i 5 r - 1. 

Observe também que G, = G, pois diam(T(G))/2 = r. Então temos pela 
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definição de grafo Coroa, que G = G, 5 CR, C CRj , \d j > r. 
E assim G é subgrafo cio grafo coroa CR,. 

Além disso, temos que r é o menor índice que verifica tal condição. I 

Síntese do Capítulo 

Neste capítulo foi apresentada uma nova família de grafos, os grafos coroa. 

Estes grafos formam uma seqiiência que verifica uma propriedade importante 

provada no Teorema 24: todo grafo periplanar maximal está contido num grafo 

coroa CRj para um valor j conveniente. Utilizando este lema, podemos concluir 

também que todo grafo periplanar está contido num grafo coroa conveniente. 
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Conclusões 

Neste trabalho foi estudada a classe dos grafos periplanares maximais, e como 

uma extensão, a classe das 3-árvores planares. 

Foi apresentada a caracterização dos grafos periplanares maximais dada 

em ICA489, utilizando 2-árvores e conjuntos base. Esta caracterização permitiu 

estabelecer um novo algoritmo para reconhecer os grafos periplanares maxi- 

mais, utilizando a Busca em Largiira Lexicográfica. O algoritmo difere das 

idéias do algoritmo de reconhecimento cle grafos cordais e planares dado no 

trabalho ICM89 na utilização dos rótulos R(v). Além disso, a extensão obtida 

para o caso das 3-árvores planares, motivou a observação feita no capítulo iii, 

a respeito das 3-árvores planares serem os grafos cordais e planares maximais 

(Teorema 18 capítulo iii). 

Todo esses resultaclos, tiveram como conseqüência uma melhor compreensão 

tanto da classe clos grafos cordais planares, como das Zárvores e 3-árvores em 

particular. Apresentamos na figura vi.1 um esquema que estabelece os mem- 

bros das cliferentes classes de grafos que formam a interseção dos grafos cordais 

e planares. As interseções das diferentes classes de grafos que não apresentam 

grafos são vazias. 

O Teorema 20, visto no capítulo iv, prova que a numeração dada pela Busca 

em Largura Lexicográfica num grafo periplanar maximal é uma rotulação re- 

cursiva dos vértices, o que permite unificar o algoritmo de reconhecimento com 
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Figura vi. 1 Interseção planar coidal 



a geração de uina tal rotulação. 

Por o~ltro lado, nosso trabalho permitiu a definição de uma classe de grafos 

periplanares inaximais com características particulares, os grafos coroa que 

foram apresentados no capítulo v, onde podemos destacar o Teorema 24. 

Como propostas para desenvolvimentos futuros enunciamos as seguintes: 

i) Aproveitar propriedades de uma família específica de grafos com objetivo 

de melhorar a complexidade cle algoritmos é um recurso bastante utilizado na 

literatura. Por exempo, no seu trabalho F87, Freclerickson apresenta uma 

melhora do Algoritino de Dijkstra para o problema de caminhos mínimos de 

fonte simples em grafos planares. Para obter tal melhora, é proposta uma 

fase de preprocesso, a qual gera uma divisão do grafo planar em regiões. Esta 

divisão é obtida utilizando o algoritino separados de Lipton e Tarjan (LT79). 

Nossa idéia para trabalhar na classe dos grafos periplanares, é, aproveitando 

os resutados obtidos nesta tese, propor uma divisão do grafo periplanar em 

regiões, de maneira tal que a fase de preprocesso do algoritmo de Frederickson 

seja simplificacla. 

ii) Pelos mesmos motivos já expostos, propomos estudar os algoritmos 

de traçado de grafos planares para verificar se a aplicação dos mesmos a 

grafos periplanares maximais pode ser simplificada. Algoritmos cle traçado 

de grafos planares são, geralmente, lineares porém de grande dificuldade de 

implement ação. 

iii) Estudar as classes de grafos obtidas pela relaxação das condições nas 

caraterizações de grafos periplanares, como por exemplo os grafos série paralelo 

e os grafos Halim (Sy86)) assim como os grafos L-periplanares. 
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