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O Problema de Percursos de Veículos [PPU] consiste 

em determinar percursos ãtimos para uma frota de veiculos 

estacionada em um domicí 1 io (garagem ou depãsi to) de forma 

a a tender um conjunto de c1 ientes geograf icainente 

di spcrsas . 

Um exemplo classioo aparece nos problemas de 

distribuição de mrcadorias (DANTSIG RAHSER, 19591, onde 

cada cliente possui uma demanda específica e os veículos 

apresentam uma capacidade limitada. Porem, o problema 

tambkm aparece em várias situaç6es práticas não 

relacionadas com distribuição de produtos, como por 

exemplo, na entrega e/ou coleta de correspondhcias pelo 

correio, no transporte de crianças em Ünibus escolares, na 

ooleta de lixo, no planejamento de rotas akreas, etc,. 

Os problemas de percursoci de veículos são na sua 

grande maioria NP-árduos (LENSTRA & RINNOY KAN, 1981), 

portanto, pouco prováveis de serem resolvidos em tempo 

polinomial. O nosso interesse esta em desenvolver um 

si s te-- para m i  orooomputndor que produsn s o l u g & c s  d c  

qualidade em u m  teinpo computacional viável. Acreditamos que 



isto & possível através da combinação de três fatores: uma 

modelagem cuidadosa do problema, a utilização de um -&todo 

de solução eficiente e uma inter.face adequada com o 

usua~io. Neste trabalho procura-mos cumprir uma primeira 

etapa para o desenvolvimento deste sistema que consiste no 

estudo dos modelos e métodos de solução para o problema e a 

implementação de alguns destes , &todos em um 

mi crocompu t ador . 

Organizarnos este trabalho em cinco capítulos. Ainda 

neste capítulo introdutbrio, apresentai-fios uma classificação 

para os problemas de percursos de veículos e def inimas um 

problema básico. Este problema possui características que 

normalmente ocorrem nos vários problemas de percursos de 

veículos encontrados na pratica e na literatura e 

geralmente os n-&todos que o solucionam podem ser facilwnte 

estendidos ou adaptados para resol ver problemas mais 

complexos. No capí tu10 I I desenvolvemos os principais 

modelos e n-&todos exatoç de solução e no capítulo 1 1 1  os 

mitodos aproximados. No capítulo IV impleunentainas alguns 

destes métodos para resolver um problema de percrrrsos de 

veículos um pouco mais complexo que aparece muito na vida 

real. Este problema, que considera restriçües adicionais 

relativas a s  horirios de atendimento dos clientes, & 

conhecido na literatura c o m  Problema de Percursos Veículos 

com restriqües de Janela de Tempo. Finalmente, no capítulo 

V apresentamos algumas conclusües e indica-mas futuros 

trabalhos e pesquisa que podem dar continuidade a este 

estudo. 



1.1 - Classificaçãu e Definição do PPV-básico 

Devido a enorme variedade de problemas de percursos 

de veiculas extraídos da vida real convem inicialmente 

classifica-los em três grandes grupos, a saber, Problemas 

de Percursos de Veículos (PPV], Problemas de Sequenciamento 

de Veículos (PSV] e Problemas de Percursos e Seq~enciame~to 

de Veiculos (PPSV]. Uma rota ou percu~so de veículo é uma 

sequência de pontos de entrega e/ou coleta que o veículo 

deve percorrer ordenadamente, iniciando e f i na1 i zando num 

depbsi to ou garagem; portanto, o PPV consiste em determinar 

as rotas que minimizam u'ma fungão objetivo, que norn.ialmente 

é a distância percorrida pela frota. Um sequenciarnei-ito de 

veiculos é unw. rota onde associamos a cada ponto um tempo 

de chegada e um tempo de partida, ou de inicio e fim de 

serviço, portanto no PSV os veículos devem percorrer os 

pontos numa determinada ordem respeitando os tempos 

especificados. Quando os aspectos espacial e temporal se 

combinam de tal forma que um não prevalece sobre o outro 

t e m 5  o PPSV. Normalmente esta classe de problemas é 

caracterizada pela existência de um dos dois f ~ u  ambos) 

seguintes tipos de restrição, relaçao de precedhcia entre 

dois clientes, isto é, quando é exigido que um determinado 

cliente seja servido antes que outro e Janela de Te-rnpo 

("Time Windúw" 1 que ocorre quando os clientes exigem que o 

atendimento seja realizado dentro de um intervalo de tempo. 

Naiurali-ente, esta classificação não Er suficiente 

para definir oo-inple tan~nte um problema de percursos de 



veiculos. Vários problemas podem ser encontrados dentro de 

cada uma das três classes definidas; acima. BBDIN 8r GOLDEN 

(1981) apresentam uma clacisificação para os proble-mas de 

percursos de veiculos baseada nas características das 

principais componentes sempre presentes nestes proble-mas, a 

saber: o depósito, os clientes, a frota de veiculos e a 

.rede. Por exemplo, o PPV que vamos definir em seguida 

possui um Único depbsi to, os clientes possuem uma demanda 

conhecida, a frota de veiculos e homg&nea e a rede viária 

& não direcionada. 

Vamos agora definir o PPV-básico para nos próximos 

capitulas apresentarmos os vários métodos de solução. 

Considere um graf o G = (M,A) onde 
d 

M = {i = 1 , .  . . ,n) i! o conjunto de nós que representam os 

clientes, ou pontas de demanda, quando i # 1 e o depósito 

quando i = I .  Sejam Ns  = N - {I) e A = {(i,j): i,j E N) o 

conjunto de arcos, cada um possuindo um custo c i j que 

pode ser interpretado como a distância entre i e j ou 

como o tempo de viagem entre i e j . Cada c1 iente possui 
uma demanda di e a frota é composta por m veículos 

idgnt iços que possuem capacidade D. 

O PPV-básico consiste em construir as rotas de custo 

minirm de forma que: 

[ i  Cada aliente de Ng deve ser visitado enatnmcnte 

uma vez de forma a satisfazer sua demanda; 



[ i i )  Cada veículo inicia e termina sua jornada no 

deposito; 

( i i i )  A demanda total de cada rota de veículo deve 

ser menor ou igu.al que a capacidade do veiculo, ou 

seja, C di 5 D, onde R C N ' ;  
i €R 

(iv] O custo total [distância percorrida ou tempo de 

viajem) de cada rota deve ser menor ou igual que um 

limite dado L, i . & . ,  C c I L. 
i ,  jER i j 

Podemos classificar os problemas de percursos de 

veículos de acordo com sua matriz de custos C = [cij). O 

PPV é dito Simétrico quando a matriz C é sim&trica, caso 

contrario o problema e Assimétrico. Além disto, o problema 

é dito Euclidiano quando C satisfaz à desigualdade 

triangular, ou seja, se c < cik + C 
k j 

[i,j,k E N). Caso 
i j 

contrario o problema é Não-euclidiano. 

Geralmente os algoritms são desenvolvidos para 

resol ver os problemas siri& tricos-eucl idianos , porém sZo 

facilmente adaptáveis para resolver os demais casos. 

1.21 Classificação dos métodos de solugão 

Os m&todos de solução podem ser divididos em duas 

grandes classes: os mktodos Exatos e os métodos 



Aproximados . 

Os m&todos Exatos fornecem uim solupao &tima pai-a o 

problema e baseiam-se em técnicas conhecidas de Pragramaç& 

Matemática, porem sua aplicação e restrita a problemas de 

pequeno porte, já que a maioria dos problemas de percursos 

são NP-Arduos (LEMSTRA & RINNOOY KAN, 19811. 

Um algori tmo Aproximado & um pi-ocediwrento que 

utiliza a estru.tu~a do problema em questão aliado a uma 

heurística, muitas vezes intuitiva, para fornecer uma 

solugão viável "quase-ót ima" para o problema. Por solução 

viável "quase-8t ima" entendemos uma solução que sat i sf aça 

as restriçks do problema e forneça um valoi- para a fungam 

objetivo suficientemente bom ou próxima do valor ótimo. 

Naturalmente, uma solução aproximada pode ser comparada com 

um limite inferia? pai-a uma formulação exata, c o m  por 

exemplo o dual de uma relaxação lagrangeana, para a 

verificação da sua qualidade. 



11.1 - Introdução 

Neste capítulo apresentamos os principais algoritmos 

exa tos para o PPV-básico , mencionaunos tambkm algumis 

extensões importantes quando algoritmos exatos foram 

desenvolvidos com sucesso. 

Os 6 t o d ~ s  exatos de solução de p ~ o b l e i ~ s  de 

percursos de veículos normalmente incluem procedimentos de 

enumeração do tipo "Branch 8 Bcrund". Estes &todos estão 

intimamente relacionados com a modelo utilizado na 

f or~nulação do problema, portanto, convém classi f ica-10s de 

acordo com cada modelo. Utilizamos a seguinte classificaçãa 

para os &todos de solupão, sugerida em HAGMANTI (1981 ) e 

tamb&rn seguida por LAPORTE $ NOBERT (1985): 

( i )  Algoritmos de Busca Direta; 

( i i )  Algoritmos de Programação Dinâmica; 

( i i i )  Algoritmos de Prograinação Inteira. 

Estes itltimus podem ser subdivididos em: 

a) formulação por Particionamento de Conjuntos; 

b) Pormulag&o por Fluno de Veíau1os.f 



0s &todos de busca direta consistem em construir 

rotas de veiculos por meio de árvores de "Branch 8 Borrnd" 

(8-B). Hétodos enuwr~trativos do tipo B-B solucionam 

problemas de otimização discreta através do particionamento 

("Branch") do conjunto das soluções viáveis em sucessivos 

subcon juntos de menor dimensão, calculando 1 imi tantes 

("Bounds") sobre o valor da funçãa objetivo em cada 

subcon junto. Estes "bounds" são usados para selecionar 

subconjuntos promissores e/ou para descartar outros que na0 

têm possibilidade de conter a so1uçã.o 6tima. Os "bounds" 

sao obtidos pela substituiçáo do probleina original por um 

problema relaxado, mais fácil de ser resolvido, de tal 

forma que o valor da solução deste limita o valor da 

soluç~o do primeiro. O procedimento termina quando cada 

subconjunto ou produziu uma soluçao viável ou demnstrou-se 

que não contém nenhuma soluçao melhor que aquela obtida até 

o inomento. A melhor soluçao encontrada durante o processo é 

entso uma solução &tima global. 

Os ingredientes essenciais de qualquer algoritmo B-B 

para resolver um problema P de ot i-inização discreta da 

forma R i n  (fjx) / x E S) são: 

f i 1 Uma relaxação de P: um problema R da forma 

Hin {g(x)/ x E T), tal que S - c T e para 

cada x,y E S ,  f(x) { ffy) =) g(x) { g(y); 



( i i )  Uma estratkgia de "Branching" (separaçso): uma 

regra que partioione o conjunto viável Si do 

problema corrente P em subconjuntos S , .  ..,Si tal 
i i 

1 k 

[iii) Uíria estratkgia de "Lcrwer Baundingu: um 

procedi inento para determinar uma sol upSo Ó t i ma (ou 

quase ótima) para cada relaxapão R i  de cada 

subproblema Pi ; 

[iv] Uma estrategia de Busca: uma i-egra para 

escolher õ prbximo subproblema a ser processado. 

A seguir apresentamos duas estrataqias de 

"branchingm, que combinadas cõm diferentes estratkgias de 

"boundiag" produzem vários algoritmos. 

11.2.1 - "ranching nos Arcos 

Nesta segão apresentanms uma estratégia de 

"branching" que foi definida pai- LITTLE et al. (1963) para 

resolver o Problema do Caixeira Viajante (PCV) e mostramas 

c o m  utilizá-la no caso do PPV . 



Esta estrategia basea-se na escolha de um arca do grafo G 

para realizar a partição de um çubproblem, representado 

por un-i nó na "árvare de  busca" (figura I I. i f , em doi 5 

outros: o que contem todas as rotas que incluem o arco 

escolhido, e aquele que não inclue este arco nas suas 

rotas. 

Seja x a variável de decisao que possui os i j 

seguintes valores: 

[ i  se [i,j) pertence .& solução do problema; 
X = <  i j 

caso conti-ario. 

Portanto cada partiçao definida acima corresponde a 

escolha. de uma variável x (variável de "branching") que i j 

se atribui o valor 1 ou Q). Ma figura 1I.i abaixo pode-se 

visualizar este esquema. 

tadas as 
rotas 
/ \  

rota.s que 
Iexciuem t i ,  j 1 

rotas que 
linciuem (i,jll 

figura 11. i Arvore de Busca 



O procedimento de "brancking" e repetido ate que 

algum na da arvore de busca acima represente uma soluçao 

com rota única btinw. 

Convém observar que em qualquer estágio deste 

processo, a união dos conjuntos representados pelos nus 

terminais da árvore e o conjunto de todas as rotas do 

problema . 

No algoritmo de LITTLE et al. 11963) uma regra para 

a escolha da variável de branching e descri ta da seguinte 

maneira. 

"Sejam X, Y e Yj nbs da arvore de busca, onde X será 

o nb a ser part ioionado nos nus Y, quando x kl= i ,  e 

Y' quando x k l =  8, onde xkl a variável de branching 

escolhida. 

Inicialn~nte, a partir da matriz de custos determine 

a. matriz de "custas reduzidos", isto e, uma matriz 

oom ele-mntos não negativos e com pelo menos um zero 

em cada coluna e linha. Esta. matriz & obtida pela 

seguinte tkcnica de redução de linhas e colunas: 

subtrair cada linha (coluna) pelo menor elemento da. 

linha (coluna). Note que os custos relativos de 

t ~ d a s  a5 rotas permanecem os m s m ç ,  portanto, 

qualquer rota btima na matriz original continua 

uti-ma na matriz reduzida. 



6 prbxi-m passo e efetuar a ecitratkgia de 

"branching". Esta estratégia basea-se na escolha de 

um par de clientes de X ,  que será incluido em Y e 

excluído de Y 9 ,  visando construir em Y a melhor rota 

contida em X. As rotas de menor custo a sere-in 

consideradas para Y são aquelas envolvendo um par de 

clientes {i,j) de Custa Reduzido c = 8. i j 

Considere agora os custos das rotas que nau cont&m 

i ,  i.&., rotas possíveis para Y s .  Coma o 

cliente i deve peatencer a rota do caixeiro 

viajante, os custos destas rotas devem pelo Tnenos 

incluir o custo de menor valor entre os custos da 

linha i,  ~xcluindo-se c O mesmo ocorre coin a ij' 

cidade j ,  portanto, as .iTatas de Ys também devem 

incluir pela menos o custo de menor valor entre os 

custos da coluna j, excluindo-se c ij' Se def inimnos 

% a soma destes dois custos, o criterio de 
escolha do par de cidades para o "branching" 

(variável de branching) será dado por: 

Isto significa uma busca., na matriz reduzida, sobre 

os { i ,  j) que possuem c = e Bi  # a, como i j 

mostra a figura 11.2." 



- 
@kl - #43 = 15 

portanto (4,3) será 

o par de cidades 

escolhido para o 

Natriz de custos reduzidos. branching, e x a 43 

Os Nos. no canto superior variável de 

direito são os valores de 8 tranching. i j' 

figura 11.2 - Exemplo de escolha de urna 

variável de "branching". 

CHR ISTOFIDES & EILON ( 1969) desenvolveram um 

algoritmo de B-B baseado na estratégia de "branching" 

descri ta acirna para resolver o PPV-básico. 

O primeiro passo deste algoritmo consiste em 

transformar PPV-básico em um Problema do Caixeiro 

Viajante (PCV). Isto pode ser feito da seguinte maneira: 

substituir o Único depbsito por m depbsitos 

artificiais, todos localizados na mesma posição. 

Viagens entre os depbsi tos são p~oibidas 

atribuindo-se valores iguais a X para as distâncias 

entre os depbsitos, onde o valor que X assu-me 

depende da F.O. do problema considerado (LENSTRA & 

RINNOOY KAN, 1975): 



X = =  f o r n e c e a d i s t â n c i a n ~ í n i - m p a r a m v e i c u l o s ;  

A = @  fo rnece  a d i s t a n c i a  mínima pa ra  no máximo m 

v e i c u l o s ;  

X = - a fo rnece  a  d i s t â n c i a  mínima papa o  n h ~ r o  

mínimo de v e i c u l o s .  

O nhm-o  de d e p b s i t o s  a r t i f i c i a i s  m e igua l  a o  

núuneTo de v e í c u l o s  u t i l i z a d o s  na solugaa bt ima.  A e s t r u t u r a  

da ma t r i z .  de  d i s t â n c i a s  do problema modif icado,  agora  un~  

PCV, & mostrada na f i g u r a  11.3. 

m 
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f i g u r a  11.3 - R a t r i z  de  D i s t i n c i a s  pa ra  o  PPV 

na foima. do PCV.  

Para  r e s o l v e r  o PPV-básico o  a l g o r i  tm aba.ndona. um 

"branch" quando : 

( i )  A ca rga  t o t a l  para  uvn v e i c u l o  excede sua  

capac idade ;  

( i i ]  A d i s t â n c i a  t o t a l  acumulada por um v e í c u l o  



excede o limite L; 

( i i i )  A demanda total das cidades ainda não 

incluídas na. rota excede a capacidade total dos 

veiculo5 ainda &o utilizados. 

Além das questoes acima, que descrevem as restriç8es 

de capacidade e distância, & necessáro determinar os 

"bounds" para os nas da arvore de B-B de maneira a reduzir 

a busca envolvida ( estrat&gia de "bounding"). 

Já vimos que uma estrategia para o calculo de 

"bounds" baseia-se numa rei axação do problema original . 
Para melhor visualizarmos as qossiveis relaxatjijles para o 

PCV , considera-mos a seguinte formxlação do problema em 

termos de Progra-rnação Linear Inteira (LAPORTE 8; MOBERT , 
1985) : 

(PCV) H i n  C x ij ij 
i ,  jEDI 

sujeito a 



Nesta formulação, as restriçües (II.2), (11.3) e 

( I I. 5 )  descrevein o Problema de Alocação (ou Designação) . As 
restrições ( 11.4) eliminam as ocorrências de subi-otas, 

obTiganda a existência de pelo menos um arco interligando 

uma partição (S,ç} de N, i.=, evitam obter um giTafo 

desconexa como solução . 

LITTLE et al. (1963) apresentam uma estrategia de 

"bounding" que relaxa as restriç8es (11.4). O Problema de 

Alocação resultante e resolvido evitando-se a formação de 

subrotas impondo penalidades sobre o arcos que as 

formar iam. 

CHR ISTOFIDES EILOM ( i 369) sugerem coim 1 irni tante 

infe.rior uma Arvore G e r a d o r a  de  P e s o  Minim, descrevendo a 

sua justifioativa da seguinte maneira: 

" A rota do caixeiro viajante através de n pontos & 

um C i c l u  Halztiitunianu, isto é, um ciclo onde cada nb 

possui grau dois. Uma A r v o r e  G e r a d o r a  E/! unna 

configuração de n-1 arcos passanda por n pontos e 

uma A r v o r e  GEsradora  de P e s o  Mínimo, ou simplesmente 

Arvore Geradora Rínima, & uma Arvore Geradora onde a 

soma da seus pesas & mínima. A figura II.4(aj nicrstra 

um exemplo de uma rota mínima de caixeiro viajante. 

A arvore geradora nicrstrada em (b) é obtida pela 



rei-mção de um arco de (a), portanto (b) e um 

Limitante Inferior ["Lower Bound") para (a). A 

arvore de peso mínimo em (c) também & um Limi tante 

Inferior para (a). Comu a conf iguraçao em (c) 

consiste de 11-1 ligaç&s, umLirnitante melhor para 

a rota do caixeiro viajante pode ser obtido pela 

ad i ção de uin arco conveniente, por e xcmp 1 o, a menor 

arco do grafo, c o m  esta mosti-ado em (d). 

Alternativamente um ponto fictício pode ser 

adicionado, colocando-o na mesina pasição de rrm já 

existente, porem, designando-se uma distância 

infinita entre eles (e), Desta forma converte-se o 

conjunto de n pontos em um de n+i pontos. A 

árvore de peso inini-rno dos n+i pontos é um "Lower 

Bound" para a ~ o t a  mínima do caixeiro viajante 

dos n pontos originais." 



figura I I. 4 - A Arvore Geradora Mínima como 

um "bound" para o PCV. 



11.2.2 - Branching nas R o t a s  

Em CHRISTOFIDES (1976) é descrita um algoritmo B-B 

ande as rotas viáveis 5% geradas como e quando desejadas. 

Portanto cada no da arvore de busca corresponde a definição 

de uma nova rota de veículos. 

O estado da busca em um estágio h de uina arvore de 

B-B pode ser representada por uma lista oFdenada H, da 

seguinte maneira: 

onde S ( a i  1 é uma rota viável que inclui um cliente 
Ji- r 

específico x i e outros clientes que ainda não foram 
r 

incluidas nas rotas anteriores S ( x i  ] , . , . ,  S 
J i  1 

I x i  1 '  
Jr-i r-1 

Seja FCh) cr conjunta dos clientes livres, i.&. , 
que não pertencem a nenhuma rota até o estsgiu h, e 

seja F(h)= Ns-F(hf Q cas-ijunto dos clientes que já 

pertencem a uma rota em h. 

Um "branching" de algum na h envolve a escolha de 

um cliente x EFIh) e a consti-ução de uma lista i 
h + l  

'lxi ) do todas as rotas viáveis passando por este 
h+l 

c1 iente. Parece evidente que quanta menor fur u número de 

rami f icações [ "branchs" ) possíveis em um no I-i mais 

eficiente será a busca. Portanto, a escolha de x deve i 
li+ 1 



ser feita de forma a tornar a lista P(xi ) a r~iloi- 
h+i 

possivel. Este parece ser o casa em que x é escolhido i 
h+i 

comia a cliente ixais afastado do depbsito ou o que possui 

uma demanda n~ui to a1 ta. 

U m .  vez alcangado o fundo da árvore de busca, isto 

ocorre em um estágio rn quando F(m) = $ [onde rrr é o 

nú~i~ro de rotas da solução Btima), a lista H contem uma 

solução para o problema que consi.ite de rn rotas. Nesta 

altura um "backtrackinq" deve ser realizado para considerar 

as possibilidades ainda &o analisadas. 

Entretanto, nem todos os nBs produzidos por 

P( 'i ) necessitam ser explorados, em geral e possível 
h + i  

mostrar que um nó específico pode ser abandonado. Isto pode 

ser feito em u m  das seguintes circunstâncias: 

{ i )  A rota que contém x viola uma das i 
h+ i 

restriç6es do problema; 

( i i )  Os veículos ainda não utilizados ilao podem 

suprir as demandas d ~ s  clientes de F(h+i), i . e ,  a 

capacidade total destes veículos e menor que o 

volume das demandas dos c1 ientes 1 i vres; 

{ i i i )  Sejam Z' o custo da nelhor solupão viável 

conhecida, C ( S )  O custo #timo para suprip os 

clientes de S - C N p ,  C-(s) um "10wer bound" para 



C(S) e c+(s) um "upper bound*'. E n t k  o n6 h + l  

da arvore de busca não precisa ser criado, a partir 

do no h, se: 

(i v )  Se (h+l) & dominado por outro descendente 

imediato (hS+l) de h , i . é . :  

c ( F p + i  )-F(H) )+c'(F(I~$+~ 1) 5 c(F(h+i )-F(H)+c-(F(II+I 1) . 

Nos itens acima e assumido que limitantes superiores 

e inferiores para os subproble-mas restantes, def inidos 

pelos clientes livres, podem? ser calculados em qualquer 

estágio. Limitantes inferiores podem, c o m  já vimos, ser 

calcrnlados pela relaxação de alguma das restriçües e os 

liinitantes superiores podem ser obtidas o alguma 

heurística. 

Em CHRISTOFIDEÇ et al. (1981) os autores apresentam 

duas maneiras de calcular "lower boundç" para a PPV-básico, 

que mstrainos em seguida 

11.2.3 - Bound a Partir da k-DCT 

U m  "k-Degree Gentre Tree" (k-DCT) e uma árvore onde 

o n6 raiz possui grau , k. Este " bound" 



basea-se no fato de que o valor da solução btim do 

Problema do Caixeiro Viajante MUl tiplo (m-PCU) é 1 imitado 

pelo peso total de uma k-DCT. 

Podems observar que o conjunto dos arcos 

pertencentes a solução 8tima pode ser particionado em trg5 

subconjuntos, a saber: 

( i )  A I :  arcos que formam uma L-DCT, onde k = 2m - y 

y -< m; 

( i i J  AI: y aroos incidentes ao n6 1 (dephsito); 

( i i i )  Ag: m - y arcos não incidentes ao n6 i.  

Para derivarmoa o "bound" a partir da L-DCT & 

necessar i o antes apresentarnms uma nova f ormul agão papa o 

problema. 

Sejam: 

[ i  s e Z E A t  , onde t =  1,2,3 e IEA; 
L c? C.C. 

.y: nurnero de arcos incidentes ao depbsito; 

.cI: o custo do arco I; 

.fIi : 0 conjunto dos arcos incidentes ao n6 i ; 

. [ S , S )  : o canjunto de todos os arcos com um vértice 

em S e a outro em S .  



Entáo, podems formular m problema da seguinte maneira: 

(m-PCV) A i n  I: cZ(t: + + C;) 
I €A 

sujeito a: 

( i  E N f )  
IEA 

€ 0 1  ; t=1,2,3 e ZEA 

y 2 8 e inteiro 

A restrição (11.7) imp8e a cmnectividade da L-DCT, (11.8) 

define o grau do vkrtice 1 (deposito), ( 1 1 9 , 1 1 1 0 )  e 

( 1 1 . 1 1 )  especificam o número de arcos necessarios e (11.12) 

garantem que os n de N y  tenham grau igual a 2. 



Finalmente, (11.13) e (11.i4) impõe a integralidade às 

variáveis de decisão. 

Ma furmulaçh acima o número de veiculos foi 

cansidei-ado cama uma variável de decisão y , porem se 

fixaTmoç o seu valor em m, estaremos considerando uma 

fi-ata cujo tamanho & fixado a pFiori. Notamos tambkm que a 

f ormrslaçSo acima não considera as restriçbes de capacidade 

e distância, sendo portanto o Problema do Caixeiro Viajante 

RGl t iplo (m-PCV) . 

O "bound" e obtido atravgs da Relaxação Lagrangeana 

das restrigões ( 1 1 1 ) ,  decompondo o problema em três 

subprublemas PI, P2 e P3. A função ubjetivo do Problema 

Lagrangeano fica: 

onde : 

.Ai,@, iENs é o vetar de penalidades associadas com 

as restriqks relaxadas, e hl= @; 

- 
' = I  = C~ 

+ A i  + X  onde i I 
e jl 5% os dois 

I j I 

i~os adjacentes ao arco f ;  

t 
.aI = ( r z ;  t = 1,2 33 de acordo com cada problema. 



Para um dado valor de y e X , se iam: 

.v'(x,~] o valor da solução 6tima de P dado pelas 
1 

restrições (II.7), (II.8), (II,9) e (11.133; 

. v ~ ( x , ~ ]  o valor da soluçao btima de P dado pelas 
2 

restriç&es (II.lfZl] e (11.13); 

v ~ ( ]  o valor da solução dtima de P dado pelas 3 

restiç&es ( 1 1 . 1 1 )  e (11.13). 

Entgo um "lawer bound" para o (m-PCV) @ 

onde m representa um limitante sobre o número de rotas na 
1 

s~1upSõ bti13w. 

O "bound" acima naturalmente também vale para o 

PPV-básico. a i  que isto, pudemos melhora-lo quando 

consideramos as restriçCies de capacidade e distância (ou 

tempo) percor~ida por cada ueí~ulo, Esfa mslharia baseia-se 

na escolha de um nwlhar valor de 
"i 

para o PPV. Isto é 

feito da seguinte maneira (LAPORTE & MOBERT, 1985) :  

suponha os c1 ientes ordenados em ordem decrescents 

de suas demandas d i a  Comm m 
1 

rotas podem no 

ma xi m a  supri r uma quan t i dado E d i  e os 
i = l  ,m 

1 

veículos rests.ntea devem estar aptos a suprir as 



demandas ainda não atendidas, t e m 5  que: 

Analogavnente, cada cliente i contribui com uma 

quantidade de pelo menos ui= Ji+l/2(cii + c i i  
1 2 

1 

para o compr i w n t o  de u-ma rota, onde 
'i 

é o tempo 

gasto no atendimento da cliente i ,  i l  e i 2 são as 

duas cidades -mais prbximas de i. Então, se as 

cidades forem ordenas em ordem decrescente 

m deve satisfazer a: de U i ,  1 

Portanto, podemos tomar m 
i como senda o maior 

valor que satisfaz (II.i6] e (11.17). 

A seguir descrevemos os procedimentos sugerido em 

CHRISTOFIDES et al. (1981) para a cálculo de cada vt(h,y), 

t = 1,2 e 3, usado na cálculo do "bound" em (II.l5]. 

- Cálculo de V' fX,yl 

Para um dada valor de X e de y ,  resolver 
P1 

significa determinar uma L-DCT de peso mínimo. Seja T: a 

solução de P1. T: pode ser obtida atravis do cálculo da 

Arvore Geradora mínima do grafa, verif icandu-se o grau g 

do vértice 1 (o depbsito) da seguinte maneira: 



( i )  se g = k entao o proble-ma está resolvido; 

( i i )  se g < k então urna penalidade y > 8  é dada ao 

vértice I ,  e os custos c 
i j 

.ao tro~ados para 

C 
I J  - P ;  

( i i i )  se g > k entao uma penalidade y ( 8  & dada 

ao nó I e os custos c 
i j 

tornaiii-se c 
1 j 

- P -  

Nos casos ( i i )  e { i i i  ) a Arvore Geradora Mínima é 

recalculada, e o procedimento e repetido at& que g = k. 

- Cálculo de V'JX,~] - 

A solup5.0 de P2 & dada pelos y arcos incidentes 

ao depósi to, isto & que pertencem a A2, de menor 

- 
comprimento c . Uma boa escolha destes y arcos pode ser 

I i 
obtida pelo seguinte procedimento: 

-r -r 
.defina c e c 1 2 

c o m  sendo os custos dos dois 

arcos que 1 igam uma rota r ao depósi to; suponha 

-r - -r -r -r que c2 2 cI e note que quanda C1 = 2 
a rota & 

formada por um h i c o  cliente; 

.Ordene crescente e lexicograficamente as rotas pelo 

-r -r 
vetar (c2,cl), renumerando-as de maneira que a 



rota r se refira a r-esiyiia. rata da urdenapão, Coma 

para cada uma das y rotas podemos escolher para 

elemento de A 
2 

1 igam cada rota 

o mais longa entre os dois arcos que 

ao depbsi to, temos que a custo de 

-r 
m n o r  ou igual a C c2 i 

r=i ,y 

.Construa uma outra lista dos arcos adjacentes ao 

- 
deposito, ordenada ~~escentenente pelos custas c 

ij' 

repe t i ndo os prime i mi 
custos da lista de forma 

que estes aparepam duas vezes na lista. Defina h(p) 

c o m  o custo na p-&sima posigãa desta lista. Então, 

t e m s  que para qualquer solução do m-PCV, acima 

-1 -2 -3 
formulado, c 2 h(2), c2 2 h[4), c2 2 h(6), etc. e 2 

-r 
em geral c ?. h(2r) para qualquer r = i ,  . . . ,  m; 2 

Então, tenws que: 

& um li-rnitante infe~iar para o custo de 
A2 

e pode ser 

usado em (11.15) no lugar de v ~ ( x , ~ ) .  

- Cálculo de V ~ [ X , ~ _ )  

- 
A soluqão de Pg é dada pelo aomatúrio doi custos 

cl 

dos [m-y) arcos de m n o r  custo não incidentes ao depúsito 

i .é. , arcos que per tencem a A 
3 1 '  



Seja q l ]  o custo do arca incidente ao nó i de 

wienor custo. Mão considerando o depbsito, suponha que as 

quantidades ci[l] estejam ordenadas na ordem crescente e 

que os clientes tenham sido renumerados de forma que i se 

reiira ao i-=sim desta lista. Desta maneira, v'(x,~) e 

calculado por: 

- O Algoritmo para o c&lculo do bound pela L-W=T 

Para definir por completo a estratégia de "bound", 

baseada na relaxação da k-DCT, é apresentado em 

CHRISTOFIDEÇ et al. (1981) um algoritmo onde: 

. y  inicializado com o valor rn (dado por (11.16) 1 

e (11.17) ) e sernpi-e que necessário e incrernentado 

de uma unidade ; 

.os valores X i ' i=l,n , são calculados pela fórn-tula 

dada pelo &tada da subgradiente ate um número de 

iteraç6es fixado A priõri. 

A seguir apresentanms o algoritm. 

P@. finicializagSo) 

W 
defina ZL como o melhor lower bound e 2; o valor 

da melhor solução encontrada ate o onun-ento. Faça 

Z: = iü e y = ml; 



P1. (Inicia passo iterativu) 

Faça kount= I ,  A i =  (3 para i=I,...,n , 

P2. [k-DCT) 

Calcule T: da 

anteriormnte; 

m n e  ira que 

e v ~ ( A , ~ I ;  

P4. (Grafo PPV) 

Forme o grafo G pela uniao dos arcos encontrados 

nos passos P2 e P3 e faga ZL= custo total deste 

grafo, que & um "lower baund" para a salução da PPV. 

* 
Se ZL { ZL faça: 

* +f 
.Se ZL 2 ZU PARE (este no deve ser abandonada, 

realize um backtracking no algori t-im pi-incipal) 

?4 
.Senão (se Z { Z: ) vá para o passo P5; L 

se Z: L zL e kount= No. maxinm de iteraçks 

pe~mitidas vá para o passo P7; 

Senao faça kount = kount + 1 e V& para o passo P5. 

P5. (Penalidades A i ]  

Se o grau 'i 
do vértice x do grafo G é  igual a i 

dois e gI = 2m , PARE ( 2 ;  íi o melhor "lower 

borr-ild" que pode ser obtido por este procedimento) ; 



caso contrário calcule as penalidades 'i da 

seguinte maneira: 

onde a = 2 s e  i #  1 e  a = 2 m  s e i = l  e a &  
i i 

urna cte.. 

P 6 .  {Atualize matriz de cuçtosf 

Faça c = C i hi +?i r i,j E N  e vá para o i j i j j 

passo P2; 

P7. {Atualize y ]  

Se y= m PARE, senão faça y =  y + 1 e v á  para o 

passo P1 . 

11.2.4 - Baund a Partir da q-Rota Rinim 

O segundo "bound" desenvolvido em CHRISTOFIDES et 

ai, (1981) & baseado e-m uma rota especial, denominada 

q-rota, que definimos abaixo. 

Seja W (i, conjunto de todas as cargas [demandasf 

que podem existir em qualquer rota de veículo, ou seja: 



W = {q / C diti = q I D, para algum E {@,I} 1 
i ENs i 

[II.iB) 

Considere que os elevnentos de W esta0 ordenados 

crescentemerite e que q ( l )  & o valor do I-esim elemento 

de W. Uma q-rota de miioi-+ custa, 'PI(i] , é uma rota que: 

[ i )  passa pelo nb i ;  

(ii)'inicia e termina no depbsito; 

( i i i )  não possui ciclos do tipo i l i i  ; 

(iv) passui demanda total q[Z). 

Para derivar um "bound" a partir desta q-rota, Ei! 

necessário que forrnulems o PPV da seguinte maneira: 

[PPVI) M i n E  
T=l ,rs 

=rYr 

sujeito a: 

onde : 



r = i ,  & o índice das r rotas viáveis; 

.c é a custo da rota r; r 

. R i  e o conjunto de índices de rotas que visitam a 

cliente i ;  

r d. se a rota r pertence 8 solução; 
.y, = ( L 0 C ' C '  

Podems  reformular o problema acima subst i tuindo 

Yr Por: 

onde M é o conjunto de índices dos clientes da rota r e 
-r 

Kr = C di & a carga total da rota r, e substituindo a 
i €Hr 

restrição (11.21) pelas seguintes : 

A restrição (11.251 garante que Pir = i se e sb se 

jr 
= 1 V j E M e portanto yr = 1 ,  

Vamos relaxar este novo problema removendo as 

restriçks (11.25) e trocando o conjunto % pelo conjunto 

completo de clientes N s ,  para obter a seguinte formulação: 



sujeita a: 

- 
onde c = c di/q(i), c 

i l i1 
sendo a custo da rota que 

i l 

passa por i comcarga q(l); DT = F. di e w = 1 ~ 1 .  
i ENp 

Ê evidente que o custo Fz(i) , custo da rota 

mínima que passa por i com carga q(i) , & um "lower 

bound" para &i I ' Portanto a solução do problema 

sujeito a CI1.273, (11.28), (11.29) e 1 1 3 0 ) ,  onde 

b = i d i  é um Iower bound para o PPV. 

- 
O b s . :  Note que b i I  é um lower bound para c i obtido 

pela relaxaçãa das re~triçcies que garantem que em u m  

solução viável o grau de cada nó, diferente do depbsito, é 



igual a dois. 

Finalvente, poderms faci ltsíente calcular um "lawer 

bound" para o PPV 5e ignorarmos as rastriçiies (11.28) e 

(11.29) do problema acima definido, resultando em: 

p = C  Min [biI]. 
iEMs IEW 

Uma alternativa mais refinada seria calcular o 

"lower bound" atravks de uma Relaxaçãa Lagrangeana das 

restrições (11.28) e (11.29). 

11.3 - Algoritmos de Programaç% Dinâmica 

Os principais elementos de um algorituno de 

Programação Di nsmica (P .D. ] são Estados, Transições entre 

estados e EQuagCies de Recorrência para determinar o valor 

da Função Ob jetivo em cada estado. A for-mulação de um 

problema de percursos de veículos através da Programação 

Dinâmica apresenta uma dificuldade comum a várias problcsmas 

de otirnização combinataria: o número extremamente elevado 

de estados torna sua resolução inviável na prática. 

AEim de contornar esta dificuldade CHRIÇTOFIDES et 

a1 . ( l98ib) introduziram. um &todo, denominado "Relaxação 

do Espaço de Estados", para reduzir o númro de estados do 

problema. 



11.3.1 - RelaxaçSo do Espaço de Estados 

Relaxar o espaço de estados associado a uma dada 

recursão de programação dinâmica consiste em reduzir o 

nirmero de estados de tal foima que a solução da recursão 

relaxada determine um lin~itante ("bound"] para 0 valor 

htinm da problema; este "bound" pode ser então utilizado em 

um procedimento B-B para solucionar o problema original. 

A redução do n&mero de estados é feita através de 

uma função g(.) que mapeia valores de um espaço de 

estados S em um espaço de estados G de -mEsnor 

cardinalidade. Portanto, se existir uma transição de um 

estado S1 para um estado S2 no espaço de estados 

original, então deve existir U T I ~  tranci i pão 

de g(SI] para g(S2) no espaço de estados relaxado G. 

A relaxação do espaço de estados pode r bem 

entendida atrav&s do classico Problema do Caixeiro Viajante 

(PCV). Vamos considerar a seguinte formulaqão do PCV em 

termos de Programação Dinâmica (P .D. ) . 

Seja f(S,i) o custo da caminho mais curto que 

inicia no depósito I ,  visita cada nó de S e termina no nó 

i E S. A recursão da P.D. & dada por: 



f(S,i) = Min {f(S-{i},j) + cji} 
jES-(i) 

para todo ÇC - Ns e v iES . 

A inicialização da recorrgncia e'dada por 

Então, a solução õtima do problema e 

Min {f(NS,i) + cii}. 
i EN? 

Seja g(.) a fungão que mapeia o domínio de (S,x) 

para algum outro espaço [g(S),x) de menor cardinalidade. 

Então, a relaxação da recursão (II.38)para o PCV torna-se: 

-1 onde r ( x )  2 Ss - 3 S-{x) . A inicializaçãa é dada por: 

caso contrario. 



Liçtamoç abaixo cinco funçees gC.1 examinadas em 

CHRISTOFIDES et al. (198d.b), que podem sei- utilizadas na 

relaxação desc~ita acima. 

( i i )  g(S]= B di ; 
i ES 

I 2 I 
( i v ]  g(S) = ( Z di , E di ) , onde di e d: 

i ES iES . 

são inteiros tais que 
2 dt + d i z  i ;  

onde Si, . . . ,  S, representam uma partição do 

conjunto N *  . 

11.3.2 - Formulações do PPV em Programaqão Dinâmica 

É importante observar que a eficácia da relaxação do 

espaço de estados em produzir limitantes 4 relativa a uma 

dada formulação de P.D.. Nesta sepão apresentams tr&s 

formulaç8es para o PPV com restripees de capacidade. Na 

seção seguinte derivamas os limitantes a partir da 

relaxação do espaço de estados para cada uma destas 



Sejam f (ms ,S) o ixilor custo para suprir um 

conjunto S de clientes usando apenas ms veiculos; v(S) 

a solução para o PCV definido pelos clientes pertencentes a 

S e o depbsito i .  Então a f&rmula de recursão da P.D. 

fica: 

f(mg,S) = R i n  (f(mp-1,s-U) + v(U)) 
UCS 

sujeita a: 

onde S 2 M s  deve satisfazer a: 

onde DT = C di . 
iENg 

A recursão & inicializada por f(1,S) = v(Ç), 

b) Formulação 2 

V a m s  ver uma relaxagão a1 ternativa que contçim 

alguma redundância de estados em relação a anterior. Esta 

redundância & Útil quando realizamos a relaxng&o do cspago 

de estados (uma analogia a relaxaçao lagrangeana pode ser 



feita para uma primeira justificativa deste fato). 

Seja f(ms,S,k) o menor custo para suprir 05 

clientes de S, usando ms veículos, com os Últim~s 

clientes das correspondentes -ms rotas estando entre os 

clientes 2 , , k  E seja v(S,k) a solução do PCV no 

cojunto S onde o Última cliente da. rota é k. Neste caso 

a recursão 4 dada por: 

f (m* ,S,k) = Rin{f (mf ,S,k-i), Plin (E (ms-i ,S-U,k-l)+v(U,k)}) 
UCS 

sujeito a (11.33). 

Seja f(mf,S,z,i) o menor custo para suprir os 

clientes de S usando mg veículos onde as primeiras 

(mf-i) rotas estão fechadas e a última rota esta aberta, 
- 

tem uma demanda de d e termina no c1 iente i . A recursão 
desta P.D. &:  

f(mf,S,z,i) = Min {f (mf ,s-{i} ,i-di, i ) + cji} 
E S ~ F - I  ( i 

(11.36) 

para d i  5 d I D e ms=i,. . .,me 

As funç6es são inicializadas por : 



[ c i i  
- 

para d = 
f(i,{i),z,i) = { 

d i  

L.. C . C .  

O valor b t i m  do PPV @.~entãe dado por: 

onde o,- (m-i)D r d 5 o. 

11.3.3 - Relaxação do Espaço de Estados e Houndç para o PPV 

As n ~ s m 3 5  funçks de mapeawnto utilizadas no PCV 

podem ser usadas para relaxar as ~etriçOes dadas acima, no 

caso do PPV. As variaveis S, do vetor de estado em todas 

as formulaç6es acima, podem ser relaxadas através das 

funçses g(S] dadas na segão (11.2.1). 

a] Relaxação da formulação i 

Considere g(S) = q = Z di , então a relaxação da 
i ES 

recursh (11.321 fica: 

f[ms ,q) = Min {f(ms-1,q-p) + F(p)) (11.39) 
P 

onde DT-(m-I)D 5 p 5 min{q,D) e & o custo mininm 

do oirouito C -papa o qual C di - p .  Como o a&loulo de 
iEC . 

- - 
v ( p )  & um problema difícil , define-se uma função v(p) 



para ser um Limitante Inferior para este custo: 

onde : 

f(p,i) = Min { ~ ( P - P ~ J ]  i. cjil 
J€EI-'(p,i) 

onde : 

L ,  caso contrário 

Um limitante inferior para o PPV é então dado por 

f[m,nT1 

h] Relaxação da formulação 2 

Um bound melhor pode ser obtido a partir da recursão 

(11.35). Usando-se a msma fungão g(S) = q chega-se a 

seguinte relaxação de (11.35): 

f (m5 ,q,k) = Min {f [m5 ,q,k-i), Min {f (m5-1 ,q-p,k-l]+Ü(p,k))) 
P 

(II.42) 

para DT-(m-l]D 5 p 5 Min {q,D) 

O 1 imi tante inferior seri. dado Por 



Utilizando-se mais uma vez da função de vnapsamento 

g(s)= q para relaxar a recursão (11.381, obte-ms: 

f[mg,q,d,i) = Mi n- {f(mr,q-di,d-di,j) + c } 
j W  ( i ]  

j i 

(11.431 

O "lower bound" obtido diretamente da recursão acima &: 

onde DT-(m-1)D 5 d 5 D. 

11.4 - Algoritmos Baseados em Particionamento de Conjuntos 

Pode-mas formular o PPV c o m  uma general ização do 

Problema de Particionamento de Conjunto [Set Particioning], 

c o m  sugerem BAL INSK I & QUANDT ( 1964 3 . 

Consideremos R = {r / r = i , m  c o m  sendo o 

conjunto das rotas viáveis de um PPV. Sejam a um 
ir 

coeficiente que towa o valor 1 se, e só se, a 

W 
cidade i pertence a rota r, c o custo b t i m  da 

r 

rota r, e a variável x = I se a rota r pertence a 
r 



solução 8tima ou x = CJ caso contrário. Podems então r 

es~rever a PPV da seguinte maneira: 

sujeito a: 

Existem duas dificuldades associadas a esta 

formulação : 

[ i )  o excessiva número de variáveis binárias que um 

problema real pode alcançar; 

( i i )  a dificuldade para calcular todos os valores 

f 
c . Por exemplo, no PPV-básico, cada rota r 
r 

corresponde a um conjunto de cidades 'r que 

satisfaz a: 

(a3 r di - < B (restrição de capacidade]; 
i ESr 

( h ]  E c ir ' < L (restrição de distância), 
i ,rES r 

n 
Portanto para obter o valor de cada cr é preciso 

resolver um Problema do Caixeiro Via jante sobre 
'r ' 

Podenms enfrentar estas dificuldades através da 



técnica de Gerapão de Colunas. No &todo Siinplex padrão, a 

cada iteração devems escolher uma variável não-basica para 

entrar na base, logo, para resolvermos o PPV3 acima 

precisanws ter em mãos as colunas a relativas a todas 
.r 

4s rotas viáveis possíveis, que como já v i m s  exige um 

esforço computacional mui to elevado. Na tecnica de geração 

de colunas nus 58 calculamos as colunas na medida e-m que 

precisam-nos, ou seja, uma nova coluna - relativa a variável 
entrante na base - de custo marginal mínima & gerada pela 

sol ução de um subprob lema apropriado ern cada i teraçso do 

Çimplex. Se o custo marginal & negativa então a coluna é 

adieianada ao problema de Programação Linear, o problema & 

reotimizado e a geração de coluna é novamente aplicada; se, 

ao contrário, o custo marginal é positivo siginifica que a 

soluçh corrente & a &tima. 

Esta técnica e utilizada por vários autores para 

tratar de PPVgs que podem ser formulados por 

Particionamento de Conjuntos. Veja~nos alguns destes 

exemplos. 

FOSTER 8E RYAN (1976) sugerem que um eçquema de 

geração de colunas onde cada rota & obtida por Programação 

Di nârni ca. pode teor i carnen t e ser desenvo 1 v i do. Porem este 

esquema possui uma taxa de converghcia wiui to lenta, além 

de raramente fornecer uma solução inteira. 

Tentando cvitar estes problemas, FOÇTER & RYAN 

(1 976) apresentam uma alternativa de solução que se 



baseia no seguinte procedimento: 

{ i )  DefiniF uma nova regiao viavel, mais resti-ita 

que a original, de maneira a diminuir o número de 

rotas a serem exploradas, consequentemente 

diminuindo o número de ccilunas a serem geradas; 

{ i i )  Usando ii-iformagóes pravidas deste mdelo, que 

passamos a chamar de "Problema Restri to", ' relaxar 

pi-ogressi vamente as res triçóes adioionai s sobre as 

navas rotas viáveis de maneira a encontrar uma 

soluçao &tima para o problema original. 

Podemos restringir a região viavel observando que: 

(a] as rotas servem um setor da regiao com GEII~FO no 

dep#sito. Pontos de entrega dentro de um setor são 

raramente desviados; exceções resul tam de restriç6es 

na estrutura das rotas (p.ex., capacidade e 

distância); 

(b) rotas adjacentes raramente se cruzam; 

(c) para algum subconjunto de pontos de entrega, a rota 

btima e a scslução do Problema do Caixeiro Viajante 

para aquele çubconjunto d l  pontos de entrega. 

Po~tanto, se restringirmos a co-inpasiç20 de R a 

rotas com estes atributos, n efetivamente temos que 



resalver um modelo mais "restpi to" do PPU. O problema de 

def iilir conjui~tos restritos de rotas se reduz a designar 

pontos de entregas as rotas, baseadas em ( i )  e ( i i ]  e então 

achaT a solução do PCV para cada rota. 

Existem várias maneiras de se realizar a designação 

acima. FOSTER & RYAN (1976) desenvolveram um algori t-mo que 

segue o seguinte procedimento . 

Os pontos de entrega são ordenados radialmente a 

partir do deposito e todas os subconjuntos contíguos desta 

ordenação o considerados candidatos para u-ma rota. 

Subconjuntos cu ja capacidade tota.1 excedem o 1 imi te para 

uma rota 52.0 rejei tados e os remanescentes são submetidos a 

uma heuTistica que solucione o PCV. A rota resultante & 

então adotada c o m  u m  rota viável, contanto que não exceda 

o limite L adotado para a distancia máxima. permitida. A 

solução viavel produzida desta maneira fornece rotas do 

tipo radial (semelhante a pétalas de uma flor]. 

O pFocedimento acima visa obter b0a.s soluç0es para o 

PPV-básico dentro de um tempo computacional razoável. Coma 

resultado obtemos uma solução viavel restrita a um conjunto 

de rotas ppumissoras. A mesma filosofia pode ser adotada no 

processo de relaxamnto da região viavel do Problema 

Restrito. Ou seja, o processo é direcionado de maneira que 

a busca seja realizada em areas onde exista uma pravavel 

melhoria. Uma relaxação que obteve sucesso entre as 

investigadas pelos autores & a que troca um cliente entre 



duas rmtas de nmnri~-a a reduzir a distância percorrida. 

Uma característica que merece destaque e a 

propriedade de "quase-integralidade" da estrutura da região 

viável do problema Restrito: em nenhum dos problemas 

examinados por FOSTER 8 RYAN (1976)  foi necessario mais do 

que um corte simples para manter a integralidade da 

solução. Os planos de corte utilizado pelos autores sáo da 

f arma : 

ande C e um conjunto de k pontos de demanda e 

r i  se a r-esi-rna rota contém pelo 

Um outro algoritiw também baseado em (PPVB] & 

apresentado por RAO $ ZIONTS (19681.  Os autores utilizam um 

esquema de geraçk de colunas onde as rotas sao geradas por 

i do algoritmo "Out-uP-Kilter'" de fluxo de custo 

mínimo. O PPV tratado por eles i! um problema de percursos 

de navios em um conjunto de portos. 

A determinação da variável do Sirnplex que entra na 

base envolve a solução de m (um para cada navio] 

subprublemas "Out-04'-Kilter". Uma rota de custo mínimo para 

cada navio & encontrada e aque,la que se wwstrar- mais 



econbmica em a solução corrente & ut i 1 izada para 

melhorar a solução basica (ou seja, a coluna que entra na 

base). A solução basica e considerada btima se nenhum das 

navios tem uma rota que torne a solução corrente mais 

econbiiii ca . 

Um algorit-mo mais recente que parece obter bons 

resultados e desenvolvido por DESROSIERS et al. (1984). 05 

autores resolvem um m-PCU com resti-iç6es de " T i n ~  Window", 

onde os subproblemac, são Problemas de Caminho iiiiais Curto 

ooin restriçóes de "Time Windaw". Estes subprablemas são 

ef icientemen.te resolvidos por um algori tm de Programaçao 

Dinâmica desenvolvido por DESROSIERS et al. (1983). Este 

algoritina & uma extensão do clássico algoritmo de BELLMAN 

( i Q S 8 ) .  

11.5 - Algoritmos Baseadoç na Formulação de Fluxo de 
Ueiculos 

Nesta f ormulagão usamos variavei s binárias para 

indicar quando um veículo viaja entre dois nos (pontos de 

demanda) na solução &tima. Paderms distinguir duas famílias 

dentro desta formulação: 

( i )  a que utiliza três índices; 

( i i )  e a que utiliza dois indices. 



Mo primeiro caso, os trSs índices dados a cada 

variável de fluxo indicam a origem do veiculo, seu destino 

e o prbprio veiculo. Mo segundo caso o veículo não e 

identificado. 

11.5.1 - Furmrrlaç6es utilizando três indices 

LAFORTE 8 NOBERT ( 1985 3 apresentam un-ra f orrn~~lação 

para o PPV-assidtrico involvendo no -máximo m veículoç e 

r depQsi tos. Esta forn-iulaçao foi baseado no trabalho de 

GOLDEN et ai. f 1977) onde são desenvolvidos algori t-mos 

heuri s t iaos de solução. Esta parece ser uma f ornmlagao 

classica, apesar de não ter sido desenvolvido nenhum 

algoritmo exato baseado nela. 

Af i-m de api-e5enta.r-mos esta f orrnulapão , considere a 
seguinte notação, alem da empregada ate aqui: 

Dk capacidade do veiculo k ;  

4 o comprimento maxinw permitido para a rota k ;  

k  
ii O tempo para o veiculo k  servir o cliente i ; 

o tempo de viajementre i e j do veiculo k ;  
'iJ 

C o custo de se usar o veiculo k  no arco ( i ,  j]; i j 



k r i ÇE u  v ~ ? i e ~ . l u  k v i a j a  de  i para j 
X = {  

iJ  L (3 C.C. 

Então, o PPV pude ser formulada c u m :  

Z: 
k x < i  (k= i,. . . ,m) i j  

(11.54) 
j=f ,F i=r+i ,n 

C C X  > i  { i S f > i ;  ScM; k= 1,rn) (11.55) 
i j  - i E s  jQs 

( i ,  jEM'; k =  i,m] 



Nesta formulação as restriç8es (11.48) e (11.49) 

especificam que cada cliente deve ser servido exatamente 

uma vez e por um, e somente um, veículo. As restriçOes 

(11.58) garantem a conservação da fluxo de veíoulos em cada 

da rede. (11.51) e (11.52) o as restriçüeç de 

capacidade e distância, respectivamente. (11.53) e (11.541 

garantem que não mais que n veículos partem do depósi tu e 

que existe no máxim um veiculo por rota. Finalmente a 

restriçh (11.55) elimina as subrotas ilegais, enquanto que 

I 1.55 3 g -.-- , = = t ,  - i  .-.z d e  i n t q ~ ã ! i d n d =  d a s  v a r i & v e i s .  

FIÇHER B JAIKUMAR ( 1981 ) desenvol veram dois 

algori t m s  basisados numa f urmulação diferente de (PPVQ) . O 
prirmira garante ums. salupéiio cnata  enquanto que o segundo 

utiliza uma heurística eficiente para encontrai- uiiia salugão 

aproximada em um tempo computacianal reduzido. Nesta s e q h  

tratarems do algoritm exato, deixando o outro para o 

próxiim capitulo. A formulação é a seguinte: 

(PPVS) Rin C C Z c 
k 

iEN jEN k=l,m ijxij 

sujeita a: 



yik {@si} ( i = i ,  . . . ,  n; k=I, . . . ,  m] 

k x E {@,i) ( i ,  j=1,. . . ,I?;  k=1,, . . ,m) i J 
(11.64) 

r 1 se a cidade i & servida pelo veiculo k; 
onde : = < 

Yik  L a caso contrário. 

k r i se s veiculo k trafega no arca i,j; x = C  
L @  casocontrdrio. 

Doi 5 conhecidos problemas de ot imização combinataria 

estão presentes na formulação acima: 

( i )  O problema de Designação Generalizado, dado 

pelas restrições (II.58), (11.59) e (11.63); 

( i i )  O Problema do Caixeiro Viajante: quando as 

variáveis 'ik são fixadas de maneira a satisfazer 

as restriç6es do Problema de Alocação, as restrições 

(II.6@)-[II.62] e (11.64) definem um PCV para um 

dado veiculo k. 

0s autores desenvolvem um algoritm baseado na 



decoinposigão de Benders para i-esolver o [PPVS) dado pela 

for-inulaçao acima. A ideia básica do i&todo pode ser 

descri ta atravks da seguinte reformulapão do PPV em terims 

do Ppoblema de Alocação (não 1 inear) : 

sujeito a: (II.58f,(II.59) e (11.63) 

ande f[yk) e a custo de uma rota ótima do PCV dos 

clientes pertencentes a N(yk) = (i : yik = 1 ) .  

A funqão f(y ) pode ser definida matematicamente, k 

para cada k, por: 

sujeito a: (II.6@]-(11.62) e (11.643 

A cada passo o Problema de Alocação e resolvido, una 

cota inferior para f (yk) é calculada a  parti^ das 

variáveis duais do problema acima e adicionado ao Probl@ii~ 

de Alocação. Para obter as variáveis duais, a integralidade 

em x é relaxada ou e imposta através de cortes padrees 
i j 

de Progra-kação Inteira.. 



II.5,2 - Farmulação utilizando dois iridices 

Nesta farmulaçao e assumido que todos os veiculas da 

frota possuem as rnesrnas características. 

Mos a.rt igos de LAPORTE & MOBERT (1983) e LAPORTE 8 

DESROCHERS ( i 984 1 são coi~siderados os pi-ob1enw.s de 

pe~cursas d e  veiculos apenas com re5triçh de capacidade e 

com restrição de distância, respectivamznte. Neles os 

problemas são resolvidos por meio de um procedimento de 

~elaxação de i-.estriç&es. A integralidade é obtida por H-B 

nos dois casos e tariaem pelo fnetodo de Planas de Corte de 

Gomry no segundo artigo. Em u-iii artigo postei-ioi-, LAPORTE 

et al. (i985b) desenvolvem um algoritnw de B-B mais 

eEiciente que os acima citados. Este pesolve o problenía 

englabando ambas as restriçaes, ou seja, o PPV-básico tal 

como def inimoç na seção I. i . 

Na descrição desta algoritrncr utilizanws a seguinte 

notação, alem do que ja foi definido: 

+ - 
.S = S U (i) e S = S - (i) ; S - C N; 

.Hv(S) e igual no valoi- b t i m  da súlução do 

PCV-hltiplo sobre todos os nós de S (não envolvendo 

0 5  i rf S) com v caixeir~s via jantes 

fixados se 1ES e SCN; - ou igual ao valor ó t i m  do 

PCV sobre todos os 116s de S se v= i ;  ou e 

indefinido se i$S e v > i ;  



.V{S) & um Limitante Inferior para o No. de 

veículos nece~sa~ios para visitar todos os nas 

de S' na soluq&o 6tima do PPV. em N; 

. P f  i )  & o comprimento do Eilor caminha entre os n6s 

1 e i (iEN3); 

. x te-m a valor i se um veiculo & rssado em uma i j  

v i agem entre i e j (i,jEN); assu-me o 

valor 2 sc um veículo é usado en-r uma "viagem de 

retorno" entre i =  I e j e assume o valor Q1 se 

nenhuna das alternativas acimã ocorrem; 

x só & definido se: i j  

A forinulaç% do problema & então dada por: 



r #,1,2 se i=l, < 1/22 L 
x . =  < 

J E N g ,  cij - 
i j (11.71) 

L @ , i  C . C .  

As restrições (11.68) e (11.693 especificam o grau 

de cada nb, (11.71) garante a integralidade das variáveis 

e jII,76) a as restriçses de eliminação de subrotas 

ilegais. 

O algoritmo proposto por LAPORTE et al. (1985b) 

basicamnte resol ve o problem relaxanda as restrições de 

integralidade e de eliminaçh de çubrotas; a integralidade 

& obtida pelo branching nas variáveis enquanto que as 

subro tas i legai s vão sendo e1 i mi nadas na medida em que sao 

encantradas. A ordem em que os vários tipos de 

inviabilidades são investigados parece ser importante na 

desempenho do algoritmo. O fluxograma do algoritm é 

mostrado na figura 11.5 abaixo, e por ser um algoritm B-B 

padrão apenas os principais passos s k  numerados e 

explicados em seguida. 



SIM 

RESOLVA O SUBPROBLEPIA V 1 USANDO O S IMPLEX I 

n SIM c z > z  ? ,  
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t REÇTR IÇÕES DE 
CAPAC IDADE E DISTANC I A  

I DE BUSCA I 
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Passo 1. 

Z* é o custo da melhor soluqão encontrada até o 

presente momento. 

- 
Z é o custo do subprobleriia corrente. 

Passo 2. Previnir a ocorrência de subrotas ilegais. 

Considere a solugão do problema em um dado nó h da 

árvore de busca, esta solução contkm: 

( i )  conjuntos de nós { i , , i U  , u)i, 

correspondendo a cadeias ( i i , . .  .,i ) tal que 
U 

i${i2f...,iu-l) se u)2 e para o qual todas as 

vai-iaveis x i i 5 x i i - s X i  estão fixadas 
2 3 i 

i 2 u-i u 

no valor i. 

( i i )  nbs que nao pertencem a estas cadeias ( &  

definido para cada um destes nbs i um conjunto {i)). 

Mos referimas a estes conjuntos de nós de Sk r que 

currespundem as cadeias ou aos nós isolados, como 

"componentes" . Cada companenfe Çk possui um peso 

definido por #(Sk] = E d i  
e um comprimento 

i ESk 

dado por L ~ ( s ~  ) = E C no caso da i i t = i  ,u-i t t t l  

cadeia ( i i ,  . . . ,  iu) e zero no caso de um n8 {i), 



Considere um componente S . Se ele corresponde a 
r 

uma cadeia, sejam p, e qi_ os nas extremmos desta 

cadeia, se 
'r 

corresponde a um n8 i seja 

- 
pr - q,% = i .  No primeiro caso, a variavel x 

'r'r 

pode ser forçada ao valor zero se: 

[ i i f  p = 1 
r e L ~ [ S ~ I  t c 

) L .  
''r 

Considere agora dois cumponentes 'r 
e Ss e seja 

i E { ~~,q, {r) = { ~ ~ , 4 ~ )  - {i), j E { P ~ A ~ ) ,  

{a = {P, ,q5} - {j). Então a variável x i j pude ser 

forçada aa valor zero se: 

h 
( i v ]  i ,  j E N3 e P(T] + ~(7) t L [Sr] t cij 1 L, 

ou 

Na pratica, "forçar" as variáveis ao valor zero 

feito pela introdução no subproblen~ corrente de uma 

"restrição de prevenção de subrotaseg , estabelecendo 
que a soma de todas as variáveis não pode exceder o 

valor zero. 

Os efeitos desta restrição são evitar a ocorrencia 



de subrotas ilegais ao invés de eliminá-las aphs 

terem sido identificadas, e melhorar o valor da F.O. 

em um estágio mais inicial da arvore de busca. 

Passo 3. Eliminar sestrip8es ineficazes. 

As restriçcies geradas em um nível mais alto ou no 

mesma nível da arvore de busca e que são atualmente 

inef icazes são e1 irninadas do programa. Em algumas 

raras instâncias estas restriçcies devem ser geradas 

novamente, mas cm geral esta .prática tem se mostrado 

ef icisnts computacionalmente. As restrições 

~elativas ao grau dos nbs não sso re-movidas, pois 

elas tendem a se efetivar na soluçao #tima. 

Passo 4. Impor restrições de capacidade e distância. 

Em um nb h da árvore de busca, considere o grafo 

G*={Ns,As) onde A' & o conjunto de todos os arcos 

(i,j) taisque i,jEN5 e x ) 8. M s  podeentão i j 

ser par t icionado em k cons-ponentes conexos ' 
Ç2,., .,Sk. Afim de impor as restrições de capacidade 

e distância, a seguinte restrigãm é acrescida: 

h 
onde V [Sk) pode ser calculado por : 



C o m  as restriçees (11.72) são às vezes impostas 

quando a solução corrente & não inteira, elas devem 

ser satisfeitas no momento de sua geração. LAPURTE 

et al. (1985) desenvolvem um algoritmu hewrístico 

para esta situação. 

Passo 5. Cortes de Gomory. 

Cortes de Go-mry são gerados no pri-ineiro nb da 

arvore de busca afim de melhorar o lower bound 

inicial e ajudar a obter soluç6es inteiras mais 

rapidamente. Testes feito pelos autares confirmam 

esta estratkgia. 

Pasço 6. Backtrackirig. 

Quando é realizado um back tracking na arvore de 

busca do nível T' para o nível T ( T  T I ,  é 

essencial remover todas a5 restriçoes de prevençao 

de subi-atas e modificar tudas as restriçães de 

e1 iminação de subrotas cu ja val idade depende de 

quais variáveis estão fixadas nos níveis T ,  ~ + 1 ,  

, da arvore de busca. 

As restpipScs de prcvenpb dc subs-=tas dividem-se em 



duas categorias (ver 11.72 e 11.73): 

( i  ) aquelas que foram geradas cmx: 

vh[sk]= r 6 " ( ~ k p 1  e 

[ i i )  aquelas que foram geradas com: 

As prirrieiras não precisam ser e1 i-minadas, já que o 

valor de w(Sk) não depende de h. 

No segundo caso, o valor L~(s;) depende de quais 

variáveis foram fixadas nos valores @,i ou 2 no n& 

h. Portanto Ét necessãrio modificar o lado direito 

destas restriçoes para 

Obs.: a formulação e o algoritrm para o problema 

não-eu~lidiano tamken~ é apresentado em (LAPORTE et a l s p  

Em dois outros artigos, LAPORTE et ai. (i985c, 1986) 

desenvolvem algoritmus para o caso Assi&trioo, Os autores 

utilizam a regra, já descrita na segão 11 . 1 ,  que transforma 



o PPV no PCV para resolver o problema baseando-se nu17~t 

adaptação do algoritmo de CARPAMETU B TUTH (198B). Esta 

adaptação visa tratar as restriç6es de capacidade e 

distância que não estão presentes no PCV de CARPANETO & 

TOTH (1980). Os algaritmos são procedimentos de B-B onde 

são relaxadas as restriç8es de integralidade das variáveis 

de f lrixo e de elimii-tação de subrotas. O tratamento das 

restriçaes de capacidade e distância é realizado na 

execusão do "branching" , onde regras especiai s de 

particionamento são desenvolvidas. 

11.6 - Conclusão 

Neste capitulo v i m s  os principais algsritmas exatos 

para solucionar o FPV. Devido complexidade destes 

problemas estes algoritmos a podem ser aplicados a 

problemas de por te rela t i vainente pequeno. A di f iculdade de 

imn-ple-rwntapãa tamb&m é considerada por mui tos prof issionais 

um fator que dep8e contra a utilização destes &todos. 

Apesar disto, os &todos exatos de çolução devem ser 

considerados devido a alguns fatores. O fator 

Cus to-Benef ici o deve ser aval i ado , em determinadas 

si tuaç8es o custo de implen~ntação e utilizagao de um 

algoritm exato i) justificado pela economia obtida com a 

salupibo & f i m .  Alem d i s t o ,  novas t&onioas  dc s o l u P h  r m  

Programagão Inteira podem propiciar bons resultados que em 



muitos casos viabilizarn a sua utilização. Isto vem 

acontccenda em muitas problemas, natadamente no Problema do 

Caixeiro Viajante. Para finalizar, podemos dizer que & 

através dos modelos de Prmgranmção Mate-mática que os 

problemas são perfeitan-iente entendidos, mais que isto, e-m 

muitos casos o métodos exatos servem para guiar o 

desenvalviniento de novas heuristicas. 



111.1 - Introdução 

A complexidade dos p~mblemas de Percursos de 

Veículos, assim como vários outros problemas de ot imização 

combinatória, inspirou os pesquisadores a desenvolverem 

algori t m s  que produzam soluç&es boas, porém não 

necessariamente btimas, com esforço computacional pequeno. 

Estes algori t m s  , denominados de "aprsximados" por 

produzirem soluç&es aproximadas, baseiam-se em heurísticas 

que e s t k  intimamente relacionadas com a estrutura do 

problema. Neste capitulo veremos os algoritmos pertencentes 

a esta classe que obtiveram bastante sucesso. 

Podemos encontrar varias classificaç8es para 05 

algori t m s  aproximados na 1 i teratura. Uma bastante 

completa, sob o ponto de vista do nível de detalhe na 

caracterização dos algoritmas, & dada por MAGNANTI (1981). 

Porém, para o propbsitos deste trabalho, a seguinte 

classificação (BUDIM ct al.,i983) & suficiente. 

( i )  Algoritmos Construtivos. Onde as rotas vão sendo 

formadas na medida em que o algoritmo & exeoutado, 

Estes métodos tambkm podem ser classificados de 

aoordo cmm o =ri t&rie usado para cnpnndir a5 rotas 

e/ou de acorde, com o modo em que as rotas sãa 



forwadas: sequencialmente ou paralelamente. 

( i i )  Algoritmos de Melhsria Iterativa. Estes 

algoritms partem de uma salugão inicial viável e a 

cada i teração tentam -mlhorá-la através de 

madificaçSes locais. 

( i i i )  A1garitm-s de Duas Fases. Nesta classe a 

problema & resolvido em duas etapas sempre presentes 

nas problemas de percursos, a fase de formaçao de 

grupos de clientes e a fase de construção das rotas 

(i v )  Algoritms de Otimizagão Incompleta. Este 

&todo consiste em utilizar uma tecnica qualquer de 

enumeração cambi nada com u m  regFa heur í s t ica para 

forçar urna parada prematura . 

A seguir, v a m s  descFever algoritmos pertencentes as 

três primeiras classes, pois os algoritms de Qtimização 

Incompleta podem ser canstruídos a partir das &todas já 

estudados no capitulo 11.  Um destes algoritmos esta 

descrito em (CHRISTOFIDES et al., 1979). 



111.2 - Algoritmos Construtivas 

Dois tipos de algoritmos canstrutivas têm se 

destacado na soluçàa de problemas de percursos, os 

algori t-mos de Economia e os algoritmos. de Inserção. 

Dividimos esta seção em duas partes para estuda-los 

separadarnen te. 

Em 1964 CLARKE $ WRIGHT (1964) introduziram o 

concei to de "economia" para solucionar problemas de 

percursos de veículos e desde então vários -&todos tem sido 

desenvolvidos baseados nesta idkia. 

Clarke & Wright (1964) (C-W) desenvolveram um 

algoritmo construtivo que parte de uma configuração inicial 

onde cada cliente é servido por um veículo. A configuraçS.o 

seguinte & atingida atravks da i-ealização de uma ligação 

entre dois clientes de maneira que um veiculo e eliminado e 

unw. economia em ternms da distância percoi-rida é alcançada. 

Esta econo~nia P medida da seguinte maneira. Suponha que 

dois clientes i e j são atendidos por dois veículos, o 

ousto, em termms de distsncia percorrida, deste atendimento 

& dado por: 



Se os dois clientes forem atendidas par um sb veículo 

economiza-se uma distância de : 

bastante bbvio que quanto maior a economia s i j 

-mais desejável E! a ligaçao entre os clientes i e j. 

Entao C-W propuseram que as economias sejam ordenadas afim 

de realizar as ligaç&es na ardem decrescente dos valores de 

s ij' 

C) algori t-mo de C-W pode ser resumido seguintes 

passos: 

Fi . Calcule as economias s para tados os arcos 
i j 

[i,j] E A. 

F2. ConstFua uma lista onde as economias s estejam i j 

decrescentemente ordenadas; 

P3. Cameça.ndo do topa da lista faga: 

( i  1 Se a e~onomia 5 atual Fornece uma " 1 igação 
i j 

viável " então real i ze-a . Caso cont~áriu 
rejeite-a. 

( i i )  Pegue o prbximo da lista e i-epi ta o passo 

P3.(i). Se nenhu-ma ligação da lista pode 

ser realizada, PARE: a config~~açãa atual e 

a suluçao da problema. 



Uma "ligagao viável" L uma que fornece rima i-ota 

viável de acordo com as restriç6es do PPV, ou seja, onde a 

capacidade do veículo não C excedida e o comprimento da 

rota e inferior a L. 

Apesar do grande sucesso alcançado pelo algor i t-im , 
devido principalmente pela sua simplicidade e facilidade de 

implementação, existem algwmas def iciênciaç que devem ser 

consi dei-adaç : 

- A conf iguraçk inicial, conjunto de rotas simples 
onde um veículo visita um cliente, é na maioria dos 

casos inviavel , pois gera.lmnente o número de veículos 
da frota i! menor que a número de clientes. Isto 

significa que em nenhum estágio do algoritmo a 

viabilidade da soluçãa está garantida. Portanto, em 

problemas com restriçiies "apertadas" o método pode 

falhar na produgão de soluç6es viáveis. 

- O esforço con~putacional necessário pode se tornar 
excessivo. O problema básico do método consiste em 

selecionar a melhor ligação. Mo algorit-rno de C-W 

todas as possíveis liyapoes t&m suas economias 

calculadas a priori e ordenadas em um a~~quiva. 

Naturalmente muitas destas ligações não ser80 

realizadas e portanto tempo e n~mbria co-mputacionais 

podem ser ec~nomizadas. 

- A qual idade da solução encontrada também pode ser 



afetada pela seguinte caracteristica do i-rktodo: uma 

1 igação uma vez realizada jamais & permvida. A 

qualidade e afetada porque a medida da oonveniência 

de se efetuar u-ma 1 iga.ç;ão e real i zada 

independentemente de outras 1 igaç8es. Portanto, uma 

ligação que numa etapa intermediá.ria foi preterida 

por outra poderia ter fornecido uma economia global 

*i= 1 hor no f i na 1 do procedi nlen to. 

Uma primeira. modif icaçact do algctri tm que pode sei- 

usada para enfrentar algumas das dificuldades citadas & a 

versão sequenoial do método. 

Esta versao GOn5idera que as ligaç6es sáo escolhidas 

de maneira a furmar uma rota de cada vez, ao contrario da 

versao paralela de C-W onde várias rotas são consideradas 

em cada iteração. Podenws descrever este algorit'~m 

substituindo o passo P3 do algoritmo de C-kJ por: 

P3. ( V e r s ã a  Ssquencial) Cornegando do topo da 1 ista 

o~denada faça: 

( i ]  P~vcure a priixeira ligação viavel da lista que 

pode ser usada para estender a rota atual através de 

um de seus dois nos terminais. 

[ i i  Sc a rota atrral i l h  pode mais ser aumentada, 

escolha uma nova ligação viavel da lista para 



iniciar una nova rota. 

( i i i ]  Repita os passas ( i ]  e ( i i ]  acima até qrxe 

nenhuma ligagao possa mais ser escolhida.. 

A seguir apresentaims algumas idéias que tentam 

melhorar as dificuldades citadas anteriormente. 

Em um trabalho bastante interessante GASKELL (19673 

investiga diferentes medidas de economia e apbs analizar 

algrrmas propriedades sugere duas di f erentes medidas que 

fornecem resul tados comparavei s aos obt idos por C-W. Estas 

medidas sso: 

- 
onde C é a média de todos os c l i '  

Estas medidas co1oua.m uma maior CnEase nas 

distâncias entre dois pontos, ao invés da posição relativa 

ao depbsito. C o m  consequ&ncia obtem-se rotas mais radiais, 

em contraposiqão ao &todo de C-W que produz rotas 

circunfe~enciais. 

Gaskell introduz estas medidas na versgo pararela do 



algoritmu de C-W e compara os resultados atravgs da estudo 

de seis casos. Us resultados obtidos indicam que nenhum dos 

métodos é genepicamente melhor que qualquer outrci, e sugere 

uma general i zaçao das medidas e s dado por : i j ij 

onde a & um parân~tro, denominado "pai-âmetro de f õrmato 

de rota", definido pelo usuário, 

Já vinws que uma das dePiciSncias do algorit-mo de 

C-W & a necessidade de calcular as eccrnomias de tadas as 

1 iga.ç&s possíveis a priori , embo~a sabendo que apenas 

algumas delas serão realizadas. YELLOM (197Q1) prapiie um 

m&todo sequencial que não requer o calcula previa de tudas 

as economias. U método baseia-se numa técnica de busca 

geométrica. 

Para cada rota que esta senda construida faz-se uma 

1 ista apenas das economias relativas aos pontos adjacentes 

ao nu terminal. O calculo das ecanomias, no caso de 

considerarmos distâncias eucl idianas, & dado en-r termos de 

coordenadas polares par: 

onde r , são coordenadas polares do ponto i ,  e Q e 

o parâ-metro de formato de rota. 



Pode-se mostrar a partir de (111.5) que a reyiaa dos 

pontos que fornecem um mesim valor de economia 5 quando 

ligadus a um ponto i e dado por: 

0i2de (R,+) s h  as coordenadas pulares de tal ponto na 

regi aa . 

YELLUW (i97#) define a partir de (III.6f um 

"regiãa de busca" para cada valor de s ca-mo sendo a ares 

dentra da qual uma busca por 1 iyaç6es de melhores economias 

pode ser real iaada. Esta busca se procede da seguinte 

maneira : 

- Inicial~~~nte calcule as economias relativas aos 

n8s adjacentes ao i28 terminal i da rota em 

- 
questão. Ordene em sfk ) estas economias na ordem 

crescente de seus desvios angulares a paz~tir da n6 

terminal i . 

- - Faça s = s(1). 

- Os demais pontos da 1 ista o~denada sso 

sucessivamente examinados. Um destes pontos j 

produz ira ums. economia ma i or que a. a tua 1 s se : 

( i )  para a>l : 



( i i )  ou para a! = 1 :  

Logo um novo s é calculado se [III.?] ou (1II.S) & 

satisfeita e po~tanto uma nova região de busca e definida. 

- 
Caso contrário uni novo n6 da lista s(k) é utilizado'e o 

atual abandonado. 

Conw os pontas são examinados na ordem crescente de 

seus desvios angulares, a área de busca ao redor 

de i dimimue a cada novo valor de ç encontrado, 

lirni tando cada uez mais a busca. Esta termina quando o 

pr6xim ponta k da lista a ser examinado situa-se fora da 

região de busca atual, mais especificamente quando: 

b2 { 4ac para a > i 

ou 

r.[i + cos(Bi - B k ) ]  < s para a = i .  
1 



Nas testes realizados por YELLOW (1978) nota-sa um 

grande ganho na tempo de processa~wnto, porem em teFmos de 

o t imal idade a algori t i m  aparentemente não traz vantagens 

sobre o de Gaskell. 

GOLDEM e t al. (1977) utilizam thcnicas 

computacionai s eficientes para snelharar o algori tmo de C-W. 

Afim de melhorar o algoritnw no que se a 

otimalidade, medria utilizada e tempo de processamento, os 

autores nwdif icam o algori tgiw C-W en-r três aspectos, a 

saber : 

i Uti 1iza.m o parâmetro de formato de rota a no 

calculo das economias, e a partir de variaç&s no 

valor de a escolhem aquele. que produz a melhor 

cstrutura de rota; 

( i i )  Coilsideram apenas as econoínias entre nbs que 

estão pruxiutmç um dos outros; 

( i i i )  O aFmazenamento das economias s e feito en-r i j 

uma estrutura de dados denominada "h~ap",  que 

permi te reduzir o numero de operaç6es de corriparagao 

e acessar o s desejado de maneira eficiente. i J 

Quando o paiqS.rnetro a e aumentado a partir do valor 

zero e dada maior &fase na distância entre os pontos i e 

j do que suas posip6es relativas ao depbsito. Isto permite 

que o usuário varie a de acordo com as características 



geogl-a f i ca s do problema que esta resolvendo, 

pos5ibilitando uma maior flexibilidade na confecção das 

rotas. 

Ao contrario de C-W, o5 autores não consideram todos 

os arcos no calculo das economias mas somente aqueles de 

maior interesse ou conveniência. A topologia da rede é 

armazenada da seguinte maneira : 

Em geral para cada arco e armazenado sua orige-m, 

destina e comprimento. Dadas as aaordenadas de cada 

nb da rede, un-i "grid" al-tificial de comp~irnento h 

e largura w e colocado sobre a rede. Q "grid" e 

então dividido em O2 retângulos de tal forma que 

cada n6 fica contido em um retângulo de comprimento 

W D  e largura w/D . Desta maneira cada no i 

possui coordenadas BX( i )  e BY (i),  que o as 

coardenadas de cada retângulo (caixa) da "grid". 

O conjunto dos arcos que serão explorados fica 

limitado a todos os arcos entre o dep6s;ito e os 

pontos de demanda e os ai-oos entre pontos de demanda 

cuja distância entre eles nao e maior que uma 

"caixa". Ou seja, se 

o arco ( i , ~ )  e ignorado. 

No te que o valor de O inf lue na acuracidade do 



alyori tm e pode ser a1 terado de acorda com o pl-oblema. 

Quanto m n o r  o parametro D , para um particular problema, 
maior & o número de arcos que s e ~ a  considerado. 

O problema básico encontrado nos métodos baseados na 

idéia de economias é a determinação da 1 igapáo de maior 

economia. Para isto é necessário que se real ize 

comparaç8es, estas podem ser real i zadas rápida e 

convenientemente r dados ordenados parcialmente em uma 

estrutura de dados especial . Nela a5 economias si, H . , sn 
são arranjadas em uma arvore binária de k níves chamada 

"heap". A propriedade essencial de um "heap" e que si 2 

s e 5 ' s2i+l ' 2i i 

A técnica de inserqão e bastante intuitiva quando 

pensamos nos algoritmos construtivos;, pois, formar rotas 

pode ser visto c o m  incluir clientes numa lista que será 

servida por um veiculo. Naturalmente, esta lista deve estar 

ordenada de alguma maneira lbgica. Afim de conseguir isto, 

os algoritrms de inserção possuem dois critérios básicos, a 

saber, a critério de Seleção, que indica qual é o cliente 

1 i vre a ser i nserido , e o cri ter i o de Insergão que fornece 
a pasição que o cliente irá ocupar na solução carrente, 

MOLE & JAr/lESON (1976) d e s e i m v o l v e r n m  um nlgoritmo 

etequencial de inserção onde os dois critérios definidos 



acima generalizam o conceito de economia de CLARKE 8 WRIGHT 

(1964). A ideia & calcular a economia alcançada quando um 

oliente k e incluido nuna rota entre os clientes i r 

j. Este critério de InserçZo e dado pela seguinte relação: 

onde sdk(i!j) pode ser interpretado c o m  o custo 

associado ao desvio da rota para o cliente k ,  se o custo 

for medido em ter-mos de distância será a "distância extra" 

necessária para atender o nova cliente k .  E5te custa C 

dado por: 

Assim, a melhor posiqzo para incluir k na rota e 
dado par: 

onde rk & é cmjunto dos 1165 adjacentes ao nó k. 

kl&m do critgrio acima precisams saber qual e o 

mlhor cliente h a ser incluído na rota de maneira a não 

violar as restrip6es (capacidade e distância) do problema. 

Fazemos isto utilizando o seguinte critkrio de selepãa: 

s,[l,m) = Max {sdk(i,j)} 



sujeito a: 

k possui uma demanda viável; 

sdk(i,j) satisfaz a restrição de 

distância do problema. 

Padenws ainda generalizar a equação ( 1 1 1 . 1 0 )  da 

mesma maneira que em (GASKELL, 1967): 

onde msdk ( i , j ) = c ik + c 
jk - '-Icij ' 

Assim o cri terio de inse~ção anteriormente definido 

passa a ser: 

onde a inserção do cliente k deve manter a viabilidade da 

rota com relação a distância m á x i ~ o a  permitida. O criterio 

de seleção é dado por: 

ms,(i,m] = Máx {msk(i, j]} 

Os autores introduzem os critérios acima em um 

algoritm sequencial que pode ser resumido nos seguintes 

passos: 

Pi. Para cada cliente ainda não atendido, determine a 

nselher posição de inserção na presente rota através 



do critério de Inserçao (I11.14J. 

P2. Utilize o critério de Selepão (111.15) para 

determinar o pruxinw, cliente a ser incluído na rota 

atual. 

P3. Tente melhorar a rota atual reordenando os clientes 

atravks de uma heuri sica 2-ótima (veja seção 

O passo P3 é outra novidade do algoritnm, pois até 

então o uso de heurísticas do PCV para obter unelhorias sb 

tinha sido feito depois de encontrada uma solução final. 

Note que se no passo P3 houver um novo sequenciamento dos 

clientes então o passo Pi devera ser repetido totalmente. 

Um algoritmo de inserção bastante conhecido é o 

denominado de "Vizinho IvZaiç P r ú x i m " .  Neste caso os 

cri terios de seleqão e inserção se confundem, pois, é 

escolhido para entrar na rota o cliente mais próximo do 

Ultima cliente inserido. O primeiro cliente escolhido & 

aquele que está mais próximo do dep#sito. 

Existem outros critérios de inserçao utilizados por 

vários autores. Flui tos destes foram desenvolvidos papa 

realizar agrupamzntos ("clusters") de clientes, estratkgia 

que consiste a primeira fase dos algoritnms de Duas Fases 

do tipo "cluster-first-route-second" que verems na seqão 

111.4. 



111.3 - M&tados de Fklhoria Iterativa 

Os algoritmos de melhoria iterativa, ao contrario 

dos algori t m s  construtivos, solucionam um problema de 

percursos de veículos a partir de uma solução via.ve1 

inicial. A cada iteração a solu.gão viavel corrente & 

mmdif icada localmente de maneira a produzir u-ma nova 

so 1 u ~ a o  v i áve l de -mnoi7 custo. 

Este tipo de algoritmo foi proposto por LIM (1965) 

para reso1ve1- o PCV. A seguir descrevemos este algoi-itmo e 

em seguida nwstranws co-im utiliza-lo para resolver o PPV. 

O algorit-mo k-ótim para solucionar o PCV inicia com 

u m  rota de caixeiro viajante viavel, OU seja, um Ciclo 

Hamiltnniano H. Ein cada iteração k arcos de H são 

renmv idos formando-se k caminhos desconexos , onde alguns 
destes caminhos podem ser canst i tuidos de um nó isolado. Ein 

seguida estes k caminhos são novamente ligados de maneira 

a f0~ma.r uma outra rota vi&vrl HY, naturalmente, usando 

arcas di f erentes daqueles que foram remavidos. A figura 

111.1 ilustra este procedimmto de troca para k = 2 e 

k = 3 ,  Se o custo de Hy for menor que 0 custo de H, 

entao a rota H abandonada e o procedimento se repete 

sobre Hy ; caso cont6ário, escolha outro conjunta de k 

arcos de H para realizar a troca. Esta troca iterativa de 



araas de H & realizada ate que nenhuma melhoria 

adici~nal & conseguida. 

Figura 111 . 1  - Procedirmnto de trooa dos Algoritmos 

k-&timas: em (a) k = 2 e em (b) k = 3 .  



A ?oluçSr, final, que na0 pode ser melhorada pela 

troca de quaisquer k arcos, é chamada de "rota k-&tima". 

É fáci 1 notar que em geral quanto maior k melhor será a 

solução e maior o esforço computacional. Para valores 

superiores a quatro o desc-rnpenho do algori tino ja começa a 

ficar comprometido. Alyuns estudos (GOLDEN et al., i98@ e 

LIN 8L KERMIGHAN, 1973) revelam que a heuristica 3-&tima 

produz resul tados bastante superiores 3.05 prciduzidos pela 

2-&t ima, porem, quando comparamos a 4-&tima com a 3-&tima 

o ganho não é suficiente para justificar o aumento do custo 

ouinputacional exigido, Portanto, as heuristicas 2-&tima e 

3-btima são as mais  usada.^. Uma boa implementação em 

Pascal destas duas HeuTisticas pode ser encontrada em SYÇLO 

et al, (1983). 

111.3.2 - Solucionando o PPV com a5 Heuririticac, k-dtimaci 

Podemos usar as heuristicas k-ótimas de duas 

maneiras para resolver o PPV. 

A primeira delas consiste em aplicar a heuristica 

k-&t ima em cada ro ta de urna. ssolupão viave1 inicial do PPV. 

A soluçao inicial pode ser obtida paiT qualquer un-t das 

mnetodos cons trut i vos descri tos na sepão anterior, 

CHRISTOFIDES et al. (1979) utilizam esta idéia para 

desenvolver um algorit-mo onde em cada iteraçãa a heurística 

3-&ti-ma é aplicada sobre a solução da heuristica 2-&tima. 

Esta estratégia mostrou-se bastante eficiente pa.ra 



problemas de ate 12@ clientes. As heui-i5tica.s k-&timas 

tai-nkkm são muito usadas nos algori tmos de Duas Fases ( ve ja 

s e ç k  111.4) para miniinizar as rotas obtidas na primeira 

fase de "cluster". 

A outra maneira consiste em transf~rrna~ o PPV em um 

PCV, corno já vimms em seções anteriores isto pode sei* 

faci lsnente conseguido atraves da adição de depbsi tos 

artificiais de maneira a forma-r uma "rota gigante" Única. 

Podemos u.t i 1 izar esta estratégia para apl icar as 

heuristicas k-&timas sobre esta rota gigante. RUSÇEL (1976) 

utiliza muito bem esta ideia para solucionar um PPV com 

restriçoes de "schedule" sobre a.lguns c1 ientes. LAPALRE et 

al. (1986) apresentam um algoritmo para o m-PCV que também 

utiliza rota gigante. Porem, afim de api-oveitar a estrutura 

do prob 1 ema or i g i na 1 , as autores genera 1 i zam o procedi rnen t o 
para realizar trocas que não produzem so1uçS.a viável para o 

PCV ma5 que são aproveitadas para o PPV. Estas trocas sao 

aquelas que produzem subrutas onde pela menos um dephsi to 

artificial esta presente. 

111.4 - %tadas de Duas Fases 

Os rktodos de Duas Fases solv.cionam um PPV 

sepa.rando-o em doi s subproble-mas , a saber, Agrupamento 

("cluster"] e Otimizaçao de Percui-sos ("routing"). Se na 

primeira fase os clientes são agrupados e na segunda os 

percursos são construidos P e m s  u.in algori tm 



"cluster-fi~st-route-second", se esta ordem for invertida. 

temos um "route-f irst-clus tei--secondds A seguir vei-ertws 

alguns algori tnws que pertenoem a pi-iineira categoria. 

111.4.1 - O Algori trr ict  de Varredura ( " S w ~ c p " )  

Nesta nGtoda (GILLETT 8 RILLER, 1974) os clientes 

usados na formação de cada rota são determinados de acui-da 

com sua posiçao relativa ao depbsitu. O algaritm considera 

que os c1 ientes es tãu ordenados lexicograf icamente pelas 

suas coordenadas polares (eiiri]= As rotas &o formadas a 

medida que uma var~edura angular & i-ealizada, com o 

deprjsito c o m  pivot. Ou seja,os clientes vão senda 

incluidos na rota de acordo com a orde-in em que aparecem 

numa lista ordenada pelas oaordenadas polares. Logo, na 

primeira fase i! realizada um "cltister" dos pantus de 

demanda através da heuristica "sweep" e em seguida, para 

cada " ~ 1 ~ s  ter1* fo~mado, as rotas são construidas mediante 

uma heuristica de Caixeiro Viajante. O algoritma e n-iasti-ada 

abai xo. 

Considere um PPV euclidiano ande os clientes (pontos 

de demanda] s&o dadas pelas suas coordenadas polares 

[Bi ,ri], com o depiisito situado em ri= e um cliente 

arbi trario i (semente] em Bi = @. Reordene os clientes 
5 

5 

de maneira que B2<. . . IBn. O. algol-i tmo procede da çeguinte 
maneira: 



Pi. Escolha um veicu.10 disponível; 

P2. Iniciando do c1 i ente i , de menor ângulo Bi entre 

os clientes ainda não atendidos, inclua na rota 

clientes consecutivos i+i,i+2,. . . ate atingir a 

capacidade n&xinu. do veículo ; 

P3. Se todos os clientes estão varridas ou se todos os 

veículos da frota estão ocupados va para o passo P4, 

senão retorne ao passo Pi; 

P4. Resolva um PCV para cada conjunto de clientes 

alocados aos veículos para formar as rotas ótirnas. 

Devemos observar que o algoritmo acima inicia a. 

partir de um cliente particular i 
5 ? 

o cliente semente, e 

portanto o resultado pode variar de acordo com o cliente 

semente escolhido. Uma opgão seria aplicar o algoritino para 

vários clientes sementes e escolher o melhor 

Resul tados computacionai s revelam que o algori tino & 

bastante eficiente quanto a otima.lidade e requer um te-mpo 

de prooessamnto um pouoo maior que o algori tnw de GASKELL 

( i  9671. As seguintes caracterist icas são observadas pelos 

autores : 

( i )  0 tempo oomputaoional aui-nenta ooip o 1~1íX.miero 

total de clientes, se o nhero de clientes por rota 

permanecer re 1 a t i vamen t e constante ; 



( i i )  O tempo camputacional aumenta quadraticavinentc 

com o numero &dia de clientes por rota, se o nurrero 

tota.1 de c1 ientes permanecer relativamente 

constante. 

Portanto o algori tm pode ser Úti 1 para problemas de 

grande porte onde se tem em média poucos clientes por rota. 

111.4.2 - õ Algaritm de Christofid~s, Ringazzi e Tuth 

Na. primeira fase deste algori t-mo, desenval vido por 

CHRISTCIFIDES et al. [1979), o5 clientes sao agrrrpados de 

acorda com duas heurísticas de inserção. Na primeira delas, 

passos Pi a P4 do algoritmo descrito em seguida, os 

c1 ientes sao agrupados sequencial-mente atraves de um 

criterio de inserpão relativo ao cliente semente, isto & ,  o 

cliente escolhido para inicializar a rota., Feito isto, é 

real izado um p~ocedirento de inseFção paralelo, passos 

P5-P8, onde o nú-t-t~ro de rotas utilizado e os clientes 

sementes são aqueles obtidos no procedimento sequencial. Na 

fase dois as obtidas o n~lhoradas através da 

resalugao de Pr~blemas do Caixeira Viajante. 



FASE 1. 

Pl. Faça h= i ;  

P2. Escolha um cliente livre i para inicializar u-rna h 

rota R h ' Para todo cliente livre i 1 'calcule o 

seguinte custo de inserçao relativo ao cliente 

semente i * h ' 

P3. Insira em R o cliente viável Z tal que: h 

b Z  = min {A ). 
1 

Repita P3 até que nenhum cliente possa mais entrar 

@-r,-, R h i  

P4. Faça h= h + i e retorne ao passo P2 para começar 

uma nova rota Rh ate que todos os clientes estejam 

agrupados ou nenhum cliente possa mais ser agrupado. 

Nos pr8xims passos, h rotas sãt~ consideradas onde 

a r-esima rota R = i i ,  e i é o naosma 
r 1- 

cliente escalhido 1-10 passo PZ para inicializar a 

rota Rp. Seja S o conjunto de rotas R , r= 
1- 

i , .  . . ,h. 



PJ. Para cada cliente livre 1 e para cada rota Rr E S 

calcule: 

associe 1 com a rota R r que satisfaz a 

s = rnin {s 1. 
R r E S  r i 

- - 
P6. Escolha urna rota R - E S, faça S= S - R e calcule 

r F 

para cada cliente 1 associado com esta rota o 

seguinte valor: 

onde r é dado por: 

- 
P7. Insira em R - o cliente viável Z associado com 

r - 
R que satisfaz a: - 
r 

Repita o passo P7 até que não mais exista cliente 

viável associado a E . - 
r 



P8. Se S # + vá para P6. Caso contrario, se todas os 

clientes estão agrupados PARE; au se ainda existe 

clientes livres vá para PI. 

FASE 2. 

Pi Para oada giTupo de clientes formada na FASE I 

i3esolva um Prable-ma do Caixeiro Viajante para obter 

as rotas finais. 

111.4.3 - O A l g o r i t m  de Fisher e Jaikumar 

O &todo de duas fases de FISHER 8 JAIKUAAR (1981) é 

fortemente basea.do na foi-mulaçãõ (PPU53 vista no capi tulo 

A pri-mira fase deste n&todo realiza um agrupan-ienio 

paralelo peso1 vendo ot iina-mente uin problema d "Alocaçáo 

General i za.do" , e na segunda fase resolvem-se vários PCU5 S. 

FASE 1 .  

Pi. Escolha in clientes coim "sen~ntes" de grupo e 

designe uin veículo para cada grupo. 

P2. Para cada c1 iente i e para cada grupo k ,  calcule 

um custo de insergh c 
ik 

relativa a semente do 

grrpo. 



P3. SD 1 uc i one u seguinte problema de alocagao 

generalizado: 

sujeito a: 

onde : 

r i se o cliente i e visitado pelo veiculo k ;  

FASE 2 .  

P4. Para cada grupo k fur-imdu na Fase i solucione u 

FCV para obter a rota de distância mínima. 

Oç "c1 ientes sementes" podem ser selecionadas por 

u.iiia regra auton&tica ou pelo usuário. Reste Último caço a 

vantagem e evidente: a expel-iência de um bom plane jador de 

rotas pode indicar um conjunto de' sementes que forneça u-ina. 



boa soluçSo para o problema. Os autores fornecem uma 

procedimento para determinar automaticamente as sementes 

para um problema onde os veículos são homgeneos. 

Na implen-ientaqão do &todo os autores usam para 

resolver os PCVfs u m  algoritmo exato similar ao de MILIOTIS 

(19761. O Problema de Alocação Generalizado 4 resolvido por 

unl m& todo baseado em Re 1 axaçãõ Lagrangeana onde os 

mul t ipl icadores são de temmi nados par um -&todo de 

ajustamento do tipo descrito em (FISHER et al., 1981b). 

111.5 - Conclusão 

A niiaioria dos algoritunos aproximados vistos neste 

capi tulo possuem uns desempenho compu tac i onal 

suficientemente bom para resolver problemas de pmrte 

encontrados na vida real. 

FIÇHER & JAIKUPIAR (1981) e CHRISTOFIDES et al. 

(1979) apresentam estudos comparativos para problemas que 

possuem at& 12Qi clientes, Nestes artigos sso comparados 

cinco dos algoritms aqui apresentadas, o5 algoritmos de 

economias de CLARKE & WRIGTH ( 1964 1 , de inserção de MOLE & 

JAMENSOM (19761, "sweep" de GILLETT & MILLER (19741, Duas 

Fases de CHRISTOFIDES et a1. (19791 e o de FISHER & 

JAIKUMAR (1981). Os problemas testes foram classificados em 

duas ~ ~ A S S C I I ,  na P F ~ W ~ C ~ F B .  0 5  01 i ~ n t e 5  e s f h  u n i t T ~ r ~ ~ - m e n t e  

distribuidos e na segunda estão distribuidos de forma 



primeiro caso Chri stof ides revela que o algori tmo "shieep" 

obteve melhores solugóes seguido dos algori trms de Duas 

Fases? Economias e Inserção. Para os probleinns onde as 

ãlientes foFrnam grupos o algariti-rn "sweep" produz os piores 

resul tados, ficando o melhor desempenho para os algori tmos 

construtivos e Duas Fases. Fisher appesenta resultados onde 

o seu algari tmo supera as demais. E termas de tempo de 

processamento , em &dia o algo-ri tmo de economias apresenta 

o melhor dese-mpenho seguido pelos algoritnws de Fisher e 

Jaikumar, Duas Fases, Ins~rgSo e "Sweep". 

Quanta a facilidade de implemntapao os algori t m s  

construt i vos levam uma vantagem sobre os den~ai s , 
principalmente sobre o algaritmo de Fisher 8 Jaikumar. 

Os algari tmos construt i vas tamhk-rn perii7i tem a faãi 1 

inclusao de res triçzes adicionai s que nao foram aqui 

consideradas mas que ocorrem com frequência na pratica. No 

cap í tu1 o seguinte a.piTesen tamos a i -rxp 1 ernen taça0 de a 1 grrns 

algoritmos construtivas onde um destas restriçáes k 

cons i derada. 



CAP~TULO IV 

O PROBLEMA DE PERCURSOS DE VEÍCULOÇ 

Coa RESTRIÇ~ES NO HORARIO DE ATENDIMENTO DOS CLIENTES 

IV.1 - Introdução 

Nos capítulos anteriores estudawros o Problema de 

Percursos de Veículos básico, onde apenas algumas 

restriç8es são consideradas. Os algoritms que tratam este 

problema muitas vezes não são capazes de lidar com todas as 

restriçííes encontradas em problemas reais, Mecite capitula 

most~amos como podemos m d i  f icar os algori tm5 aproximados 
b 

para um problema mais complexo onde res triçiies aáicionai 5 

são impostas. Estas restriç&es dizem respeito ao horário de 

atendimento dos clientes da rede e ocorrem com muita 

frequencia em problemas de distribuiçáo e serviços urbanos. 

A seguir definiims e formulamos o problema em 

questão para na seção IV.3 apresentarmos os algoritmos 

implamentados . Na seção IV. 4 apresenta~ms os resul tados 

computacionai s sobre um conjunto de problemas testes e 

concluímos este capítulo na seçso IV.5. 

IV.2 - Definição e Formulagão 

Neste problema de percursos de veículos os clientes 

devem 5cr servidos dentro de um intervalo de tempo 

pré-def i nido , denominado na 1 i tera turai de Janela de Tempo 



("Tin-re Window"). A imposição deste tipo de restrição 

sumen ta consideravelmente a complexidade (computacional ) do 

problema. Agora, alem dos aspectos espaciais ou 

geográficos, ta-&em temas que tratar com os aspectos 

temporais. Isto levou o5 especialistas a criarem uma nova 

classe de problemas de percursos de veículos denominada de 

Problemas de Percursos e "Sequenciamento" de Veículos 

(PPSV) , onde o tem= Sequenaia-mnto ( "Çchedul ing" em 

Ingles) inclue o plai~ejamnto de cada rota levandõ-se em 

consideração os horários envolvidos. Dentro desta classe 

dois problemas se destacam, o PPSV com restrip6es de 

precedência, onde existe-m c1 ientes da rede que devem ser 

atendidos antes que outros e o PPSV com restriç8es de 

Janela de Tempo (PPSV-JT), que e o que estamos aqui 

considerando. Eventualmente, as duas restriç&es mencionadas 

ocorrem em um rnesn~ problema, aumentando ainda mais a sua 

co-mplexidade . Um "survey" bastante recente do PPÇV-JT e 

apresentado por DEÇROCHERS et ai. (1988). 

Podemos formular o PPSV-JT através da Pragramaçao 

Matemática da seguinte maneira. Seja C ; =  (V,A) o grafo 

que representa a rede onde V e o conjunto de vertices e 

A a conjunto de arcas. Seja {a) o vértice que representa 

o depósito e N = { I ,  ..,,n) os clientes. Então, 

V = (0) U N e A = {({a) x M) U I U (N x {a))), ande 

I c N x N é o conjunto de arcos que ligam os clientes 

e n t ~ e  si, {a) x N cantem os arcos que 1 igam o depósi to 

aos olitintcs e N n (0) 0s que ligam os olicntes m a  

depósi to. Para cada c1 iente i existe uma demanda di e 



uma Janela de Tempo [ai, bi] . Para cada arco ( i ,  j ) E A 

a.ssociamos um custo c e u-m tempo de viagem t i  j. 
i j 

Finalmente, cada veiculo possui uma capacidade i-náxinw. D. 

Se associarmos a cada cliente u-ma tarefa sei- realizada 

(por ex., entrega, coleta, etc.), u grafo G definido 

acima pude ser visto como um grafo de tarefas c a 

farmulaçb mate-mat ica passa a considerar as seguintes 

.TIi: Tempo de Inicio da tarefa do cliente i; 

.TFi: Triirpo de Termino da tarefa da cliente i ;  

.yi: especifica a carga do veiculo antes de iniciar 

a tarefa de i ;  

1 se o arco f i , ~ ]  é percorrido por um r veiculo; .x = < 
ij I 

i Qt casa cantraria. 

Podemos agora formular o PPSV-JT da seguinte maneira: 

( PPSU-JT ) Min Z ci x i 
(i,j]EA 

sujei to a 



As restrigGes (IV.2) e (IV.3) garantem os grarrs 

nos v&iytices da rede, (IV.4) e (IV.5) são as restriç8es de 

sequencian-ento ("scheduling") enquanto que (IV.6) e fIV.7) 

mantem a viabi 1 idade de carga. É interessante observar que 

(IV.4)-(IV.5) ou (IV.6)-(IV.7) tart-kkn evitam a formaçaa 

de subi-otas e poden~ ser vistas conw urna general iaaçso da 

clássica restrição de e1 iminaçaa de subro tas piqapos ta para 

o PCV por MILLER et al. (1960). 

IV.3 - D~scriçSa da5 Algaritmos de Suluçãa 

Os mktodos de solugao para o Problema. de Perorrrsos 

de Veículos com RestriçZo de Janela de Tempo têm sido 

recei~ tevi-ente estudados por alguns autores. 0s r&todos 

exatas foram estudados por DESROSIERS et al. (1984, 19861, 

SWERSEY 8 BALLARD (1984) e KOLEN et al. (1997). 0s dois 

primeiros reportam experiências sobre o Problema de 

Percursos de dnibus Escolares, que essencialrmnte & um 



m-PCV com restriçües de "Time Window", restando o Últim 

como o Único trabalho de nosso conhecimento até agora 

publicado que resõlvc otimannente 0 PPÇV-JT tal c ~ m o  

definimos anteriormente. Para se ter uma ideia da 

complexidade do problema, neste artigo os autores 

apresentam resultados para uma rede de apenas quinze 

c1 ientes. 

Os métodos de solução aproximada normalmente 

baseiam-se nas heurísticas desenvolvidas para o PPV-básico. 

SOLOMON (1986, 1987) foi um dos primeiros autores a 

estender estas heurísticas para o caso do PPSV-JT. 

SAVELSBERGH (1985) e VAN LAMDEGHEH (1988) também realizaram 

estudos neste campo. 

Neste trabal ho real i zams uma implemsntação para 

dois algoritnms baseados nos conceitos desenvr>lvidos por 

Çolo~mi~. Na prbxima seção apresentamos os principai s 

conceitos que garantem a viabilidade relativa as restriçües 

de "sckeduliny" quando usamos o algoritmos do PPV para 

resolver o PPSV-JT, para em seguida passarmus a descrever 

os principais detalhes de cada implementação. 

IV.3.1 - Hantendo a Viabilidade nos Horários de Atendimento 
dos Clientes 

Mci cap. I 1 1  vi-ms que entre os algoritmos que 

alcanparam maior succsso estão os algoritmus construtivos. 



Vamos agora apresentar os conceitos que garantem a 

viabilidade de "Çchedule" quando usamos estes algoritmos 

para resolver o PPSV-JT. Estes conceitos, desenvolvidos por 

SOLOMON (19871, podem ser aplicado em todos as algori twws 

construtivos vistas no capítulo I 1 1  e tambem adaptadas para 

os algari t-mãs k-8timos (SOLOMON et a1 . , 1988). 

Seja (0,1i2,...in,n+í) uma sequhcia que 

representa uma rota onde a saída do depbsi to o n& 0 e 

a chegada ao dephsita e a na n+l . V a m s  supor que 

descjams inserir um cliente i entre as clientes p e u 

de uma rota em formação. Naturalmente, a prinneira condição 

que deve ser verificada e se s navo cliente sera atendido 

dentro de sua Janela de Tempo. Isto pode ser feito pela 

seguinte relação: 

Se esta condiçao for satisfeita, deve-mas olhar para 

õ s  c1 ienteç pertencentss a çubsequência (u,u+l, . . ,n) , 
pois, estes clientes podem sofrer uma defasagem no5 seu5 

tempos de inicio de tarefa apbs a inserção de i que 

inviabiliza as suas rest~ip6es de Janela de Tempo. A figura 

IV.l esquematiza esta situação. 

Na figura I V a  temas um esquema de uma rota 

parcial onde o5 retângulos representam os client~lci~ c o m  

seus oampri-mentas indiaando n Janela dc T e m p o  do ulicntc. 



figura IV.1 - O esquema (a) nwstra uma rota parcial 
antes da ii~serpão do cliente i. EIII [b)! após a 

inserção de i ,  ocorre a inviabilidade no horário de 

atendimento do c1 iente u+l . 



Ma figura IV.l(b) o cliente i foi inserido causando urna 

defasiagein no tempo de inicio de tarefa de u igual a 

TIL - T I U ,  onde TI: representa o novo tempo de inicio da 

tarefa de u Esta defasem causa a inviabilidade na 

restriçS.o de "schedule" do cliente u + l .  

Afim de evitarmos esta situação defini-mos a grandeza 

P[u,n) como sendo a i.riai0-r defasageiii (ou incremento j no 

tempo de início de tarefa do cliente rr que não causa. 

violação nas Janelas de Tempo ao longo do caminho 

(u,u+i, ..., n). Então & facil deduzir que: 

~ ( u , n )  = M i n  {hj - ( T F ~  + E t i  i + i  11 ( IV. i#) 
u< j5í-i u l  ilil 

Esta grandeza expressa a f lexibilidade que temas quando 

deslocavas no tempo os c1 ientes da caminho (u,u+l, . . . ,171. 

Podems agora especificar a segunda condiçáo de 

viabilidade para incluir um cliente i entre os clientes 

p.e u de uma rota parcial: 

oilde %. = TIA - TIU é a defasagem em u ap6s a inserção 

da cliente i.  



IV.3.2 - # algoritm de Econamia para a PPSU-JT 

Quando usaí-ms a heurist ica de coono-inia de CLARKE P 

WRIGHT (1964) para resolver o PPV-básico a direpao do arco 

que une as duas rotas normalrente iiã~ é considerada. 

Entretanto, i20 caso do PPSU-JT só pode-mas unir duas rotas 

quando a primeira termina num horario que permite ao 

veiculo 5e deslucai- até a segunda rota e atender o seu 

primeiro cliente se-m infringir suas re5t~içi5e~ de 

"schedule" . Portanto, qua.ndo combinanws duas rotas, os 

tempos relativos aos alientes da primeira rota não mudam 

enquanto que os clientes da segunda rota poder.% sofrer 

mudanças ei1-i seu5 te-tnpos. 

Podemos facilmente adaptar a primeira estratégia 

descri ta na seçãe anteriol- para resolver o PPSV-JT pelo 

algorit-mu de C-W. A condição de viabilidade dada em (IV.9) 

deve ser verificada no primeipo cliente p da segunda rota 

e (1V.ii) deve ser valida paTa os clientes da segunda 

rota, portanto, u e n representam agora o priixii-o e o 

Ultimo cliente da segunda rota, respectivamente. 

Já v i 'ims no oap , I I I que a i mp 1 ernen tapão do a 1 gor i tmo 

de C-W nierece uma atençao especial em dois aspectos: na 

ordenaçao das economias e no arrnazenamento das economias . O 
prin-ieirct aspecto afeta o desempenho do algori tm relativo 

ao ten.i-po de execução e o segundo diz respeito a ixevnória 

compu t a.c i ona 1 requer i da pe 1 o a 1 r i t i  Para ordenar 

cf icienterente as economias calculadas uti 1 izarims uma 



estrutura de dados "heap" e o algoritm "Heap Sort" 

(HURQWITZ & SAHMI, 1978). Para diminuir a medria utilizada 

usamos a estrategia de calcular somente as eoonomias entre 

clientes práxi-ms entre si, onde a "proximidade" e medida 

pelo seguinte critbrio: 

onde dis(i,j) representa o custo (distância) entre dois 

clientes, dis(8,j) entre o depõsito e o cliente j e o 
r 

parâ-lnetro k E [8,1]. Este critério reduz consideravelmente 

a membria utilizada sem afetar a otimalidade da solução. 

Outra carac ter i s t ica de implementação que nBrece 

destaque diz respeito As restriç6es de Janela de Tempo. 

Afim de facilitar a resolução dos problemas com restrição 

no horario de atendimento dos clientes, relaxamos um pouco 

estas restriçses da seguinte maneira, permitimos que o 

veículo chegue antes da Janela de Tempo do cliente. Na 

prática isto corresponde a ocorrência de um tempo de 

espera, ou seja, a situação em que a veículo chega no local 

especificado antes da hora estipulada pelo cliente, tende 

que esperar pela "abertura da Janela de Tempo". No entanto, 

devemos limitar este tempo de espera para que não ocorram 

iigaç8es entre clientes prõxiíms geograficamnte porem 

"distantes tempõralnwnte". 

A seguir, apresentamas o pseudo-&digo simpl i f icado 

do algoritm. 



ALGOR ITMO ECONOMIA-JT ; 

(1) Leia Dados de Entrada; 

(2) Inicial ize Variáveis; 

(3) Calcule o parân~tro de redução de rede r m x ;  

(43 Faça 1:= i ;  

(5) PARA cada arco (i,j) da rede FACA 

SE dis(i,jf { max EMT&~ 

Calcule a economia 

s[l]:=dis(i,B) + dis(j,@) - pwdis(i,j); 

i:= l + i ;  

FIM SE; 

FIM PARA; 

( 6) Ordene s[l] através da subi-otina Heap; 

(7) PARA i:= 1 até 1 FACA 

(7.1) VeriEique as viabilidades de carga e 

de rede da ligação relativa a s[l]; 

SE a ligaçao & viável ENTXO 

(7.2) VeTifique restriçües de 

"Schedule" ; 

(7.3) SE estas estão satisfeitas 

EMTA= 

Realize a ligação; 

FIM SE; 

FIH SE; 

(7.4) Ajuste Heap; 

FIM PARA; 

(8) Canstruir rotas; 

(9) Imprimir Solucao. 



Nos passos (3)-(5) as economias são calculadas 

utilizando-se o critkrio de reduçso de rede especificado em 

(IV.12). A ordenação no passo (6) utiliza a ja inencionada 

estrutura "heap"; esta esti-utui-a de dados garante que em 

s[ i ] sempre es tara armazenada a 1 igaç5.o de maior economia . 
Depois de processada esta ligação o "heap" deve ser 

atualizado, isto k feito no passo (7.4). A viabilidade da 

ligação verificada em duas etapas, o passo (7.1 ) 

verifica se a rota resultante. da ligaçao atual possui 

demanda compa t i vel com a capacidade do veículo e se um dos 

clientes da ligagão já Pai ligada anteriormente a outPa 

rota, fato que inviabiliza esta ligação. Depois disto, em 

(7.2) as restriçües de "schedule", dadas pelas relaçües 

(IV.9)-(IV.Ll), sao avaliadas sobre os clientes da segunda 

rota tal c o m  descrito na seção IV.3.i. Se a, viabilidade de 

"schedule" e verificada, a ligaçao k então -realizada em 

(7.3); isto e feito atua1,izando-se duas listas, uma que 

indica o predecessor de cada cliente e outra o SUceSsQP. 

AlCm disto, os teinpos relativos aos olient~s da segunda 

rota devem ser adequadamente atualizados. Ao final do passo 

(73, o que temos são as rotas implici tan~nte ar-mazenadas 

na5 listas de sucessoi- e predecessor. A partir destas 

listas as rotas s&o oonstruidas no passo ( e )  onde as 

totalizaçües desejadas tambhm são realizadas. 



IV.3.3 - O Algoritm de Inserçãa para o PPSV-JT 

Em (SOLOMON, 1987) vários critérios de inserçáo s h  

estudados. Mbs utilizamos aquele que generaliza o criterio 

de MOLE & JARESOM (1976), descrito na capitulo 1 1 1 ,  para o 

caso do PPSV-JT. 

Este algoritm pertence A classe de algoritmms 

sequenciais e necessita de um critério para inicializar uma 

nava rota. Ap8s inicializar a rota corrente, a cada 

i teraçb temos que escolher a melhor põsição de inserçso 

para cada cliente livre afim de estabelecer o melhor 

cliente a ser insel-ido na rota. 

0 critério de inserpãõ, que determina a -melhor 

pãsiçaa de inserçgo no caso do PPSV-JT, pode ser 

estabelecido da seguinte maneira. Seja um cliente livre 

a ser incluido entre as clientes p e u da rota corpente 

f@,l, . . . ,  n), onde n e 8 representam o depbsito, então para 
todo R calcule: 

ci(p,&,u) = Fii n + + a c 2 {i,&,i+l)); 

iEp,l,*.,n ) 

( IV. 13) 

onde 



O critério de ielepãu, que determina o cliente e* 

a ser inserido na rata atual, e dado por: 

9 
cs(p,% ,u) = Max f X  - ci(p,+Gu)j (IV. 143 

(R. viável 

Portanto, neste critério, o rnelfior local viável de 

inserção para um cliente livre e aquele que uninimiza a 

combinação ponderada de suas distância e tempo de inserção, 

i.&. , aquele que minimiza uma medida da distância extra e 
do tempo extra necessa~io para visitar a cliente &. A 

seguir, apresentamos o algoritmo. 

ALGOR ITMO INSERÇ~O-JT ; 

( i )  Leia Dados de Entrada; 

(2) Inisialize Variáveis; 

(3) Faça r:= f ;  

(4) ENQUANTO Existir clientes livres FAÇA 

(4.1) Inicie rota r; 

(4.2) REPETIR 

(4.3) PARA cada cliente livre FAÇA 

Verifique viabilidade de 

Carga ; 

SE Carga é viável EMTAO 

Determine melhor local 

viável de inserção (critero 

(IV.13)); 

FIM SE 

FIPI PARA 

(4.4) SE existir clientes viáveis para 



inserir na rota atual r ENTÃQ 

Determine o melhor c1 iente 

utilizando o criterio de 

seleção dado por (IV.14); 

Inserir o cliente escolhido; 

Deletar o cliente escolhido 

da lista de clientes livi-es; 

FIM SE; 

A T ~  não existir clientes viáveis papa 

incluir na rota r; 

F a ~ a  r:= r+i; 

FIM ENQUANTO; 

(5) Construir Rotas; 

(6) Imprimir Solução. 

No algori tino sequencial acima o passo (4.1) 

inicializa uwa nova Tota r escolhendo um cliente semente, 

Atualn~nte, o critiri-io utilizado escolh~ o cliente com c, 

mais cedo hor&rio de fechainento de Janela de Tempo, isto é ,  

aquele que possui o menor bi. No passo (4.2) a rota 

corrente e formada pela insei-pão de =i3 novo c1 iente viavel 

a cada. iteração até que não mais exista cliente livre que 

possa ser incluida na rota. Isto & realizado em duas 

etapas. No passo (4.3) escolhe-se o melhcw local viavel de 

inserpão para cada c1 iente 1 ivre de acordo com a cri t&io 

de insei-ção definido por (IV.i3). As posiçoes vi&veis para 

os clientes que possuem viabilidade de carga são aquelas 

que satisfazem as restriçoes de "schedule", que são 

verificadas através da estratégia definida na secão IV.3.i 



pelas i-elaçks (IV,9J-(IV.11). Mo passo seguinte, se 

existir clientes viáveis para a rota atual , determina-se 

qual e o melhor oliente segundo o critério dado por 

(IV.I4). Escolhido a melhor cliente viável, ele e inserido 

na ta atrral izando-se todas as variáveis pertinentes e 

deletado da lista de clientes livres. Terminado o passo 

(41, tal como i10 algori tmn Economia-JT, as i-atas, com todos 

os dados de saída desejados, sao construidas a partir das 

listas de predecessor e sucessor. 

IV.4 - Resultados Camputacionais 

Para aval iar o desempenho computacional dos 

algori t-ms apresentados nas seçees anteriores nus 

desenvol veinos um conjunto de problemas testes, pois, na 

1 i teratura não encontra-rms dados di sponi vei 5 para o 

PPSV-JT. Estes problemas possuem caracteríçticas que tentam 

cobrir todos os aspectos que podem afetar o comportamento 

das heuristicaç de otimizaçao de peTcUTsoÇ e sequenciamento 

de veículos. Estas cai-ac ter i st icas incluem dados 

geogr&ficos, o número de clientes servidos por um veículo e 

carac teri s t ioas das Janelas de Tempo tais oo-mo percentage-m 

de c1 ientes GOin res tripa0 no horãrio de atendimento, 

posição e comprimento das Janelas de Tempo. 

No primeiro conjunto de problemas teste os clientes 

estao distribuidos de inaneira a foriiriãr grupos. Esta 

cai-aoteristica & ba.5tante ei1contra.da i1a vida real e pode 



ser caracterizada por regibs ou bairros de um centro 

urbana. Os dados para as coordenadas e demandas dos 

clientes foram extraídos da literatura (CHRISTOFIDES et 

al., 19791, este conjunto de problemas testes para o PPV se 

tornou padrao e & utilizado por vários autores. Este 

problema possui i20 clientes e uma capacidade para as 

veículos e um horizonte de planejamento que peTernite, no 

caso do PPV, a formação de rotas com uim -&dia de 

aproximadamente onze clientes por rota. No segundo conjunto 

de problemas, que tambgrn possue 120 clientes, os dados 

geográficos dos c1 ientes foram gerados alea toriartente 

através de uma distribuiçao uniforme. Alérn destes, 

construímos um terceiro conjunto de problemas que tenta 

distribuir i00 clientes de maneira a formar rim problema 

intermediário que poder íairws classificar de 

" semi -agrupadou , 

Para cada conjunto de dados geograf icos crianms 

inicialmente quatro problen.ias PPÇV-JTss gerando Janelas de 

Te-m-pa para i@@%, 75%, 50% e 25% dos clientes. As Janelas de 

Tempo foram geradas da seguinte maneira: inicialmente foram 

escolhidos aleatbriamente os clientes com reçti7içao de 

horár io , em seguida gerados alea toriarente os horários de 
abertura das Janelas a dentro do intervalo de tempo i 

[tai,T6x - ti@], onde T-máx representa o horizonte de 

planejamnto, em ambos os casos o gerador possui 

distribuição de probabilidade uniforme. O comprimento das 

Janelas d e  T e m p o  f o r a m  finadas e m  u m  v a l o r  que oorrcspondc 

a i 5% do hor i zon t e de plane jamento e 



representa problemas com res triçáes "apertadas" , ou seja , 
ande as restripáes temporais se sabrepiie as espaciais na 

construpao das rotas. Em seguida, para cada um das 

problemas já drf inicias, nas i-elaxai-itos o comprimento das 

Janelas de T e m p ~  atribuindo um valor que correspande a 38% 

de T-r&x, representando problemas onde os açpec tos 

geográficos se destacam na construpb das r ~ t a s  e a aspecto 

te~qporal e relaxado. Naturalmente, esta característica deve 

ser ooinkinada o a densidade de clientes que possuem 

Ja.nela5 de Tempo para melhor ca.rac teri zar o problema. 

Os Algari tnws descri tos nas seç&es anteriores foram 

implementados em TURBO-PASCAL versão 4.8 e os testes foram 

real i zados em um computadar IBM-FC-AT cornpa t í ve1 . A 

qual idade da soluçao e riredida em teri-nos do número de 

veículos , di stincia percorrida e tempo to tal de espera, 

nesta ordem, ou seja, nas usamos uma ordenagão 

lexicograf ica da soluçao . For tanto, uma so luçao , por 

exemplo, com poucos veículos e cam uma distância total alta 

e melhor do que uma solução que utiliza mais veículos porém 

percorre uma distincia total menor. Na tabela IV.1 

apresentamos os problemas teste gerados cararacterizados 

pelo númro de clientes fn), a maneira coma e s t k  

distribrrídos (distribuição], a densidade de clientes que 

possuem Janelas de Tem-po C %  JT) e o comprimento das Janelas 

de Tempo (Compri~lientu JT). Nas tabelas que seguem 

apresenta-mos para cada problema as soluçáes dos &todos 

implenentados. 



Por uma consulta as tabelas podems verificar que o 

algori tma Inserção-JT apresenta soluç8es de mel hor 

qua 1 i dade em re 1 ação ao a1 yor i t-mo Economia- JT na grande 

maioria dos problemas testes. O algoritmo Economia-JT sb 

consegue melhor desempenho em quatro problemas, sendo que 

em t rG5 de 1 es a densidade de c 1 ientes com Janela de Tempo & 

de 25%. Estes resultados foram conseguidos variando-se os 

parâmetros p , ,  ai e a 2 
do alyorito Inserçao-JT e os 

parârnetro p e k do algori tm Economia-JT de maneira a 

produzir o melhor resultado em cada problema. 

Quanto ao dese-mpenho dos algori t w s  em relação ao 

tempo de processamento vei-i f ica-mos , c o m  era esperado (ver 

Anexo), ama melhor performance de algoritmo Economia-JT. No 

algorit.mrt inserçáo-JT o tempo de processamento aumenta 

quando relaxamos as restriçaes, isto se deve ao aumento do 

número de clientes viáveis que devem ser conside~~ados em 

cada ite~ação, 



120 1 agrupados 75 f 15% # I 
1 I 

n 

120 

1263 agrupados 563 15% s 9 

120 agrupados 25 15% 9 I 
I 

12@ 1 uniforme 1 75  1 1 5 %  1 s 

i 

Distribuição 

agrupadas 

uni f arme 

% JT 

100 

120 

120 

1263 ( uni f o r m  

Largura JT 

15% de Trnax 

1263 uni f arme 

1863 1 semi-agrup. 
I 

15% J il 

15% i 9 

uni f arme 

uni f arme 

Tabela IV.1 - Descrição dos problemas testes. 

563 

25 



Inserção 

15 2306 

Tabela IV. 2 - Resul tados Cornputacionai s : no 

~antosuperio~ esquerdo esta o numero de rotas, 

no direito a distância total percorrida pela frota, 

no canto inferior esquerdo esta o tempo total de 

espera e no direi to o tempo computacional dado em 

rninutos,segundos e cent&si-ms de segundo. 



Tabela IV.2a - Resultados Com-putacionais [Cõntinuação). 



Tabela IV.2b - Resultados Computacionais (Continuação). 

Neste capitulo n85 definimos o Problema de Percursos 

e Sequenciamento de Veículos com Restrições no Horário de 

Atendin-i~nto dos Clientes [Janelas de Tempo) e apresentaims 

a in7plen7entação de doi s a l i  - I  aproximados que 5% 

extensões das conhecidos algori tnws construtivos de 

CLARKE & WRIGHT (19641 e de MOLE & JAAESON (1976). 



Os testes computacicrnais revelam que a heuristica de 

inserção de MOLE Zk JAFSESON (1976) adaptada para o PPSV-JT 

produz me 1 horeç resul tados que o algoritino de 

CLARKE & WR IGTH ( 1964) . Podemos dizer que no PPSV-JT o 

aspecto temporal prevalece sobre o espacial e o algori tnm 

Inserpao-JT consegue exploi-ar eficienteiwnte este fato 

através de seus critkrios de inserçáo e selepão. 

Com re 1 açao ao tempo compu t aci ona 1 ver i f i c a m s  que 

ambos os algaritmos fornecem a soluqãu em tempo hábil. 

Achamos que o algoritmo Inserção-JT pode sofrer pequenas 

modif icaçses para melhorar 0 seu desemp~nho, c o m  por 

e ne-rnp 1 o, cuns i derar em cada i terapão apenas um subcen j un ta 

dos clientes livres na escolha do prbximo cliente a ser 

inserido na rota corrente. Com isto tarna-se viável uma 

pbs-otimizagáo atraves de uma heuristica k-&tima. 

Para finalizar, gostaríamos de salientar que ambos 

os algori trms dependem de ajustes em seus parâmetros para 

produzir resul tados "ot imi zados" , No caso da algori t-mo 

Inserpão-JT, o5 parâmstros ai e a devem ser devida-mente 2 

ajustados dependendo se o problema possui restriç6es de 

"schedule" (comprimento das Janelas de Tempo e densidade de 

clientes oom JTf fortes ou não. 



Na. primeira parte deste trabalho, capítulos I 1  E 

1 1 1 ,  estudai-ms os yrinoipais métodos de solução para o PPV. 

Os iiktodos de solução exatos mstraram-se incapazes de 

resolver problemas de porte elevado. A natureza 

combinatõria desta classe de problemas nos leva a utilizar 

.&todos aproximados de solução. As várias heuristicas 

desenvolvidas para o PPV forneoeni soluçÜecr satisfatõrias, 

sob o ponto de vista de atimalidade, com um esforço 

compu tac i ona 1 que pern~i te uma implementapão em 

mi cro-co-mpu tador. 

Ma segunda parte, capitulo IV, desenvolve-mas a 

implewntação de dois algoritmos aproximados para resolver 

o PPSV-JT. Os testes corn-putacionais revelam que o algoritmo 

Inserção-JT e superior ao algoritmo Economia-JT, no que diz 

respeito a qual idade da solução, na maioria dos problemas 

testados. Sob o ponto de vista da velocidade de 

processamnto o algori tnm Economia-JT se revelou mais 

rápido. Notamos também que ambos os algoritmos dependem do 

ajuste de seus parâmtros para produzir çoluçÕes de 

qualidade. Acreditams que cada particular problema de 

percursos de veículos merece um estudo prel iminar para 

decidir o &todo de solução a ser adotado. 



Os dois algoritmos implemntados são extens&es de 

conhecidos n6todos para o PPV. Achamos que ainkos podem ser 

melhorados em suas deficiências. No casa do algoritnm 

Economia-JT pode-se estabelecer um critkria adicional para 

realizar as ligações que considere os aspectos relativas as 

restrições de "schedule" . 1s to pode melhorar a desempenho 

do algor i t n w  nos problemas com restriçees mais "apertadasn. 

No algoritmo Inserpão-JT u m  redução no tempo de 

proaessamentci pode ser alcançada se a busca pelo n~lhor 

c1 iente a ser inserido for real i zada sobre um subcon,junta 

dos clientes livres. Naturalmente, isto deve ser feito sem 

co-mprometer a qualidade da soluçao. 

Alem destas melhorias, u m  p&s-otirnização através de 

uma heurística k-&tima que considere as restriçees de 

"schedule" pode ser realizada. 



BALINSKI, A. & QUANDT, R.(1964] 

"On an Integer Proyram for a De1 ivery Pi-oblem" , Op. 

Res, 12, pp.300-3@4. 

BELLMAN, R. (1958) 

"On A Routing Problem", Quart. Appl. Math. 16, 87-98. 

BODIN, L. D. & GOLDEN, B. L. (1981) 

"Classification In Vehicle Rauting And Çcheduling", 

BODIN, L.D., GOLBEN, B,L., ASSAD, A. & BALL,M. (1983) 

"Rout ing and Schedul ing of Vehicles and Crews, The 

State of the Art", Computers and Operations Research 

10, pp.69-211. 

CARPANETO, G & TOTH, P. (19701 

"Some New Brachiny and Bounding Cri teria for the 

Asymn~trical Travelling Salesman Problem", Management 

CHRISTOFIDES, N. (1975) 

"The Vehicle Rout ing Problem" , RAIRO [Recherche 

Op&rationnelle) 1 0  , pp.55-70. 



CHRISTOFIDES, N. 8 EILON, S. (i969i 

"An Algorithm fnr the Vehicle Di~patchi~g Problern", 

Op. Res. Quart. 20, pp.3@9-318. 

CHRISTOFIDES, N, RINGOSSI, A. 8 TOTH, P. (1979) 

"The Vehicle Routing Problei-n" , Coi-nkinatorial 

Optimizãtion, Chap. 1 1 ,  pp.315-338. Wiley, New York. 

CHRISTOFIDES, N., MINGOZZI, A. 8 TOTH, P. (1981) 

"Exact Algoi-ithms for the Vehicle Routing Problem, 

Based on Spanning Tree and Shm-teçt Path Relaxations", 

Math. Prãg. 20, pp.255-282. 

CHRISTOFIDES, N., MINGOSSI, A. & TOTH, P. (1981b) 

"State Relaxation Procedures foi- the Comyutation uf 

Bounds to Routing Problems", Networks 1 1 ,  pp.145-164. 

CLARKE, G, 8 WRIGHT, J.W. (1964) 

"Scheduling of Vehicles fiam a Central Depot to a 

Nuinber of Delivery Pointç", Op. Res. 12 , py.568-581. 

DANTZIG, G.B. & RAMSER, J (1959) 

"The Truck Dispatching Problei-n", Hanagement Science 6, 

pp .81-91. 

DESROCHERS, M., LENSTRA, J. K., SAVELÇBERGH, H W. P. 8 

SOUMIS, F. (1388) 

"Vehicle ~outing Wi th Tiune Window: Optimizatian and 

Aproximat ian" , on Vehicle Routing: Nethods and 



Çtudies. B. L. Golden and A. A. Assad editor5 

DESROSIERS, J., PELLETIER, P. & SOUHIS, F. (1383) 

"Plus Court Chemin Avec Contraites Ds Huraries", RAIRO 

Rech. Oper. 17141, 357-377. 

DESROSIERS, J., SOUMIS, F. 8 DEÇROCHERS, P? (1384) 

"Routing With Time-Windowç by Column Gene-rati~n", 

Metworks i4, pp. 545-565. 

DESROSIERS, J., SOUMIS, F. DESROCHERS, M & SAUVE, M. (1986) 

"ME- thods For Rout ing Wi th Time Windows" , European 
Sournal 6 f  Oper. R e s .  23, 236-245. 

FISHER, M. 8 JAIKUMAR, R. (1981) 

"A General i zed Assiga-wnt heuri st ic for Vehicle 

Routing", Metworkç 11, pp.189-124. 

FISHER, R, JAIKUMAR, R. & VAN WASSENHOVE, L. (198lb) 

"MLI~ tipliei- Adjustnwnt A~thod for the Generalized 

Ass i gnment Probl em", Dec i si on Sciences Mm-k ing Paper , 
Universi t y  of Pennsyl vania, March, 1981. 

FOSTER, B.A. 8 RYAN' D.M. (1976) 

"An Integer Piragivarn Approach to the Vehicle Çchedul ing 

Problem", Op, Res. Quart. 2 7 ,  pp.367-384. 



GASKELL, T.J. (1967) 

"Bases for Vehiale Fleet Sched~li~g", Op. Res. Quart. 

18, pp.281-295. 

GILLETT, B.E. 8 HILLER, L.R. (1974) 

"A Heuristic Algorithm for the Vehicle-Dispatch 

Problerri", Op. Res. 22, pp.341-349. 

GOLDEN, B., MAGNANTI, T.L. 8 NGUYEN, H.Q. (1977) 

"Implei-nenting Vehicle Routii-ig Algorithms", Networks 7 ,  

pp.113-148. 

GOLDEN, B., BODIN, L., DOYLE, T. & STEWART, W. (198@) 

"Aproximate TTaveling Salesman Algorithms", Oper. Res. 

28, 694-711. 

HOROWITZ, E. SAHNI, S. (1978) 

"Fundainentas of Computer Algor i tl~ms" , Computer Science 
Preas, Inc. 

KOLEN, A, W. J., RINNOOY KAN, A.H.G. 8 TRIEMEKENS, H. W. 

(1987) 

"Vehicle Routing With Ti= Windaw", Oper. Res. 35, 

266-273. 

LAPALME, G., POTVIN, J., ROUSSEAU, J. 11986) 

"A General Exchange Procedu.re for HTSP", Centre de 

Recherche sur les transports - Universite de Wontrgal 
- Publication #489, September 1986. 



LAPORTE, G., DESROCHERS, M. & NOBERT, Y (1984) 

"Two Exact Algori th-m for the Distance-Constrained 

Vehicle Rautong Prablem", Networks 14, pp.161-172. 

LAPORTE, G., MERCURE, H. & NOBERT, Y. (1986) 

"An Enaot Alyotithm for thr Asymmetrical Capacitated 

Vehicle Rauting Problem", Networks 16, 33-46. 

LAPORTE, G. & NOBERT, Y. (1983) 

"A Bpanch and Bound Algorithm for the Capaoitated 

Vehicle Routing Problem", Operatiõns Res. Spekt. 5 ,  

pp .?7-85. 

LAPORTE, G. & NOBERT, Y. (1985) 

"Exact Algorithm far the Vehicle Routing Problem", 

Annal of Discrete Wathematics, vol. 31, 1987. 

LAPORTE, G., MOBERT, Y .  $ DESRÕCHERÇ, M. (1985b) 

"Opt in-ral Rout ing Under Capaci ty and Diçtance 

Restrictions", Op. Res. 33, pp.1050-1073. 

LAPORTE, G., NGUYEN, T, & NOBERT, Y. (1985~) 

"A Branch and Baund Algãrithm for the Asymmetrical 

Distanae Constrained Vehicle Routiny Problems", 

Cahiers du GERAD, G-85-@5, Ecole des Hautes Etudes 

Camrciales de Rontreal, 18 pp., 1985. 



LENSTRA, 3 .  K,, LAWLER, E. L. 8 RINNOOY KAN, A. H.G. (1983) 

"The trave1 ing Salesman PPoblem", Wi ley, New York. 

LENSTRA, J.K. & RINNOOY KAN, A. H. G. (1975) 

"Son-re Simple Appl iaation af the Travel 1 ing Salesman 

P-roblem", Opl. Reç. Q. 26, pp.717-734. 

LENSTRA, J.K. & RINNOOY KAN, A. H. G. (1981) 

"Complexi t y  of Vehiole Rorr t 1 ng and Soheduling 

Problem", Networks 11, pp.221-228. 

LIN, S. (1965) 

"Cowputer Solution of The Traveling Salesman Problem", 

Bell System Tech. J. 44, 2245-2269. 

LIM, S. 8 KERNIGHAM, B. W. (1973) 

"An Effectiv~ Heuristic Algorithm For The Traveliny 

Salesman Prablem", Oper. Res. 21, 498-516. 

LITTLE, D.C., MURTY, K.G, SCdEENEY, D . W .  & KAREL,C. (1963) 

"An Algor i thm f ar the Travel 1 ing Salesman Froblem" , 
Oper. Reç. li ,  pp.972-989. 

FWGNANTI, T.L. (1981) 

"Cambinatorial Optimization and Vehiole Fleet 

Planning: Perspectives and Prospects", Netwarks 11, 



MILIOTS, P. ( i 976) 

" Integer Programining Aproaches to the Travei ing 

Salesman Problei-i~" , Rath. Prugram. 10, pp. 367-378. 

MILLER, C., TUCKER, A. 8 SENLIN, R. (i95@) 

" Integer Progralming Formula t ion Of Trave1 ing Salesn-ian 

Problems", J. Ass. Comput. Mach. 7, 326-332. 

MOLE, R.H. 8 JAMESON, S (1976) 

"A Sequencial Route-building 

Generalized Savings Criterion", 

pp.583-511. 

RAO, H.R. & SIONTS, S (196%) 

"Allocation of Transportation 

Algori thm Employing a 

Op. R e s .  Quart, 27, 

Units to Alternative 

Trips - A Colum-n Generation Schem with Out-of-Kilter 

S~bproble~~s", Oper. Res. i6, pp.52-63. 

RUSSEL, R. A. (i9761 

"An Effective Heuristic For The H-Tour Traveliny 

Salesman Prublem With S o m  Side Contraintçi.", Oper. 

Res, 25, 517-524. 

SAVELSBERGH, S. (1985) 

"Local Search For Rout ing Problems Wi th Tiit~ Window" , 
Ana, Oper. Res. 4, 285-385. 

SOLOPIOM, M. H. (1986) 

"On Thc Murst-Case Perfornwnce Uf Some Heuristcs For 



The Vehicle Routing And Scheduling Problem With Ti~ree 

Window Constraints", Network 16, 161-174. 

SOLOMON, R. M. (1987) 

"Algsrithms Foi- The Vehicle Routing And Scheduling 

Problems Wi th Time Window Contraints", Oper. Res. 

3! i (2) .  

SOLBMON, M. M., BAKER, E. K. & SCHAFFER, J. R. (1988) 

"Vehicle Routing And Scheduling Problems With T i m e  

Windaws Constraints: Ef f icient Implewtentation Of 

Salution Improvernent Procedui-es", an Vehiclc Ruuting: 

Methõds and Çtudies, B. L. Gulden Zk A. A. Assad 

SYSLO, M. H., DEO, N. & KOWALIK, J. S. (1983) 

"Di screte Optimization Alqorithms With Pascal 

Pragrams", Prentice-Ha11, Ino., New Jersey. 

SWERGEY, A. J. S. ã BALLARD, W. (1984) 

"Schedul ing School Buses", Flanageixent Sci . 30, 

844-853. 

VAN LANDEGHEN, H. R. G. (1988) 

"A Bi-Criteria Heuristic For The Vehicle Routing 

Probl em Wi th Ti TE Winduw" , Europeaix Juurnal Of Oper . 
R e s .  36, 217-226. 



YELLOW, P. (1978) 

"A Co-mputa.tiona1 Mudif ication to the Savings Rethod of 

Vehiole Scheduling", Opl. R e s .  Q. 21, pp.281-283. 



ANEXO 

COMPLEX InADE DOS ALGOR ITMUS 

ECONOMIA-JT E INSERÇAO-JT. 

Podemos definir alg~ritm como sendo uma descripão 

passo a passo de como um problema & solucionável. A 

descrição deve ser f ini ta e os passos devem ser bem 

definidos, sem ambiguidades e executáveis 

computacionalmente. Diante da neoessidade de resolver um 

probl ema frequentemente devemas escolher o algori t m a  mais 

adequado. Para isto devemos estabelecer critérios de 

avaliação. 

Quando estam65 tratando de problemas afetos a 

Ot i-mizaçao Combinat6ria mui tas vezes, devido a natuweza do 

proble-nía, torna-se iwpossivel encontrar a ~alução btima de 

uma de temninada instanoia do problema em tempo habi 1. A 

alternativa então utilizada consiste em solucionar o 

problema de forma apraximada através de um algoritmo 

aproximado. Ma avaliação de um algoritmo aproximado dois 

criterias de cficigncia devem ser considerados: 

( i ]  A qualidade da solupão farnecida pelo algoritmo! 

( i i ]  A Complexidade Computgcional da algoritmo; 



A avaliação destes dois critérios pode ser feita de 

maneira empirica ou analítica. No procedinento empírico um 

programa implewntanda o algorit-n.w> é executado em um 

computador para algumas diferentes instâncias do problema. 

Para cada execução armazena-se o valor da solução e mede-se 

o tempo cornputacional correspondente. Aa f inal da 

experihcia obtém-se informaçGes sobre o desempenho do 

algoritmo para aquelas instGnaias, porém, pode-mas apenas 

conjecturar com base em estatísticas qual será o 

comportamento do algoritmo para uma classe de problemas. 

Utilizamos este procedimento no capí tulu IV para avaliar o 

desempenho de dois algoritms que solucionam o PPSV-JT. 

Apesar das informaç6es obtidas atravks do 

procedimento empirico acinw. descrito serem bastante Úteis, 

elas não permitem aferir o comportamento real do algoritmo 

sobre qualquer instância do problema. Alem disso, essas 

medidas são dependentes de uma impl~mentação particular 

(portanto, da habilidade do programador), do compilador 

utilizado, do com-putador empregado e ate das eondig6es 

locais de processamento no instante da realização das 

medidas, Esses fatos justificam a necessidade de adopão de 

algum procedimento analítico para avaliação da eficigncia 

do a l g o ~ i t m .  

Uma aval iação anal i t ima do desempenho destes 

algoritmos em relação a qualidade da soluçSo foi realizada 

por SOLOMON (1986) que fez uma "Analise da Performa~ice do 



Pior Caso". Dada uma heurística H e uma instzncia Ii, de 

tamanho n para o problema Pn , o resultado no pior caso 
descreve o desvia mrãxi-mo do valor da soluçao (ZH(In)), dada 

pela heuristica H, do valor 6tim (Z(I,)), através da 

Razão de Performance do Pior Caso, rn, dada por: 

rn(H) = Sup { SH(In) / Z(inj} para todo InE Pn. 

Solomn concluiu que, r = R(n) (f(n) = R(g(n)) se 3 c>@ 
n 

t.q. f(n) L g(n) v n), em termos da distância total viajada 

e do n Ú - m e ~ ~  de veículos utilizado. Isto basicamente 

significa que a Razão de Performance do Pior Caso para os 

algaritms considerados não pode ser limitada por uma 

constante. 

Fassaremos a descrever um procedimento analitico que 

-110s permite avaliar o desempenho dos algorit-mos ECONOAIA-JT 

e INSERÇAO-JT relativo ao tempo dc processamnto. 

A tarefa de definir um critgrio analitico torna-se 

mais simples se a eficiencia a ser avaliada for relativa a 

alguma máquina específica. Para isto, é conveniente 

u t i 1 i zar um -mde 1 o ma temá t i co de um con~pu t ador . 
Utilizaremos um modelo conhecido co.m RAM (Randon Access 

Aachine - Aáquina de Acesso Aleat6rioj. Trata-se de um 

computador hipo té t i co e lemntar campos to de u m  uni dade de 

entrada, unidade de saída, me&ria e cantrole/processador. 

O processador disp8e de iastrup&s que podem ser 

executadas. A me~xbria armazena os dados e o programa. Cada 



instrução i do modelo possui tempo de instrução t (i). 

Deste modo, se para a execugão de um program P, para uma 

certa entrada f i xa , são processadas r ins ti7u@es do t ipo i 

r instrugSes da tipo i l i  2 2, . , rn ins truções do tipo 

i entáo o tempo de execuqZo T(n) do programa P & dado n' 

O nosso interesse está em avaliar este ssmátorio. 

Para isto, vamos supor que t ( i ]  = i para toda 

intrução i ,  isto é,  que o tempo de execução de cada 

instrução seja constante E igual a 1 .  Csm isto, o valor do 

tempo de execuqão de um programa torna-se igual ao número 

total de instruç6es computadas. 

Denomina-se paçço de rrm algori tm Q a computaç%o de 

uma instrução do programa P que o irnplementa. A 

Complexidade Local do algoritm a é o nú'inm-o total de 

passos necessá~ios para a coiwputação completa de P, para 

uma certa entrada E. Desejaims calcular a núrnero total de 

passos para entradas suficientemente grandes. Para 

facilitap a avaliação da complexidade de umalgoritima 

define-se Camplexidade Assintótica de um algoritrm corno 

sendo um l i rni te super ior de sua complexidade 1 oca1 , para 
uma certa entrada suficienterrente grande. A co-irplexidade 

assint6tica deve ser descrita em relação as variáveis que 

descrevem o tamanho da entrada do algoritmo. Para o caso 

especifico dos algoritmos aproximados que solucionam o 



FPSV-JT, o ta.manho da entrada pode ser dada pelo número de 

nbs n (clientes e depbsito) do Grafo. 

Para exprimir analiticamente a complexidade 

assintbtica de um algoritrm utiliza-se a notaçh O(.). 

Di z e m s  que T(n] e de ordem O(f(n)] se existe 

constantes positivas k e n tais que T(n) < k.f(n), para 
0 - 

n > n  0' 

A omnplexidade assintbtica de um algori tmo 

obviamente não e  Única, pois a diferentes entradas podem 

corresponder nitmeres de passos diferentes . Conm cstarms 

interessados em um procedimento que fornepa uma medida de 

eficigncia do algsritrm para qualquer instância do 

problema, defini-se a Complexidade de Pior Casa, ou 

simplesmente complexidade de um algori tim , como sendo o 

valor máxim de todas as suas complexidades assintbticas, 

para entradas sui'icientemente grandes. Portanto, a 

comp 1 e x idade de pior caso traduz um i i mi te superi or do 

nuinero de passos necessários a computação da entrada mais 

desfavorável. 

Na avaliaqãs de 0 duas regras se aplicam. 

A primeira delas é:  se determinado problema P se divide 

em partes independentes, diga-ms Pi e P , e sendo Ti(n] 
2 

e T2(n) respectivamente de ordem O(f (n)) e U(g(n)), 

então T(n] = Ti("] i T2(n) e P será de ordem 

O ( d x  {f(n), Gfn))). A segunda é :  Se Tl(n) e T2(n] são 

de ordem O(f(n]) e Q(g(nf), respectivamente, e 



T(n) = T n).T2(n) então P & de ordem O{f{n).g(n)). 
i 

2. Complexidade do Algoritmci ECONOPIIA-JT 

Faremos a anal ise da complexidade de tempo do 

algoritm ECONOMIA-JT a partir da descrição apresentada na 

seção IV.3.2 detalhando algum passo sempre que for 

necess&rio. De aoordo oorn a primeira regra aoiriin desori ta 

para avaliação da complexidade de um algoritm v a m s  

realizar esta analise verificando a complexidade de cada um 

dos passos que con~pee o algori tmo. 

Passo 1: 

A leitura dos dados de entrada é dominada pela 

leitura dos dadas relativos a cada cliente e ao 

depusito, portanto, o ta-manha da entrada para este 

algoritnm pode ser convenienten~nte aproximado para 

o número de nós do Grafo G(N,A). Assim, a 

co.nqplexidade deste passo & de ordem O(n) . Neste 

ponto cmnvém observar que utilizams a distância 

euclidiana entre dois pontos (clientes) i e j comm 

sendo o ousto associado ao arco ( i , ~ ) .  Este custo & 

calculado a par t i i- das coordenadas dos 

pontos i e J , sempre que necessário, por u m  

função d i i  Naturalmente, se as custos sSo 

fornecidos a priori a complexidade para ler os dados 

seria entzo dominada pela leitura das custos, ou 

seja, de ordem O(i), onde 1 = I A I .  



Passo 2: 

As inicializag6es feitas neste passo sso dominadas 

pelas inicializaçüeá das variáveis aos nus 

da rede, portanto a cmmplexidade é de ordem O(n). 

Passo 3: 

O par2rnetro de redupão de rede e calculado por 

x { d , ,  i , onde Q1 & o nÚ que 

representa o depbsi to, como 1~~ 1 = n-1 a 

complexidade & de urdem U (n) . 

Passo 5: 

Este passo ~ealiza uma instrução de compai-açao para 

oada arco (i,j) E A. Portanto, a oomplexidade é de 

ordem O(I), onde novamente i =  IA^, No caso, 

sim&trico, isto e, quando dis(i, j) = dis(~,i) 

V i ,  € A P = nfn-1). Portanto, a complexidade 

2 
deste passo é de arde-m O(n ) .  

P a s s o  6 :  

As economias calculadas no passo ante rio^ são aqui 

ordenadas atravks de um estrutura de dados "heap", O 

"heap" de m elementos pode ser construido por um 

procedimente de complexidade de ordem O(m) (HOROWITZ 

& SAHMI, 1978). Neste caso, m & o nYmero de arcos 

para os quais as economias foram calcuidas. No pior 

caso m = I = n(n-l), logo a complexidade e de ordem 



Passo 7 :  

No passo 7 do algsritm para cada arco I quatro 

procedimentos são executados. 

O procedi-~nto (7.1) & realizada em tempo constante. 

Em (7.2) as restrip6es de "çchedule" são verificadas 

de acordo com o procedimento descri to na se&o 

IV.3.1 pelas relaçks (IV.IO] e I V ,  onde o5 

olientcs do caminha (u,u+L, . . . ,I-I) são neste caso 0s 

c1 ientes pertencentes &. segunda ro ta que será 1 igada 

a uma primeira rota pela ligagãa (p,u). Portanto, a 

avaliação de (IV.lO) é realizada por um procedimento 
- 

de complexidade de ordem de O ( ; ) ,  onde i3 é o 

número de slientes da segunda rota. No pior casa, 

onde o cliente p estaria sendo ligado a u-ma segunda 

- 
rota possuindo todos o5 demais clientes, n = n-2, 

logo a co~~~plexidade deste pocedimento é de ordem 

QCn3 

No passo 7.3 o procedimento "Realize a ligaçaa" 

envolve a atualização de variáveis relativas a05 

clientes das duas rotas ligadas c a atualização de 

"arrays" de tamanho n que armazenam a5 listas de 

predecessor e sucessor de um ná i .  A camplexidade da 

pr i >TE i ra a t ua 1 i zagão e dominada pe 1 a segunda que 

possui co~nplçxidade de ordem O(n) . 
No passo 7.4 o "heap" ajustado de f0i9i% a excluir 

a ligação já considerada. Isto pode ser realizado 

por um algoritm de complexidade de ordem O(1og m ] ,  

onde no pi 01- ca50 m = n(n-i] portanto 



O(1og m) = õ(log n); 

Finalmente, c o m  os passos 7.2 e 7.3 dominam os 

passos 7.1 e ?,4 e sao repetidos I = n(n-i) vezes, 

te-rms que a co-mplexidade do passo 7 & de ordem 

3 
U(l.n) = O(n ) .  

Passo 8: 

Q procedimento "Construir rotas" consiste em formar 

a matria Rota[r,i] r = i , ,  e i = i,.. . ,ncr[~], 
onde ncr[r] & o nún~ro de c1 ientes da rota r, a 

partir dos "arrays" pd[i] e sc[i] que fornecem o 

predecessor e sucessor de cada i , respectivamente. 

Alem disto, todas as totalizap5es desejadas sSo 

realizadas neste passa. Este procedimento pode ser 

sintetizado pelos seguintes passos relevantes: 

, 
r:= 1; 

PARA i:= i at& n FACA 

SE pd[i] = 8 ENTAO 

Rota[r,l]:= i ;  

indice:= 2; 

sucessor:= so[i]; 

ENQUANTO sucessor # 0 FACA 

Rota[r,indice]:= sucessor; 

indice:= indice + I ;  

sucessor:= so[sucessor]; 

FIH ENQUANTO; 

F I M  SE; 

FIM PARA; 



k fácil verificar que este ~~ocedimento possui 

complexidade de ordem O(n2 1 . 

Final-mente, no passo 9 a solução pode ser i-mpressa, 

por um procedimento análogo ao acima descrito, em O(n2]. 

Desta foiyi=, baseados na primeira propriedade ci tada na 

seçáo anterior, concluímos que a conlplexidade deste 

3 
algoritrm & de ordew U[n 1. 

3. Complexidade do Algoritmo INSERÇ~~O-JT 

O algoritrm INSERÇÃO-JT esta descrito na seção 

IV.3.3. O tamanho da entrada deste algoritrm tambkm pode 

ser apro x irnado, para. f i ns ana 1 i t i cos , pe 1 o núinero de nbs n 

do grafa G(N,A). 

Nesta seção vamos anal i sar a complexidade de tempo 

apenas da passo 4 do algoritmo INSERÇÃO-JT, pois, as demais 

passos o idsnticos aos correspondentes passos do 

algoritmo ECOMOHIA-JT, ja analisados na segão anterior 

deste anexo. 

No "loap" do passo 4 são realizados quatro 

proaediimntos principais. V a m s  analizá-los ~epa~adaimente. 



Passo 4.1 : 

O procedimento "Inicie rota" basicamente consiste em 

escolher um cliente i E S - c Ns (onde Ç é o 

conjunto dos clientes livres, isto é,  que não 

pertencem a nenhuma rota já construída) através de 

um critério específico. Os critérios normalmente 

utilizados são escolher o cliente que possui a maior 

demanda, escolher o cliente que possui o menor prazo 

de atendimento (menor b . )  ou a cliente mis afastado 
1 

do depbsito. Para qualquer um destes critérios a 

escolha pode ser realizada por um procedivento com 

complexidade de ordem de O(/S/), como S - C N ,  

tenms uma complexidade de pior caso de ordem O(n). 

Passa 4.3 

Neste passo teimas dois procedimentos: "Verifique 

viabilidade de carga", que é realizado a tempo 

constante e "Determine melhor local de inserção". k 

conveniente descrever este Último para realizar-mas a 

análise de sua complexidade. 

Procedimento Determine -mlhor local de inserção; 

FAÇA i:= índice cliente a ser inserido; 

p:= índice do depósito; 

s:= primeiro cliente da i-ata atual; 

ENQUANTO s # índice do depósito FACA 

Ve~ifique viabilidade de "scheduie" para 

inserir i entre p e s ;  

SE viável ENTÃO 



Calcule o custo de inserçao c(p,i,s); 

SE c(p,i,s) < menor E N T ~ O  

menor:= c(p,i,s); 

p - escolhido:= p; 
s - escolhido:= s; 

FIH S E ;  

FIM SE; 

p:= s ;  

s:= sucessor[p]; 

FIM ENQUANTO; 

No procedivento acima o comando de repetição 

- - 
ENQUANTO sera repetido n vezes, onde n e o 

número de clientes da rota parcialmente construida. 

A verificapao da viabilidade de "schedule" e 

rea 1 i zada segundo o proced i men to descri to na seção 

IV.3.1 que possui complexidade de ordem O(:). C o m  

os demais procedimentos são realizados a tempo 

constante concluímos que a complexidade deste 

-2 
procedimento é de ordem Ofn 1. Como na passo 4.3 

este procedimento e repetido para cada cliente livre 

t e m s  que a complexidade deste passo & de ordem 

0(n.n2). C o m  n é 1 imi tado por n, podemas escrever a 

3 
complexidade deste passo como sendo de ordem O(n ) . 

Passo 4.4: 

Neste passo deve ser escolhido o melhor cliente 



viável para ser inserido na rota atual pelo critério 

especificado pela relação (IV.14). É f&cil verificar 

que este procedimento pode ser realieadu eix no 

-máximo n passos. Portanto a complexidade deste passo 

& de ordem U(n) . 

Os passos (4.3) e (4.4) estão inseridos dentro do 

passo (4.2). Com este passo é repetido enquanto existir 

olientes viáveis, ele nso & repetido mais do que n vezes. 

E c o m  (4.3) domina (4.4) temos que a complexidade de (4.2) 

4 
e de ordem O(n ) .  Final-mente, c o m  este passo esta dentro 

t f 
do passo (4) que e repetido r vezes, ande r & o 

n&mero de rotas obtidas na solução, e se assumir-mos que 

* 
r { {  n concluímos que a complexidade de (4) ou do 

4 algoritmo INSERÇÃU-JT é de ordem O(n ) .  


