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cariTuLO 1

INTRODUGAO

O Problema de Percursos de Veiculos (PPV} consiste
em determinar percursos o6timos para uma frota de veiculos
estacionada em um dowmicilio {garagem ou deposito} de forma
a atender um conjunto de clientes geograficamente

dispersos.

Um exemplo classico aparece nos problemas de
distribuigio de wercadorias (DANTZIG & RAMSER, 1959), onde
cada cliente pussui uma demanda especificas & os veiculos
apresentam uma capacidade liwitada. Porém, o problema
também aparece em vérias situagdes praticas néo
relacionadas cow distribuigido de produtos, cowmo por
exemplo, na entrega e/ou coleta de correspondéncias pelo
correiu; no transporte de criangas em Onibus escolares, na

coleta de lixo, no.pianejamentc de rotas aéreas, etc..

Os problemas de perocursos de veiculos s3oc na sua
grande wmaioria NP-arduos (LENSTRA & RINNOY HAN,‘ 1981},
portanto, pouco provaveis de serem resolvidos em tempo
polinomial. ©O nosso interesse estd em desenvolver um
sistema para wmiorocoomputador gue produsasa  =olugde=x de

qualidade ewm uwm tewpo computacional viavel. Acreditamos gue



isto & possivel atraves da combinacfo de trés fatores: uma
modelagem cuidadosa do problema, a utilizacfo de um wetodo
de solucgSo eficiente & uma interface adegquada com o
usudrio. Neste trabalho procuramos ocumprir uma primeira
etapa para o desenvolvimento deste sistema que consisie no
estudo dos modelos e wmétodos de solugdoc para o problema e a
implementagio de alguns destes | m&todos em - um

microcomputador.

Organizamos este trabalho ewm cinco capitulos. Ainda
neste capitulo introdutédrio, apresentamos uma classificagio
para os problemas de percursos de veiculos e definiwmos um
problema b&sico. Este problema possui caracteristicas que
normalmente ocorrem nos . varios problemas de percursos de
veiculos encontrados na pratica e na literatura e
geralmente os metodos que o solucionam podem ser facilwente
estendidos ou adaptados para resoclver problemas mais
complexos. No capitulo II desenvolvewos os principais
modelos e métodos exatos de solucfo & no capitule III os
métodcs aproximados. No capitulo IV iwplewentamos alguns
destes wmeétodos para resolver um problema de percursos de
veiculos um pouco wais anmleﬁo gue aparece muito na vida
real. Este problems, gue considera restricdes adicionais
relativas aos horarios de atendimento dos clientes, &
conhecido na literatura como Problema de Percursos Veiculos
com restrigdes de Janela de Tewpo. Finalwente, no capitulo
V apresentamos algumas conclusdes e indicamos futuros
trabalhos e pesquisa gue podem dar cﬁntinuidade a este

estudo.



i1.1 - Classificagio & Definigdo do PPV-basico

Devido a enorwme variedade de problemas de percursos
de veiculos extraidos da vida real convém inicialmente
classificd-los em tré&s grandes grupos, a saber, Problewas
de Percursos de Veiculos {PPV}, Problemas de Sequenciamento
de Veiculos (PS5V} e Problemas de Percursos e Sequenciamento
de Veiculos (PPSV)}. Uma rota ou percursc de veiculo & uma
seqiidncia de pontos de entrega efou coleta que o veiculo
deve percorrer Dﬁdenadémente, iniciando e finalizando nuwm
depdsito ou garagem; portanto, o PPV consiste em determinar
as rotas gue minimizam uma funclo objetivo, que normalmente
& a distancia pefccrrida pela frota. Um sequenciamento de
veiculos & uma rota onde associamos a cada ponto um tewmpo
de chegada e um tempo de partida, ou de inicioc e fim de
servigo, portanto no PSSV os veiculos devem percorrer os
pontos numa determinada ordewm respeitando os tempos
especificados. Quando os aspectos espacial e temporal se
combinam de tal forma gue um nio prevalece sobre o outro
temos Db PPSV. HNormalmente esta classe de problemas &
caracterizada pela existéncia de um dos dois (ou ambos)
seguintes tipos de restrigio, relacioc de precedénocia entre
dois clientes, isto &, gquando & exigideo qﬁeAum determinado
cliente seja servido antes gue outro e Janela de Tempo
("Time Window")} gue ocorre quando os clientes exigem que o

atendiwento seja realigado dentro de vm intervalo de tewpo.

Naturalwente, esta classificagio ndc £ suficiente

para definir completawente um problema de percursos de



veiculos. Varios problemas podem ser encontrados dentro de
cada uma das trés classes definidas aciwa. BODIN & GOLDEN
(1281) apresentam uma classificagdoc para os problemas de
.
percursos de veiculos baseada nas caracteristicas dos
principais componentes sewpre presentes nestes problemas, a
saber: o deposito, os clientes, a frota de veiculos e a
rede. Por exemplec, o PPV gue vamos definir em seguida
possui um Unico deposito, os clientes possuem uma dewanda

conhecida, a frota de veiculos € homogénea e a rede viaria

& nioc direcionada.

Vamos agora definir o PPVU-basico para nos proximos

capitulos apresentarmos os varios métodos de solugdo.

. Considere um grafo G = (N,A} onde
N={i=1,...,n} & o conjunto de nds que representam os
clientes, ou pontos de demanda, quando i # 1 e o deposito
guando i = {. Ssjam N* = N - {1 e A= {{i,§): i,§j € N} o
cqnjunto de arcos, cada um possuindo um custo ciJ gue
pode ser interpretado cowo a distdncia entre 1 e | ou
como o tempo de viagem entre i e j. Cada cliente possui

uma dewmandsa di e a frota & cowmposta por w veiculos

idénticos gue possuem capacidade D.

O PPU-bisico consiste em construir as rotas de custo

wminimo de forma gque!

(i] Cada ocliente de N! deve ser viaitado =xaatam=nte

uma vez de forma a satisfazer sua demandaj



(ii) Cada veiculo inicia e terwina sua jornada no

deposito;

(iii}) A demanda total de cada rota de veiculo deve
ser wenor ou igual gue a capacidade do veiculo, ou
seja, I d. £ D, onde RCN?';

: i

i€R
{(iv) O custo total (distd3ncia percorrida ou tewpo de
viajem) de cada rota deve ser wmenor ou igual que um

2

limite dade L, i.e., I T £ L.
i,J€ER J
Podemos classificar os problemas de percursos de

veiculos de acordo com sua matriz de custos C = (ci }. O

J
PPV & dito Simétrico guando a matriz C & simétrica, caso
contrario o problema & Assimétrico. Aléwm disto, o problema
& dito EBuclidiano guando C satisfaz & desigualdade
triangular, ou seja, se Dij Lo, ¥ ij (i,j,k € N}. Cg;o
contrario o problema & Nao-euclidiano.

Geralwente o0s algoritwmos s&o desenvolvidos para
resolver os problemas simétricos-euclidianos, porém si3o
facilwente adaptiveis para resolver os demais casos.

1.2) Classificagio dos métodos de solugio

O0s wetodos de solugfo podew ser divididos em duas

grandes classes: oS me& todos Exatos e os we todos



Aproximados.

Os métodos Exatos fornecem uma solugaoc otima para o
problems & baseiam—-se em técnicas conhecidas de Programac8o
Matewdtica, poréem sua aplicagio & restrita a problemas de

’ -
eqgueno porte i& gue a maioria dos problemas de percursos
. ]

s&c NP-Arduos (LENSTRA &% RINNOOY HAN, 1981].

Um algoritwmo Aproximado € um procedimento gque
utiliza a estrutura do problema ewm guestdo aliado a uma
heuristica, wuitas vezes intuitiva, para fornecer uma
solupfo viavel "quase-&tima™ para o problema. Por solugdo
vidvel "gquase-otima” entendemos uma sblugéo gue satisfaga
as restricdes do problema & fornega um valor para a fungéo
objetivo suficientewente bowm ou proxiwmo do valor Gtimo.
Naturalmente, uma solugio aproximada pode ser comparada com
um limite inferior para uma formulaglo exata, como por
exemple ©o dual de uma relaxagdc lagrangeana, para a

verificacdo da sua gqualidade.



carfTulo 11

METODOS EXHATOS

II1.1 - Introdugdo

Neste capitulo apresentamos os principais algoritmos
exatos para o PPU-badsico, wencionamos tawmbewm algumas
extensdes importantes guando algoritwos exatos foram

desenvolvidos com sucesso.

Os mEtodos exatos de solupdoc de problemas de
percursos de veiculos normalmente incluew procedimentos de
enumeracio do tipo "Branch & Bound®”. Estes métodos estido
intimawente relacionados com o mwodelo utilizado na
forwulagdo do problema, portanto, convém classificéd-los de
acordo com cada wodelo. Utilizamos a seguinte classificacio
para Dﬁ.ﬂéthDS de solu¢§o, sugerida em MAGNANTI (i98Bi) e

também seguida por LAPORTE & NOBERT (1985):
(i) Algoritmos de Busca Diretaj
(ii) Algoritmos de Programagdo Dindmicaj
(iii) Algoritmos de Programagio Inteira.

Estes (ltimos podew ser subdivididos ew:

a) formulag@o por Particionamento de Conjuntos;

b} formulagioc por Fluno de Veiculosy



I11.2 - Algoritmos de Busca Direta

0s métodos de busca direta consistem em construir
rotas de veiculos por wmeioc de Arvores de “Branch & Bound®
{B-B). Metodos enumerativos do tipo B-B solucionam
problemas de otimizagdo discreta através do particionamento
("Branch”) do conjunto das solupdes viaveis em sucessivos
subconjuntos de wmenor diwensi8o, oalculando limitantes
("Bounds"} sobre o valor da fungdo objetivo em cada
subconjunto. Estes “bounds™ =sic usados para selecionar
subconjuntos promissores e/ou para descartar outros gqgue ndo
tém possibilidade de conter a solugdo otima. Os “bounds”
s&o obtidos pela substituipdo do problema original por um
problema relaxado, wais facil de ser resolvido, de tal
forma gue o valor da solugdoc deste liwita o valor da
solugio do primeiro. 0O procediwento terwina guando cada
suboonjunto ou produziu uma solugdo viavel ou demonstrou-se
gue nio contém nenhuma solucio wmelhor gue agquela obtida ate
o momento. A melhor solugfoc encontrada durante o processo e

entio uma solucio &tima global.

0Os ingredientes essenciais de gualquer algoritmo B-B

para resolver um problema P de otimizaglo discreta da

forma Min {f(x) / x € 8} s&o:

(i) Uma relaxago de P: um problema R da forma
Min {g(=}/ n € T}, tal que S CT e para

cada x,y € 5,  £{x) ¢ £{y} =» g{r) < g{y};



{(ii}) Uma estrategia de "Branching” (separagio}: uma

regra gue particione o conjunto vidvel Si do

problema corrente F'i em subconjuntos Si ""’Si tal
1 k
que U Si. = Si;
=tk 7§
(iii} Uma estratégia de “Lower Bounding™: um

procedimento para deterwinar umsa solugdo otima (ou
guase Otima) para cada relaxacio Ri de cada’

subproblewma Fi H

(iv) Uma estratégia de Busca: uma regra para

escolher o proximo subproblema a ser processado.

A seguir apresentamos duas estratégias de
“branching™, gue cowbinadas cow diferentes estratégias de

"hounding™ produzem varios algoritmos.

I11.2.1 - Branching nos Arcos

Nesta secio apresentamos uma estrategia de
“branching” gue foi definida por LITTLE et al. (1963) para
resolver o Problewma do Caixeiro Viajante (PCV) & wostramos

como utilizé-la no caso do PPV.



Esta estratégia basea-se na escolha de um arco do grafo G
para reélizar a partiglfoc de um subproblewma, representado
por um nd na “arvore de busca”™ (figura II.1}, em dois
outros: o gue contém todas as rotas gue incluem o arco
escolhido, e aguele gue ndo inclue este arco nas suas
rotas.

Seja 3 a variavel de decisfo gque possui os

i 4

seguintes valores:

i se {i,j} pertence & solupdo do problema;

ij = .,
d L ) caso contrario.

Portanto cada particfo definida acima corresponde a
escolha de uma variavel xij (variidvel de “branching”] gue
se atribui o valor I ou @. Na figura II.! abaixo pode-se

visualizar este esguema.

todas as
rotas
VAN

X, .= @ K, .= 1
ij 1y
rotas gue rotas que
excluewm {i,j) incluem (i,j)

figura II.1 Arvore de Busca



0 procedimento de “branching” € repetido até gque
algum nd da arvore de busca acima represente uma solugio

com rota ‘mica dtima.

Convém observar gque em gqualguer estagio deste
processo, a unifoco dos conjuntos representados pelos nos
terminais da Arvore & o conjunto de todas as rotas do

problema.

No algoritmo de LITTLE et al. (1963) uma regra para

a escolha da varidvel de branching & descrita da seguinte

maneira.

"Sejam X, Y & Y! nos da arvore de busca, onde H sera
o nd a ser particionado nos nds Y, guando Ry = i, e
Y? guando Ry = @, onde Xy & a variavel de branching

escalhida.

Inicialmente, a partir da matriz de custos deterwine
a.matriz de "custos reduzidos”, isto &, uma matrisz
com elementos ndc negativos e com pelo menos um zZero
em cada coluna & linha. Esta watriz & obtida pela
seguinte técnica de redugdo de linhas & colunas:
subtrair cada linha (coluna) pelo wenor elemento da
linha (coluna}. Note que os custos relativos de
todas =as rotas permansecem os wmesmos, portanto,
gualguer rota otima na matriz original continua

otima na matriz reduzida.



QO proximo passo & efetuar a estratégia de
"branching”. Esta essiratégia basea-se& na escolha de
um par de clientes de H, que serid incluido em Y e
ercluido de Y?, visando construir em Y a wmelhor rota
sontida em K. As rotas de wenor ocusioc a serem
consideradas para Y s3o0 aguelas envolvendo um par de
clientes (i,j) de Custo Reduzmido Did= @,

Considere agora os custos das rotas gue nd3o contém
{i,j}, i.&., rotas possiveis para Y'. Com o
cliente i deve pertencer & rota do caikeiro
viajante, os custos destas rotas devem peloc wmenos
incluir o custo de wmenor valor entre os custos da
linha i, e2xcluindo-se= Dij' 0 mesmo ocorre com a
cidade j, portanto, as rotas de Y?' também devewm
incluir pelo menos o custo de wmenor valor entre os
custos da coluna Jj, excluindo—se‘cid. Se definirmos
como Eij a soma destes dois custos, o critério de
escolha do par de cidades para o “branching”

(variavel de branching) sera dado por:

8,, = max { Bij 1.

Isto significa uma busca, na matriz redusida, sobre
os (i,j} gque @possuem c,. =0 e & . # @, ocom

14 i1J

mostra a figura II1.2.7



1 2 3 o
1 11
oz i1 27 o 31-(1 = 643 = 15
z 1
1 o i5 o portanto (4,3) sera
2 o u
@ @ o0 3 o par de cidades
Y 0 15
@ 4 @ oo escolhido para ©
Matriz de custos reduzidos. branching, Kpg &
Os Nos. no canto superior variavel de
direito s8o os valores de siJ' branching.

figura 1I1.2 - Exdemplo de escolha de uma

varidvel de “branching”.

CHRISTOFIDES & EILON (1963} desenvolveram uwm
algoritmo de B-B baseado na estratégia de “branching”

descrita aciwma para resolver o PPVU-basico.

0 primeiroc passo deste algoritmo consiste ewm
~transformar o PPVU-basico emwm um Problema do Caixeiro

Viajante (PCV)}. Isto pode ser feito da seguinte maneira:

substituir o tnico deposito por m depésitos
artificiais, todos localizados na wmesma posigdo.
Viagens entre os depositos s&o0 proibidas
atribuindo—se valores iguais a A para as distdncias
entre os depdsitos, onde o valor gque A assume
depende da F.0. do problema considerado (LENSTRA &

RINNOOY KAN, 1975):



A= = fornece a dist8ncia winima para m veiculos:
A =0 fornece a distdnocia minima para no maximo w

veiculos;

- w fornece a distdnoia minima para o nimero

»
1]

minimoe de veiculos.

0 ndmero de depdsitos artificiais mwm & igual acoc
nomero de veiculos utilizados na solugdo Otima. A estrutura
da matriz. de dist8ncias do problema wodificado, agora um

PCV, & wostrada na figura II.3.

A A Sy

18 8 2 s 13 3

A s A

m

F——.—-/&-—.u.—:

0

it S

figura II.3 - Matriz de Distancias para o PPV

na forma do PCVY.

Para resolver o PPU-hasico o algoritmo abandona um

“hranch” quando :

{i) A carga total para um veiculo excede sua

capacidade;

(ii}) A distédncia total acumulada por um veiculo



exoede o liwite Lj

(iii} A demanda total das vcidades ainda néo
incluidas na rota excede a capacidade total dos

veiculos ainda n3oc utilizados.

Além das guestdes acima, gue descrevem as restrigdes
de capacidade e distdncia, & necessaro determinar os
"hounds” para os nos da arvore de B-B de maneira a redusir

a busca envolvida { estrategia de “bounding”]}.

J& vimos gque uma estratégia para o calculo de
“"bounds” baseia-se numa relaxagdc do problema original.
Para welhor visualizarmos as possiveis relaxagbes para o
PCV , consideramos a seguinte formulagdo do problema ew
termos de Programagio Linear Inteira (LAPORTE & NOBERT,

1885):

(PCV} Min I oL Ky (II.1}
i,jen 4

sujeito a

T w, . =1 (j€N) (11.2)
i€N, igj Y

z o ¥y =t (1€N) (I1.3)
JEN, i#]

A X, . 2 1 (2 = |s] £ n-2, 5 ¢ N) (11.4)

ies jeg ¢



kg = @1) (i#j = i,jEN) (11.5)

. Nesta forwulagio, as restrigdes (II.2), (II.3)} e
(11.5) descrevem o Problema de Alocagioc (ou Designagio). As
restrigdfes (II.4) eliminam as ocorréncias de suvbrotas,
obrigando a existéncia de pelo wenos um arco interligando
uma particio {S,é} de N, i.&, evitam obter um grafo

desconexo como solucdo.

LITTLE etval. (1963) apresentam uma estratéegia de
"bounding” gque relaxa as restrigdes (II.4}. O Problema de
Alocagio resultante & resolvideo evitando-se a formagéo de
subrotas iwpondo penalidades sobre 08 arcos gque as

formariam.

CHRISTOFIDES & EILON (126%) sugerem cowmo limitante
inferior uma Arvore Geradora de Peso Minimo, descrevendo a

sua justificativa da seguinte maneira:

" A rota do caixeiro viajante através de n pontos &
um Cicla Eamiftoniana,.istu &, um ciclo onde cada no
possul grau dois. Uma Arvore Geradora & uma
configuracao de n-1i arcﬁs passando por n pontos =
uma Arvore Geradora de Peso Minimo, ou simplesmente
Arvore Geradora Minima, & uma Arvore Geradora onde a
soma de seus pesos & minima. A figura II.4(a) mostra
um exemplo de uma rota minima de caixeireo viajante.

A A&rvore geradora wostrada em (b} & obtida pela



rewmogio de um arco de (a), portanto (B) € um
Limitante Inferior ("Lower Bound")} para (a}. A
arvore de peso wminimo em (o) tambéwm € um Limitante
Inferior para (a}. Cowmo a configuragdo em (o)
consiste de n-1 ligagdes, um Liwitante wmelhor para
a rota do caixeiro viajante pode ser obtido pela
adigfo de um arco conveniente, por exemplo, o wenor
arco do grafo, como estd wmostrade ewm {d)}.
Alternativamentes um panto ficticio pode ser
adicionado, colocando-o na wmesma posigdo de um ja
existente, porém, designando-se uma distadncia
infinita entre eles {e). Desta forma converte-se o
conjunto de n pontos em um de n+l pontos. A
arvore de peso winimo dos n+il pontos & um “Lower
Bound” para a rota wminima do caixeiro viajante

dos n pontos originais.”™



- {8 -

() () ()

figura II.4 - & Arvore Geradora Minima como

um "bound” para o PCV.



11.2.2 - Branching nas Rotas

Ewm CHRISTOFIDES (1276) & descrite um algoritmo B-B
onde as rotas vidveis s8c geradas como e guando desejadas.
Portanto cada né da arvore de busca correspondes 3 definigio

de uma nova roita de veiculos.

O estado da busca ewm um estagioco h de uma arvore de
B-B pode ser rapresentado por uma lista ordenada H, da

seguinte waneira:

H={8 (H. }, S (X. }’Ill, B. (}(. }}
1N J27 ta h 'n
onde 5, (xi ) & uma rota viadvel que inclui uw cliente
T T
especifico X g outros clientes gue ainda ndo foram
r
incluidos nas rotas anteriores S, (x;, },..., 5, (% ).
| R dp—1 r-y

Seja 'F(h} o oconjunto dos olientes livres, i.e£.,
gue nio pertencem a nenhuma rota ate o estigio h, =
seja F{h)}= N?-F({h) o conjunto dos clientes gue ja

pertencewm a2 uma rota em h.

Um “branching” de algum no h envolve a escolha de

um cliente %, € F(h) e a oconstrugéo de uma lista
h+i

P{xi ) de todas as rotas viadveis passando por este
h+]

cliente. Parece evidente gue guanto wmenor for o namero de
ramificagdes ("branchs®) possiveis esm um nd h mais

gficiente sera a busca. Portanto, a escolha de =« deve
h+l



ser feita de Farmé a tornar a lista P(xi } a weEnor
h+i

possivel. Este parsce ser o caso am gue Ry & escolhido
h+l

como o oclisnte mais afastado do depdsito ou o gue possui

uma demanda muito alta.

Uma vez alcancado o fundo da Arvore de busca, isto
ocorre em um estagio w quando F{m) = ¢ (onde wm & o
nﬁﬁern de rotas da solugdo Stima), a lista H contéwm uma
solugdo para o problema que. consiste de wmwm rotas. Nesta

altura um “"hackitracking” deve ser realizado para considerar

as possibilidades ainda ndoc analisadas.

Entretanto, nem todos o©os nds produszidos por

P{x ) necessitam ser explorados, ewm geral & possivel

thet

mostrar gue um nd especifico pode ser abandonado. Isto pode

ser feito em uma das seguintes circunstdncias:

(i) A rota gque contém L viocla uwa das
h+i

restrigdes do problema;

(ii} ©Os veiculos ainda ndo utilizados néoc podem
suprir as demandas dos olientes de F{h+l}, i.e, a
capacidade total destes veiculos & wenor gque o

volume das demandas dos clientes livres;

(iii) Sejam 2" o custo da wmelhor solugdo viavel
conhecida, C({8) o custo otiwmo para suprir os

clientes de S ¢ N', C (8} um "lower bound” para
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c(s} e C+(S} um "upper bound”. Ent&o o no  h+l
da arvore de busca ndo precisa ser coriado, a partir

do nd h, se:
C(F(H)) + C(F(n+1) - F(H)) + CT(F(h+1)) 2 27

(iv} Se (h+i} & dominade por outre descendente
imediato (h'+1) de h , i.é.:

C(F(n?+1)-F(H)}}+C T (F(h*+1}) s C(F(h+1)-F(H)+C (F(h+1)).

Nos itens acima & assumido que liwmitantes superiores
e inferiores para os subproblemas restantes, definidos
pelos clientes livres, podewm ser calculastA em gqualguer
estagic. Liwitantes inferiores podew, cowmo j& viwos, ser
calculados pela relaxacfo de alguma das restriges e os
liwitantes superiores podem ser obtidos por alguma

heuristica.

Em CHRISTOFIDES et al. (1981) os autores apresentam
duas maneiras de calcular "lower bounds” para o PPU-basico,

gue mostramos em seguida

II1.2.3 - Bound a Partir da k-DCT

Uma "k-Degree Centre Tree” (k-DCT) €& uma arvore onde

= no raiz possui grau k. Este “bound”



basea-se no fato de gque o valor da solucBo otims do
Problema do Caireiro Viajante Miltiplo (m-PCV} & liwitado

pelo peso total de uma k-DCT.

Podemos observar que o conjunto dos arcos
pertencentes A& solucfo otima pode ser particionado emwm trés

subconjuntos, a saber:

(i} A1= arcos gue formam uma k-DCT, onde k = 2m - ¥y

y £ wj
(ii} Ay vy arcos incidentes ao no | (depésito};
(iii}) Ayt wm -y arcos ndo incidentes ao no 1.

Para derivarmos o “bound” a partir da Kk-DCT e

necessarioc antes apresentarmos uma nova forwulacgBo para o

problema.
Sejam!
r -
.g}: (P s L E AL onde t= 1,2,3 e I€A;
Le c.c.

.¥: numero de arcos incidentes ao depdsito;

G i 0 custo do arco [}

i - L P
A" o conjunto dos arcos incidentes ao no ij

.(5,8): o conjunto de todos os arcos com um vértice

em S e o outro em §.
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Ent&o, podemos formular o problema da seguinte maneira:

2 3

(m-PCV) Min = cI($§ * g7 YY)

iEA
sujeito a:

i

T gy 21 (8 ¢ A, S ¢ ¢)

1€{s,8)

i
Z &;
IEA1

2m - vy

£ ei ==n - 1

{€A

2
Eg‘t:y

IEA1

3
= g7 =m -y

IEA—Al

i 2 3
E . (&, + 87+ £7)
IEAl 1 I i

= 2

ef € {®,1} ; t=1,2,3 e

vy @ e inteiro

A restrigio (II.7) impde a conectividade da

define o grau do vertice 1| (deposito]},

(i € N}

(I1.6)

(I1.7)

(11.8)

(11.9)

(11.10)

(11.11)

(11.12])

(11.13)

(11.14)

(11.8)

(11.9),(II.10) e

(I1.11) especificam o nimero de arcos necessarios e (I1.12)

garantem gque os nos de N? tenham grau

a 2.



Finalmente, (II.i3) e (II.14) imp8e a integralidade &s

+ 2 Ky . ol
variaveis de decisao.

Na formulagio acima o nimero de veiculos foi
considerado como uma variavel de decisio ¥y ,; porém se
fixarmos o seu valor =m ™, estarewm; considerando uma
frota cujo tamanho & fixado a priori. Notamos tambéwm que a
formulac8o aciwma nfoc considera as restrigoes de capacidade
e distincia, sendo portanto o Problema do Caixeiro Viajante

Maltiplo (m-PCV).

O "hound” & obtido através da Relaxacio Lagrangeana
das restrigdes (II.12), decompondo o problema em trés
subproblemas EHA F2 =) Fg. A funcBo objetivo do Problema

Lagrangeano fica:

t -
Vi{hyy)= By 00, — 2 ?EN’ A

onde:
.kiaa, iEN? & o vetor de penalidades associadas com

as restricdes relaxadas, e k1= @3

&, = 0, + hif + LJ! onde i, e J, sao 0Os dois
nos adjacentes ao arco [

.t = 1,2 ou 3;

-8, = {8?; t = 1,2 3} de acordo com cada problema.
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Para um dado valor de y e XA , sejam:

.Ui(h,y} o valor da solugBo otima de P, dado pelas

1
restriges (II.7), (II.8), (II.%) e (II.13)};

.Uz(k,y] o valor da solugéo otima de P, dado pelas

2
restrigdes (II1.10) e {II.13);

.Vs(h,y} o valor da solucio &tima de F3 dado pelas

restigbes (II.11) & (II.13}.
Ento um "lower bound” para o {wm-PCV} &

[ I t
g = Maxmliyim {Maxhza Et:i,B Vi{x,v)} (I1.15)

onde ™, representa um limitante sobre o nimero de rotas na

solugdo Stima,

0 “"bound” acima naturalmente tambéewm vale para o
PPU-basico. Mais que isto, podemos welhora-lo gquando
consideramos as restrigbes de capacidade e distancia (ou
tewpo) percorrida por cada veiculo. Esta wmelhoria baseia-se

na escolha de um melhor valor de wm para o PPU, Isto &

1
feito da seguinte waneira (LAPORTE & NOBERT, 1985):

suponha o0s clientes ordenados ew ordem decrescente

de suas demandas di. Como W rotas podem no

i

maximo suprir uma guantidade z d, e os
' i=1l,m
L

veiculos restantes devem estar aptos 2 suprir as
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demandas ainda nfo atendidas, temos que:

{m - mij Dz Z di (Il.16)
i=m, +i,;n
i
Analogamente, cada cliente i contribui com uma
guantidade de pelo wmenos u.= § +1/2(c._ . + oo, ]
i i iig iig

para o comprimento de uma rota, onde 61 2 o tempo

gasto no atendimento do cliente i, i, e i, sdo as

duas cidades wmwais proximas de i. EntZo, se as

cidades foreim ordenas e ordem decrescente

de u,y oMy deve satisfazer ai

(m-m)LzEL u; (11.17)
1=m1+1,n

Portanto, podewos tomar m como sendo o wmaior

i
valor que satisfaz (II.i6) e (II.17)}).

A seguir descrevewmos os procedimentos sugerido em
CHRISTOFIDES et al. (1981} para o calculo de cada Ut(x,y],

t = 1,2 @ 3, usado no cialculo do "bound” ew {II.15).

- Caloulo de UI{h,y}

Para um dado valor de X e de vy, resolver Pi
significa determinar uma k-DCT de peso minimo. Seja T &

k

soluclo de P T; pode ser obtida através do calculo da

Arvore Geradora Minima do grafo, verificando-se o grau g

do vértice | (o depdsito) da seguinte maneira:



(i) se g =k entd3c o problema esta resolvido;

(ii) s g ( k enti3o uma penalidade Mm)® & dada ao

vértice 1, & os custos cid =30 trocados para

DIJ - Rj
(iii) se g » k enté&o uma penalidade pl@ & dada
ao nd I e os custos ¢, . tornam-se c,. - M.

1 1

Nos casos (ii) e (iii} a Arvore Geradora Minima &

recalculada, e o procedimento & repetido até que g = k.

- Calculo de Uz(k,y]

A solugido de F‘2 & dada pelos vy arcos incidentes
ao depodsito, isto & gque pertencem a A_, de wmwenor
comprimento 51.. Uma boa escolha destes y arcos pode ser

pbtida pelo seguinte procedimento:

. -7 -7 .
defina ci = c2 como sendo os ocustos dos dois

arcos que ligam uma rota r ao depbésito; suponha
-r -7 L -r -r .
que G, * e, & note gue guando g, = &, @& rota e

formada por uwm Unico clientej

.Ordene crescente e lexicograficamente as rotas pelo

=T "‘T'},

vetor C51Cy renuwmerando-as de waneira gue a



rota r se refira a r-ésims rota da ordenagdo. Como

para cada uma das vy rTotas podemos escolher para

elemento de AE o mais longo entre os dois arcos gue

ligam cada rota ac depdsito, tewmos gque o custo de
4 % —r‘

AE sera sewmpre menor ou igual a2 E So i

r=1,y

.Construa uma outra lista dos arcos adjacentes ao
deposito, ordenada crescentemente pelos custos 513,
repetindo os primeiros ml cuztos da lista de forma
que estes aparecam duas vezes na lista. Defina h{p)

como o custo na p-ésima posicfo desta lista. Entao,

temos gue para gualguer solugio do w-PCV, acima

formulado, Eé * h{2}, Eg * h{(4}, Eg x h{(g}, etc. e
2m geral 5; * h(2r) para qualquer r = 1,...,m;
Entido, temns que:
2 ) -1
L {h,v} = L h{2r}) z L Sq
r=1,y r=1,y

g um limitante inferior para o custo de A e pode ser

3

usado em {II.15) no lugar de Uz(h,y}.

- Calculo de Vo[A,v)

dos

A soluclo de P & dada pelo somatdrio dos custos EI

(m-y)} arcos de menor custo ndo incidentes ac deposito

{i.&., arcos gue pertehcem a QB ).



Seja ci[i] o custo do arco incidente ao nd i de
menor custo. Ni&o considerande o depdsito, suponha gue as
gquantidades ci[l] estejam ordenadas na ordewm crescente
gue os clientes tenham sido renumerados de forma gue 1 se
u . 3 k3 3 . - 3 2
refira ao i-ésimo desta lista., Desta wmaneira, V (A,y] e

calculado por:

vi(a,y) = & c;[1] (I1.18}
i=i,mvy -

- 0 Algoritmo para o calculo do bound pela k-DCT

Para definir por completo a estratégia de “bound”,
baseada na relaxacéo da  k-DCT, & apresentado em
CHRISTOFIDES et al. (1981} um algoritwo onde:

.y & inicializado com o valor wm (dade por (II.16)

i
e (II.17) ) e sempre gue necessario e incrementado
de uma unidade;

.05 valores hi, i=i,n , s8o calculados pela formula

dada pelo método do subgradiente at2 um nimero de

iteragdes fixado & priori.

A seguir apresentamos o algoritwo.

P@. {(inicializagio)

def ina Zi como o melhor lower bound e 2; o valor

da wmelhor solugfo encontrada atée o wmwomento. Faga

*
ZL =@ ey = m



Pi. {Inicio passo iterativo)

Faga kount= I, hi= @ para i=l,...,n ; k= 2mvyi
F2. (k-DCT)
Calocule T; da maneira que mencionamos

anteriormente;

P3.(Arcos adicionais)

2 :
Calcule L7 {(A,y)} = UB(X,y};

P4. {(Grafo PPV}

Forwe o grafo G 7pela unifo dos arcos encontrados

nos passos P2 e P3 e faca ZL= custo total deste

grafo, gue & um "lower bound” para a solugio do PPV,

*

Se ZL { ZL faga:
#

2= 7y

Z
.Se Zz * Z; PARE (este no deve ser abandonado,

realize um backiracking no algoritwo principal)

- * *
.Sendo (se Z, < ZU }

L vid para o passo P3j
Se Zi 2 ZL e hount= No. mdxiwmo de iteragbes
permitidas va para o passo P7;
Sendo faga kount = kount + i

e va para o passo FS5.

PS5. (Penalidades A_]}
i

S2 o grau 9; do vértice By do grafo G & igual a

dois e g, = 2m , PARE (Zz & o melhor "lower

bound” gue pode ser obtido por este procedimento);



caso ocontrario calcule as penalidades L da

seguinte maneirs:

A= A (7y - 7)) (d )
.= .+t @ A
i i [ 5 2 172 i i

jEN’(dJ - Gd}h }

onde g, = 2 se i #£1 e o, = 2m se i =1 e &

umz cte..

P6. (Atualize matriz de custos)

Faga DiJ = ciJ + hi + AJ ¥y i,j €EN e wva para o

passo P2j

P7. (Atualize y)

Se y= m PARE, senfo faga y=y + | e va para o

passo Pl.

11.2.4 - Bound a Partir da g-Rota Minima

O segundo “bound” desenvolvido ew CHRISTOFIDES et
al. (1981) & baseado em uma rota especial, denominada

g-rota, que definimos abaisnxo.

Seja W o conjunto de todas as cargas (dewmandas)

gque podem existir em gualguer rota de veiculo, ou seja:
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W= {gq 7% - d;§, = g £ D, para algum £, € {0,1} }
iEN?

(11.19)

Considere que os elementos de W estdoc ordenados
crescentemente e que gq(l/) & o valor do I-ésimo elemwento

de W. Uma g-rota de menor custo, ?I(i} , &€ uma rota gque:

(i} passa pelo no i
(ii}) inicia 2 termina no depositoj
(iii) n3o possui ciclos do tipo (il’ii’ii) :

(iv} possui demanda total q(I}.

Para derivar um "bound"” a partir desta g-rota, &

necessario que formulemos o PPV da seguinte waneira:

(PPUL) Min E ey (I11.20)
r=1i,r?

- sujeito a:

oy =1 (i=1,n) | (11.21)
rER,

E y, =m (11.22)
r=1,r?

y_ € {0,1} (11.23)

onde:
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. = 1,r* & o indice das r!' rotas viadveis;

-G & o custo da rota r;

.Ri & o conjunto de indices de rotas gue visitam o
cliente i}

_ { i se a rota r pertence & solugio;
Yp T L @ C.C.

Podemos reforwmular o problema acims substituindo

Yy, por:

y. = — L A = £ € {©,1} ,

ir

onde Mr & o conjunto de indices dos clientes da rota r e

Hr = L di & a carga total da rota r, & substituindo a
i€M
T

restrigdo (II.21) pelas seguintes :

b4 gir = 1 {i = 1,n) {11.24)
T€ER,
i
1 . )
§ip= w7 E &dr d. (ieM, ; r = 1,77} (11.25)
T JEM
T
A restrigdo (II1.25) garante gque eir = i sSe e sb se
eJT =1 v j € Nr e portanto V. = i,

Vamos relaxar este novo problewma removendo as
restrigdes (I11.25) e trocando o conjunto Mr pelo conjunto

completo de clientes N!', para obter a seguinte formulacio:
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(PPVU2]} Min §EN §=1’w e, ¥y (11.26)
sujeito a:
§=1,w g, =t {i=1,...,n) (11.27)
!
Ten §=i,w Ty e T (11.28)
s ens zfi,w Ui¥ig = Pr (11.29)
£, € {0,1) (11.30)

onde €7 = ©5y difq(l), e sendo o custo da rota gue
passs por -1  com carga q(i); DT =k di 8 W= |WI.
i1€EN?
E evidente gqgue o custo ?I(i} y custo da rota
minima gue passa por i com carga q(l) , & um “"lower

bound” para e, Portanto a solugio do problema

ir’

Min T T b, .b.  (II.31)
ient rew LPif
sujeito a (11.27), (11.28), (11.28) e (II.30), onde

bif

it

#,.(i) d,79(f} & um lower bound para o PPV.

Obs.: Note gque bif & um lower bound para Eif obtido

pela relaxagd3o das restrigfes gue garantem que em ums

solugBo viavel o grau de cada nd, diferente do depdsito, &



igual a dois.

Finalwente, podewmos facilwmente calcular um "lower
bound” para o PPV se ignorarwos as restrigées (II.28) e

(1I1.29) do problema acima definido, resultando em:

g =& Min [b,,].
i€N* I€u

Uma alternativa wmais refinada seria caloular o
“lower bound” através de uma RelaxagBo Lagrangeana das

restrigdbes (II.28) e (11.28).

11.3 - Algoritmos de Programagio Dindmica

Os principais elementos de um algoritmo de
Programag8o Dinfwmica (P.D.) s8o Estados, Transigdes entre
estados e Egquagdes de Recorréncia para determinar o valor
da Funcfo Objetivo em cada estado. A forwmulagdo de um
problema de percursos de veiculos através da Programagéo
Dindmica apresenta uma dificuldade comum a varios problemas
de otimizag3o combinatdria: o nimero extremamente elevado

de estados torna sua resolucfo inviavel na pratica.

Afim de contornar esta dificuldade CHRISTOFIDES o=t
al. (i198ib) introduziram.um wmetodo, denominado "Relaxagdo

do Espaco de Estados”, para reduzir o nimero de estados do

praoblewa.



11.3.1 - Relaxacio do Espaco de Estados

Relaxar o espago de estados associado a umz dada
recursfo de programagio dindmica oconsiste ewm reduzir o
ntmero de estados de tal forwma gque a solugio da recursio
relaxada determine um limitante (“baund") para o valor
otimo do problema; este “bound” pode ser entdo utilizado ew

um procedimento B-B para solucionar o problema original.

A4 redugdo do ndmero de estados € feita através de
uma fungdo g{.) gue mapéia valores de um espaco de
estados 8 em um espago dé estados G de mEnor
cardinalidade. Portante, se existir uma transicgdo de um
estado 81 para um estado S2 no 2spaco de estados

original, entio deve existir uma transicio

de 9(81} para g(SE} no espago de estados relaxado G.

A relaxacdo do espago de estados pode ser bhem
entendida através do classico Problema do Caixeiro Viajante
(PCV}. Vawmos considerar a seguinte formulagio do PCV  em

termos de Programag&o Dindmica (P.D.}.

Seja f(5,i}) o custo do caminho wais curto que
inicia no depdsito 1, visita cada nd de 5 e termina no nod

i € 5. A recursio da P.D. & dada por:



_3'?_

£(5,i) = Min  {£(5-{i},i) *+ e ) (11.30)
JES-{i} J

para todo &8¢ N* e v i€S
A inicializacgBo da recorréncia & dada por
£({i},i) = Sy v i.
Ent8o, a solugfo &tima do problema &

Min {f(N*,i} + Cil}'
i€N?

Seja g{.) a fungldo gue mapeia o dominio de (5,x)
para algum outro espago (g(5)},x) de wenor cardinalidade.

Entdo, a relaxag8o da recursido (II.3@)}para o PCV torna-se:

F(g(8),%) = Min (F(a(5-(x})¥) + o) (11.31)
yES?
onde F_I(x) 2 8* 2 S5-{x} . A inicializagidoc & dada por:
i iy se w = g{{y}),

ey caso contrario.
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Listamos abaixo cinco fungdes g{.) examinadas em
CHRISTOFIDES et al. (198ib), que podem ser utilizadas na

relanagfo descorita aciwma,

(i)  g(s) = Is] ;

(ii) a(s)=¢ 4,
i€s5 !

(1ii) a(8) = (Is],z )
igs

b

(iv) g(8) = ( T di y L df } , onde di e d
i€s ies :

" . ; . 1
880 inteiros tais gue di + dT oz 1

(v) g(8) = { & d,, Z A, yerey Z d,)
iESiﬁS iESgﬂS 1esrns

onde B .,BT representam uma partigio do

Rk

conjunto N?.

1I1.3.2 - Formulagdes do PPV em Programagio Dindmica

E iwmportante observar qﬁe a eficidcia da relaxagdo do
espaco de estados em produszir limitantes»é relativa a uma
dada formulag8o de P.D.. Nesta secBo apresentamos trés
formulacgdes para o PPV com restrigdes ﬂe capacidade. HNa
secio sequinte derivamos os limitantes =a 9partir da
relaxagio do espago de estados para cada uma destas

formulagdes.



a} Formulagao 1

Sejam f£(m?,8) o wenor ousto para suprir  um
conjunto 8 de clientes usando apenas wm* veiculos; v(8)
a solucdo para o PCV definido pelos clientes pertencentes a

S e o deposito 1. Entdoc a formula de recursio da P.D.

fica:

P(m',8) = Min {f(m’-1,5-U) + v(U)} (11.32)
ucs

sujeito a:

r d, - {(m*~-1)D £ E di £ D p/ m = 2,m {(I1.33)
i€8 i€y

onde & € N' deve satisfazer a:

D~ (mmw*)D £ &L d. £ wD {I1.34)
T : i
i€S
onde DT = L di )
i€N?
A recursdo & inicializada por f£(1,8) = v(8}.

b} Formulagao 2

Vamos ver uma relaxac8o alternativa gque contém
alguma redundidncia de estados em relagfo a anterior. Esta
redundincia & dtil guando reslizamos a relanacfo do e=spaco

de estados (uma analogia & relaxaglo lagrangeana pode ser
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feita para uma primeira justificativa deste fato}.

Seja £{m?,8,k) o wenor custo para suprir os
clientes de &S, usando w' veiculos, com os (ltimos
clientes das correspondentes w!' rotas estando entre os
clientes 2,...,k. E seja v(S,k}) a solugio do PCV no
cojunte S onde o dltimo cliente da rota &€ k. Neste caso

a recursio & dada por:

£(m*,S,k} = Min{f(m’,S,k-1), Min {f(m'-1,5-U,k-1)+v(U,k}})

ucs
(I1.35)
sujeito a (11.33).
c¢) Formulagdo 3
Seja £F{m?,5,d,i) o wmenor custo para suprir os
clientes de S usando m? veiculos onde as primeiras

(m’—l}.rotas estdo fechadas e a Gltima rota esta aberta,
tem uma demanda de d e termina no cliente i. A4 recurséo

desta P.D. &:

£f(w?,8,d,i) = Min — {F(m’,S—{i},a-di,i} te.}
jesnr "t (i) J
(11.36)
para d. £t d<D e m=1,...,m.

1

As fungbes sdo inicializadas por
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_ Cii para d = di
£{1,{i},d,i) = < (11.37)
oo c.c.
O valor o6timo do PPV & entdo dado por:
Min {f(m,N*,d,i) + e, ) (11.238)

ier-t(ny,a

onde Do~ (m-1)D £ d ¢ D.

I11.3.3 - Relaxagfio do Espago de Estados e Bounds para o PPV

As mwesmas funcgdes de mapeamento utilizadas no PCV
podewm ser usadas para relaxar as retricgbes dadas acima, no
caso do PPV, As variaveis 8§, do vetor de estado em todas
as formulacdes acima, podewm ser relaxadas através das

fungdes g(S8) dadas na segdo (II.2.1).
a) Relaxagio da formulacgdo 1

Considere g(8}) =q = E d; ent8o a relaxagdo da
i€s

recursde (II.32) fica:

£(m’,q) = Min {f(m'-1,q-p) + v(p)} (11.39)
o) .

onde Dy-(w-1}D £ p £ wmin{q,D} e v(p] & o custo minimo

do oirouito € para o qual E di - p, Como o caloulo de
i€C .

G(p) & um problema dificil , define-se uma funcio ;(p}
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para ser um Liwitante Inferior para este custo:

v(p) = Min_ _,  {f(p,i) + o} (11.40)
i€r (1)
onde:
F(p,i) = M%? -1 ' {F(p—pi,j) + Cji} (I1.41)
JEE " (p,i}
onde:
[ e, .
. 1i se qgq=d,
f{p,i} = « q=cy i
L o= - caso contrario
-1 . . . .
E "{p,i} = {Jj 7 i€r{Jj}, p—dizdj}.
Um limitante inferior para o PPV & entdo dado por
F(m,DT).

b} Relaxagio da formulagio 2

Uwm bound welhor pode ser obhtido a partir da recursao
(11.35). Usando-se a wesma fungdo g(S) = ¢ chega-se a

seguinte relaxaclo de (I1.35):

£(m*,q,k) = Min {f{m®,q,k-1), Min {f(m'-1,q-p,k-1)+v{p,k}}}
p .
(11.42)

para Dy,-{m-1}D £ p £ Min {q,D}
onde v(p,k) = £(p,k) + Gy

) limitante inferior serai dado por



£(m,D,n} 2 F(m,DT).
c} Relaxagio da formulagio 3

Utilizando-se mais uma vez da fungdo de wapeamento

g(=)= ¢ para relaxar a recursdo (I1.38), obtemos:

£{m*,q,d,i) = Min_l( ]{F(m’,q—di,a—di,J} + Gdi}
JEr " (i ,

(11.43)

O "lower bound” obtido diretamente da recursio acima &:

Min _ {f(m,D ydyi) + e )
i€r i(i} T il

onde Dj-(m-1)D £ d £ D,

I1I.4 - Algoritmos Baseados em Particionamento de Conjuntos

Podemos formular o PPV cowmo uma generalizagdo do
Problema de Particionamento de Conjunto (Set Particioning),

como sugerem BALINSKI & QUANDT (1964},

Consideremos R = {r /T =1,...,m} como sendo o
conjunto das rotas viaveis de um PPV. Sejam 3 um
coeficiente que toma o valor 1 se, e s6 se, a

. . . ¥ ..
cidade i pertence & rota 1, e. © custo otiwme da

rota r, e a variavel K= i1 se a rota r pertence a



_qq_

solugio otima ou R = @ caso contrarico. Podemos entio

escorever o PPV da seguinte maneira:

(PPU3) Min & o '«x (11.44)
r€R T

sujeito a:

L a,_x_=1 (i€N?) (11.45)
rER 17 ™
x € {0,1} (11.46)

Existem duas dificuldades associadas a esta

formulagio:

(i) o ercessivo nOwero de variaveis binarias gue um

problema real pode alcangar;

(ii) a dificuldade para calcular todos os valores

c;. Por exewplo, no PPVY-basico, cada rota T

corresponde a um conjunto de cidades Sr que

satisfaz a:

(a) T d, £D (restricdo de capacidade);
ies '
T
(b} & ;. £ L (restrigio de disténcia}.
i,rEBr

* ; .
Portanto para obter o valor de cada . & Ppreciso

resolver um Froblewa do Caixeiro Viajante sobre Sr

Podemos enfrentar estas dificuldades através da



técnica de Geragio de Colunas. No método Siwmplex padrio, a
céda iteracfo devemos escolher uma varidvel n3oc-basica para
entrar na base, logo, para resolvermos o PPU2 acim
precisamos ter em wios as colunas a . relativas a todas
as rotas vidveis possiveis, gue comd Jja vimos exige um
esforgo computacional muito elevado. Na técnica de geragéo
de colunas nds s calcoculamos as colunas na wedida em gue
precisamos, ou seja, uma nova coluna - relativa a variavel
entrante na base - de custo marginal minimo & gerada pela
solucdo de um subproblema apropriado ewm cada iteragdo do
Simplex. S o custoc wmarginal & negativo entdo a coluna &
adicionada ac problema de Programagio Linear, o problema &
rectimizado e a geracio de coluna & novamente aplicada; se,
ao contrario, o custo marginal & positivo siginifica que a

solugio corrente & a otima.

Esta técnica & utilizada por varios autores para

tratar de PPUYs que. podem ser forwulados por
Particionamento de Conjuntos. Ve jamos alguns destes
exemplos.

FOSTER & RYAN (1976) sugerem gque um esquema de
geracdo de colunas onde cada rota & obtida por Programagio
Dindmica pode teoricamente ser desenvolvido. Porém este
esquema possui uma taxa de convergéncia muito lenta, além

de raramente fornecer uma solugdo inteira.

Tentando evitar estes problemss, FOSTER & RYAN

(1976) apresentam uma alternativa de solugio que se



baseia no seguinte procedimento:

(i} Definir uma nova regifo viavel, wais restrita
gque a original, de maneira a diminuir o ndmero de
rotas a serem exploradas, consequentemsnte

diminuinde o niwero de colunas a s=rem geradas;

(ii) Usando informagdes providas deste wodelo, que
passamos a chawmar de “Problema Restrito™, relaxar
progressivamente as restrigbes adicionais sobre as
novas rotas vidveis de wmaneira a encontrar uma

solucfo 6tima para o problema original.

Popdemos restringir a regifo vidvel observando que:

(=)

(B)

rotas

as rotas servem um sefor da regido com centro no
deposito. Pontos de entrega dentro de um setor séo
raramente desviados; excecdes resultam de restrigdes
na estrutura das rotas (p.exr., capacidade =]

distdncia);

rotas adjacentes raramente se ocruzam;

para algum subconjunto de pontos de entrega, a rota
gtima & a solupfo do Problemsa do Caixeiro Viajante

para aquele subconjunto de pontos de entrega.

Portanto, se restringirmos a ocomposicdo de R a

com estes atributos, nds efetivamente temos gque



reselver um modelo wais "restrito” do PPV. O problems de
definir conjuntos restritos de rotas se reduz a designar
pontos de entregas As rotas, baseadas em (i) e (ii) e entao

.

achar a solugio do PCV para cada rota.

Existem varias maneiras de se realizar a designagio
acima. FOSTER & RYAN (1976) desenvolveram um algoriimo que

segue o seguinte procedimento.

Os pontos de entrega sdoc ordenados radialmente a
partir do depdsito = todos os subconjuntos contiguos desta
ordenac8o s8c considerados candidatos para uma rota.
Subconjuntos cuja capacidade total excedem o limite para
uma rota sio rejeitados & os remanescentes sio submetidos a
uma heuristica gque solucione o PCV. A rota resultante e
entdo adotada como uma rota viavel, contanto gque ndo exceda
o limite L adotado para a distfncia wérnima perwmitida. A
solucfo viavel produzida desta wmaneira fornece rotas do

tipo radial (semelhan{e a pétalas de uma f1l6r].

O procediwento acima visa obter boas solugdes para o
PPU-basico dentro de um tempo computacional razoavel. Como
resultado obtewos uma solugio vidvel restrita a um conjunto
de rotas promissoras. A mesma filosofia pode ser adotada no
processo de relaxamento da regido viavel do Problewa
Restrito. Ou seja, o processo & direcionado de maneira gque
a busca seja realizada em areas onde exista uma provavel
melhoria, Uma relaxagfo gque obteve sucesso entre as

investigadas pelos autores & a gue troca um cliente entre



duas rotas de maneira a redugir a distdnocia percorrida.

Uma  caracteristica gue wmwerece destague & &
propriedade de "guase-integralidade” da estrutura da regiio
viavel do problema Restrito: em nenhum dos problemas
examinados por FOSTER & RYAN (13768) foi necessario mais do
gue um corte simples para wanter a integralidade da
solugéo. Os planos de corte utilizado pelos autores sio da

- format

K
) a. x_ £ [—=—]
r€R Cp T 2

onde C & um conjunto de Lk pontos de dewanda e

i se a r-&sima rota contéwm pelo

menos dois pontos de Cj

:

~Um outro algoritmo tambewm baseado em (PPU3) &
apresentado pbr RAOQ & ZIONTS (1968). Os autores utilizam um
esquema de geracio de colunas onde as rotas sio geradas por
meio do algoritmo “"Oat-of-Hilter™ de Fiuxc de custo
minimo. O PPV tratado por eles & um problema de percursos

de navios ewm um conjunto de portos.

A deterwminag8o da variavel do Siwmplex gque entra na
base envolve a solugio de m (um para cada navio)
subproblemas "Out-of-Hilter”. Uma rota de custo wminimo para

cada mnavio & encontrada e aguela gue se wmwostrar mais



econdmica ewm relagfo & solugloc corrente & uvtilizmada para
melhorar a solugio basica (ou seja, a coluna gue entra na
base). A solupio bisica & considerada otiwma se nenhum dos
navios tem uma rota que torne a solugldo corrente wmwais

econdmica.

Um algoritmo wmwmais recente gque parece obter bons
resultados & desenvolvido por DESROSIERS et al. (1984}, Os
autores resolvem um mPCV com restricdes de "Tiwe Window",
onde os subproblemas s3oc Problemas de Cawminho wais Curto
com restrigfes de "Time Window". Estes subproblewas s&o
eficientemente resclvidos por um algoritmo de Programsgao
Dindmica desenvolvido pDTvDESROSIERS et al. (1983). Este
algoritmo & uma extensdo do classico algoritmo de BELLMAN

(1958).
11.5 - Algoritmos Baseados na Formilagio de Fluxo de
VYziculos
Nesta formulagfo usamos varidveis bindrias para
indicar gquande um veiculo viaja entre dois nods (pontos de
demanda) na soluplo dtima. Podewos distinguir duas familias
dentro desta forwmulacdo:

(i} a gue utiliza trés indices;

(ii) ® a gque utiliza dois indices.



No primeiro caso, os trés indices dados a cada
variavel de fluxe indicam a origem do veiculo, ssu destino

e o proprio veiculo. No segundo caso o veiculo nido &

identificado,.

I11.5.1 - Formulagdes utilizando tré&s indices

LAPORTE & NOBERT (1985) apresentam uma formulagio
para o PPU-assimétrico involvendo no maximo wm veiculos e
r depésitos. Esta forwulagdo foi baseado no trabalho de
GOLDEN et al. (1977) onde s&c desenvolvidos algoritwos
heuristioos de solugfo. Esta parece ser uma formulagdo
classica, apesar de nfo ter sido desenvolvido nenhum

algoritmo exato baseado nela.

Afim de apresentarmos esta formulaclo, considere a

seguinte notacio, a;ém da empregada até agui:

D capacidade do veiculo kj

Lk o comprimento maéximo permitido para a rota kj

6? o tewmpo para o veiculoc Kk servir o cliente 1ij
t j o tewmpo de viajewm entre i e j do veiculo kj

;3 o custo de se usar o veiculo k no arco (i,j]};



& { i1 se o veiculo k viaja de i para |

1d Lo c.c.

Entdo, o PPV pode ser formulado como:

(PPV4) Min £ L I o, K (11.47)
i€N jEN k=1,m J 1

sujeito a:

> Y= 1 (j= r4L,...,n) (11.48)
i€N? Lk=t,m Y

E = kX =1 (i= r+l,...,n) (11.49)

xsg - £ xz. =@ (k= i{,m; £= 2,n) (II.50)
iens * jeEN® %4
T d, ( Ki; ) €D (k= 1,m) (I1.51)
ieN* Y jewe
r sz x?. + £ E ti.x?. £ L (k= 1,m)
i EN? jEN'* *! jen jen 'Y M4
(11.52)
k
E E i % i (k= 1,...,m) (I1.53)

i=i,r j=r+i,n

> > kY (k= 1,...,m) (11.54)
j=i,r i=r+i,n J

I L %2 (|s]z1; 5¢N; k= 1,m) (I1.55)
i€s j¢s 1Y

k L s
Kij = {@,1} (i,JjeN*; k= 1,m) (I1.56)



Nesta formulag&o as restriq&es (11.48) e (I1I1.49)
especificam que cada cliente deve ser servido exatamente
uma ves e por uwm, € somente um, veiculo. As restrices
{({I1.50}) garantem a conservagioc do fluxo de veiculos em cada
nd da rede. (II.51}) e (II.52) s8p as restrigdes de
capacidade e dist8ncia, respectivamente. (II.53) e (II.54)
garantem gque ndo mais que w veiculos partem do depdsito e
gue exXiste no maximo um veiculo por rota. Finalwente a
restrigio (II.55) elimina as subrotas ilegais, enguanto gue

vy

II.EE} veEls.

-

mm deom § = T - -
TE51 Ha0 Gg 11X a5 Vari

{ g a i

FISHER & JAIKUMAR (1981} desenvolverawm dois
algoritmos baseados numa formulagBo diferente de (PPV4}. O
primeiro garante uvuwme sclupic enata snguanto gue o =egundo
utiliza uwma heuristica eficiente para encontrar uma solupfo
aproximada em um tempo computacional reduzido. Nesta seqio

trataremnos do algoritwo exato, deixando o outro para o

proximo capitulo. A formulacdo € a seguinte:

(PPUS) Min £ I E ci.}{!;. (I1.57)

i€N j€N k=1,m ‘9 *J
sujeito a:

E d, y., £D (k= 1,...,m) (11.58)

i ENY ik k
r i =

> Yo = ¢ RFIE 1 (11.59)

k=1i,m L1 se i= 2,...,n

E RlJ = y‘jl{ (,j=1,..-,]n; !{=1,-.-,Tn} (IIIE@)



_53_

z H = . i=1 ) H I‘{=1 . II-E].
Tens ij Y”_{ ( 3 1T H :'m} ( }
T Koo £ [s]-1 (8cN; 2¢]|S|en-1; k=1, )
i,jes 9
(11.62)
v, € {0,1) {i=1,..0,n; K=l,...,m) (11.63)
H§J € {@,1)  {iyd=lyeveyng K=ly.oo.,m) (11.64)
] Fi se a cidade i & servida pelo veiculo k;
onde ! Yig = {
Lo caso contrario.
£ { 1 se o veiculo k trafega no arco i,
14 L® caso contrario.

Dois conhecidos problemas de otimizagio combinatoéria

estdo presentes na formulagio acima:

(i} O problema de Designagido Generalizado, dado

pelas restrigdes (I1.58), (11.59) e (II.63);

{(ii} O Problema do Caixeiro Viajante: quando as
variaveis Yik 580 fixadas de maneira a satisfazer
as resiricgbes do Problema de Alocacio, as restrigdes
(I1.60)-(11.62) e ({I1.64) definem um PCV para um

dado veiculo k.

0=z autores desenvolvem um algoritmo bassado na



decomposigfo de Benders para resolver o (PPV3) dado pela
formulacio acima. A idéia basica do wmetodo pode ser
descrita através da seguinte reformulscio do PPV em terwmos

do Problewa de Alocagdo (n&c linear):

Min E f(y,) (11.65)
k

sujeito a: {II.58),(I1.59) e (II.&63)

onde F(yk] & o custoc de uwma rota otima do PCV dos

clisntes pertencentes a N(yk} = {i : Vig = 1).

A fungdo F{yk} pode ser definida watematicamente,

para cada k, por:

k

©i %1 (11.86)

F(yk} = Min E
i,§sk

sujeito a: (I1.6@)-{I1.62) = (I1.64)

A cada passo o Problema de Alocagfo & resolvido, uma
cota inferior para f{yk) & oaloulada a partir das
varidveis duais do problema acima e adicionado ao FProblewma

de Alocacfo. Para obter as varidveis duais, a integralidade

k

am Hij & relaxada ou & imposta através de cortes padrdes

de Programacdo Inteira.



11.5.2 - Formulagfo utilizando dois indices

Nesta formulacdo & assumido gue ftodos os veiculos da

frota possuewm as weswas garacteristicas.

Nos artigos de LAPORTE & NOBERT (1983} = LAPORTE &
DESROCHERS (1984} 8o oconsiderados os problemas de
percursos de veiculos apenas com restrigdo de capacidade e
com restriclo de distédncia, respectivamente. Neles os
problewmas sdo rescolvidos por weio de um procedimento de
relaxagio de restripdes. A integralidade & obtida por B-B
nos dois casos e também pelo metodo de Planos de Corte de
Gomory no segundo artigo., Ewm um artigo posterior, LAPORTE
et al. (1985b) desenvolvem um algoritmo de B-B wmais
eficiente gue os acima citados. Este resclve o prDElEﬁE
englobando ambas as restrigfes, ou seja, o PPU-bhasico tal

como definimos na secdo I.1.

Na descricfo dests algoritmo uvtilizamos a seguinte

notagio, além do que j& foi definido:
S=3U {1} e 8=8-{1}; S ¢ N;

.Hv{E] & igual ao valor otimo da solugdo do
PCU-miltiplo sobre todos os nds de 8 (ndo envolvendo
os i ¢ S} oo v goaixeiros viajantes
fixados se 1€5 e BgNj ou igual ao valor otimo do
PCV sobre todos o©os nds de § se v= 1; ou &

indefinido se 148 e wviij



U{5)
veiculos

de S+

.P(1}

& um Liwmitante

Inferior

necessarios para visitar

na solugfo Stiwa do PPV am Nj

I e i (i€N'}y
LH. . tem o valor |
1]
viagem entre i e § {i,Jj€N};

-

valor 2

retorno”™

se um veiculo & usado em uma

entre i= 1 = J

nenhuna das alternativas acima ocorrewm;

2 f]

X.. S0 &
1J

A formulacio do

(FPVE) Min I

su,jeito a:

definido se:

a) i

b} di + dd £ Dj

c} P(i} + P(J] + ciJ £ L.

problewma & entio dada por:

Di .Xi .
i,jen 4 4
= 2Zm
Eooxyy =2 (k € N*)

para

todos

e assume o valor

No. de

os nos

& o comprimento do menor caminho entre os nos

se um veiculo & usado em uma
assSume o

"yviagem de

@ se

(11.67)

(11.68)

(11.69)
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E my S s|-v(s) (scNY, |S]23) (11.7@)
i,j€es .

,1,2 se i=1, jEN', o,. £ 1/2 L

1 (I1.71)
, 1 c.c.

As restrigdes (II.68) e (11.62) wespecificam o grau
de cada nd, (II.7i) garante a integralidade das variaveis
e (II.70) s8o as restrigies de eliminag8oc de subrotas

ilegais.

¢ Algaritmo

O algoritwo proposto por LAPORTE et al. (1985b]}
bacicamente resolve o problema relaxando as restrigdes de
integralidade e de eliminaglo de subrotas; a integralidade
& obtida pelo branching nas varidveis enquanto que as
subrotas ilegais v8oc sendo eliminadas na wmedida em gue sio
encontradas. A ordem 21m que os varios tipos de
inviabilidades s80 investigados parece ser iwmportante no
desempenho do algoritmo. O fluxograma do algoritmo e
mostrado na figura II.5 abaixo, e por ser um algoritmo B-B
padr8o apenas o©os principais passos s3c numerados e

explicados em seguida.
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figura II.5 - Fluxograma do Algoritwo de LAFORTE (1985b}.




Passo 1.

*

Z° & o custo da welhor solugic encontrada ate o
presente wmomento.
Z & o custo do subproblews corrente.

Passo 2. Previnir a ocorréncia de subrotas ilegais.
Considere a solugfo do problema em um dado nd h da
drvore de busca, esta solucfo contém:

(i) conjuntos de nos {11,...,iu} ' url,

correspondendo a oadeias (ii,...,iu} tal gue

1§{12,..‘,iu_1} se uwy2 & para o gual todas as

variaveis TR PR TR i estdo fixradas
172 273 u—-i"u

no valor 1.

(ii) nds que ni3o pertencem a estas cadeias (&

definido para cada um destes nés i um conjunto

Nos referimos a estes conjuntos de nés de Sk

correspondem as cadeias ou aos nos isolados,

{i}).

; gue

Como

“"componentes”. Cada cowponente Sk possui um peso

definido por m(Sk] = E d. e um comprimento

. i
1ESk
h
dado por L(s

) o
k t=1,u-1 ‘tlt+t

cadeia i 1 & . zZero no caso de um no
i? 'lu

= = o no caso da

{i}.
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Considere uwm componente Sr' Se ele corresponde a

uma cadeia, sejam p_, e q_ os nos extremos desta

r T
cadeia, se Sr corresponde a um no i seja
p_. = g_ = i. No primwmeiro caso, a variavel X

T ™ 2

pode ser forgada ao valor zero set
i ]
(i) Por 9. €N ou

. h
(ii) p=t e L (Sr) + Elqr > L

Considere agora dois componentes Sr- e Ss 2 seja
i § {DP’qT}, {T} = {pT’qT} - {i}s J € {psaqs}s
(i} = {ps,qs} - {j}. Ent&o a varidvel x, pode ser

forgada ao valor zero se:
(iii} i,§J € N* e m(ST) + m(SE} > D, ou

(iv) i,j € N* e P(T) + P(7) + LP(s_) + oy 0 L

ou

(v) i= 1, jeN' e PB(J) + L7(s) + oy 0 L
Na pridtica, “"forgar™ as varidveis ao valor zero &
feito pela introducio no subproblema corrente de uma
*restricio de prevengio de subrotas”™, estabelecendo
que a soma de todas as varidveis ndSo pode edceder o
valor =zero.

Os efeitos desta restricdo sio evitar a ocorréncia



de subrotas ilegais ao invés de eliwmina-las apds
terem sido identificadas, e welhorar o valor da F.O.

2w um estdgio wmais inicial da a&rvore de busca.

Passo 3. Eliminar restricdes ineficazes.

fis restricgles geradas ewm um nivel mais alto ou no
mesmo nivel da Arvore de busca e gque s&oc atualmente
ineficazes <80 eliwminadas do programa. Em algumas
raras instfincias estas restrigdes devemw ser geradas
novamente, wmas em geral esta .pratica tewm se westrado
eficiente computacionalmente., As restricgdes
relativas ao grau dos nds ndo sfic removidas, pois

elas tendem a se efetivar na solucgdo Stima.

Passo 4. Impor restrigdes de capacidade e distancia.

Ewm um néd h da arvore de busca, considere o grafo
G'={N’,A'} onde A' & o conjunto de todos os arcos
(i,§) tais que i,jENY e xij y @. N* pode entio
ser particionado ewm k componentes conexos 81,

S.;::.,45 Afim de impor as resirigdes de capacidade

2 S

e disténcia, a seguinte restrigdoc & acrescida:

£ k.. 2 |5,.] - v(8,.) (11.72)
AN ig k k
1,JESk

onde Vh(Sk) pode ser calculado por

vP(s,) = max { [w(s,)/D], [L"(5;)/L] ) (11.73)



Como as restrigdes (II.72) s&o as vezes impostas
quando & solugfo corrente & ndo inteira, elas devem
ser satisfeitas no momento de sua geragio. LAPORTE
-ét al. (1985) desenvolvem uwm algoritmo heuristico

para esta situacgdo.

Passo 5. Cortes de Gomory.

Cortes de Gomory s&o gerados no priwmeiro nd da
arvore de busca afim de melhorar ﬁ lower bound
inicial e ajudar a obter sclugbes inteiras wmais
rapidamente. Testes feito pelos autores confirmam

esta estratégia.

Passo 6. Bachkiracking.

Quando & realizado um backtracking na arvore de
busca do nivel T' para o nivel 7 {** » T}, €
essencial remover todas as restrigfes de prevengéo
de subrotas & wodificar todas as restrigbes de
eliminagfo de subrotas cuja validade depende de
gquais varidveis estfo fixadas nos niveis T, 7T+i,
«::3T? da arvore de busca.

As restripgdss de prevengio de subrotaz dividem—-se em
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duas categorias (ver II.72 e II.73}:

{i}) aquelas gue foram geradas cowi
vi(s, )= fe(s,)/D] e

(ii) aquelas gque forawm geradas com:
V(s )= [ LP(s;)/L1 > [w(s,)/D].

As primeiras nfo precisam ser eliminadas, j& que o

valor de @(8,) ndo depende de h.

No segundo caso, o valor Lh(s;} depende de guais
varidveis foraw fixadas nos valores @,1 ou 2 no nd
h. Portanto é necessirio modificar o lado direito

destas restrigdes para

Is 1 - T e(sg)/D) 1.

Obs . a formulagfo e o algoritmo para o problema

néo-euclidianc também & apresentado em (LAFPORTE =t al.,

1985b].

Ewm dois outros artigos, LAFPORTE et al. (1985c, 1986)
desenvolvem algoritmos para o caso Assimetrico. Os autores

utilizam a regra, j& descrita na segéo II.1, gue transforma



o PPV no PCV para resolver o problema bassando-se numa
adaptago do algoritmo de CARPANETO & TOTH (1988). Esté
adaptacdo visa tratar as restrigdies de capacidade e
distdncia que nidc estio presentes no PCV de CARPANETO 2
TOTH (198@). Os algoritwmos s3o procedimentos de B-B onde
sio relanadas as restricdes de integralidade das variaveis
de f{fluxo e de .eliminacio de subrotas. 0 tratawento das
restrigSes de capacidade e disténecia & realizade na
execucio do "branching”, onde Tegras especiais de

particionamento s8c desenvolvidas.

II1.6 - Conclusio

Neste capitulo vimos os principais algoritmos exatos
para solucionar o PPV, Devido & complexidade destes
problemas estes algaritﬁas s6 podem ser aplicados a
problemas de porte relativawente pequeno. A dificuldade de
implementagdo tambéwm & considerada por muitos profissionais

um fator gque depbe contra a utilizacio destes wétodos.

Apesar disto, os métodos exatos de solugdo devem ser
considerados devido =3 alguns fatores. O fator
Custo-Beneficio deve ser avaliado, em determinadas
situagdes o ousto de iwmplewmentagio e utilizagBo de um
algoritmo exato & justificado pela economia obtida com a
solugio oStiwa. Além di=toc, novas téconica= de =clupfoc =m

Programagdo Inteira podew propiciar bons resul tados gque ewm



muitos o©casos viabilizam a sua utilizagio. Isto vem
acontecendo ewm wmuitos problemas,; notadamesnte no Problema do
Caixeiro Viajante. Para finalizar, podemos dizer gque &
através dos wodelos de Programagfo Matemdtica gque os
problemas sdo perfeitamente entendidos, mwais que isto, em
muitos ocasos o wmetodos exatos servewm para  guiar o

desenvolvimento de novas heuristicas.



cariTulo 11X

METODOS APROY IMADOS

I11.1 - Introducio

A cowmplexidade dos problemas de Percursos de
Veiculos, assiwm cowo varios outros problemas de otimizagio
combinatdria, inspirou os pesgquisadores a desenvolverem
algoritmos que produzam  solugdes boas, porém néo
necessiariamente otimas, com.eafcrqn computacional pegusno.
Estes algoritwos, denowinados de "aproximados” por
produzirem solugbes aprorimadas, baseiam-se em heuristicas
gue estio infimamente relacionadas com a estrutura do
prablemai Neste capitulo veremos os algoritwos pertencentes

a esta classe gue obtiverawm bastante sucesso.

Podewos encontrar4 varias classificagdes para os
algoritmos aproximados na literatura, Ummna bastante
completa, sob o ponto de vista do nivel de detalhe na
caracterizagfo dos algoritmos, & dada por MAGNANTI (1981).
Porém, para os propositos deste trabalho, a seguinte

classificagdo (BODIN et al.,1983) & suficiente.

(i) Algoritmos Construtivos. Onde as rotas vido sendo
formadas na wmedida ewm gue o algoritmo & executado.
Estes métodos tambéwm podem ser olassificados de
aoordo com o oritéric u=ado pars enpandir as rotas

e/ou de acordo com o wmodo ewm gue as rotas séo



formadas: sequencizlwmente ou paralelawente.

(ii}) Algoritmos de Melhoria Iterativa. Estes
algoritmos partem de uma solugdo inicial viadvel e a
cada iteragio tentam melhorid-la atraveés de

modificagbes locais.

(iii} Algoritmos de Duas Fases. Nesta classe o
problema & resolvido em duas etapas sempre presentes
nos problemas de percursos, a fase de formagido de

grupos de clientes e a fase de construgdo das rotas

(iv) Algoritmos de Otimizaglo Incompleta. Este
metodo consiste em utilizar uwma técnica gqualgquer de
enumeragio cowbinada com uma regra heuristica para

forgar uwma parada prematura.

A seguir, vamos descrever algoritmos pertencentes as
trés primeiras oclasses, pois o= élgoritmns de Otimizagio
Incompleta podewm ser construidos a partif dos metodos ja
estudados no capituleo II. Um destes algoritwos esta

deserito em (CHRISTOFIDES et al., 1879).



I11.2 - Algoritmos Construtivos

Dois tipos de algoritmos construtivos t&m se
destacade na solucde de problemas den pPETOUrsos, os
algoritmos de Ecoconomia e os algoritmos: de Insercio.
Dividimos esta segdo em duas partes para estudid-los

separadamente.

111.2.1 - Algoritmas de Economia

Em 1964 CLAREKE & WRIGHT (1964) introduziram o
conceito de "economwmia®™ para  sclucionar problemas de
percursos de velculos e desde entfo varios métodos té&m sido

desenvolvidos baseados nesta ideia.

Clarke & Wright (1964} (C-W) desenvolveram um
algoritmo construtivo gue parte de uma configuracfo inicial
onde cada cliente & servido por um veiculo. A configuragdo
seguinte & atingida através da realizagdo de uma ligaglo
entre dois clientes de maneira ques um veiculo & eliminado e
uma economia em termos da distdncia percorrida & alcangada.
Esta =sconowmia & wedida da seguinte maneira. Suponha gue
dois clientes i & j s&o atendidos por dois veiculos, o
custo, em termos de distdncia percorrida, deste atendimento

& dado por:

(III.1)



Se os dois clientes forewm atendidos por um sd veiculo

sconomiza—-se uma distincis de @
s.. =0o,, +cC - o, . (III.2)

E bastante d&bvio gue guanto msior & economia Eij
mais desejivel & a ligagcldo entre os clientes i e J.
Entioc C-W propuseram que as economias sejam ordenadas afiwm

de realizar as ligagdes na ordew decrescente dos valores de

E . [
1y
O algoritmo de C-W pode ser resumido nos sseguintes

pESSOS !

Fi. Calcule as economias Sij para todos os arcos

(i,i) € a.

P2, Construa uma lista onde as econowmias «silj este jam

decrescentemente ordenadas;
P3. Cowegando do topo da lista faga:

(i} 82 a2 economia sij atual fornece uma “ligagio
vidvel” entdo realize-a. Caso contrario
rejeite-a.

(ii) Pegue o proximo da lista e repita o passo

P3.{i). ©Se& nenhuma ligapio da lista pode
ser realizada, PARE: a3 configuracio atual e

a solucdo do problema.



Uma "ligacBo vidvel” & uma gque fornece uma rota
viadvel de acordo ocom as restricdes do PPV, ou se2ja, onde a
capacidade do veiculo n8o & excedida e o comprimento da

rota € inferior & L.

Apesar do grande sucesso alecangadeo pelo algoritwo,
devido principalwente pela sua simplicidade e facilidade de
implementacdo, existem algumas deficiéncias gque devem ser

consideradas:

- A configuragio inicial, coanjunto de rotas simples
onde um veiculo visita um cliente, € na maioria dos
casos invidvel, pois geraslwente o nimero de veiculos
da frota éA meEnor gque o numero de clientes., Isto
significa gue em nenhum estigic do algoritmo a
viabhilidade da solugfo estid garantida. Portanto, ew
problemas com restrigdes "apertadas” o mdtodo pode

falhar na producio de solupdes vidveis.

- 0 esforgo computacional necessario pode se tornar
excessivo., O problema bidsico do watodo consiste ew
selecionar a wmwelhor ligagdo. No algoritmo de C-W
todas as possiveis ligagdes +t&m suas economias
calculadas a priori e ordenadas em um arguivo.
Naturalwmente wuitas destas ligagbes ndo serio
realizadas & portanto tempo e wmemdria cowputacionais

podem ser economizados.

- A gualidade da solugio encontrada tawbém pode ser



afetada pela seguinte caracteristica do método: uma
ligag8o ums vez realizada jamais & removida. A
gualidade & afetada porgus =z medida da caﬁveniéncia
de s efetuar wina ligagéo & realizada
independentemente de outras ligacdes. Portanto, uma
ligago que numa etapa intermediaria foi preterida
por outra poderia ter fornecido uma economia global

wmelhor no final do procediwmento.

Uma primsira modificapio do algoritmo gue pode ser
usada para enfrentar algumas das dificuldades citadas & a

versio ssquencial do método.

Esta versfo considera gque as ligacdes sfo escolhidas
de maneira a formar uma rota de cadavvez, ac contrario da
versdo paralela de C-W onde varias rotas sBco consideradas
em cada iteracio. Podemnos descrever este algoritwo

substituindo o passo P23 do algoritwo de C-W por:

P3. (Versi3o Sequencial) Comecando do topo da lista

ordenada faca:

(i} Procure a priwmeira ligagdo viavel da lista que
pode ser usada para estender a rota atual atravées de

um de seus dois nds terminais.

(ii}) S8 a rota atual nfo pode mais ser aumentada,

escolha uma nova ligagfo viavel da lista para



iniciar uma nova rota.

(iii) Repita os passos (i) e (ii) acima até gue

nenhuma ligag8o possa mais ser escolhida.

A seguir apresentamos algumeas idéias gue tentam

melhorar as dificuldades citadas anteriormente.

Em um trabalho bastante interessante GASKELL (1967)
investiga diferentes medidas de =sconowmia e apos analiszar
algumas proprisdades sugere duas difersntes wedidas gue
fornecem resultados comparédveis aos obtidos por C-W. Estas

medidas s8o0:

hig o= siy ley; - cij! - 9yl
(111.3)
.., = &, ., = ..
1) 1 1y
onde © & a madia de todos os Cy;e
Estas wedidas cologcam  uma = ior énfase nas

disténcias entre dois pontos, ao invés da posicio relativa
a0 depdsito. Como consequéncia obtew-se rotas mais radiais,
em ocontraposigdo ao wmétodo de C-W gque produz rotas

circunferenciais.

Gaskell introduz estas medidas na versaoc pararela do



algoritmo de C-W e compara os resultados atraves do estudo
de seis casos. Os rssu;tadas obtidos indicam gue nenhum dos
metodos & generipamente melhor gue gualguer cgutro, & sugere
uma generalizagio das medidas w.,. e s.., dado por :

1y g

mo, = 8.,. - & O, . (I11.4)

onde & & um pardmetro, denowminado “parawmetro de formato

de rota”, definido pelo usuario.

J& vimos que uwma das deficiénecias do algoritmo de
C-W & a necessidade de calcular as economias de todas as
ligagdes possiveiszs a .priari, embora sabendo gue apenas
algumas delas ser&oc realizadas. YELLOW (197@) propde um
m&todo sequencial gue ndo reguer o calcoulo prévio de todas
as economias. O wétodo baseia-se numa téonica de busca

geom2trica.

Para cada rota gue esta sendo construida faz-se uma
lista apenas das econowias relativas aos pontos adjacentes
ao no terminal. O oaAlculo das econowias, no ocaso de
considerarmos distdncias esuclidianas, & dado esm terwos de

coordenadas polares por:

s,.. =17, +7r, —a [r? ¥ T2 - 2r.p, cos(8. - &.)]
Jd 1 dJ 14 1 J
(I11.5}
onde (ri,ei} =30 coordenadas polares do ponto i, ¢ a &

o pardmetro de formato de rota.



Pode-se wmostrar a partir de (III.5) que a regido dos
pontos gue fornecewm um mesmo valor de sconowmia s guando

ligados a um ponto i & dado por:

2 ;
(a“—i}RE—ER{ri[ﬁgcos{éi-é)+1]-s}+r§{a2—i)—52+25ri = @

(111.6)

onde (R, %) séo as coordenadas polares de tal ponto na

regiio.

YELLOW (1970} define a partir de (I11.8) uma
“"regifioc de busca” para cada valor de s ocomo sendo a &rea
dentro da qual uwa busca por ligagdes de welhores econowias
pode ser realizada. Esfa busca se procede da seguinte

maneirai

- Inicialwente calcule as econowmias relativas =aos
nos adjacentes a0 no terminal i da rota =m
guest8o. Ordene em s(k) estas economias na ordem
orescente de seus desvios angulares a partir do nod

terminal i.

- Faga = = s(1}.

- Os demais pontos da lista ordenada s30
sucessivamente examinados. Um destes pontos J

produgird uma economia maior gue a atual s se:

(i} para a)l :



— ———
-b - / b“-dac -b + ¥/ b -4dac
0 ¢ry - (I11.7)
2
onde a = &« —-1;
2 o
b = —ETi[a cus(ﬂj—ai} + 11 + Zsj

2, 2 2
e =ri{a" -1} - 5" ¢+ 2sr

(ii} ou para a = l:
2
s~ - Zsr,
v, 2 (111.8)
J 2s - EFi[i + DDE(&J - Eif]
Logo um novo s & calculado se (I11I.7}) ou (III1.8) e

satisfeita e portanto uma nova regifio de busca & definida.
Caso contrario um novo nd da lista E(k} & utilizado & o

atual abandonado.

Cbmu os pontos s8o examinados na ordem crescente de
seus desvios angulares, a area de busca ao redor
de i dimimue .a cada TIovo valor de s encontrado,
limitando cada vez wmais a busca. Esta termina guando o
proximo ponto k da lista a ser examinado situa-se fora da
regifo de busca atual, wmais especificawente guando:

bE { 4dac para « > |1
ou

ri[l + ccs(&i - Bk}] { 8 para o = 1.



Nos testes realizados por YELLOW (1878} nota-se um
grande ganho no tempo de processamento, poréwm =wm terwos de
otimalidade o algoritmo aparentemente ndo traz vantagens

sobre o de Gaskell.

GOLDEN et al. (1977} utilizam técnicas
computacionais eficientes para melhorar o algoritmo de C-W.
Afim de welhorar o algoritmo no gue se refere &
otimalidade, memdria utilizada & tewpo de processawmento, os
autores modificam o algoritmo C-W em trés aspectos, a

saberi

(i} Utilizam o pardmetiro de formato de rota « no
caloulo das economias, = a partir de variagbes no
valor de « escolhem agquele, gue produz a welhor

sestrutura de rotaj

(ii} Consideram apenas as econowias entre nos gue

estfo proximos um dos outros;

(iii} O armazenamento das esconomias S & feito em
uma estrutura de dados denowinada “heap®, gque

permite redugir o nUmero de operagdes de comparagsio

e acessar o SiJ desejado de mansira eficiente.

Quando o parametro o 2 aumentado a partir do valor
zero & dada wmeior é&nfase na distidncia entre os pontos i e
j do gque suas posigdes relativas ao deposito. Isto permite

gue o usuario varie « de acordo com as caracteristicas



geograficas do problema gue estai resolvendo,
possibilitando umzs maior flexibilidade na confeccio das

rotas.,

Ao contrario de C-W, os autores ndo consideram todos
os arcos no calculo das economias was somente agueles de
maior interesse ou conveniéncia. A topologia da rede &

armazenada da seguinte mansirad

Em geral para cada arco 2 a&ﬁazenado sua origem,
destino & cowprimento. Dadas as coordenadas de cada
né da rede, um “grid” artificial de comprimento h
e largura w & colocado sobre a rede. O "grid” &
entfo dividido em D2 retdngulos de tal forma gue
cada nd fica contido em um retdngulo de compriwmento
h/D = largursa w/D . Desta wmaneira ocada nd i
possui coordenadas B{i}) e BY{(i), que s8c as

coordenadas de cada retdngulo (caixa) do “grid"”.

0 conjunto dos arcos gque serio explorados fioa
limitado a todos os arcos entre o deposito = os
pontos de demanda e os arcos entre pontos de dewanda

cuja distdncia entre =sles néo & waior gue uma

"ocaixa". Ou seja, se
|BR{i)} - BX{j}] * 1 ou |BY (i) - BY(j)| »
o arco (i,j} & ignorado.

Note gue o valor de D influe na acuracidade do



algoritmo e pode ser alterado de acordo com o problema.
Quanto menor o pardmetro D , para um particular problema,

maior & o numero de arcos gue sera considerado.

O problewa bisico encontrado nos wmétodos baseados na
idéia de economias & a determinacfo da ligapfo de wmaior
economia, Para isto & necessario gue se realize
comparagdes, estas podewm ser realizadas rapida é
convenientemente por dados ordenados parcialmente em uma
estrutura de dados especial. Nela as economias SysrraS
s&o arranjadas em uma arvore binadria de &k nives chamada
"heap”. A propriedade essencial de um "heap” & gue s, *

£.. &8 5, * S_. .
21 i = T2i+1

111.2.2 - Algoritmos de Insergio

A técnica de inaef¢§a & bastante intuitiva guando
pensamos nos algoritmos construtivos, pois, formar rotas
pode ser visto como incluir clientes numa lista gque sera
servida por um veiculo. Naturalmente, esta lista deve estar
ordenada de alguma maneira lﬁgica. Afiwm de conseguir isto,
os algoritwmos de inserg@o possuem dois oritérios basicos, a
saber, o critério de Selegfo, gue indica gual & o cliente
livre a ser inserido, e o critério de Insergdo que fornece

a posiclo que o cliente ird cocupar na solucio corrente,

MOLE & JAMESON (1976) dessnvolversmwm um algoritwo

sequencial de insergdo onde os dois critérios definidos



acima generalizam o conceito de sconomia de CLARKE & WRIGHT
(1964}, A idéia & calcular a econowmia alcangada guando um
cliente &k & incluido numa rota entre os clientes i =]

j. Este criterio de Inserglo & dado pela seguinte relacio:
sk(i,j} = 20, - sdk(i,j] (I11.3)

onde sdk(i,J} pode ser interpretado como o custo
associado ao desvio da rota para o cliente k, se o custo
for medido em termos de disti8ncia sera a “"distidncia extra”
necgessaria para atender o novo cliente k. Este custo &
dado por:

Sdk(l,d} =0, ¢ ch - ciJ (I11.1@)
Assim, a melhor posig8o para incluir K na rota &

dado por:

sdk(i,J} = Min {sdk(a,b}} (TI1.11)
a,bEFk

onde FH 2 o conjunto dos nds adjacentes ao nd k.

Além do critério acima precisamos saber gqual & o
mzlhor cliente h a ser incluido na rota de maneira a nio
violar as restripdes (capacidade e dist&ncia) do problema.

Fagemos isto utiligando o seguinte ecritério de selegdo:

s, (1,m) = Max '{sdk(i,,j)} (I11.12)



sujeito a:
kE possui uma demanda vidvel;
sdk(i,J} satisfaz a restrigio de

distidncia do problema.

Podewmos ainda generalizar a equagido (III.10) da

mesma maneira que em (GASHKELL, 1967):

Aoy - msdy (i) (111.12)

I

msk(i,J}

|
]
s

o - po.

onde dek(lsJ} ik ik i

Assim o critério de insergido anteriormente definido

passa a seri

med, (i,§) = Min {msd, (a,b)} (111.14)
a,bEr,

onde a insercio do cliente Kk deve manter a viabilidade da
rota com relagBo a dist3ncia méxima permitida. O criterio

de selegio & dado por:
msk(l,m] = Max {msk(i,j]} (II1.1S)

Os autores introduzew os critérios acima ewm um
algoritmo segquencial gue pode ser resumido nos seguintes

pPassos!

PL. Para cada cliente ainda ndo atendido, determine a

melhor posigdo de insergfo na presente rota atraveés



do critério de Insergao (III.14}.

P2. Utilige o©o oritério de Selecéio (II1.15) ©para

determinar o proximo ocliente a ser incluido na rota

atual.

P3. Tente wmelhorar a rota atual reordenando os clientes
através de uwma heurisica 2-6tima (veja segio
I11.3).

O passo P3 & outra novidade do algoritmo, pois até
EﬂtéD.D uso de heuristicas do PCV para obter welhorias so
tinha sido feito depois de encontrada uma solugdo final.
Note que se no passo P3 houver um novo sequenciamento dos
clientes entfoc o passo Pl devera ser repetido totalmente.

Um algoritms de insergi3c bastante conhecido & o
denominado de “"Vizinhao Mais Proximo”. Neste caso os
critérios de selegfo e insergio s2 confundem, pois, &
escolhido para entrar na rota o cliente mais proxiwmo do
Giltimo cliente inserido. O primeiro coliente escolhido é

aguele que estd mais proximo do deposito.

Existem outros oritérios de insérgio utilizados por
varios autores. Muitos destes foram desenvolvidos para
realizar agrupamentos ("clusters”) de clientes, estrategia
gue consiste a primeira fase dos algoritwos de Duas Fases
do tipo “ocluster-first-route-sscond” gue verewss na segio

I1I.4.



111.3 - Metodos de Melhoria Iterativa

Os algoritmos de melhoris iterativa, ac contrario
dos algoritmos oconstrutivos, solucionawm wum problema de
percursos de veiculos a partir de uma solugdo viavel
inicial. A cada iteracBo a solugio vidvel corrente &
modificada localwmente de maneira a produsir uma nova

solugdo vidvel de wmenor custo.

Este tipo de algoritmo foi proposto por LIN (1965)
para resolver o PCV, A seguir desorevemos este algoritmo e

em seguida wostramos como utilisgid-lo para resoclver o PPV,

ITI1.3.1 - O Algoritmo k-dtimo

O algoritmo k-4timo para solucionar o PCV inicia com
uma rota de caixeiro viajante viavel, ou seja, um Ciclo
Hamiltomiano H. Em cada iteragio Kk arcos de H s3o
remavidos formando-se kK caminhos desconeXos, qnde alguns
destes caminhos podem ser constituidos de um nd isolado. Ew
seguida estes k ocaminhos sio novamente ligados de maneira
a formar uma outra rota viavel HY, naturalwente,; usando
arcos difsrentes dagueles gue foram rewmovidos., A figura
I171,1 ilustra este procedimento de troca para E = 2 =]
k =3, 8 o custog de HY for wmenor gque o custo de H,
ent&o a rota H & abandonada e o procedimento se repete
sobre H?; caso contrario, escolha outro conjunto de k

arpcos de H para realizgar a troca. Esta iroca iterativa de
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A 2olupio final, gue ndoc pode ser wmelhorada pela
troca de quaisguer k arcos, & chamada de "rota k-dtima”.
E fdocil notar que em geral gquanto maior k wmelhor serd =
solugdo e waior o esforgo computacional. Para valores
superiores a guatro o desempenho do algoritmo ja comeca a
ficar comprometido. Alguns estudos (GOLDEN et al., 198@ e
LIN & HKERNIGHAN, 1973} revelam gque a heuristica 3-Htima
produs resultados bastante superiores aos produsmideos pela
2-6tima, poréw, guando cowmparamos a 4-otima com a 3-otima
o ganho ndo e suficiente para justificar o aumento do custo
Dcwputaaianal exigido. Portanto, as heuristicas Z2-4tims e
3-dtima s80 as wmais usadas. Uma boa imwmplementagdo em
Pascal destas duas Heuristicas pode ser encontrada ewm SYSLO

et al. (1983).

II1.3.2 - Spolucionando o PPV com as Heuristicas k—-Otimas

Podemos usar as heuristicas k-Htimas de duas

maneiras para resolver o PPV,

A primeira delas consiste em aplicar a heuristica
k-d4tima em cada rota de umas soluglo vidvel inicial do PPV,
A solugdo inicial pode ser obtida por gualgquer um dos
metodos construtivos descritos na s=pi0 anterior,
CHRISTOFIDES et al. (1979} wutilizam esta ideéia para
‘desenvolver um algoritmo onde ew cada iteragdo a heuristica
3-&tima & aplicada sobre a solupio da heuristica 2-dtiwa.

Esta estratégia mwostrou-se bastante eficients pars



problemas de até 120 olientes. As heuristicas L-dtimss
também sdo muito usadas nos algoritmos de Duas Fases (veja
seqdo III.4) para minimizar as rotas obtidas na priweirs

fase de "cluster"”.

A outra maneira consiste ew transformar o FPU =M um
PCV, como j& vimos e&m secdss anteriores isto pode ser
facilwmente oconseguido atraves da 'adigén de depositos
artificiais de waneira a formar uma “rota gigante” dnica.
Podewmos utilizar esta estratégia para aplicar as
heuristicas k~dtimas sobre esta rota gigante. RUSSEL (1976)
utiliza wmuito bkem esta ideia para solucionar um PPV com
restrigdes de “schedule"” sobre alguns clientes. LAPALME et
al. (1986) apresentam um algoritwo para o mPCV gque também
utiliza rota gigante. Poréwm, afim de aproveitar a estrutura
do problema original, os auntores generalizam o procedimento
para realizar trocas gue nfo produzem solugdo viavel para o
PCV mas gue sio aproveitadas para o PPV, Es{as trocas sio
aguelas gue produzewm subrotas onde ﬁelu menos um depdsito

artificial =sta presente.

II1.4 - Metodos de Duas Fases

O0s wetodos de Duas Fases solucionam um PPV
separando-o em dois subproblemss, a saber, Agrupamento
("cluster”) e Otimizagio de Percursos ("routing”). Se na
primeira fase os clientes sfo agrupados = na segunda os

pPETCUrsos s&D construidos tewmos um algoritmo



"cluster—-first-route-ssecond”, se =sta ordem for invertida
temos um “route-first-cluster-second”. A seguir verewos

alguns algoritwos gque pertencew 3 primeira categoria.
II1.4.1 - O Algoritmo de Varredura (“Sweep”)

Neste wmétodo (GILLETT & MILLER, 1974} os clientes
usados na formaglo de cada rota s8oc determinados de acordo
com sua posicfo relativa ao deposito. O algoritmo considera
gue os clisntes estio ordenados lexicograficamente pelas
suas coordenadas polares (Gi,ri}. As rotas séo Formadas &
medida gque uma varredura angular 2 realizada, com O
depdsite como pivet. Ou seja,os clientes vio sendo
incluidos na rota de acordo com a ordem ewm gue aparecem
numa lista ordenada pelas coordenadas polares. Logo, na
primeira fase & realizado um "cluster™ dos pontos de
demanda através da heuristica “sweep” & ewm seguida, para
cada "cluster” formwmado, as rotas sfo construidas wmediante

umz heuristica de Caireiro Viajante. O algoritmo & mostrado

abalxo.

Considere um PPV euclidiano onde os clientes (pontos
de demanda) s&o dados pelas suas ocoordenadas polares
{Ei,ri}, com o depdsito situado em r,= @ = um cliente

arbitrario i {semente) em €, = ©. Reordene os oclientes
s

de maneira gque Bzi...ﬁén. O algoritwo procede da seguinte

maneira:



Pi, Escolha um veiculo disponivel;

P2. Iniciando do cliente i, de wenor 8ngulo Bi entre
os clientes ainda nd3o atendidos, inclua na rota
clientes consecutivos i+l,i+2,... até atingir =a

capacidade maxima do veiculoj

F3. Se todos os clientes estdc varridos ou se todos os
veiculos da frota estfo ocupados va para o passo P4,

£
senfio retorne =o passo Pilj

P4, Resolva uwm PCV para cada conjunto de clientes

alocados aos veiculos para formar as rotas Stiwas.

Devewos observar gque o algoritmo aciwa inicia a
partir de um cliente particular is’ o cliente sewmente, é
portanto o resultade pode variar de acordo com o cliente
semente escolhido. Uma oppio seria aplicar o algoritwo para

virios clientes sementes & sscolher o melhor resultado.

Resultadns computacionais revelam gue o algoritmo &
bastante eficiente gquanto a otimelidade e requer um tempo
de processams=ntoc um poucod maior gue o algoritmo de GASHELL
(1367}, As.seguintes caracteristicas sio observadas pelos

autores:

(i} ¢ tempo computacional aumsnta com o nhmero
total de clientes, s= o nimero de clisntes por rota

permanecer relativamente constante)



(ii} O tempo cowputacional aumenta guadraticamente
com o numero medio de clientes por rota, se o nGmero
total de clientes peErmanecser relativamente

constante.

Portanto o algoritmo pode ser Util para problemas de

grande porte onde se tem em média poucos olientes por rota,

I11.4.2 - O Algoritmo de Christofides, Mingozzi e Toth

Na primeira fase deste algoritmo, desenvolvido por
CHRISTOFIDES et al. (1879), os clientes s8o agrupados de
acordo cowm duas heuristicas de inserpfo. Na primesira delas,
passos Pl a P4 do algoritmo descrito ewm seguida, os
clientes s3o agrupados segquencialments através de um
critério de insergfo relativo ao cliente sewente, isto &, o
cliente Escdlhido para inicializar a rota., Feito isto, &
realigado um procediwento de inserpdo paralelo, passos
PS—FS,_ onde o numero de rotas utilizade e os clientes
sementes sfdo agueles obtidos no procedimento seguencial. Na
fase dois as rotas obtidas s8o0 welhoradas através da

resolugio de Problemas do Cairesivro Viajante.



FaSE

Pi.

P2.

P3.

Pa.

i.

Fapa h= 1}

Esocolha um cliente livre i para inicializar uma

h

Para +todo cliente livre i ‘caloule o

rota R i

h*

seguinte custo de inserclo relativo ac cliente

semente i, :
h

Ingira em Rh o cliente vidvel I tal gue:

51 = win {él}.

Repita P32 até que nenhum cliente possa wmais entrar

am Rh;

Faga h= h + 1 2 retorne ao passo P2 para comEgar

uma nova rota Rh até gue todos os clisntes estejam

agrupados ou nenhum cliente possa mais ser agrupado.

Nos proximos passos, h rotas s3o consideradas onde

a r-ésima rota & R = (l,if,i} e i & o mesmo

cliente escolhido no passo P2 para inicializar a

rota Rr' Seja S o conjunto de rotas ﬁr y T'=

i1,...,h.



Pzra cada cliente livre 1 e para cads rota Rr &£ 5

caloule:

S S PR F AT (nz1),

associe 1 com a rota Hr que satisfaz a

s = min {s_,}.
rl R_€S rl

Escolha uma rota ﬁ_ € 5, faga 8= 8 - R e calcule

T T
para cada cliente 1 associado cow esta rota o
seguinte valor:
51 = S,y S ¥ 1€&€R_,
Tl T

onde 1! & dado por:

s _,, = min {s_.}
rtl HTES rl

Insira emwm R o cliente viavel I associado com
T

R_ que satisfaz a:
T

51 = Max {61}.
Repita o passo P7 ate que nio mais exista cliente

vidvel associado a R .
T



Pa. Se S £ ¢ v& para P6. Caso contrarioc, se= todos os
clientes estdo agrupados PARE; ou se ainda sxiste

clientes livres vd para Pl.

FASE 2.

Pi, Para cada grupo de olientes formado na FASE I
resclva um Problema do Caixeiro Viajante para obter

as rotas finais.

I11.4.3 - O Algoritmy de Fisher e Jaikumar

0 método de duas fases de FISHER & JAIHUMAR (1981} e
fortemente baseadeo na formulagdo (PPUS] vista no capitulo

II.

A primeira fase deste wetodo realiza um agrupamento

paralelo resolvendo otimamente um problema de “Alocagio

Generalizado™, e na segunda fase resolvem-se varios PCU!s,
FASE 1.
Pi. Escolhsa w clientes ocomo “sementes” de grupo e

designs um veiculo para oada grupo.

F2. Para cada cliente i & para ocada grupo k, calcule

um custo de insercgio Sk relativo & semente do

grupo.



FP3. Solucione o seguinte problema de alocacio

general izado:

Min E in Yin (III1.16})
1,H
sujeito a:
[1 se i=2,...,n
Ey, =< (I11.17)
k [ m se i=i
f 4.V, £ 9 {k = 1...m) (111.18)
v, € (0,1} (I111.12)

onde:
[ 1 se o cliente i & visitado pelnlveiculo_k;
{

v,
ik L & c.oc.

FASE 2.

P4, Para cada grupo k formado na Fase 1| solucione o

PCV para obter a rota de dist8ncia wminima.

O0s “"clientes sewmentes” podew ser selecionados por
uma regra automdtica ou pelo usudrio. Neste dltiwo caso a
vantagem € evidente: a experiéncia de uwm bowm planejador de

rotas pode indicar uw conjunto de sementies gue fornega um



boa solugéoc para o problema. Os autores fornecem uma
procedimento para determinar automsticamente as sewentes

para um problema onde os veiculos sioc homogensos.

Na iﬁplementagéo do método os autores usam ﬁara
resolver os PCU's um algoritmo exato similar ao de MILIOTIS
(1276). O Problema de Alocagio Generalizado € resolvido por
um wmetodo baseado ewm Relaxaglfo Lagrangeana onde os
waltiplicadores s80 deterwinados por um metodo de

ajustamento do tipo descrito ewm (FISHER et al., 1981ib]}.

II1.5 - Conclusio

A mwmioria dos algoritwos aproximados vistos neste

+ .
capitulo poOssuem uim desempenho cowmputacional
suficientemsente bowm para resolver problemas de porte

encontrados na vida real.

FISHER & JAIKUMAR (1981} e CHRISTOFIDES et al.
(1273) =presentam estudos comparativos para problemss que
possuem até 120 clientes.‘ Nestes artigos sio comparados
cinco dos algoritwmos agui apresentados, os algoritmos de
economias de CLARKE & WRIGTH (1364}, de insergio de MOLE &
JAMENSON (1976}, “sweep” de GILLETT & MILLER (1974}, Duas
Fases de CHRISTOFIDES et al. (1972) e o de FISHER &
JAIKUMAR (1981). Os problemas testes foram classificados ewm
duss claszses=s, na primwsira o= clisntes estfc uniformemn=nts

distribuidos & na segunda estdc distribuidos de forma



priweirn caso Christofides fevela gque o algoritwmo “"sweep”
ohteve welhores solupdes seguido dos algoritwos de Duas
Fases, Eoconomias & Insergfo. Para os problemas onde os
clientes formam grupos o algoritwmo "sweep” produs os piores
resul tados, ficando o wmelhor desewpenho para os algoritmos
construtivos e Duas Fases. Fisher apresenta resultados onde
o seu algoritmo supera os dewmais. Ewm terwos de tewmpo de
processamento, em média o algoritmo de economwmias apresenta
o melhor desewmpenho seguido peleos algoritmos de Fisher e

Jaikumar, Duas Fases, Inserpioc = “"Sweep”,.

Quantc & facilidade de implewentac8o os algoritwmos
construtivos levam LER1I vantagem sobre os demais,

principalwente sobre o algoritwo de Fisher & Jaikumar.

Os algoritwmos construtivos tambéwm perwmitewm a facil
inclusio de restrigdes adicionais gue ndo foram agqui
consideradas was que ocorrem com fregi€ncia na pratiea. No
capitulo seguinte apresentamos a implemsntagdo de alguns
algoritmos construtivos onde uma destas restrigbes £

considerada.



cariTULO 1V
O PROBLEMA DE PERCURS0OS DE VEfcuLos

COM RESTRICGES NO HORARIO DE ATENDIMENTO DOS CLIENTES
IV.1 - Introdugio

Nos capitulos anteriores estudawmos ©o Problema de
Percursas de Veiculos  |basico, onde apenas algumas
restricdes s8o consideradas. Os algoritmos gue tratam este
problewma wuitas vezes ndo sio capazes de lidar com todas as
restricSes encontradas em problemas reais. Neste capitulo
mostrawos como podemos wodificar os algoritmos aproximados

. . -
para um problema wmais complexo onde restriobes adicionais
s8o impostas. Estas restrigdes dizem respeito ao horario de
atendiwmento dos clientes da rede e ocorrem ocom wmuits

freqiéncia em problemas de distribuicdo e servigos urbanos.

A seguir definiws e forwulamos o problema ewm
gquestio para na seclfo IV.3 apresentarmwos os algoritwos
implementados. Na segido IV.4 apresentamos os resultados
computacionais sobre um conjunto de problemas testes e

concluimos este capitulo na segio IV.S5.

I¥.2 - Definigio e Formulagio

Neste problema de percursos de veiculos os clientes
devem ser servidos dentro de um intervalo de tewmpo

pre-definido, denominado na literatura de Janela de Tempo



("Time Window"). A imposigdo deste tipo de restrigdo
aumenta consideravelmente a complexidade (computacional} do
problema. Agora, além dos aspectos espaciais ou
geograficos, também tewmos gque tratar com os aspectos
temporais. Isto levou os especiali%tas a criarem uma nova
clésie de problemas de percursos de veiculos denowinada de
Frohlemas de Percursos e “Segquenciamento” de Veiculos
(PPSV)? onde o terws Sequenciamento ("Scheduling” em
Inglés] inclue o planejamento de cada rota levando-se em
consideragio Dé_ horarios envolvidos. Dentro desta classe
dois problemas se destacam, o PPSV com restrigbes de
precedénoia, onde existem olientes da rede gque devem ser
atendidos antes gque outros e o PPSV com restricdes de
Janela de Tempo (PPSU-JT)}, que & o que estamos agqui
considerando. Eventualwents, as duas restripdes wmencionadas
ccorrem em um wesmo problema, aumentando ainda mais a sua

complexidade. Um “survey™ bastante recente do PPSV-JT =&

apresentado por DESROCHERS et al. (1988}.

Podewos formular o PPSU-JT através da Programagio
Matemdtica da seguinte wmaneira. Seja G = {(V,A) o grafo
gue representa a rede onde VUV & o conjunto de vértices e
A o conjunte de arcos. Seja {0} o vértice que representa
o deposite e N = {1,...,n} os clientes. Entéo,
U = {0} UN e A= {({0} x N) UIU(NGX{2})}, onde
I ¢ N # N & o conjunto de arcos gue ligam os clientes
entre si, {0} * N ocontém os arcos gue ligam o depdsito
aps oclientes = N »n {@} os gue ligasm o= olientes =ac

deposito. Para cada cliente i existe uma demanda cli e



uma Janela de Tewmpo [ai,bi]. Para cada arco (i,j} € &
associamos um custo Dij e um tewpo de viagew tij'

Finalwmente, cada veiculo possui uma ocapacidade maxima D.
Se associarmos a cada cliente uma tarefa a ser realizada
(por ex., entrega, coleta, etc.), o grafo G definido
acima pode ser visto comu‘ um grafo de tarefas e a
formulacfc wmatemdtica passa a oconsiderar as seguintes

varidveis:
.TIi: Tempo de Inicio da tarefa do cliente ij
.TFi= Tempo de Térwine da tarvefa do cliente i

¥ especifica a8 carga do veiculo antes de iniciar

a tarefa de i

[ 1 se o arco (i,Jj} & percorrido por um

veiculo;
N

L @ caso contrario.

Podewos agora formular o PPEU-JT da seguinte maneira:

(PPSV-JT) Min L oL ox . (1v.1)
(i,j)ea

sujeito a

_E “ij = 1 (ieN) {(1V.2}
JEN
Ex®,, =1 {i€N) {(IV.3)

jen ¥4



kg =1 = TR+t € TI ((i,j}€1) (1v.4)
s, £ TI, £ b, (i€N) (IV.5)

kg = Loy vd; gy ((i,§)€I) (IV.6)
®<y, £D (i€N) (1V.7)

Hij € {©,1} {{i,j)eAn) {1v.8)

As restrigdes (Iv.2}) e (IV.3} garantem os graus

nos vértices da rede, (IV.4) e (IV.5) s&o as restrigoes d=
sequenciamento (“scheduling™) enguanto que (IV.6) e (IV.7)
mantém a viabilidade de carga. E interessante c;bsexﬁvaa“ guea
(1v.4)-{1V.53} ou (IV.6)}-{IV.7] tambéwm evitam a formagio
de subrotas = podem ser vistas como uma generalizagio da
classica restricdo de eliminacdo de subrotas proposta para

o PCV por MILLER et al. (196@].

IV.3 - Descrigfio dos Algoritmos de Solugio

Os wmetodos de solupdo para o Problews de Peroursos
de Veiculos com Restrigdo de Janela de Tempo tém sido
recentensEnte estudados por alguns autores. Os m&todos
exatos foram estudados por DESROSIERS et al. (1984, 1986},
SWERSEY & BALLARD (1984} e HOLEN et al. (1987). Os dois
primeiros reportam experiéncias sobre o Problems ds

Percursos de Onibus Escolares, gue esssncialmente & um



m-PCY com restrigbSes de "Time Window", restando o Gltimo
como © unico +trabalho de nosso conhecimento até agora
publicado gue resolve otimamente o PPRSU-JT +tal cowmo
definimos anteriormente. Para se ter uma idéia ds
complexidade do problema, neste artigo os autores
apresentam resultados para uma rede de apenas gquinze

clientes.

O0s wétodos de solugfo aproximada normalmente
baseiam-se nas heuristicas desenvolvidas para o PPU-basico,
SOLOMON (1986, 1987) foi um dos priwmeiros autores a
estender estas heuristicas para o caso do FFSU—JT;
SAVELSBERGH (1985) e VAN LANDEGHEM (1988) também realizaram

estudos neste campo.

Neste trabalhc realizamos uma implewentagio pars
dois algoritwos baseados nos conceitos desenvolvidos por
Solowon. Na proxima segio apresentamné os principais
conceitos gue garantem 3 viabilidade relativa as restrigdes
de "scheduling” gquandoc usamos os algoritmos do PPV para
resolver o PPSV-JT, para em seguida passarmds a descréver

os principais detalhes de cada iwplementagdo.
IV.3.1 - Mantendo a Viabilidade nos Horarios de Atendimento
dos Clientes

No cap. III vimos gque entre os algoritms gue

alcangaram maior sucesso estfo os algoritwos construtivos.
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Vawmos agora apresentar os conceitos gque garantem .a
viabilidade de "Schedule” gquando usamos estes algoritwmos
para resolver o PPBV-JT, Estes conceitos, desenvolvidos por
SOLOMON (1987}, podem ser aplicado em todos os algoritwmos
construtivos vistos no capitulo III e também adapta&us para

os algoritmos k-otimos (SOLOMON et al., 1988).

Seja (@,1,2,...,n,n+l)} uma seqiéncia gque
representa uma rota onde a saida do depdsito € o no @ e
a chegada ao depdsito &€ o no n+l, Vamos supor gque
desejamps inserir um cliente i entre os clientes p & u
de uma rota em Férmapén. Naturalmente, a primeira condicgéio
que deve ser verificada & se o novo cliente serd atendido

dentro de sua Janela de Tewpo. Isto pode ser feito pela

seguinte relagdo:

w
14

TI. =TF_ + t_. £ b, (1V.3)
i P

Se esta condigfo for satisfeita, devewmns olhar para
os clientes pertencentss & subsequéncia (uyu+l,...yn},
pois, estes clientes podem sofrer uma defasagem nos seus
tempos de inicio de tarefa apds a insercio de i que
inviabiliza as suas restripdes de Janela de Tewpo. A figura

IV.1 esquematiza esta situacio.

Na figura IV.i{a) temos um esguema de uma rTota
parcial onde os retidngulos representam os clientes, com

zeus ocomprimentos indicando m Janela de Tewmpo do olients,
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atendimento do cliente u+l.
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Na figura IV.1{b} o cliente i foi inserido causando uma

defasagem no tewpo de inicio de tarefa de 1+ igual =
TI? - TIu’ onde TI& representa o novo temwmpo de inicio da
tarefa de i, Esta defasem causa =a inviabilidade na

restricio de "schedule” do clients u+l.

Afim de evitarmos esta situaglo definiwmos a grandeza
#{uy,n)}) como sendo a wmaior defasagewm (ou increwento } no
tempo de inicio de tarefa do cliente i gue nioc causs

violagBo mnas Janelas de Tewpo a0 longo do caminho

{(uyu+i,...yn}. Entdo & facil deduzir gque:
#(un) = Min (b, - (TF, + B &, ;1)) (1V.12)
ufjEn ULiin

Esta grandeza expressa a flexibilidade gue tewos guando

deslocamos no tempo os clientes do caminho {u,u+l,...,nj.

Podewos agora especificar a segunda condicioc de
viabilidade para incluir um cliente i entre os clientes

p.e u de uma rota parcial:

?, % #{u,n) (IVv.it})
ondea Tu = TI& - TIu & a defasagem em u apds a insergio

do cliente 1.
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Iv.3.2 - 0 algoritmo de Economia para o PPSU-JT

Quando usamos a heuristica de sconomia de CLARHKE =
WRIGHT (1964} para resolver o PPU-basico a direglo do arco
gque une as duas rotas normalmente wndo & considerada.
Entretanto, no caso do PPSV-JT sb podemos unir duas rotas
guando a priwmeira termina num horario gue pgrmite ao
veiculo se deslocar até a segunda rota e atender o seu
primeiro clientes sa&m infringir suUas restrigdes de
"sohedule”. Portanto, gquando cowbinamos duas rotas, os
tewmpos relativos =os qlientes da primeira rota ndo wudawm
enquanto gue os oclientes da segunda rota poderio Eafref_

wudangas em seus tempos.

Podewmos facilwente adaptar a2 primeira estratégisa
descrita na segio anterior para resolver o PPSU-JT pelo
algoritmo de C-W. A condigio de viabilidade dada em (IV.9]}
deve ser verificads no primeiro cliente p da segunda rota
=) (1Vv.i1} deve ser valida para os clientes da segunda
rota, ﬁartanta, u 2 n representam agora o priweiro & o
altiwmo ocliente da segunda rota, respectivamente.

Ja viwmos no cap;III que_a implementagio do algoritwmo
de C-W werece uma atencio especial em dois aspectos: na
ordenacio das sconomias & no armaszenamentoc das econowmias. O
primeiro aspecto afeta o desewpenho do algoritwmw relativo
ao tewmpo de execuclo = o ségundo diz respeito a memdTis
computacional requerida pelo algoritmo. Para ordenar

eficientemente as Sconowias calcouladas uwtilizamos uma
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estrutura de dados "heap” e o algoritwmo “Heap Sort”
(HOROWITZ & SAHNI, 1978). Para diwminuir a membria utilizada
usamns a esiratégia de calcular somente as economias entre
clientes proximos entre si, onde a “proximidade® & ﬁsdida

pelo seguinte critério:

dis{i,j) £ k * Max { dis(®,j) } (IV.12)

JEN
onde dis(i,j} representa o custo (distdncia) entre dois
clientes, dis(®,j) entre o deposito e o cliente | e o
pardwmetro k € [©,1]. Este critério reduz consideravelwente

a memoria utilizada sem afetar a otimalidade da solucio.

Outra caracteristica de iwmplementagcio gue wmerece
destague diz respeito as restricdes de Janela de Tewmpo.
Afim de facilitar a resoluclo dos problewmas com restricio
no horario de atendimento dos clientes, relaxamos um pouco
estas restricdes da seguinte wmaneira, permitimos gue o
veiculo chegue antes da Janela de Tewpo do cliente. Na
pratica isto corresponde a ocorréncia de um tewpo de
espera, ou seja, a situagio em gque o veiculo chega no loocal
especificado antes da hora estipulada pelo cliente, tendo
gue esperar pela "abertura da Janela de Tempo”. No entanto,
devemos limitar este tempo de espera para gue ndo ocorram
ligagdes entre clientes proximos geograficamente porém

“"distantes tewporalwente”.

A seguir, apresentamos o pseudo-codige siwplificado

do algoritwo,
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ALGORITMGC ECQNOMIQ—JT;
(1) Leia Dados de Entrada;
(2) Inicializme Variaveis;
(3} éalcule o pardmetro de redugdo de rede wax;
(4) Faga l:= 1j
(5) PARA cada arco (i,j) da rede FACA
SE dis(i,j} ¢ max ENTAO
Calcule a economia
s[1]i=dis(i,®@) + dis(j,?} - paedis{i,j);
li= 1+1;
FIM SE;
FIM PARA;
{6} Ordene s[l] através da subrotina Heap;j
(7) PARA i:= 1 ateé 1 PFACA
(7.1} Verifique as viabilidades de carga e
de rede da ligagio relativa a s[i];
SE a ligac8o & viavel ENTAO
(7.2) Verifique restripSes de
"Schedule" |
(7.3) SE estas estao satisfeitas
ENTAC
Rezlize a ligagio;
FIM SE;
FIM SE;
(7.4) Ajuste Heap;
FIM PARA;
{8} Construir rotas;

(2) Impriwir Solugio.
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Nos passos (3)-(5) as economias s&oc ocalculadas
utilizando-se o oritério de reduglo de rede especificado em
(IV.i2). A ordenagdoc no passo (6) utiliza a j& mencionada
estrutura "heap"”; esta estrutura de dados garante gue ew
s[1] sewmpre estara armazenada a ligagfo de maior economia.
Depois de prooessada esta ligagfo o “heap” deve ser
atualizado, isto & feito no passo (7.4}). A viabilidade da
ligago & verificada em duas etapas, o passo (7.1}
verifica se a rota resultante da ligagio atual possul
demanda compativel ocom a capacidade do veiculo = se um dos
clientes de ligagio ja& foi ligado anteriormente a outra
rota, fato gue inviabiliza esta ligagfo. Depois disto, ew
(7.2} as restrigdbes de “sochedule”, dadas pelas relaé&es
(IVv.9)-{IV.11l}, s&o avaliadas sobre os clientes da segunda
rots tal como descrito na sepioc IV.3.1. Se a viabilidade de
"schedule” & verificada, a ligagfoc & entfc realizada ewm
(7.3); isto & feito atualizando-se duas listas, uma gque
indica o predecessor de cada clients e outra o sucessor.
Além disto, os tfewpos relativos aos clientes da segunda
rota devem ser adequadamente atualizados. Ao final do passo
(7), o quevtemos s8o0 as rotas iwmplicitaments armaszenadas
nas listas de sucessor e predecessor. A partir destas
listas as rotas s8o0 oonstruidas no passo (8) onde as

totalizagbes desejadas tambéwm sio realizadas.
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1¥.3.3 - O Algoritmo de Insergao para o PPSU-JT

Em (SOLOMON, 1987) varios oritérios de inserglo sio
estudados. Nos utilizamos aguele gue generaliza o critério
de MOLE & JAMESON (1876), descrito no capitulo III, para o

caso do PPRSU-JT.

Este algoritmo pertence & classe de algoritwos
sequenciais & necessita de um critério para inicializar uma
nova rota. Apds inicializar a rota corrente, a cada
iterapdoc temos gque escolher a wmelhor posigéo de insergio
para cada ocliente livre afiwm de eétabelecer o welhor

cliente &2 ser inserido na rota.

O oritério de insercfo, gue determina a welhor
posicfo de insergfo no casoc do PPSV-JT, pode ser
estabelecido da seguinte maneira. éeja & um cliente livre
a ser incluido entre os dlientes p e u da rota corrente
(#,1,...,n), onde n e @ representam o deposito, entio para

todo & calcule:

ci(p,&,u) = Min {al cl(i,E,i+1) ta, oL(i 8,041 )};
i€{@,1,..,n )
(IV.13)
onde
Cpli @, itl) =050 + Cpyyy ~ BB,

feg 7 TIiugs

H
-3
]

e (iR, i41)
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O critério de selec8o, gque determina o cliente &”
a ser inserido na rota atual, & dado por:
* .
cs(p,& ,u} = HMax {x Cpg ci(p,&,u}} (Iv.14)

" £ viavel

Portanto, neste critério, o welhor local viavel de
inserg8o para um cliente livre & aquele gque wmwiniwmiza a
combinacfo ponderada de suas distincia e tewpo de insergio,
i.é., aguele gue miniwmiza uma ﬁedida da distancia extra e
do tewpo extra necessario para visitar o cliente &. 4

seguir, apresentamos o algoritwo.

ALGORITMO INSERCAO-JT;
{i) Leia Dados de Entrada;j
(2) Inicialize Variaveis;
(2) Faga r:= ij
(4) ENQUANTO Existir clientes livres FACA
(8.1) Inicie rota rj
(4.2) REPETIR
(4.3) PARA cada cliente livre FACA
Verifique viabilidade de
Carga;
SE Carga & vidvel ENTAO
Deterwmine welhor local
vidvel de insercdo (criteéro
(1V.13));
FIM SE
FIM PARA

(4.4) SE existir clientes viaveis para
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inserir na rota atual r ENT&O
Determine o welhor clisnte
utilizando o oritérioc de
selegéo dado por (IV.14);
Inserir o cliente éscolhidu;
Deletar o cliente escolhido
da lista de clientes livres;
FIM SE;
ATE nga existir clientes viaveis para
incluir na rota r;
Fapa ri= rv+lj
FIM ENQUANTO;
(3) Construir Rotasj

(6) Imprimir Solugio.

No algoritmo seguencial acima o passo (4.1)
inicializa uma nova tota v escolhendo um clients semente.
Atualwente, o oritério utilizado escolhe o clisnte com o
mais cedo horario de fechamento de Janelas de Temwmpo, isto &,
aguele gue possui o menor bi' No passo (4.2} a rota
corrente & formada pela.inserqﬁu de um novo cliente viavel
a cada iteracBoc até gque ndo mais exista cliente livre que
possa ser incluido ns rota. Isto & realisade ew duas
etapas. No passo (4.3} escolhe—se-D melhor local viavel de
insergfo para cada oliente livre de acordo com o critério
de insergéo definido por (IV.13). As posigbes vidveis para
os clientes gque possuam viabilidade de carga'sgo aguelas
gque satisfazewm as restrigdes de “schedule™, qué s30

verificadas através da estratégia definida na secfo IV.3.1
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pelas relagdbes (1v.3)-(1v.11}. No passo seguinte, se
existinr clientgs vidveis para a rota atual, deterwmina-se
gual & o wmelhor cliente segundo o oritério dado por
(IV.14). Escolhido o melhor cliente viavel, ele & inserido
na rota atualizando-se todas as variéveis pertinentes e
deletado da lista de clientes livres. Terwminado o passo
(4}, tal como no algoritmo Econowmia-JT, as rotas, cowm todos
os dados de saida desejados, sfoc construidas a partir das

listas de predscessor € SUCESSOT.,

IV.4 - Resultados Computacionais
Para avaliar o desempenho computacional dos
algoritmos apresentados nas secdes anteriores nos

desenvolvemos uwm conjunto de problewas testes, pois; na
literatura n#oc encontramos dados disponiveis para o
FPSV-JT. Estes problemas possuem caracteristicas gque tentawm
cobrir todos os aspectos gue podem afstar o éowmortamento
das heuristicas de otiwmizagio de percursos e seguenciamento
de veiculos. Estas caracteristicas incluem dados
geograficos, o niumero de clientes servidos por um veiculo e
caracteristiocas das Janslas de Tewpo tais cowmo percentagem
de clientes cowm restrigdc no horarico de atendiwento,

posigdo = comprimento das Janelas de Tempo.

No primeiro conjunto de problemas teste os clientes
gestdo distribuidos de maneira a formar grupos. Esta

caranteristica & bastante encontrada na vida real e pode
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ser caracterizada por regifes ou bairros de uwm centro
urbano. Os dados para as coordenadas e demandas dos
clientes foram extraidos da literatura (CHRISTOFIDES et
al., 1872}, este conjunto de problemas testes para o PPV se
tornou padrBo e & utilizadeo por varios autores. Este
problema possuli 120 clientes & uma capacidade para os
veioulos e um horizonte de planejamento gque permite, no
caso do PPV, a formaglo de rotas com ums wmedia de
aproximadaments onze clientes por rota. No segundo conjunto
de problemas, gue tawbem possue 120 clientes, os dados
geograficos dos clientes foram gerados aleatoriamente
através de uma distribuigdo uniforwe. Além destes,
construimos um terceiroc conjunto de problewmas gue tenta
distribuir 108% clientes de waneira a formar um problema
intermediario gue poderiamos classificar de

“gewi-agrupado”.,

Para cada cunjuntb de dados geograficos oriamos
inicialmente guatro problemas PPSV-JT!*s gerando Janelas de
Tempo para 10@%, 754, 304 e 254 dos clientes. As Janelas de
Tewmpo forawm geradas da seguinte waneira: inicialmente foram
escolhidos aleatoriamente os clientes com restrigao de

horario, em seguida gerados aleatoriamente os horarios de

abertura das Janelas &, dentro do intervalo de tewpo
[tmi,Tméx - tiw]’ onde Tmax representa o horizonte de
plane jamento, em ambos os casos o gerador possui

distribuigio de probabilidade uniforme. O comprimento das
Janslas de Tempo forawm finadas ewm um valor gue corresponds

a 15% do horizonte de plane jamento e
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representa problemas com restripdes "apertadas™, ou seja,
onde as restrigdes tewporais se sobrepfe As espaciais na
construgdo das rotas. Em seguida, para ocada um dos
problemas ja definidos, nds relaxamos o cowmprimento das
Janelas de Tempo atribuindo um valor que corresponde a 30%
de Tmax, representando problemas onde Os aspectos
geograficos se destacam na construplo das rotas e o aspécta
temporal € relaxado. Naturalmente, esta caracteristica deve
ser cownbinada ocom a densidade de oclientes gque possuewm

Janelas de Tewpo para melhor caracterizar o problewms.

Os Algoritmos descritos nas secgdes anteriores foram
implementados ewm TURBO-PASCAL versio 4.0 e os testes foram
realigados ewm uwm computador IBM-FC-AT compativel. 11
qualidade da soclugfo & wmwedida em termos do ndmero de

veiculos, dist8ncia percorrida & tempo total de espera,

nesta ordewm, ou seja, nds - usamos wma ordenacio
lexicografica da soluglo. Portanto, uma solugfo, por

exemplo, com poucos veiculos & com uma distdncia total alta
& melhor do gque um2 solucdo que utiliza mais veiculos porem
percorre uma distdncia total ﬂencr.- Na tabela IV.l
apresentawmos os problemas teste gerados cararacterizados
pelo ndmero de oclientes {n}, a maneira ocomo estio
distribuidos (distribuigdo}, a densidade de clientes que
possuem Janelas de Tempo (%4 JT) 2 o comprimento das Janelas
de Tewpo (Comprimento JT). Nas tabelas que seguem
apresentamos para ocada problema as solugbes dos wetodos

implewentados.
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Por uma consulta as tabelas podemos verificar que o
algoritmo Inserg8o-JT apresaenta solugdes de wmelhor
gualidade ewm relagfo ao algoritmo Economia-JT na grande
maioria dos problemas testes. O algoritmo Economia-JT so
consegue welhor desewpenho ew guatro problemas, sendo gque
em trés deles a densidade de clientes com Janela de Tempo &
de 25%. Estes resultados foram conseguidos variando-se os
pardmetros n,, @, = 4o do algorito Inserpgfo-JT e os
pardmetro p e k do algoritmo Economia-JT de wmaneira a

produzir o melhor resul tado em cada problema.

Quanto ao desempenho dos algoritwos em relagio ao
tempo de processamento verificamos, como era esperado (ver
Anexo), uma welhor performance do algoritmo Economia-JT. No
algoritmm Insergfo-~JT o tewmpo de proocessawento aumenta
gquando relaxamos as restrigdes, isto se deve ao aumento do

nimero de clientes vidveis gue devem ser considerados em

cada iteragio.
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Frob n Distribuigio % JT Largura JT
AAl 120 agrupados 106 15% de Tmax
AAZ 120 agrupados 79 15% i
AAZ 120 agrupados S@ 15% 1
AAd 120 agrupados 25 13% ik
AB1 120 agrupados 160 30 1
ABZ 120 agrupados 73 304 1y
AB3 120 agrupados 36 304 '
AB4 120 agrupados 25 1y ik
Uat 120 uniforme 100 13% 3
UAZ2 120 uniforme 75 15% '3
UA3 120 uniforme S@ 15% 13
uad 120 uniforme 25 15% ¥
UBi 120 uniforme 100 207 LI
UuBz 120 uniforms 75 3@ 1
uB3 120 uniforme 5@ 3@% 14
UB4 120 uniforwe 25 el 33
5A1 100 sewi-agrup. 166 15% L
SAZ 100 semi-agrup. 73 i5% L
SA3 100 semi-agrup. 5@ 15% 13
s5a4d 1@ semi—-agrup. 23 15% L
=3=31 106 semi-agrup. 106 3G% 13
sSB2 106 semi—-agrup. 735 304 v
s5B3 160 semi-agrup. 50 304 '
SB4 100 semi-agrup. 25 304 L

Tabela IV.! - Descrigio dos problemas testes.
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Froblema Economia Insergao

ie 2483 i5 2306

AAl
231 2:07,04 347 3:24,87
i4q 2004 i4 2291

AAZ
268 2:06,21 106 4:19,72
i3 2062 12 2044

AA3
197 2:@06,17 . i8 5:48,18
13 1815 iz 1844

AAd
86 2:05,73 at ?:29,05
i4 2171 i3 2iia

ABL
290 2:06,43 | 222 4:52,75
i3 1784 12 19396

ABZ
iig 2:@3,73 121 6:@1,85
i2 1952 | 11 1843

AB3
50 2:06,39 i2 6:356,33
i3 ' 1726 i1 137@

AB4
ig 2:39,34 85 7:¢30,61

Tabela V.2 - Resul tados Computacionais: no

cantosuperior esquerdo estd o nﬁmeru de rotas,
no direito a distdncia total percorrida pela frota,
no canto inferior esguerdo esta o tewmpo total de
espefa e no direito o tewmpo computacional dado em

minutos,segundos & centésimos de segundo.
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Problems Economia Insarcio
i7 2752 16 2794
ual
280 2:20,17 269 3:08, 36
i8 2393 13 2933
uaz :
285 2:18,90 79 a:16,77
i4 2381 13 2620
UAaA3 :
163 2:18,26 46 9:52,23
14 1380 14 2346
vad
A 2:18,80 7:1@9,74
15 2387 14 2738
UBl
148 3:31,3%9 i75 4:28,25
135 2480 13 2606
uBz2
308 2:40,60 1@8 5:96,32
13 2223 12 2177
UB3
136 2:117,97 23 5:155,36
i3 2¢97 i3 2156
uB4
35 2:18,25 6] 130,17

Tabela IV.2a - Resultados Cowputacionais

{Continuagio].
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Problewma Economia Insercgio

i6 2692 15 2262

sal
144 1:16,24 82 1:52,26
13 iglg 14 2026

S5A2
125 1:15,97 68 2:44,72
i3 17377 12 1830

SA3
= 1:22,353 53 3:11,31
12 149@ i1 1556

5a4
a1 1:28B,76 19 4:17,93
i5 igiz i3 1984

8Bl
Bl 1:42,93 112 3:00,27
13 1635 i2 1217

SBZ2
183 1:29,25 51 2:39,71
iz 1487 11 1698

SB3
i9 1:129,03 24 3:44,75
11 1432 i1 1441

5B4
i9 1:258,20 = 4:31,28

Tabela IV.2b - Resultados Computacionais (Continuagdo).

¥.5 - Conclusio

Neste capitulo nds definimos o Problewma de Percursos
& Sequenciawento de Veiculos cowm Resirigdes no Horario de
Atendimento dos Clientes (Janelas de Tempo)} & apresentawmos
a2 implementagfo de dois algoritwos aproximados gque sio
extensdes dos conhecidos algoritmos construtivos de

CLARKE & WRIGHT (1964) e de MOLE & JAMESON (1976).
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Os testes computacionais revelaw gue z heuristica de
insergido de MOLE & JAMESON (1976) adaptada para o PPSU-JT
produsz wme lhores resul tados gue = algoritmo de
CLAREE & WRIGTH (1i964). Podemos dizer gque no PPSV-JT o
aspecto temporal prevalece sobre o espacial =2 o algoritwm
Insercdo-JT consegue explorar eficientemente este fato

através de seus coritérios de insercfo e selegio.

Com relagfo ao tewpo computacional verificamos gue
ambos os algoritmos fornecem a solupBoc em tewmpo habil.,
Achamos gque o algoritmo Inserpfo-JT pode sofrer pegquenas
modif icagdes para welhorar o seu desempenheo, ocomo por
exemplo, considerar em cada iteragfo apenas um subconjunto
dos clientes livres na escolha do proximo cliente a ser
inserido na rota corrente. Cowm isto torna-se viavel uma

pos-otimizagio através de uma heuristica k-dtima.

Para finalizar, goétariamcs de salientar gue awbos
os algoriitwos dependem de ajustes em seus pardmetros para
produzir resul tados “otimizados”. No casoc do algoritmo
Insergféo~-JT, os paridmetros «, e a, devew ser devidamente
ajustados dependendo se= o problema possui restrigbes de
"schedgle" (comprimento das Janelas de Tempo e densidade de

clientes com JT)} fortes ou ndo.



- 119 -

CAPITULO U

CONCLUSAOD

Na primeita parte deste trabalho, ocapitulos II e
111, estudamos os principais wétodos de solugfo para o PPV,
Os witodos de solucfo exatos wmostraramwm-se incapazes de
resolver problewas de porte  elevado. A natureza
combinatoria desta classe de problemas nos leva a utilizar
metodos aproximados de solucfo. As véfias heuristicas
desenvolvidas para o PPV fornecewm solupdes satisfatorias,
sob o ponto de. vista de otimalidade, com um esforgo
computacional gue perwmi te uma implementacio - en

micro-computador.

Na segunda  parte, capitulo IV, desenvolvemos a
implewentacfo de dois algoritmos aproximados para resoiver
o PPSU-JT. 0= testes Dompﬁtacionais revelam gue o algoritmo
Insergio-JT & superior ao algoritwo Economia-JT, no que diz
respeito & gualidade da solucdo, na wmaioria dos problemas
testados. Sob o ponto de vista da velocidade de
processamento o algoritmo Econowia-JT se revelou wais
rédpido. Notamos tawmbém gue ambos os algoritmos dependewm do
ajuste de seus pardmetros para produzir solupbes de
gualidade. Acreditamos gque cada particular problema de
percursos de veiculos wmerece um estudo preliminar para

decidir o wm&todo de solucfo a ser adotado.



Os dois algoritwos implementados sio extensdes de
conhecidos métodos para o PPV. Achamos gque ambos podewm ser
melhorados em suas deficiénoias., No caso do algoritwo
Economia—-JT pode-se estabelscer um coritério adicional para
realizar as ligacfes que considere os aspectos relativos as
restricbes de “schedule”. Isto pode welhorar o desewpenho
do algoritmo nos problemas com restrigdes wmais “apertadas™.
No algoritmo Insercdo-JT ﬁﬁﬁ redugdo no tewmpo de
processamento pode ser alcangada se a busocsa pelo welhor
cliente a ser inserido for realizada sobre um subconjunto
dos clientes livres, Naturalmwmente, isto deve ser feito sewm

comprometer a qualidade da solugio.

Além destas melhorias, uma pds-otimizagio através de
uma heuristica k-dtima gque considere as restricbes de

"schedule” pode ser realizada.
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ANEXO

COMPLEHIDADE DOS ALGORITHMOS

ECONOMIA-JT E INSERCAO-JT.

1. Introducio

Podemos definir algoritmo como sendo uwma desorigdo
passo a passo de como um proﬁlema & solucionivel. A
descrigfo deve ser finita e os passos devewm ser bewm
definidos, ‘ sem ambiguidades e executaveis
computacionalmente. Diante da necessidade de resolver um
problewa fregquentemente devemos escolher o algoritmo mais
adegquado. Para isto devemos estabelecer oritérios de

avaliacao.

Quando estamos tratando de problemas afetos a

Otimizac8c Combinatdria muitas vezes, devido a natureza do

problema, torna-se impossivel encontrar a solugdo otima de
umsa deterwinada instdncia do problema em tewpo habil. A
alternativa entfio utilizada consiste ewm solucionar o

problema de forma aproximada atravées de uwm algoritmo
aproximado. Na avaliacido de uw algoritmo aproximado dois
oritérios de eficiénoia devem ser considerados:

(i) A gqualidade da solugio fornecida pelo algoritmoj

(ii) A Complexidade Cowmputacional do algoritwoj



- 131 -

A avaliaglo destes dois critérios pode ser feita de
maneira ewmpirica ou analitica. No procediwento ewpirico um
programa implementando o©o algoritmo & executado ewm um
computador para algumas diferentes insténcias do problema.
Para cada execugioc armazgena-se o valor da solugdo e wede-se
o tempo computacional correspondente. Ao final da
experiéncia obtéwm-se2 informagdes sobre o desempenho do
algoritwo. para aguelas insténcias, porewm, podeﬁca_ apenas
conjecturar com base em estatisticas qual serd o
comportamento do algoritwo para uma oclasse de problemas.
Utilizawmwos este procedimento no capitulo IV para avaliar o

desempenho de dois algoritmos que solucionawm o PPEV-JT.

Apesar das inforwagdes obtidas atraves do
procedimento empirico acima descrito serewm bastante dteis,
elas nfo permitem aferir o comportawmento real do algoritmo
sobre gualguer insténcié do problewma. Além disso, essas
medidas s&o dependentes de uma iwmplewentagio particular
(portanto, da habilidade do programador), do compilador
utilizado, do computador empregado e até das ocondigdes
locais de processamento no instante da realizagao das
medidas, Esses fatos justificam a necessidade de adogio de
algum procedimento analitico para aﬁalia¢§n da eficiéneia

do algoritwo.

Ums avaliac8oc sanalitioca do desempenho destes
algoritmos em relacfo & gualidade da solugfo foi realizada

por SOLOMON (1986) gue fez uma "Analise da Performance do
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Pior Caso™. Dada uma heuristica H e uma instdncia In de
tamanho n para o problem=a Pn y 0 resultado no pior caso
descreve o desvio maxiwo do valor da soluglo (Z (I }), dada

pela heuristica H, do valor otiwo (Z(In)}’ através da

Razio de Performance do Pior Caso, Tt dada por:
r (H} = Sup { Z,(I_}) 7 Z{(i_ }} wpara todo I € F_.

Solowon concluiu que, r = Q(n}) (f{n) = Q(g(n)) se I =)@
t.g. £{n} ¥ g(n) v n)}, em termoe da distédncia total viajada
e do nimero de veiculos utilizado. Isto basicamente
significa gue a Razfo de Performance do Pior Caso para os

algoritmos considerados ndo pode ser limitada por uma

constante.

Fassaremos a descrever um procedimento analitico que
nos permite avaliar o desewpenho dos algoritwos ECONOMIA-JT

e INSERGAO-JT relativo ao temwmpo de proéessamento.

é tarefa de definir um critério analitico torna-se
mais simples se a eficiéncia a ser avaliada for relativa a
alguma magquina especifica. Para 'isto, & conveniente
utilizar 'um modelo matemdtico de um computador.
Utilizaremos um wmwodelo oconhecido como RAM (Randon Acocess
Machine - Maguina de Acesso Aleatdrio). Trata-se de um
computador hipotético =lementar composto de uma unidade de
entrada, unidade de saida, mewdria e controle/processador.
O processador dispbe de instrugdes gue podem ser

executadas, A memdria armazena os dados & o programa. Cada
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instrugdo i do modelo possui uwm tewpo de instruglo t(i).
Deste wmwodo, se para a execucdo de um programa P, para uma

certa entrada fixa, s8o processadas r instrugdes do tipo

i

ii’ r, instrupdes do tipo 12,..., T instrugfes do tipo

in’ entdoc o tempo de execuclo T(n) do programa P & dado

poT

n

T{N}) = £ r, t{i).
. i
i=1
0 nosso interesse estia ewm avaliar este sowmitorio.

Fara isto, vamos supor gue t(i}) = 1 para toda
intrugo i, isto &, gue o tewmpo de execucdo de cada

instrucio seja constante 2 igual a 1. Com isto, o valor do
tempo de execuclo de um programa torna-se igual ao niwmero

total de instrugdes computadas.

Denowina-se passo de um algoritmo ¢ & computacgido de
uma instrugdoc do programa P gque o implewmanta. A
Complexidade Local do algoritwo ¥ & o nﬁﬁeru total de
passos necessarios para a computac8o completa de P, para
uma certa entrada E. Desejamos calcular o ndmero total de
passos  para entradas suficientemwente grandes. Para
facilitar a avaliagio da complexidade de um slgoritwo
define-se Complexidade Assintotica de um algoritwo como
sendo um limite superior de suarcamplexidade loesl, para
uma certa entrada suficientewente grande. A cowmplexidade
assintdtica deve ser descrita ewm relacgio as varidveis que.
descrevem o tamanho da entrada do slgoritmo. Para o caso

especifico dos algoritmos aproximados gque solucionam o
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FPESV-JT, o tamanho da entrada pode ser dada pelo numero de

ndos mn (clientes e deposito] do Grafo.

Para exprimir analiticamente a complexridade
assintdtica de um algoritwmwo utiliza-se a notagdo O(.).

Digewos que T(n) 2 de ordem O{f({n}) se existe

constantes positivas k e ng, tais que T(n} { k.f(n}, pars
n o} Tig

A complexidade assintdtica de wwm algoritmo
ohviamente ndo & dnica, pois a diferentes entradas podem
corresponder numeros de passos diferentes. Como  estamos

interessados em um procedimento gque forneca uma medida de

eficiéneoia do algoritwmo para gqualguer instdncia do
problema, defini-se a Cowplexidade de Pior Caso, ou
simplesmente cowmplexidade de um algoritwmo, cowmw sendo o

valor maximo de todas as suas compleridades assintoticas,
para enitradas suficientewente grandes. Portanto, a
complexidade de pior casoc traduz um limite superior do
numero de passos necessarios & computagdo da entrada wais

desfavoriavel,

Na avaliagdo de O(.) duas regras se aplicam.
A primeira delas &: se determinado problema P se divide
em partes independentes, digamug Pl =) F2 y & sendo Tl(n]
e Tz(n} respectivamsnte de ordewm O(f(n)} e O(g(n)},
entao T{n) = Tl{n} + Tg(n} e P sera de ordem

O{max {f{n}, G(n}}). A segunda &: Se Ti(n} e Tz(n} s&o

de ordem O(f(n}) e O(g(n}), respectivamente, e
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T{n} = Ti(n}.TQ(n) entdo P & de ordem O{f{n).g(n}).

2. Complexidade do Algoritmo ECONOMIA-JT

Faremos a analise da comwmplexidade de tempo do
algoritwmo ECONOMIA-JT a partir da descorigfo apresentada na
secio IU.S;E detalhando algum passo sempre gque for
necessario. De acordo com a primeira regra acima desorita
para avaliagfo da complexidade de um a}gnritmo vamo s
realizar esta andlise verificando a complexidade de cada um

dos passos gue compde o algoritwo,

Passa 1:
A leitura dos dados de entrada & dowminada pela
legitura dos dados relativos a cada cliente e ao
deposito, portanto, o tamanho da entrada para este
algoritws pode ser convenientewsnte aproximado para
o nuwmero de ands do Grafo G(N,A). Assim, a
complexidade deste passo & de ordem O(n}. HNeste
ponto oconvém observar gque utilizawos a disténocia
euclidiana entre dois pontos (clientes)] i e §j como

sendo o custo associado ao arco (i,j)}. Este custo &

calculado = partir das coordenadas dos
pontos i e j , sewpre gque necessario, por uma
fungio dis(i,j). Naturalwente, se os custos sio

fornecidos a priori a complexnidade para l=r os dados
seria entfo dominada pela leitura dos ocustos, ou

seja, de ordem O(I), onde I = |a&].
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Passo 2:
As inicializapbes feitas neste passo s&o dominadas
pelas inicializacles das variaveis relativas aos nos

da rede, portanto a complexridade & de ordew Q(n}.

Passo 3:
O parédmetro de redugBo de rede & calculado por
Man { dis(®,i}, ¥ i€N’ }, onde @& & = nd gue

representa o depdsito, cowo [N* | = n-i a

complexidade & de ordem O(n).

Passo 5:
Este passo realiza uma instrucfo de comparacgio parsa
cada arco {(i,j) € A. Portanto, a cowmplexidade & de
ordem  0O(7}, onde novamente 1 = la]. HNo caso,
simztrico, isto &, quando dis(i,j) = dis(j,i}
v (i,j}) € 4, I = n{n-1), Portanto, a complexidade

deste passo € de ordem O(nE}.

Passo 6@
As sconomias calculadas no passo anterior s8o0 agui
ordenadas através de um estrutura de dados "heap”™. O
"heap” de wm elemsntos pode ser construido por um
procedimente de complexidade de ordew O(m) (HOROWITZ
& SAHNI, 1978). Neste caso, w & o numero de arcos
para os gquais as econowias foram calouldas. No pior
caso m = I = n{n-1}, logo a complexidade & de ordem

O(nz).
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Passo 7:
No passoc 7 do algoritwmwo para oada &arco [ quatro
pracédimentos sdo executados.
O procedimento (7.1} & realizado em tewpo constante.
Em (7.2) as restrigfes de "schedule” sio verificadas
de acordo com o procedimento descrito na segio
1V.3.1 pelas relagées (IV.1®8) e (IV.11}, onde os
olientes Vdo caminho {u,u+i,...,n} s8oc neste casc os
clientes pertencentes a segunda rota gue sera ligada
a umarprimeira rota pela ligag8c (p,u). Portanto, a
avaliagio de (IV.1®) & realizada por um procedimento
de cowplenidade de ordem de D(ﬁ}, onde n & o
nimero de clientes da segunda rota. No pior caso,
onde o cliente p estaria sendo ligado a uma segunda
rota possuindo todos os dewmais clientes, n = n-2,
logo a complexidade deste pocedimento & de ordewm
O(n}.
No passo 7.3 o procedimento “"Realize a ligagdo”
envolve a atualizagdo de variaveis relativas aos
clientes das duas rotas ligadas = a atualizapdo de
"arrays” de tamanho n gue arwazenam as listas de
predecessor & sucessor de um nd i. A complexidade da
primeira atualizagdo €& dominada pela segunda gque
possui complexidade de ordem O(n}.
No passoc 7.4 o "heap” & ajustado de forma a exocluir
a ligap&o |[j& considerada. Isto pode ser realizade
por um algoritmo de cumplegidade de ordem O(log wmw),

onde no pior Caso m = n{n-1) portanto
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O{log m} = O(leg n}j

Finalmente, como os passos 7.2 e 7.3 dominam os
passos 7.1 & 7.4 e séo repetidos I = n(n-1}) vezes,
temos gque a complexidade do passo 7 &€ de ordem

o(f.n} = O(n°}.

Passo 8:
O procedimento “Construir rotas” consiste ewm formar
a matriz Rota[r,i] v = fy00yr & i = i,..4nor[r],
onde  ner[r] & o numero de clientes da rota r, a
partir dos "arrays” pd[i] e sc[i] gque fornecem o
predecessor e sucessor de cada i, respectivawmente.
Alem disto, todas as totalizacdes desejadas s&o
realizadas neste passo. Este procedimento pode ser
zintetizado pelos seguintes passcs relevantes:
ri= i
PARA i:i= 1 até w=n FACA
SE pd[i] = @ ENTAO
Rota[r,1]i= ij
indice:= 2j
sucessori= sof[i];
ENQUANTO sucessor # @ FACA
Rota[r,indice]:= sucessor;
indice:= indice + 1;
sucessori= sof sucessor ]
FIM ENQUANTO;

FIM SE;

FIM PARA;
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E facil verificar gue este procediwmento possui

2
complexidade de ordem O(n" ).

Finalmente, no passo 9 a solugdo pode ser impressa,

. : . . 2
por um procedimento andlogo ao acima descrito, em O(n" ).
Desta forma, baseados na primeira propriedade citada na
sec8o anterior, oconcluiwes gque a complexidade deste

algoritwo & de ordewm D(na}.

3. Complexidade do Algoritmo INSERCAO-JT

O algoritwo INSERGCAO-JT estd descrito na segdo
IV.3.3. 0 tamanho da entrada deste algoritmo também pode
serT aproxiwmado, pars fins mnaliticos, pelo nimero de nds =n

do grafo G(N,A}.

Nesta segfo vamos analisar a complexidade de temwpo
apenas do passo 4 do slgoritmo INSERCAO-JT, pois, os demais
passos s8o0 idénticos aos correspondentes passos do
algoritwo ECONOMIA-JT, j& analisados na s=g8c anterior

deste anexo.

No “loop™” do passoc 4 sdo realizados guatro

procedimentos principais. Vamos analizma-los separadamente,
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Passo 4.1:

O procediwmento "Inicie rota” basicaments consiste ew

2

escolher um cliente i € B N* (onde & & o

Ia]

conjunto dos clientes livres, isto &, gque nio
pertencem a nenhuma rota ja construida) através de
um ocriterico especifico. Os critérios normalwente
utilizados sfo escolher o cliente gque possui a waior
'demanda, escolher o cliente gque possui o wenor prazo
de atendimento (wenor bi} ou o cliente mais afastado
do depdsito. Para gqualguer um destes coriterios a
esgolha pode ser realigada por um procedimento cowm
complexidade de ordem de o{|s|}, como 8 C N ,

temos uma complexidade de pior caso de ordew O(n}.

Passo 4.3
Neste passo temos dois procediwmentos: “Verifigque
viabilidade d= ocarga”, que & realizado a tewmpo
constante e "Deterﬁine melhor local de insergio”. E

conveniente descrever este dltimo para realizarmos a
andlise de sua complexidade.

Procedim=nto Determine welhor local de inserpfog

FACA i:= indice cliente a ser inserido;
pi= indice do depdsitoj
si= primeiroc cliente da rota atualj

ENQUANTO s # indice do depdsito FACA

Verifigue viabilidade de "schedule” pars
inserir i entre p = sj

SE viavel ENTAO
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Caloule o custo de insergioc co(p,iss);
SE c{p,i,s) { menor ENTAO
menort= o{p,i,s);

p_escolhidoi= pj

s escolhidoi= s
FIM SE;

FIM SE;

pi= 5

si1= sucessor[p]}

FIM ENQUANTO;

No procedimento acima o comandnl de repeticio
ENQUANTO serd repetido =n veses, onde =n & o

nimero de clientes da rota parcialmente construida,
A verificapBo da visbilidade de "sphedule” e
realizada segundo o procedimento descrito na segio
IV.3.1 gque possui complexidade de ordem O(n)}. Como
os demais procedimentos s&c realizados a tewmpo
constante oconcluimos gque a complexidade deste
prncedimenta & de ordem O{EE}. Como no passo 4.3
este prooedimento & repetido para cada cliente livre
temos gque a complexidade deste passo & de ordem
D{n.ﬁz}. Como n & limitado por n, podemss escrever a

complexidade deste passo cowo sendo de ordem O(nB}.

Fasso 4.4:

Neste passo deve ser escolhido o wmelhor cliente
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vidvel para ser inserido na rota atual pelo critério
egspecificado pela relaﬁ&u (Iv.14). E facil verificar
qgque este prooedimento pode ser realisado em  no
maximo n passos. Portanto a complexidade deste passo

¢ de ordem O(n).

Os passos (4.3) e (4.4) est&o inseridos dentro do
passo (4.2). Como este passo &€ repetido enguanto existir
clientes vidveis, ele niéo & repetido mais do que n  veses.
E como (4.3) domina (4.4} temos que a complexidade de (4.2)
& de ordem O(nq). Finalmente, como este passo esta dentro
do passo (4) que & repetido r vezes, onde r & o
numero de rotas obtidas na solugdo, & se assumirmos gue

r* (¢ n concluimos que a complexidade de (4} ou do

algoritmo INSERCAO-JT & de ordem O(nq}.



