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RESUMO

No trabalho sao apresentados os algoritmos greedy
ou gulosos bem como seu embasamento teorico. Estes algoritmos
visam a resolucdo de problemas em Combinatoria e podem ser
aplicados de forma bastante eficiente a problemas de matroides.
Devido a este fato € apresentado num capitulo alguns conceitos
basicos da teoria de matroides. Em seguida € mostrada a aplica-
cao dos algoritmos gulososa problemas de matroides sendo tam—
bem abordados suas extensoes como polimatroides e conjuntos gu-
losos. Para estes problemas os algoritmos determinam a solucgao
otima. Finalmente & apresentado um capitulo de problemas onde

os algoritmos guiosos funcionam como heuristica, possibilitando

o desenvolvimento de Timites para a solucao otima.




ABSTRACT

Greedy algorithms are presented as well as the
basic theory envolved. These algorithms aim solving problems in
Combinatorics and may be applied in a very efficient way to
matroids. For that reason a chapter on elements of matroid theo
ry is presented. Then we introduce the greedy algorithm and
its application to matroids and extensions such as polimatroids
and greedy sets. For these problems the greedy algorithm deter-
mines an exact optimal solution, At last, we present a chapter
with problems where the greedy algorithm works as a heuristic,

allowing also to establish limits for the optimal solution.
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CAPTTULO 1

INTRODUCAKO

0 objetivo deste texto e introduzir os elemen-
tos basicos da teoria de matroides e algoritmos greedy. Como
ramo da combinatoria esta teoria tem sido destacada com muita

frequencia nos ultimos anos.

Apos contatos no exterior, com breves informa-
coes a respeito da teoria, essa pesquisa tinha como objetivo
jnicial abrir uma nova frente de estudos para os problemas de
localizacao de armazens. Dado um conjunto finito de £ centros

de producao, n centros de demanda, queremos escolher alguns

dentre os m locais candidatos dados, localizando e dimensionan

do os armazens correspondentes, de modo a minimizar custos de

transporte e armazenagem. Figura (I-1).

Problema de localizacao




0 modelo consiste em:
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onde:
xij = fluxo do centro de producao i ao armazem j
P = producao no centro i
ij = fluxo do armazem j ao centro de demanda k
dk = demanda no centro k

’e —
tj= ) X1j= fluxo total passando pelo armazem j

i=1




f( 1j) = funcao custo do centro de producao i ao armazem j
g(tj) = fung¢do custo de armazenagem para o armazem j
h(zik) = funcao custo do armazem j ao centro de demanda k.

As abordagens utilizadas na resolugao desses
problemas incluem metodos heuristicos, Branch-and-Bound, métg
do de Benders, programacdo inteira, concava, etc. 0 objetivo
inicial desta tese era fazer dos algoritmos greedy mais uma
opcao de tratamento do problema de localizagao. Alem de ser um
novo enfoque, a pesquisa se daria em uma teoria até entao des-
conhecida em nosso meio. Com isso, o trabalho consistia nao so
em tentar resolver problemas de localizagao, bem como elaborar

um texto didatico e introdutorio do assunto.

0 total desconhecimento do assunto e de biblio-
grafia especifica tornou-se um problema inicial. Foi feita uma
selecao de bibliografia de modo que esta tivesse um encadeamen
to 10gico, sequencial, com uma visdo global. Como o assunto @
muito vasto e existem limitacoes da teoria, que ressaltaremos
posteriormente, nao atingimos o objetivo inicial que era encon
trar um algoritmo eficiente para problemas gerais de localiza-
cdo. Resolvemos o problema de localizacao, porem sem atingir o

problema geral definido anteriormente.



A teoria de matroides surgiu da tentativa de
unificar, de certa maneira a algebra e a teoria dos grafos.
Hassler Whitney apos varios anos de estudos sobre teoria  dos
grafos notou similaridades entre as ideéias de independencia e

posto em teoria dos grafos a independencia linear e dimensao

no estudo de espacos vetoriais. Em seu paper basico, |25],

Whitney usa o conceito de matroides para formalizar essas simi

laridades.

Sejam Ay, Ayy ... A colunas de uma matriz A. Qualquer subcon
junto dessas colunas e linearmente independente ou dependente.
Notamos que os subconjuntos independentes satisfazem as seguin

tes propriedades:

(a) Qualquer subconjunto de um conjunto independente e indepen

dente.

(b) Se s es

mentos respectivamente entao Sp com alguma coluna de

sao conjuntos independentes com p e p+l ele-

S forma um conjunto independente com p+1 elementos.

p+1
Whitney verificou que outros sistemas, nao representados por
matrizes, satisfaziam as propriedades. Com isto, aos sistemas
algebricos que satisfazem as propriedades (a) e (b) ele denomi
nou um matroide. Trata-se portanto de uma generalizacao das
propriedades de matriz. Assim, um matroide e essencialmente um
conjunto sobre o qual & definido uma "estrutura de independen-

cia". Essa "estrutura de independencia" e uma generalizacao




da nocao de independencia e dependéncia linear. Ao mesmo tem-
po, B. L. van der Waerden tambem encontrou a ideia de matroi-
des enquanto formalizava as definicoes de independencia linear

e algebrica.

Com excecao de trabalhos isolados e as publica-
¢oes de Rado sobre aplicacoes de matroides |20| e matroides in
finitos |21], o assunto permaneceu ignorado por longo pericdo.
Novo impulso foi dado por Tutte com sua publicacao fundamental
sobre matroides e grafos |22] e Rado que estudou o problema de

. Desde entao, o interesse em

representacao de matroides |19
matroides e suas aplicacoes em combinatoria tem acelerado. Em
1965, Edmonds e Fulkerson descobrem uma importante classe de
matroides, os matroides transversais, responsaveis por mais re

sultados |7].

0s matroides estao intimamente ligados aos algo
ritmos Greedy ou Gloutons e que denominaremos de gulosos. Es-
tes algoritmos serao objeto de estudos em grande parte do tex-
to. Dado um conjunto finito E e uma funcao de conjuntos f defi
nida sobre os subconjuntos de E, os problemas a serem resolvi-

dos consistem em selecionar um subconjunto S* C E tal que

f(S*) = max f(S)
ScE

onde S* satisfaz a uma "condicao" definida sobre E. Muitos pro

blemas praticos encaixam-se neste modelo. A ideia intuitiva ba




sica do guloso e selecionar os elementos de E em ordem decres-
cente de pesos obtendo um conjunto S*. Seleciona a cada passo

. . i i+
um elemento i de maior peso que anexado a S fornega S ] man-

tendo satisfeita uma "condigao".

0 maior interesse dessa teoria concentra-se no
grande numero de problemas combinatorios enfocados. Fornece al
goritmos geralmente eficientes para problemas em teoria dos
grafos, fluxos em redes, coloracdao de arcos, programacao 1i-

near, etc. Estes algoritmos podem ser exatos ou heuristicos.

Para o caso especifico de matroides, estes algoritmos sao exa-
tos e fornecem solucdes otimas. Neste caso a "condigao" a ser
satisfeita pelo subconjunto otimo S* e dada pela "estrutura de

independencia" definida sobre o matroide.

Em geral, no entanto, estes algoritmos sao heuristicos sendo
bastante flexiveis e se aplicam a problemas tais como: proble
ma da mochila, problema de recobrimento, problema de localiza

cao nao-capacitado, problemas de intersecao de matroides, etc.

E uma teoria recente onde muito esta para ser
feito, tendo ja sido obtidos alguns resultados bons. Porem,
devemos ressaltar que provavelmente devido a estrutura matema
tica de matroides, que & pouco flexivel, existem poucas aplica
coes no campo pratico. Os exemplos praticos encontrados na 1li-
teratura sao normalmente pouco interessantes. E os algoritmos

gulosos talvez por serem de estrutura excessivamente simples,



fornecem solucoes otimas para problemas bastante restritos,
dentro de estruturas bem definidas. Consequentemente, para pro
blemas maiores o guloso e um algoritmo heuristico. Para estes
casos sao definidos Timites permitindo verificar quao distante

esta a solucao do guloso da solucao otima.

0 texto @ dividido basicamente em tres partes.
Na primeira parte, capitulo II, & tratada a teoria de matroi-
des, conceitos, definicoes, teoremas, tipos e exemplos de ma-
troides. Sem o intuito de fechar o assunto trata-se apenas de
uma introducao onde apresentamos os principais resultados sen-

do que nem todos sao utilizados posteriormente.

Na segunda parte, capitulo III, e apresentado
a ideia intuitiva do guloso, os primeiros teoremas e suas
aplicacoes. 0 capitulo se resume em tres modelos e tres algo-
ritmos. 0 primeiro, um modelo de otimizacao para matroides e
um algoritmo guloso exato correspondente. 0O segundo, um modelo
de otimizacao para polimatroides e um algoritmo guloso exato
correspondente., Esta nova estrutura sera-vista como uma exten-
sao de matroides, englobando o primeiro modelo. 0 terceiro mo-

delo consiste em:

max ¢ X
x g U

onde U & um conjunto compacto.



0 algoritmo guloso para este modelo, dependendo das caracterTg
ticas do conjunto compacto U pode ser exato ou heuristico. Ape
sar de desvinculado das estruturas anteriores, este algoritmo
e exato para todos os problemas que nelas se encaixam, englo-

bando os dois primeiros problemas.

Basicamente a concepcao dos tres algoritmos e a mesma. 0 que
. - -

se pode notar neste capitulo e que o que se faz e procurar um

modelo ou uma estrutura (matroide, polimatroide, ...) que foi

cada vez majs sendo sofisticada, para a qual esta concepgao ba

sica do algoritmo desse resultados satisfatorios. Os tres al

goritmos sao somente uma adaptacao da mesma concepcao basica a

diversas estruturas.

A terceira parte, capitulo IV, e dedicada aos
algoritmos gulosos heuristicos. Neste capitulo serao enfocados
alguns algoritmos heuristicos aplicados a problemas especifi-
cos tais como: problema da mochila, recobrimento, localdizagao
e problemas com funcoes submodulares. Tambem um capitulo intro
dutdorio para o assunto que e bastante vasto e muito esta em

aberto.

Finalmente, s3ao apresentados os apendices para
complementar o texto. Destaque aos apendices A e D sobre reti-
culados e submodularidade. Em ambos os casos temos uma introdu

cao da teoria suficiente para sua utilizacao no texto.



Procuraremos na medida do possivel associar es

ta teoria a modelos usuais em Pesquisa Operacional.
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CAPITULO 11

MATROIDES

1 - INTRODUGAQ

Um ramo da combinatdria, a teoria de matroides sur
giu da tentativa de unificar, de uma certa forma, a algebra e a
teoria dos grafos. Consiste, essencialmente, na generalizagao

dos conceitos de dependencia e independencia linear.

A teoria teve sua origem em 1930 quando B. L. wvan
der Waerden em seu "Moderne Algebra" forneceu os primeiros axio
mas relativos a dependencia linear e algebrica. Hassler Whitney,
em 1935, 20|, apos estudos em teoria dos grafos,notou similari-
dades entre as ideias de independencia e posto na teoria dos gra
fos a independencia linear e dimensao em espagos vetoriais.
Whitney fez a primeira utilizacao do conceito de matraide, forma

lizando essas similaridades.

Uma generalizacao abstrata de matriz, um matroide
€ um conjunto sobre o qual esta definida uma "estrutura de inde-
pendencia". 0 trabalho se prende apenas a matroides finitos ou

definidos sobre conjuntos finitos.

MATROIDE M = (E, F) & uma estrutura em que E & um
conjunto finito de elementos e F & uma familia de partes de E

que verificam:
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(I1) 0 ¢ F
(I2) Se FeRC S entio R e F

(I3) Se R e S sao membros de F com |S| = |R| + 1 entdo existe

s ¢(S - R) tal que (R U {s}) ¢ F.

Por analogia a algebra linear, os elementos de F
sao denominados subconjuntos independentes de E. Estes elementos
satisfazem a uma "estrutura de independencia" definida sobre E.
Uma nocao de independencia geral que pode ser bastante diferen-

te da classica independencia linear.

EXEMPLO 1.1

Seja E um espaco vetorial finito e seja F a fami-
lia de subconjuntos linearmente independentes de vetores de E.
Entdo (E, F) @ um matroide. Este matroide cuja "estrutura de in-
dependencia" consiste da independencia linear & um MATROIDE VETO
RIAL sobre E. Seja E = (e], €, €3, e4) um conjunto de vetores

no R2:

{ez,e4}, {e3,e4}, P}
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A definicao (I1.13) de matroide & facilmente veri-
ficada.F e o conjunto de subconjuntos linearmente independentes
(LI) de E em uniao com o conjunto vazio (I1). Todo subconjunto
de um conjunto LI e LI (I2). A condicao (I3) e satisfeita uma
vez que se S e FeReF, |S| = |R| +1, se nao existe s e(S-R)
tal que R |y {s} ¢ F, todo elemento e €(S-R) pode ser obtido por
uma combinag¢ao linear dos elementos de R, ou, e linearmente de-
pendente (LD) em R. Portanto sao LD's entre si, o que contradiz

o fato de S ¢ F.

EXEMPLO 1.2

Seja E o conjunto de colunas de uma matriz. Seja F
uma familia correspondente aos subconjuntos de colunas LI's da

matriz. Entao (E, F) e um MATROIDE MATRICIAL. Seja a matriz

de colunas (e1, €ys €35 €y e5).
0 matroide matricial M = (E, F) e definido:
E = {e], €55 €35 €y e5}

F = {{e]}: {ez}a LI ] {e5}a {e]aez}a {e]3é3}9 IR {e49e5} ’

{e],ez,e3}, {e],ez,e4}, {e3,e4,e5}, p}
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Na matriz os conjuntos LD's sao todos os subconjun

tos de quatro colunas e o proprio conjunto E.

Este matroide @ um caso particular de matroide ve

torial, uma vez que uma interpretagao geometrica pode ser obti-

da. Consideramos uma matriz A (mxn) no espag¢o euclidiano de di-

mensao m. A cada coluna de A correspondera um ponto do espacgo
de coordenadas (311’ Qois e ami)‘
EXEMPLO 1.3

Seja um grafo G. Seja E = {e], ce s en} 0 conjunto

de arcos de G. Seja F o conjunto de subconjuntos de E tal que pa
ra todo SCE, S e F se so se S nao contem um ciclo de G. F e o
conjunto de subconjuntos independentes (nao formam ciclos) de

um matroide sobre E, denominado MATROIDE GRAFICO. Seja o arafo

G, dado pela figura (II.1). 0 conjunto de arcos e dado por £ =
leqs «.us e6} e,
e
1 2 N2
€3 %
3 e 4

Fig. II.1 - Exemplo 1.3
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F = {{e-l}s {e2}9 c e ey {e5}9 {e-l,e3}, {e]se4}s {e-lae5}a {e23e3}s
{ez,e4}, {ez,e5}, {e3,e4}, {e3,e5}, {e4,e5}, {e1,e3,e4},--.,

{ez,e3,e4}, cees {e3,e4,e5}}
0s subconjuntos {e6}, {e],ez}, {e],e3,e4,e5}, {e2,e3,e4,e5} e

todos os subconjuntos contendo {e6} ou {e1,e2} nao sao indepen-

dentes, pois contem ciclos.

Podemos verificar que cada elemento de F corresponde a uma flo--

resta em G.

EXEMPLO 1.4

Seja E um conjunto de cardinalidade n, |E| = n. Se

ja F o conjunto de todos os subconjuntos de E com <cardinalidade
menor ou igual a k < n. Entao M = (E, F) e um MATROIDE UNIFORME,

u F = {Sc E| |S] < k}. Neste caso a "estrutura de indepen-

k,n"

dencia" consiste em cardinalidade inferior ou igual a k.
A definicao (I1.13) e facilmente verificada.

Um exemplo de matroide uniforme € o U2 4 sobre

E = {eq,e55e5,e,)5 k=2, n=14, F={SC El S| < 2},

-
L}

{{e'l}’ ¢ v {e4}9 {e'l,ez}, {e'l’e3}, AR ] {e3,e4}’ w}

Este matroide & tambem um exemplo de matroide ndo-grafico. Pois

se E & o conjunto de arcos, tres representagoes graficas sao pos
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siveis (figura II.2),

Fig. I11.2 - Exemplo 1.4

onde nenhuma satisfaz as condicoes de um matroide uniforme, U2,4.
No caso (a) os elementos de F possuem cardinalidade unitaria. No
caso (b), o conjunto de cardinalidade dois {e],ez} forma um ci-
clo. No caso (c) os conjuntos de tres elementos sao independen-

tes no grafo G.

Em todos os exemplos e definido um conjunto finito
E e a "estrutura de independencia" atuando sobre ele. Com isto
conceitos, definicoes e teoremas podem ser anunciados em analo-

gia a algebra e a teoria dos grafos.
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2 - DEFINICOES

Definido o matroide M = (E, F) alguns conceitos po

dem ser caracterizados.

Seja um conjunto E, um conjunto sobre o qual defi-
nimos uma propriedade. Seja o MAXIMO (MINIMO) ou MAXIMAL (MINI-
MAL) subconjunto RcC E aquele tal que nao existe um outro  sub-

conjunto R' < E que contem (contido em) R propriamente, satisfa-

zendo a mesma propriedade. Seja E = {0, 2, ..., 10} conjunto dos
pares menores ou iguais a 10. 0 subconjunto maximal (minimal)
RC E contendo pares menores que 7/ e R ={0, 2, 4, 6} (R =

{0}, R = {2}, R = {4}, R = {6}, todos minimais)

2.1 - Posto de S - r(S)

Seja o matroide M = (E, F). A funcdo posto de um
subconjunto Sc E, @ a cardinalidade do maximo subconjunto inde

pendente de S. Ou seja:

r(s) = max(|R| |[Rc S, R e F) = max |[RN S|
ReF

EXEMPLO 2.1.1

Para o matroide matricial, o posto de um subconjun
to Sc E coincide com o posto da matriz composta pelas colunas

contidas em S. Assim no exemplo (1.2):
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r({e]}) = .. 0= r({e5}) = 1
r({e],ez}) = ... = r({e4,e5}), = 2
r({e],ez,ea}) = ... = r(leg,e ,ep)) = r({e],ez,e3,e4}) = ... =

© 3

r({ez,e3,e4,e5})

r({e],ez,eB,e4,e5}) = r(E) = 3.

EXEMPLO 2.1.2

Para o matroide grafico o posto de um subconjunto
Sc t e a cardinalidade da maxima floresta contida em S. Para o

exemplo (1.3):

r({e]}) = = r({e5}) = ]

r({e],e3}) = ... 0= r({e4,e5}) = 2

r({e],e3,e4}) = = r({e3,e4,e5}) = 3

r({eg}) =0

r({e],ez}) :=r({e],e2,e6}) = r({e],e6}) = ... = r({eS,e6}) = 1
r({e],ez,e3}) = ... = r({ey,e,,ep}) = 2

Y‘({e],e3,64,65}) = Y‘({e23e35e4’65}) .::3

EXEMPLO 2.1.3

,» temos:

Para o matroide uniforme U
3
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ou seja r, (S) = min(k, 1s]), VscE

Para o exemplo (1.4) temos:

r({e]}) = r({e4}) = ]
r({e],ez}) = .. 0=
r({e],ez,e3}) =

r({e],ez,e3,e4}) =

TEOREMA 2.1.1

Se R e S sao membros de F com |S|

entao existe S5 Syo

Demonstracao: Seja R e F e S e F tal que |S| =

Seja Sy S tal que |S]| =

S. € F. Logo, por (I3), entao existe 54 e(S]-R

1
(RU {s]}) e F.

IR| + 1.

A demonstracao prosseqgue por inducao.

IR + 1. Por (I2)Sy e

) tal

= IR| + k, k >0,

.» Sy €(S-R) tal que (RU {s]}U U dish)ef

IR| + k, k > O,

independente,

que

Por outro lado, como s; ¢ R entao \RLJ{S]}I =
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Seja Sj_]g; S tal que |S = |R] + j-1 para j < k.

51!

Suponhamos existe Sps sees Syop E (Sj_]-R) de modo que:

(RU {syJU ... U {sj_]}) e F (I1.1)
e onde

IRU (53U - U sy q3] = [R[ + §- (11.2)
Seja agora Sjg; S tal que iSjl = |R| + j, o que & sempre possi-
vel pois |S| = |Rl + k e j < k. Entao por (I2) Sj e F.

Devido a (II.1), (II.2), por (I3), entao existe

;€ (Sj - (RU {s]}LJ .. U {sj_]})) (I1.3)
tal que (R U {s]}lJ .. U {sj}) e F.
Como, por suposicao, Sys e Sj-] 3 (Sj_1-R)g; (S-R) e devido a
(I1.3) S5 € (Sj-R)q; (S-R) entao Sp> cees S5 € (S-R), o que com-

pleta a demonstracao.@®

TEOREMA 2.1.2

Se M = (E, F) & um matroide, a funcao posto, r, de

subconjuntos de E, verifica:

(a) r(P) = 0
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(b) VRC Sc E, r(R) < r(S)

(c) VR, SCE, r(R) + r(S) > r(RU S) + r(RN 9)

Demonstracao: As propriedades (a) e (b) sao evidentes pela defi-

nicao de posto. Basta mostrar (c).

Seja o matroide M = (E, F) e os conjuntos RC E e SC E. Seja F]
0 maximo conjunto independente em (R {1 S) tal que !F][ = r(RN S).
Seja F2 0 maximo subconjunto independente em (R S) tal que

Fyl = r(RUS).

Como (RN S)cC (RU S), de (b), (RN S) <r(RU S).

Suponhamos r(R 1 S) = IF]! = p
r(RUS) ='[F2| = pt+tk, k >0 (I1.4)
Entao pelo teorema (2.1.1) podemos tomar k elementos
€15 o5 «..5 ) € (F2 - F1) (I1.5)
de maneira que
F3 = F] U {e]}U ...LJ{ek} (I1.6)

e independente.

Como IF3| = p+k, entao de (II.4):
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r(RU S) = p+k = |F (11.7)

31

De (II.5) €15 €55 ..., € € Fzg; (RU S) e €15 .es € £ F] C

(RN S). Por outro Tado se existe ei ¢ (RN S), como todo sub-~
conjunto de um conjunto independente e independente (por (I2)),
teriamos de (II.6) que Fi U {ei}q; RN S seria independente. Mas
isto e um absurdo pois Fy e maximo de (R S). Logo nao éxiste
e. € (RNS) ou seja €1s +.ns € ¢ (RN S).

i

Logo €15 €95 ..., € € (R-S) U (S-R). Seja

AC (R-S) e BC (S-R) (I11.8)
tal que {e]}LJ{eZ}U ... U {ek} = AU B. De (II.6)
F3=F]UAUB . (IT.9)

Como F, C R NS ede (II.8), ACR e BC S entao (F] UAYCR e
(F](J‘B)g; S. Logo por (b) temos:

r(F; UA) < r(R) e r(FUB) < r(s) (11.70)

Utilizando a propriedade (I2), como F3 e independente, qualquer

subconjunto de F, & independente. Logo de (II.9) (F] U A) e

3
(F] U B) sao independentes e pela definicao de posto

Y‘(F] UA) = |F] U A[
Y‘(F.IUB) = ]F]UB’ (IT.17)
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Por outro lado, de (II.8) e como F;C (R Nns, Fis A e B sao
conjuntos disjuntos. Portanfo
FLUAL = [Fy] o+ A
[Fy U Bl = [Fy| + [B]
[F; UAUB| = [F| + [A] + |B] (11.12)
De (II.10), (II.11) e (II.12)
r(R) + r(s) > r(Fy UA) + r(F; U B)
= !F]UA!"'!F]UBI
= [Fq] + IA] + [Pyl + |B | (I1.13)
De (II.7), (II1.9) e (II.12)
r(RUS) = [Fyl = [F{U AUB| = [Fy| + [A] + [B]
(I1.14)

De (II.4), [F]| = r(RNS). Logo, de (II.13) e (II.14)

r(R) + r(S) > r(RNS) +r(RUS). @

Com as propriedades acima a funcao posto r e uma

funcao nao-negativa, nao-decrescente e submodular.




2.2 - Base do Matroide

Definido posto, em analogia a algebra, define-se
base do matroide M = (E, F): & o maximo subconjunto independente

em E.

EXEMPLO 2.2.1

Para o matroide matricial uma base de M coincide
com uma base da matriz. No exemplo (1.2) as bases de M sao to-
dos os subconjuntos de E com tres elementos.

B = {{e],ez,e3}, Cees {e3,e4,e5}}.

EXEMPLO 2.2.2

Para o matroide grafico uma base de M & uma flores
ta contendo uma Unica arvore maxima ou uma arvore geradora de G.
Uma arvore geradora contém (n-1) arcos, onde n & o numero de
nos. Para o exemplo (1.3), n = 4, as bases de G sao todos 65 con
juntos independentes com cardinalidade 3. Bases,

B =‘{{e]ae39e4}3 [ECREREY {83,84,e5}}.

EXEMPLO 2.2.3

Para o matroide uniforme, Uk n? as bases de M se-

]

rao todos os subconjuntos de E com cardinalidade igual a k.
B ={Sc E| |S| = k}. Para o exemplo (1.4), matroide uniforme

U B ={Sc E| |s| = 2} = {{e.e,}s .oy {egse,ll.

2,4°
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TEOREMA 2.2.1

Seja F um conjunto de subconjuntos independente de

um matr6{de M = (E, F). Para qualquer SC E, se F] e F2 sao 0s

maximos subconjuntos independentes de S, entdo [F]] = |F, .

Demonstracgao: Utilizando a condicao (I3) mostraremos que
[Fyl = [Fyl. Seja o matroide definido sobre SC E, M = (S, F') ,
onde F' @ o conjunto de subconjuntos independentes de S. Seja
F] e F' e F2 e F' os maximos subconjuntos independentes de S.
Suporemos que IF1! < |Fy|. Seja Foe F', tal que Fo F, e
|F3| = |F][ + 1. Por (I3), existe um elemento e e (F,-Fy) tal

que (F] U {e}) ¢ F', o que contradiz o fato de Fi ser maximal em

S. Logo IF]I = |F,].®

TEOREMA 2.2.2

Toda base de um matrdoide M = (E, F), contém o mes-

mo numero de elementos.

Demonstracao: Seja o matroide M = (E, F), B] e F e 82 e F bases

de M. Pela definicao de base B1 e 82 sao maximos subconjuntos in

dependentes de E. Portanto pelo teorema (2.2.1), |By| = [B,].

No exemplo (2.2.2) vimos que uma base de matroide
grafico e uma arvore geradora do grafo G. Assim uma consequencia

direta do teorema (2.2.2) e anunciada.
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COROLARIO 2.2.1

Toda arvore geradora de um grafo conexo contem 0

mesmo numero de arcos.

0 resultado pode ser particularizado para os de-

mais tipos de matroides.

TEOREMA 2.2.3

Seja o matroide M = (E, F). B ¢ F & uma base do ma

troide se e so se r(B) = r(E).

Demonstracao: Seja o matroide M

(E, F) e B e F

(<)

Se r(E) = r(B) entao B e uma base

Pela definicao de posto como B ¢ F entao r(B) = |B|. Por hi

potese r(E) = r(B) = |B].

Pela definicao de posto e base de um matroide, B e uma base.

Se B e uma base entao r(B) = r(E).

B & uma base entao r(B) |B|. Como BC E, pela definigao de

r(B).®

base e posto r(E) = |B]|
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TEOREMA 2.2.4

Seja o matroide M = (E,F). SC E & um conjunto in-
dependente, S ¢ F, se e somente se esta contido em uma base do

matroide.

Demonstracao: Seja o matroide M = (E, F) e SCE.

(«) S esta contido em uma base entao S € F.

Seja B uma base do matroide e seja SC B. Como B ¢ F, pela

propriedade (I2) de matroides, entao S ¢ F.

(+) S € F entao S esta contido em uma base do matroide.

Seja S ¢ F e B e F uma base do matroide. Pela definicao de
posto S ¢ F entao r(S) = |S|. B € F uma base do matroide en-

tao pela definicao de posto e base.

r(B) = |B| = r(E) (I1.15)

Pela definicao de base, B & maximal e portanto |S| < [B].Se

ja

IB] = |S| + k, k >0 (I1.16)

Entao pelo teorema (2.1.1) existe

€1 +-es ék e (B-S) (11.17)

tal que
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(SUfeqbU ... Ufled)efF (11.18)

De (II.17) {e], Cees ek}(: B. Como B ¢ F, utilizando a proprieda

de (I2), entao
{{e;}Ule,} U ... Udledle Fee !{e]} U... LJ{ek}I =k (II.19)

De (II.17) eq» ..., e, # S. Logo S e {{eg}U... Uf{e 1} sdo dis-

juntos e portanto
s Uleyt U ... Ufe 3] = Is| + [{eq}U... Ufe 3| (I1.20)
De (II.20), (I1.19) e (II.16) temos:
S Ufeqd U ... Udle | = Is[ + k= [B] (I1.21)

Por (I11.18) temos que (S U {e]} u.... U {ek}) e independente.

Logo pela definigao de posto
r(sU{e;}U... Ufe ) = [sUfe;3U... Ufle 3| (I1.22)
Entao podemos escrever devido a (II.22), (II.21) e (II.15):
r(s UdfelU... Ufel) = lSU{e]}U...U{ek}l=\Bl = r(B)=r(E)

Portanto, pelo teorema(2.2.3)(S U {e]}LJ...lJ{ek}) € uma base.
Seja B' uma base do matroide tal que B'=S U {e;3U... U{ek}. Lo~

go S B'.
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2.3 - Circuitos

Seja o matroide M= (E, F) onde F & o conjunto de

subconjuntos independentes de E. Seja Sc E. Pela definicao de

posto, S € F, S & um conjunto independente se e somente se
r(s) = |S|. Um conjunto SC E que nao pertence a F denominamos
conjunto DEPENDENTE. Evidentemente S e dependente, isto e,

S ¢ F se e somente se r(S) < |S].

De maneira semelhante, um elemento e ¢ E e DEPEN-
DENTE EM SC E se r(S U {e}) = r(S). Caso contrario e  INDEPEN-

DENTE.

No exemplo (1.2) e, € Eeepce E sao dependentes em S={e],e2,e3}.

Ao passo que e, € eg sao independentes em S = {e],ez}.

CIRCUITO EM S E e um minimo subconjunto dependen

te de S. Se Cc E, e um circuito, entao r(C) = |C| - 1.

EXEMPLO 2.3.1

Para o matroide matricial, um circuito corresponde
a um conjunto de colunas LD tal que ao retirar qualquer coluna
temos um conjunto LI. No exemplo (1.2) para S = E={e],e2,...,e5}
temos os circuitos em S: C :{{e],e2,e3,e4},{e],e2,e3,e5}, cee s
{ez,eS,e4,e5}}. 0 conjunto E apesar de dependente nao e um cir-
cuito. Para S #={e],e2,e3,e4} um circuito em S € o proprio con-

junto. O0s conjuntos de cardinalidade menor que quatro nao pos-



suem circuitos, sao LI.

EXEMPLO 2.3.2

Para o matroide grafico um circuito corresponde a
um ciclo no grafo G, de forma que, ao retirar um arco do ciclo,
temos uma arvore em G. No exemplo (1.3), S = E ={e],...,e6} te-

mos 0s$ circuitos em S:
C = {{e6}s{e] 9e2}9{e-| ,63,34,95},{92,93,84,65}}.

Subconjuntos dependentes tais como: {e],ez,e3},{e],ez,e3,e4},

{e53e6}, {e3,e4,e5,e6} e o proprio conjunto E, apesar de depen-
dentes nao sao circuitos em E. Para S = {e],ez,es,e4} um circui
to em S e o conjunto C = {e],ez}. 0 conjunto S = {e],e3,e4} nao

contem circuito, pois e independente.

EXEMPLO 2.3.3

Para o matroide uniforme, Uk n° 0s circuitos em E
)

sao todos os subconjuntos de E com cardinalidade k+1.

C = {Sc E| |S| = k+1},

No exemplo (1.4), no matroide uniforme U2 40 temos o0s circuitos
em E, C = {{e],ez,e3}, {e],ez,e4}, cees {ez,e3,e4}}. 0 conjunto
E e dependente mas nao e um circuito. Os conjuntos de cardinali-

dade menor que tres nao possuem circuitos, sao independentes.



TEOREMA 2.3.1

Seja o matroide M = (E, F). SC E & um conjunto

independente, S € F, se e somente se nao contem nenhum circuito

do matroide.

Demonstracao: Seja o matroide M = (E, F) e SC E.

(«) Se nao existe nenhum circuito contido em S entao S ¢ F.

Suponhamos que nao existe nenhum circuito contido em S, mas
que S ¢ F. Logo S & um conjunto dependente e r(S) < |[S|. Con
sequentemente pela definicao de circuito, existe um subcon-
junto dependente minimo CC S, onde C e um circuito por defi

nicao. Logo, contradiz a hipotese inicial. Portanto S ¢ F.
(+) Se S ¢ F entao S ndo contem nenhum circuito dO matroide.

Seja S ¢ F. Suponhamos existe CC S, onde C & um circuito do

matroide.

Por (I2), se CC S ¢ F entao C € F, o que & impossivel pois

C @ um conjunto dependente. Logo rao existe C tal que CC S.
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TEOREMA 2.3.2

Seja o matroide M = (E, F) e CC E um circuito do
matroide. Cada elemento e ¢ C & dependente sobre todo o resto do

circuito, (C - {e}).

Demonstracao: Seja o matroide M = (E, F) e CC E um circuito do

matroide. Pela definigao de circuito

r(c) = |C| -1 (11.23)

Seja e e C e seja S = (C - {e}). Como C & um conjunto dependente
minimal entao todo subconjunto de C e independente. Logo S e

independente e pela definicao de posto

r(s) = |S| = |C-{e}] = |C|] -1 (I1.24)
Como C = S U {e} de (I1.24) e (II.23)

r(s) = [C] -1 = r(C) = r(s U {el})
Ou seja r(S) = r(S U {e}) e pela definicao de dependencia e e
dependente em S = (C - {e}). Como a demonstracdo & valida Y e eC,
demonstramos o teorema.@®
No exemplo (1.2) vimos que C = {e],ez,e3,e4}C:E e

um circuito no matroide matricial. Assim e, e dependente em

S'=={e],e2,e3}.e2 e dependente em S =r{e1,e3,e4}, etc.
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2.4 - Fecho

0 FECHO de um subconjunto RC E no matroide M=(E,F),

SP(R), € o maximo subconjunto SC E contendo R tal que r(S)=r(R).

Se B & uma base do matroide, pelo teorema (2.2.3)

r(B) = r(E), portanto SP(B) = E.

Um subconjunto R tal que SP(R) = R & chamado sub-

conjunto FECHADO.

EXEMPLO 2.4.1

Para o matroide matricial do exemplo (1.2) o fe-
cho dos conjuntos de cardinalidade tres, quatro e cinco e o pro-
prio conjunto E. Todos possuem posto igual a tres. 0s conjuntos
de cardinalidade menor que tres sao fechados, o fecho @ o pro-

prio conjunto.

EXEMPLO 2.4.2

Para o matroide grafico do exemplo (1.3) temos:
SP({e]}) = SP({eZ}) = {e],ez,eG}
SP({e3}) = {e3,e6}, e SP({eS}) = {es,e6}
SP({eq.e5)) = {esey.e5,e0), ..., SP({egsep}) = {eg.ep,ep)
SP({e],eB,e4}) = {e],ez,e3,e4,e6},..., SP({e3,e4,e5})t{e3,e4,e5,e6}

SP({ej,e3.e,,e.1) = {eq,e5,e5,e,,ep,e(}




EXEMPLO 2.4.3

Para o matroide uniforme Uk,n’ temos primeiro 0S
subconjunto S E tal que |S| < k. Neste caso todos os subconjun
tos sao fechados, SP(S) = S. Pois, se existir um subconjunto
S'D S, |S'| < k, entao r(S) = |S| < |S'] = r(S"). Logo

r(S) < r(S') e S' nao e fecho de S.
Segundo, para os subconjuntos SC E tal que |S | > k. Neste caso,
para todo SC E, r(S) = k = r(E). Portanto o fecho @ o conjunto

E.

TEOREMA 2.4.1

Seja o matroide M = (E, F) e seja SC E o fecho de
um subconjunto R C E entao todo elemento e £(S-R) & dependente

em R.

Demonstracao: Seja o matroide M = (E, F) e SCE o fecho de um

subconjunto RC E. Logo r(R) = r(S).

Suponhamos existe e € (S-R). Pela definigcao de fecho RC S e co-

mo e € S entao (R U {e})C S.

Como Rc RU{e} C S, temos aplicando teorema (2.1.2(b))

r(R) < r(RUf{e}) < r(S)
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Mas como r(R) = r(S) entao:

r(R) = r(R U {el})

0 que prova pela definicao que e e dependente em R. @

TEOREMA 2.4.2

Seja o matroide M = (E, F) e SC E. 0 fecho SP(S)

€ unico.

Demonstracdo: Seja o matroide M (E, F) e SCE. Por absurdo su

ponha exista Si€ Ee S, C E, distintos, tal que SP(S) = S e

1
SP(S) = S,. Como S; e S, sao fechos de S entao sao subconjuntos

maximais distintos de E contendo S. Pela definicao de fecho,

Podemos supor sem perda de generalidade que existe e, € (52'81)'

Como SC S], necessariamente

r(s; U fe,}) > r(s) = p (11.25)

pois caso contrario S] nao seria fecho de S. e, € 52 e portanto
(S] U {ez})g; S1 U S,. Logo, aplicando o teorema (2.1.2(b)) e

de (II.25)

r(s, U S,) > r(S; U {e,}) > p+l (11.26)



Por outro lado como SC S

; € SC S, temos s S; N S,. Aplican-

do novamente o teorema (2.1.2(b))

N s,) >r(S) =p (I1.27)

Adicionando (II1.26) e (I11.27)

r(s; Us,) + r(s, n Sp) > 2p+1 > 2p = r(Sy) + r(Sz)

r(s; U s,) + r(s, N S,) > r(Sy) + r(s,)

0 que contradiz o teorema (2.1.2(c)). Logo a suposicao de que
S] e 52 sao distintos nao pode ser verdadeira. 52 ='S], o fecho

e Gnico.@

3 - DEFINICOES DE MATROIDES

Na secao (II.1) foi dada uma definicao de matroide,
(I1-13), utilizando o conceito de independencia. Utilizando 0s
conceitos apresentados nas segoes anteriores, novas definicoes,
equivalentes a primeira, podem ser obtidas, fixando novas pro-

priedades.

3.1 - Definicao em Termos de Posto

TEOREMA 3.1.1

Seja E um conjunto finito. Seja r uma funcao de




subconjuntos de E e F um conjunto de subconjuntos de E tal que

F

{SC E|r(S) = |S|}. A funcao r satisfaz:

(RT) r(P) = 0;

(R2)

para qualquer SC E e qualquer elemento e ¢ E

r(s) < r(s U {er) <r(s) +1;

para qualquer SC E e €1s €, € E, se

r(s U {eq}) = r(sUfe,}) = r(s) entao r(SU{eL}U{eé})==r(SL

se so se M = (E, F) e um matroide e a funcao r e a funcao posto

do matroide.

Demonstracao: Seja E um conjunto finito e r uma funcao de subcon

Jjuntos de E.

(=) (R1-R3) = M =(E,F) & um matroide e r a funcao posto de M.

Seja F um conjunto de subconjuntos de E tal que F =
{SC E|r(S) = |S|}. Aplicando (R1-R3), mostraremos que F sa-

tisfaz (I1-1I3) e portanto M = (E,F) & um matroide sobre E.

De (R1), r(@) =0 = |p| - P e F. (IT) e satisfeita.

Seja S ¢ F e RC S. A propriedade (I2) somente sera satisfei

ta se R ¢ F. Suponha R ¢ F.

Pela definigcao de F, R ¢ F > r(R) < |R|. Seja (S-R) =

{sys895...5s5, 3. Por (R2), r(RU {sq}) < r(R)+1 <IR| + 1.



Aplicando (R2) repetidas vezes:

r(s)

r(RU{sq3U... Us ) < [R] + k = |S] » r(S) <|S],is

to contradiz o fato de S ¢ F. Portanto R e F e (I2) e satis-

feita.

Seja R e Fe S e F tal que |S] = |R] + 1

R = {r], cees rq, sq+], s sk}

S = {r], cees rq, tq+], . tk, tk+1}’ com s # tj,

g+l < i,j < k

Se mostrarmos que existe t e(S-R) tal que (RU{t}) ¢ F a pro

priedade (I3) e satisfeita.
Suponha que (R U {t.}) £ F para g+1 < 1 < k+1.

Por (R2),

r(R U {t:}) > r(R) = |R| (11.28)

Como
(R U {t.}) ¢ F entao r(RU{t;}) < [R[+] (11.29)
De (II.28) e (II.29), r(RU {t;}) = [R] = r(R)

Vi g+l < i < k+l

Logo, por (R3) temos que r(R U {ti}U{tj}) = r(R) =

'Rls q+]_<_]>Jik+-|.




b)

b2)

Aplicando (R3) sucessivamente:

r(s) < r(RLJ{tq+]}LJ...LJ{tk+1}) = r(R) = |R| <]|S]. Logo
r(s) < Is|, contradiz o fato de S € F. Assim (RLJ{ti}) e F

para algum i e (I3) e satisfeita. Como F satisfaz (11:13), F
e um conjunto de subconjuntos independentes de um matroide
M = (E,F) e consequentemente a fungdo r e a funcao posto de

M.

Se M = (E,F) e um matroide e r a funcao posto de M > (R1-R3)

Seja M = (E,F) um matroide sobre E e r a funcdo posto de M.

Aplicando as propriedades de matroide mostraremos que a fun-

¢cao posto do matroide, r, satisfaz (R1-R3)

Por (I1), @ € F, logo pela definicao de posto r(@)=0.(R1).

Seja SC E. Para mostrarmos (R2) dois casos sao possiveis.
e €S, Logo r(S) = r(S U {e}) < r(s) + 1.

e ¢ S. Utilizando o teorema (2.1.2(b)), como S (S U {el})
r(s) < r(sUf{el) (I1.30)
Utilizando o teorema (2.1.2(c))

r(sU{e}) < r(S) + r({e}) - r(sN{e}) (I1.31)
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Mas (SN{e}) = @ e pela definigcao de
r({e}) < |e] = 1. Logo, de (II.31)

r(sUfel) < r(S) + r({e}) = r(s) + 1

De (II.30) e (I1.32)

r(s) < r(sufe}l) < r(s) + 1.(R2)

c) Seja SC E. Da mesma maneira, para mostrar (R3) dois

sao possiveis:
cl) See; e See,eS entao (R3) e evidente

C2) Seja
e, e(E-S) e e, e(E-S)

Seja

r(sUf{e;}) = r(sUfe,}) = r(S) e R=SUle lUle,}

posto

(11.32)

casos

(I1.34)

Do teorema (2.1.2(b)), como S CR entao r(S) < r(R)

Suponhamos que

r(S) < r(R)

(11.35)

Por absurdo, mostraremos que esta suposicao e im-
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possivel.

Seja S' c S tal que S' & F o maximo subconjunto in

dependente de S. Pela definicao de posto:

r(s') = |S'| = r(S) (11.36)

Seja R' C R tal que R' ¢ F & o maximo subconjunto

independente de R. Pela definicao de posto

r(R') = [R'] = r(R) (11.37)

De (II.35), (II1.36) e (I1.37)

Is'| < |R'| (11.38)
Logo |R'] = |S'| + k, k > 0. Portanto pelo teorema (2.1.1) existe
Pys oo € (R" = S") (I1.39)
tal que
(" Udry3U... Udr}) eF (11.40)

De (II.40) e pela propriedade (I2)

(s'Ulrsd) e Fy 1 <4 <k (I1.471)



Evidentemente r. £ S, pois se tivessemos r. ¢ S

entao (S' U {r.}) €S e devido a (II.41) (S' U {r.}) seria inde-

pendente, o que contradiz a maximalidade de S' em S.

Logo Pis +oes Ty € (R'-S) € (R-S). Mas de (II.34)
(R-S) = {e],ez}. Sem perda de generalidade, podemos fazer

r. = eq. De (II.41), aplicando a definicao de posto

r(s" U {r;}) = r(s' Ufe}) = [S" U {eg}| (11.42)

De (II.33) e; ¢ SO S'. Consequentemente {e,} e

S' sao disjuntos e
[S'Ufe ] = [S'] +[{eg}]= [S'] +1 (11.43)
Logo, de (II.42), (I1.43) e (II.36)
r(s'Ufey}) = [S'Ufegd[ = |S'] + 1 = r(s) +1 (II1.44)
Como S'C S, evidentemente pelo teorema (2.1.2(b))
r(SLJ{e]}) > r(s'U {e]}) (I1.45)
De (II.44) e (I1I1.45), r(SLJ{el}) > r(S), o que

contradiz a hipotese inicial que r(SLJ{e]}) = r(S). Logo a supo-

sicao feita de que r(S) < r(R) e impossivel. Temos entao:

r(R) = r(sUfe;} U fey}) = r(s). (R3)
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Pela definicao de posto se SC E, S & independente

entao r(S) = |S|. Logo F = {SC E| r(S) = [S]}.~

Com isto completamos a demonstracao.@®

3.2 - Definicao em Termos de Base

TEOREMA 3.2.1

Seja E um conjunto finito de elementos e B um con-

junto de subconjuntos de E. B satisfaz

(B1) B # @ e seus elementos ndo estdo estritamente contidos uns

aos outros;

(B2) Se By ¢ B, B, ¢ Bee, (B -B,) entdo existe e, e(B,-B,)

1 1
tal que (B]-{e1}lJ{ez}) e B

se e somente se B e o conjunto de bases de um matroide

M= (E, F) onde F = {F'|F' C B para B ¢ B}

Demonstracao: Seja E um conjunto finito e B um conjunto de sub-

conjuntos de E.

€ o conjunto de bases de um matroide M

——
4
g
wn
o
w
™

(E,F) >(B1-B2)

Seja B o conjunto de bases de um matroide M (E,F).
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De (I1) temos que @ ¢ F. Entao, pelo teorema (2.2.4), pC B,
onde B & uma base do matrdide. Logo, existe B ¢ B e portanto
B # 0. Pelo teorema (2.2.2) todas as bases de um matroide
contem o mesmo numero de elementos. Logo nenhuma esta conti-
da estritamente em outra (B1).

Seja B] e B, B2 e B e e; € (B]-Bz). Utilizando as proprieda-
des de matroides mostraremos que existe e, € (BZ-B]) tal que
(B1-{e]}U{e2}) e B.

Da definigcao de base temos que By € FeB, ¢ F. De (I2)

2
(B] - {e]}) e F. Por outro lado, da definicao de posto, teo-

rema (2.2.2) e o teorema (2.2.3):

r(B) = [By] = [B,| = r(B
De (II1.46)

|B]| = |82! = |B]-{e]}| + 1
Aplicando (I3) temos que existe e, e(B?-(B]é{e1})) tal que
(B]-{e]} U {e2}) e F. Mas como e, ¢ 82 temos que
(Bz-(B]-{e]})) = B,-B;. Portanto existe e, € (B,-B;) tal que

(By-{e;3Ufle,}) e F (11.47)

De (I1.47), aplicando a definigcao de posto
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r(B]-{e]}LJ{ez}) !B]-{e]}LJ{eZ}I

By-{eq}| +]{e,}]

By - 1+ 1 = |By] (11.48)

De (I1.48) e (I1.46), r(B;-{e;lUfe,})=[B;[=r(E).
Logo, pelo teorema (2.2.3), (By-{e;}U{e,}) ¢ Be (B2) & satis-

feita.

(+) (B1.B2) = B & o conjunto das bases de um matroide M = (E,F).
Seja
F={F|F'C B para B ¢ B} (11.49)

Aplicando as propriedades (B1-B2) mostraremos que
F satisfaz (I1-13) e portanto M = (E, F) & um matroide sobre E e

B o conjunto de bases do matroide.
a) (I1-1I2) sao trivialmente satisfeitos.

b) Para mostrarmos (I3) faremos em duas partes. A primeira (bl),

utilizando as propriedades (B1-B2) demonstraremos que para

B, e BeB,ce B entdo IB]| ='[le. A segunda parte, (b2), su
pondo R e S elementos distintos de F tal que RC B1 e SC BZ’
S| = |Rl + 1,mostraremos que existe se (S-R) tal que

(R U ({s}) € Fe (I3) e satisfeita.



b1)

b2)

Seja By € B e B, e B entao |B]|_= P

Sem perda de generalidade, suponha por absurdo que
IB]! # |Byl. Seja B, = {eq,....ep, b],...,bp}

82 = {e],...,ek, c],...,cp,...,cq}

Tomando b, ¢ (B por (B2), existe C. E(BZ-BT) tal que

1 1782

),
(By-{by} U {c.}) e B.

Sem perda de generalidade seja C;y = Cy-

-

~ .ol _
Temos entao: B] = {e],...,ek, Cqs b2,...,bp} e B.

Repetindo o processo, tomando b2 € (B} - BZ)’ por (B2) exis-

te c. ¢ (BZ-B}) (evidente C. # c]) tal que
'I -
(B]-{bz}LJ{ci}) e B.

Seja Ci; = Cp. Temos entao

2— P
B] = {e],...,ek, Cis Cys b3, ..., b_} ¢ B.

Repetindo o processo, teremos no p9 passo
b _ -
B] = {e],...,ek, c],...,cp} e B

Mas B?C: BZ’ 0 que contraria a propriedade (B1). Logo a supo

sicao inicial de que [B;| < [B,| @ impossivel. Portanto

| B = |B

1= 1Bl

Seja B, ¢ B e B, ¢ B. De (bl), [By| = [B,|. Seja R e F e

S e F, distintos, tal que RC By, SC B, e [S]| = [R] + I1:




= {r],...,rk} {r],...,rk,b],...,bp}

{sqs. o5y s, 41 B =={s],...,sk,sk+],c],...,cp_1}

Tomando b1 e(B]-Bz), por (B2), existe e, e(BZ-B])

(By={by} U {e.}) ¢ B

Duas hipoteses podem ser feitas:

Sem perda de generalidade, seja e, . . Temos entao

1
de (II.50) B1 {r],...,rk, 51> b2,...,b

Mas (R U Sy ) = {r], cees Ty si}qg B} e portanto por
(I1.49) (RU{sy}) e F. Como s; €(S-R) entao (I3) e satis-

feita.

Sem perda de generalidade, seja ey = ¢ . Temos entao

de (II1.50):

1T _
B] —-{r], cees Tps Copo b2,
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Repetindo o processo tomando b2 3 (B}-Bz), por

(B2) existe e, € (BZ_B}) (evidente e, # c]) tal que
(Bl-{bz}U{ei}) e B (11.52)

Se e, = s; € S temos a repeticao da hipotese (i).

Logo (I3) e satisfeita.

Se e, = C, £ S, sem perda de generalidade seja

€. = C; = C,. Temos entao de (II.51) e (I1.52)
82 = (r r c c b b ) e B
'l ]S"" k’ 'I’ 2’ 3, LA p
Repetindo o processo geramos B}, B%,..., B? onde
i _ i-1 =

B] = (B] {bi} U {ei}) e B

Como temos p elementos bi’ mas somente (p-1) ele-
mentos Cys obrigatoriamente para algum i = 1, ..., p temos
e, = s, € 5. Recaimos entao na hipotese (i). Portanto (I3) e

satisfeita.

Como F satisfaz (I1-13) entao M = (E,F) & um ma-
troide sobre E. Por (I1.49), para todo B € B entao B ¢ F. Se
B € F pelo teorema (2.2.4) B esta contido em uma base do matrai
de. Como B e um subconjunto maximo de F entdao B & uma base de M.

Como e valido para todo B € B entdo B & o conjunto de bases do

matroide.l
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3.3 - Outras Definicgoes

3.3.1 - Definicao em Termos de Circuitos

TEOREMA 3.3.1

Seja E um conjunto finito e C um conjunto de sub-
conjuntos de E. C satisfaz:
(C1) 0 ¢ C e nenhum elemento de C esta contido propriamente em
outro;
(C2) Se Ci e C, C, € C, distintos e e ¢ (Cy N C,) entao existe
C3 e C tal que C3q; (C] U C2) - {e};
se e somente se C & o conjunto de circuitos de um matroide

M = (E,F) onde F = {F"C EIVSecC, F' D s}.
A definicao em forma de teorema (C1-C2) equivale
as anteriores. A demonstracao pode ser vista, juntamente com 0

teorema (3.3.2) em [19].

3.3.2 - Definicao em Termos de Fecho

TEOREMA 3.3.2

Seja E um conjunto finito e a funcao SP de subcon-

juntos de E. A funcao SP satisfaz:
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(F1) RC SCE > SP(R) C SP(S);
(F2) VSC E » Sc SP(S) = SP(SP(S));

(F3) e, e E, e, e Eseey e SP(S U {ez}) e e, ¢ SP(S) entao

e, & SP(S U leg})s

se e somente se SP e a funcao fecho de um matroide M = (E, F)on

de:
F={F'CE|lseeg F' entdo e ¢ SP(F' - {el})}

A definigdo (F1-F3) <> (C1-C2) <> (B1-B2) <~

(R1-R3) <> (I1-13). [19]]20].
4 - EXEMPLO

Um outro tipo de matroide que sera utilizado nas
secbes posteriores sdo os matroides transversais. Para caracte

riza-los defineremos alguns elementos basicos.

Seja E um conjunto finito e Q = {Q1’Q2""’Qm} um
conjunto de (nao necessariamente distintos) subconjuntos de E.Um
TRANSVERSAL DE Q e um conjunto formado tomando-se um Unico ele-
mento de cada subconjunto Q], 02, cees Qm, de maneira que todos

estes elementos sejam distintos. Um PARCIAL TRANSVERSAL DE Q e

um transversal de algum subconjunto de Q.
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EXEMPLO 4.1

Seja Q = {Q], QZ’ Q3} um conjunto de subconjuntos
de E = {e1,e2,e3,e4} onde Q] = {ez,e3,e4} e 02 = Q3 = {e]}. Nao
temos um transversal pois Q2 = Q3, mas @, {e]},{ez},{e3},{e4} R

{e],ez}, {e],e3} e {e],e4} sao parciais transversais.

0 exemplo pode ser representado atraves de um grafo bipartido em

que cada arco liga um subconjunto Qi a um de seus elementos, fi

gura (II.3)

4

4
€

Q
€3

Q
3 ‘,

Fig. II.3 - Exemplo 4.1

Com essa representacao um parcial transversal corresponde a um

conjunto de arcos tal que nenhum par tenha um vertice em comum.
TEOREMA 4.1
Q tem um transversal se e somente se para cada k

tal que 1 < K < |E|, a uniao de quaisquer K subconjuntos Qi con-

tem pelo menos K elementos.
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A demonstracao pode ser vista em |15}.

Com as definigoes acima, M = (E,F) @ um  MATROIDE
TRANSVERSAL sobre E se F e o conjunto de parciais transversais
de Q, ou seja, as parciais transversais de Q0 sao o0s subcdnjuntos
independentes de E. As propriedades (I1-13) sao facilmente veri

ficadas.

Entre os subconjuntos independentes de E temos 0
MAXIMAL PARCIAL TRANSVERSAL DE @, que e o parcial transversal tal

que nao existe nenhum outro parcial transversal contendo-o.

Da definicao de um matroide transversal podemos ca

racterizar alguns de seus elementos.

Pela definicao de posto temos que para todo SC &,
o posto de S no matroide transversal, r(S), e a cardinalidade do
maximal parcial transversal de Q contido em S. A funcao posto sa
tisfaz a todas as propriedades anteriores. De forma semelhante,
pela definicao de base: o maximo subconjunto independente de E,
temos que uma base de um matroide transversal & um maximal par-

cial transversal de Q.

Logo, como consequencia de (B1-B2) podemos enunciar

0s teoremas:
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TEOREMA 4.2

Nenhum maximal parcial transversal de Q contem pro

priamente um outro.

TEOREMA 4.3

Se B] e B2 sao maximais transversais de Q e
e, € 81 entao existe um elemento e, € B, tal que (B]-{e]}LJ{eZ})

e um maximal parcial transversal de S.

Como os teoremas acima podemos demonstrar uma ex-

tensao do teorema (2.2.2).

TEOREMA 4.4

Seja Q = (Q], c e Qm) um conjunto de subconjuntos
de E. Quaisquer par de maximais parciais transversais de Q con

tém o mesmo numero de elementos.

Demonstracao: Seja Q =-(Q], s Qm) um conjunto de subconjun-
tos de E, e seja By E e B, C E distintos maximais parciais
transversais de Q. Queremos mostrar que [By| = |B,[. Para isto,

sem perda de generalidade, suponha ]B]l < |By].

Seja
B1 = {b], b2’ cees bk}
82 = {c], Cos wevs Cps wvns cq} (IT1.53)
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Pelo teorema (4.3), b, e By, 1 <7 <k entao exis-

te cj € B,,» 1. < J < q tal que (B]-{bi}U{cj}) e um maximal par-
cial transversal. Sem perda de generalidade, seja bi = b] e
Cj = Cq» entao B} = (B]-{b1}lJ{c]}) e um maximal parcial trans-
versal.

Repetindo o processo, seja bi = b2, ce s bk entao

pelo teorema (4.3) existe Cs = Cps v C tal que
k
B] = (B]-{b]}LJ{c]}- ce -{bk}lJ{ck}) (I1.54)
e um maximal parcial transversal.

De (II.53) e (II.54)

k _
B] = {c1, Cos wnvs ck} CZB2

Portanto pelo teorema (4.2) 82 nao e um maximal
parcial transversal, contrariando a hipotese inicial. Logo

,B]| = |le-.

O0s demais teoremas podem ser extendidos para o ca-
so particular de matroide transversal. Da mesma maneira os con-

ceitos de circuito e fecho.
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EXEMPLO 4.2

Seja E = {e],ez,e3,e4} e Q = {Q],QZ,Q3} onde
Q, = {eq}, Q, = {e,.e3} e 03 = {e,}. Seja o matroide M = (E,F)
sobre E. 0 conjunto de parciais transversais & dado por:
Fr=1{{e;},....{e, ) {ey e b, {eg 050, {ey.e,),{ey,e,),{eg,e,0,
{ej.e5.e,},{e.eq,e,1). As bases de M, B ={{e;,e,,e,},
{e)se3,e,3}

Os circuitos sao os subconjuntos de E dependentes
tais que ao retirar um elemento temos um parcial transversal. O0s

circuitos em E, C = {{ez,e3}}.

Fecho: SP({e]}) = {e]}, SP({eZ}) = SP({e3}) = SP({ez,e3}) =
{82,83}, SP({e4}) = {e4}
SP({e],ez}) = SP({e],e3}) = {e],ez,e3}

SP({e],ez,e4}) = SP({e],e3,e4}) = {e],ez,e3,e4}.

Para os matroides transversais tal que Q =
Qs wos Qpk 05N Q; = 2, Vi ;li#j, temos um MATROIDE PARTI-
CAO. 0 exemplo (4.2) & tambem um exemplo de matroide particao,

pois Q, N Q, N 0y = 0.

Outros resultados podem ser obtidos [21], bem co-

mo a demonstracgao dos teoremas acima |15].



5 - CONCLUSAOQ

Ap0s apresentar as definicoes e os elementos basi-
cos de um matroide, verificamos atraves de exemplos que inicial
mente e definido o conjunto E. 0 passo seguinte consiste em defi
nir uma “"estrutura de independencia" que gerara F. Este passo
nem sempre evidente faz com que a estrutura de matroide torne pou
co pratica. Dai os trabalhos na area voltarem em geral para 0
campo teorico enquanto os exemplos praticos encontrados na Tite-
ratura sao normalmente pouco interessantes. Porem essa estrutura
assume uma importancia relevante para aplicacao de algoritmos gu
losos. Estes serao visto no capitulo seguinte onde problemas

maiores serao estudados.
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CAPTTULO III

ALGORITMOS GULOSOS APLICADOS A

MATROIDES E POLIMATROIDES

1. INTRODUCKD

Ate recentemente a grande maioria dos trabalhos vol
tava-se para algoritmos que buscam uma solugao otima exata, algo
ritmos exatos. Apesar da variedade de tecnicas utilizadas, estes
algoritmos, muitas vezes esbarram no tempo de processamento e as
vezes no excesso de memoria. Em geral sao algoritmos NP-completos
tornando-se impraticaveis para problemas maiores. Dai, a necessi-
dade de algoritmos heuristicos, em geral, polinomiais e eficien-
tes. Fornecem solucOes viaveis que podem ser Otimas ou aproxima-
das, atuando como limites inferiores (ou superiores) para algorit
mos exatos. Para essas solugoes aproximadas podemos utilizar cri-
terios que possibilitem medir as suas qualidades. Classifica-se
uma heuristica como boa ou ruim conforme a mesma se aproxima

bastante ou nao da solucao otima.

0s algoritmos heuristicos, muitas vezes intuitivos,
nao possuindo uma justificativa no plano teorico, sao plenamente
justificados pela pratica. Procuram obter, rapidamente, uma boa
solucao aproximada. Entre os algoritmos heuristicos, visamos 0s
algoritmos gulosos (Greedy, gloutons), os quais estdo estreitamen
te Tigados aos problemas matroidais, para as quais fornecem solu-

coes otimas. Porem, as aplicacoes se estendem a problemas combina
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torios de grandes dimensoes, como: otimizacao em redes, localiza
cao de centros, inteligencia artificial, coloracao de grafos,
etc., para os quais, em geral, os algoritmos gulosos fornecem so-

lugoes aproximadas.

Introduziremos os algoritmos gulosos atraves de
trées problemas simples que se assemelham quanto ao processo uti-

lizado para resolve-los:

PROBLEMA 1

Seja C = ( ) uma matriz de PeSO0S, mxn, n3ao nega-

C. s

1]
tiva. Desejamos escolher um subconjunto em C de peso maximo, de
forma a nao ocorrer dois elementos na mesma linha. O problema po-

de ser modelado como:

x.. €[0, 1]inteiro
1]
Um facil processo de resolucao consiste em: "esco-
lha os elementos (i, J) em ordem de grandeza decrescente, rejei-
tando um elemento somente se um outro ja foi escolhido na mesma

Tinha".
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EXEMPLO 1.1

Seja a matriz de pesos:

4 0
C —(:> 8
b ® 3

0 4 (0 3]
Q@
0

Aplicando o processo acima o subconjunto em C de peso maximo e
composto pelos elementos envolvidos com um circulo em C. Temos

entdo: Z =10 + 9 + 7 + 5 = 31.

PROBLEMA 2

Um certo numero de trabalhos serao executados por

uma unica maquina. Todos requerem o mesmo tempo de processamento,

uma hora. Estao associados a um tempo para entrega, 0 qual nao
satisfeito, implica em uma penalidade fixa Cj’ independente do
atraso. Determinar a sequencia para execucao dos trabalhos de

forma que o total das penalidades seja minimo. A resolucgao deste
problema implica na seguinte regra: "Ordene os trabalhos segundo
tempo de entrega crescente e no caso de empate segundo penalida-
des decrescentes. A seguir, escolha os trabalhos na ordem assim
determinada, descartando um trabalho somente se o mesmo nao pode
ser executado, obedecendo o tempo de entrega. Os trabalhos descar
tados serao executados apos o ultimo escolhido, nao importando a

ordem destes".
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EXEMPLO 1.2

Seja os trabalhos:

Trabalhos 1 2 3 4 5 6
T. Entrega 1T 3 2 1 3 6
Penalidade 9 7 6 10 4 2

Ordenando segundo criterio acima temos:

Trabalhos 4 1 3 2 5 6
T. Entrega 1 1 2 3 3 6
Penalidade 10 9 6 7 4 2

Com esta ordenacao: escolha trabalho 4, descarte 1, escolha 3 e
2, descarte 5, escolha 6. Executados os escolhidos, execute 0s
descartados. Assim uma sequencia Otima para execucao dos  traba-
lhos e: 4, 3, 2, 6, 1, 5 com um total de penalidades Z = ¢y + ;=

9 + 4 = 13. Uma outra sequencia otima e: 4, 3, 2, 6, 5, 1, tambem

Z = 13.

PROBLEMA 3

Deseja-se construir uma rede de comunicacgao entre
varias cidades a custo minimo. Sabe-se que o custo de qualquer Ti
gacao e dado por Cije

Temos que, dada uma rede representada por um grafo conexo G(N,A),
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N cidades e A ligagoes entre elas, associamos a cada par (i,j)e A
0 custo Cij' 0 problema consiste em determinar o menor grafo
parcial conexo de custo minimo ou a arvore geradora minima de G.

Podemos resolve-lo: "escolha os arcos em ordem de grandeza cres-
cente dos Cij’ rejeitando um arco somente se o mesmo forma um ci

clo com os ja selecionados".

EXEMPLO 1.3

Seja o grafo G(N, A), figura (III.1), para N =
1, 2,3,4,5,6, 7}

Fig. III.1 - Exemplo 1.3.

A solugao otima & representada por tragos cheios na figura:(1,2),
(4,6), (1,3), (5,7), (3,4), (3,7). Um conjunto de seis arcos,

pois a arvore geradora deve conter |N|-1 arcos.




Esses problemas serao discutidos posteriormente,

quanto a otimalidade das solucoes obtidas.

Nos tres problemas acima, o algoritmo de resolucao
utilizado caracterizou-se por escolher, a cada passo, um elemen-
to de peso maximo ou minimo que anexado aos elementos ate entao
selecionados fornega o maior ou menor acrescimo possivel, ate
que seja encontrado um conjunto de elementos solucao do proble-
ma. Volta-se para o acrescimo relativo e nao para o valor absolu

to do objetivo. A esses algoritmos denominamos de Gulosos.

Seja um conjunto finito E = {e], €os e en} e
uma fungao de conjuntos f, definida sobre os subconjuntos de E.

Os algoritmos gulosos procuram um subconjunto S*C E, tal que:

f(S*) = max(min) f(S)
sCE

Nos exemplos (1.1), (1.2) e (1.3) o conjunto E corresponde res-
pectivamente aos elementos da matriz C, ao conjunto de trabalhos

e ao conjunto de arcos A,

Com o problema apresentado acima, podemos enunciar
um algoritmo guloso geral, que sera particularizado no decorrer

do texto.




ALGORITMO 1 - GULOSO GERAL

PASSO 0. Seja k =0, S" =0

PASSO 1. Seja n

1}
m
[0}
o
3
[
9]
=
(o]
o
wn
D
—
D
3
D
=
pure
o
(%2}
o
D
m
o
[g]
=3
o
o
(@)

que

SHJ{ek+]} se SkU{ek+]} satisfaz
PASSO 2. Dado S, faca sK*! - "CONDICRO" .

Sk caso contrario.
PASSO 3. k = k+1

PASSO 4. Se k < n, repita PASSO 2

Se nao PARE.

A solucao otima do guloso & dada por S* = S",

k

Ao anexarmos um elemento Eh a S" uma "CONDICKO"

+1
deve ser atendida. Nos exemplos (1.1), (1.2) e (1.3) essa condi-

¢cao apresenta-se como:

. . . k
(1) Seja € sl (i, J) na matriz mxn do exemplo (1.1).S lJ{ek+]}
satisfaz "condicao" somente se (i, j) € o primeiro elemento

escolhido na linha 1.

. o kK :
(2) Seja €41 = J um trabalho a ser executado. S° U {ek+]} satis
faz "condicao" somente se o trabalho j pode ser executado

dentro do tempo de entrega previsto, apds executar os traba-



lhos em Sk. Nota-se que a solucao do guloso S* = s contera

apenas os elementos escolhidos, uma vez que a ordem de execu
cao dos atrasados nao importa.

(3) Seja e (i, j) € A, um arco de G. Sli{ek+]} satisfaz

k+1
"condicao" somente se nao contem ciclo.

0s algoritmos gulosos serao apresentados em tres
partes. Na primeira parte apresentaremos os algoritmos gulosos
atuando como algoritmos exatos aplicados a estruturas de matroi-
des e polimatroides. Na segunda parte apresentaremos um algorit-
mo guloso que se comporta ora como exato ora como heuristico,
dependendo das caracteristicas do problema. Na terceira parte
(capitulo IV) apresentaremos os algoritmos gulosos  heuristicos

aplicados a problemas especificos.

ALGORITMOS MATROIDES

EXATOS POLIMATROIDES
ALGORITMOS ALGORITMO MATROIDES
GULOSOS EXATO /. POLIMATROIDES
HEURISTICO E OUTROS

ALGORITMOS PROBLEMA DA MOCHILA

HEURISTICOS PROBLEMA DE RECOBRIMENTO
PROBLEMA DE LOCALIZAGEO
PROBLEMAS COM FUNGOES SUB-
MODULARES.




2. ALGORITMOS GULOSOS APLICADOS A MATROIDES

2.1 - Um Algoritmo Guloso Geral para Matroides

0 primeito algoritmo guloso surgiu da demonstracao

do teorema (*):

"Se a um grafo conexo finito associamos um numero
real positivo, um peso, a cada arco e se estes nu-
meros sao todos distintos, ent3do existe uma Unica
arvore geradora cuja soma dos pesos em Seus arcos
e minima dentre todas as arvores geradoras possi-

veis",

Este teorema e demonstrado em termos da "matriz de comprimentos"

.}, onde a; e o comprimento do arco conectando os vertices i

a. .
( 1] J
e j. 0 método de construcao de arvore geradora minima utilizado
e bastante complexo. Utilizando a teoria dos grafos, Kruskal de-
monstrou este teorema apresentando um metodo construtivo enuncia

do no problema 3 segao (III.1). [13]. O mesmo teorema & mais tar

de demonstrado para o caso especifico de matroides. |23]

Da teoria de matroides, capitulo II, temos que, da
do um grafo conexo finito G(N, A), podemos definir uma estrutura

de matroides M = (E, F) em G denominada matroide grafico. Seja

(*) Otakar Boruvka - On a minimal problem, Prace Moravskeé Prido-

vedecke Spolecnosti, Vol. 3, 1926.




E = A, conjunto de arcos. Seja F o conjunto de todos os subcon-

juntos de E nao contendo um ciclo. F @ o conjunto de todas as
florestas de G. Associando pesos aos elementos de E, pelo teore-
ma enunciado acima, se estes pesos sao reais positivos e distin-
tos, entao existe uma arvore geradora minima ou uma base do ma-

troide grafico de peso minimo.

Resultado semelhante pode ser obtido se aplicarmos o algoritmo
1. A obtencao de uma arvore corresponde a obtencao de um subcon-
junto SC E, S ¢ F, independente no matroide M = (E, F). Assim
a "CONDIGRO" a ser satisfeita e definida pela "estrutura de inde

pendencia”.

Generalizando este resultado podemos enunciar um algoritmo gulo-

so geral para matroides obedecendo a estrutura do algoritmo 1.

ALGORITMO 2 - GULOSO GERAL PARA MATROIDES

PASSO 0. Seja k = 0, SK = p
PASSO 1. Seja n = |E| e ordene os elementos de E de modo que
c(e]) > c(ey) > > c(en)

KU fe,, ) se(skUfe, )e F

PASSO 2. Dado Sk, faca Sk+] =

k - .
S" caso contrario.

PASSO 3. k = k+l




PASSO 4. Se k < n, repita PASSO 2.
Se Nao PARE.

A solucdao do guloso dada por S* = Sn<; E, S* ¢ F e
um conjunto independente de peso maximo, ou seja, uma base do ma

troide de peso maximo.

EXEMPLO 1.4

No exemplo (1.3) podemos definir um matroide grafi
co M= (E, F) pelo grafo G(N; A) da figura (III.1). Aplicando o
algoritmo guloso encontraremos entre todas as arvores de G, a ar-
vore geradora de peso minimo. Assim, o processo de resolucao
anunciado para o problema 3 & semelhante ao algoritmo guloso ge-
ral onde a nao formacao de ciclos e definida em F e testada no

PASSO 2.

TEOREMA 2.1.1

Seja o conjunto finito E e F um conjunto de subcon
juntos de E. Se M = (E, F) & um matroide entao para toda funcao
de pesos nao negativa c¢: E - R o guloso encontra uma base de pe-

so maximo do matroide, (S*).

Demonstracao: Primeiro mostraremos que S* € F encontrado pelo qu

loso & uma base do matroide M = (E, F). Segundo, supondo B, uma
base de peso maximo, mostraremos que a base encontrada pelo gulo

so, B, = S*, & uma base de peso maximo, c(Bz) = ] cs=] c.=c(B).




Seja o matroide M = (E, F) e a func3do de pesos nao negativa

c: E >R,

Seja SC E, S € F. Entdo pelo teorema (II-2.2.4), SC B onde B &
uma base do matroide. Como ¢ e nao negativa c(B) > c(S) para to-

do Sc B. Logo, como B ¢ F, um elemento de peso maximo em F e

uma base do matroide.

Seja BG uma base do matroide selecionada pelo guloso e seja B

uma base do matroide de peso maximo:

{a], cees Duis eeey AL

B0 = {b], cens

Sem perda de generalidade, suponhamos os elementos de BG e BO em

ordem decrescente de pesos. (ITI.1)

Demonstracao por inducao finita.

PASSO 1. 0 guloso seleciona o elemento aq. Mostraremos que

{a],b],...,b

c(aj) = c(by) e que c(Bé) = c(B,) onde Bé

e uma base do matroide de peso maximo.
Pelo guloso, temos que c(a]) > c(e;), Ve, eE (II1.2)

(i) Se ay = bj’ para algum 1 < j < p, entao c(a;) = c(b;) e de

(II1.2), c(b.) > c(ei) Y e; ¢ E e em particular
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De (III.3) e (III.1), bj ==b] e portanto c(a]) = c(b]).

(ii) Se a; # bj para todo 1 < j < p entao a; € (BG - BO).Logo,
pelo teorema (II-3.2.1(B2)) existe b] € (BO-BG) tal que
B

l = (B,-bj U {a;}) & uma base (111.4)

Se (III.2) temos que:

Se c(ay) > c(by) entao de (II1.4), c(§l

) > c(Bo) 0 que
contradiz a hipotese de B0 ser uma base de peso maximo.
Logo c(a]) = c(bi).

De forma semelhante, de (III.2) c(a])=c(bi) > c(ei),

v e. € E. Como b, ¢ B entdo de (III.1), b, = b, e por-

tanto c(a]) = c(b]).

De (i) e (i1), c(a]) = c(by) entao c(Bl) = ¢c(B ) onde,

0
de (II1.4)
B! = {a b b_}
0 1> %22 ***> "p
€ uma base e de peso maximo, pois c(Bl) = ¢(B,).
. _ . k=1, _
PASSO k-1. Seja c(ai) = c(bi), i=1,2, ..., k=1, c(BO )—c(BO)
onde
BT - (a a b b } (111.5)
0 1° . k-1°? k® > p L

e uma base do matroide de peso maximo.




PASSO k. 0 guloso seleciona o elemento a . Mostraremos que
k
)

c(bk) e portanto c(BO

= c(BO) onde

s 8 bygsee, bp} e uma base do peso

De (III.5) como Bg_] e uma base, Bg_]

e F, e pela definicao de
1

matroide (I2), todo subconjunto de Bg' e independente. Logo,

{ays «..» a4, b.}, para todo k < i < p,e independente

(II1.6)
Pelo guloso: c(ak)

Se a, = bj’ para algum k < j < p entao c(a

de (III.7), (III.6) e (III.1), bj = bk e c(ak)

Se a, # bj para todo k < j < p entao a, € (B

go pelo teorema (II-3.2.1(B2)) existe bi e (B

sk _ k-1 -
tal que B, = B, - b, U {a,} & uma base

< i < p.

Se c(a,) > c(b,) entdo de (II1.8), (IT1.5),c(BX)>c(Bf™")=

c(Bo). Contrariando o fato de BO ser uma base de pesd ma -

ximo. Logo c(ak) C(bi)'

De (III.7), (III.6) e (III.T), b, = b, e portanto c(ak) =

c(bk).




. - ~ k \
De (1k) e (11k), c(ak) = c(bk) entao c(BO) = C(BO),
onde, de (III.8),
8K = {a a,, b b 3
0 'I! LIRS ] k’ k+'|9 e o o 3 p
e uma base de peso maximo, pois c(Bk) = ¢(B_.). Portanto para

k = p, temos que

p _ _
B0 = {a], ..., a_} =B

e uma base de peso maximo.@
Para exemplificar a utilizacao do teorema, voltare
mos aos problemas 1, 2 e 3 secao (III.1). Mostraremos que nos

tres problemas os algoritmos gulosos, la apresentados, fornecem
solucoes otimas, pois todos os problemas encaixam-se em uma es-

trutura de matroide.

EXEMPLO 2.1.1

No problema 1 dado uma matriz de pesos c(mxn), nao
negativa, desejamos escolher um subconjunto de peso maximo tal
que nao ocorram dois elementos na mesma linha. Seja E =
{(i,d) |1 =1, ...y, m; § =1, ..., n}, uma matriz de posicoes
(mxn) associada a C. Desejamos um conjunto SC E tal que

c(S) = (.Z‘) . ¢y seja maximo. Este conjunto S contera no maxi-
i,i)e

mo um elemento de cada linha de E. Assim podemos formalizar 0

problema como uma estrutura de matroide transversal, M = (E, F),
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visto na secao (II.4). Seja Q = (Qys Qs ..., Q) onde Q; = E, =
{(i,j)|J =1, ...,n} corresponde aos elementos da linha i em E.
F @ o conjunto de subconjuntos independentes de E, ou seja, 0
conjunto de parciais transversais de Q. 0Os parciais transversais
de Q contem no maximo um elemento por Tinha (no maximo um ele-

mento de Qi)' Assim o conjunto independente de maximo peso SCE

e um parcial transversal de maximo peso do matroide.

Associando a matriz de pesos C, nao negativa, aos elementos de
E, podemos aplicar o algoritmo 2 obtendo S* C E. Pelo teorema
(2.1.1) encontramos uma base de peso maximo ou seja, um transver

sal de peso maximo, S*, contendo um elemento de cada Qi ou de ca

da Tinha.

Para o exemplo (1.1) temos E = {(1,1), (1,2), ..., (4,4)} e
Q = (Q], cees Q4) onde Q, = {(1,1), «.vy (1,4)1, Q, = {...1}, Q3=
{...1, Q = {(4,1), ..., (4.4)}. Aplicando o guloso obtemos

S* = {(1,3), (2,3), (3,1), (4,2)} um transversal de Q.

0 problema 1 pode ser visto dentro do contexto de
um problema de localizacao. Escolher para cada cliente i e I =
{1, ..., m} um unico armazem j ¢ J = {1, ..., n} de forma a ma-

Xximizar o retorno.

EXEMPLO 2.1.2

No problema 2 um conjunto de trabalhos serao execu

tados. Seja E = {e], .o en} este conjunto de trabalhos. A cada

o



trabalho esta associado um tempo de entrega e uma penalidade.
Podemos assim separar os trabalhos em conjuntos por tempo de en-

trega. Seja Q = (Q], ooy O

‘m) onde Q. contem todos os trabalhos

a serem entreques no tempo t = i, Definimos assim um matroide
transversal M = (E, F) sobre E. F & 0o conjunto dos parciais trans-
versais de Q, ou seja, o conjunto de sequencias para execucgao
dos trabalhos. Como a cada elemento de E esta associada uma pena
1idade, uma funcgao de pesos nao negativa, aplicando o algoritmo
2, obtemos um transversal S* C E de peso maximo. Consequentemen-

te S* e uma sequencia para execucao dos trabalhos com um  total

minimo de penalidade. S* contem apenas os trabalhos selecionados

pelo guloso, os descartados ou atrasados serao executados porem

nao importando a ordem de execucao.

Para o exemplo (1.2), E = {e], cees e6}, Q = (Q1, 02,103, Q6) on
de Q'I = {134}’ Q2 = {3}3 Q3 = {235}3 Q6 = {6}. Ap.l-icando 0 gU]O"

so obtemos S* = {4, 3, 2, 6} um transversal de Q.

EXEMPLO 2.1.3

Conforme visto anteriormente, dado um grafo G(N,A)
podemos definir um matroide grafico M = (E, F), onde E = A e F
0 conjunto de florestas de G. No problema 3 temos associado a
cada elemento de E um custo de ligacao, nao negativo. Aplicando

o algoritmo 2 ao matroide grafico obtemos S* ¢ E, uma arvore de

peso minimo. Pelo teorema (2.1.1), S* & uma base do matroide ou

uma arvore geradora minima de G.



2.2 - Alguns Algoritmos Gulosos Especificos para Matroides

Pelos exemplos anteriores, a utilizacao do algorit
mo 2 exige a definicdao clara de um matroide sobre E e da "estru-
tura de independencia". Pois, no PASSO 2 deste algoritmo € testa
da a independencia dos subconjuntos de E, ou seja, se
(Sk U {ek+]}) e F. Assim, dependendo do tipo de matroide ou da
estrutura de independencia definida sobre E, a operacionalizacao
do PASSO 2 e variavel. Portanto, varios algoritmos gulosos podem
ser apresentados diferenciando basicamente no PASSO 2, <conforme
o metodo utilizado na determinacao de conjuntos independentes.,
Em geral estes algoritmos procuram atingir um tipo especifico de

matroide: grafico, matricial, transversal, etc.

Seja M = (E, F) um matroide matricial definido so-
bre E = {e], cees en}. E € o conjunto de colunas de uma matriz.F
€ o conjunto de subconjuntos LI de E. A cada coluna, ej e E, as-
sociamos um peso Cj' Aplicando o algoritmo 2, no PASSO 2 testare
mos a independencia linear entre colunas da matriz. Para isto,
um meétodo pratico bastante simples & a eliminag3o gaussiana. As

sim um algoritmo guloso e apresentado com a eliminacdo gaussiana

embutida no PASSO 2 do algoritmo 2.

ALGORITMO 3 - GULOSO PARA MATROIDES MATRICIAIS

PASSO 0. k =1

PASSO 1. Seja n = |E| e ordene os elementos de E de modo que
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PASSO 2. Se coluna k e nula, va para PASSO 3.
Se nao escolha qualquer I £ 0 na coluna k.

ad. .
= —._-Ii .>k ..""O.
Faca a5 = ay - a YV J € ay; #

PASSO 3. k = k + 1.

PASSO 4, Se k < n, repete PASSO 2.

Se nao PARE.

As colunas nao nulas resultantes formam uma base

S*C E, do matroide matricial de posto igual ao numero delas.

Esta base, pelo teorema (2.1.1) e uma base de peso

maximo.

EXEMPLO 2.2.1

Seja o matroide matricial M = (E, F) definido so-
bre E = {e], €os «nns e5}, onde e, corresponde a i? coluna da
matriz A (mxn) abaixo. F e o conjunto de subconjuntos LI de E.

Seja ¢ = (c], cees c5) = (9, 4, 8, 10, 1) o vetor de pesos asso-

ciados a E.
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c=(9 4 8§ 10 1)

Aplicando o guloso para o matroide matricial temos:

PO. k =1

Pl. n = JE| =5

A =
3 2 8 1 4
12 1 5 0 2
P2. Seja a5y = ayy = 1, aij = a3 = 2, aij = a5 =
f 0 0 0 0]
0o -1 -1 1 1
A'=




P2. coluna k e nula
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P3. k

1]
=~
t
ol

+ 1

P4. k n, PARE

{]

Assim, as tres colunas nao nulas sao independen-
tes, ou seja, o conjunto S* = {e4, €15 ez}g; E & independente e

de peso maximo.

0 algoritmo primeiro ordena os elementos de E em
ordem decrescente de pesos. A cada iteracao (PASSO 2) seleciona-
mos uma coluna de peso maximo e trabalhamos nas demais (a direi-

ta). Assim procura-se fixar primeiro as colunas de maior peso.

A eliminacao gaussiana apesar de sua simplicidade
e bastante ineficiente. Outros algoritmos gulosos para matroides
matriciais podem ser encontrados, bem como para oS demais tipos

de matroides.

Para os matroides graficos, a determinagao da arvore geradora mi
nima pode ser obtida pelo algoritmo guloso de Prim. Este & apre-
sentado como algoritmo B no apendice B. Separa os nos do grafo
em dois conjuntos: P, o conjunto de nos pesquisados e P conjunto
dos nos nao pesquisados. Iniciando por um no qualquer a cada pas
so procura anexar um elemento de P ligado a um elemento de P por
um arco de peso minimo entre todas as ligacoes de P a P. Com
isto garante a formacao de uma arvore geradora minima. E um algo
ritmo gulose que mantem as caracteristicas do algoritmo 2, porem

com uma sequencia de operacoes diferentes deste.




2.3 - Matroide como Modelo de Otimizacao

Seja o matroide M = (E, F) sobre E = leqseees e}
e a funcao de pesos ¢ = (¢q» «vvs cp)s ¢ E > R. Até entdo, 0

problema foi:

"encontrar um subconjunto SC E tal que S e inde-

pendente e de peso maximo".

Na secao anterior foi visto que dependendo do tipo
de matroide ou da "estrutura de independencia" o algoritmo gulo-
so 2 sofre variacoes. 0s algoritmos gqulosos especificos, apesar
de manterem as caracteristicas do algoritmo 2, diferenciam basi-
camente no PASSO 2, conforme o metodo utilizado na determinacao
de conjuntos independentes. Assim, estdao voltados para matroides

especificos.

0 objetivo desta segao e englobar em um modelo de
otimizacao a estrutura de matroides e a funcao de pesos c. Com
isto, podemos aplicar um algoritmo guloso unico utilizando da
estrutura do modelo e determinar um subconjunto independente ScE

de peso maximo.

Um modelo de otimizagao que englobe o problema acima consiste em

duas partes:

FUNCKO OBJETIVO <> FUNCEO DE PESOS c
(PESO MAXIMO)

RESTRIGOES «> ESTRUTURA DE MATROIDE
(INDEPENDENCIA)




Para montagem do modelo definiremos alguns elementos basicos.

Conforme visto anteriormente os elementos de E
sao bem definidos. e, pode representar uma posicao (i,j) de uma
matriz (mxn) (Exemplo 2.1.1), um trabalho a ser executado (Exem
plo 2.1.2), um arco no grafo G (Exemplo 2.1.3), uma coluna de

uma matriz (Matroide Matricial, Exemplo (2.2.1)), etc.

Por simplicidade, faremos E = {1, 2, ..., n} um conjunto de 7Jn-
dices, onde podemos supor esses indices associados a identida-
des bem definidas.

E

Seja R (RE) 0 espaco de vetores com componentes

reais (nao-negativas) indexados por E. Para x ¢ RE e j e E, X3 e

a j? coordenada de x.

Como estamos interessados em identificar subconjuntos S. cC E, de

;
.. i j i i E i

finimos o vetor X = (Xq7s ...5 X.)s X € R-, onde x. = 1 se

1 n + J

J e Sj e x} =0 se J ¢ Si’ A esse vetor de componentes 0/1 deno-

minamos VETOR [0, 1] ou INCIDENTE.

EXEMPLO 2.3.1

Seja o grafo G(N, A) da figura (III.2), onde a ca-

da arco (i,j) esta associado o peso Cije
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Arcos - Cij
1-(1,2) 2
2-(1,4) 6
3-(2,3) 8
4-(3,4) 1

Figura III.2. Exemplo 2.3.1

Seja o matroide grafico M = (E, F) onde E = A = {(1,2), (1,4),
(2,3), (3,4)} e F o conjunto de florestas de G. Considerando E

como um conjunto de indices associados aos arcos de G temos

E=1{1, 2, 3, 4}. Para os subconjuntos Sig; E temos os x ' e RE:

S, = {13+ > x' = (1,0,0,0) 5, = {1,2,3} > x' = (1,1,1,0)

{1,3} > xi !

{2,3,4} - x

w
n

(1,0,1,0) S

(0,7,1,1)

- {2,3} » x| (1,2,3,8) » x|

w
1

(0,1,1,0) S

(1,7,1,1)

De forma a atingir o modelo proposto, procuraremos

tentar garantir atraves de um conjunto de restrigdes a  geracdo

de um conjunto independente Siq; E, Si e F. Seja o conjunto

Sicg E e seja x' = (x;, ces x;) 0o vetor relativo a 51’ Pela de-

finicao de x' temos que:

Ioxl = s, (I11.9)

Por outro lado como X' £ RE esta associado ao conjunto de Tndi-

ces E, podemos tomar um subconjunto Skc: E destes indices. 0
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somatorio das componentes de x' relativas a esse subconjunto Sk

de Tndices & evidentemente:

1 oxi=1s.N S| (I11.10)
JeSk J !

Como estamos com um subconjunto Siq; E qualquer, faremos duas con

e um conjunto dependente e (b) S. & um conjun-

sideracoes: (a) S. ;

;
to independente. De (III.9) e (III.10) e as consideragoes (a) e
(b) montaremos um conjunto de restricoes que garantira a obtencdo

de Siq; E como um conjunto independente. Seja,

(a) S.

; e um conjunto dependente.

Da definicao de conjunto dependente, capitulo II, sabemos que

r(s;) < lSi'

Logo, de (III.9), |81| = ) x: > r(S.) (ITI1.11)

JsSi

Para os demais subconjuntos S, ¢ E que podem ser ou nao inde-

pendentes temos:

k|

Mas como r(S,) |S

N ski

Al v
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isto e, nenhuma afirmativa pode ser feita com relacao a

(II1.70). Assim

L % N sl % r(s,) (I11.12)
k

(b) 51 e um conjunto independente.

Da definigao de posto de um conjunto em um matroide temos:

P(Si) = Isjl
Logo, I xl=r(s;) (111.13)
jes J

Para os demais subconjuntos S, C E, como os elementos de S;
sao independentes, tambem serdo os elementos da intersecao
(Si N Sk). Logo, existem pelo menos tantos elementos indepen-
dentes em Sk quantos forem os elementos da 1nterseg§o($1r1sk)
Isto e

r(s,) > |S;

1

) N s,

Logo, de (III.10) 7 x; = Is; N s | o< or(sy) (111.14)

. i
JeSk

Com o objetivo de gerar conjuntos Si independentes,

podemos concluir de (III.11), (III.12), (III1.13) e (III.14) que

e suficiente termos:



Assim um vetor x' solucdo viivel do conjunto de restricoes

(III.15), corresponde a um subconjunto Siq; E tal que Si e inde-

pendente.

Por simplicidade, facamos xi = X = (x], v xn) podendo final-

mente escrever

,ZS x; <r(s), VsckE (I11.16)
J€E

0 modelo estara completo com a determinacao de uma
funcao objetivo. A funcao de pesos c esta associada a E e procu-
ramos um vetor x satisfazendo (III.1€), de peso maximo. Logo, que

remos o vetor x ¢ RE que maximiza a funcao:
Z = CyXq t oen + CpoX (II1.17)

De (III.16) e (III.17) 6 modelo de otimizagao consiste em:

max Z = ) C. X,
jeE J
(M1) s.a. ) x;, <r(s),VsSceE (111.18)
. J — =
Jjes
x. e [0, 1], j ¢ E, inteiro (I11.19)
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Como a matriz de restrigaes, gerada pelas restricoes tipo
(III1.18), @ unimodular e a funcao posto em um matroide assume so
mente valores inteiros, as solugoes viaveis do problema (M1) sao
inteiras, independente das restricoes de intericidade em

(II1.19). Logo, podemos trabalhar com o problema relaxado, ou se

Ja:
max Z = ) C. X,
jeE J J
(M2)
s.a. ] x, <r(s),VsceE (I111.20)
Jjes J
X5 2 0, j e E (I11.21)

Do conjunto de restricoes (III.20) e (III.21) te-
mos a intersecao de semi-espacos formando um politopo. Como este
politopo e limitado, temos, um poliedro o qual denominamos PO-

LIEDRO DO MATROIDE ou POLIEDRO P.

EXEMPLO 2.3.2

Utilizando o exemplo (2.3.1) temos que E = {1, 2,
3, 4} e a funcdao custo c: E ~ R & dada por ¢ = (2, 1, 6, 8). 0

problema (M2) pode ser escrito como:
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max Z 2X. + X, + 6x3 + 8x4

1 2

[ <15 =

X2 <18 =

X3 < 1S =

X4 < 1S =

POLIEDRO P OU X1 7 % <2s =
POLIEDRO DO < X1 X3 <25 =
MATROIDE X, ixy <2 -
X2+ X3 i23=

Xq tox, <28 =

X3 + Xq <2 S =

X7+ Xyt Xg <3S =

X1+ X, tox, <358=

Xt Xqg + X, <358 =

Xo + Xg + X, < 3§ =

Xp + Xo v X3+ Xy < 3§ =

EXEMPLO 2.3.3

NoIR2, os problemas (M2) sao da forma

das abaixo e a representacao geometrica e dada pela

{1}

{2}

apresenta-

figura

(I11-3). Seja E = {1,2} e a funcao de pesos ¢ = (cqy» c2).
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(a) 1 e 2 sao dependentes (b) 1 e 2 sao independentes
Max Cy X *+ Cp X, max CyX; + CyX,
X < Xy <
Xp 21 Xo <1
Xyt Xo <1 Xp t X, <02
X] s X2 Z 0 X'I ’ X2 z O
y &
XZ‘} xzr
2

Figura III.3. Exemplo (2.3.3)

Com o modelo de otimizacao para um matroide defini
do, (M2), resta-nos a obtencao de uma solugao otima x* ¢ RE, ou

seja S*XC E, S* ¢ F.

Antes porem, garantiremos que x* & um vertice do poliedro do ma-

troide.




TEOREMA 2.3.1

Seja um matroide M = (E, F). 0 conjunto de verti-
ces do poliedro do matroide & precisamente o conjunto de vetores

[0, 1] dos conjuntos independentes do matroide.

Demonstracao: |8

Portanto, um vertice do poliedro P de (M2) @ um
conjunto independente do matroide. Basta determinar no poliedro
do matroide o vértice de peso maximo, o que & feito pelo algorit

mo guloso, utilizando a funcao posto r que gerou o poliedro.

ALGORITMO 4 - GULOSO PARA MATROIDES

PASSO 0. Seja E = {1, 2, ..., n} e c: E ~ R. Seja 7m(c) = (1],12,
1n) uma permutacao dos elementos de E tal que

C. >C. > ...>¢c. >0 > C. > ... >¢C. , k <n
k+1 n

PASSO 1. Para j = 1, faga x? = r(S])
1
PASSO 2. Para j = 2, 3, , K

PASSO 3. Para j = k + 1, ...,n



0 vetor [0, 1] x* ¢ RE esti associado a um conjun-

to independente S*C E de peso maximo.

No passo o ordenamos 0s elementos de E em ordem decrescente de
pesos. A partir do passo 1 um elemento j de peso maximo & adicio
nado a um conjunto Sj-]' Se eles forem independentes temos

1, pois r(S.) r(s.

S i x oo L _
; 3—1) + 1, caso contrario x3 0 = r(sS.;)

J

EXEMPLO 2.3.4

Utilizando o exemplo (2.3.2), aplicando o algorit-

r({4,3})-1
r({4,3,1})-2

r({4,3,1,2})-3= 3-3

x* = (1,0,1,1) e solugao otima e Z* = 2+6+8 = 16. A x* correspon
de S* = {1,3,4}C E. Temos assim que S* & uma arvore geradora de

peso maximo do grafo G da figura (III.2).
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TEOREMA 2.3.2

A solucdao x* obtida pelo guloso, & Ootima.

Demonstracao: Consideremos o problema a ser resolivido, o primal

e 0 sey dual:

PRIMAL DUAL
max Z = Cx min W = ry = r(S).ys
VScE
I ox. <r(S),VsScE (II1.20)
jes Yo > s VieE (II1.22)
sTies J
Xj >0, jJ ek (ITI.21) v > 0, VSEE (111.23)

Sem perda de generalidade, seja m(c)

"
—
_
-—
»
w
—
=S
~—
1l
—_
—_
-
-
=
~—
—+
a7
—

que ¢y > cy > Cy > 0 > Chel 2 -0+ 2 €y

Seja x* a solucao do algoritmo guloso para o primalz

- - ¢k =
x§+] = ... = XxP 0

Temos que x§ = 0/1, caso seja o elemento j dependente ou indepen

dente em Sj_]. Assim, as restricoes (III.20) e (III1.21) do pri-



mal s3ao satisfeitas e x* e uma solucao viavel. Para mostrar que

x* & uma solucao otima utilizaremos a teoria da dualidade

Seja y* dado por:

.YE] = C]'Cz s S-I {1]} = {]}

y'k
So

. S. = {'I-I, e ey 1} = {13230-'9j}

* - _ . . _
ys —Ck [ Sk_ {1]s-oog1k} - {], 2, ...,k}
yg = 0, para as demais SC E

Pela ordenacao dos pesos Cyo yg > 0, Y SC E e & uma solugao via

vel do dual satisfazendo (III.22) e (III.23).
Para x* viavel no primal temos Z* = ¢ x*. Logo

Z*:cx*=ngcjx§ =c].r(S])+c2(r(32)-r(51))+...+ck(r(Sk)-r(Sk_]))

= i (c.-c J.r(S.)+c .r(Sk)

1 J T3+1 J k
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Como x* e y* sao solucgoOes viaveis do primal e dual respectiva-
mente e Z* = W* entao pela teoria da dualidade em Programagao Li

near x* e y* sao solucoes otimas.®

Com o teorema (2.3.2) o objetivo da secao e atingi
do: determinar um modelo de otimizacao englobando a estrutura de
matroide. Porem, ndo chega a ser um resultado muito pratico para
aplicacao do conceito de matroide, uma vez que ainda envolve a

fungcao posto e consequentemente o conceito de independencia.

Mas e um passo inicial em termos de modelo que sera expandido na
proxima segcdo. Alem disso, o enfoque poliedrico dado a um matroi
de permite tratar problemas de intersecao de matroides, onde X
representara um subconjunto SC E independente em todos os ma-
troides Moo= (E, Fo)s i =1, oouy k. (Apendice C).

Um outro problema a ser ressaltado & quanto ao
grande numero de restrigoes em (M2). Temos uma restricao para ca
da subconjunto SC E. Poréem, como podemos observar no exemplo
(2.3.2) muitas restricoes sao redundantes, (as restricoes 12,
122, 132 ¢ 142 s30 redundantes com relacio a 152 restrigao). Es-
te problema pode ser contornado reduzindo o numero de restri-
coes. Para isto, definemos o conceito de reticulado L do matroi-

de M = (E, F) e (M2) na forma:
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0s subconjuntos S e L sdao os subconjuntos SC E fechados (segao

I1-2.4) no matroide M = (E, F). (Veja apendice A).

3. ALGORITMOS GULOSOS APLICADOS A POLIMATROIDES

3.1 - Introducao

Na secao anterior foi desenvolvido um modelo de
otimizacao (M2) para matroides M = (E, F), E = {1, 2, ..., n} ,

como:

ma X CX

(M2) 7ox r(s), VsSceE

I A

x. >0, j et

onde os vetores x = (x], e xn) possuem componentes 0/1 e a
funcao r de subconjuntos de E e a funcdo posto para o matroide
M. Ao conjunto de solucoes viaveis de (M2) denominamos poliedro

do matroide.

0 objetivo desta secao e a partir de (M2) obter
um modelo de otimizagao mais abrangente. Modelo este que dentro
de condicoes particulares represente o proprio (M2). Para isto,
sejam 0s vetores x = (x], cees Xn) vetores de componentes reais
(nao necessariamente 0/1). Pelo teorema (II-2.1.2) a funcgao r

e uma funcao nao-negativa, nao-decrescente e submodular. Seja

g uma funcao de subconjuntos de E, com valores reais, satisfa-




zendo tambem as propriedades nao-negativa, nao-decrescente e

submodular. Com estes elementos, o modelo mais abrangente que

visamos obter e da forma:

g(s), YV sc E

_——
=
w

S

™~
>

| A

x: >0, jJ et

Consequentemente, o modelo de otimizacao para um matroide e um
caso particular de (M3) onde g e uma fungao posto para este ma-

troide e os vetores x sdo vetores [0, 1].

Ao conjunto de solucoes viaveis de (M3) denominamos POLIEDRO
DO POLIMATROIDE. Portanto definiremos uma nova estrutura denomi
nada POLIMATROIDE. Procuraremos nesta secao caracterizar esta

estrutura que tambem sera utilizada na proxima secao.

Fazendo um paralelo entre (M2) e (M3) temos:

x vetor [0,1] <+ x vetor de componentes reais

r(s) ~> g(S)

POLIEDRO DO MATROIDE <«- POLIEDRO DO POLIMATROIDE

Da mesma maneira que a secao anterior, apresenta-

remos um algoritmo guloso exato para o modelo (M3).
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3.2 - Definicao de Polimatroides

Seja E = {1, 2, ..., n} um conjunto de indices as
sociados a identidades bem definidas (arcos, colunas, etc). Se-
ja RE (RE) o espaco de vetores com componentes reais (nao-nega-
tivas) indexadas por E. Seja ¢ : E ~ R uma funcao de pesos.

Seja x ¢ RE e Vv e RE,

escrevemos x > y se xj > yj, V j € E. Denominamos y um SUB-

VETOR de x;

escrevemos x > y se existe pelo menos um j ¢ E tal que Xj> yj

e as demais componentes sao iguais, X5 0= Y5

de forma semelhante, temos x < y, X < y.

Para SC E definimos x(S) = } x; e denominamos

Jjes
MODULO de x, |x] = x(E) = ) x,.
JjekE J

Seja x, Vv, z ¢ RE, definimos

N
1l

(x A y) se Z ::min(xj, yi)s Y jetE

N
1]

(x V y) se Z3 max(xj, yj), VijcetE

Un vetor x e MAXIMO DE (ou MAXIMAL EM) um conjun-

to P se nao existe y € P tal que y > x.



POLIMATROIDE P & um par (E, P) onde E & um conjun

to finito e P e um subconjunto compacto de RE tal que:
vetor nulo pertence a P, 0 € P
se x e Pe 0<y<xentaoy e P;

se x, y e Pe |x|] > |yl entdo existe um vetor z ¢ P = tal

que y < z <y V X,

Por analogia a matroide, os elementos de P sao de

nominados vetores independentes de [P,

EXEMPLO 3.2.1

Seja E = {1, 2}. 0s subconjuntos P de RE na figu-

ra (III-4) satisfazem (P1 - P3). Logo temos exemplos de polima-

troides (E, P) no Ri.

x2| XZA

N
N\
N

>

4 x
(b) (c)

3

III-4. Exemplo 3.2.1




EXEMPLO 3.2.2

Seja E = {1, 2} e seja os subconjuntos compactos

P de R® na figura (III-5),

Fig. III-5. Exemplo 3.2.2




Em (a), (b) e (c) temos que (P1) e (P2) sao satisfeitas, porem
(P3) nao e satisfeita, logo nao temos um polimatroide. Seja
x = (3, 0) ey = (0, 2) em (a). Temos |x|] = 3 > 2 = |y|, no enr

tanto nao existe z € P tal que z > y.

Seja x = (3, 3/4) ey = (4/3, 2) em (b). Temos |x|=15/4>10/3=]y]|

no entanto nao existe z € P tal que z > y.

Sejax = (VY 2,V 2)ey = (1, V3) em (c). Temos

x| = 2,82 > 2,73 = |y|, no entanto nao existe z ¢ P tal que

Z > y.

Em (d) temos que (P3) e satisfeita porem (P1) e (P2) nao $ao

satisfeitas.

Pela definicao, P & um subconjunto compacto de

RE, portanto, como verificaremos posteriormente, P e um polie-
dro intersecao de semi-espagos que contem suas faces. Pelos
exemplos podemos verificar que para obtermos um polimatroide as
faces do poliedro P devem interceptar em angulos de OO, 45°  ou
90°%, caso contr3rio (P3) ndo & satisfeita. A esse poliedro p

denominamos POLIEDRO DO POLIMATROIDE.

EXEMPLO 3.2.3

Um polimatroide nolRi pode ser visto na figura
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X3

Fig. III-6. Exemplo 3.2.3

Pelas propriedades (P1 - P3) podemos verificar a
semelhanca com as propriedades (I1.13) da definicao de matroi-

des. Para isto, basta fazer um paralelo:

CONJUNTO <> VETOR
SUBCONJUNTO <> SUBVETOR
CARDINALIDADE <> MODULO

Da mesma forma como fizemos para matroides, apresentaremos al-
guns conceitos que caracterizarao melhor a estrutura de polima-

troide.

Seja x € RE. POSTO de x - r(x) - e o subvetor in
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dependente de x de maximo modulo.

r(x) = max (|y|ly < xeyeP)

EXEMPLO 3.2.4

Seja o polimatroide (E, P) onde P & dado pela

figura (III<4(b)) do exemplo (3.2.1). Seja os vetores x elRE na

figura (III-7).

4
X
Fig. II1-7. Exemplo 3.2.4
Dado x € RE, seja entdao r(x) = |y| = ) Y onde y < x e y € P.
JjeE
x' = (1,3) > [y < (1,3) » [yy < 1.y, <03
y € P > Yy 235 Y9 22,y vy, < 4

r—
(o}
«Q
o}
<
—
—
-
<
o
!
N
¥
=
—~
S
N
"
<
i
w



x“ = (0,5; 1) » |y < (0,55 1). [Como xZep > y=X2;P(X2)=|X

y € P

x* = (4,3) > [y < (4,3) > [y; <4, y, <3
y eP > Y

3
)

Logo r(x”) = |y| para todo y tal que Yyt Y, =4,

V153, yp<2.Seday = (2,531,5)> r(x)=|y|= 4

X' = (43 0,5) » [y < (4; 0,5) > [y; < 4, y, < 0,5

yeP > Yy 2

AN
w
-
&
~nNo
A

< 2, y]+y2 < 4

Logo y; =3, y, = 0,56 > r(x") = |y| = 3,5

De forma semelhante a matroides, podemos enun-

ciar o teorema:

TEOREMA 3.2.1

SelP = (E, P) & um polimatroide, a fungcao posto r

de vetores de RE verifica:

(a) r(0) = 0
(b) V x <y e RE , r{x) < r(y)
(¢) Vx, y e RE, r(x) + r(y) > r(xv y) + r(x A y) (SUBMODULARI

DADE)

Demonstragao: Veja |24|




Seja Pq;IRE b e uma BASE DE P se & um maximo
valor de P.

Seja P = (E, P) um polimatroide e seja o vetor
X € RE. Seja o conjunto dos subvetores independentes de

x, P, = {y e P, y < x},BASE DE x & o maximo vetor de P

BASE DO POLIMATROIDE & um
P = (E, P).

EXEMPLO 3.2.5

maximo vetor de P no polimatroide

No exemplo (3.2.1) temos que:

Figura (III-4(a)) - todos
bases

outro

Figura (III-4(b)) - todos

bases

os vetores x € P tal que |x| =:3 sdo
do polimatroide, pois nao existe um

vetor y € P tal que y > x.

os vetores x ¢ P tal que |x| = 4 s3o

do polimatroide

Figura (III-4(c)) - o maximo vetor de P & x = (3, 2) tal que

[ x| =

5. Temos uma unica base para o poli-

matroide.

Uma extensao do teorema (II-2.2.2) pode ser enun-

ciada.
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TEOREMA 3.2.2

Toda base de um polimatroide (E, P) possui 0

mesmo modulo.

Demonstracao: Seja o polimatroide (E, P). Seja b] e P e b2 e P

bases do polimatroide. Suponhamos por absurdo que lb]| > |b2]| .
Entao por (P3) existe z ¢ P tal que b2 <z < b] \% b2, 0 que

contradiz a maximalidade de b,. Portanto |b]| = |b2|.l

Qutros resultados podem ser obtidos semelhantes
aos obtidos para matroides. Faremos aqui um paralelo entre 0S

resultados apresentados:

MATROIDES ' POLIMATROIDES

—
.

1. r(S) = max(|R||RC S, ReF) r(x)=max(|y||ly < x, yeP)

2. Funcao posto r satisfaz teol2. Funcao posto r satisfaz teo-

rema (I[-2.1.2) rema (III-3.2.1)

3. Base do matroide e o maxi (3. Base do polimatroide & o ma-
mo subconjunto independen- ximo vetor independente em
te em E P = (E, P)

4, Toda base possui a mesma (4. Toda base possui o mesmo mo-
cardinalidade dulo.

Ate entao, caracterizamos o polimatroide atraves
do conjunto de vetores independentes P, o poliedro do polima-
troide. Agora, definiremos uma funcdo g que nos possibilite de-
finir este poliedro de um polimatroide de modo a finalmente ob-

ter um modelo de otimizagao mais abrangente (M3).



TEOREMA 3.2.3

Seja E um conjunto finito nao vazio. Seja g uma

funcao de subconjuntos de E, com valores reais e

{x ¢ RE]X(S) < g(s), Y SC E}. Se g satisfaz:

(b) RC SC E » g(R) < g(S)

(c) R, SCE = g(R) + g(S) > g(RUS) + g(RNS),

P = (E, P) & um polimatroide.

Demonstracao: Seja E um conjunto finito e g uma funcao de sub-

conjuntos de E. Seja P = {x ¢ REIX(S) < g(S), v ScC E}. Mostra
remos que P satisfaz (P1 - P3) e portanto P = (E, P) e um poli-

matroide.

Como P & o conjunto intersecao dos semi-espacos da forma

x(S) < g(S), N SC E, entao P e um conjunto fechado e limitado.

E

Portanto € um subconjunto compacto de R+. As propriedades (P1)

e (P2) sao facilmente verificadas.

Para mostrar (P3), seja x ¢ P ey € P tal que |x| > |y|. Supo-
nhamos que (P3) nao e satisfeita, ou seja, nao existe z € P tal

que




Como |x| > |y| ent3ao existe j € E tal que X5 > ¥y Seja

J = {J ¢ Elxj > yj} (111.24)

Logo, péra J € J existe um conjunto AC E tal que j € A e
y(A) = g(A), pois, caso contrario poderia aumenter yj sem vio-
lar as restrigoes {y(S) < g(S), v SC E}..Sem perda de genera-

lidade. Seja A = {j}. Entao, temos:

y; = v(3)) = 9(3])

Seja R um subconjunto maximo de E tal que

(I11.26)

Como {j}C E e RC E, entao pela submodularidade de g, proprie-

dade (c), temos que:

g({j} U R) + g({j} N R) < g({j}) + g(R) (III.27)
De (III.25) e (III.26) temos que

g({i}) = y({i}) e g(R) = y(R)
Pela teoria de conjuntos temos que

y({il) + y(R) = y({i} UR) + y({jrN R) (II1.29)




Logo, de (III.27), (I11.28) e (III.29) temos que:

g({3} U R) + g({j} N R)

| A

g({i}) + g(R)

y({31) + y(R)

y({iYUR)+y({i}NR)
(I11.30)

g({it U R)
g({ir N R) (I11.31)

Como y € P entao y({j} y R)
y({i} N R)

| A

| A

Logo, de (III.30) e (III.31), temos que:

g({jrUR) + g({j}NR) < y({JIUR) + y({jINR)

I A

g({jTUR) + g({j1NR)
(I111.32)

A

Portanto a inequacao e satisfeita na igualdade. De (III.32) e

(II1.31) temos:

g({j} UR)
9({jr N R) (I11.33)

y({ji} U R)
y({it N R)

Seja j # R entao de (III.33) temos uma contradicao a maximalida
de de R. Logo, j € R. Mas, desde que o resultado e valido para
um j arbitrario, j € J, entao JC R. Logo, de (III.24) e

(IIT.26) temos

g(R) = y(R) < x(R)
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0 que contradiz a suposicao inicial x € P. Logo, para x € P e
y € P, |[x] > |y| ent3do existe z ¢ P tal que y < z < xVy e
(P3) & satisfeita. Portanto P e o poliedro de um polimatroide e

P = (E, P) & um polimatroide.®

Pela definicao, um conjunto P intersecao de se-
mi-espagos x(S) < g(S), V ScC E, & o POLIEDRO DO POLIMATROIDE
(E, P) se g e uma funcao de subconjuntos de E nao-negativa,nao-

decrescente e submodular.

EXEMPLO 3.2.6

Seja E = {1, 2}..Temos os subconjuntos de E:

S, = {1}, S, = {2}, S, = {1, 2} e D.

(a) Seja g tal que g(B) = 0, g(S]) = 9(52)=g(53)=3. Podemos ve-
rificar que g satisfaz as propriedades (a), (b) e (c) (teo-

rema 3.2.3). P e dado por:

x] < 3
Xy < 3
X1 + x2 < 3

Este poliedro de polimatroide corresponde ao poliedro da fi

gura (III-4(a)).
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(b) Seja g tal que g(P) = 0, g(Sy) = 3, g(S,) = 2, g(S3) =4.
Tambem satisfaz (a), (b) e (c) e temos um polimatroide(E,P)

onde P:

x] < 3

x2 < 2
x1 + x2 < 4
x], x2 > 0

e representado geometricamente na figura (III-4(b)).

(c) Seja g tal que g(P) = 0, g(S4) = 3, g(S,) = 2, g(S3)=5.

Temos um polimatroide (E, P), onde P:

X < 3

Xo < 2
X1+t X, < 5
X1s X, 20

€ representado geometricamente na figura (III-4(c)).

(d) Seja g tal que: (dy) g(P) = 0, g(Sy) = 4, g(S,)=3, g(S3)=3;
(do) 9(8) = 0, g(Sy) = 3, 9(S,)=2, g(S3)

1}
()]

Temos em (d;) que a propriedade (b) nao e satisfeita, pois

S] = {1} c {1, 2} = 83, mas g(S]) > g(S3).
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Em (d2) a propriedade (c) nao e satisfeita pois

g(s'l) + 9(52) =5 < g(S] U 52) = 9(53) = b

O0s poliedros definidos por g em (d]) e (dz) sao apresenta-

dos na figura (III-8(a)) e (III-8(b)).respectivamente.

XZ?
! '
2
] b
(a)
3 r

Fig. II1-8, Exemplo 3.2.6(d)

Pela figura (III-8) temos que os poliedros gera-
dos satisfazem as propriedades (P1 - P3) e sao portanto polie-

dros de polimatroides. Porem, pelo teorema (3.2.3) nada podemos

afirmar uma vez que g nao satisfaz as propriedades (a), (b) e

(c).




EXEMPLO 3.2.7

Seja E = {1, 2, 3} e o poliedro definido por wuma

funcao g dada abaixo:

X4 <2 =g(1}h

X2 i3 = g({21)

X3 <5 = g({31})

X1 * X, <4 = g({1, 2})
Xq * X3 <6 = g({1, 31)

Xo * X3 < 6 = g({2, 3})
X]+X2+X3i7=9({]s 2, 3})
X7 Xos Xg >0

Podemos verificar que g satisfaz as propriedades (a), (b) e

(c) do teorema (3.2.3) e portanto este poliedro e o poliedro de
um polimatroide (E, P). Sua representacao geometrica aparece na

figura (III-6).

Pelo teorema (3.2.3), dada uma fungao g que satis
faz as propriedades (a), (b) e (c) entao temos um polimatroide
P = (E, P). Agora, procuraremos mostrar o que corresponderia a
volta (<) para o teorema (3.2.3). Dado um polimatroide, encon-
trar uma funcao g que o caracteriza. Obviamente esta funcao g

satisfaz as propriedades (a), (b) e (c). Antes, porem, apresen

taremos um teorema auxiliar.
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TEOREMA 3.2.4

Seja o polimatroide IP = (E, P) sobre E={i],...,in}
e uma funcao g definida sobre o conjunto de subconjuntos de E

tal que para SCE

g(s) = max { ] X}

Seja para SC E o conjunto de vetores
X> = {x e Pl 7 x. =g

. i

ieS R _ S
nos um x € XS ex e X°, isto &, x € (X> N X

(S)}. Entao para RC SC E existe ao me-
R
).

Demonstracao: Seja o polimatroide IP = £E, P) sobre E={1],...,1n}

e uma funcao g definida sobre os subconjuntos de E tal que para

SCE
g(s) = max { ] X5} (111.34)
XeP ie$S
T 1, ] _
Seja x' e Py X' = (Xi 5 e.us Xi o, » X: ),:s = |S], tal que
1 S n
x1 € XS. Logo, de (III.34) temos que:

S
g(s) = max { } x;} = X, (I111.35)
xeP  ieS i=1

Pela propriedade (P2) de polimatroides temos que todo subvetor

de x] pertence a P. Logo existe um vetor x] que satisfaz(III.35)
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e tal que xl _ 1

s¢] T v T Xin = 0. Portanto seja
x] = (x} s eees xl » 0, ..., 0). Logo de (III.35) temos que:
1 S
s 1
g(s) = ) X5 = | x| (I111.36)
i=1
1
. 2 2_,.2 2
Da mesma forma para RC SCE, seja x eP, x _(Xi se s Xy »0,...0)
1 r
r = |[R|, x2 e xR e
;
r2 2
g(R) = max { J x;} = ] xi=[x"| (I11.37)
xeP ieR 1=1]
Para demonstrar o teorema faremos duas suposicoes quanto aos
modulos de x| e x2.
2 1
(a) |x7] > [x"]
Como RC S entao contradiz a maximalidade de x]. Logo
2 1
Ix“] < [x7]
2 1
(b) [x“] < [x7]
2, _ 1 ~ 2 S
(b1) Se |x"] = [x | entao temos de (III.36) que x° e X .Por
tanto x° ¢ xR e x% & X%, isto &, x°% ¢ (XS n x?y.
(b2) Se |x2| < |x]] entao aplicando a propriedade (P3) de
polimatroides temos que existe x e P tal que

x2 < X < x] Y x2. Este vetor tera a forma
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X = {X:; 5 ouovs X: 5 0, ..., 0}. Evidentemente

11 1s
2
X . = Xy
1 1
2
X . = X.
1Y‘ 1Y‘

. 2 . . . . .
pois Xx. > X, para j e {1], cees 1r} seria uma contradi

J J
cao a maximalidade de x2. Logo, x ¢ XR. Por outro la-
2 ~ . 2 .o ;. .
do, como x > X~ entao existe Xj > xj, J€{1r+],...,1s}.
Sem perda de generalidade seja X > x? . Temos
_ r+1 r+1
entao:
1 1
_ .2
Xo o= X
r r
X .
i > X
r+1 vt
X‘i = ., ::X_i = 0
r+2 n
Se |x| =:|x]| por raciocinio semelhante a (bl) mostra-

mos  que x ¢ (X8 N x°).

Se |[x| < ]x]I voltamos a aplicar o raciocinio de (b2)

aumentando ainda mais uma das coordenadas xj,

j € {1r+1’ cees 15}. Procedemos assim ate que obtemos
1

x| = |x"].




Logo, como sempre temos |x| =‘Ix]1 entao de  (III.36)

resulta que x ¢ XS. Como x ¢ XR temos x e(XS N XR).

TEOREMA 3.2.5

Seja o polimatroide P = (E, P). Entdo & possivel
definir uma funcao g definida sobre o conjunto de subconjuntos

de E, tal que para SC E

g(S) = max { } X}
xeP eSS

e g satisfaz as propriedades:

(b) RC SCE ~ g(R) < g(S);

(c) R, SCE = g(R) + g(S) > g(RUS) + g(RNS).

Demonstracao: Seja o polimatroide IP = (E, P) e a funcao g de

subconjuntos de E tal que para SC L

9(s) = max {.ZS X} (I11.38)
Xe 1€

Para SC E, seja o conjunto de vetores

X> = {x e P| T x.=q(S)} (111.39)
ieS

i




Utilizando o teorema (3.2.4) mostrarembs que a funcao g defini-

da para o polimatroide satisfaz (a), (b) e (c).

(a) g(P) = 0 e trivial

(b) Seja RC SC E. Pelo teorema (3.2.4) existe um vetor x ¢ XS

e x ¢ xR, Logo, de (III.38), como R S entao g(R) < g(S).
(c) Seja R, SCE = {i], ceos 1n}. Sem perda de generalidade se

Ja

Ro= {0 vees B Tgyqs eees 1))

S= {1]’ « o 09 .it, -ik+'|, e e 0 -ip}

Denominamos: A = {i,, ..., i}, B = {1t+1’ cees T 1,

C= i qs v 1p}. Temos que (R 1 S)c R US. Portanto pe

XRUS N XRﬂs

lo teorema (3.2.4) existe um vetor x e ( ). Se-

i 0, ..., 0) este vetor tal que:
'p

X e X e x e X (I11.40)

Logo, de (III.40) e (III.39) temos que:

G(R U S) ) xi= Doxbe Ioxle I oxd (11n.41)

g(R N's)

1
>
1]
[~
x

I11.42
1€%Rn3) T ( )

Portanto de (III.39) te-

mos que:



(111.45)

I oxd+ I xd > 7 oxl e ] o« (I11.46)

| v

pois caso contrario x2 ¢ XR, x3 ¢ X> e x e X

cionando (III.45) e (III.46) temos que:

+ ) x} + ) X+ ) x|

ieB ieC ' oieA !
Logo, de (III.41), (II11.42), (I111.43) e (II1.44) temos que:
g(R) + g(S) > g(RUS) + g(RNS)

Portanto g satisfaz a propriedade (c) e o teorema esta demons

trado.®

EXEMPLO 3.2.8

Seja o exemplo (3.2.6(d)). Temos que as funcoes:
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(1) 9(P) = 0,9(S;) = 4, g(S,) = 3, g(S3) = 33

—
-
—_

~—
[{a]
—
=
~——
1
(e}
-
[{@]
—
w
—_
~—
1l
w
-
[{e]
—
w
N
~—
1
~No
-
(=}
—
w
w
~
"
(@2}
-

ndo satisfazem as propriedades (a), (b) e (c) do

(3.2.3) e portanto nada pode ser dito quanto aos

teorema

poliedros

P ={x¢ REIX(S) < g(S), VSCE}. 0s poliedros gerados

funcoes g definidas em (i) e (ii) sao apresentados na

(I1I-8(a)) e (III-8(b)), respectivamente. Podemos

pelas figuras, que estes poliedros satisfazem (P1 - P3) e
portanto poliedros de polimatroides. Portanto, aplicando o
rema (3.2.5) podemos definir uma funcao g que satisfaz as

priedades (a), (b) e (c) e caracteriza os poliedros dos

matroides.

Seja E = {1, 2}, S] = {1}, 52 = {2}, S

m

g(s) = max { ] x.}, SC
xeP ieS

p -~ x = (0, 0). Logo, g(P)

S = S]+ x = (3, x2). Logo, g(S]

Figura (III-8(a)) - S

)

S = 32+ X = (x], 3). Logo,g(SZ) =

S = 53+ x tal que x]+x2=3. Logo

Figura (III-8(b)) - S =0+ x = (0, 0). Logo, g{(D)
S = S,> x = (3, x,). Logo, g(S,
S = 52+ X = (x], 2). Logo, g(S2

S =S, x = (3, 2). Logo, g(S3)

1]

)
)

pelas

figura

verificar,

3 {1, 2} e D.

I

5

Sao
teo
pro-

poli-

Seja




Pelo teorema (3.2.5) podemos caracterizar o polie
dro de um polimatroide e portanto obter um vetor independente,
x ¢ P, de peso maximo. Este problema se resume em maximizar

cx tal que x € P, ou seja:

'ZS x5 < g(s), VscE
je

X, > i ¢ E
j 2 J

Como g e uma funcao de subconjuntos de E satisfazendo as pro-
priedades (a), (b) e (c) do teorema (3.2.5) obtemos um modelo

de otimizacao mais abrangente que contem o modelo (M2).

Comparando o teorema (II-2.1.2) com o teorema (3.2.3) vemos que
a funcdo posto r(S) de um matroide satisfaz as propriedades (a),

(b) e (c) do teorema (3.2.3). Deste modo

r¢s) ,Vsce

0 ,ng

éeE

o poliedro do matroide & tambem o poliedro de um polimatroide.

0 inverso no entanto nao & verdadeiro. Uma fungao g(S) satisfa
zendo o teorema (3.2.3) nao obrigatoriamente satisfaz as pro-
priedades (R1 - R3) do teorema (II-3.1.1). Isto e, nao e uma
funcao posto de um matroide, pois em cima desta funcdo nao pode

ser definido um matroide. Basta ver que podemos ter:
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g(S) < g(s U {e}l) >g(s)+1, SCEeecteE.

Portanto uma contradigao em (R2).

Resta apresentar um algoritmo guloso que forneca

uma solucao otima para (M3).

3.3 - Algoritmos Gulosos Aplicados a Polimatroides

Seja E = {1, 2, ..., n} e a funcao de . pesos
c: E > R. Seja, g uma funcao de subconjuntos de E nao negativa,

nao-decrescente e submodular. Resolver o modelo:

max C X

q(s), YScE

(M3) }ox
jes

| A

x; >0, §J et

0 problema consiste em determinar x* € P tal que
x* & um vetor independente de peso maximo no polimatroide (E,P).
Resolver este problema e semelhante a resolucao de (M2) vista
anteriormente. Determinar no poliedro do polimatroide um verti-

ce de peso maximo.

ALGORITMO 5 - GULOSO PARA POLIMATROIDES

PASSO 0. Seja E = {1, 2, ..., n} e c: E ~ IR. Seja m(c) =

(1], Ths vees i) uma permutacao dos elementos de E



PASSO 1.

PASSO 2. Para j

Faca x?

PASSO 3. Para

Faca

EXEMPLO 3.3.1

Seja o polimatroide do exemplo (3.2.7) apresenta-

do na figura (III-6). Seja a funcao de pesos c: E > R tal que

1 2¢p 2 ..o 2¢ >02>c > «.. 2 C . Aplicando o algoritmo

Z by Z z
5 temos:

k+1 —~

=9(S3)-9(S,)=9({1,2,3})-9{{1,2})=7-4=3
> x* = (2,2,3)




Assim atingimos o objetivo desta secao, um modelo
de otimizacao, mais abrangente. E um modelo que engloba o ante-
rior, porem & um modelo amarrado a uma estrutura de polimatroi-
de. Uma estrutura bastante rigida sendo necessario definir uma
funcao g sobre E e ent3ao definir o poliedro por um conjunto de
restricoes, uma para cada subconjunto de E. A rigidez destes
modelos esta vinculada aos algoritmos gulosos que devido a ex-

cessiva simplicidade perdem na capacidade de resolver problemas
mais complexos. Assim a definicao de modelos que possam Ser re-
solvidos por gulosos exatos & um caminho bastante restrito. No
capitulo IV, apresentaremos alguns modelos praticos para entao

definir algoritmos gulosos heuristicos.

Na secao seguinte apresentaremos um problema ge-
ral desvinculado das estruturas anteriores, porem englobando
0os problemas ate entao solucionados. Um novo algoritmo guloso,
que podera ser exato ou aproximado dependendo das caracteristi-

cas do problema, sera apresentado.

Da mesma forma que no modelo (M2), o modelo (M3)
g definido em cima de um grande numero de restrigoes, uma para
cada subconjunto SC E. No entanto, podemos verificar que algu-

mas restricoes sdo redundantes. Essa redundancia e evitada se

definirmos g sobre um reticulado L de subconjuntos de E (APENDI

CE A), mantendo os resultados obtidos.
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4, UM ALGORITMO GULOSO HEURISTICO

4.1 - Introducao

Na secao anterior apresentamos um algoritmo geral
para matroides, algoritmo 2. A seguir, determinamos um modelo
de otimizacao para matroides (M2) e ent3ao um modelo de otimiza-
cao para polimatroides (M3). Em ambos o0s casos apresentamos
algoritmos gulosos especificos para os modelos (M2) e (M3). Es-
tes modelos amarrados a estruturas bem definidas sao bastante

rigidos nas suas formulacoes, com aplicacoes restritas.
Seja E = {1, 2, ..., n} um conjunto de indices e
a funcao de pesos c: E >~ IR. 0 modelo (M3), englobando (M2) con-

siste em:

(M3) max c X

xeP

(E, P), ou seja, P & um

onde P & o poliedro do polimatroide P

subconjunto compacto de RE.

0 modelo proposto nesta secao consiste em:

(M4) max ¢ X

xel

onde U & um subconjunto compacto do R" e ¢ ¢ R".
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E um modelo desvinculado das estruturas anteriores, porem englo

ba todos os problemas em (M3) e consequentemente em (M2).

0 objetivo desta secao e apresentar um algoritmo
guloso heuristico para (M4) e definir em que condigoes este al-
goritmo se comporta como um algoritmo exato fornecendo solucao

otima para (M4).

E um algoritmo semelhante aos algoritmos (4) e (5) aplicados a
(M2) e (M3) respectivamente, porem, ao inves de operarmos com
as funcoes r e g, associadas as estruturas de matroides e poli-
matroides respectivamente, operaremos com 0s termos independen-

tes (bi) das restricoes que compoem o subconjunto U em (M4).

Apresentaremos algumas definicOes que serao utili

zadas nesta secao.

Seja chan. Denotamos co(U) o FECHO CONVEXO ou ENVOLTORIA CON
VEXA de U, ao menor conjunto conexo contendo U ou a intersecao

de todos conjuntos convexos contendo U.

Seja Uq;IRS, definimos o FECHAMENTO HEREDITARIO de U por H(U) =

{x|x > 0, x <y para todo y e U}.

Utilizaremos U + y para denotar TRANSLACAO de U por um vetor y,

isto e, U +y = {x|x=2z+y, z ¢ U}
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Por se tratar de um algoritmo heuristico, nao

necessariamente exato, convencionaremos chamar:

x© - a solucao do guloso para o problema

X* - a solucao otima do problema

7% - CX - o valor da funcao objetiva para a solucao do guloso
Z* = ¢x* - o valor da funcao objetiva para a solucao otima do

problema.

EXEMPLO 4.1.1

Sejam os conjuntos UC R" na figura (III-9). Para

cada subconjunto U apresentamos uma das definigcoes anteriores.

/Z>>\ F.CONVEXO . Zii>>co(u)
Zii:> F. HEREDITARIO

v

v

]

v

v

TRANSLACKO Uty

Y

Fig. III-9. Exemplo 4.1.1



4.2 - 0 Algoritmo Heuristico

Seja E = {1, 2, ..., n} e a funcao de pesos
c: E > R. Seja m(c) = (iy, i, vuvy i) a unica permutacao dos

elementos de E tal que:

lci | > ]Ci | > ... > |c. | onde se !Ci | = [Ci | e j < k entdo
1 2 n i k .
i.<i, .
Jj ok

EXEMPLO 4.2.1

Seja a funcao de pesos ¢ = (-2, -2, 7, 1, -4) eR5.

Temos que 7(c) = (3, 5, 1, 2, 4)

legl > legl > feql 2 fey| > [yl

Para simplicidade de notagao suporemos a permuta-
cao m(c) = (1], Tos e in) = (1, 2, ..., n) sempre que facili

tar.

Para qualquer subconjunto S = {i],iz,...,ik} tal

s X: 5 eess X: ) € U se existe y e U

que SC E, escrevemos (X.

i

1
tal que Yi T Xy i< J < k.
J J

Seja o problema:

(M4) max c X

xel
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onde U & um subconjunto compacto de Rn e a funcao c: E -+ R.

De forma semelhante a solucao dos modelos anterio
res, solucionar (M4) consiste em encontrar x ¢ U tal que Z = cx

seja maximo. Uma vez que U e compacto, apresentaremos um algo-

. - . . -, -~ 0
ritmo guloso heuristico que seleciona uma unica solucgao X" =
0 0 0
(x], ceos Xn)’ x e U.

ALGORITMO 6 - GULOSO HEURTISTICO

PASSO 0. Seja E = {1, 2, ..., n} e a funcao de pesos c: E - R.

Seja 7m(c) = (i], 12, coes 1n) a permutacao dos elemen-
tos de E.

Por simplicidade, seja m(c) = (1, 2, ..., n).

PASSO 1. Escolha x? = Imax {X1|X] e U} se cy >0

min {x;|x; € U} se ¢y <0

PASSO 2. Para j =2, 3, ..., n
0

_ 0 0 0 ~

Escolha Xj = Imax {xj|(x], Xo s . Xj71’xj) € U}se(ﬁ>0
. 0 0 0 oy =

min {le(x], Xo seees Xj—]’xj) £ U}secjio

EXEMPLO 4.2.2

Seja U C RZ a area hachurada da figura (III-10)




Fig. III-10. Exemplo

max {x,]x, e U}

= max {x]|(x], 6) €
A solucdo do guloso & x° = (0,

Seja ¢ = -4)
PO. , 2)

P1. x; = min {x]lx] e U}

P2. i = min {x2|(0, Xo)

A solucao do guloso & x° = (0,

Primeiro, o algoritmo 6 ordena os elementos de E
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em ordem decrescente de pesos. A cada passo seleciona um elemen
to de peso maximo (peso minimo) e faz com que obtenha o maximo
(minimo) valor em U. Assim, o algoritmo caminha na fronteira do
subconjunto U buscando uma solucio x° € U tal que cx° & miximo.
Portanto, podemos verificar que este algoritmo e semelhante aos
algoritmos (4) e (5). Primeiro, porque os algoritmos (4) e (5)
também selecionam os elementos em ordem decrescente de pesos e

depois, ao fazer x? =2 g(S.) - g(S ) o algoritmo 5 tambem ca-

J
J
minha na fronteira do poliedro do polimatroide gerado pela fun-

j-1

ao g, fazendo com que x* atinga o maximo valor em P.
q 3. g
J

TEQREMA 4.2.1

0 ponto x°, soluc3o do guloso, & um ponto extremo

de U.

0

Demonstracao: Seja X = (X7, «uus xﬂ)

? a solucdao do guloso. Mos-

traremos que x® n3o pode ser uma combinacao linear convexa de

dois pontos distintos de U e portanto x° & ponto extremo de U,

Seja x ¢ U ey e U distintos. Suponhamos 7w(c) = (1, 2, ..., n)

Seja x© = ax o+ (1-x)y, 0 <X <1 (II1.47)

— O

Se ¢y >0 entao pelo algoritmo guloso: X

Logo de (III.47), para 0 < x <1 temos

X157 % = Yy




Se ¢ < 0 entao pelo algoritmo guloso x

0
1

f_X-IEX

de (IIT.47), para 0 < X < 1 temos X1 = Xy = Yq-

Passando a segunda iteracao do guloso, aplicando raciocinio se

melhante para Coos temos xg = X, = Y, Aplicando o mesmo racioci

nio sucessivamente temos:
J < n.

o -

Logo x0 = y e portanto x um ponto extremo de U.®

TEOREMA 4.2.2

A solucio do guloso em U, x°(c, U) & igual, a so-

Tucdo do quloso em co(U), y°(c, co(U)). Isto &, xo(c, U) =

yo(c, co(U)).

Demonstracao: Seja xo(c, U) e yo(c, co(U as solucoes do gu-
))

loso para todo x ¢ U e y e co(U) respectivamente,

¢, cotU)) = (¥]s ¥ps wees ¥p)

Pelo teorema (4.2.1), yo(c, co(U)) e um ponto extremo em co(U).

Da analise convexa temos que:

“todo ponto extremo da envoltoria convexa de U e

um ponto extremo de U".




Entdo, y°(c, co(U)) & tambem um ponto extremo de U. Logo
(111.48)

Suponhamos m(c) ..., n) onde [c]l > [c2| > .. > |cn|.

Como xo(c, U) e solucao do guloso em U, de (III1.48) e aplicando

o algoritmo guloso em U temos:

Por outro lado, UcC co(U) por definig¢ao. Logo

0
1

X,y 2y
0

De (I11.49) e (II1.50) temos que x] = y;

Repetindo o raciocinio para xg, xg,

co(U)).®

4,3 - 0 Cone Guloso

Definimos o CONE GULOSO U* de U por:

U* = {c|c ¢ R" e 2° = 7%}

0 come guloso de U e o conjunto de pesos ¢ para




0s quais o algoritmo guloso fornece a solucao otima, ou seja,
0o algoritmo guloso heuristico comporta-se como um algoritmo exa

to.

0s conjuntos U tais que U* = R" demonimanos CON-

JUNTO GULOSO.

Para » > 0 e c ¢ R" temos que Z%(ic,U)
e Z*(XC, u) = A.Z*(c, U). Portanto U* & um cone, nao vazio,pois

sempre contem o vetor nulo.

Apresentaremos alguns exemplos onde dado um con-

junto U obteremos o correspondente conjunto guloso U*, Porem

. ~ = 2
gostariamos de ressaltar que sao exemplos didaticos, no R™, on-

de e facil visualizar estes conjuntos. Para um conjunto U g;Rn
a obtencao de U* torna-se trabalhosa. A operacionalizacao para
determinacao de U* esta em aberto, nao impedindo no entanto o
desenvolvimento da teoria. Porem, a definicao de cone guloso e

de grande importancia para os resultados que serao apresentados.

EXEMPLO 4.3.1

Seja U C'_R2 figura (III-17(a)). Para as infinitas
funcoes de pesos ¢, faremos uma comparacao entre as solucoes
obtidas pelo guloso e as solucoes obtidas por um algoritmo de
programacao linear, o Simplex. Todas as funcOes para as quais

0

- 0 .
X~ = X*, e entao Z~ = Z*, pertencem ao cone guloso. Para isto,

dada uma fgngao de pesos c = (c1, c2), basta aplicar em U o al
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goritmo guloso 6 para obter a solucao do guloso e atraves do

gradiente Vc = (cq, ¢,) verificar qual e a solugao otima. Deter

minamos x° ¢ U e x* ¢ U.tal que 7% = cx% e 7* = cxx sejam maxi-
mas.
Czlt
C,=Cy
D
- Cs:=C,/3
£ J 2 1
LA
(b)

Fig. III-11. Exemplo 4.3.1

Seja c; > 0 e Co > 0

(1)

Se ¢y < cy, entao Vc = (cy> c,) aponta em uma direcdo  com
angulo superior a 45° (com o eixo x]). Vc varre o cone A
da figura (III-11(a)). Logo a solucao otima & x* = (0, 3).

Aplicando o guloso obteremos a mesma solugao x% = (0, 3).
Se C1 = Coo entao Ve = (c1, c2) aponta em uma direcao com

- . 0 . . . ~
angulo igual a 457, Vc coincide com a aresta intersecao dos

cones A e B. Logo a solucao otima ainda @ x* = (0, 3). Apli

o



¢

cando o guloso, como IC]I = [c,| a solugdo e «x (1, 0).

(3) Se Ci > Cys aplicando o guloso obtemos x° (1, 0).

Ve = (cys C,) temos tres condigoes:
(3.1) Vc varre o cone B. A solucgao otima & x* = (0, 3).

(3.2) Vc coincide com a aresta B /) C. A solucdao otima pode

ser tanto x* = (0, 3) como x* = (1, 0).
(3.3) Vc varre o cone C. A solucdo otima & x* = (1, 0).

De (1), (2) e (3) temos que D, F na figura (III-11(b)) fazem
parte do cone guloso. Para as demais fungOes de custo
(c] < 0 ou Cp < 0 ou cq < 0 e Cyp < 0) podemos verificar que

x® = x*. Assim o cone guloso e o RZ a menos do cone E. U*=R2—E.

EXEMPLO 4.3.2

x5 < 13 na figura (I1I-12(a)).

C2‘

Fig., III-12. Exemplo 4.3.2
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Seja a funcao de pesos ¢ = (c], c2). Repetindo o processo utili
zado no exemplo (4.3.1), o gradiente Vc = (c], c2) aponta para
um ponto x* na fronteira em U, que e a solucao otima para esta

funcao de pesos. Enquanto, ao aplicarmos o guloso as solucoes

possiveis sao as intersecoes da fronteira de U com os eixos
coordenadas (x0 = (1, 0) ou x% = (0, 1) ou x% = (-1, 0) ou x0 =
(0, -1)). Assim as solucoes do guloso serao solucgoes otimas

para as funcoes de peso c = (c], c2) tal que Vc = (c], c2) apon
ta na direcdao dos eixos, ou seja, U*¥ & representado pelos eixos

coordenados figura (III-12(b)).

TEOREMA 4.3.1

Seja y ¢ R" ent3o (U + y)* = U*, Consequentemente U
e um conjunto guloso se e somente se (U + y) & um conjunto gulo

so para algum y ¢ R".

Demonstracdo: Seja y ¢ R" e ¢ ¢ R". seja x%(c, U) a solucio do

guloso em U e xo(c, U+ y) a solugao do guloso em U + y. Pela

translacao

% ®(c, U) +y (111.51)

x (c, U+ y) =x

Il
>
>*
—
(@]
-
[
~—
+
<

x*¥(c, U + y) (II1.52)

Temos que Zo(c, U+ y) =cx

7%(c, U+y) = cx%(c,U) + cy = 2%, U) + cy (I11.53)




Temos que Z*(c, U+y) = cx*(c, U+y). Logo de (III.52) temos

Z*(c, U+y) cy (I11.54)

Portanto de (III.53) e (III.54) Zo(c, U) U) se somente

se Zo(c, U+y) = Z*(c, U+y). Logo (U+y)*

TEOREMA 4.3.2

U* = (co(U))*. Consequentemente U & um conjunto gulo-

so se e somente se co(U) e um conjunto guloso.

Demonstracao: Seja ng;an e co(U) a envoltoria convexa de U. Se

ja ¢ e R". como UC co(U) por definicao, entao

Z*(c, U) < Z*(c, co(U))

Da analise convexa temos que:

"todo ponto extremo de co(U) & um ponto extremo de U";
"todo ponto de co(U) pode ser uma combinacao linear

convexa dos pontos extremos de co(U)

Consequentemente, todo ponto de co(U) pode ser uma combinacao
Tinear convexa dos pontos extremos de U. Com este resultado, se

jJay e co(U) tal que:
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k Sk
y o= L Ao x', T oas =1, a0 >0 (I11.56)

onde x' ¢ U & um ponto extremo de U. Isto &, y & uma combinac3o

linear convexa de k pontos x ¢ U. Portanto

k
De (III.56), ) A. = 1. Logo
cy < Z*(c, U) (II1.57)

Como (III.57) e valido Vy € co(U), em particular & valido para

y = x*(c, co(U)). Logo, de (IIL.57)

Z*(c, co(U)) = cx*(c, co(U)) < Z*(c, U) (III.58)
De (III.55) e (III.58) temos:

Z*(c, U) = Z*(c, co(U)) (III.59)
Do teorema (4.2.2) temos xo(c, u) = xo(c, co(U)) e portanto

2%(c, U) = 7%, co(U)) (I11.60)

De (III.59) e (III.60), Z*(c, U) = Zo(c, U) se e somente se

Z*(c, co(U)) = Z2%(c, co(U)). Logo U* = (co(U))*.®
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TEOREMA 4.3.3

n ~
Se Uc_;IR+ e se ¢ > 0 entao ¢ € U* se e somente se

c e (H(U))*.

Demonstracao: Seja Ug;le e ¢ > 0, Demonstraremos em duas par-

tes.

(a) 2%, U) = z°%(c, H(U))

(b)Y Z*(c, U)

I
N
b3
—

(@]

-

-
—_
ey
~
~—

(a) Seja m(c) = (1, 2, ..., n). Aplicando o guloso em U, como

c > 0 temos x?(c, U) = max {xq|x, e U}. Seja

x! = max {x e U} (I111.61)

X
entao o guloso faz x?(c, U) = xq.
Aplicando o guloso em H(U), como ¢ > 0 temos
0

xq(c,H(U)) = max {x]|x] e H(U)}.

Seja agora x1 = max {x € H(U)} entao o guloso faz
X
1

x?(c, H(U)) = i}. Evidentemente
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pois se i] > x} entdo pela definigao de fechamento heredita

rio existe x ¢ U tal que x > i] 0 que contraria (III.61).

Como UC H(U) temos que:
X e H(U) (IIT.63)

De (III.62) e (III.63) segue 21 = x}. De forma  semelhante
podemos demonstrar para as demais componentes. Portanto

c, H(U)) = xo(c, U). Consequentemente,

0 0

Z7(c, U) = Z7(c, H(U)) (II1.64)
Como UC H(U) entao

Z* (¢, U) < Z*(c, H(U)) (I11.65)

Seja x*(c, H(U)) a solugao otima de H(U). Pela definicao de

hereditario existe x € U tal que

X > x*(c, H(U)) (III1.66)

Com ¢ > 0,
Z*(c, U) > cx, Vx e U (IT1.67)

De (IIl.66) e (III.67), Z*(c, U) > cx*(c, H(U)). Logo

Z*(c, U) > Z*(c, H(U)) (I11.68)
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De (III.65) e (IlIl.68) temos:

Z*(c, U) = Z*(c, H(U)) (I11.69)

Logo de (I11.64) e (111.69), z%(c, U) = Z*(c, U) se e somen
te se 72°(c, H(U)) = Z"(c, H(U)). Portanto ¢ € U* se e somen

te se ¢ ¢ (H(U))*.@

4.4 - Caracterizagao dos Conjuntos Gulosos

Dado um conjunto Uq;an e uma funcgao de peéos C,
vimos nas secoes anteriores que o algoritmo guloso heuristico se
tomporta como um algoritmo exato, fornecendo solugoes otimas
se ¢c e U¥, o cone guloso de U. Nesta secao procuraremos caracte
rizar os subconjuntos UC R" para os quais o algoritmo guloso
heuristico sempre fornece a solucao otima. Ou seja, 0s conjun-

tos gulosos U tais que U* = R".

LEMA 4.4.1
Seja P = (E, P) um polimatrdide no R". Seja
c e R" tal que Cc = (c], Cos wves Cpos 0, ..., 0), onde
0 0 0 -
Ci 2Co > vuw > Cp > 0. Se x (¢, P) = (x],...,xk,O, ey 0) e

uma solucao do guloso entao para qualquer vetor y e P, y =

(Y95 Yos +ees ¥y)



Demonstracao: Seja IP = (E, P) um polimatrdide no R" e ¢ ¢ R" tal

que ¢ = (Cys CHyy wnvs €5 0, ...y 0) onde ¢y > ¢y >...> ¢ > 0.
Seja xo(c, P) = (x?, cens xi, 0, ..., 0) a solugao do guloso

em P. Seja y € P tal que y = (y], Yos «ees yn)

Suponhamos por absurdo que

De (III.71), pela propriedade (P3) da definicao de polimatroi

des temos que existe z ¢ P tal que

(I111.72)

De (IIl.72), z > x%, ent3o existe pelo menos um elemento 1<j<k

tal que Zj > x?. Seja zp a primeira componente de z diferente

de xg, isto e, p = min {jlzj > xg}. Logo

_ 0
B Y

0 que contradiz a escolha de xg pelo guloso. Portanto




LEMA 4.4.2

Seja o polimatroide P = (E, P) e a funcao de

+
c = (c], Cos wnes Cin wuus C Sec:E~-R

J n)'

Demonstracao: Seja o polimatroide IP = (E, P). Suponhamos

funcao de peso ¢ = (c], Cos wees Cyo e cn) tal

leql > el > v > fe .

(a) Aplicando o algoritmo guloso heuristico em temos que se

Cj <0 entao:

o .
j = min {le(x

1 ) 8

s oeees X3_ps X

Logo, pela definigcao de polimatroides, (PI
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Portanto xo(c

(b) Seja x*(c, P) a solugao otima em P tal que:

x? > 0 para c; < 0

Pela propriedade (P2) de polimatroides, se 0 < X o< ox*¥ en-
tao x € P. Seja x tal que:
Xj = 0 < xyexy = x35, Vi # i (I11.73)
n n
De (III.73), ] c. x; > ) cjx§, pois c.x; = 0 e

Portanto uma contradicdo, pois x* e a solucao otima em P.

Logo, para c;i < 0 entao x? = 0 e portanto

Z*(cT, P) = Z*(c, P).@

0 objetivo destes resultados & simplificar a de-

monstracao do proximo teorema.

TEOREMA 4.4.1

Se P = (E, P) & um polimatrGide em R" entio P &

. . - n
um conjunto guloso, isto e, P* = R,




Demonstragao: Seja IP = (E, P) um polimatroide em R" e c* uma

funcao de pesos c: E » R definida no Lema (4.4.2). Para mostrar
que P* = R", pelo Lema (4.4.2), basta mostrar que Zo(c, P) =
Z*(c, P) para todo ¢ > 0.

Seja ¢t tal que €y > Ch > ... > Cp > 0 = ¢ = ... =C

Demonstraremos por inducao finita

k = 0, entao ¢, = ... =c_ = 0. Logo Z° = 7*

~
I

= 1, entao ¢y > 0 = Co = wuw = Cpu Considere o problema:

max C] X-I

Aplicando o guloso em P temos x0 = (x?, xg, cee xg).Suponhamos
que existe x = (X9, Xps uus x,) € P tal que cx > ex?. Entao
evidentemente Xy > x? 0 que contradiz a escolha de x? pelo gu-

loso. Portanto

0 _ 0 _
Xy = xy e l° = I*
k =2, ..., p-1, seja x%(c, P) = (x75..0s%p,0,...,0)=x*(c,P) e
2% = 1%
k = p, entao ¢, > ¢y > ... > Cp > 0 = Cogl = +o0 = Cpe Conside-

re o problema:
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Seja xo(c, P) = (x?, cees xg, 0,
Mostraremos que xo(c, P) = x*(c, P)
Suponhamos existe x = (x], R xp,

Mostraremos e impossivel e portanto

Como Cp > 0, podemos dividir ambos os lados de (III.74)

Cp Temos entao:

(@}
(g}

Il B~1TT
-—
(@]
- |
>
[
vV
[
Il D~
—
(@]
- |
x
[ o

Pelo Tema (4.4.1)

., 0) a solucao do

guloso.

que

por

(I11.75)
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c
Pois, para J = p temos (—R - 1) = 0. Como cj > cp, para todo
' c
p
‘]
: [ S 1 LN 1
1 <Jj <p, fazendo 5 = (C 1) temos ¢y > ¢y >...> Cp-1 2 0
P
Logo o problema a ser resolvido abaixou de ordem. Seja
1 ] i - 1 — = t - 7 -
C] 2Cp > wun 20 >0 =0y 4= ... = Ch-1 onde t < p-1. Consi
dere o problema:
i ]
max cq Xy + tCp Xy
Xx g P

Seja x9' = (x?', xg', cees xﬁ') a solucao do guloso para este

problema. Pelas proprias caracteristicas do guloso temos:

o, _ 0 _0, _ _0O 0, _ O
107 X X T X > Xy T Xy
Portanto, de (III.77) podemos escrever
t t t
¢t x, > ¥ ¢t x% = 7 ¢! x?2 o que contradiz a hipGtese
. 2 J : J s 2 J J
j=1 j=1 j=1
feita na inducao. Logo,
p P
Y oc. x 2 > I Vx ¢ P
FES T B B T

Consequentemente xo(c, P) = x*(c, P). Portanto por indugio, 0

algoritmo guloso fornece a solucao otima para todo c e pr=R",

Podemos verificar que o sentido inverso do teore-




ma e falso. Mostraremos por um exemplo.

EXEMPLO 4.4.1

Seja 0s conjuntos U], U2, U subconjuntos doIR2,

33
na figura (III-13).

Fig. II1-13. Exemplo 4.4.1

Nos tres subconjuntos da figura (III-13), utilizando processo

semelhante ao do exemplo (4.3.1) podemos verificar que Uf - R?

UE = RZ e Ug = Rz. Este mesmo resultado sera mostrado posterior

mente. Porem, tambem podemos verificar que nao sao polimatroi-

des. U] na figura (I11-13(a)) nao satisfaz as propriedades (P1)

e (P2). U, nao satisfaz (P2) e U, nao satisfaz (P2).

2 3

Com o teorema (4.4.1) podemos concluir que todos

os problemas em (M2) e (M3) sao resolvidos pelo algoritmo gulo-




so heuristico, atuando como algoritmo exato.

Caracterizaremos os conjuntos U onde o guloso

atua como um algoritmo exato para todo ¢ > O.

LEMA 4.4.3

Seja E = {i], cees in} um conjunto finito. Seja
U um conjunto compacto e (U + y) uma translacao de U. Seja
V.= H( co(U + y)) tal que V*D RE. Seja a funcao de conjunto g

definida sobre o conjunto de subconjuntos de E tal que:

g(sS) = max { } X )
xeV ieS

entao a funcao g e submodular. Isto e:

g(R) + g(S) > g(RUS) + g(RNS),VR, sSCE

Demonstracgao: Seja E = {iy> ..., 1.}, Seja U um conjunto com-

pacto e (U + y) uma translacao de U. Seja V = H( co(U+y) tal

que V*:QIRE. Seja a funcao de conjunto g tal que:

g(S) = max {)  x.} (I111.78)
xeV 1eS

Seja RC E e SC E tal que:
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= i ,c--,‘i 1 H
R {1] g2 Tpgre eees Ty

S = iy e s Ty eees ip}
onde i # i, para t + 1 <j, L <p.

Dado o conjunto V e a funcao g definida em V mostraremos que a
funcao g e submodular. Para isto, uma vez que 0 cone guloso
V* de V contem Rz, V* ;;RE, entao utilizaremos o algoritmo gu-

loso. Seja o problema:

max € X

xeV

onde ¢ = (c1 5 C: 5 eves Ci s wees C: s wuey C. ) tal que:

1 12 t p n
C = =c, =1+c¢
I Tt
C; = =c, =1
t+1 1p
C. = =c. =20
1p+1 n
Portanto temos que: Ci 2Cy 2 -ee 20Ci 2 0. Aplicando o al-
1 2 ~ 'n
goritmo guloso (6) a este problema, seja x0 = (x? s e x? )
1 n
a solugao do guloso. Uma vez que V* ;)RE e c > 0 entao x° e

solucao otima para o problema acima.

De (I1I1.78) e facil verificar que:




t
g(RNS) = max { 7} X,} = ] x9.

xeV je(RN s) ! ji=r
(111.79)
t t 0
pois se existir x € V tal que ) X5 > ) X5 terfamos  que
J=1 J Jj=1 j
cx > cx? para e » +=, isto &, a solucdo do guloso n3o seria
otima o que e impossivel pela hipotese.
De maneira semelhante temos:
P o
G(RU S) = max { ) x.} = ] X3 (111.80)

xeV  ie(RUS) i=1 '

p Y
pois se existir x € V tal que ) X5 > ) x%_ teriamos que
j=1 J Jj=1 J
cx > cx° para ¢ ~ 0, isto &, a solucdo do guloso nao seria
otima o que e impossivel pela hipotese.
Da definicao de g em (III.78) temos que:
k
0
9(R) > 1 %y
j=1
t P
g(s) > I x§ + I x§ (I11.81)
=1 j=k+1 7]

t k .
g(R) +a(s) > F 0 + 3«0 4 | x°




Logo, de (II1.82), (II1.80) e (III.79) temos que:

g(R) + g(S) > g(RUS) +g(RNS).@

TEOREMA 4.4.2

Seja E = {1, 2, ..., n} um conjunto finito. Seja
U um conjunto compacto. 0 cone guloso U* contem Rz, u* ;;RE s
se e somente se existe uma translacao (U + y) de U tal que

H( co(U + y)) & um polimatroide.

Demonstracao: Seja E = {1, 2, ..., n} e um conjunto compacto

u.
Seja U* o cone guloso de U.

(«) Se H( co(U + y))e um polimatroide entao U* ;?Rz.

Seja H( co(U + y)) um polimatroide. Pela definigao de fe-

chamento hereditario temos que:

co(U + y) © R} (I11.83)
e pelo teorema (4.4.1) temos que

(H ( co(U + y)))* DR} (I11.84)

De (II11.83) e (III.84) temos pelo teorema (4.3.3) que
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(co(U + y))* DR (I111.85)
Pelo teorema (4.3.2) e de (III.85) temos que
(U + y)*;lRQ (I111.86)
Logo, pelo teorema (4.3.1) e (II11.86) temos finalmente
u* DR

Se U* ;?RQ entao existe uma translacao (U + y) de U tal

que H(co (U + y)) e um polimatroide.

Seja U* ;HRE. Como U & um conjunto compacto entao existe

y € R" tal que para todo x e U temos x + y > 0.

Portanto

(U+y)cR] (I11.87)

De (III.87)ve pela definicao de fecho convexo temos que
co(U + y) C R (I111.88)
pois todo ponto extremo de <co(U + y) @ ponto extremo de
(U + y). Ora, como todos os pontos extremos de (U + y) es-

tao em RE, entao tambem os pontos extremos de <co(U + y)es

tao em RE e portanto segue (III.88).




Como U* ;)RE entao pelo teorema (4.3.1) e (4.3.2) temos

(U + y)* DR

(co(U + y))* DR} (111.89)
De (II1.88) e (III.89) e pelo teorema (4.3.3) temos que
(H( co(U + y)))* QIR:]_ (111.90)
Seja V = H( co(U + y)). Se mostrarmos que V &€ um polimatroide

completamos a demonstragdo. Para isto definiremos um polimatro

ide IP = (E, P) e mostraremos que V = P, Seja a fungao de con-

junto g definida sobre o conjunto de subconjuntos de E tal
que:
g(s) = max { ]} x,} (I11.91)
xeV ieS .

De (II11.90) e (III.91) e pelo lema (4.4.3) temos que a fungao
g & submodular. Pela definicao de fechamento hereditario
VC RE e portanto para todo x € V temos que x € RE. Logo, a
funcdo g & nao decrescente, pois & um somatorio de constantes
nao-negativas. Portanto a funcdo g e nao-negativa, nao-decres
cente e submodular. Consequentemente, pelo feorema (3.2.3) te

mos que o poliedro P dado por:

g(s), Vsc E

t~1
x
| A

x
\2

>0, jet




e um polimatroide. Mostraremos que V =:P, Evidentemente, pela

definigcdo de g em (III.91) temos que VC P. Demonstraremos que

PC V.

Seja z um ponto extremo de P. Mostraremos que z € V, isto e,

gue todo ponto extremo de P pertence a V e portanto PC V.

Como z & um ponto extremo de P ent3ao existe uma funcao de pe-
sos ¢ ¢ R" tal que z @ a solucao otima obtida pelo algoritmo

guloso (5) para o problema

C Z = max C X

xeP

Seja ¢ ¢ R" tal que:

Aplicando o algoritmo guloso (5) ao polimatroide seja z ¢ P a

solucao do guloso:

N
I

9({11})

g({iys i,3) = g({iqg})

Gipqh)

(111.93)



Aplicando o algoritmo guloso (6), para a mesma funcao de pesos
c e R", sobre o conjunto V, seja z ¢ V a solucao do guloso.

Portanto:

21 = max {x, |x e V}
1 1
z. =max {x, |x eV, x. =72.1}
i i, i i
7. =max {X; |XeV, X: = Z. ».o.oX; =2, }
Tk Tk ! H k-1 k-1
7, = =3, =0 (111.94)
k+1 n
Mostraremos por inducao finita que z = z.
p = 1. De (III1.91) e como z., = g({i,}) ent3ao temos z, = z. .
iy 1 i i
p = 2. Sem perda de generalidade seja:
o = C =1ec, = =c, =0+ ¢ e
" 2 3 Tk
c, = .. = Cpo= 0 (ITI.95)
k+1 n

0 que nao altera a solucao obtida pelo guloso uma vez
que & mantida a sequencia de escolha dos elementos de

a solucao do guloso e de

D\

E pelo algoritmo. Como Z

uma solucao otima para 0

N
[¢2)

(I11.90) V* DR] entdo Z @

problema
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n
CZ=max ¢ X = max ) C. X, (II1.96)
xeV xeV j=1 3 J

De (III.95), fazendo ¢ ~ O temos que:

cz=1z, + Ei = max {x, + x;} (I11.97)
1 2 xeV 1 2

Logo, por definicao de g em (III.91) e de (III.97) te-

mos
Z. +z. =g({i;, i,})
T iy 1 2
Portanto 212 = g({j], 12}) - 21] = g({11’12})'9({i]})
7. = z7.
2 2
Suponhamos 21 =z, , 1 <J<p
J J

Seja z a solucao do guloso. Como V* ;?RQ entdo z @ uma

solucao otima para o problema (III.96).

Logo




Portanto Z = z e z ¢ V.

Ou seja, como todo ponto extremo de P pertence a V e como P ¢
convexo entao podemos dizer que para todo z € P entdao z ¢ V.Con
sequentemente PC V e portanto V = P. Logo, V e um polimatroi-

de e a demonstracao esta completa.®

Com o teorema (4.4.2) temos que o algoritmo gulo

so heuristico (6) e um algoritmo exato para uma classe bem
major de problemas nao enfocados pelos algoritmos anterio-
res.

EXEMPLO 4.4.2

Seja os conjuntos U], U2 e U3, subconjuntos do

RZ no exemplo (4.4.1) apresentados na figura (III.13). Para

esses conjuntos o H( co(U] + y])), H(co(U2+y2)) e H(co(U3+y3)
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sao apresentados na figura (III-14) em (a), (b) e (c) respecs

tivamente,.

Fig. III-14. Exemplo 4.4.2.

Podemos verificar que os poliedros da figura (III-14) satisfa-

zem as propriedades (P1 - P3) e sao portanto poliedros de poli

2

matroides. Logo, pelo teorema (4.4.2) temos que U? =IR+,
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2 2 . . -
* = * = -
U2 R+ e U3 R+. Qu seja, os conjuntos U], U2 e U3 sao con

. 2 ~ -~ . -, -
juntos gulosos em R+ e nao sao polimatroides, porem 0

H(co(U + y)) e um polimatroide para U = Ups Uy, Us.

EXEMPLO 4.4.3.

Na figura (III-15) temos conjuntos compactos U

tais que U* .’;DIRI:.

v

HlcolU))

v

Fig. III-15. Exemplo 4.4.3

Podemos verificar que para todos os conjuntos

U's temos que os H(co(U)) sao polimatroides.
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4.5 - Comparacao entre Algoritmos

Algumas comparacoes podem ser feitas entre 0s

algoritmos (5) e (6).

(a) Ambos fornecem solucoes otimas para polimatroides. Porem,
o algoritmo (5) exige a definicao de uma funcao g e do
problema em sua forma x(S) < g(S), V SC E. Para proble-

mas tais como, o politopo emlR3 definido por:

e resolvido pelo algoritmo (6) enquanto e indefinido para

(5), pois e necessario conhecer g(S), v SC E.
(b) 0 algoritmo (5) resolve um problema na forma padrao.

maxXx C X

x(S) < g(S), VSCE

. >0, jecCE
X5 2 j e

Ao passo que o algoritmo (6) resolve um problema na forma

max C X

Ax

| A
o




Se A e uma matriz de coeficientes 0/1, mas o politopo gera

do por Ax < b, x > 0, nao e um polimatroide, o algoritmo
(6) sempre fornece uma solucao viavel, pois caminha dentro

do conjunto de solucoes viaveis.

Se A n3ao e uma matriz de valores 0/1, o algoritmo (6) ain-

da fornece uma solucao viavel,

(c) Para um problema de otimizacao sobre uma regiao nao polie-
drica, e impossivel aplicar o algoritmo (5), enguanto 0
algoritmo (6) ainda produz uma solucao viavel embora difi

cilmente a otima.

4,6 - Conclusao

Pela secao (III.4) muitos problemas permanecem
em aberto. Por exemplo, caracterizar melhor, em termos de mode
lo, o polimatroide, ou ent3do caracterizar os conjuntos U tais
que o cone guloso contenha uma certa regiao de R" ou seja, co-
mo determinar o cone guloso de U. Tambem podiamos tentar carac
terizar o modelo tal que c pertence ao cone. Caracterizar trans
lagao e fecho na pratica. Mesmo a operacionalizacao do algorit .

mo € uma parte para estudos.

Outro problema que pode ser ressaltado € quanto
aos problemas solucionados pelos algoritmos deste capitulo. O
modelo (M3) ainda e bastante restrito. A excessiva simplicida-

de dos algoritmos gulosos restringe bastante os modelos, fa-
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zendo com que a procura de um modelo que se adapte a um algo-

ritmo guloso seja um procedimento restrito.

No proximo capitulo, ao inves de um modelo Uni-
co, apresentaremos alguns problemas praticos para entao apre
sentar os algoritmos gulosos especificos para cada problema.
Porem, manteremos as caracteristicas dos algoritmos gulosos

ate ent3ao apresentados.
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CAPTTULO IV

ALGORITMOS GULOSOS HEURISTICOS

1. INTRODUCEO

Nas secOes anteriores apresentamos os modelos
(M2) e (M3) e os respectivos algoritmos gulosos exatos para
matroides e polimatroides. Na secao (III.4) apresentamos 0

modelo (M4) e um algoritmo guloso heuristico. Procuramos defi
nir condicoes em que este algoritmo se comporta como um algo-

ritmo guloso exato.

Observamos que a definicao de um modelo amarrado a um algorit
mo guloso exato e um procedimento restrito onde modelos sim-

ples estao associados a algoritmos simples.

Neste capitulo, alguns problemas praticos serdo
apresentados e para cada problema apresentaremos um algoritmo
guloso heuristico. Estaremos aqui nao mais interessados em de-
finir condigcoes em que estes algoritmos se comportam como al-
goritmos gulosos exatos, mas definik um Timite superior ou
inferior para solugao do guloso.com relacao a solucao otima.
Este 1imite permitira saber qudo distante estda a solucao do
guloso da solucao otima e poder julgar uma heuristica . como
"boa" ou "ruim". Este julgamento, nem sempre trivial, depende
do criterio de medida adotado, bem como do tempo de processa-

mento relativo a qualidade do limite encontrado.
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0 problema inicial permanece. Seja um conjunto
finito E = {e], cees en} e uma funcao de conjuntos f definida
sobre os subconjuntos de E. Encontrar um subconjunto S*C t

tal que:

f(S*) = max(min) f(S)

SCE

Da mesma forma, os algoritmos gulosos mantem as caracteristi-
cas dos anteriores. Selecionam a cada passo um elemento de pe-

so maximo ej e E e uma "condicao" a ser obedecida.

O0s algoritmos gulosos heuristicos, dependendo
do criterio utilizado para selecionar o elemento de peso maxi-
mo, podem ser divididos em tres grupos: criterio do peso me-

dio, criterio do peso marginal e criterio do maximo peso.

ALGORITMOS MATROIDES
EXATOS POLIMATROIDES
"PROBLEMA DA
ALGORITMOS CRITERIO MOCHILA
GULOSOS 5E3¥8 -PROBLEMA DE
! RECOBRIMENTO
_PROBLEMA DE
ALGORITMOS CRéEEglo COLORACTO DO
GRAFO
_PROBLEMA COM
CRITERIO FUNGOES SUB-
CUsTo MODULARES
MARGINAL
(PROBLEMA DE
LOCALIZACKO)




Alguns destes problemas serao enfocados nas segoes seguintes.

Seja: x* - a solucao otima para o problema

x° - a solucao obtida pelo guloso

7* - 0 valor da funcao objetivo para soluc3ao otima

z° - o valor da funcao objetivo para a solugao do
guloso

S*C E - um subconjunto de E correspondente a
otima

Soq; E - um subconjunto de E correspondente a

do guloso.

2. PROBLEMA DA MOCHILA

Seja o conjunto finito E = {1, 2, ...,

funcao de pesos c: E » [R. Seja o vetor x ¢ Rn, X = (x],...

0 problema da mochila e dado por:

e~
o))

>

I A
o

(M5)

x; >0 e inteiro,

Onde cj» a5 € b sao inteiros positivos.

solugao

solucao

(IV.1)

(IV.2)
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Um problema de programacao linear inteira. Um processo de reso
Tucdo deste problema, consiste em relaxar (M5), restricoes de
intericidade, (IV.2), e resolver o problema de programagao 1i-

near.

Uma solucao viavel para o problema relaxado deve

satisfazer (IV.1). Seja x, = b/a, e X5 = 0, Vj#k

Entao

7 = ck(b/ak) = b(ck/ak) (IV.3)
Esta solugao & viavel, pois x > 0 e satisfaz (IV.1).
Seja Cj/aj o peso medio da variavel Xj' Como b e uma constante

positiva, de (IV.3), a funcdo Z e maxima para X € rR", X =

b/a, e X = 0, Vj # k, tal que

Se esta solucdo e inteira, o problema (M5) esta resolvido.Caso

contrario, aplica-se tecnicas de programacao inteira.

A tecnica que iremos apresentar, semelhante ao

processo anterior, & um algoritmo guloso heuristico para (M5).

0 algoritmo guloso ordena os elementos de E pelos respectivos
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pesos medios de forma que:

c o
__]._>_2> . >_n
a, a

c
1 a2 n

Seleciona a cada passo um elemento j ¢ E de pe-
so maximo. Faz Xj 0 maior inteiro menor ou igual a b/aj R

0 < x., < b/aj. Atualiza b, obtendo b' e volta a selecionar no

j 2
vo elemento j ¢ E de peso maximo. Faz 0 < Xy 2 b‘/aj e assim

sucessivamente,

Seja Ldj o maior inteiro menor ou igual a d,

d £ R.

ALGORITMO 7 - ALGORITMO GULOSO PARA O PROBLEMA DA MOCHILA

PASSO 0, Seja E = {1, 2, ..., n} e c:t E ~ IR, Seja w(c) =

(1], 12, e 1n) uma permutacao dos elementos de E

tal que
c. /a > c, [a, > > ¢, /a
1 T T2 e T — noTn
Por simplicidade seja m(c) = (1, 2, , N)

PASSO 1. Faca j = 1
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PASSO 2. Facga x% =0

Se a. < b facga x 9
J J

1
—
lw

~

[o}]
[SEH

—

(@
it
lon
|
s )]
<

Se nao va para o Passo 3.

PASSO 3. Se j < n entao faca j = j + 1 e va para o PASSO 2,

Se nao pare.

EXEMPLO 2.1

Seja o problema

max Z = 10x] + 5x2 + X3

Ex, + 3x, + X 34

I A

1 2 3

0 inteiros

v

X], XZ N X3

PO. m(c) = (1, 2, 3)

P1. j = 1

P2. x] = [34/5] = 6, b = 34 - 5.6 = 4
P3. j =+ 1 =2

P2.

x
S Nel
n
—
I~
~
w
| -
I
—

"
o
1}
~
1
w
j—
fl
-—

P3. j =3+ 1 =3

fl
—_

1
—_
.
—

H
(@]

P2. x3 = [1/1] =1, b

P3. PARE.
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A soluc3o do guloso & x® = (6, 1, 1) e z° =10.6 + 5.1 + 1.1
2° = 66

Por se tratar de um algoritmo guloso heuristico

0 - ~ .- ~ . s
x~ e uma solucao viavel para (M5) nao necessariamente a Otima.

A medida da eficacia dessa solucao e obtida analisando a rela-

cio entre 2% e Z*.

Considere cy/a; > c,/a, > ... > ¢ /a . 0 valor

da funcao Z para o problema relaxado e maior ou igual a Z*. Lo

go

L* < b(c]/a]) (Iv.4)
para x; = b/ay, X, = X5 = ... = x =0, viavel em (IV.1)
Pelo algoritmo guloso temos que:

2° > ¢y Lb/ay] (IV.5)

De (IV.4) e (IV.5) temos que:

()

2° | C]Lb/a]J _ Lb/a]j

* T cy(b/ay)  blay

(IV.6)

Seja (b/a1) > 1, caso contrério basta fazer Xy = 0 e trabalhar
com um problema de ordem menor. Se todos os (b/aj) < 1 entao

Xp % X, = o= x =0 € a Unica solucao viavel para (IV.1).




Seja y = MLb/a]j, y > 1, entao

Lb/a]J: y
b/a] y + 0

onde 0 <0< 1

Como y > 1 e 0 < © < 1 temos que 0 < 9 < 1. Logo

y

Assim

Lb/a]J

< —_— < ]

b/a]

N | —

Portanto de (IV.6) temos que:

~N
o

\4

N
*
n | —

EXEMPLO 2.2

Seja o problema do exemplo (2.1). Temos
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Z* —  34/5 34/5 34

0.887* < 7° = 66 < Z*

Apesar de muitas vezes encontrarmos solugoes bas
tante proximas do otimo, essa heuristica nem sempre e conside-
rada boa. Porem, muitas vezes essas solucoes sao utilizadas
como limites para aplicacoes de outros metodos como Branch-
and-bound. Pois, o algoritmo e simples, polinomial, de comple-
xidade 0(n Togn), enquanto algoritmos exatos para o problema

acima sao nao polinomiais.

Finalmente, gostariamos de ressaltar a semelhan-

ca entre o algoritmo (7) e o algoritmo 6, secao (III.4).

3. PROBLEMA DE RECOBRIMENTO

3.1 - Apresentacao do Problema

Seja E = {1, 2, ..., n} um conjunto finito de in
dices e a funcdao de pesos c: E >R, ¢ > 0. Seja I={1,2,...,m}

e seja dado um conjunto de subconjuntos de I, D = {D],Dz,...,Dn}

tal que Dj cI, jecE,

Um subconjunto S C E define uma COBERTURA de I se U Dj = I, S
jes
define um RECOBRIMENTO de I. Seja j e S e ke S, j # k e

Dj n Dk = P entao S define um PARTICIONAMENTO de I(*).




Seja uma matriz A = (aj

J

tal que

1 - se i e D,

a.. = J
iJ _

0 - caso contrario
Assim as colunas de A, matriz de incidencia, sao os vetores
[0, 1] correspondentes aos subconjuntos de I: DysDysee,D da

dos. Seja x = (x], cees Xn) um vetor [0, 1] de uma cobertura
SC t tal que Xj = 1 se tomamos um conjunto Dj para definir o
nosso recobrimento, isto e, se j € S. Caso Dj nao seja conside

rado no nosso recobrimento, isto e, j £ S, entdo X5 = 0.

0 problema consiste na escolha de alguns Dj de modo a cobrir
I, ou seja, na escolha de um conjunto SC E de modo que S seja

uma cobertura de I.

Com a funcao de pesos c: E - R o problema de recobrimento (PR)
consiste em: dado um conjunto I encontrar uma cobertura de
peso minimo, dada por S*C E. Ou seja, encontrar um vetor

[0, 1] x* ¢ R" tal que:

1 - se j e S*
X% =
0 - caso contrario

e a fungao Z* = c; x% seja minima para todo vetor [0, 1]xeR".

(*) GARFINKEL, R.S. and NEMHAUSER, G.L. - Integer Programming,
John Wiley & Sons, New York, 1972.
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n v
J as.x.>1,14i=1, ..., n (IV.7)

x. €[0, 1], J =1, ..., n inteiro (IV.8)

De maneira semelhante, podemos definir o problema de particio-
namento (PP). Dado um conjunto I encontrar um particionamento
de peso minimo dado por S*C E. Para isto, basta substituir em

(M6) as restricoes (IV.7) por (IV.9)

(IV.9)

HEe~135
[e1)
>

i
a—d
-
-
1
—_—
-
-
>

J

EXEMPLO 3.1.1

Seja o conjunto I = {1, 2, 3, 4}, E={1,2,3,4,5}e

a funcao de pesos c: E~>IR, ¢ = (2, 3, 6, 1, 4). Seja D =
(D], D2, . DS) tal que D] = {1,3}, D2 = {2}, D3 = {3,4} ,
D4 = {3,4} e D5 = {1}. Em termos de matriz de incidencia A te-
mos:
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0 modelo para o exemplo & dado por:

Xyt toxg 21
X2

Xq * Xyt X, > 1

X3 * X, > 1

x, €[0, 1], J =1, ..., 5, inteiro

Podemos verificar que a solucao otima para (PR) & x* =
(1, 1, 0, 1, 0) e Z* = 6, ou seja S* = {1, 2, 4} C E. A solu-
cao otima para (PP) e x* = (0, 1, 0, 1, 1) e Z* = 8, ou seja,
S* = {2, 4, 5}C E.

3.2 - Algoritmo Guloso Heuristico

Mantendo as suas caracteristicas, o guloso procu
ra a cada passo cobrir o maior numero de elementos em I a um
custo minimo. 0 guloso seleciona a cada passo um elemento

j € E de maximo peso medio [Djl/cj.

ALGORITMO 8 - ALGORITMO GULOSO PARA O PROBLEMA DE RECOBRIMENTO

PASSO 0. Seja E = {1, 2, ..., n}
s® =g, J=E.



PASSO 1. Se D = P, V j ¢ E, entdo PARE. S° & uma cobertura

Se nao va para o PASSO 2.

|D D]

J

|
k_ - max (—=—

PASSO 2. Selecione k ¢ E tal que

Cx jed

PASSO 3. s = s% U {k}

D. =D, -D,, Vi
3 DJ K jed

J =J - {k}, va para o PASSO 1.
s® & a solucgdo do guloso.

EXEMPLO 3.2.1

)

Seja o problema do exemplo (3.1.1). Aplicando
algoritmo 8 temos:
Po. s° =9, 0 ={1, 2, 3, 4, 5}
D, | 2 01 2 2 1, _2
P2. = max(=, —, —y —y, —) = — > k = 4, Dk = {3, 4}
Cy 2 3 6 1 4 1
P3. s° = {4}

D-l = {],3} - {334} = {]}
D, = {2} - {3, 4} = {2}

2
Dy = {3,4} - {3,4} =9
D4 = {334} = {334} = Q

05 = {1} - {3,4} = {1}
J ={1, 2, 3, 5}

0]
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Pl D, # 0
D, |

p2. —K —omax(t, L,y = 1o o, D, = {1}
¢, 2737 4

P3. S° = {1,4}

P1. D, = D2 0

J
D, |

P2, — = max(d) = Lo k=2, =123
ck 3 3

P3. S° = {1, 2, 4}

1 2 3 4

J = {3, 5}
P1. Dj =g,V 3jecE. s®=1{1, 2, 4) & uma cobertura
A solucao do guloso e s = {1, 2, 4}C E, 7° = 6, que coincide
com a solucao otima.
EXEMPLO 3.2.2

Seja o conjunto I = {1, 2, ..., m} e

E={1, 2, ..., mt1} e a funcao de pesos c: E » R, c =
(c1, Cos wuns cm+1) tal que ¢y = /3, 3 =1, 2, .., m e

D D

c > 1. Seja D = (D

m+1 tal que Dj = {Jj}, J

1 Do ees Dy

1, «.., M e Dm+1 =1={1,2, ..., m}. Determinar uma cobertu-

ra SCE de I.
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Aplicando o algoritmo 8 temos:

P1. Dj # P
D

P2. lkl = maX(—, L] ] —.I_’ m ) =

Cy 1T 1/2 1/m Crotl

= max(1, 2, , m, m ) = m > k=m, Dk = {m}
Cm+1

P3. s = {m}

D. = j 9 = ], ’ |"]

; {it, J m

Dm =

Dm+1 =1 - {m} = {1, 2, , m=-1}

1. D,
p ; £ 0
D, | i
P2. k' max(1l, 2, ..., m=1, m ])=m-] > k=m-1, Dk = {m-1}
Cc C
k m+ 1

P3. ST = {m-1, m}

P1. Dy # 0, Doy # 0

P2. = max (1,
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P3. S° ={1, 2, , m}
D1 - DZ - - Dm - Dm+1 =0
J = {m+ 1}

P1.D. =0,V jiecE.s%=11,2, ..., m} e uma cobertura.

A solucao do guloso e O = {1,2, ..., m}C E. A esta solucao

esta associado o peso minimo:

3 |—

m
Seja H(m) = ) l. Pelo exemplo (3.2.2) temos

=1
que Dm+] = I e uma outra cobertura de I de peso Cona 1" Supomos
que ¢ 4 > 1. Porem, Cont ] pode ser arbitrariamente proximo de

1. Assim, o custo da cobertura obtida pelo guloso neste exem-
plo pode exceder o custo de uma cobertura otima, S* = {m+1} ,
por um fator arbitrariamente proximo de H(m). Ou seja, pode
ser mostrado que este fator nunca ultrapassa H(m). Com isto de
fine-se para este exemplo um Timite superior para a solucgao
do guloso. Este limite pode ser generalizado atraves do teore-

ma (3.2.1) para um problema de recobrimento generico |2].

TEOREMA 3.2.1

Seja s® a cobertura obtida pelo guloso e x* wuma

cobertura otima em (M6). Entao



Como ) a.. = |D.|, temos que o peso da cober-
i=1 J

tura obtijda pelo algoritmo guloso e no maximo o peso da cober-

tura otima ponderado pelos fatores

|
/3.

o~ O

H(lel) = ;

EXEMPLO 3.2.3

Para o exemplo (3.2.1) temos que o guloso forne-
ce a solucdo otima x° = x* = (1, 1, 0, 1, 0) e z° = Z* = 6.

Aplicando o teorema (3.2.1) temos:

~N
n
N
>
i
o
I A
B~
T
—
o
S
o
>
>*

| A

H(2).2. T+H(1).3.T+H(2).6.0+H(2).1.1+4H(1).4.0

(1+ l).2 + 3+ 0+ (14 l) 1+ 0
2 2

15
2

| A

—

| A

3+ 3 + 3. 6 + 3.
2 2

1

< -

2

Ou seja z* < 2% < 15/2

Observe que a cada iteracao do algoritmo guloso,
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novos custos medios sao calculados, o que melhora a solucao fi
nal obtida, ao inves de custos meédios calculados, uma Unica

vez no primeiro passo.

Quanto ao limite definido, trata-se de um limite justo uma
vez que para o exemplo (3.2.2) este limite e atingido. Muitas
vezes no entanto o limite se mantem bastante distante da solu-
cao otima. Porem, este algoritmo heuristico € polinomial e &€

por isso significativo para os problemas de recobrimento que

sao NP-completos.

0 algoritmo 8 e tambem bastante semalhante ao

algoritmo 6 da secao (III.4).

4, PROBLEMAS COM FUNCOES OBJETIVO SUBMODULARES

4.1 - Introducao

Muitos 530 0os problemas praticos com funcoes ob-
jetivo submodulares. Esta propriedade introduzida nas secoes
anteriores €& apresentada no apendice D, onde definigoes equiva
lTentes sao demonstradas. Utilizando desta propriedade apresen-

taremos algoritmos gulosos heuristicos.

Apresentaremos problemas menores como: problema
de localizacdo, problema de localizacao de armazens nao capaci
tado, problema das K-medianas, etc. Destes problemas chegare-

mos a problemas gerais, como o problema de intersecao de ma-
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troides. Um algoritmo guloso heuristico geral sera apresentado

e definido um Timite para a solucao obtida

Finalmente, retornaremos aos problemas iniciais para oS

com este algoritmo.

quais

particularizaremos o algoritmo guloso heuristico geral.

4,2 - Definicao de Modelos

Seja I = {1, 2, ., m}, E

funcao de pesos ¢ = (cij)’ iel, jekE,e
d: E - IR, Seja I um conjunto de clientes e

possiveis localizagoes de fornecedores. Um

{1, 2, ..., n}, uma

a funcao de  pesos
E um conjunto de

problema de Tocali-

zacao consiste em determinar um subconjunto SC E, de fornece-

dores, tal que |S| < N, onde N & o numero maximo de fornecedo-

res admissiveis e que maximiza os lucros pelo fornecimento a

todo i € I atraves de algum j € S e minimiza os custos fixos
de manutencao dos fornecedores dj’ V jeS. Ainda mais, um
fornecedor pode abastecer a mais de um cliente, podendo abaste
cer a todos, poréem um cliente so sera abastecido por um Unico
fornecedor.
0 modelo para o problema de localizacao e dado
por:
max z = ) ) C.. X.. - )} d.y. (IV.10)
ied Jjet o jek J
(M7) ) ii T 1, 1 el (IV.11)
jek J
T< 1 y: <N (IV.12)
jeg J




j e E
. yj inteiro, i ¢ I, j ¢ E

X .
1]

onde: cij.1ucro obtido em abastecer i atraves de j, Cij 2 0.

dj ~custo fixo de manutencao do fornecedor j.

N .numero maximo de fornecedores locados

o cliente i sera abastecido por j

caso contrario

o fornecedor j e ativado

caso contrario

Seja SC E um subconjunto viavel em (IV.11) a
(IV.14), ou seja, S e um conjunto de fornecedores ativados.

Podemos entao definir uma funcdo f(S) onde:

F(S) = § 7 ci.xi.o- T doy.
iel jes 9N ges 37

Mas, para o problema de localizagao, pelas restrigoes (IV.11),
para todo cliente existe um Unico fornecedor, ou seja, para
todo i € I existe um K ¢ SC E. Portanto, definido um subcon-
junto de fornecedores S viavel em (M7), para todo i ¢ I existe

um K e S tal que
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satisfazendo as restricoes (IV.11). Assim, de (IV.16) e (IV.15)

para um conjunto viavel S de fornecedores, a funcgao

iel jeS

f1(S) = ) max Cis (IV.17)
iel jes 'Y

Por (IV.12) podemos localizar no maximo N forne-
cedores. Assim, para todo SC E, viavel em (M7), temos que

1T < |S] < N. Portanto

y; =1+ 3es, 1< |s| <N (IV.18)

Logo, de (IV.18) e (IV.15), a funcao f,(S) = ) dj Y5 e mini-

ma para
S) = ) d, (IV.19)

De (IV.17) e (IV.19) em (IV.15) temos que para um subconjunto

SC E, viavel em (M7), a funcao f(S) e maxima para

f(S) = ] max c.,. - } d, (1v.20)
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De (IV.16) e (IV.17) vimos que as restricoes (IV.11) sao satis
feitas estando embutidas na fungao (IV.17). De (IV.18) temos
que as restrigoes (IV.12) sao satisfeitas para todos SC E tal
que 1 < [S]| < N. De (IV.16) e (IV.18) as restrigoes (IV.13) e
(IV.14) estdao implicitas atraves da associacao. Logo, ao pro-
blema de localizacao em (M7) podemos associar um problema equi
valente que consiste em determinar um subconjunto SC E respei
tando de forma implicita as restricoes (IV.11) a (IV.14) e ma

ximizando o retorno. Temos:

max {f(S)[|S|] < N, f(S) dada por (IV.20)} (IV.21)
Sck

Fazendo pequenas modificacoes para o ‘modelo
(IV.21) teremos os modelos para outros problemas praticos espe

cificos.

Seja I um conjunto de clientes e E um conjunto
de armazens possiveis de serem locados. Determinar um subcon
junto de armazens SC E, |S| < N, que minimiza os custos de
transportes e os custos de manutencao dos armazens. Este & um
problema de localizacdo de armazens simples ou nao-capacitado.
0 modelo para este problema e o mesmo modelo anterior, (M7),

a menos de (IV.10) que €& substituida por:

min Z = ) ) c.. X..+ ) d.y.
iel jekE
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Com raciocinio semelhante ao anterior, temos para SCE que a

funcao f(S) e minima para

f(S) = [ min c., + }od, (Iv.22)
iel jes 9 jes Y

Logo, o problema de localizacdo de armazens ndo capacitado e

dado por:

max {f(S)||S] < N, f(S) dada por (IV.22)}
ScE

Seja I = E o conjunto de nos de um grafo. Seja a

funcao (IV.10) modificada para

min Z = ) ) C.. X..
iel jeg 91

e a restricao (IV.12) modificada para ) Yy = N. Este novo
JeE

modelo e conhecido como problema das N-medianas.

Outros modelos relacionados a problemas praticos
podem ser obtidos com pequenas variacoes em (M7). Assim, 0
que desenvolveremos para (M7) a menos de pequenas diferencas e

valido para os demais problemas.

Mostraremos a seguir que f(S) em (IV.20) e submo

dular.
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Seja f(P) = 0 e d; =0, V.j e E. Seja

RC SCEeke (E-S). Utilizando (IV.20) podemos escrever

que:
f(S U {k}) = ] max Cyj f(RU{k}) = )} max Cij
f(S) = ) max Cis f(R) = ) max c..
. J - 13
iel jes jel jeR
Logo temos que:
f(SU{k}) - f(S) = } (max C,: - max c,.)
iel . J X 1
je(SU{k}) jes
= 121 max(0, ¢, - max Cij)
Jje$s
f(RULK})-f(R) = ) (max Cis - max c..)
iel . J . 1
je(RU{k}) jeR

j)

121 max (0, Cip - Max cg
€ JjeR

Como RC S temos entao que:

max c.. max c.., Vi eI
iJ < ij?

JeR jes
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Logo, ) max(0, c, -max c..) < } max(0, c, -max c,.)
jel Tk jes W T €l Tk jeR W

Portanto podemos concluir que:
f(SU{k})-f(S) < f(RU{k})-f(R), RESCE, k e (E=S) (IV.23)

Uma funcao de valores reais definida sobre os subconjuntos de

E satisfazendo (IV.23) e dita SUBMODULAR.

Na secao (II-2.1) introduzimos o conceito de submodularidade
A demonstracao da equivalencia entre o conceito definido no ca
pitulo Il e o definido acima sera demonstrado no apendice D.

(Teorema D.1).

Mostramos que a funcao f em (IV.20) e submodu
lar. Podemos ainda mostrar que f & nao-decrescente para dj =0,
V jeE. Como em (M7) temos que Cij > 0 e fizemos dj = 0, VjeE
entdo a funcdo (IV.20) & um somatorio de constantes nao-negati
vas e portanto e uma funcao nao-decrescente e para SC E e

k e (E - S) temos que:
(S U{k}) - f(S) >0

Definido o problema de localizagao partiremos
para problemas gerais que ao serem particularizados nos levam
a voltar ao problema de localizagao ou aos demais problemas ci

tados anteriormente.
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Mostramos que a funcao f em (IV.20) & sunmodular e n3ao decres-
cente. Logo, uma generalizacao para o problema em (IV.21) e da

da pelo problema:

max {f(S)||S| < N, f(S) submodular e nao-decrescente}

SC E (IV.24)

Atraves de um exemplo mostraremos, por outro
caminho, utilizando a teoria de matroides que o problema de To
calizacao (M7) se encaixa em (IV.24). A seguir, em um segundo
exemplo, um outro problema sera formalizado, tambem utilizando
a teoria de matroides. Porem, & um problema que nao se encaixa
em (IV.24). Das caracteristicas dos problemas nos dois exem-

plos, definiremos um novo problema generalizando (IV.24).

EXEMPLO 4.2.1

Seja o problema de Tocalizacao (M7). Suponha-
mos inicialmente que 1 < |S| < [E| = n, ou seja, nao temos res
tricao quanto ao numero de fornecedores, restricoes (IV.12).
Seja E' = {(i, j)|i el ejeE}eE;={(i,j)ljeE}, iel ,
uma linha da matriz de posicoes E'. Podemos definir sobre E'
um matroide transversal (no caso um matroide particao, pois os
E%, i e I sao disjuntos. Veja secao (II.4)) M = (E', F(E')) pa
ra o problema de localizacao sem as restrigoes (IV.12). Seja
Q' = (Qs ..., Q) tal que Q; = E

independente R ¢ F(E') & um parcial transversal de Q'. Portan-

%, i e I. Assim, um conjunto

to R & um conjunto contendo no maximo um elemento por linha,ou
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seja, a cada cliente i ¢ I esta associado no maximo a um forne
cedor j € E. 0 maximo conjunto R ¢ F(E') e uma base do matroi-
de e portanto a cada cliente i € I esta associado exatamente

um fornecedor j € E (restricoes (IV.11)) tal que (i,j) € R.

Associando 0s pesos Cij aos elementos de E' temos um problema
de otimizacao de matroides visto anteriormente, que consiste
em determinar um conjunto independente RC E' de peso maximo,

ou seja,

(IV.25)

Esta funcao e submodular e ndo-decrescente (veja teorema D.5)

e este problema foi solucionado no capitulo anterior.

Entraremos agora com as restricoes (IV.12), voltando ao proble
ma inicial (M7). Temos agora um problema de matroides restrito
ao numero de fornecedores. Ou seja, bara um subconjunto SC E,
viavel em (M7), podemos definir um novo matroide  transversal
M = (E", F(E")). Seja E" = {(i,j)|i e I, j e S} e
Eq = {(i,j)|j € S}, i € I, temos entao Q" = (Qq,...,Q%) tal
que Qg = Eq, i e I. Assim, um conjunto independente R ¢ F(E")e
um parcial transversal de Q", isto e, um conjunto tal que a
cada i ¢ I esta associado no maximo um fornecedor j € S. Para
R e F(E"), uma base do matroide M, a cada i € [ esta associado

a um unico j € S, satisfazendo as restrigoes (IV.11). Como

1 < |S| < N tambem as restrigoes (IV.12) sao satisfeitas. Por
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tanto o prob]ema agora consiste em determinar um subconjunto
independente RC E" de peso maximo tal que R e F(E") no matroi
de M = (E", F(E")). Portanto a fungao para um subconjunto SC E,

viavel em (M7) & dada por:

f(S) = max{ ) c..|R e F(E")}
(i,5)eR '

ou mais especificamente dada por:

f(S) = max{ ) c../ReF (U Qi) (1v.27)
(i,3)er I jes J

onde os Q& sao as colunas j ¢ SC E da matriz de posicoes ini-

cial E'.

A funcao (IV.27) tambem e submodular e nao-decrescente (Teore-

ma D.6). Logo, o problema de localizacao dado por:

max{f(S)||S| < N, f(S) dada por (IV.27)}
Sct

e um problema gque se encaixa em (IV.24),

EXEMPLO 4.2.2

Seja I = {1, 2, ..., m} um conjunto de caixas e
N =41, 2, ..., n} um conjunto de elementos que serao deposita

dos neste conjunto de caixas. Seja a funcgao fi(Sj) 0 retorno




obtido ao depositar Siq; N na caixa i onde fi e submodular e

nao-decrescente. Determinar uma distribuicao dos elementos de
N pelas caixas tal que Siq; N sao todos os elementos de N depo

sitados na caixa i e de forma a obter o maximo retorno em to-
m

das as caixas, f(S) = } fi(si)' Este e o problema das m-cai-
i=1]

xas e pode ser visto como:

m m
max { Y f.(S.)| U S.CN,SﬂSk=¢,k;é1
i=1 1V i1 1T

$1C€ N,. ,Sm<; N
fi(si) submodular e n3ao decrescente, i = 1,...,m}
(Iv.28)

Seja E = {(i,j)|i e I, j e N} e Es = {(i, )i eI}, jeN, a
j? coluna da matriz de posicoes E. Com estes elementos pode-
mos definir um matroide transversal (tambem neste caso um ma-
troide particao) M = (E, F) sobre E. Para isto, basta fazer
Q = (Q], cees Qn) tal que Qj = Ej’ j ¢ N. Um conjunto indepen-
dente em M = (E, F) e um parcial transversal de Q. Um parcial
transversal de Q corresponde a tomar no maximo um elemento em
cada coluna, ou seja, depositar um elemento j € N em uma Unica
caixa i € I. Assim, o problema consiste em determinar um sub-
conjunto SC E tal que |S N Ej' <1, Jj e N, isto e, um subcon-
junto SC E independente no matroide.de M. Portanto uma genera

lTizagao de (IV.28) e dada por:

max{f(S)|]s N Ej' <1, je N, f(S) submodular

SCk e nao decrescente} (IV.29)




Como & um problema de maximizacdao deveremos ter |S [ Ej]= 1 e
. . . .
U S. = N. Podemos verificar que este problema nao se encaixa

. i
i=1
em (IV.24), diferenciando apenas nas restrigoes.

De (IV.24) e (IV.29) no exemplo (4.2.2) temos
que estes problemas diferem quanto as restricoes. Porem, pode-
mos verificar que em ambos os casos temos um problema de otimi

zacao em matroides.

Em (IV.24), considerando um matroide uniforme M = (E, F),temos
que F & o conjunto de subconjuntos independentes SC E tal que

[S| < N.

Em (IV.29), pelo exemplo (4.2.2) temos um matroide particao
M = (E, F) tal que F & o conjunto de subconjuntos independen-
tes SC E tal que S e um parcial transversal de Q. Portanto
uma generalizacao de (IV.24) de modo a englobar (IV.29) pode

ser dado por:

max{f(S)|S € F, M = (E, F) um matroide e f(S)

ek submodular e nao-decrescente} (IV.30)

Trata-se aqui de um problema de otimizacao de
matroides cabendo porem ressaltar a diferenca para com 0s pro-
blemas de otimizacao de matroides vistos no capitulo III, ou
no exemplo (4.2.1). Naqueles, a cada elemento de E esta asso-

ciado um custo fixo, enquanto nestes, os custos sao fornecidos
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por uma funcao de subconjuntos de E. Naqueles, o problema con-
sistia em selecionar um elemento e verificar sua independen-
cia. Nestes, alem da independencia, um conjunto de restricoes,

dadas pelo problema, devem ser satisfeitas. Assim, para o pro-

blema de localizacao, para todo subconjunto SC E tal que
|S| < N, a fungao f(S) = )  max c,s leva em consideracao as
iel jes 'Y

restricoes (IV.11). Portanto f(S) pode atingir um grau de com-
plexidade maior a medida que maior numero de restricoes 530
consideradas. A diferenca entre os problemas de otimizacao de
matroides citados e bastante clara para o exemplo (4.2.1). Nes
te, inicialmente definimos um matroide transversal sobre E e a
funcao de custos associada a E' dada pelos custos Cij’ obtendo
o problema (IV.24). Finalmente obtivemos (IV.30) utilizando as
restrigSes, ou seja, definindo um matroide uniforme e a funcgao

de custos definida sobre subconjuntos de E.

Vimos anteriormente, o0 problema de determinar um
subconjunto SC E independente em mais de um matroide, ou se-
ja, o problema de intersecao de matroides. (Apendice C). De
forma semelhante ao visto acima, considerando nao mais custos
fixos associados aos elementos de E, mas uma funcao de subcon-
juntos de E, o problema de intersecao pode ser visto como uma

generalizacao de (IV.30) dada por:

K
max {f(S)|S e N F

M, = (E, F, ) sao matroides
k=1 K
ScE

k* 'k

k = 1,...,K e f(S) submodular e nao decrescente}

(IV.31)



Para este problema sera apresentado um algoritmo guloso heuris
tico bem como o limite para a solucao obtida por este algorit-

mo.

4,3 - Um Algoritmo Guloso Heuristico

Seja o problema (IV.31) de intersecao de matroi-
K
des. Seja F = N Fp e pj(S) = f(SU{j})-f(S), o acrescimo da
k=1
(E-

adicao de j € (E-S) ao subconjunto S. Como f & nao decrescente

temos que pj(S) > 0.

Apresentaremos um algoritmo guloso heuristico pa
ra um matroide M = (E, F), onde F & o conjunto intersecao e f
uma funcao de conjunto submodular e nao-decrescente. 0 algorit
mo seleciona a cada passo um elemento {j} tal que o peso margi
nal pj(S) seja maximo. Testa se (SU{Jj}) e F. Caso sim, adicio
na {j} a S e volta a selecionar outro elemento. Caso contrario,

volta a selecionar outro elemento.

ALGORITMO 9 - ALGORITMO GULOSO HEURISTICO PARA (IV.31)

PASSO 0. Seja s® = ¢, E° = E, t = 0.

Iteracao t+1:

t t

PASSO 1. Se E- = @ entao PARE. S™ e a solucdao do guloso.

Se nao va ao PASSO 2.

: . t ty_
PASSO 2. Selecione j € E~ tal que pj(t+])(5 )=max

BTN
5 jek
respeitando as restricoes porventura existentes,
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PASSO 3. Se (S'U{j}) # F, faca E°

1
m

retorne ao PASSO 1.

Se (StlJ{j}) e F, faca p, = pj(t+])(5t)
St+] _ St U {j}
Et+] _ Et S
t =2t + 1

retorne ao PASSO 1.

t

S* & a solucdo do guloso. Para t = n, n = |E|, temos

st -s"&a solucao do guloso. Logo,

Atraves do teorema (4.3.1) podemos obter limites para
a solucao do algoritmo guloso 9 aplicado ao problema (IV.31).

111].

TEOREMA 4.3.1

Seja K o numero de matroides na intersecao. Se o algo

ritmo guloso heuristico e aplicado ao problema (IV.31) entao:
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z*-zo< K
Zx-F(9) ~ K+1

Este Timite e justo para todo K.

Um outro limite independente de K pode ser obti-
do |11] |17] |3|. Seja N a cardinalidade do maximo conjunto in

dependente em M = (E, F) e (N' + 1) a cardinalidade do minimo

conjunto dependente em M (E, F);

TEOREMA 4.3.2

Se o algoritmo guloso heuristico e aplicado ao

problema (IV.31) entao:

Este Timite e justo para todo N' < N e todo N.

Com estes resultados voltaremos aos problemas ini

ciais, tratando casos particulares.

4.4 - Aplicagoes

0 algoritmo guloso heuristico para o problema ge
ral (IV.31) pode ser particularizado para todos aqueles que

nele se encaixam.




Seja o problema (IV.31) com K = T, um Unico ma-

troide M] = (kE, F]). Seja M] um matroide uniforme. Neste caso
retornamos ao problema (IV.30) e mais especificamente ao pro-

btema (IV.24).

Por se tratar de um matroide uniforme, todo subconjunto SC Gt
tal que |S| < N e independente. Portanto basta fazer um proces
so iterativo t = t + 1 ate N e a independencia nao € necessa

ria ser testada.

Como f & nao decrescente temos para todo j ¢ E que pj(S) > 0,

YY-o0,Vje €°

SC E. Assim, para uma iteracao (t+1) se pj(S
entao para todas as iteracoes subsequentes o0s pj(St) serao nu-
los, pois f e submodular e portanto satisfaz (IV.23). Logo, o©

processo pode terminar nesta iteracao (t+1).

Com estas simplificacoes temos um novo algoritmo, algoritmo 9

modificado, para o problema (IV.24).

ALGORITMO 10 - ALGORITMO GULOSO HEURTISTICO PARA (1IV.24)

PASSO 0. Seja S° = p, E® = E, t = O

Iteragao t + 1:

PASSO 1. Selecione j e E' tal que pj<t+])(st) - max pj(St),
B jeEt
respeitando as restricoes porventura existentes.

_ t ..
Faca py = Pyrge1)(57)s 3 = 3(t + 1)




t

PASSO 2. Se p, = 0 entao PARE. t < N, S” & a solucao do gulo-

SO.

Tostu

t+1] Et - {5}

Se nao, faca st

E

+
il

t+1 e va para o PASSO 3.

t

PASSO 3. Se t = N entao PARE.S" & a solucao do guloso

Se nao retorne ao PASSO 1.

A solucao do guloso e St, t

I A
=
-
[0}

0 t

27 = f(S7) = f(B) + py*+ Py + eeu * P_g> t <N

Aplicando o teorema (4.3.2) para este problema,

temos que N N' por se tratar de um matroide uniforme. Logo,

7x - 7° N-1

< (=N
7%~ (p)

- N

TEOREMA 4.4.1

Se o algoritmo guloso heuristico (10) € aplica-
do ao problema (IV.24) e a parada ocorre apos t < N iteracoes

entao a solucao do guloso & uma solugdao otima para o problema,

isto e, 70 = 7%,

Demonstracao: Seja S* a solucao otima para (IV.24), um conjunto
t

independente no matroide uniforme, ou seja, [S*| < N. Seja S
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a solucao do guloso, t < N,

Como f e submodular, da definicdo de submodularidade

(D.1(3) - Apendice D) temos:

fF(s*) < f(sY) + ] p.(sh

teorema

(I1V.32)

Como o matroide e uniforme, V t < N, StLJ{j} € independente,

Ve (s*-st

dos pj(St), Vie (s*- St). Logo,

Y

o

—
(2]

~
A

< pt,‘v je (S* =S

N entao

| A

Portanto de (IV.33) e (IV.34) temos que

o
—
(V2]
~
I A

N. Pt

De (IV.32) e (IV.35) temos:

F(S*) < F(SY) + N.p,

). Do algoritmo guloso temos que Pt e o

maximo

(IV.33)

(IV.34)

(IV.35)

(IV.36)

Como o algoritmo termina apos t < N passos a condicao de para-
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da satesfita e dada pelo PASSO 2, para Py = 0. Logo, de
(IV.36) temos:

F(S*) < £(SY) (IV.37)

t - ~ . . ~ :
Como S™ e a solugao do guloso heuristico, uma solugao aproxima

da para o problema de maximizacao (IV.24) temos que

fF(s*) > £(sY) (1V.38)

De (IV.37) e (IV.38) entdo f(S*) = f(S%), ou seja 7z* = 2°.@®

Seja o problema (IV.24). Consideremos particular
mente o problema de localizacao. Suponhamos dj # 0. Portanto,

nao podemos garantir que:

f(S) = ) max Cis - ) d.

iel jes 9 jes I
f(p) =0 (IV.39)
e uma funcdo nao decrescente. Porem, esta funcao f ainda e
submodular. Logo, voltamos a um problema mais geral de

(IV.24), ou seja:

max {f(S)||S| < n, f(S) submodular} (IV.40)
E
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Como a fungao (IV.39), para o prob]ema de localizacao e submo-
dular este problema estara solucionado se solucionarmos o pro-
blema (IV.40). Como f nao e necessariamente nao-decrescente ,
pj(S) = f(SU{j}) - f(S), nao e necessariamente n3ao-negativo.

Mas como f e submodular, o algoritmo guloso 10 permanece 0
mesmo a menos do PASSO 2, onde ao inves do teste Py = 0, testa

mos se p, < 0.

Com isto, o teorema (4.4.1) nao mais e valido, pois nao pode-

mos garantir Py = 0O em (IV.36).

Para aplicar o algoritmo 10 ao problema de loca-
lizagao, com a fungao f submodular dada por (IV.39), basta fa

zer:

p.(S") = max {[ 7 max Cip - ¥ dk] -
ot iel | etiirery |
jeE ke(sTU (1)

- [ ) max Cip = L dk]}
el st keS

EXEMPLO 4.4.1

Seja o problema de localizar no maximo dois for-

necedores, N = 2, em um conjunto E {1, 2, 3, 4} de possi-

w

veis fornecedores. Seja I = {1, 2, 3, 4} o conjunto de clien
tes e a funcao de pesos ¢ = (Cij)’ iel, jeE dada pela ma-

0.

triz C. Seja dj =0,V 3jec€E, f(p)




[0

E- = {1, 2, 3, 4}

C
Po. s° = ¢, E°
Iteracao 1:
p1. E
j=]s p]
j—2, p2
j"3s p3
j::4’ p4
pt N po B
P2. Py = Py ?
St+1 - S]
t =t + 1
P3. t =1 < N

Iteracao 2.

P1.

1

E' = {2, 3
J =2, 0p,
J = 3, P3
J =4, p

200

11 6
0 8
3 0
9 4

=0

0+7 + 7 + 10
1T + 0+ 3 + 9
6+ 8+ 0+ 4

=04+ 2+ 3 +0

24, ]

1

, 4}

=6+

= 9 +

8
7

1

sCu{1y = {13,

+ 7 + 10
+ 7 4+ 10
2

11T + 7 + 7 + 10 - 24

- 24
- 24

24

23

18

14

11
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P2. Py = Py > 0

P3. t = 2 = N. PARE. s? e a solucao do guloso.

S = S" e a solucao do guloso e

2% = £(S°) = £(P) + p, + py = 0+ 24 + 11 = 35

0]

Aplicando o teorema (4.3.2) para N = N' temos:

7% - 7° N-1,N 1.2 1
e L e
7% N 2 4

7 - 70 « LX L3 7% 70 o 7%
< p < <

Com pequenas variacoes podemos particularizar o
algoritmo 9 para cada um dos problemas apresentados. Sua gran
de vantagem esta em ser um algoritmo polinomial para problemas
NP-completos, como e o caso do problema de 1oca1izag§o. Porem,
a operacionalizacao do algoritmo 9 pode se tornar bastante di-
ficil como nos problemas de intersecdao de matroides. Neste ca-
so a independencia em cada matroide pode ser um processo a par

te.



5. CONCLUSAO

No capitulo III foi apresentado os algoritmos qu
losos exatos. Devido a simplicidade destes algoritmos os pro-
blemas solucionados por eles sao tambem bastante simples. A
aplicacao de algoritmos gulosos heuristicos a problemas prati
cos tornou-se uma nova alternativa, talvez mais viavel que a
anterior. Neste capitulo, apresentamos alguns destes problemas
e 0s respectivos algoritmos. Porem, gostariamos de ressaltar
que todos estes trabalhos sao bastante recentes e muito esta

para ser desenvolvido.
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APENDICE A

RETICULADOS

1 - ORDEM PARCIAL

Sabemos da matematica que uma RELACAO BINARIA o de
um conjunto A para um conjunto B, ou, entre dois conjuntos A e
B, e o subconjunto Ra do produto cartesiano A x B. (Ruq; A x B).
Se a. o bj para a; A e bj e B entao (ai, b.) ¢ R

i J o’

EXEMPLO 1.1

Seja um conjunto E nao vazio. Seja ACEe BCE
tal que AC B (ou B D A) quando todo elemento de A esta em B.
Temos assim, uma relacao de inclusao entre subconjuntos de E. Es
ta e tambem uma relacao binaria. Portanto A C B entao (A,B)e R,

onde R © E x E.
a =

Essa relacao possui, entre outras, as seguintes propriedades:

(i) ACA, VA
(i) Se AC B e BC A entao A =B
(iii) Se AC B e BC C entao AC C.

Outros exemplos de relacdo binaria e a relacao de

igualdade (=) e menor que (<) no conjunto dos numeros reais, a
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relacao de paralelismo e perpendicularidade no conjunto de retas

de um plano, etc.

Seja E um conjunto nao vazio. Denomina-se ORDEM
PARCIAL EM E, e representa-se geralmente pelo sinal (<), a uma

relacao binaria que possua as propriedades:

(1) a < a, V a e E (Reflexiva)

(2) Se a <beb < aentao a =>b (Antisimetrica)

(3) Sea <beb<centaoa < c (transitiva)

EXEMPLO 1.2

—

A relacao de inclusao definida no exemplo (1.1) e
uma ordem parcial em E, pois satisfaz as propriedades (1), (2) e

(3) dadas por (i), (ii) e (iii).

EXEMPLO 1.3

Seja a relacao de divisibilidade sobre um conjunto
E de numeros inteiros positivos. Utilizando o simbolo "|", para
inteiros positivos a e b, a | b significa "a divide b" ou equiva
lente "b & multiplo de a", ou b = j.a para algum inteiro positi-

vo j. As propriedades (1), (2) e (3) sao facilmente verificadas:

(1) a = 1.a



.a+j]j2=]+j]:j2:]

= j]b e b = jz.a > a = j]j

2
entao a = b

= j].a e ¢ = j2.b > C = jz.j].a. Mas j3 = jz.j] e um in-

teiro positivo, entao c .a.

J3

A ordem parcial em E pode ser representada grafica

mente, o que facilita a visualizacao.

EXEMPLO 1.4

Seja E = . A ordem parcial
em E definida pela relacao de divisibilidade sobre E & represen-

tada graficamente pela figura (A-1).

Fig. A-1. Exemplo 1.4

Esse grafo devido a propriedade antisimetrica nao possui circui-

tos de comprimento dois.
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Com as propriedades antisimetrica e transitiva po

de ser demonstrado que: |18

TEOREMA 1.1

0 grafo direcionado de uma ordem parcial nao con-

tem circuitos de comprimento maior que 1.

Ressaltamos que, apesar das relacoes definidas so-
bre os elementos de um conjunto, nem todo par de elementos esta
relacionado. No exemplo (1.4), os elementos 3 e 8 nao estao rela
cionados. Um multiplo comum a ambos e 24 que ndo pertence a E.
Aos elementos relacionados denominamos COMPARAVEIS. Caso contra-

rio sao INCOMPARAVEIS.

2 - CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO

0 sistema (E, <), constituido pelo conjunto nao va
zio E e por uma ordem parcial definida em E (<), diz-se um SIS~

TEMA ou CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO (CPO).

Um caso de CPO e a classe dos SIMPLES, que e CPO tal que qual-

quer par de elementos e comparavel.

0s conjuntos parcialmente ordenados (E, <) tambem
podem ser representados por um grafo onde os elementos de E sao

0os vértices. Um arco une um par de elementos comparaveis. Porem,

nao e necessario um grafo direcionado, basta para isso, posicio




nar os vertices de forma que o sentido do arco fica evidente. As
sim, a direcao do arco e de um vertice interior a um superior na

representacao grafica.

EXEMPLO 2.1

Para o exemplo (1.4), o sistema (E, <) dado pela
relacao de divisibilidade e um CPO. Logo o grafo direcionado da
figura (A-1) pode ser representado pelo grafo nao direcionado da

figura (A-2).

Fig. A-2. Exemplo 2.1

EXEMPLO 2.2

Seja o conjunto E = {e), ..., eg} e o CPO  (E, <)
representado na figura (A-3(a)) por um grafo direcionado. 0 cor-
respondente grafo nao direcionado de (E, <) e dado pela figura

(A-3(b)).
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Fig. A-3. Exemplo 2.2

Em um sistema parcialmente ordenado (E, <), a(b) e
o IMEDIATO PREDECESSOR (IMEDIATO SUCESSOR) de b(a) se a <b e
nao existe nenhum outro elemento ¢ em E para o qual a < c < b.Es

sa relacao e denotada por (<).

Utilizando a ideia de imediato predecessor 0s
CPO's da figura (A-2) e (A-3) podem ser simplificados uma vez
que a representacao grafica de (E, <) e mais economica em termos
de arcos do que o grafo de (E, <) e mantem a ordem parcial em
evidencia. Esta forma padrdao, resumida, de representacao grafica
e denominada DIAGRAMA DE HASSE. Para as figuras (A-2) e (A-3) te

mos o diagrama de Hasse nas figuras (A-4(a)) e (A-4(b)).



Fig. A-4. Diagrama de Hasse

Um caminho neste diagrama e normalmente referenciado como uma
CADEIA, embora possa ser chamado um caminho desde que (E, <) e

um grafo direcionado.

Um elemento m ¢ (E, <) e MAXIMAL quando nao existe
um outro elemento a € (E, <) tal que m < a (um elemento MINIMAL
e definido similarmente usando a relacao >). No diagrama de
Hasse de (E, <) temos que o maximal (minimal) nao esta conectado
a qualquer elemento acima (abaixo). Na figura (A-4(a)) os elemen
tos 8 e 12 sdao maximais e o elemento 1 e minimal. Na figura

(A-4(b)) e, & maximal e e; & minimal.

2

Um elemento I ¢ (E, <) e o MAIOR quando a < I para
todo a ¢ (E, <). (0 MENOR, 0, e definido similarmente). A dife-

renca entre um elemento maximal e o maior e que o major e maxi-
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mal mas e comparavel a todos os outros elementos.
0 maior e menor quando existem sao unicos. Pois, se I] e I, sao
maiores entao I] < 12 e 12 < I], entao 12 = I] pela propriedade

antisimetrica.

Na figura (A-4(a)) existe um menor, o elemento 1, mas nao existe

o maior. Na figura (A-4(b)) existe o maior, €, € 0 menor, e;.

Esses elementos sao tambem conhecidos por LIMITES UNIVERSAIS I e

0.

3 - RETICULADOS

Seja a e b em um CPO (E, <).0 SUPREMO ou JOIN de
a eb e umelemento ¢ de E tal que a < ¢, b < c e nao existe ne-
nhum outro elemento x em E para o qual a < x < ceb < x < c. Se
um par de elementos a e b em E tem um unico supremo, representa-

mos por (a v b) = v{a, b}.

Seja a e b em um CPO (E, <). O INFIMO ou MEET de a
e b e um elemento d de E tal que d < a e d < b e nao existe ne-
nhum outro elemento x em E para o qual d < x <a e d < x < b. Se
um par de elementos a e b em E tem um Unico infimo, representa-

mos por (a A b) =A{a, b}.
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EXEMPLO 3.1

No exemplo (1.4), E = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12} sob a
relacao de divisibilidade, temos que os elementos 3 e 8 nao pos-
suem um supremo, pois o0 menor inteiro divisivel por 3 e 8 e 24,
que nao pertence a (E, <), figura (A-4(a)). Temos ainda que
(2 v3)=6, (2A3)=1, (4ve6)=12, (4A6)=2, (3 VvE6)=6e
(3 AB6) = 3.

EXEMPLO 3.2

Seja os diagramas de Hasse da figura (A-5).

Fig. A-5. Exemplo 3.2

Dado o CPO (E, <), um supremo e de um par de elementos a e b em
E e obtido com o diagrama na figura (A-5(a)). Temos que a < e,ou
seja, existe uma cadeia de a ate e. 0 mesmo pode ser dito para
b < e. Assim e e um elemento comum a duas cadeias ascendentes de
a e b tal que nenhum outro elemento d < e possui a mesma proprie

dade. Dai o significado do termo JOIN. Interpretacdo semelhante




e dada ao MEET.

Na figura (A-5(b)) temos que os elementos a e b possuem dois su-

premos ¢ e d e um unico infimo (a A b).

TEOREMA 3.1

Para qualquer par de elementos a e b em um CPO
(E, <), o supremo (infimo) de a e b existe se e somente se

(E, <) tem o limite universal I(0).

Um RETICULADO & um CPO (E, <) tal que qualgquer par
de elementos possui um unico SUPREMO e INFIMO. Um reticulado se-

ra representado por (E, v, A) ou pela letra L.

TEOREMA 3.2

Em um reticulado as operacoes binarias de SUPREMO

e INFIMO satisfazem as propriedades:

a Aa=a (Idempotencia)

(2) a vb=>bva

a Ab=>bAa (Comutativa)

—
W
~——
—
(23]
<
o
~—
<
(@]
I

a v(b v c¢)

o
>
o
>
o

n

aA(b A c) (Associativa)



(4) a v(a A b) = a

<
o
~—

1]

anA(a a (Absorcgao)

(5) avb=>b, aAb=a, ac<b sao equivalentes. (Principio de

consistencia).

EXEMPLO 3.3

0 CPO da figura (A-5(a)) e um reticulado. Ao passo
que, o da figura (A-5(b)) ndo e, pois os elementos a e b possuem

mais de um supremo.

EXEMPLO 3.4

Seja CPO (E, <) onde E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10,12,
15, 20, 30, 60} e a ordem parcial (<) dada pela relacao de divi-

sibilidade. 0 diagrama de Hasse e dado pela figura (A-6).

Fig. A-6. Exemplo 3.4




Tem-se os Timites universais I = 60 e 0 = 1. Logo, pelo teorema

(3.1) cada par de elementos possui um supremo e um infimo que ve

rificamos ser unico. Portanto (E, <) e um reticulado. Podemos ve

rificar que pela propriedade (<) definida acima, o supremo coin-
. - . - . - . - . . .

cide com minimo multiplo comum e o infimo ao maximo divisor co-

mum.

Com a definigcao de cadeia dado anteriormente, po-
de-se definir ALTURA de e ¢ E, h(e), no reticulado (E, V,A ), co

mo o comprimento da menor cadeia entre o limite universal 0 e o

elemento e.

Entre os varios tipos de reticulados temos:

SEMIMODULAR OU SUBMODULAR: Se para todo a, b € L

a e b sao imediatos sucessores de (a A b) entao
(a v b) e o imediato sucessor de a e b. Ou,

h(a) + h(b) > h(a v b) + h(a A b)

A teoria apresentada, demonstracgao dos teoremas,

alem de outras informacoes, pode ser visto em |1], |18].

4 - RETICULADOS DE MATROIDES

Seja M = (E, F) um matroide sobre E.
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TEOREMA 4.1

Seja L(M) = (E, <) o conjunto parcialmente ordena-
do de subconjuntos fechados de E, ordenados por inclusao. Entao

L(M) e um reticulado do matroide M = (E, F).

Demonstracao: Seja L(M) = (E, <) o CPO de subconjuntos fechados

de E, ordenados por inclusao.

Seja R e L(M) e S e L(M). Mostraremos que existe um unico supre-

—

mo e um uUnico infimo para todo R e S em L(M) e portanto L(M) e

um reticulado pela definicao.

Temos que RNSCReRNSCS (A.1)

Logo nao existe nenhum Q tal que

RNSCQ cReRNSCQ < S (A.2)

Do teorema (II-3.3.2 (F1)(F2)) e (A-1) entao

RN SC SP(RNS) (A.3)
SP(R N S)< SP(R) (A.4)
SP(R N S)< SP(S) (A.5)

De (A.3), (A.4) e (A.5) temos

RN SC SP(RN S)C SP(R) N SP(S) (A.6)
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Mas como R ¢ L(M) e S ¢ L(M), sao fechados, pela definicao de

conjunto fechado

SP(R) = R e SP(S) = S (A.7)

De (A.6) e (A.7) entdo RN Sc SP(RN S)C SP(R) N SP(S) = RNS.

Logo

RN S =SP(RN S)

Portantov(R 1 S) e fechado e consequentemente

(RN S) e L(M) (A.8)

De (A.8), (A.2) e (A.1) entdao RN S =R A S & um infimo de R e

S e este infimo e unico.

De forma semelhante, mostraremos que RV S = SP(RUU S) e que es-

te supremo e unico.

Evidentemente SP(R{y S) € L(M) pois um conjunto fechado.

Por outro lado, RC RU S e SCRUS (A.9)

Do teorema (II-3.3.2 (F2)),

(RUS)c SP(RU S) (A.10)




Logo, de (A.9) e (A.10) entao

RC SP(RUS) e SCSP(RUS)

Basta mostrar que nao existe Q € L(M) tal que

RC Q C SP(RUS)

SC Q c SP(RU S)

e entao completamos a demonstracao.

Seja RUSc QcsP(R US)

Do teorema (II-2.1.2(b)) temos de (A.11) que

r(RUS) <r(Q) < r(SP(RUS))

Seja r(R US) = r. Logo, da definigcao de fecho

r=r(RUS) = r(SP(RUS))

De (A.12) e (A.13) entao r(Q) = r

De (A.11), (A.13) e (A.14) Q nao e fecho de (RUS).

SP(RU S) =R v S e um supremo e e unico.

Logo

Como o resultado e valido para todo R e L(M) e S € L(M)

L(M) e um reticulado.

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

entao




EXEMPLO 4.1

Seja o matroide M = (E, F) sobre E = fegs ey}, 0
reticulado L(M) e dado pela figura (A.8) para (a) e; e e, depen-

dentes e (b) e; e e, independentes.

I=E={e],e2}

I=E={e],e2}
{e] Die,
0 =190
0 =190
(a) ey e e, dependentes (b) e; e e, independentes

Fig. A-8. Exemplo 4.1

EXEMPLO 4.2

Seja o matroide M = (E,F) tal que todo subconjunto
de E e independente. 0 reticulado L(M) para E = {e],ez,e3} e da-

do pela figura (A-9).

I=E={e],e2,e3}

Fig. A-9. Exemplo 4.2



EXEMPLO 4.3
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Seja o grafo G =(N,A) dado na figura (A-10(a)).

I1-B:-{e,e.,e, .0, ¢ -ec}

Fig. A-10. Exemplo 4.3
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Seja M = (E, F) o matroide grafico definido sobre E = A no grafo

G. Os elementos de L(M) e o reticulado da figura (A-10(b)).

Entre outras, o reticulado de um matroide, L(M),

satisfaz as propriedades:

(1) L(M) e finito com limites universais I = E e 0 = SP(Q)

(2) Os imediatos sucessores de 0 (ATOMOS) sao elementos de posto

1 em M.

(3) Um elemento de L(M) e o imediato predecessor de E se e somen

te se tem posto igual a r(E) - 1 em M.

(4) Um subconjunto fechado SC E e o imediato sucessor de um

subconjunto fechado RC E em L(M) se e somente se RC S e

Das propriedades acima podemos retirar que o com-
primento da menor cadeia do limite universal 0 a um elemento

S e L(M) e r(S). Logo a altura de S, h(S) = r(S). Mas, do teore-

ma(IIl=2.1.2(c)) para quaisquer RC E e SC E temos:
r(R) + r(s) > r(RUS) + r(RN S) (A.9)

Seja R e S subconjuntos fechados de E. Do teorema (4.1) temos

que Rv S =SP(RUS)eRAS=RNS (A.10)

Da definigao de fecho r(SP(R U S)) = r(RU S) (A.17)
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De (A.10), (A.11) e (A.9)

r(RV S) + r(RAS)=r(SP(RUS)) + r(RNS)

r(RUS) + r(RNS)

r(RV S) + r(RAS)

| A

r(R) + r(S)

Portanto os elementos de L(M) satisfazem a propriedade de submo-
dularidade com relacao aos operadores (v, A ). Como h(S) = r(s)

temos que
h(S) + h(R) > h(Sv R) + h(S A R).

e portanto L(M) e submodular.

Maiores informagoes verificar |24
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APENDICE B

UM ALGORITMO GULOSO PARA MATROIDES GRAFICOS

Seja o grafo G(N, A). Seja M = (E, F) um matroide
grafico definido sobre E = {eys «v.» e}, onde E e 0 conjunto de
arcos de G e F o conjunto de florestas de G. Seja a funcao de pe
sos ¢: E ~ R. A cada arco (i, j) esta associado o custo c... De-

1
terminar a arvore geradora minima S*C E, S* ¢ F.

Aplicando o algoritmo 2, no PASSO 2, o teste de
independencia consiste em testar se o subconjunto (Sk U {ek+]})
e ou nao uma floresta, ou seja, se contem ou nao um ciclo. 0
algoritmo guloso que iremos apresentar mantem as caracteristicas
do algoritmo 2, selecionar um elemento €t de peso minimo e tes
tar se o mesmo e dependente em sk, Porem, com uma sequencia de

operacgoes propria.

Seja N=PUP, PNP=p, onde P serd o conjunto
dos nos pesquisados e P o conjunto dos ndos nao pesquisados. Defi
nimos um ARCO MINIMAL DE j € P ao arco de peso minimo ligando
a algum no i e P. 0 algoritmo inicia o processo por um nd arbi-
trario. Seja i este no. Entdo, P = {i} e P = N - {i}. Determina
0s arcos minimais para todo j € P. Como P contem um unico elemen
to, estes arcos serao todos os arcos contendo i como uma das ex-
tremidades. Aos nos j € P n3ao ligados diretamente a i podemos as
sociar um arco artificial com peso infinito. A seqguir, determina

como novo elemento de P o no j € P correspondente ao menor arco
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minimal, Seja k este no, k ¢ P, Faz P = PU{k} e P =P - {k}.

Atualiza os arcos minimais de j ¢ P. A seguir, escolhe um novo
elemento para P e sucessivamente ate P = @. Como no inicio  do
processo |P| = n-1, (n-1) arcos serao selecionados formando wuma

arvore geradora.

0 algoritmo se comporta como se a cada no de j € P
associamos um peso cj correspondente ao peso do arco minimal de
j ¢ P. A cada passo, um novo elemento k ¢ P de peso minimo & ane
xado a P e entao 0Ss pesos Cis V i e (P-{k}) sao atualizados. Se

gue ate P = @.

ALGORITMO B - GULOSO PARA MATROIDES GRAFICOS

Seja o no inicial i = 1. Seja L(j) o vetor conten-
do para cada j € P a extremidade em P do arco mini
mal de j, ou seja, L(j) = i onde i ¢ P e (i,j) @&

0 arco minimal.

PASSO 0. n = |N|
Para j =2, 3, ..., n

Faca L(j) =1 e c. = Cy
PASSO 1. P = {1}, P = {2, 3, ..., n}, S* = @0

PASSO 2. Selecione k € P tal que Cp = min {cj}

je P



PASSO 3.

PASSO 4. Se P = P entao PARE. S* contém uma arvore geradora mini
na.

Se nao VA A0 PASSO 5.

PASSO 5. Para todo j € P

Se ki < 5 entao faca Ci; = Cyj © L(J) = k

PASSO 6. VOLTE A0 PASSO 2.

0 conjunto de arcos S*C E, S* ¢ F, @ uma  arvore

geradora minima.

EXEMPLO 1. Seja o grafo da figura (III.1).






7}

= {5’

S*= {(1,2), (1,3), (3,4), (4,6)}

S*= {(1,2), (1,3), (3,4), (4,6), (3,7)}




S*= {(1,2), (1,3), (3,4), (4,6), (3,7), (7,5)}

ol
1]

P4, . PARE. S* & uma arvore geradora minima.

Em que este algoritmo se assemelha ao algoritmo 27
A cada passo um novo elemento k € P e selecionado e anexado a P.
Como P N P = @, sdo disjuntos, garantimos a nao formacao de ci-
clo durante o processo iterativo. Suponhamos que existe uma ca-
deia ligando i € P a j € P. Para que ocorra um ciclo em P & ne-
cessario uma nova cadeia ligando j a i, isto €, i deve ser sele-
cionado novamente. Mas como i € P e portanto i ¢ P, isto ~ nao
ocorrera, impedindo a formacao do ciclo. Assim a formacao de ci-
clos verificada pelo algoritmo 2, no PASSO 2, esta embutida no

processo de construcao de arvore geradora do algoritmo B.

Quanto ao processo de selecao, o algoritmo 2 sele-
ciona os elementos de E em ordem crescente de pesos, (minimiza-
¢ao). 0 algoritmo B, seleciona entre os arcos minimais o de me-
nor peso, atualiza os arcos minimais dos nos restantes em P, se-
leciona o de menor peso e segue sucessivamente. Ou seja, selecio
na um arco minimal de menor peso mas nao necessariamente o arco
de peso minimo entre os arcos ainda nao selecionados. Porém, e
facil verificar que todos os arcos de peso minimo selecionados pe
To algoritmo 2 em ordem crescente, serao selecionados pelo algo-
ritmo B em uma ordem nao necesssariamente crescente, encontrando

a mesma solucao. Assim e um algoritmo guloso exato fornecendo



uma arvore geradora minima de G, isto &, uma base de peso mini-

mo do matroide grafico.
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APENDICE C

INTERSECEO DE MATROIDES

Este e um outro ramo da teoria de matroides. Se
jaM, = (E, F.), i =1, ..., num conjunto de n matroides defi
nidos sobre E. Cada matroide Mi satisfaz a uma "estrutura de
independencia" que gera Fi' 0 problema consiste em determinar

um subconjunto SC E tal que S ¢ F], S ¢ F2, cees S e F ou

n’
seja, S € um conjunto independente em todos os matroides M. .

EXEMPLO 1

Seja o grafo conexo direcionado G(N, A),|[N|= n.
Seja E = A o conjunto de arcos de G. Podemos definir um matrai
de M] = (E, F]) sobre E onde F] e o conjunto de florestas em
G. Trata-se de um problema semelhante ao probliema 3, secao
(II1.1), so que agora consideramos arcos direcionados. Determi
nar uma base S € F] de M] e determinar uma arvore geradora de

G.

Seja o grafo conexo direcionado G(N, A) na figura (C-1), onde

E=A=1{1,2, ..., 12}.
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Fig. C-1. Exemplo 1.

Para o matroide M1 = (E, F]) definido acima temos que

F] = {{1}, ..., {12}, {1, 2}, ..., {1, 12}, {2, 3}, ..., {11,12},
{1, 2, 3}, {1, 2, 4}y,{1, 2, 6}, ..., {1, 3, 4}, ... ,
{1, 4, 5}, ..., {10, 11, 12}, ..., {1, 2, 3, 4, 7, 9},...,
{1, 2, 6, 7, 11, 12}, {2, 3, 4, 5, 7, 9}, ...,
{3, 5, 7, 10, 11, 12}}.

Entre os conjuntos dependentes temos: {1, 2, 5}, {2, 3, 6},

{4, 5, 8}, {1, 2, 4, 8}, {1, 3, 5, 6}, {1, 2, 4, 9, 11}, etc.

Definiremos um outro matroide sobre E. Seja M2 = (E, F2) tal
que para todo S e F,, [S| < n-1 e cada no j e N & destino de

no maximo um elemento de S, isto e, em cada no chega no maximo
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um arco. Determinar uma base S € F2 de M2 e encontrar um con-
junto S ¢ F2 tal que |S| = n-1. Como temos (n-1) arcos e como
desejamos garantir que a cada no chega no maximo um arco, esta
ultima condicdo sera atendida se garantirmos que a (n-1) nos
chega pelo menos um arco. No caso de termos (n-1) arcos, a

cada um dos (n-1) nos chegara exatamente um arco.

Considerando o grafo da figura (C-1) temos para o matroide

M= (E, F2) que:

Fo = {1y, ..., {12}, {1, 2y, ..., {1, 12}, {2, 3}, {2, 4}
{2, 6}, {2, 7}, {2, 8}, {2, 10}, ..., {11, 12} , {1, 2, 3},
{1, 2, 43y, {1, 2, 6}, ..., {1, 2, 3, 4,7, 12}, ...,
(v, 2,6, 7, 11, 12}, ..., {1, 3, 4, 5, 7, 12}, ...,
{1, 6, 9, 10, 11, 12}}..

Entre os conjuntos dependentes temos: {2, 5}, {2, 9}, {3, 6},
{4, 8}, {4, 11}, {5, 9}, {2, 6, 7, 9, 12}, etc.

E facil verificar que uma base de M] e M2 e um subconjunto
SCE, Sc¢ F] e S ¢ F2 tal que S & uma "arborescencia gerado-
ra" de G. Pois, de M, temos que S e uma arvore geradora. Se
e uma arvore geradora entao |S| = n-1, que satisfaz a primeira
condigcao em M,. Por M,, (n-1) elementos de N sao destinos de
pelo menos um elemento de S. Logo, e uma arvore geradora com
raiz, ou seja, uma "arborescencia geradora". Entre as bases

S € F1 e S e F2 no grafo da figura (C-1) temos:
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etc.

Um terceiro matroide pode ser definido sobre E, Mgy = (E, F3),

tal que SCE, S ¢ Fy se |S| < n-T e cada no j € N & origem de

no maximo um elemento de S. Determinar uma base S ¢ F3 de
My e encontrar um conjunto S € Fy tal que IS| = n-1. Como te-
mos (n-1) arcos e desejamos garantir que de cada no saia no

maximo um arco, esta condicao sera atendida se garantirmos que
de (n-1) nos saia pelo menos um arco. No caso de termos (n-1)
arcos, de cada um dos (n-1) nos saira exatamente um arco. Con
siderando o grafo da figura (C-1) temos para o matroide M3 =

(E, F3) que:

Fg = {1}y, ..., {02}, {0, 2}, {7, 3}, ..., {1, 12}, {2, 4},...
{2, 12}y, ..., {11, 12}y,{71, 2, 6}, {1, 2, 7}, ...,
{1, 3, 6}, ..., {1, 2,6, 7,9, 12}, {1, 2, 6, 7, 11, 12}
{1, 2,7, 8, 9, 12}, ..., {3, 5, 7, 10, 11, 12}}

Entre os conjuntos dependentes temos: {1, 4}, {1,5}, {2,3},
{4, 5}y, {6, 8}, {1, 2, 9, 11}, etc.

Tambem e facil verificar que uma base de Mys My e Mg e um sub
conjunto SC E, S ¢ F], S € F2 e S ¢ F3 tal que S & um caminho
contendo (n-1) arcos no grafo. Pois, por M], M2 e M3 temos
|S| = n-1. Por Mys S e uma arvore, por M, (n-1) nos de G  sao

destinos . de pelo menos um elemento de S e por M3 (n-1) nos

de G sao origens de pelo menos um elemento de S. Logo, temos
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uma arborescencia que @ um caminho. Uma base S € F], S € F2 e
S e Fy no grafo da figura (C-1) e dada por:

S=1{1,2, 6, 7, 11, 12}, em tracos cheios na figura.

Portanto, um exemplo para um problema que seja formulado a
partir da intersecao de My, My e Mg e o da determinacao de

uma rota aberta no problema do caixeiro viajante.

Como para cada matroide M = (E , F) podemos de-
finir o poliedro do matroide M, para o problema de intersecao
de matroides podemos definir um problema de intersecao de po-
Tiedros de matroides que consiste em determinar x eIRE e
x € P onde P & 0 poliedro intersecao dos poliedros P, de  ma-
troides M. = (E, Fi)'

Seja M] = (E, F]) e M, = (E, F2). 0 modelo re-

sultante da intersecao de M] e M2 Se resume em:

max Z = cx max Z = cx
Xx.irﬂw,VSQE y wirﬂM,VSgE
jes J jes J
X5 e[0,1], jeE, inteiro X5 e[0,1], jeE, inteiro
h max Z = c¢cXx v
Jox. <r.(S),VsceE
. j—-1 =
jes

| A

'zs X ro(S), VsSCE
Je

X e[0,1], jeE, inteiro
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Os algoritmos utilizados na resolugao do proble
ma intersecao sao variados. Entre eles existe um algoritmo

primal e outro primal-dual apresentado em |14

. A utilizacao
de algoritmos gulosos heuristicos para este problema e mencio-

nado no capitulo IV.deste trabalho.

Com a intersecao de matroides problemas maiores

podem ser enfocados considerando na "estrutura de independen-

cia" de cada matroide um conjunto de restricoes.
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' APENDICE D

SUBMODULARIDADE

E uma propriedade introduzida nas secoes anterio-

res.

0 objetivo desta secao e apresentar tres defini-
coes de submodularidade mostrando a equivalencia entre elas.
Ressaltamos porem, que existe outras definicoes equivalentes a
estas tres. Finalmente apresentaremos algumas fungoes submodu-

lares.

Seja E = {1, 2, ..., n} e a funcao de conjunto f

definida sobre os subconjuntos de E.

Seja Pj(S) = f(S U {j}) - f(S), o acrescimo da adicao de j ao

subconjunto S.
TEOREMA 1
Seja as funcoes f tal que:

(1) f(R) + f(S) > fF(RUS) + f(RNS), VR, SC E.
f(R) < f(S), VRC SC E (D.1)
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(3) £(s) < f(R) + ] p.(R), VS, RCE

cada uma das definicoes sao equivalentes e define uma

submodular.

Demonstracao: Seja AC E, BC E quaisquer e RC SC E

(1) » (2) YA, BC E em (1) temos:

f(A) + f(B) > f(AUB) + f(ANB), VA, BCE

Seja j # S, A = RU{j} e B =5 em (1)

F(RULIY) + F(S) > F(SU{J}) + f(R).

Portanto, f(R U {j}) - f(R) > f(S U {j}) - f(S)

Logo, py(R) > p;(S)
De (1), temos f(R) < f(S), VRC SC E

Como RC (RU{Jj}) e Sc (S U{jl})

Entao de (D.6), (D.5) e (D.4) temos que

funcao

(D.4)
(D.5)

(D.6)

(D.7)

De (D.4) f @ submodular e de (D.7) f e submodular e

nao decrescente.

(2) » (1) Seja A=E = {1, Jp» +vns 3 1. Seja i

(2) obtemos que

1,2,...

,r. De
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i =1 P (AN B) > P (B), pois (ANB)C B
1 1 -
J2 12
(ANB U} cBUL,]

i=rp, (ADBU{dyseeesd, 13) > Py (BULGyseeesdn 1)

J, 1 r-1 - i, 1 r-1

pois (A N BU{j],...,jr_]})qg BU{j],...,jr_]}

Substituindo pj por sua definicao, temos para i =
1, 2, ..., r que:

f(A N BU{j 1) - f(ANB) > f(BU {3;}) - f(B)

F(ANBU L3y »d,3)-F(ANBULI ) > F(BU {iq>d,3)-F(BU {iq3)

FANBULS »enend 1) -F(ANBULG s v bd 3) 2

r-1 —

f(BU{j-l,---’jr})'f(BU{j‘l:---:jr_]})

Logo, fazendo o somatorio das r parcelas, i =1,2,...,r,

temos,

F(ANBULI 5.3, 1) -F(ANB) > F(BULdys..05d,})-F(B)
(D.8)

Como AN B U {dqseresdpd = A
BUJjys «ovs 3 b =AU B (D.9)
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De (D.8) e (D.9) temos que:
f(A) - f(ANB) > f(AUB) - f(B)
Portanto f(A) + f(B) > f(AU B) + f(A N B) (D.10)

De (2) p;(R) > p,(5)

fv

0, VRC SC E, VjeE. Entdo

f(RU{j}) - f(R) > f(SULj}) - f(S) > 0 (D.11)

Como RC S, seja S-R = {j],...,jr}. De (D.11) temos:

f(R) < f(RU{j 1), pois RC RU{jy}

FRUGII) < FRULI >d,3), pois RULI G RULIHd,y)

F(RULGys e i q}) < FRULIseusd 3)s poOis

RULG s esd 3 @ RULE - -esid )

Logo, fazendo o somatorio das r parcelas, temos:

f(R)<_ f(RUJys vvvs 3.1 = F(S) (D.12)
De (D.12) e (D.11) temos que:

0 < f(R) < f(S), VRC ScE.

Seja A e B e tal que A-B= {k],kz,... q

(iqs vees 3y
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f(AUB) - f(A) =
t

il o~ 7%

RCCIEEIPR

FAU 375 «ves Jpoq 1))

p.
1 9t

H~13

. (AU {375 «vvs Jpql) (DA13)

Como AC AU {j],...,jt_]}, de (2) temos em (D.13)

que:

r
Po (AU (I seeesdyqd) < 1 Ps (R)

f(AU B) - f(A) =
( ) () 1 It t=1 J¢

t

Il £~1°%

(D.14)

De maneira semelhante,

f(AUB)-f(B) =
t

it >0

][f(BLJ{k1,...,kt})‘f(BU{k]=-"’kt—]})]

t

N ~1.0

'I pk (BU{k‘ls---skt}_{kt}) (D.]S)
t

Como (BLJ{k],...,kt}- {kt})(;(A U B-{kt}), t=1,...,9,

entao de (2) temos em (D.15) que:

f(AUB)-f(B)

1l
il ~~10

P (BUTKyseuuskyd-1k3)

t=1 t

| v
N~

o, (AUB - {k.1)
1 ke t

= L p.(AUB - {j}) (D.16)
je(A-B) J
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Subtraindo (D.16) de (D.14) temos:

-f(A) + f(B) <

A
0~
o
_———
I
1
o
.
_—
=
-
o
1
—~
.
—
o

De (2) temos que pj(S) >0, VSC E. (ndo-decrescente).

Portanto, ) p.(AUB-{j}) > 0, constitui uma
je(a-)

parcela negativa em (D.17) e pode ser retirada manten

do a inequacao. Logo, de (D.17) temos:

que € a definigao (3).
(3) > (2) Seja A eB = (AU{j}). De (3) temos:

f(A) < f(B) + P.(B) (D.18)

Como AC B temos que (A-B) = @. Logo, de (D.18) te-

mos:

f(A) < f(B) = f(A U {i})

Portanto Pj(A) > 0.8

Com as definicoes acima, outros resultados podem ser

obtidos |17] |9].




TEOREMA 2

Seja ¢ uma funcao de pesos c: E -~ R, A funcao
linear f(S) = } c¢., SC E, & submodular.
jes Y -

TEOREMA 3

Uma combinacao linear positiva de funcoes submo-

dulares e submodular.
TEOREMA 4

Seja g uma funcao de conjunto submodular sobre os
subconjuntos de E'. Seja um conjunto de subconjuntos

{Qj}C; E', j € E. Se

(a) g e nao decrescente, ou

(b) os Qj sao disjuntos,

entdo f(S) = g( U Q.) = g(U Q.), SC E, & uma funcdo submodu-
Jes S
lar sobre o conjunto de subconjuntos de E.

Demonstracao: da submodularidade de g temos que:
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Temos que (U Q;) N (U Q;) _ (U Q) (D.20)
R S RN S
pois, V j (RN S) entdo Qj estd contido na intersecao, mas
pode existir algum Q. C (Y Q;) e Q. — (U Q;) tal que
J] R J J2 S J

J1o dp # (ROS) e Q; =40 9,

Jy

digao (b).

. . De (b) temos que Q. /1 Q.
Jo J-l Jo
e E. Logo de (D.20) a igualdade e satisfeita com a con-

De (D.20) e com a condigao (a) temos que:

Q;) N Q:)] > U Q. D.21
9[(% J) (g J)] > g(RﬂS j) ( )
Temos que [(U Q.)ufyu Q)] = U Q.. Portanto temos:
R Y s J RUS Y
) ) U U Q. = U . D.22
sl o) Ul = el Y 9y (D.22)

Logo, de (D.19), (D.21) e (D.22) temos que:

f(R) + f(S) >g( U Q.) +g( U Q:) = f(RUS) + f(RNS)

F(R) + f(S) > fF(RUS) + f(RNs) .@

TEOREMA 5

Seja o matroide M = (E', F(E')) e uma funcao de

pesos c¢: E' »IR. Para RC E' a fungao de conjunto:




e submodular e nao decrescente.

Demonstracao: Seja RC Sc E' tal que R e F(E') e S e F(E'),con

juntos independentes no matroide. Utilizando a definicao de
submodularidade (2), teorema 1, mostraremos que
pj(R) > pJ.(S) > 0 para VRC SCE' e JjeE'.

Para isto, consideremos para R e F(E') e j € E' que:

Cj» se (RU{j}) e independente

f(RU{j})-f(R) = (D.23)
-, caso contrario

(a) Seja j ¢ E' independente em R.

Portanto, de (D.23), f(R U {j}) - f(R) = €5 (D.24)

Como RC SC E' entao temos que:

Ci» se€ j e independente em S

f(s U {j})-f(s) (D.25)

-, caso contrario

Consequentemente, de (D.24) e (D.25) temos:

f(RU{jt) - f(R) > f(S U {j}) - f(S) (D.26)
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(b) Seja j ¢ Ef dependente em R.
Portanto, de (D.23) temos que:
F(R U{j}) - f(R) = == (D.27)
Como RC SC E', entao j tambem e dependente em S. Logo
f(s U {3}) - f(S) = -= (D.28)
Consequentemente, de (D.27) e (D.28) temos
f(RUAL3}) - f(R) > f(S U {j}) - f(S) (D.29)
De (D.26) e (D.29) temos que:
pi(R) > ps(S), VRC SCE'ejekE",

Como RC S temos que f(R) < f(S) e portanto f & n3ao decrescen-

te. Logo:

TEOREMA 6

Seja o matroide M = (E', F(E')) e uma func3o de

pesos ¢: E' - IR. Seja o conjunto de subconjuntos {ij; E', jeE.

A funcao de conjunto para SC E
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f(s) =max { ] cj|Ref(U 0,)3

RCS JjeR je§

e submodular e nao decrescente.

A demonstracao do teorema (6) e obtida atraves do

teorema (4) e (5).

(M1

Para o problema de Tocalizacao, o teorema (6)

mostrado na secao (IV-4.2).

Apresentamos apenas alguns resultados para o de-
senvolvimento do texto, porem outras definicoes e teoremas po-

dem ser vistos em |17]| ou em bibliografia especifica.
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