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RESUMO. 

Es ta  t e s e  i n t roduz  o problema de co loração  de g r a f o s ,  

seguido po r  um es tudo  de s u a  complexidade e pe lo  levantamento 

dos a lgor i tmos  de co loração  e x i s t e n t e s ,  i nc lu indo  as heu r í s -  

t i c a s  . 
Procura-se abranger  o maior número p o s s í v e l  de algo- 

r i tmos  e apresen tá - los  de maneira uniforme, po r  exemplo u t i l i  - 

zando-se e m  todos  e l e s  a notação " a l g o l - l i k e " ,  p a r a  proporc io  - 

n a r  melhor v i s ã o  de conjunto e f a c i l i t a r  o es tudo  comparati- 

vo. 

Um a lgor i tmo de co loração  a inda  i n é d i t o  é formulado e 

mostra-se que é p o s s í v e l  implementá-10 em espaço que c r e sce  

l inearmente  com o tamanho do gra fo .  



ABSTRACT . 

This t h e s i s  i n t roduces  t h e  graph c o l o r i n g  problem, 

followed by a  s tudy  o f  i t s  complexity and a survey of t h e  

e x i s t i n g  c o l o r i n g  a lgor i thms ,  i nc lud ing  h e u r i s t i c s .  

The g o a l s  are t o  comprehend t h e  most p o s s i b l e  nurnber 

o f  a lgor i thms  and t o  p r e s e n t  them uniformly,  f o r  i n s t a n c e  

us ing  a l g o l - l i k e  n o t a t i o n  i n  a11 o f  them, i n  o r d e r  t o  g ive  a  

b e t t e r  g l o b a l  s i g h t  and t o  f a c i l i t a t e  comparative work. 

An y e t  unpublished algori thrn is  formulated and i t  i s  

shown t h e  way o f  implementinq it i n  space  t h a t  grows l i n e a r -  

l y  w i th  t h e  s i z e  o f  t h e  graph. 
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Neste t rabalho,  tratamos o problema do número cromáti- 

co de um grafo,  t an to  do ponto de v i s t a  da t e o r i a  em s i ,  quan- 

t o  da abordagem algorí tmica para resolução do problema. A ênfa - 
s e  maior é dada a esse  segundo aspecto, como pode s e r  depreen- 

dido do próprio t i t u l o  da t e se ,  servindo a discussão i n i c i a l  

para montar o cenário,  motivar o drama, fornecer terminologia 

adequada à conversação e determinar a qualidade e o papel re- 

presentado pelos dois  grandes grupos de a r t i s t a s ,  os a l g o r i t -  

mos de coloração aproximada e os algoritmos de coloração exa- 

t a .  

In ic ia-se  com a conceituação de número cromático de um 

grafo e o r e l a t o  dos acontecimentos que levaram à busca do mes - 
mo, sendo então definidos alguns termos básicos para s e  poder 

passar  a um tratamento mais formal do assunto. 

Um cap í tu lo  i n t e i r o  é e s c r i t o  sobre poss ib i l idades  de 

aplicações do número cromático a s i tuações  cot id ianas ,  f r i s an -  

do-se o grande i n t e r e s se  ex i s t en t e  e m  torno de uma dessas a p l i  - 
cações, a saber ,  a construção de t abe las  de horár io  para exa- 

mes em escolas .  

Em seguida, discutem-se a s  c a r a c t e r í s t i c a s  de grafos,  

que podem s e r  relacionadas com seu número cromático, e os  l i m i  - 
t e s  i n f e r i o r e s  e superiores teoricamente deduzidos para o mes- 

mo. 

Um estudo de como o tempo despendido na execução de um 

algoritmo exato de coloração pode c resce r ,  quando s e  aumenta o 

tamanho do grafo considerado, é apresentado sob o t í t u l o  - Com- 

plexidade. 

~ l é m  de separados em aproximativos e exatos,  os  algo- 

ritmos são postos em cena em pequenos grupos, caracter izados 

pela  semelhança dos procedimentos que adotam. Essa t e n t a t i v a  

de c l a s s i f i c ação  é Ú t i l  para s e  d i s t i n g u i r  melhor os  a l g o r i t -  

mos que tratam o problema com um enfoque completamente novo, 

dos que consistem em versões modificadas de outros já existen-  

t e s .  Dentro desse e s p í r i t o ,  os  algoritmos de cada grupo são 

considerados por ordem cronológica de sua publicação. 



Um dos o b j e t i v o s  d e s t a  t e s e  é proporc ionar  a apresenta-  

ção conjun ta  e uniforme dos a lgor i tmos  de co loração  e x i s t e n t e s .  

Acredi tanos  que,  assim organizados,  e s s e s  a lgor i tmos  possam s u s  - 

c i t a r  f u t u r o s  es tudos  comparativos d.e complexidade, mais de ta -  

lhados  e exa tos  que o nosso. Cabe s a l i e n t a r  que es tudos  desse  

t i p o  a inda  não exis tem na l i t e r a t u r a .  

Esperamos não t e r  p re jud icado  a e s s ê n c i a  dos a lgor i tmos  

ao v e s t i - l o s  com a nova roupagem. Por exemplo, procuramos u t i l i  - 
z a r  v a r i á v e i s  d e  mesmo nome pa ra  armazenar informações i d ê n t i -  

c a s ,  e  formulamos todos o s  a lgor i tmos  na notação " a l g o l - l i k e "  . 
Para  d i r i m i r  qua isquer  dúvidas quanto à origem das  f a -  

l h a s  ou imprecisões  que possam v i r  a  s e r  encontradas  nos algo- 

r i tmos  aqui  expostos ,  anexamos ao f i n a l  do t r a b a l h o  a s  suas  f o r  - 

mulações o r i g i n a i s .  

O o u t r o  o b j e t i v o  v i sado  com a p r e s e n t e  t e s e  é expresso 

p e l o  seu  c a r á t e r  de  levantamento do assunto  t r a t a d o ,  que p r e t e n  - 
díamos f o s s e  o m a i s  abrangente  poss íve l .  Embora admitindo que 

um ou o u t r o  a lgor i tmo possa  ter escapado à nossa  pesquisa  em b i  - 

b l i o t e c a s  do Rio e de  ~ r a s í l i a ,  estamos convencidos de  que O 

con jun to  conseguido é r e p r e s e n t a t i v o  de todos  o s  procedimentos 

j á  imaginados pa ra  c o l o r i r  g r a f o s ,  c o n s t i t u i n d o  um t r a b a l h o  de 

v a l o r  pa ra  pesquisadores  que pretendam a p r e s e n t a r  novas c o n t r i -  

buições .  

Das ob ra s  mais conhecidas,  a  que f a z  r e f e r ê n c i a  ao  maior 

número de a lgor i tmos  de  co loração  é o l i v r o  de c h r i s t o f i d e s g , e m  

que são  expl icados  v á r i o s  procedimentos de  co loração  e x a t a  e de 

co loração  aproximada. A s  demais ob ra s  s e  l imi tam a a p r e s e n t a r  

um a lgor i tmo de co loração  e x a t a  ou, no máximo, um a lgor i tmo de  

cada t i p o .  Podemos c i t a r  o s  l i v r o s  de B e r g e 2 ,  ~ e o ' ~ ,  ~ v e n ' ~ , ~ u r  - 

t a d o l g ,  Boaventura4 e Ni jenhuis  e ~ i l f ~ ~ .  



O conce i to  de  número cromático aparece  d e n t r o  do assun- 

t o  mais g e r a l  que é coloração de g ra fos .  In ic iemos,  p o r t a n t o , e s  - 

se t r a b a l h o ,  d izendo informalmente o que são  g r a f o s ,  em que con - 

s i s t e  a sua  co loração  e como t a l  assunto  f o i  abordado p e l a  p r i -  

meira vez. Mostraremos como s e  chegou ao problema de obtenção 

do número cromático de um g r a f o ,  t a n t o  a p a r t i r  de  uma ques tão  

t e ó r i c a ,  como a p a r t i r  de  uma necess idade p r á t i c a .  

11-1 . Grafo: Um Objeto Abs t r a to  ou uma Figura  ~ e o m é t r i c a ?  

A i d é i a  que temos de  um g r a f o  é a de  um conjunto de e l e  - 
mentos, e n t r e  cu jos  pa re s  pode, ou não, haver  uma determinada 

r e l ação .  Em g e r a l ,  um g r a f o  aparece  sempre assoc iado  5 sua  re- 

presen tação  g r á f i c a .  Um conjunto de pontos r e p r e s e n t a  o s  seus  

elementos e uma l i n h a ,  l igando  d o i s  des ses  pontos ,  s imbol iza  a 

e x i s t ê n c i a  de r e l a ç ã o  e n t r e  o s  elementos correspondentes .  

Da mesma forma que,  na ~ r i t m é t i c a ,  deixamos de lado  a 

d i f e r e n c i a ç ã o  e n t r e  número e numeral, também aqui  não há p r e j u í  - 

zo e m  nos r e f e r i rmos  ã represen tação  g r á f i c a  de  um g r a f o  como 

s e  f o r a  ao p r ó p r i o  g ra fo .  N. Deo15 conce i tua  com p r e c i s ã o  e s s a s  

en t idades ,  o g r a f o  como o b j e t o  a b s t r a t o  combinatório e o g ra fo  

como rep re sen tação  geométr ica ,  afirmando, em seguida ,  que se 

passa  por  cima da d i s t i n ç ã o  del iberadamente ,  e m  p r o l  da s imp l i -  

c idade e c l a r e z a .  

Na f i g u r a  (11-I), a s e g u i r ,  vemos um g r a f o  G com s e i s  

pontos : { vl,  v2 . . . , v6 } ,  dos q u a i s  os  pa re s  (v1 , v2 (v1 ,v3  I 

( v  , v  ) , (v2  , v4  ) e (v4 , v6 ) e s t ã o  re lac ionados  (v11v5)t 2 3 e n t r e  

s i .  

F igura  11-1. ~ e p r e s e n t a ç ã o  g r á f i c a  de um g ra fo .  



1 1 - 2 .  - Colorindo Grafos . 
C o l o r i r  um g r a f o  s i g n i f i c a  p i n t a r  cada um dos seus  pon- 

com uma co r ,  de  forma t a l  que,  s e  d o i s  pontos qua isquer  e s t ã o  

l i g a d o s  e n t r e  s i  por  uma l i n h a ,  e l e s  recebem c o r e s  d i s t i n t a s .  É 

c l a r o  que o termo " p i n t a r  com uma c o r "  é equ iva l en t e  a " a s s o c i  - 

a r  um dado número". A r e f e r ê n c i a  a cores  é f e i t a  po r  motivos 

h i s t ó r i c o s ,  como veremos a s e g u i r ,  além de s e r  v a l i o s a  pa ra  que 

se v i s u a l i z e  melhor a ques tão .  

Dado um g r a f o  e um c e r t o  número de c o r e s ,  pode não e x i s  - 
t i r  um modo de a t r i b u i r  aos seus  pontos a s  co re s  dadas,  ou pode 

e x i s t i r  uma ou mais maneiras de  fazê- lo .  O g r a f o  G apresentado 

na seção  a n t e r i o r  pode ser c o l o r i d o  com q u a t r o  co re s  de muitas 

maneiras d i s t i n t a s ,  como vemos na f i g u r a  ( 1 1 - 2 )  . 

Figura  11 -2 .   rês maneiras de c o l o r i r  G ,  usando q u a t r o  

co re s .  

11-3. Origem ~ i s t õ r i c a .  

Em 1852, o p r o f e s s o r  i n g l ê s  D e  Morgan escreveu uma car -  

t a  ao seu colega S i r  Hamilton, expondo um problema que não con- 

s e g u i r a  so luc iona r .  Ainda h o j e ,  o s  p ro fe s so re s  s e  correspondem 

p e l o  mesmo motivo e formulam h i p ó t e s e s ,  as  q u a i s  s ão  chamadas 

conjecturas a té  que venham a s e r  demonstradas ou derrubadas  p e l a  

descober ta  de  contra-exemplos. Ao l a n ç a r  uma c o n j e c t u r a ,  p r i n c i  - 
palmente se a mesma pode s e r  expressa  de  uma forma s imples  e 

conc isa ,  o a u t o r  não imagina que e l a  possa  o r i g i n a r  t a n t a  movi- 

mentação e n t r e  o s  c i e n t i s t a s ,  como f o i  o caso  da c o n j e c t u r a  de  

D e  Morgan (ou Conjec tura  de Guthr ie ,  pa ra  f a z e r  jus  ao incômodo 

aluno que l h e  apresen tou  a q u e s t ã o ) .  

Um aluno h a v i a  perguntado a D e  Morgan q u a l  a razão de 



s e r  aparentemente p o s s í v e l  c o l o r i r  uma f i g u r a  qua lquer  com, no 

máximo, q u a t r o  co re s ,  s e m  que r e g i õ e s  v i z i n h a s  recebessem co- 

res i g u a i s .  Observou De Morgan que em uma f i g u r a  com c inco  re- 

g i õ e s ,  qua lquer  e s f o r ç o  pa ra  f a z e r  com que cada uma das r e g i -  

ões tenha uma l i n h a  l i m í t r o f e  com a s  demais , leva sempre a uma 

s i t u a ç ã o  e m  que uma das  r e g i õ e s  é completamente envolvida pe- 

l a s  o u t r a s  t rês ,  o que impede a q u i n t a  r e g i ã o  de s e  l i m i t a r  

com a mesma. Reproduzimos na f i g u r a  (11-3) o desenho u t i l i z a d o  

po r    ouse-~all~ , a inda  no s é c u l o  passado,  p a r a  argumentar a 

f a v o r  da c o n j e c t u r a ,  usando a d i f i c u l d a d e  r e l a t a d a  acima. Qual  - 

q u e r  d i spos i ção  do d i s t r i t o  X impede a p o s t e r i o r  ad ição  de um 

d i s t r i t o  Y que s e j a  v i z inho  aos d i s t r i t o s  A,  B,  C ,  e X.  

F igura  11-3. ~ i s p o s i ç ã o  de d i s t r i t o s  em um mapa. 

E le  conc lu i  afirmando que "uma prova da proposição en- 

volve d i f i c u l d a d e s  de a l t a  ordem, a s  q u a i s ,  a t é  agora ,  têm frus - 
t r a d o  todas  as  t e n t a t i v a s  p a r a  supe rá - l a s " .  

1 1 - 4 .  Modelando po r  Grafo. 

Cada r e g i ã o  de  uma f i g u r a  pode s e r  assoc iada  a um pon- 

t o  de um g r a f o ,  l igando-se  d o i s  pontos por  uma l i n h a  sempre 

que a s  duas r eg iões  correspondentes  t iverem um l i m i t e  em com. 

Dessa forma modela-se o problema de D e  Morgan por  g r a f o s ,  po- 

dendo-se, en t ão ,  formulá-lo com sua  nova roupagem: "I? p o s s í v e l  

c o l o r i r  qua lquer  g ra fo  o b t i d o  p e l o  processo acima com, no máxi 

mo, q u a t r o  co re s?"  (Obs.: " c o l o r i r "  conforme d e f i n i d o  na seção 

( 1 1 - 2 )  ) .  

Note que o g r a f o  o b t i d o  pe lo  processo  acima é sempre 



um g r a f o  p l a n a r ,  i s t o  é, ele pode ser desenhado numa f o l h a  de  

pape l  sem que h a j a  cruzamentos de  suas  l i n h a s .  

A equ iva l ênc i a  e n t r e  o problema de c o l o r i r  a s  r eg iões  

de uma f i g u r a ,  apresentado por  De Morgan, e o problema de colo- 

ração  de mapas p l ana re s  pode ser formalmente demonstrada. Veja, 

p o r  exemplo, a  exp l i cação  da página 131 da ob ra  de   arar^^'. 

11-5. O Desafio.  

A "Conjectura  das  Qua t ro  Cores" - conforme f o i  denomina - 
da  a afirmação de  que q u a t r o  co re s  s ão  s u f i c i e n t e s  p a r a  se co lo  - 
rir  qua lquer  g r a f o  p l a n a r  - deu mui to  o que f a z e r  aos  e s tud io -  

sos  de  g r a f o s ,  que ten ta ram e s t a b e l e c e r  matematicamente a sua  

verac idade .  

Por o u t r o  l ado ,  não há  dúvida que foram as  d i f i c u l d a d e s  

encontradas  na demonstração des sa  c o n j e c t u r a  que motivaram um 

no táve l  crescimento da Teor ia  dos Grafos e o desenvolvimento de 

r e s u l t a d o s  que, em g e r a l  e à pr ime i r a  v i s t a ,  nada t ê m  a v e r  uns 

com o s  o u t r o s ,  ou com o problema o r i g i n a l  de co loração ,  mas que 

surgiram de d i f e r e n t e s  abordagens dadas à Conjectura  das Qua t ro  

Cores. 

Embora Kempe, e m  1879, j á  t i v e s s e  apresen tado  uma de- 

monstração da con jec tu ra ,  em 1890, Heawood mostrou que hav ia  u- 

ma f a l h a  na mesma. Desde que f o i  i n i c i a l m e n t e  formulada, a  Con- 

j e c t u r a  das Quatro Cores permaneceu i n v i o l á v e l  po r  mais de  um 

s é c u l o ,  apresentando-se como um d e s a f i o  a t r a e n t e  à sagacidade 

dos muitos t e ó r i c o s  de g r a f o s ,  que mergulharam ne l a .  

Foi apenas e m  1977 que a ques t ão  perdeu o seu  c a r á t e r  

c o n j e c t u r ~ s t i c o ,  tendo s i d o  demonstrada por  Haken e Appel de u- 

ma forma pouco e l e g a n t e ,  uma vez que requereu 1200 horas  de  com - 

putador ,  num t r a b a l h o  b r u t a l  de v e r i f i c a ç ã o  de um grande número 

de g ra fos  ( ~ e r n h a r t  ) . Espera-se que e s s a  p r ime i r a  demonstra- 

ção f a c i l i t e  o desenvolvimento de  alguma prova c u r t a  e elegante. 

11-6. Uma ~ a z ã o  p r á t i c a  p a r a  C o l o r i r  Grafos.  

Embora o problema de coloração de g ra fos  p l ana re s  tenha 

s i d o  a grande e s t r e l a  da h i s t ó r i a  dos g r a f o s ,  a  s u a  extensão pa - 

ra  g r a f o s  qua isquer  é muito mais impor tan te ,  do ponto de  v i s t a  



da apl icabi l idade a casos cotidianos.  

A k- colorabil idade de um grafo é a propriedade de o 

mesmo poder s e r  colorido ut i l izando-se k cores.  O problema a 

que nos referimos acima, que é uma generalização do problema 

das quatro cores de grafos planares,  consis te  em, dado um grafo 

qualquer G e um número i n t e i r o  k ,  saber s e  G é k-colorável. 

Visto de um outro enfoque, o problema de colorabil idade 

de grafos pode s e r  apresentado como: "Encontrar o menor valor  

de k ,  t a l  que G s e j a  k-colorável, e e x i b i r  um k-colorido de G " .  

Nesse caso, k é denominado número cromático de G e o k-colorido 

é referenciado como colorido Ótimo de G.  

Na década de 6 0 ,  f o i  estimulado o i n t e r e s se  por procedi - 

mentos para fornecer coloridos Ótimos, ou quase ótimos, de um 

grafo, ao observar-se que i s t o  poderia solucionar o problema de 

construção de tabelas  de horário de escolas.  

vários algoritmos aproximativos para c o l o r i r  grafos fo- 

ram desenvolvidos com esse fim, tendo-se no t í c i a  de que são u t i  - 
l izados com sucesso por colégios e universidades ( ~ i l l i a m s  ) . 

O grande problema desses algoritmos aproximativos, ou 

heu r í s t i ca s ,  é que não s e  conseguiu determinar a d i s tânc ia  máxi - 
ma en t re  a est imativa do número cromático, por e l e s  obt ida  para 

um grafo qualquer, e o número cromático r e a l  desse grafo. Sabe- 

s e  apenas que, para qualquer um dos algoritmos aproximativos ,e- 

xistem si tuações em que s e  obtêm resultados arbi trar iamente ru- 

i n s .  

vários algoritmos exatos foram apresentados para colora - 
ção de grafos,  havendo, para qualquer deles ,  grafos em que O 

tempo de execução cresce exponencialmente com o número de pon- 

t o s ,  tornando inviável  sua aplicação. 

Mais adiante,  avaliaremos com mais detalhes a qualidade 

de algoritmos aproximativos e algoritmos exatos,  que podem s e r  

desenvolvidos para coloração. Apresentaremos alguns dos algo- 

ritmos já desenvolvidos e tentaremos t r a ç a r  uma comparação t e ó r i  - 
ca de seu desempenho. 



Passamos, agora ,  a r e l a c i o n a r  as  d e f i n i ç õ e s  dos termos 
- 

neces sá r io s  2 exposiçao que se s e g u i r á .  Deixaremos pa ra  apresen - 

t a r  a s  d e f i n i ç õ e s  dos termos de ap l i cação  r e s t r i t a  aos a l g o r i t -  

mos juntamente com o s  mesmos. Adotamos, e m  g e r a l ,  a s  mesmas de- 

f i n i ç õ e s  d.o   arar^^ . 
111-1. O Grafo e seus  Elementos. 

u m  g r a f o  G é um conjunto  f i n i t o  V = V ( G )  de  - n pontos e 

um conjunto - X de  - m l i n h a s ,  sendo cada l i n h a  um p a r  não ordenado 

d e  pontos d i s t i n t o s  de  V. 

S e j a  x = (u ,v )  uma l i n h a  de  G. Dizemos que x l i g a  u e v 

e denotamos x po r  - uv. O s  pontos u e v s ão  ad j acen te s  porque es-  

t ã o  l i g a d o s  po r  uma l i n h a .  O ponto u e a l i n h a  x s ã o  inciden-  

tes,  um com o ou t ro ,  assim como o são  o ponto v e a l i n h a  x. - 

S e j a  vi um ponto de G. O grau de  v denotado por  di é i ' - 
o número de l i n h a s  i n c i d e n t e s  com v i ' 

Chamamos de l i s t a  de  ad j acênc ia  de  v ,  e denotamos por  

A ( v ) ,  uma l i s t a  encadeada contendo todos o s  pontos ad j acen te s  a 

v,  e m  G. Uma e s t r u t u r a  de  ad j acênc ia  pa ra  G é a represen tação  

de G po r  meio das  l i s t a s  de  ad j acênc ia  de  s eus  pontos.  Em quase 

todos  o s  a lgor i tmos  assumiremos que G e s t á  represen tado  por  uma 

e s t r u t u r a  de  ad j acênc ia .  

A ma t r i z  de ad j acênc ia  de  G é uma ma t r i z  Q de  dimensão 

n x n, onde o elemento q i j  6 d e f i n i d o  assim: 

1 , se v e v são ad jacen te s ,  
q i j  = { i j 

i O , caso c o n t r á r i o .  

Um t r a j e t o  em G é um seqtiência a l t e r n a d a  de pontos e 
l i n h a s  vo,  xl, vl, x2,  V*, .. . , ~ ~ - ~ , v ~ - ~ , x ~ , v ~ ,  começando e t e r -  

minando por  pontos,  na qua l  cada l i n h a  é i n c i d e n t e  com o ponto 

que a precede e com o ponto que a segue.  Em g e r a l ,  denotamos o 

t r a j e t o  a c h a  por  v v v 
O 1 2"'Vk-1vk e dizemos que e l e  l i g a  o s  pon - 

t o s  v e v . 
O n 

Um caminho 6 um t r a j e t o  em que todos os  pontos são d i s -  
t i n t o s .  



Um c i c l o  é um t r a j e t o  e m  que todos  o s  pontos s ã o  d i s t i n  - 

t o s ,  exce to  o p r ime i ro  e o Último. O comprimento de um c i c l o  e 

o número de l i n h a s  do mesmo. Um t r i â n g u l o  é um c i c l o  de  compri- 

mento 3 .  

1 1 1 - 2 .  Tipos de  Grafos. 

G é um g ra fo  completo, s e  e somente se qua isquer  d o i s  

pontos d i s t i n t o s  de  G forem ad jacen te s .  

G é um g r a f o  nulo ,  s e  e somente se o conjunto V f o r  va- 

z io .  

G é um g r a f o  conexo, se e somente s e  qua lquer  pa r  de  

pontos f o r  l i g a d o  por  um caminho; caso  c o n t r á r i o ,  G é um g r a f o  

desconexo. 

G é um g ra fo  to t a lmen te  desconexo, se e somente s e  O 

conjunto X f o r  vazio .  

G é um g r a f o  b i p a r t i t e ,  se e somente se e x i s t i r  uma pa r  - 
t i ç ã o  { v ~ , v ~ }  de V, t a l  que qua lquer  l i n h a  de G l i g a  um ponto 

de  V. e um ponto de V2.  1 

Dizemos que um g r a f o  e s t á  i n s e r i d o  e m  uma s u p e r f í c i e  o- 

r i e n t á v e l  S, quando e l e  está desenhado e m  S de  forma que suas  

l i n h a s  não se cruzam. 

G é um g r a f o  p l a n a r  se e l e  pode ser i n s e r i d o  e m  um p la -  

no. 

Dado G, seu  g r a f o  complementar E contem o mesmo conjun- 

t o  V de pontos ,  mas d o i s  pontos s ã o  ad j acen te s  e m  E,  se e somen - 
t e  se e l e s  não o s ã o  em G. 

111-3. Subconiuntos. 

Um subgrafo  de  G é um g r a f o  cu jos  conjuntos  de  pontos e 

de  l i n h a s  s ão  subconjuntos  de V e de X ,  respect ivamente .  

Uma c l i q u e  de  G é um subgrafo completo de  G. Uma k -c l i -  

que é uma c l i q u e  com k pontos.  

O número máximo de l i n h a s  de  G é dado p e l a  fórmula - 

n(n-1) /2 .  À razão  e n t r e  m e e s s e  v a l o r  denominamos densidade de 

l i n h a s  de G. 



Um c l u s t e r  de  G é um subgrafo de  G,  que tem uma a l t a  

densidade de  l i n h a s .  Um - k - c l u s t e r  é um c l u s t e r  com k pontos.  

Um subconjunto de pontos  (ou de l i n h a s )  de  G ,  com uma 

dada c a r a c t e r í s t i c a ,  é um subconjunto maximal em r e l a ç ã o  a e s s a  

c a r a c t e r í s t i c a ,  s e  não e s t i v e r  propriamente con t ido  e m  nenhum 

o u t r o  subconjunto de pontos (ou de l i n h a s )  de  G,  com a mesma ca  - 

r a c t e r í s t i c a .  

Um subgrafo de  G com uma dada c a r a c t e r í s t i c a  é um - sub- 

g r a f o  maximal e m  r e l a ç ã o  à mesma, s e  seus  conjuntos  de  pontos e 

de l i n h a s  são  subconjuntos  maximais mantendo t a l  c a r a c t e r í s t i c a .  

Um componente de  G é um subgrafo conexo maximal de G. 

Para  qua lquer  subconjunto S de  pontos de  G,  o  subgrafo 

induzido < S > é o subgrafo maximal de  G ,  com conjunto  de pon- 

t o s  S. 

Um subconjunto de  pontos S, de  G, é um subconjunto inde  

pendente  de  G ,  s e  e somente s e  não houver e m  S d o i s  pontos a d j a  - 

tentes. 

111-4. coloração  de Grafos. 

Um c o l o r i d o  de um g r a f o  é uma a t r i b u i ç ã o  de co re s  aos  

seus  pontos,  de  forma que cada ponto receba  exatamente uma c o r  

e que não h a j a  d o i s  pontos ad j acen te s  com a mesma cor .  

Uma - c l a s s e  de  c o r  d e  um g r a f o  G é um conjunto  não v a z i o  

de  pontos  com a mesma c o r ,  e m  um c o l o r i d o  de  G. Vemos que, por  

d e f i n i ç ã o ,  uma c l a s s e  de  c o r  é um subconjunto independente de  

G. 

Um k-color ido d e  G é um c o l o r i d o  de  G que usa  k cores ,  

pa r t i c ionando  V em k c l a s s e s  de  cor .  

O número cromát ico de G ,  J ( G ) ,  é i g u a l  ao menor i n t e i r o  

k ,  pa ra  o q u a l  G t e m  um k-color ido.  Observamos que o número c r o  - 

mático de  um g r a f o  completo é i g u a l  a n, uma vez que cada ponto 

seu  é a d j a c e n t e  com todos o s  demais. 

G é um g r a f o  k-colorável ,  s e  pudermos c o l o r i r  G com k,  

OU menos, co re s .  

G é um g r a f o  k-cromático, se k = x ( G ) .  



Dizemos que um k-colorido de G é um color ido  Ótimo para 

G, s e  k f o r  i g u a l  a x ( G ) *  Um k-colorido de G ,  com k no in terva-  

l o  x ( G )  < k < n, é um color ido  aproximado ou não - ótimo de G .  

fi c l a r o  que, para k > n, não e x i s t e  um k-colorido de G. 



Grande p a r t e  do i n t e r e s s e  e x i s t e n t e  e m  t o r n o  de co lora -  

ção de g ra fos  advém da  e x i s t ê n c i a  de v á r i o s  problemas p r á t i c o s  

que podem s e r  solucionados p e l a  obtenção de c o l o r i d o s  pa ra  gra-  

f o s .  

A c a r a c t e r í s t i c a  comum a todos  e s s e s  problemas é que se 

d e s e j a  d i s t r i b u i r  eventos  (ou o b j e t o s )  no menor número p o s s í v e l  

de per iodos  (ou g r u p o s ) ,  de modo que eventos  (ou o b j e t o s )  incom - 
p a t í v e i s  não fiquem jun tos .  s ã o  denominados problemas de  e s c a l a  

mento ou problemas de par t ic ionamento cromático.  

Formularemos, a s e g u i r ,  a lguns  des ses  problemas, r e s s a l  - 
t ando  que o pr imei ro  d e l e s ,  a cons t rução  de t a b e l a s  de  ho rá r io ,  

é o que tem s i d o  mais in tensamente  t r a t a d o  na l i t e r a t u r a .  

I V - 1 .  cons t rução  de  Tabelas  de   orár rio. 

Em uma e s c o l a ,  devem-se a p l i c a r  exames f i n a i s  em v á r i a s  

matérias. Alguns des ses  exames não podem o c o r r e r  simultaneamen - 
t e  com o u t r o s ,  e m  v i s t a  de  e x i s t i r e m  alunos que vão p a r t i c i p a r  

de  ambos. O problema c o n s i s t e  e m  e s c a l a r  o s  exames no menor nú- 

mero p o s s í v e l  de  per íodos ,  de t a l  forma que não ocorram c o n f l i -  

t o s  de h o r á r i o .  

O s  exames podem ser represen tados  pe los  pontos de  um 

g r a f o ,  l igando-se  d o i s  pontos po r  uma l i n h a ,  se houver um OU 

mais a lunos  que f a r ã o  o s  d o i s  exames correspondentes .  

Um k -co lor ido  des se  g r a f o  corresponde ao escalamento 

dos exames em k per íodos  d i s t i n t o s ,  um per íodo pa ra  cada c o r .  A 

obtenção do número cromático do g ra f  o corresponde à determinação 

do menor número de  per íodos  e m  que é p o s s í v e l  f a z e r  t a l  e sca l a -  

mento. 

Em 1966, f o i  publ icado um programa da a u t o r i a  de Peck e 

Williams 3 8 ,  que r e s o l v i a  o problema apresen tado  acima po r  um 

procedimento h e u r í s t i c o .  Nos comentários desse  programa, vemos 

que o s  a u t o r e s  já es tabe lec iam um p a r a l e l o  com a co loração  de 

g r a f o s ,  usando a represen tação  suge r ida ,  com o acréscimo de um 

peso w associado ao i-ésimo ponto,  ind icando  o número de a lu -  i' 
nos que deveriam p r e s t a r  o exame correspondente .  O o b j e t i v o  e r a  



esca l a r  os exames, de forma que não ocorressem choques de horá- 

r i o  e que o número t o t a l  de alunos em exame, num dado período, 

não u l t rapassasse  ce r to  l im i t e .  

Trabalhos an t e r i o r e s ,  como o de co le1 '  e o de Foxley e 

~ o c k y e r '  ', apesar de apresentarem c r i t é r i o s  mais sofisticados pa- 

r a  a construção da t abe l a  de horá r io ,  ut i l izavam apenas parci-  

almente o enfoque de coloração de grafos.  

Por out ro  lado, Welsh e ~ o w e 1 1 ~ ~  e wood4', em 1 9 6 7  e 

1 9 6 9 ,  respectivamente, já  explicitavam a conexão ex i s t en t e  en- 

t r e  os  dois  problemas. Parece que foram os primeiros a s e  abs- 

t ra í rem dos detalhes e a darem ao problema de construção de ta-  

b e l a  de horá r io  para exames a abordagem d e f i n i t i v a  de coloração 

de grafos.  Analisaremos posteriormente os  algoritmos que propu- 

seram. 

Antes de passarmos para as ou t ras  apl icações,  queremos 

s a l i e n t a r  que o t í t u l o  "construção de Tabelas de  orár rio" é u t i  - 

l i zado  para denotar um outro  problema, que começou a s e r  t r a t a -  

do por computador também na década de 60 .  Consiste em, dado um 

conjunto de c l a s se s ,  um conjunto de professores e uma relação 

que fornece o número de períodos por semana (ou por d i a ) ,  em 

que cada professor  deve atender  a cada c l a s se ,  cons t ru i r  uma t a  - 

be l a  de horá r io  que indique, para cada período, qual  professor  

deverá e s t a r  com determinada c lasse .  Um método apresentado, em 

1 9 6 2 ,  por Gotlieb e r ev i s to  pelo mesmo juntamente com csima13 , 
em 1 9 6 4 ,  desenvolve a t abe l a  de horár io  na forma de uma matriz 

t r idimensional  S, cujo elemento si jk é 1 ou 0 ,  conforme o pro- 

f e s so r  i e s t e j a  ou não com a c lasse  j ,  no período k .  

A construção de t abe las  para  exames e a construção de 

t abe las  de horár io  de escolas  são dois  problemas d i s t i n t o s .  , O 

Último não é resolvido por coloração de grafos ,  tendo s ido  men- 

cionado aqui apenas para  esclarecimento. 

~ e m ~ s t e r ' ~  j á  havia percebido essa  mult ipl icidade,  ten- 

do caracter izado três d i f e r en t e s  ca tegor ias  de problemas, exis-  

t en t e s  sob o t í t u l o  de Tabelamento de  orár rio. 

IV-  2 .  Tabelamento da produção. 

Um c e r t o  número de t a r e f a s  com mesmo tempo de execução 



devem s e r  r e a l i z a d a s .  Existem, no en t an to ,  r e s t r i ç õ e s  que impe- 

dem que algumas dessas  t a r e f a s  es te jam e m  execução simltaneatwn- 

t e .  Por exemplo, devido à d i s p o n i b i l i d a d e  de r ecu r sos .  O p rob le  - 

ma c o n s i s t e  e m  e s t a b e l e c e r  o menor número de per íodos  pe los  

q u a i s  poderão s e r  d i s t r i b u í d a s  as t a r e f a s ,  atendendo às condi- 

ções dese  j adas . 
Nesse caso,  u t i l i z a - s e  como modelo um g r a f o  em que cada 

ponto r e p r e s e n t a  uma das t a r e f a s .  Dois pontos s ão  l i gados  por  - u 

ma l i n h a ,  s e  a s  t a r e f a s  correspondentes  não puderem s e r  r e a l i z a  - 
das  ao mesmo tempo. 

O número cromático do g ra fo  assim o b t i d o  é i g u a l  ao m e -  

nor  número p o s s í v e l  de per íodos  p a r a  a r e a l i z a ç ã o  das t a r e f a s .  

Cada c l a s s e  de  co r ,  e m  um co lo r ido  do g ra fo ,  corresponde a um 

conjunto de  t a r e f a s  a serem r e a l i z a d a s  simultaneamente. 

IV-  3 .   locação de ~ r e q d ê n c i a s  . 
Em uma l o c a l i d a d e ,  exis tem k c a n a i s  d i s p o n í v e i s  p a r a  s e  

rem usados por  n e s t a ç õ e s  de  t e l e v i s ã o .  ~ s t a ç õ e s  próximas umas 

das  o u t r a s  não podem u s a r  o mesmo c a n a l  s e m  causa r  i n t e r f e r ê n -  

c i a .  O problema c o n s i s t e  e m  a l o c a r  um cana l  p a r a  cada e s t ação  

de modo que e s t a ç õ e s  que não possam u t i l i z a r  o mesmo cana l  r e c e  - 
bam c a n a i s  d i f e r e n t e s .  Esse problema pode também ser considera-  

do para  e s t a ç õ e s  emissoras  de  r ád io .  

~ o n s t r u í m o s  um g r a f o  e m  que cada ponto r e p r e s e n t a  uma 

e s t a ç ã o  de t e l e v i s ã o ,  havendo uma l i n h a  l i gando  d o i s  pontos s e m  - 
p r e  que a d i s t â n c i a  e n t r e  a s  duas e s t a ç õ e s  correspondentes  f o r  

menor que um c e r t o  l i m i t e .  

Um k-color ido pa ra  e s s e  g r a f o  corresponde a uma aloca-  

ção dos k c a n a i s ,  atendendo às condições e s t a b e l e c i d a s .  Tal  co- 

l o r i d o  só é p o s s í v e l  s e  o número cromático do g r a f o  cons t ru ído  

f o r  menor ou i g u a l  a k .  

IV-4 .  Armazenamento de Produtos .  

Um es toque  de produtos  químicos deve ser armazenado de 

forma que c e r t o s  produtos  não devem ser pos tos  e m  um mesmo com- 

par t imento por  motivos de segurança.  

Representando cada produto por  um ponto de  um g r a f o  e 



l igando  por  uma l i n h a  todo p a r  d e  pontos ,  cu jos  produtos c o r r e s  - 
pondentes não possam f i c a r  j un tos ,  podemos e n c o n t r a r  o menor nÚ - 
mero de compartimentos neces sá r io s  pa ra  armazenar todo o e s to -  

que,  calculando o número cromát ico do g r a f o  assim obt ido .  além 
d i s s o ,  um conjunto de pontos com uma m e s m a  c o r  corresponderá  a 

um conjunto de produtos químicos a ser colocado em um dado com- 

par t imento.  

IV-5. P l ana r i zação  de C i r c u i t o s  Impressos. 

O problema que vamos formular ,  agora ,  e s t á  re lac ionado  

com o p r o j e t o  de  c i r c u i t o s  impressos.  Nesses c i r c u i t o s  exis tem 

junções em pos ições  f i x a s ,  algumas das  q u a i s  deverão s e r  l i g a -  

das e n t r e  s i  po r  f i o s  de  conexão impressos na s u p e r f í c i e  de  uma 

p l a c a  f e i t a  de m a t e r i a l  não condutor.  Uma vez que e s s e s  f i o s  só 

podem s e  encon t r a r  nas junções,  quantas  s u p e r f í c i e s  s e r ã o  neces - 
sárias  p a r a  se d i s p o r  todos  o s  f i o s  do c i r c u i t o  s e m  que e l e s  se 

cruzem? 

O problema apresen tado  acima pode r i a  ser considerado 

também do ponto de  v i s t a  de  p l ana r idade  de  g ra fos .  

Para  co loração ,  desenhamos, i n i c i a l m e n t e ,  em uma f o l h a  

de pape l  todo o c i r c u i t o  e def inimos,  e m  seguida ,  um g r a f o  e m  

que cada ponto r e p r e s e n t a  um f i o  de  conexão e cada l i n h a  l i g a  

d o i s  pontos cu jos  f i o s  correspondentes  se cruzam no desenho. 

O problema proposto  f i c a ,  de s sa  forma, subs t i t d d o  pe lo  

de  e n c o n t r a r  o número cromático do g r a f o  ob t ido .  Cada c l a s s e  de  

c o r  con te rá  o s  pontos correspondentes  aos f i o s  a serem dispos-  

t o s  e m  cada uma das  s u p e r f í c i e s .  

IV-6. Uma Ques t ã o  de Diplomacia. 

 pós a t u a r  v á r i o s  anos e m  uma embaixada e devendo r e t o r  - 
n a r  e m  breve ao seu  p a í s ,  um diplomata  d e s e j a  promover algumas 

recepções  pa ra  se desped i r  dos seus  conhecidos.  En t r e t an to ,  sa -  

bendo que por  um motivo ou o u t r o  v á r i a s  dessas  pessoas  não s e  

dão muito bem e querendo e v i t a r  qua i sque r  encont ros  desagradá- 

v e i s ,  e l e  r e s o l v e  convidar  p a r a  cada recepção um grupo de pesso - 

a s  no q u a l  não h a j a  qua lquer  incompat ib i l idade .  Quantas  recep- 

ções s e r ã o  n e c e s s á r i a s  p a r a  que o diplomata  e m  ques tão  s e  des- 

peça de  todos  o s  seus  conhecidos e quem deverá  ser convidado 



e m  cada uma dessas  ocas iões?  

Ora, b a s t a  d e f i n i r  um g r a f o  com um ponto p a r a  cada pes- 

s o a  conhecida do diplomata  e uma l i n h a  l igando  d o i s  pontos s e  

as  pessoas  correspondentes  não se dão bem. 

O número cromático des se  g r a f o  e a s  c l a s s e s  de co r  d e f i  - 
n idas  po r  um c o l o r i d o  u t i l i z a n d o  e s s e  número de co re s  correspon - 
dem à so lução  das duas perguntas  acima formuladas.  

IV-7. OUTRAS. 

Apresentaremos, em seguida,  mais duas a p l i c a ç õ e s  d e  co- 

l o ração  de g ra fos ,  mencionadas por  Hammer e ~ u d e a n u ~ ~ .  

Um c e n t r o  de comutação de t e l e f o n e s  é f e i t o  po r  muitos 

b locos ,  que s ã o  l i g a d o s ,  aos p a r e s ,  p o r  f i o s  de  v á r i a s  cores .Pa 

r a  f a c i l i t a r  a detecção de e r r o s ,  é d e s e j á v e l  que qua i sque r  dois 

f i o s  , tendo uma das extremidades no mesmo b loco ,  recebam co res  

d i f e r e n t e s  e que o número de co re s  s e j a  mínimo. 

A passagem p a r a  o problema de co loração  de g ra fos  é i m e  - 
d i a t a .  

Uma o u t r a  a p l i c a ç ã o ,  devida a Marcus e V a s i l i u ,  su rge  

na  á r e a  de  l i n g u í s t i c a .  E l e s  in t roduz i ram um g r a f o ,  cu jos  pon- 

t o s  são  a s  20 consoantes da l í n g u a  romena e c u j a s  l i n h a s  s ão  de - 

f i n i d a s  da  s e g u i n t e  forma. Para  qua lquer  ponto v ,  o conjunto 

A(v)  c o n s i s t e  de todas  as  consoantes  w ,  t a i s  que e x i s t e  uma pa- 

l a v r a  romena c u j o  p r ime i ro  grupo consonantal  i n c l u i  a seqtiência 

vw. s ã o ,  ao todo,  79 l i n h a s .  

Por  algumas razões  l i n g t i í s t i c a s  é i n t e r e s s a n t e  determi- 

nar-se  as c l a s s e s  de c o r ,  p a r a  um c o l o r i d o  ótimo do g r a f o  assim 

ob t ido .  



V. CARACTERIZAÇÕES E LIMITES. 

Considerando que c o l o r i r  um grafo desconexo s i g n i f i c a  

c o l o r i r  cada um dos seus componentes separadamente, vamos nos 

r e f e r i r ,  daqui por d ian te ,  apenas a grafos conexos. 

Para não termos que ana l i s a r  a todo i n s t a n t e  o que acon - 
t e c e r i a  na s i tuação t r i v i a l  de o grafo não conter  pontos, vamos 

assumir que G é um grafo não-nulo, a não s e r  que explicitamen- 

t e  declaremos o contrár io .  

Conforme j á  dissemos anteriormente e esperamos t e r  i l u s  - 
t rado no cap í tu lo  ( I V ) ,  o problema cen t r a l  em coloração de gra- 

fos  cons i s te  em, dado um grafo qualquer G ,  ob te r  seu número 

cromático e algum dos coloridos correspondentes. 

Apresentaremos, a s egu i r ,  os  casos,que infelizmente são 

poucos, em que determinadas c a r a c t e r í s t i c a s  facilmente i d e n t i f i  - 

cáveis  es tão  presentes  em um grafo,  s e  e somente s e  t a l  grafo 

tem um número cromático especí f ico .  

Depois, apresentaremos resul tados  mais fracos que es- 

s e s ,  em que a detecção de determinadas c a r a c t e r í s t i c a s  implica 

que o número cromático de um grafo e s t á  dentro de ce r tos  l i m i -  

t e s ,  embora não sejam c a r a c t e r í s t i c a s  necessárias  para que i s s o  

ocorra.  

Por fim, apresentaremos alguns l imi tes  obt idos teor ica-  

mente para X ( G )  . 

V-1. - Grafos 1-cromático e 2-cromático . 
 ost ta ríamos, aqui,  de resolver  o problema de coloração 

a t ravês  de out ro  problema cuja  solução s e j a  já conhecida ou fa- 

cilmente determinável. I s t o  é, dada a proposição Pl 'G é um gra - 
f o  k-cromãtico", gostaríamos de t e r  uma out ra  proposição P2 
de f á c i l  ve r i f i cação ,  de forma que P1 ocorre s e  e somente s e  

P ocorrer .  2 
Serã mostrado no próximo cap í tu lo  que, para k>2,  qual- 

quer proposição P que fosse  equivalente a P1 s e r i a  necessaria- 2 
mente tão  a r r ed i a  a uma ver i f i cação  como a própr ia  P 1' 

Resta-nos , por tanto ,  apresentar  P2  para os casos k = l  e 

k=2. 



Para k= l ,  o problema é t r i v i a l .  Qualquer grafo que te-  

nha, pelo menos, uma l inha  necess i tará  de, no mínimo, duas co- 

res  para s e r  colorido,  uma cor para cada um dos dois  pontos in- 

cidentes com essa  l inha .  

Podemos afirmar portanto que : 

TEOREMA V-1. 

G é um grafo 1-cromático, s e  e somente s e  fo r  totalmen- 

t e  desconexo. 

A ver i f icação de que um grafo G qualquer é, ou não, to- 

talmente desconexo pode s e r  f e i t a  em tempo constante,  s e  m f o r  

dado, ou em tempo l i n e a r  com n, no caso contrário.  

A caracterização de grafos 2-cromáticos também é bastan - 

t e  simples, s e  aplicarmos o conceito de grafo b i p a r t i t e .  

Seja G um grafo b i p a r t i t e .  Podemos c o l o r i r  com a cor 1 

os pontos do conjunto V e com a cor 2 os pontos do conjunto V2 . 1 
Isso nos dá um 2-colorido de G. Logo G é 2-colorável. 

Por outro lado, s e j a  G um grafo 2-colorável. Dado um 

2-colorido de G ,  podemos cons t ru i r  uma par t ição { V V ) de V ,  
1, 2 

de acordo com as duas c lasses  de cor definidas pelo colorido.Co - 

mo cada l inha  de G l i g a  um elemento de Vl e um elemento de V2 , 
G é um grafo b i p a r t i t e .  

I sso  nos leva aos seguintes resultados:  

LEMA. 

G é um grafo 2-colorável, s e  e somente se  f o r  b i p a r t i -  

t e .  

TEOREMA V- 2 .  

G 6 um grafo 2-cromático, s e  e somente se  ocorrem as  

duas condições abaixo: 

( i) G não é 1-cromático e 

(ii) G é b i p a r t i t e .  

Um grafo é b i p a r t i t e ,  s e  e somente s e  não possui c i c lo s  

de comprimento ímpar. (Para uma demonstração dessa equivalênci~,  

veja ,  por exemplo, a página 18 do   arar^^ 4 .  ) Logo, podemos de- 

terminar se  G é b i p a r t i t e ,  através de algum algoritmo que ver i -  

f ique,  no caso de G t e r  c i c lo s ,  s e  o comprimento de todos e l e s  

é um número par .  kn quanto tempo i s s o  pode s e r  f e i t o ?  



O a lgor i tmo apresentado no quadro (V-1)  descobre s e  um 

g r a f o  G é b i p a r t i t e ,  dando a c o r  1 a um ponto de G e ,  em segu i  

da ,  t en tando  a t r i b u i r  a c o r  2 a todos  o s  pontos ad j acen te s  a 

pontos com a c o r  1 e v ice-versa .  I s s o  é f e i t o  a t é  todos os  pon - 
t o s  terem receb ido  uma das  cores  ou a t é  s e r  encontrado algum 

ponto a inda  s e m  c o r ,  que s e j a  ad j acen te  a um ponto com a c o r  1 

e a um ponto com a c o r  2.  No pr imei ro  caso ,  G é b i p a r t i t e .  No 

segundo, f o i  i d e n t i f i c a d o  um c i c l o  de  comprimento ímpar e G 

não é b i p a r t i t e .  

Esse a lgor i tmo executa  o que se chama "baektracking" 

to t a lmen te  r e s t r i n g i d o ,  v i s i t a n d o  exatamente 1 vez cada um dos 

pontos e cada uma das  l i n h a s  do g r a f o  , em um tempo O (m+n) . N ~ O  

são  ana l i s ados  todos o s  c i c l o s  do g r a f o ,  mas apenas um conjun- 

t o  de c i c l o s ,  a p a r t i r  dos q u a i s  todos o s  o u t r o s  podem s e r  ob- 

t i d o s  po r  combinação l i n e a r .  I s s o  é o b a s t a n t e ,  po i s  a e x i s t ê n  - 
c i a  de  um c i c l o  qua lquer  de G com comprimento ímpar imp l i ca  

que p e l o  menos um dos c i c l o s  bás i cos  considerados  tenha  compri - 
mento ímpar. 



Quadro V-1. Algori tmo que determina s e  G é b i p a r t i t e .  

b e g i n  

comment c  c  
1' 2 , . . . , c  guardará  a  c o r  a t r i b u c d a  a n  

cada um dos  pon tos  1 ,  2 , .  . . ,n de G .  

p rocedure  B ( v ,  c o r ) ;  i n t e g e r  v a l u e  ( v ,  c o r ) ;  

b e g i n  

i f  c o r  = 1 t h e n  cor :=2 eZse  c o r :  = I ;  - 

marque v ;  

CJ w desmarcado t h e n  B ( w , c o r )  

eZse  i f  c  = c  t h e n  -- v  W -  

b e g i n  

o u t p u t  l f G  não é b i p a r t i t e f r ;  

s  t o p  

end - 

end B ;  - 

desmarque t o d o s  o s  p o n t o s ;  

c l ,  c 2 ,  . . . , c  :=o; n  

B ( z , 1 ) ;  comment z  é um pon to  i n i c i a l  dado; 

o u t p u t  I fG  é b i p a r t i t e f '  

end 



V-2. Grafos Planares.  

Desde o século passado, sabe-se, devido a um outro  teo- 

rema de Heawood, que cinco cores bastam para c o l o r i r  qualquer 

grafo planar .  Para uma demonstração desse f a t o ,  ve ja  a s  páginas 

188 e 189 da obra de ~ e o ' ~ .  

Por out ro  lado,  pode ser facilmente observado que exis-  

tem grafos planares t a i s  que três cores não são  su f i c i en t e s  pa- 

r a  color i - los .  I s so  ocorre ,  por exemplo, com o grafo  completo 

de quat ro  pontos. 

Portanto,  o dn imo  para o qual  s e  poderia abaixar o re- 

su l t ado  de Heawood s e r i a  quat ro  cores.  No entanto ,  f o i  apenas 

recentemente que s e  conseguiu f aze r  i s s o .  

Hoje, j á podemos anunciar o 

TEOREMA V-4. 

Se G 6 um grafo  p lanar ,  então x ( G )  $ 4 .  

Para uma explicação em l inhas  ge ra i s  da demonstração 

construída por Haken e Appel, ve ja  o a r t i g o  de ~ e r n h a r t ~ .  

Observemos que, além de termos res t r ing ido  nosso resul-  

tado para uma c lasse  espec ia l  de grafos ,  j á  não contamos com a 

força  de um "se somente se" .  Na f i gu ra  ( V - l ) ,  vemos um grafo 

não p lanar  que pode s e r  colorido com apenas 2 cores.  

Figura V-1. Grafo não-planar 2-colorável. 

Suponhamos que s e  dese ja  saber  s e  um dado grafo  G é 4- 

colorável .  Podemos ap l i ca r  um algoritmo que em tempo l i n e a r  

O (n)  nos mostre s e  G é ou não um grafo p lanar  ( ~ a r j a n ~  ) . No 

primeiro caso, concluímos que G é 4-colorável. No caso de G não 

ser planar ,  nada poderemos conclui r .  

TEOREMA V-5. 

Seja G um grafo p lanar .  Se G tem menos de quatro t r i â n -  



gu los ,  en t ão  x ( G )  d 3. 

O teorema acima f o i  demonstrado por  Grdnbaum, sendo re- 

f e r enc i ado  na página 131 do ~ a r a r y ~  . 
Novamente, apresentamos um exemplo, na f i g u r a  (V-2) ,mos 

t r ando  que a r e c í p r o c a  não é ve rdade i r a .  

F igura  V-2. Grafo p l a n a r  3 -co loráve l ,  com mais de qua- 

t r o  t r i â n g u l o s .  

Resultados do t i p o  " s e  e n t ã o " ,  como o s  que acabamos de 

v e r ,  s ã o  de i n t e r e s s e  e s t r i t a m e n t e  t e ó r i c o .  

V-3. Limites  I n f e r i o r e s  pa ra  x ( G )  . 
Se G contém um subgrafo  completo com k pontos ,  obviamen - 

t e  o s e u  número cromático deverá  ser maior ou i g u a l  a k .  O n h e  - 
r o  de pontos  no maior subgrafo  completo de  G é, p o r t a n t o ,  um li - 
m i t e  i n f e r i o r  b a s t a n t e  i n t u i t i v o  p a r a  G .  

Cabe n o t a r ,  no e n t a n t o ,  que ex is tem g ra fos  nos qua i s  es - 
ses d o i s  v a l o r e s  s e  d i s tanc iem t a n t o  quanto s e  q u e i r a .  

S e j a  r o número de pontos cont idos  no maior conjunto i n  - 
dependente de G.  ~ n t ã o ,  r será também o maior número p o s s í v e l  

de pontos a receberem a mesma c o r  em um c o l o r i d o  de G.  Conclui- 

se que (c' é um l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  x ( G )  , onde a notação (x' r 
s i g n i f i c a  o maior i n t e i r o  menor ou i g u a l  a x. 

Dois o u t r o s  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  p a r a  o número cromático 

de G,  relacionando-o com o número cromático do g r a f o  complemen- 

t a r  de G,  c, são :  x ( G )  2 [ 2 h I  - ~ ( 5 )  e x (G)>n/x (5) , onde I x J 

s i g n i f i c a  o menor i n t e i r o  maior ou i g u a l  a x .  

Esses r e s u l t a d o s  foram desenvolvidos  po r  Nordhaus e 

Gaddum, es tando  demonstrados ,por exemplo, na  pág ina  129 do Hara - 
r y 2 4 .  



V-4. Limites  Super iores  para  x ( G )  

O p r imei ro  l i m i t e  s u p e r i o r  em que se pode pensar  pa ra  o  

número cromático de  G é o p r ó p r i o  número n, uma vez que não s e  

podem g a s t a r  mais co re s  do que o  número de pontos  que exis tem 

p a r a  serem c o l o r i d o s .  En t r e t an to ,  é Óbvio que x ( G )  e n  podem e5 
t a r  t ã o  d i s t a n t e s  e n t r e  s i  quanto se q u e i r a .  

O l i m i t e  s e g u i n t e  r e l a c i o n a  o  número cromático com O 

maior grau dos pontos de G, tendo s i d o  ca l cu l ado  po r  ~ r o o k s ~ :  

x ( G )  < max di 1 + 1, 
16idn 

onde di é o grau do ponto vi. 

Um l i m i t e  s u p e r i o r  melhor que e s s e ,  também baseado nos 

graus  dos pontos de G, f o i  apresentado por  Szekeres e  w i l f 4 1 :  

x ( G )  1 + max(min) ( d i ) ) ,  
V .  E H  
1 

onde H é qualquer  subgrafo  induzido por  um subconjunto de pon- 

t o s  de G e di é o grau de vi em H. Uma demonstração mais s i m -  

p l e s  do que a o r i g i n a l ,  p a r a  o  l i m i t e  que acabamos de v e r ,  - 
e 

fo rnec ida  p o r  Bondy 5. 

Limites  s u p e r i o r e s  também foram apresentados  por  Nor- 

dhaus e  Gaddum, re lac ionando  x ( G )  com x ( E )  : 

Para  uma demonstração, v e j a    arar^^ 4 .  



V I .  COMPLEXIDADE. 

Em 1972, a obtenção do número cromát ico de um g ra fo  

qua lquer  f o i  i n c l u í d a ,  por  i ar^^^, em uma l i s t a  de problemas 

NP-completos. In ic iaremos e s s e  c a p í t u l o  expondo como e s s e  f a t o  

p r e d e s t i n a  qua lquer  a lgor i tmo,  que venha a s e r  f e i t o  p a r a  r e s o l  

v e r  o problema, a s e r  um algor i tmo ruim. Em seguida ,  exp l i ca re -  

mos a demonstração cons t ru ída  po r  Karp. 

Veremos, a inda ,  que, mesmo passando do problema de k-co - 
l o r a b i l i d a d e  de um g r a f o  qua lquer  p a r a  o subproblema de 3-colo- 

r a b i l i d a d e  de uma c l a s s e  r e s t r i t a  de g ra fos  - ou afrouxando a 

ex igênc ia  de se o b t e r  o número cromático exa to  de G p a r a  que s e  

obtenha uma e s t i m a t i v a  que s e j a ,  no p i o r  dos casos ,  o dobro do 

v a l o r  exa to  - continuamos den t ro  do conjunto NP-completo. 

V I - 1 .  Conjuntos P, NP e NP-completo. 

Para  uma d e f i n i ç ã o  formal dos conjun tos  d e  l inguagens  

P, N P  e NP-completo, indicamos, p o r  exemplo, o c a p i t u l o  1 0  do 

l i v r o  de Aho e t  a l l .  

Informalmente, sabemos que fazem p a r t e  de P todos  OS 

problemas p a r a  o s  q u a i s  e x i s t e  algum a lgor i tmo que forneça  a s o  - 

lução  em tempo pol inomial .  I s t o  é, o tempo g a s t o  na execução de 

t a l  a lgor i tmo é uma função pol inomial  do tamanho do problema. 

Em NP e s t ã o  todos  o s  problemas p a r a  o s  q u a i s  e x i s t e  a i -  

gum a lgor i tmo não d e t e r m i n í s t i c o ,  que fo rneça  a so lução  e m  tem- 

po pol inomial .  Um a lgor i tmo não d e t e r m i n í s t i c o  é um processo  

que,  ao  s e r  executado,  pode a t i n g i r  s i t u a ç õ e s  e m  que ex is tem vá - 

r i a s  a l t e r n a t i v a s  p a r a  prosseguimento. Nesses casos ,  o p rocesso  

ge ra  cópias  de  s i  mesmo, jun to  com a s  q u a i s  pas sa  a t r a t a r ,  si- 

multaneamente, cada uma das  a l t e r n a t i v a s .  cóp ia s  das  cópias  po- 

dem v i r  a s e r  geradas ,  e todas  continuam em execução a t é  que u- 

m a  das cópias  fo rneça  a so lução  do problema, quando en t ão  t e rmi  - 
na todo o processo.  Algoritmos não-de te rmin ís t i cos  s ão  a b s t r a -  

ções  e s u a  implementação é f e i t a  a t r a v é s  de a lgor i tmos que exe- 

cutam todas  as combinações p o s s í v e i s  de a l t e r n a t i v a s ,  p o r  meio 

da  t é c n i c a  de "backt rack ing"  ( v e j a  como i s s o  é f e i t o  no a r t i g o  

de ~ l o ~ d l ~ ) , e m  g e r a l  gastando,  p a r a  i s s o ,  um tempo exponencial  



e m  r e l a ç ã o  ao tamanho do problema. Podemos mos t ra r  que um pro- 

blema pe r t ence  a N P ,  ex ib indo  um a lgor i tmo não-de te rmin ís t i co ,  

que o r e s o l v a  em tempo pol inomial .  

P é um subconjunto de NP, i . e . ,  P GNP. N ~ O  se sabe s e  

P=NP. Uma c l a s s e  de problemas chamados N P - d i f í c e i s  desempenha 

um pape l  de suma importância  p a r a  a determinação des sa  igualda-  

de. Sabe-se que,  se e x i s t i r  um a lgor i tmo que r e s o l v a  qua lquer  

um d e l e s  e m  tempo pol inomia l ,  en t ão  exis tem a lgor i tmos  com t e m -  

po pol inomial  p a r a  todos  o s  problemas pe r t encen te s  a NP, ou se- 

j a ,  P=NP. 

Formam o conjunto NP-completo todos  o s  problemas que,  

além de pertencerem a NP, s ã o  N P - d i f í c e i s .  

~á foram i d e n t i f i c a d o s  centenas  de problemas no conjun- 

t o  N P .  O f a t o  de muitos c i e n t i s t a s  e x p e r i e n t e s  terem s e  empenha - 
do no es tudo  de a lguns  d e l e s ,  s e m  o b t e r  uma so lução  po l inomia l ,  

c o n s t i t u i  uma ev idênc ia  de que o f u t u r o  dos problemas NP-comple 

t o s  é continuarem sendo r e so lv idos  p o r  a lgor i tmos exponenciais .  

Para  provar  que um problema é (ou pe r t ence  a o  conjun to)  

NP-completo devemos mos t ra r  que t a l  problema está  e m  NP e  que 

qua lquer  problema NP-completo pode s e r  transformado, em tempo 

pol inomia l ,  no problema dado. Por d e f i n i ç ã o ,  todos  o s  problemas 

NP-completos podem s e r  transformados uns nos o u t r o s .  Por i s s o ,  

é s u f i c i e n t e  mostrarmos que um problema NP-completo pode s e r  po - 

l inomialmente transformado no problema dado, f i cando  a segunda 

condição acima s a t i s f e i t a  por  t r a n s i t i v i d a d e .  

O p r imei ro  problema reconhecido como NP-completo f o i  o 

de " s a t i s f i a b i l i t y " ,  que c o n s i s t e  em, dada uma expressão boole- 

ana, s a b e r  s e  a mesma é " s a t i s f i a b l e " ,  ou s e j a ,  s e  e x i s t e  algu- 

ma a t r i b u i ç ã o  de O ' s  e  1 's às v a r i á v e i s  da  expressão ,  de forma 

que seu  r e s u l t a d o  s e j a  i g u a l  a 1. 

Essa e t a p a  i n i c i a l  é devida a cook l1 .  Ele mostrou, a in -  

da ,  que,  dada uma expressão booleana E ,  pode-se o b t e r ,  e m  tempo 

proporc iona l  ao s e u  comprimento, uma o u t r a  expressão booleana 

E ' ,  contendo, no máximo, três v a r i á v e i s  e m  cada f a t o r ,  de modo 

que E '  é " s a t i s f i a b l e " ,  s e  e somente se a expressão o r i g i n a l  E 



f o r  " s a t i s f i a b l e " .  Com i s s o ,  Cook transformou o problema de 

" s a t i s f i a b i l i t y "  no problema denominado " 3 - s a t i s f i a b i l i t y " ,  o  

que imp l i ca  que esse Último também é NP-completo. 

O que mais nos i n t e r e s s a  aqui é um r e s u l t a d o  ob t ido  pos - 

t e r io rmen te  p o r  Karp 2 6 1 2 7  e enunciado no s e g u i n t e  teorema: 

TEOREMA V I - 1 .  

O problema de " 3 - s a t i s f i a b i l i t y "  é polinomialmente trans - 

formável no problema de  k -co lo rab i l i dade  de um g r a f o  qua lquer .  

Vejamos como i s s o  pode s e r  f e i t o .  

S e j a  F uma expressão booleana com k v a r i á v e i s  e  t f a t o -  

r e s ,  sendo que cada f a t o r  t e m ,  no máximo, t rês  v a r i á v e i s .  Cons- 

t ru ímos ,  a  p a r t i r  de F e  e m  tempo pol inomial  e m  max ( n , t ) ,  um 

g r a f o  G com 3k+t pontos ,  sendo que G pode s e r  c o l o r i d o  com k + l  

c o r e s ,  se e  somente se F é " s a t i s f i a b l e " .  

Mais espec i f icamente ,  sejam xl ,x2,  ..., xk a s  v a r i á v e i s  

de F e  chamemos de Fl ,F2 , .. . , Ft os  seus  f a t o r e s .  A S S U ~ ~ ~ O S  

k24, uma vez que p a r a  t rês  ou menos v a r i á v e i s  a  expressão pode 

ser r e s o l v i d a  em tempo pol inomial .  Tomaremos como pontos de G: 

- - x x e v  i' i i ' p a r a  1 < i ,( k e 

- Fi, pa ra  1 s  i < t. 

s e r ã o  a s  l i n h a s  de  G: 

- ( v i , v . )  p a r a  todo i # j, 
3 

- ( v i , x . )  e ( v i , % . )  pa ra  todo i # j ,  
- 3 7 

- (xi Ixi )  pa ra  1 < i < k ,  

- (x i ,F j )  s e  x não e s t á  no f a t o r  F  e  i 
- - j  

- (xi , F j  ) se x não e s t á  no f a t o r  F  
i j ' 

Na f i g u r a  ( V I - 1 )  vemos o  g r a f o  G,  formado a  p a r t i r  da 

expressão booleana F = (x1+x2) (X1+x3) . 



Figura V I - 1 .  Grafo obt ido da expressão (x1+x2 1 (zl +x3) . 
O s  pontos v1 .v2 , .  . . ,vk formam um subgrafo completo de G, 

gastando k cores,  c l ,  c 2 , .  . . , ck,  para serem coloridos.  Como 
- 

x e x es tão  ambos l igados a todos os v exceto para j = i ,  um i i j 
deles  recebe a mesma cor que vi e o out ro  t e r á  que receber uma 

nova cor ,  que chamamos cor  espec ia l ,  c . Uma vez que k 2 4 e ca e - 
da f a t o r  tem, no máximo, três var iáve i s ,  para cada j  e x i s t e  um - 
i, t a l  que F é adjacente a ambos xi e x de onde conclui-se 

j  i 
que F não pode s e r  colorido com a cor  espec ia l .  

j  
Associamos à cor espec ia l  o va lor  O e às  demais cores o 

va lor  1. 

O grafo G poderá s e r  colorido com as  k+l  cores de f in i -  

das,  s e  e somente s e  cada f a t o r  F cont iver  uma var iável  y ,  t a l  
j  

que recebeu a cor espec ia l ,  pois  nesse caso Fi não é adjacen- 
J 

t e  aos pontos com a mesma cor  que y , podendo receber t a l  cor.  

Mas, i s s o  corresponde a e x i g i r  que em cada f a t o r  e x i s t a  uma va- 

r i á v e l  que receba o valor  1, o que torna  a expressão F " s a t i s f i  - 

able" . 
Acabamos de ver  que o problema de " 3 - s a t i s f i a b i l i t y "  po - 



de s e r  transformado, em tempo polinomial,  no problema de colora  - 

b i l i d a d e  de grafos .  Para demonstrarmos que e s s e  Último é NP-com - 
p l e t o ,  f a l t a ,  a inda,  determinar s e  e l e  e s t á  em N P .  Essa é a par  - 

t e  mais f á c i l .  No quadro ( V I - 1 )  apresentamos um algoritmo não- 

de te rmin í s t i co ,  que v e r i f i c a  a  k-colorabi l idade de um grafo 

qualquer  em tempo polinomial.  

Logo, k-colorabi l idade e s t á  em N P  e  também em NP-comple - 

t o .  

Quadro V I - 1 .  Algoritmo não-determinlstico para k -co lo r i r  G. 

b e g i n  

comment Q é a  m a t r i z  de  a d j a c ê n c i a  d e  

- 1  s e  e  somente  s e  v  e  v G,  q i j  - i j  
são  a d j a c e n t e s  ; 

for i : = 1  - t o  n  - do c  .:= e s c o l h a  ( 1 , 2 , .  . . , k ) ;  
Z 

comment e s c o l h i d a s  a s  c o r e s ,  f a l t a  

v e r i f i c a r  s e  f o i  o b t i d o  um 

k - c o l o r i d o ;  

s u c e s s o :  = t r u e ;  

for i : = 2  - t o  n  e  j:=1 t o  ( i - 1 )  do - - 

t h e n  s u c e s s o  = f a l s e ;  

s u c e s s o  t h e n  o u t p u t  ( c 1 ,  c 2 , .  . . , c n )  

end 

VI-3. O Que Fazer. 

O s  r e su l t ados  v i s t o s  na seção a n t e r i o r  "sugerem f o r t e -  

mente" s e r  impossível descobr i r  um bom algoritmo para a  obten- 

ção do número cromático de G, i s t o  é, um algoritmo que resolva  

o problema em um tempo l imi tado por uma função polinomial do nú - 
mero de pontos de G. 

Encontramo-nos, por tanto ,  f r e n t e  a  um problema computa- 



cionalmente i n t r a t á v e l  e temos que a d o t a r  uma das  duas seguin- 

t e s  abordagens. 

1) Projetamos um a lgor i tmo pa ra  o b t e r  um c o l o r i d o  de G 

com exatamente k c o r e s ,  onde k = x ( G ) .  Limitamos o tamanho dos 

g r a f o s  a serem ana l i s ados  pe lo  a lgor i tmo,  v i s t o  termos conheci- 

mento de que o tempo de execução do mesmo pode, no p i o r  caso,  

c r e s c e r  em uma razão  exponencial  com o aumento do número de pon - 

t o s  de G. Devemos p rocu ra r  a lgor i tmos cu jo  tempo de execução se - 

j a  l i m i t a d o  po r  uma função exponencial  de ordem re la t ivamente  

ba ixa  e cu jo  espaço de memória requer ido  não c r e s ç a  exponencial  - 
mente com o tamanho do gra fo .  E i s s o  é tudo  que podemos f a z e r .  

Estudaremos o s  a lgor i tmos de co loração  e x a t a  conhecidos no c a p í  - 

tu10 ( V I I I )  . 
2 )  S e j a  N ( G )  o número de co re s  usadas por  um a lgor i tmo 

de co loração  N quando ap l i cado  a G. Nessa abordagem, abrimos 

mão da ex igênc ia  N ( G )  =X ( G )  . Procuramos um a lgor i tmo e f i c i e n t e ,  

que ga ran ta  que N ( G )  e s t e j a  próximo de x ( G )  . 
Em v á r i o s  o u t r o s  problemas NP-completos adotou-se e s s a  

segunda so lução .  Em co loração  de g ra fos  muitos a lgor i tmos  foram 

desenvolvidos ,  mesmo a n t e s  do t r a b a l h o  de Karp, que obtém colo- 

rações  aproximadas. Quase todos foram motivados pe lo  problema 

de construção de t a b e l a s  de exames, que comumente envolve um 

g r a f o  com muitos pontos  e que admite sem grande p r e j u í z o  uma s o  - 
lução  quase  Ótima. 

E n t r e t a n t o ,  p a r a  nenhum desses  a lgor i tmos  f o i  p o s s í v e l  

g a r a n t i r  um v a l o r  N ( G )  próximo de x ( G )  , p a r a  qua lquer  G.  I s s o  

só f o i  conseguido no caso r e s t r i t o  de co loração  de g ra fos  p l ana  - 

r e s .  

Veremos, na seção s e g u i n t e ,  que também não é provável  

que s e  desenvolvam bons a lgor i tmos  aproximativos p a r a  co loração  

de g ra fos  qua isquer .  No próximo c a p í t u l o  estudaremos a lguns  

dos a lgor i tmos aproximativos e x i s t e n t e s .  

VI-4. Qual idade  das ~ p r o x i m a ç õ e s .  

Qualquer que s e j a  um a lgor i tmo aproximativo para  c o l o r a  
- 

Ç ~ O ,  e x i s t e  sempre um conjunto  de  grafos t a l  que a razão  - 
N ( G ) /  x ( G )  não é l i m i t a d a .  



O s e g u i n t e  teorema, demonstrado p o r  Garey e ~ o h n s o n * ~ ,  

i n d i c a  que muito d í f i c i l m e n t e  s e  chegará  a  um algor i tmo em t e m  - 

po po l inomia l ,  que garant idamente  u t i l i z e ,  no máximo, um número 

de co re s  i g u a l  ao dobro do número cromático,  quando ap l i cado  a  

um g r a f o  qualquer .  Po i s  i s s o  i m p l i c a r i a  a  e x i s t ê n c i a  de um a lgo  - 

r i tmo  exa to  d e  co loração  em tempo pol inomial .  

TEOREMA V I -  2. 

Se, para  alguma c o n s t a n t e  r < 2 e c o n s t a n t e  d ,  e x i s t i r  

algum a lgor i tmo de co loração  de g ra fos  N ,  com tempo l imi t ado  por 

um polinômio e  que g a r a n t a  N ( G )  6 r .  x ( G )  + d ,  en t ão  e x i s t e  um 

a lgor i tmo de co loração  de g ra fos  fi, com tempo l imi t ado  por  um 

polinômio, e  que g a r a n t a  f ( G )  = x ( G )  . 
O r e s u l t a d o  acima é surpreendente ,  p o i s  de uma vez de- 

s a c r e d i t a  todos  o s  a lgor i tmos  aproximativos já e x i s t e n t e s  e de- 

s e s t i m u l a  qua lquer  e s f o r ç o  no s e n t i d o  de s e  obterem novos e  me- 

l h o r e s  a lgor i tmos .  

Ao apresentarmos o s  a lgor i tmos  aproximativos no c a p í t u  - 

10 s e g u i n t e ,  mostraremos que pa ra  qua lquer  um d e l e s  exis tem si- 

tuações  em que a  so lução  fo rnec ida  é a r b i t r a r i a m e n t e  ruim. 

Com base  no c a r á t e r  in tercarnbiável  dos problemas NP-com - 

p l e t o s ,  poderíamos propor  que se aprovei tassem métodos aproxima - 

t i v o s  desenvolvidos  pa ra  um dos problemas, p a r a  r e s o l v e r  outros. 

No caso e s p e c í f i c o  de co loração ,  vimos que j á  s e  conhece uma 

fórmula p a r a  t rans formar  " 3 - s a t i s f i a b i l i t y "  e m  k - c o l o r a b i l i  dade. 

Dada uma expressão booleana E', contendo k v a r i á v e i s  com 

no máximo t rês  v a r i á v e i s  por  f a t o r ,  cons t ru i r íamos  um g ra fo  G ,  

como na seção ( V I - 2 ) ,  e  procuraríamos uma a t r i b u i ç ã o  da co r  es-  
- 

p e c i a l  c  aos pontos x e x  a t r a v é s  de um a lgor i tmo aproxima- e  i i ' 
t i v o ,  que r e s u l t a s s e  em um k+l -co lor ido  pa ra  G. Caso s e  o b t i v e s  - 
se t a l  c o l o r i d o  conc lu i r - s e - i a  a  " s a t i s f i a b i l i t y "  de F. No caso 

c o n t r á r i o ,  no en t an to ,  não saberíamos,  baseados no r e s u l t a d o  

conseguido, q u a l  s e r i a  a  chance de F . s e r  ou não " s a t i s f i a b l e " .  

A n e c e s s á r i a  obscur idade dos a lgor i tmos aproximativos 

de co loração ,  s u g e r i d a  pe lo  teorema ( V I - 2 1 ,  torna-os  i n ú t e i s  pa - 

ra ap l i cação  da i d é i a  acima propos ta .  



VI-5. Subproblemas NP-completos. 

Uma demonstração construtiva, como a que expusemos em 

(VI-2), foi formulada por Garey, Johnson e ~ t o c k m e ~ e r ~ ~ ,  mos- 

trando que o problema de "3-satisfiability" pode ser transforma - 
do no de 3-colorabilidade de grafos quaisquer em tempo polinomi - 
al. Esse problema consiste em, dado G qualquer, determinar se 

G é 3-colorável. Apesar de ser um subproblema da k-colorabilida - 
de e intuitivamente parecer mais fácil, a 3-colorabilidade tam- 

bém é NP-completo. 

Citaremos, a seguir, mais dois resultados semelhantes a 

esse, ambos produzidos também por Garey et al. Na figura (VI-21, 

mostramos um esquema dos problemas NP-completos mencionados. U- 

ma seta partindo do problema P1 para o problema P2 significa 

que na demonstração de que P2 é NP-difícil usou-se a transforma - 

ção de P1 em P2. 

"satisfiability",Cook, 1971. 

"3-satisfiability", Cook, 1971. 

k-colorabilidade, Karp, 1972. 

3-colorabilid.ade, Garey et al, 1974. 

3-colorabilidade em grafos planares, 

Garey et al, 1974. 

3-colorabilidade em grafos planares com 

grau máximo quatro, Garey et al, 

1974. 

Figura VI-2. Alguns problemas NP-completos. 

Seja G um grafo planar. O problema de se determinar se 

G é 3-colorável é NP-completo. 

Seja G um grafo planar, cujos pontos apresentam grau má - 

ximo 4. ~ntão, o problema de se determinar se G é 3-colorável 

também é NP-completo. 



A s e g u i r ,  apresentaremos v á r i a s  h e u r í s  t i c a s ,  desenvolvi  - 
das  p a r a  f o r n e c e r  uma e s t i m a t i v a  do número cromático de um gra- 

f o  e um c o l o r i d o  do mesmo, u t i l i z a n d o  e s s e  número de cores .  

Alguns desses  a lgor i tmos  foram t e s t a d o s  na p r á t i c a  p a r a  

resolverem o problema da t a b e l a  de h o r á r i o  de exame, pa ra  gra-  

£os com mais de 700 pontos  ( ~ i l l i a m s  ) .Conforme pode ser obse r  - 
vado e n  uma t a b e l a  d e  tempo de execução ( ~ a r j a n ~  3 ) ,  o c á l c u l o  

do número cromático e x a t o  de g ra fos  com mais de 20 pontos pode 

v i r  a s e r  irremediavelmente l e n t o ,  u t i l i z ando- se  um a lgor i tmo 

de complexidade exponencial .  E ,  ao que pa rece ,  essa s e r á  sempre 

a Única forma de se obterem c o l o r i d o s  Ótimos. 

Todos o s  a lgor i tmos  aproximativos encoqtrados  na l i t e r a  - 
t u r a  t ê m  complexidade po l inomia l ,  na maior ia  das  vezes  i g u a l  a 

O (n+m) . 
Foram reunidos  e m  um mesmo grupo, o s  a lgor i tmos  que d i s  - 

pensam um t ra tamento  semelhante aos  pontos do g ra fo .  

Começaremos pe los  c o l o r i d o s  s e q u e n c i a i s ,  c u j a  i d é i a  f o i  

formal izada por & t u l a  e t  a 1  4 ,  em 1972. 

Em seguida ,  veremos a lgor i tmos  que efetuam c o l o r i d o s  

p o r  c l a s s e ,  - devidos a Welsh e ~ o w e 1 1 ~ ~  e ~ i l l i a m s ~ ~ ,  e publ ica -  

dos e m  1967 e 1974, respect ivamente .  serã demonstrado que colo- 

r i d o s  por  c l a s s e s  s ão  equ iva l en t e s  a co lo r idos  s equenc ia i s ,  no 

s e n t i d o  de que as c l a s s e s  de c o r ,  produzidas po r  ambos pa ra  um 

dado g r a f o ,  s ã o  i g u a i s .  

Um a lgor i tmo realmente  p e c u l i a r  será apresentado,  que 
fornece  c o l o r i d o s  aos p a r e s ,  para  um g r a f o  G qualquer .  E le  f o i  

c r i a d o  por  wood4 em 1969, que v e r i f i c o u  experimentalmente a 

supe r io r idade  do procedimento sob re  o s  e x i s t e n t e s ,  pa ra  g ra fos  

grandes e de a l t a  densidade de l i n h a s .  

Finalmente,  mostraremos a lgor i tmos  que produzem c o l o r i -  

dos e m  "ba tch" ,  i d e a l i z a d o s  por  Lipton e ~ i l l e r ~ ~ ,  em 1978, pa- 

ra  uma c l a s s e  e s p e c i f i c a  de g r a f o s  - o s  g ra fos  p l ana re s .  

Encerraremos o c a p í t u l o ,  mostrando como f a b r i c a r  gra-  

£os,  pa ra  o s  q u a i s  os  a lgor i tmos aproximativos não funcionam 

bem ( ~ i  tchem3 ) . 



Coloridos Seqüenciais. 

O procedimento mais i n t u i t i v o  para s e  c o l o r i r  um grafo 

cons i s te  em tomar os pontos um a um e t e n t a r  colocá-10s nas 

c lasses  de cor já  in ic iadas .  Caso i s s o  não s e j a  possível ,  abre- 

s e  uma nova c lasse  de cor com o ponto em questão. 

Formalizando essa i dé i a ,  damos a definição de colorido 

seqtiencial, apresentada por Matula, Marble e ~ s a a c s o n ~ ~ .  

Um colorido seqüencial de G ,  dada uma ordenação - 
v1,v2,. . . ,v de seus pontos, é um k-colorido de G ,  no qual as  n 
cores 1 , 2 , .  . . , k são a t r ibu idas  da seguinte forma: 

(i) A cor 1 é a t r ibu ída  a vl; com i s s o  , {vl}> recebe 

v 1 v  2 , . . . ,  v i- 1 } >  recebeu um j-colorido; 

atribuem-se as mesmas cores a V ~ , V ~ , . . . , V ~ - ~  em 

< { vl Iv2 , .  .., V } > e a t r ibu i - se  a vi a cor  r ,  onde r < j + l  é 
i 

o menor i n t e i r o  posi t ivo para o qual  a cor  r não ocorre em pon- 

t o s  adjacentes a vi em < v v 2  . . . v >. ISSO fornece um j-co - 

lo r ido  de < v1 , v2 , . . . , vi 1 > para r < j ,  ou um ( j+ l ) -co lor ido  

para r = j+l. 

No quadro ( V I I - 1 )  , temos uma implementação do colorido 

Quadro VI1 - 1 . Algoritmo aproximativo S1. 

b e g i n  

c : = I ;  1  I k : = I ;  

f o r  i : =  2 until n do - 7 

b e g i n  

r := min i j  [ Ai A C = $ 1  ; - j 
c - =  r ;  comment c o l o r e  v com a c o r  r ;  

i i ' 

L 1  

L 2  

L 3  

L 4  

L  5 

L  6 

L 7 

k :  = max í k , r l ;  , L 8  - 
I 

end i L S  - 

end - L 1 0  



NOMENCLATURA. 

Na d e s c r i ç ã o  dos a lgor i tmos  u t i l i z a r e m o s ,  sempre que ne - 

c e s s á r i o ,  a s  s e g u i n t e s  v a r i á v e i s :  

G, o g r a f o  dado; 

V,  o conjunto de  pontos de  G;  

n, a c a r d i n a l i d a d e  de  V; 

v , v  I . . .  1 2  vn ou  1 , 2 ,  ..., n , o s  elementos de  V; 
- - 

ou c a c o r  a t r i b u i d a  ao ponto v no i n i c i o ,  i' i' 

ou CiI  a i -ésima c l a s s e  de  co r ,  contendo o s  pon- 

t o s  que receberam a c o r  i; assumimos que no i n í -  

c i o  do procedimento, Ci = (I, para  1 <i< n; 

ou Ai, a l i s t a  de ad j acénc ia  de vi; 

OU di , O grau do ponto vi; 

k ,  a e s t i m a t i v a  do número cromático de G ,  a cada i n s t a n  - 
t e .  

COMPLEXIDADE DE S I .  

É p o s s í v e l  c a l c u l a r - s e  o v a l o r  de r, na l i n h a  L6, e m  

tempo O(n+m). Basta  v e r i f i c a r ,  p a r a  cada w E A a c o r  c ( w ) .  O i 
número de c o n s u l t a s  s e r á  i g u a l  a ( A i [  p a r a  cada i t e r a ç á o ,  dan - 

do um t o t a l  de 2m. 

Po r t an to ,  a complexidade de S1 é O(n+m). 

DESEMPENHO DE S1. 

Observemos o g r a f o  apresen tado  na f i g u r a  0711-1). Se o s  

pontos do g ra fo  e s t i ve rem ordenados como e m  ( a ) ,  o a lgor i tmo S1 

fo rnece rá  k=4. Se o s  pontos  e s t i ve rem ordenados como e m  (b), te  - 
remos k=3.  

Figura  V I I - 1 .  ~ p l i c a ç õ e s  do a lgor i tmo S I .  

Po r t an to ,  o desempenho de S 1  depende da ordem em que f o  



r e m  considerados  o s  pontos do g ra fo .  

ORDENANDO O S  PONTOS. 

OS a lgor i tmos  seqt iencia is  que veremos em seguida  procu- 

ram arrumar o s  pontos ,  numa t e n t a t i v a  de obterem melhores colo-  

r i d o s .  

Existem n! formas d i s t i n t a s  de s e  disporem os  n pontos 

de um g r a f o  G. Se,  pa ra  cada uma des sas  d i spos i ções ,  executásse  - 
mos o a lgor i tmo S1, pe lo  menos e m  uma das  execuções obteríamos 

um c o l o r i d o  e x a t o  de G. I s s o  o c o r r e r i a ,  po r  exemplo, s e  o s  pon- 

t o s  es t ivessem ordenados p e l a s  c l a s s e s  de c o r  de qua lquer  colo- 

r i d o  ótimo de G. 

Considerando que n! é um v a l o r  p r o i b i t i v o ,  uma i d é i a  se - 
r i a  s e l e c i o n a r - s e  uma amostra de tamanho n. Executar-se- ia ,  en- 

t ã o ,  n vezes o a lgor i tmo de co loração  seqt iencia l ,  u t i l i z ando- se  

cada uma das  ordenações da amostra,  e e sco lhe r - se - i a  o melhor 

c o l o r i d o  r e s u l t a n t e .  

Recorrendo novamente 5 i n t u i ç ã o ,  parece-nos que os  pon- 

t o s  mais d i f í c e i s  de serem co lo r idos  e m  um g ra fo  qua lquer  s ã o  

o s  que possuem maior número de pontos ad j acen te s .  razoáve l  

que procuremos i n i c i a r  o c o l o r i d o  po r  e s s e s  pontos mais d i f í -  

c e i s .  

Uma ordenação " l a r g e s t - f i r s t "  dos pontos de  G é uma o r -  

denação vl, V*, . . . , vn t a l  que di > dicl pa ra  1 <, i < p. 

O a lgor i tmo S2, de a u t o r i a  de Matula e t  a 1  4 ,  executa  

um c o l o r i d o  seqt iencia l  de G pa ra  uma ordenação " l a r g e s t - f i r s t  " 
de seus  pontos .  Veja o quadro ( V I I - 2 )  . 

Quadro V I I - 2 .  Algoritmo aproximativo S2 .  

b e g i n  

o r d e n e  V d e  a c o r d o  com uma ordenação  

r r Z a r g e s t - f i r s t  "; 

e x e c u t e  S I ;  

L 1  

L 2  

L 3  

L4 



COMPLEXIDADE DE S2. 

Pode-se e f e t u a r  a c l a s s i f i c a ç ã o ,  l i n h a s  L2 - L 3 ,  pe lo  

método de "bucket s o r t " , q u e  s e r á  O(n+m), ou simplesmente O ( n ) ,  

s e  forem conhecidos os  graus dos pontos. Como j á  vimos, a com- 

plexidade da l i n h a  L4 é O(n+m). Por tanto ,  a complexidade de S1 

é o(n+m). 

DESEMPENHO DE S2. 

Ao s e r  co lor ido  o i-ésimo ponto do g ra fo ,  t e r ã o  s ido  

empregadas, no p i o r  dos casos,  i cores  d i s t i n t a s .  Seja - 
t . =  1 + di, o grau do i-ésimo ponto, v mais 1. ~ n t ã o ,  na p i o r  
1 i r 

s i tuação ,  v f o i  colocado na t.-ésima c l a s s e  de co r ,  uma vez 
i 1 

que cada uma das c l a s ses  a n t e r i o r e s  pode con te r  um dos pontos 

adjacentes  a vi. Se ti f o r  menor que i, j á  sabemos que vi não 

usará  a i-ésima cor .  

Portanto,  min i i, l+di 1 é um l i m i t e  super io r  para o 

número de c l a s s e s  de cor  j á  i n i c i a d a s  após t e r  s i d o  color ido  o 

i-ésimo ponto. Escolhendo o maior desses va lo res  para  todos os 

pontos do grafo ,  obtemos: 

k s  max min i i , l + d i l ,  

l s i c n  

onde k é o va lo r  estimado pe lo  algoritmo S2 para o número cromá - 

t i c o  de G. 

O grafo  mostrado na f i g u r a  ( V I I - 2 )  é denominado grafo 

eslxela com n pontos. E c l a r o  que S2 a t r i b u i r á  a um grafo  e s t r e -  

l a  o color ido  Ótimo u t i l i zando  duas cores .  Para e s s e  caso, o li - 

mite super ior  acima a tua  muito melhor que o l i m i t e  es tabelec ido  

anter iormente por ~ r o o k s ~ ,  x ( G )  5 max{di} + 1. 
l,<i<n 

Figura V I I - 2 .  Grafo e s t r e l a .  



Observemos que o maior grau do g r a f o  e s t r e l a  pode s e r  

aumentado à vontade,  sem que com i s s o  a l t e r e  o número cromático 

do g ra fo .  

Como pode haver  mais de um ponto de mesmo grau em um 

g r a f o  G qua lquer ,  uma ordenação " l a r g e s t - f i r s t "  não 6 Única, pg 

dendo-se o b t e r  c o l o r i d o s  d i s t i n t o s  pa ra  d i f e r e n t e s  ordenações 

u t i l i z a d a s .  

~ a t u l a ~ ~  demonstrou que,  e n t r e  a s  n! p o s s í v e i s  ordena- 

ções  dos pontos de G ,  qua lquer  ordenação do t i p o  d e f i n i d o  a se- 

g u i r  minimiza o l i m i t e  s u p e r i o r  de k ,  dado p o r  max {l+di} ,  sen- 
l < i < n  do di tomado em <{vl,v 2 , . . . , ~ i } >  

DEFINIÇÃO VII-3. 

Uma ordenação " s m a l l e s t  - l a s t "  dos pontos de  G é uma 

ordenação v , v  ,... , v  t a l  que di = mln d j ,  sendo di e d to -  
1 2  n l<i< j j 

mados no subgrafo induzido < { v l f v  2 1 . . . I ~ i  > I  Para  1 < i< n o  

Uma ordenacão des se  t i p o  pode s e r  c o n s t r u í d a  da  seguin- 

t e  maneira: 

(i) esco lha  p a r a  vn um ponto de menor grau  em G; 

(ii) p a r a  i = n-1, n-2, ..., 2 , 1 ,  e sco lha  p a r a  vi um pon- 

t o  de  menor grau no subgrafo  <V - i V ~ , V ~ - ~ , . . . , V ~ + ~  I > .  

O a lgor i tmo S3, quadro (VII -3) ,  desenvolvido também por  

Matula e t  a l ,  é um c o l o r i d o  sequenc ia l  que t r a t a  os  pontos na 

ordem d e f i n i d a  acima. 

Quadro VII-3. Algoritmo aproximativo S 3 .  

I 1 
I 1 b e g i n  

o r d e n e  V d e  acordo  com uma ordenação  
I 
1 
I 

"smaZZest  - Z a s t " ;  

I e x e c u t e  S I ;  

COMPLEXIDADE DE S3. 

A c l a s s i f i c a ç ã o  " s m a l l e s t - l a s t "  também pode s e r  f e i t a  

e m  O(n+m) tempo. A i d é i a  é ordenar  i n i c i a l m e n t e  o s  pontos de V, 

p o r  "bucket  s o r t " .  Em seguida ,  pa ra  cada menor ponto r e t i r a d o ,  



s u b t r a i r  1 do grau  dos pontos a d j a c e n t e s ,  o que pode e x i g i r  

que s e  f a ç a ,  no máximo, uma t r o c a  de pontos ,  po r  sub t ração ,  pa- 

r a  manter a l i s t a  ordenada. 

Logo, a complexidade de S3 é o(n+m). 

O a lgor i tmo S3 fornece  um k-color ido de G,  com - 

k 1 + maxH min i d .  } , onde di é tomado e m  H, um subgrafo  
V i E V ( H )  1 

qua lquer  de G. Szekeres e w i l f 4 '  já haviam encontrado e s s e  l i m i  - 
t e ,  p a r t i n d o  dos au tova lo re s  d a  ma t r i z  de  ad j acênc ia  de G. Para  

g r a f o s  com grande var iedade  de graus ,  e le  s e  mostrou melhor do 

que o l i m i t e  s u p e r i o r  e s t a b e l e c i d o  p e l o  a lgor i tmo S2. 

MELHORANDO A T R A ~ S  DA TROCA BICROMTICA. 

Ao a c r e s c e n t a r  o ponto vi ao subgrafo j -co lor ido  - 
< i vi ,v2, . . .  ,vi-l 1 >, a ( j+ l )  - ésima co r  s ó  é n e c e s s á r i a  se 

v, é ad jacen te  a pontos  com co res  1 , 2 ,  . . . , j .  Ora, se nenhum des  - 
I 

s e s  pontos  f az  p a r t e  de  um subgrafo completo de G com j pontos ,  

pode s e r  p o s s í v e l  t r o c a r  a c o r  de a lguns  d e l e s ,  de forma a s e  

o b t e r  um o u t r o  j -co lor ido  de ~ { v ~ , v ~ , . . . , v ~ - ~  ) >  t a l  que o núme- 

r o  de  co re s  d i s t i n t a s  nos pontos ad j acen te s  a v i s e j a ,  no máxi- 

mo, j-1, l i be rando ,  p o r t a n t o ,  uma c o r  pa ra  v i '  I s s o  é f e i t o  t e n  - 

tando-se a p l i c a r  uma t r o c a  b ic romát ica  em momentos c r í t i c o s  do 

processo  de coloração.  

Dado um g r a f o  G e um k-co lor ido  de G u t i l i z a n d o  a s  co- 

res 1 . 2 . .  . . , k ,  s e j a  Ci a c l a s s e  de c o r  d e f i n i d a  p e l a  c o r  i. Pa - 
r a  i f j ,  o subgrafo  i j - c romá t i co  de  G 6 o subgrafo < C . U  C . >  e 

1 3  
um ij-componente de  G é um componente de  <C U C . > .  

i 3 

Uma t r o c a  b ic romát ica  e m  um g r a f o  G k -co lor ido  6 uma 

t r o c a  de co re s  de todos  o s  pontos de  um ij-componente de G p a r a  

algum i # j; i , j  < k .  

C. ~ e r ~ e ~  sugere  uma heur í s t i ca  de co loração  e m  que, a 

p a r t i r  de  um c o l o r i d o  aproximado de G ,  procura-se e l i m i n a r  uma 

das  co re s  de cada vez ,  apl icando-se  t r o c a s  b ic romát icas .  

Matula e t  a 1 3 4  in t roduz i ram mais e s s e  refinamento na i m  - 



plenentação de coloridos sequenciais .  

Um colorido seqtiencial com t roca  de G, correspondente a 

uma ordenação vl,v2, ... , v  de seus pontos, é um k-colorido de n 
G, u t i l i zando  a s  cores 1 , 2 ,  ..., k determinadas recursivamente 

como s e  segue: 

( i) A cor  1 6 a t r i bu ída  a vl, o que fornece um 1-colori  - 

do de < {  vl )> ;  

(ii) Se <{v1,v2,. . . 1 > recebeu um j-colorido usando 

cada uma das cores 1 , 2 ,  . . . , j  e s e  r é o menor i n t e i r o  pos i t ivo  

t a l  que a cor  r não ocorre em pontos de < {  v 1 ~ V 2 1  - - . I V i - l  qUe 

são adjacentes  a v em G ,  então: 
i 

Para r < j ,  a t r i bu i - s e  e m  <{vl,v2, ..., v . ) >  a mesma cor  
1 

recebida anteriormente para os pontos 1 , 2 ,  ..., v e a cor  r i-1 
para  o ponto v obtendo-se, assim, um j-colorido de 

i ' 

Para r = j + l ,  s e j a  T { 1 , 2 ,  . . . , j  } o conjunto de co- 

r e s  t a l  que a&T s e  e somente s e  exatamente um ponto adjacente a 

v em <{v ,v  , . . . , v . } >  recebeu cor a em < { V ~ , V ~ , . . . , V ~ - ~ } > .  i 1 2  1 

Se, para algum a, f3 E T, a # B, um a$-componente de - - 
< ~ v ~ , v ~ , . . . , v ~ - ~ ~ >  tem exatamente um ponto adjacente a vi em 

< ~ v 1 , v 2 , . . . , v  } >  então efetua-se uma t roca  bicromática no i-1 
af3-componente de <{v1, v2 , . . . , V e a t r ibu i - se  em - 

i-1 
<{v1,v2, . . . ,v  1' as  mesmas cores do novo colorido para - 

i 
V1,V2, .. , V i - l  e a cor  que f icou disponível ,  n ou 6, para vi,ob - 
tendo-se um j-colorido de ~ { v l , v 2 , . . . , v i ~ ~  

senão, a t r i bu i - s e  em < {vl, v2, . . . , v .  1 > aos pcntos v1 , v2 , . . . 
1 

a s  mesmas cores que tinham em < { v ~ , v ~ , . . . , v ~ - ~  } >  e a t r ibu i - se  a 

cor r para o ponto v obtendo-se, assim, um ( j+ l ) - co lo r ido  de 
i ' 

<{v 1 2  , v  , . . . ,Vi}>.  

No quadro ( V I I - 4 ) ,  mostramos uma implementação do colo- 

r i do  seqfiencial com t roca ,  algoritmo S4 .  Como em qualquer colo- 

r i do  sequencial ,  a ordem em que os pontos são analisados é i m -  

por tante  para a obtenção de um bom colorido.  I sso  s e r á  conside- 

rado no algoritmo S5, quadro (VII-5), proposto por Matula e t  

a 1 3 4 ,  que cons i s te  em um colorido seqtiencial com t roca ,  para u- 

ma ordenação "smal les t - las t"  dos pontos de G. 



Quadro V I I - 4 .  Algoritmo aproximativo S 4 .  

for i : = 2  u n t i l  n  - do 

b e g i n  

I b e g i n  

( ~ ~ , B E T  t . q .  H ,  um -componente, 

t em exatamente  1  ponto v t . q .  
P 

b e g i n  

v E Ai e  p < i I t h e n  L 1 1  
P 

L 1  2 

e f e t u e  uma t r o c a  b i c r o m á t i c a  em H ;  L1  3 

end - 

e l s e  k:=k+l 

end 

c  .:=r 
2 

e nd - 



COMPLEXIDADE DE S 4 .  

O c á l c u l o  de  r ,  l i n h a  L5, pode s e r  f e i t o  em O(n+m), c 2  

mo já vimos para  o a lgor i tmo S1. O mesmo v a l e  pa ra  a construção 

de T ,  l i n h a  L8. 

O s  subgrafos  aB-cromáticos podem s e r  cons t ru idos  simul - 
taneamente, gas tando pa ra  i s s o  um tempo ò(n+m).  além d i s s o ,  o s  

aB-componentes podem s e r  i d e n t i f i c a d o s ,  e m  um g r a f o  com n '  pon- 

t o s  e m'  l i n h a s ,  em O (n '  +m' ) , sendo que cada ponto pode i r  sen- 

do v e r i f i c a d o  quanto às propr iedades  dese jadas .  Logo, pa ra  cada 

i t e r a ç ã o ,  o t e s t e  L9-L11 pode tomar um tempo l i m i t a d o  Por  

O(n+m), o que dá um t o t a l  de O(n(n+m)) .  

A t r o c a  b ic romát ica ,  l i n h a  L13, pode ser e fe tuada  em 

O (n) . 
~ o n c l u í m o s  que a complexidade do a lgor i tmo S4 é - 

Quadro VII-5. Algor i  tmo aproximativo S5. 

b e g i n  I = I  

end 

ordene V de acordo com uma ordenação 

"smaZ Zes t -Zas t";  

e x e c u t e  54 

-- - 

COMPLEXIDADE DE S5. 

A complexidade de S5 é a mesma de S4, ou s e j a ,  - 

DESEMPENHO DE S5.  

~ l é m  de ,  p a r a  um mesmo g r a f o ,  e s s e  a lgor i tmo poder p ro  - 
d u z i r  d i f e r e n t e s  co lorações  devido a ordenações " s m a l l e s t - l a s t "  

d i s t i n t a s ,  e l e  é também in f luenc iado  pe lo  p a r t i c u l a r  a 6-compo- 

nen te  e sco lh ido  p a r a  s e  e f e t u a r  a t r o c a  b ic romát ica .  

A a p l i c a ç ã o  de S5 a g ra fos  randômicos de a t é  100 pon- 

t o s  mostrou uma atuação s i g n i f i c a t i v a m e n t e  melhor do que o s  co- 

l o r i d o s  seqi iencia is  sem t r o c a ,  mas o tempo g a s t o  f o i  muito mior. 

Quanto ao  l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o número cromático o b t i  - 



do, os autores demonstram que o algoritmo A4 colore  qualquer gra - 
fo  planar  com cinco ou menos cores e qualquer grafo planar  sem 

subgrafo de grau minimo 5 ,  com quatro ou menos cores.  

V I I - 2 .  Coloridos por Classe.  

O s  algoritmos que veremos nessa seção apresentam a ca- 

r a c t e r í s t i c a  de comporem uma c l a s s e  de cor ,  de cada vez, v e r i f i  - 
cando-se todos os pontos ainda não coloridos quanto a s e r  possí  - 
vel  inc lu i - los  na mesma. só então é que s e  passa a considerar a 

próxima c l a s se  de cor ,  repetindo-se o procedimento a t é  que todos 

os pontos tenham s ido  coloridos.  

O s  coloridos por c l a s se ,  como os coloridos seqtienciais, 

também acessam seqaencialmente os pontos do grafo,  com a d i fe-  

rença de que aqui i s s o  é f e i t o  separadamente para cada c lasse  

de cor  composta. ~á podemos antever ,  com i s s o ,  que também nos 

coloridos por c lasse  s e j a  Ú t i l  dar  alguma ordenação aos pontos 

no i n í c i o  do procedimento. 

O seguinte teorema mostra que o valor  estimado para o 

número cromático de um grafo qualquer pelo método seqtiencial e 

o mesmo valor  estimado pelo método por c lasses .  

TEOREMA V I  1-1. 

Dada uma seqtiência qualquer vl,v2, ..., v dos pontos n 
de G ,  um colorido seqtiencial de G (sem t roca )  e um colorido de 

G por c l a s se s  são equivalentes .  

(i) v1 E C1 em ambos os coloridos;  

(ii) suponhamos que, na execução do colorido seqtienci- 

a l ,  v , v , . . . , v > recebeu um j-colorido. Uma nova c lasse  

de ' j+ l1  
s e r á  i n i c i ada  com v s e  e somente s e  houver pelo i r  

menos um ponto v para p < i ,  que s e j a  adjacente a vi em cada 
P'  

uma das j c lasses  já  in ic iadas .  Caso con t rá r io ,  v s e r á  i nc lu i -  i 
do na primeira c lasse  Cr que não contenha pontos adjacentes  a 

v i ' Da mesma forma, na execução de um colorido por c lasses ,  o 

ponto vi se rá  inc lu ído numa c lasse  C i ,  após terem sido completa - 
2 

das a s  c l a s se s  C 1 , C 2 , . . . , C j - l ,  s e  e somente s e  j f o r  o menor i n  

t e i r o  pos i t ivo  t a l  que os pontos adjacentes  a v em - i 
{ v ~ , v ~ , . . . , v ~ - ~ }  já  foram alocados em C l , C 2 , . . . , C j - l .  



O pr imei ro  a lgor i tmo que veremos, quadro (VII -6)  , é de 

v ido  a Welsh e ~ o w e l l ~ ~ ,  sendo um dos t r a b a l h o s  p ione i ros  no as - 
sunto .  O o u t r o  é de  ~ i l l i a m s ~ ' ,  quadro (7711-7), que e s t e v e  por  
mais de dez anos envolvido com construção de t a b e l a s  de h o r á r i o  

p a r a  e s c o l a s  e un ivers idades .  

Quadro V I I - 6 .  Algoritmo aproximativo C 1 .  

b e g i n  

ordene  v Z ,  v 2 ,  . . . , vn  segundo uma ordenação 

p:=O; comment con tador  de  pontos  j á  c o l o r i d o s ;  

for k:=1 s t e p  1 do - 

& ( v i  E l i s t a  de pontos  não c o l o r i d o s )  do - 
(C d A i )  = @ t h e n  

k  

b e g i n  

Ck:=Ck u { v  .I ; 
Z 

p:= p + l ;  

i f  p=n t h e n  s t o p ;  - 

end 

end - 

1 
COMPLEXIDADE DE C 1 .  

~á vimos, no a lgo r i tmc  51, que a operação da l i n h a  L 7  

pode s e r  r f e t u a h  e m  tempo O (n+m) , contadas  t odas  a s  i t e r a ç õ c s  . 
For t an to ,  a complexidade de C 1  é O (n+m) . 
DESEMPENHO DE C 1 .  

C 1  executa  o nesmo co lo r ido  que o a lgor i tmo S2 v i s t o  

na s e ~ ã o  a n t e r i o r ,  tendo a-nbos a mesma conplexidade.  O l i m i t e  

s u p e r i o r  que,  na  a n á l i s e  de S2, apresentamos pa ra  - 
x (G) ( k$ max min ( i , d .  1 1 ,  f o i  e s t a b e l e c i d o  i n i c i a l m e n t e  por  

1 l s i s n  
Welsh e Powell,  com base  no a lgor i tmo C 1 .  

Apliquemos C 1  ao g r a f o  da  f i g u r a  VII-3. 



Figura VII-3. Exemplo de apl icação do algoritmo C 1 .  

Observe que os  pontos já es tão  numerados segundo uma 

ordenação " l a r g e s t - f i r s t " .  O r e su l t ado  obt ido  é um 4-colorido 

de G,  com a s  seguin tes  c l a s s e s  de cor: {v1,v3,], { V ~ , V ~ , V ~ , V ~ ~ ,  

vll ,vl2 1 , {v4 ,v5 , v7 , 1 , {v6 1. Se tivéssemos usado uma ordenação 

" l a r g e s t - f i r s t "  , permutando vl e v acima. teríamos obt ido  um 2 
3-colorido de G com a s  seguin tes  c l a s ses  de cor:  

{viIv31~81v10}t ~ v ~ , v ~ ~ ~ ~ ~ v ~ ~ v ~ ~ , v ~ ~ ~  . {v5,v7}, onde v i  = v2 e 

v; = vl na f i g u r a  (VII-3).  

Qual a propriedade de v2 que nos l e v a r i a  a c l a s s i f i c á -  

10 antes  de vl? Observamos que o somatório dos graus dos pon- 

t o s  adjacentes  a v2 é 5+3+3+3+2=16, sendo maior do que o soma- 

t ó r i o  para o s  pontos adjacentes  a v 5+3+2+2+1 = 13. Foi c e r t a  1 - 
mente levado por e s s a  observação que Williams propôs o a l g o r i t -  

mo C 2 ,  apresentado no quadro ( V I I - 7 )  . 

Se ja  d ' l )  = d o v e t o r  (dl ,d2, . .  . , d n )  dos graus dos 

pontos de G. Definimos o v e t o r  d") ,  para  p > 1, como sendo o 

ve to r  obt ido  recursivamente pe la  relação:  

de q i j  é um elemento da matr iz  de adjacência  Q do grafo  G. 

OBSERVAÇ~ES. 

( i) d é uma aproximação do autovetor  dominante de 

Q I  convergindo para  o mesmo quando p + (wil l iams4 7 ) .  

(ii) w i l 1 i a . m ~ ~ ~  v e r i f i c o u  que, em g e r a l ,  após um va lo r  
k de p = L  n / ,  a posição r e l a t i v a  dos elementos no ve to r ,  de acor  - 

do com seu va lo r ,  permanece constante .  



Quadro VII-7. Algoritmo aproximativo C 2 .  

) e g i n  

comment p = L 

c a l c u l e  d  ( P )  . 

disponha o s  pontos  de G numa sequênc ia  

v l , v s , .  . ., vn t a 2  que d ,  i p i  > d 2 i p ) >  ... >' d  ( P )  . 
n '  

( O  r e s t a n t e  é i d ê n t i c o  ao a l g o r i t m o  C1, 

l i n h a s  L4-L12) 

COMPLEXIDADE DE C 2 .  

O v e t o r  d ( ~ )  pode s e r  ca l cu l ado  em um tempo 

O(p(n+m)) .  Essa s e r á  a complexidade do a lgor i tmo,  a não ser se 

considerarmos p cons t an t e  ( = 1 0 ,  por  exemplo),  o que reduz a 

complexidade de C2 a O(n+m). 

DESEMPENHO DE C2. 

Segundo Will iams,  C2  produz r e s u l t a d o s  muito s a t i s f a t ó  - 

r i o s .  

SOBRE MELHORAR OU NÃO O ALGORITMO C2. 

"Se funciona é melhor não mexer". Pe lo  t í t u l o  de s eu  

a r t i g o ,  ~ i l l i a m s ~ ~  já a n t e c i p a  a sua  conclusão de que realmente 

não v a l e  a pena g a s t a r  muito tempo ten tando  melhorar procedimen - 

t o s  h e u r i s t i c o s .  E le  a f i rma  i s s o ,  não s e m  a n t e s  t e r  executado u 

ma s é r i e  e x t e n s i v a  de  t e s t e s  com o s  a lgor i tmos  C 1  e C 2  apresen- 

t ados  e mais t rês  o u t r o s  a lgor i tmos com c r i t é r i o s  mais rebusca- 

dos de ordenação de pontos .  

Conforme o t r a b a l h o  de Johnson, já c i t a d o  anteriormen- 

t e ,  po r  melhor que s e j a  um procedimento h e u r í s t i c o  de co loração  

e l e  poderá sempre p roduz i r  r e s u l t a d o s  a r b i t r a r i a m e n t e  r u i n s .  

a mesma conclusão a que chegou Will iams,  descrevendo os  r e s u l t a  - 

dos dos seus  testes: "Em nenhum exemplo de tamanho ou densidade 

(número de pontos e de l i n h a s ,  respec t ivamente)  f o i  uma das heu - 

r i s t i c a s  de co loração  cons i s ten temente  melhor do que o u t r a  e e m  



todos  o s  casos  foram encontrados  exemplos em que a h e u r í s t i c a  

produziu o que vêm a ser r e s u l t a d o s  a r b i t r a r i a m e n t e  r u i n s " .  

VII-3. Color idos  aos Pares .  

O método de co loração  que anal isaremos agora  f o i  desen - 

volv ido  por  wood4 '. E l e  observou que ,  em um c o l o r i d o  por  c l a s -  

ses, u t i l i z a n d o  o a lgor i tmo C1, o número de c o r e s  pode s e r  des- 

necessar iamente  aumentado, dependendo da forma como os  pontos 

e s t e j am ordenados, já ver i f icamos  i s s o  p a r a  o g r a f o  da f i g u r a  

( V I I - 1 ) .  Wood i l u s t r o u  o f a t o  com um exemplo muito s imples ,  que 

reproduzimos na f i g u r a  ( V I I - 4 ) .  

F igu ra  V I I - 4 .  Uma atuação ruim do a lgor i tmo C1. 

Como pode r i a  s e r  e v i t a d o  que os  pontos v 1 e v 2 fossem 

alocados na mesma c l a s s e  e como s e r i a  p o s s í v e l  f o r ç a r  que v 1 e 

v4 O fossem, independentemente da ordenação i n i c i a l  de s se s  pon- 

t o s  ? 

Wood r e s o l v e  esse problema, lembrando uma t é c n i c a  usa- 

da  e m  taxonomia, e m  que s e  forma uma ma t r i z  de s i m i l a r i d a d e s  

p a r a  i n d i c a r  q u a i s  pa re s  de o b j e t o s  devem s e r  pos tos  no mesmo 

grupo, devido a apresentarem a maior s i m i l a r i d a d e .  

Analogamente, uma ma t r i z  de s i m i l a r i d a d e s  S ,  de dimen- 

s ã o  nxn, é cons t ru ída  p a r a  determinar  q u a i s  pa re s  de pontos de- 

verão  receber  a mesma co r .  A s i m i l a r i d a d e  e n t r e  o s  pontos v i e 

v é medida a t r a v é s  da  ma t r i z  de ad jacênc ia  do g r a f o ,  assim: 
j 

Com i s s o ,  a s i m i l a r i d a d e  e n t r e  d o i s  pontos não adjacen - 

t e s ,  vi e v f i c a  d e f i n i d a  como sendo o número de o u t r o s  pon- 
j 



t o s  v que são  ad j acen te s  a ambos vi e v 
P j 

No a lgor i tmo P 1 ,  apresentado no quadro (VII-81, o n i -  

v e l  de s i m i l a r i d a d e  - 2 é i n i c i a l i z a d o  com o maior v a l o r  ex i s t en -  

t e  e m  S ,  sendo considerados  todos  o s  pa re s  que apresentam t a l  

n í v e l .  Depois, o n í v e l  é decresc ido  de 1 e o procedimento é re -  

p e t i d o  e assim sucess ivamente ,  a t é  que todos  o s  pontos " d i f I -  

c e i s "  tenham s i d o  co lo r idos .  

Pontos que t ê m  g rau  menor ou i g u a l  ao número de c l a s -  

s e s  de c o r  já  i n i c i a d a s ,  são  deixados s e m  c o l o r i r ,  considerando - 

se que poderão ser f ac i lmen te  c o l o r i d o s  pos te r io rmente .  Wood s u  - 
ge re ,  a inda ,  que ,  p a r a  g ra fos  grandes ,  o n í v e l  de s i m i l a r i d a d e  

2 s e j a  abaixado apenas até 5 ,  po r  exemplo, p o i s  pa re s  de pontos 

com s i m i l a r i d a d e  menor que 5 poderão também s e r  co lo r idos  pos t e  - 
r iormente ,  sem d i f i c u l d a d e s .  

Nota-se que um o u t r o  t i p o  de ponto,  que pode ser de ixa  - 

do sem c o l o r i r  p e l o  a lgor i tmo P1 ,  é aquele  pa ra  o q u a l  não hou- 

ve um p a r  adequado, i s t o  é, um p a r  que não f o s s e  c o l o r i d o  a n t e s  

ou que e n t r a s s e  pa ra  uma c l a s s e  de c o r  conveniente  a ambos. 



Q u a d r o  V I I - 8 .  A l g o r i t m o  a p r o x i m a t i v o  P1. 

b e g i n  

c o n s t r u a  a  m a t r i z  S; z : =  maior  v a l o r  d e  S; 

f o r  Z:=z s t e p  ( - 1 )  u n t i l  0 d o  - 

b e g i n  

for i :  - t o  n  do  - 

i f  s i j =  2 t h e n  - 

z-J ( v i  e  v  não e s t ã o  c o l o r i d o s )  t h e n  
3. 

b e g i n  

i f  id i  > O F  d  > k l  t h e n  - j  

b e g i n  

end - 

end e l s e  - - 

i f  ( a p e n a s  1 ,  v ou v es tá  eo lo r ido~ then  - i j  ' 
b e g i n  comrnent s e j a  v c o l o r i d o  e  a  

v b  não c o l o r i d o ,  para a ,  b  &(i, j 1 ;  

end L 2 5  - 



COMPLEXIDADE DE P1.  

A ma t r i z  de  s i m i l a r i d a d e s  S pode ser encontrada em t e m  - 
po O(nm). 

O t e s t e  da l i n h a  L7 será executado,  no máximo, mz ve- 

zes ,  s e  acessarmos apenas o s  pa re s  d e  pontos ad j acen te s .  

O c á l c u l o  de  r ,  l i n h a  L 1 2 ,  g a s t a  um tempo O(n)  por  i t e  - 
ração ,  v i s t o  que o s  C ' s  s ã o  d i s j u n t o s  e ( UC I =O(n) .  

P P 
O t e s t e  da  l i n h a  L 2 1  l eva ,  no t o t a l ,  O (n )  . 
Considerando que z=O(n) ,  conc lu~mos  que a complexidade 

2 de  P1  é O ( m n  ) .  

DESEMPENHO DE P1. 

Em t e s t e s  comparativos de  P 1  com C 1 ,  u t i l i z a n d o  dados 

randÔmicos, Wood t i r o u  a s  s e g u i n t e s  conclusões:  

(i) em 25% dos ca sos ,  P1 deu r e s u l t a d o s  melhores do 

que C 1 ;  

(ii) em g ra fos  de  a t é  20 pontos é i n d i f e r e n t e  usar-se  

um ou  o u t r o  método. Quando o número de  pontos é da ordem de 

100, P1 é consideravelmente melhor do que C 1 ,  p a r a  o s  casos  em 

que a mat r iz  de ad j acênc ia  é menos esparsa .  

Analisando o a lgor i tmo P1,  ~ i t c h e m ~ ~  observou que a l -  

guns pontos - por  exemplo, um ponto de grau n-1 - podem a inda  

e s t a r  sem c o r ,  após a execução do a lgor i tmo,  e exigirem a u t i -  

l i z a ç ã o  de novas c o r e s ,  para  se completar  o c o l o r i d o  de G. 

Mitchem lembrou, também, que exis tem g ra fos  com número 

cromát ico a r b i t r á r i o ,  o s  q u a i s  não contêm c i c l o s  de  comprimento 

4 .  Nesses g r a f o s ,  cada p a r  de pontos tem s i m i l a r i d a d e  O ou 1 , d e  

forma que a suges tão  de  Wood, de s e  aba ixa r  Z apenas a t é  o va- 

l o r  5, cor responder ia  a d e i x a r  sem c o r  todos  o s  pontos d e  t a i s  

g r a f o s  . 
V I I - 4 .  Color idos  em "Batch". 

Veremos, agora ,  a lgo r i tmos  que colorem um g ra fo  p l ana r  

qua lquer  com, no máximo, s e t e  c o r e s ,  e m  um tempo O ( n ) ,  ou com, 

no máximo, c i n c o  co re s ,  em um tempo O (nZogn) (Lipton e 14i l ler~~ ) .  

Eles  foram publ icados  seis anos depois  do a lgor i tmo S5 que,  con - 



forme vimos, c o l o r e  um g ra fo  p l a n a r  qualquer  com, no máximo,cin 

c o  co re s ,  em um tempo O (n (m+n) ) . Por s i n a l ,  um dos a u t o r e s  da- 

q u e l e  a lgor i tmo,  Matula, o r i e n t o u  Lipton e M i l l e r  na produção 

do s e u  a r t i g o .  

A t é c n i c a  empregada nesses  a lgor i tmos  base ia -se  na i- 

d é i a  d e  p roces sa r  de uma s ó  vez uma co leção  de pontos.   ai t e r  

s i d o  denominada p o r  s eus  a u t o r e s  de  "ba tch ing  method". 

O a lgor i tmo B1 ,  quadro (VII-91, reduz o g ra fo  i n i c i a l  

suces s ivas  vezes ,  r e t i r a n d o  de cada vez,  um conjunto  independen - 
t e  de  pontos ,  que pode s e r  encontrado rapidamente. Esses pontos 

t ê m  g rau  menor ou i g u a l  a s e i s  no subgrafo considerado,  o que 

f a c i l i t a  a a t r i b u i ç ã o  d e  c o r e s  aos mesmos quando e l e s  e s t ã o  sen  - 

do acrescen tados  de  v o l t a  ao gra fo .  



p < 7 t h e n  

( a t r i b u a  a  cada ponto uma c o r  d i f e r e n t e )  eZse  

b e g i n  

e n c o n t r e  em H um c o n j u n t o  com r > p / 2 8  

Quadro VII-9. Algoritmo aproximativo B1. 

pontos  i n d e p e n d e n t e s  com grau < 6; 

b e g i n  

procedure  PINTE ( H , p )  

b e g i n  comment H é um g r a f o  com c o n j u n t o  de  

pontos  W, sendo p : - j ~ ( ;  

comment s e j a  vi ,vi  , ..., vi , t a l  c o n j u n t o  
1 2  r 

L I  

L 2  

L 3  

L4 

e  seja Hf=<W'>onde Vf=W-!vi ,vi  , . . . ,v i  1; 
1 1  r 

end P I N T E ;  - 

P I N T E  ( H f ,  n - r ) ;  

for j :=1 u n t i Z  r - do 

a t r i b u a  a  cada ponto vi  uma c o r  
-7 

não usada em A i 
j  

P I N T E  ( G , n ) ;  comment G é um g r a f o  p lanar  



É p o s s í v e l  f a z e r  a a t r i b u i ç ã o  ind icada  e m  L14-L15, pe- 

l o  s e g u i n t e  motivo. Todos o s  conjun tos  Ai , 1 < j  < r, e s t ã o  
i 
J 

con t idos  e m  W ' ,  uma vez que vi ,vi  ,..., vi é um conjunto  inde- 
1 2  r 

pendente e  W '  = W '  - { v v , . . . , v  1 .  Logo, todos  o s  pontos 
i 1 3 i- 

em Ai , 15 j < r ,  são  c o l o r i d o s  a t r a v é s  da  chamada PINTE ( H '  , n - r )  . 
i 
J 

Como A, tem s e i s  ou menos elementos,  e x i s t e ,  no mínimo, uma 
A i 

d e n t r e  &s s e t e  cores  que não foram u t i l i z a d a s  e m  A , que pode, i 
p o r t a n t o ,  s e r  a t r i b u í d a  a  v: . j 

' j  
Lipton e ~ i l l e r ~  demonstraram, u t i l i z a n d o  a  fórmula 

de  Eule r ,  que e m  um g r a f o  com n pontos 6 p o s s í v e l  encon t r a r  e m  

um tempo O ( n ) ,  um conjunto  de  r pontos independentes ,  todos de 

grau  menor ou i g u a l  a  6 ,  pa ra  r < p/28. 

Foi demonstrado, a inda ,  que o  a lgor i tmo B 1  tem comple- 

xidade O ( n ) .  A demonstração f o i  cons t ru ída  por  indução no n h e -  

r o  de pontos de  G. 

DESEMPENHO DE B1 .  

Enquanto que,  pa ra  o  ca so  g e r a l  de coloração de g ra fos  

qua isquer ,  não s e  conseguiu qua lquer  a lgor i tmo aproximativo que 

p e r m i t i s s e  uma boa e s t i m a t i v a  de e r r o ,  temos, aqu i ,  pa ra  o  caso  

p a r t i c u l a r  de g r a f o s  p l a n a r e s ,  um a lgor i tmo c u j a  a tuação nos da  - 

rá ,  no p i o r  dos ca sos ,  uma e s t i m a t i v a  pa ra  o  número cromático 

d i s t ando  de 6  do v a l o r  r e a l .  

Lipton e  ~ i l l e r ~ ~  demonstraram que, sempre que f o r  ne- 

c e s s á r i o  u t i l i z a r  a  s e x t a  c o r  pe lo  a lgor i tmo B 1 ,  é p o s s i v e l  e f e  - 

t u a r  uma t r o c a  b ic romát ica  que e fe t ivamente  l i b e r e  uma das co- 

r e s  u t i l i z a d a s ,  dispensando a  in t rodução  da  s e x t a  cor .  O momen- 

t o  e m  que t a l  t r o c a  é f e i t a ,  e s t á  mostrado no a lgor i tmo B 2 ,  qua - 
dro  ( V I I - 1 0 ) .  



Quadro VII-10. Algoritmo aproximativo B2. 

b e g i n  

p rocedure  P I N T E  ( H , p )  

b e g i n  comment H ,  W e  p  são como em B 1 ;  

i f  p  ,< 5 t h e n  - 

( a t r i b u a  a  cada  pon to  uma c o r  d i f e r e n t e )  e l s e  

b e g i n  

c o n s t r u a  { vi , vi , . . . , vi  } e  H '  como em B I  
1 2  r 

P I N T E  ( H f , n - r ) ;  

f o r  j : = l  u n t i l  r do - - 

( o s  p o n t o s  de Ai foram c o l o r i d o s  
i 

com menos d e  5 c o r e s )  

t h e n  ( a t r i b u a  a  vi uma d a s  c o r e s  
a 

J 
que r e s t a m )  

e l s e  ( f a ç a  uma t r o c a  b i c r o m á t i c a  

em H',de forma a  l i b e r a r  uma 

d a s  cores que colorium os pontos de 

end - 

end P I N T E ;  - 

P I N T E  (G, n )  

Ai , e  a t r i b u a  a  v a  c o r  l i b e r a d a  
i i i 

end - 



COMPLEXIDADE DE B2. 

O a lgor i tmo B2 tem complexidade O (nZogn) . 
I s s o  f o i  demonstrado no a r t i g o  de Lip ton  e ~ i l l e r ~ ~  . ~ e  - 

vido 5 complexidade da demonstração, não a reproduziremos aqui .  

DESEMPENHO DE B2.  

Ainda não f o i  c r i a d o  nenhum a lgor i tmo e f i c i e n t e  pa ra  

c o l o r i r  um g ra fo  p l a n a r  qua lquer  com q u a t r o  ou menos cores .  Sa- 

bemos, no e n t a n t o ,  que i s s o  é p o s s í v e l ,  após a demonstração ob- 

t i d a  por  Haken e Appel. O a lgor i tmo B2 nos de ixa  a um passo do 

dese jado ,  garan t indo  um máximo de c inco  co re s .  

VII-5. Casos Arb i t r a r i amen te  Ruins. 

Para  qua lquer  par  de  i n t e i r o s  p > k > 3, é p o s s í v e l  

c o n s t r u i r  um g r a f o  G t a l  que x ( G )  =k, de forma que o s  alqorifmx 

de co loração  gené r i ca  v i s t o s  produzem um c o l o r i d o  com, pe lo  me- 

nos,  p co re s .  

E s s e  r e s u l t a d o ,  d-evido a ~ i t c h e m ~  5 ,  j u s t i f i c a  o f a t o  

de não termos apresen tado  exemplos de p i o r  desempenho de cada 

a lgor i tmo ana l i s ado .  Ta is  exemplos simplesmente não exis tem,  u- 

ma vez que é p o s s í v e l  formular  um caso  t ã o  ruim quanto se que i -  

ra. 

CONSTRUINDO GRAFOS R U I N S .  

O g r a f o  G a que nos re fe r imos  é ob t ido  da  s e g u i n t e  f o r -  

ma. 

V ( G )  = W U Z ,  onde W=W1 U W 2 . . . U  W k e Z = Z l  U Z 2 . . . U  Zk.por sua  

vez,  ~ ~ = { w ~ , ~ ; w ~ , ~ ; . . . w  ~ I P  1 e zi={ziIl;z i , 2 ; . . . ; z i , j p .  ~ s s e s  

conjuntos  s ão  mutuamente d i s j u n t o s ,  de forma que G possu i  um t o  - 
t a l  de  n=kp + k2 P2 pontos.  

O s  pontos wi e w s ão  ad j acen te s  p a r a  todo i#r e 
I I T I S  

j f s .  0s pontos zi e z s ã o  a d j a c e n t e s  p a r a  todo i#r. ~ l é m  
I j ~ I S  

d i s s o ,  pa ra  cada j > 1, w é ad jacen te  a cada um dos pontos 
i ,]  

z z Para  cada j > l  e cada 2, ( j -2 )kp+ l i " "  2, ( j - 2 ) k p  + ( j - 1 ) k '  
i>l, w é ad jacen te  a cada um dos pontos  

i , ]  



Como pa ra  i = 1 , 2  ..., k o s  pontos com pr imei ro  s u b s c r i  - 
t o  i não s ã o  ad j acen te s ,  podemos c o l o r i - l o s  com a c o r  i. Por tan  - 
t o  X (G)=k. 

COLORIDO SEQUENCIAL "LARGEST-FIRST" ( S 2 ) .  

O grau de cada ponto de Z é, pe lo  menos, kp2 (k-1) , e 

o grau  de cada ponto de W ,  w i I j ,  é dado por  (k-1) ( p - l ) + ( j - l l k ,  

que é menor do que kp2 ( ( k - 1 ) .  Logo, numa ordenação "largest-first" 

o s  pontos de  Z f i c a r ã o  a n t e s  dos pontos de W. 

O subgrafo < Z >  r ecebe rá  um k-co lor ido ,  sendo que o s  

pontos de z s e r ã o  co lo r idos  com a c o r  1 e o s  pontos z2 com 
L j  j  

a c o r  2 .  ~ n t ã o ,  o s  pontos w receberão  a c o r  1 e ,  
~ I P  

pa ra  

i = 2 ,  ..., k ,  o s  pontos w receberão  a c o r  2 .  ~ambém, wl re- 
i , ~  I P-1 

ceberá  a c o r  1 e cada w a c o r  3. i , p -1  

Analogamente, pa ra  j = 2 ,  . . . , p -  1; o s  pontos w s e r ão  
L P - j  

c o l o r i d o s  com a co r  1 e ,  p a r a  i = 2 , .  . . ,k ;  o s  pontos  wi se- , P-j 
r ã o  co lo r idos  com a c o r  j+2. 

I s s o  r e s u l t a r á ,  p o r t a n t o ,  em um ( p + l ) - c o l o r i d o  de G.  

COLORIDO SEQUENCIAL "SMALLEST-LAST" (S3) . 
Ordenando o s  pontos de G de acordo com uma ordenação 

" s m a l l e s t - l a s t " ,  o s  pontos w 
i,l 

s e r ã o  o s  Últimos k elementos,os 

pontos de  w s e r ã o  o s  k penúlt imos e assim sucessivamente pa- i , 2  
ra o s  pontos  w w . . , W  O s  pontos de Z s e r ão  OS i , 3 '  i f 4 '  i , ~ '  
kZp2 pr imei ros  elementos da ordenação e k co re s  s e r ã o  g a s t a s  

p a r a  c o l o r i - l o s .  

Suponhamos que o s  pontos z receberam a c o r  s e o s  
i , j  

pontos  z receberam a c o r  t . Temos, en t ão ,  d o i s  casos  a c o n s i  
2 , j  - 

de ra r :  

(i) s < t. O s  pontos w s e r ã o  c o l o r i d o s  com a cor 1, 
i , ~  

w com a c o r  2 ,  e assim sucessivamente,  a t é  o s  pontos - i , p - 1  - 
w que s e r ã o  c o l o r i d o s  com a c o r  s-1. O ponto wl,p-s+l i, p-s+2 ' 
s e r a  c o l o r i d o  com a c o r  s e o s  demais w 

i .D-s+l  com a c o r  s+l.Em . .. 
seguida ,  pa ra  cada j < p  - s + l ,  o s  pontos w s e r ã o  co lo r idos  

1, j 
com a c o r  s e ,  também, p a r a  cada i > 1 o s  pontos w recebe- 

i , j  
r ã o  a c o r  p-j+2. Obtemos, po r t an to ,  um ( p + l ) - c o l o r i d o  de G. 

(ii) t < S. O s  pontos w receberão  a c o r  1, w ~ , ~ - ~  
j - 1 ~  

a c o r  2 e assim sucessivamente a t é  w i , p - t+2 '  que receberão a 



c o r  

mais 

r ão  

t-1. O ponto w ~ , ~ - ~ + ~  será c o l o r i d o  com a c o r  t+l e os  de- 

s e r ã o  c o l o r i d o s  com a c o r  t+l. O s  pontos wi se -  Wi ,p - t+ l  j  
c o l o r i d o s  com a c o r  p-j+2 p a r a  i > 1 e (p-s+2) < j< ( p - t + l )  . 

Para  i > 1 e j < p-s+2, os  pontos w receberão  a c o r  p-j+3 . 
i,] 

I s s o  nos dá um (p+2) -co lo r ido  de G. 

COLORIDO SEQUENCIAL COM TROCA (S5) . 
O s  pontos de Z s ão  co lo r idos  com k co re s .  Ao c o l o r i r  

o s  pontos de W, sempre que uma nova co r  é n e c e s s á r i a ,  o conjun- 

t o  T (das  cores  a t r i b u í d a s  a exatamente um ponto ad j acen te  ao 

que está  sendo c o l o r i d o )  contém, no máximo, um elemento, o que 

i m p o s s i b i l i t a  a t r o c a  b ic romát ica .  Po r t an to ,  e s s e  a lgor i tmo a- 

t r i b u i r á  a G um co lo r ido  equ iva l en t e  ao a t r i b u í d o  p e l o  a l g o r i t -  

mo sem t r o c a ,  u t i l i z a n d o  mais de p c o r e s .  

COLORIDO AOS PARES (P1) . 
S e j a  S (z,w) a s i m i l a r i d a d e  de  d o i s  pontos d i s t i n t o s  z 

2 
e w em G. ~ n t ã o  p a r a  i=r, S (zi z ) 2 (k-1) kp ; 

t j '  ~ I S  
p a r a  i # r ,  S ( z h j ,  z ) = 0 ;  

r ,s 
w . )  = (k-2) (p -1) ;  p a r a  i # 1, S(wl, j ,  i,, 

p a r a i  > r  > 1 ,  S(wi w ) = (k-2) (p-1) + ( j - 1 ) k ;  
r j '  r r j  

p a r a  j # s ,  S (wi - w ) = (k-1) (p -2) ;  , j' i , s  
p a r a  i # r, j#s, S(wi w ) = O e 

r j '  

O a lgor i tmo P 1  t r a t a r á  os  pontos de Z em pr imei ro  l u -  

g a r ,  gastando com o s  mesmos k cores .  Como 

(k-2) (p-1) + ( j -1 )  k > (k-1) (P-2) se e somente se 

j p / k ,  segue-se que,  p a r a  i > 1, o s  pontos w i , ~  s e r ã o  c o l o r i -  

dos com a c o r  1; w i , p -1 '  com a c o r  2 ;  e assim sucessivamente,  - a 

t é  OS pontos w ~ , ~ - ~ + ~ ,  que receberão  a c o r  t-1. O s  pontos - 

receberão  a c o r  t + l ;  wi ,p-t w a c o r  t + 2 ;  ...; w i f r  a c o r  i , p - t + l  
p-r+2 p a r a  r= { p / k ) .  O s  pontos r e s t a n t e s  s ão  co lo r idos  e o a l -  

gori tmo usa ,  pe lo  menos, p-r+2 > p - (p/k-1)+2 > p (k - l ) / k  co- 

r e s .  Po r t an to ,  p a r a  p > k > 3, o g r a f o  G t e m  número cromático k 

e o a lgor i tmo P 1  fornece  um co lo r ido  com, p e l o  menos q (k - l ) / kgp  

c o r e s ,  onde q = kp / (k-1) . 

Pe lo  envolvimento do exemplo desenvolvido po r  Mitchem 



e que acabamos de r ep roduz i r ,  sentimos que na p r á t i c a  c o i s a s  

t ã o  r u i n s  não t ê m  muita chance de acontecer .  

Por  o u t r o  l ado ,  embora tenhamos v i s t o  a  a tuação  de a- 

penas t rês  dos a lgor i tmos  apresen tados ,  temos c e r t e z a  que exem- 
- 

p l o s  r u i n s  podem ser cons t ru idos  pa ra  qua lquer  d e l e s ,  2 exceçao 

dos a lgor i tmos  B 1  e B 2 ,  que são  r e s t r i t o s  a  g r a f o s  p l ana re s .  

A impor tânc ia  desse  r e s u l t a d o  é e s c l a r e c e r  que s i t u a -  

ções r u i n s  podem s u r g i r  na ap l i cação  dos a lgor i tmos ,  e mostrar  

que não é p o s s í v e l  i d e n t i f i c a r  o  p i o r  caso pa ra  o s  mesmos. 

A s  h e u r í s t i c a s  de co loração  e x i s t e n t e s  const i tuem uma 

a l t e r n a t i v a  v i á v e l  p a r a  a  obtenção do número cromático e de co- 

l o r i d o s  pa ra  g r a f o s  qua isquer  e t ê m  s i d o  adotadas  com bons re- 

s u l t a d o s  no problema de construção de t a b e l a s  de h o r á r i o  de exa - 

mes. 



Descobriram-se v á r i a s  maneiras d i f e r e n t e s  de s e  o b t e r  

o número cromático exa to  de um g ra fo  G qua lquer .  O ob j e t i vo t em 

todas  e l a s ,  der iva-se  da p r ó p r i a  d e f i n i ç ã o  de número cromático 

e de c l a s s e s  de  co r .  Consiste em s e  encon t r a r  o menor número k 

de  conjuntos  independentes de  G, Cl ,  C 2 , . . . , C k ,  de forma que 

sua  união contenha todos  o s  pontos de V, UiZl Ik  C i = V. Nesse 

caso ,  dizemos que C l , C 2 ,  ..., Ck const i tuem uma cobe r tu ra  de G 

por  conjun tos ,  ou simplesmente que cobrem G. O menor v a l o r  de  

k,  com o q u a l  i s s o  acontece,  é o número cromático de  G I  x ( G ) .  

Agruparemos o s  a lgor i tmos  de acordo com o enfoque prin - 
p a l ,  p o r  e l e s  adotados,  pa ra  t ra tamento  de G. A s s i m ,  na seção 

( V I I I - l ) ,  veremos o problema de co loração ,  formulado do ponto 

de v i s t a  a lgéb r i co .  Daremos o nome de c o l o r i d o s  a l g é b r i c o s  aos 

c o l o r i d o s  o b t i d o s  por  a lgor i tmos  des se  t i p o .  s e r ã o  apresentados 

um a lgor i tmo suger ido  por Berge2,  e m  1958, um a lgor i tmo de 

Harnrner e ~ u d e a n u '  3 ,  publ icado em 1968, e um o u t r o  suger ido  por  

c h r i s t o f i d e s g ,  em 1975. 

O s  c o l o r i d o s  independentes de  um g ra fo ,  a  serem apre-  

sen tados  na seção ( V I I I - 2 ) ,  s ão  todos  e l e s  fundamentados no 

procedimento desenvolvido em 1971, por  c h r i s t o f i d e s 8 .  Seguem- 

no o t r a b a l h o  de Fur tado e t  a13 ' ,  publ icado em 1973, o de 

wang4 ', de 1974, o de ~ a w l e r ~  O ,  de 1976 e ,  f ina lmente ,  o algo- 

r i tmo de ~ z w a r c f i t e r ~ ~ ,  desenvolvido em 1978 e a inda  não p u b l i  - 

Veremos, na seção  (VI I I -3 ) ,  a lgor i tmos  que u t i l i z a m  

"backt rack ing"  pa ra  chegarem a um c o l o r i d o  Ótimo, a p a r t i r  da  

enumeração de v á r i a s  so luções  aproximadas. Denominamos o grupo 

de c o l o r i d o s  p o r  enumeração. s ão  t r a b a l h o s  devidos a Brown7,de 

1972, e a Ni jenhuis  e ~ i l f ~ ~ ,  de 1975. 

s e r ã o  apresen tados ,  en t ão ,  na seção  ( V I I I - 4 ) ,  d o i s  a1 - 
goritmos de  1973, que abordam o problema, u t i l i z a n d o  um proces  - 
s o  de redução de g r a f o s ,  proposto  po r  Zikov em 1949. s ão  o s  co - 
l o r i d o s  po r  redução, devidos  a Corne i l  e ~ r a h a r n ' ~ .  

Por fim, veremos, na seção  (VIII-5) , um a lgor i tmo pu- 

b l i c a d o  e m  1972 p o r  ~ a v r i l ' ' , ~ u e  a t r i b u i  um c o l o r i d o  seqaenci-  
a 1  ótimo a uma c l a s s e  e s p e c í f i c a  de g r a f o s ,  o s  g ra fos  co rda i s .  - 



V I I I - 1 .  - Color idos  ~ l q é b r i c o s .  

Passaremos rapidamente pe los  a lgor i tmos  des se  grupo. - E 

les não são  adequados pa ra  reso lução  do problema de número cro-  

mãtico,  por  computadores. 

Dados um g r a f o  G e um número i n t e i r o  k ,  ~ e r ~ e ~  sugere  

que se v e r i f i q u e  ana l i t i camen te  se G é k-co loráve l ,  pe lo  seguin  - 

t e  procedimento. A cada k-co lor ido  fazemos corresponder  os  nÚme - 
r o s  E ( i , q )  , pa ra  l á i ~ n  e l < q < k ,  da s egu in t e  forma: 

s e  o ponto vi t i v e r  a co r  q ,  

caso c o n t r á r i o .  

Definimos a ma t r i z  R de dimensão n x m,  por  
/ 

1, s e  a l i n h a  u for incidente como ponto v 

rij ={ O ,  caso  c o n t r á r i o .  i 
j 

O problema 'de se determinar  a k -co lo rab i l i dade  de G 

pode en t ão  ser expresso pe lo  a lgor i tmo A l ,  d e s c r i t o  no quadro 

( V I I I - 1 ) .  A 1  c o n s i s t e  de  um s i s t ema  de desigualdades  l i n e a r e s  , 
que deve s e r  r e s o l v i d o ,  apl icando-se  o s  métodos usua i s  de pro- 

gramação l i n e a r .  

Quadro V I I I - 1 .  Algoritmo exa to  A l .  

b e g i n  

e n c o n t r e  os  números i n t e i r o s  E ( i , q ) ,  t a i s  que:  

n 
(iii) L r i j  E ( i , q )  < I ,  para I < j < m  e  I<q<k 

i-1 

end 

CONJUNTOS INDEPENDENTES MAXIMAIS. 

~á sabemos que um co lo r ido  ótimo para  G podeser  ob t ido  

p e l o  s e g u i n t e  procedimento básico:  

(i) encontram-se todos  o s  conjuntos  independentes de  

G, que denotaremos po r  C I ;  



(ii) i d e n t i f i c a - s e  um conjunto mínimo de C I ' s  que cu- 

b r a  G. Cada C 1  assim ob t ido  é uma c l a s s e  de c o r  e o número de 

C I ' s  é o número cromát ico de  G. 

Dado um g r a f o  G,  qua lquer  C1 de G es tá  con t ido  em um 

conjunto independ-ente maximal de  G,  que denotaremos por  CIM.Por 

i s s o ,  s e  determinarmos todos o s  C I M 1 s  de G,  teremos indire tamen - 

t e  determinado todos  os  s eus  C I ' s .  

O teorema s e g u i n t e ,  devido a Weissman e apresentado na 

ob ra  de Hammer e ~ u d e a n u ~ ~ ,  ga ran te  que é s u f i c i e n t e  cons ide ra r  - 

mos o s  conjuntos  independentes maximais, na obtenção do número 

cromát ico de  G. 

TEOREMA V I  I I- 1. 

O número cromático x de um g r a f o  G qua lquer  é i g u a l  ao 

menor número de conjuntos  independentes  maximais que cobrem G. 

Se S1, S 2 , . . . , S  são  k conjuntos  independentes maximais cobr in-  
k 

do G,  onde K=x ( G )  , en tão  a s  c l a s s e s  de c o r  C1,C2, .  . . ,Ck ,  de um 

c o l o r i d o  Ótimo de G ,  podem s e r  o b t i d a s  p e l a s  s e g u i n t e s  relaq6es: 

Para  uma demonstração do teorema acima, consulkm-se a s  

páginas  228-229 do Hammer e ~ u d e a n u '  3 .  

Na p r á t i c a ,  a s  c l a s s e s  de c o r  acima podem ser o b t i d a s  

po r  reco loraçáo  de pontos ,  fazendo-se s=S,, Ck-l-=-l,. . . ,C = S 1 1' 

DETERMINAÇÃO DOS C I N ' s  DE G. 

O problema de se determinarem o s  C I M ' s  de um g r a f o  

qua lquer  deve i n c l u i r  necessar iamente  a solução de um problema 

NP-completo. Todos o s  a lgor i tmos  conhecidos pa ra  f azê - lo  t ê m  

complexidade exponencial .  Um a lgor i tmo muito e f i c i e n t e  pa ra  ob- 



t enção  dos C I M ' s  f o i  desenvolvido po r  Tsukiyama, Ide ,  Arujoshi  

e Ozaki , tendo complexidade O (mnp) (Tsukiyama e t  a14 ) , onde 

P i  3 "I3 é o número de C I M '  s do g r a f o  considerado (0 valor 3 n /3 

f o i  determinado po r  Moon e ~ o s e r ~ ~ ) .  

Ao apresentarmos os  próximos a lgor i tmos  de c o l o r a ç ~ o ,  

teremos algumas e t a p a s  que s o l i c i t a m  a determinação dos C I M ' s  

de algum grafo .  Assumiremos que o a lgor i tmo dos q u a t r o  japone - 
ses, mencionado acima, s e r á  u t i l i z a d o  na implementação de t a i s  

e t a p a s .  

COLORINDO POR MEIO DE EQUAÇÕES BOOLEANAS. 

O a lgor i tmo de co loração  que consideraremos agora  f o i  

apresentado por  Hammer e R ~ d e a n u ~ ~ ,  em 1968. A p a r t i r  de um 

g ra fo  G qua lquer  e dos seus  p conjuntos  independentes  maximais, 

cons t ró i - s e  uma equação booleana E com p v a r i á v e i s ,  de maneira 

que uma so lução  de E ,  com o menor número p o s s í v e l  de l ' s ,  cor-  

responde à s e l e ç ã o  de um conjunto mínimo de C I M ' s  cobrindo G. 

Sejam S1, S 2 , . . . ,  S todos  o s  C I M ' s  de G. A ma t r i z  de 
P 

cobe r tu ra  de G é uma ma t r i z  booleana n x p ,  C = ( c i j ) ,  assim d e f i  - 

nida:  

Observemos que a j-ésima coluna de C é i g u a l  ao v e t o r  

c a r a c t e r í s t i c o  de S e m  r e l a ç ã o  a V. 
j  

DEFINIÇÃO VII-2. 

S e j a  S = {SI, S 2 , .  . . ,S } o conjunto de todos o s  C I M ' s  
P 

de G. A cada subconjunto N de S associamos o v e t o r  

Z=(z1,z2,. . . , zp) , assim def in ido :  
/ 

Z é o v e t o r  c a r a c t e r í s t i c o  de N e m  r e l a ç ã o  a S.  

O a lgor i tmo A 2 ,  mostrado no quadro ( V I I I - 2 )  , & a a p l i -  

cação imedia ta  do s e g u i n t e  teorema: 

TEOREMA VIII-2. 

Uma condição n e c e s s á r i a  e s u f i c i e n t e  p a r a  que um conjun - 



t o  N de C I M ' s  cubra G é que o vetor  (z l ,z2 , .  . . , Z  ) associado a 
P 

N s a t i s f a ç a  a seguinte equação booleana: 

O ponto i de G pertence a ,  pelo menos, um dos cojuntos 

independentes maximais de N I  s e  e somente s e  

Como todos os pontos de G t ê m  que s e r  cobertos por N ,  fazemos a 

conjunção dessa re lação para os va lores  de i correspondentes. 

Quadro V I I I - 2 .  Algoritmo exato ~ 2 .  

b e g i n  

e n c o n t r e  

c o n s t r u a  a  m a t r i z  de  c o b e r t u r a  C de G ;  
r?. P 

r e s o l v a  a  equação booleana Ti u c  .Z = 1 com 
I = I  j=I i a  i 

o  menor número poss iveZ de I ' s  

end - 

Sejam z , z , . . . , z  os 1 ' s  da solução (zl,z2,. . . ,z 1 I 
il i 2  i k  P 

obt ida  pela  execução das l inhas  L4-L5 de A 2 .  Então, o número 

cromático de G é k e um colorido exato de G, a p a r t i r  dos C I M ' s  

Si , S S , pode s e r  conseguido construindo-se a s  c lasses  
1 i2 i2 I I CikI  conforme a indicação do de cor  Ci , C 

ik teorema 

( V I I I - 1 ) .  

CONSIDERAÇÕES SOBRE A 2 .  

~ é t o d o s  para s e  resolver  a equação booleana do a l g o r i t  - 

mo são apresentados na obra já mencionada. Não entraremos em de - 
t a l h e s  acerca desses métodos, pois  es tão  fo ra  do escopo de nos- 
so t rabalho.  Queremos somente f r i s a r  que o s  mesmos foram desen- 



volv idos  visando à computação manual, sendo a l tamente  i n e f i c i e n  - 
tes. 

Outros a lgor i tmos  pa ra  cobe r tu ra  por  conjunto já  ti- 

nham s i d o  desenvolvidos  na década de 50,  pa ra  a p l i c a ç õ e s  em t e -  

o r i a  de  chaveamento. Um r e p r e s e n t a n t e  desses  a lgor i tmos  é apre- 

sen tado  po r  Even16, que,  ao f i n a l ,  sugere  a adaptação do mesmo 

p a r a  u t i l i z a ç ã o  e m  co loração  de g ra fos .  

OUTW FORMULAÇÃO ALGÉBRICA. 

Uma o u t r a  formulação do problema, e m  termos de progra- 

mação i n t e i r a ,  f o i  p ropos ta  po r  c h r i s t o f i d e s 9 ,  c o n s i s t i n d o  em - u 

ma a l t e r n a t i v a  pa ra  a s  equações e r e s t r i ç õ e s  de  Berge, que Wis - 

t o f i d e s  mostra s e r  mais e f i c i e n t e .  

S e j a  E a ma t r i z  que r e l a c i o n a  o s  n pontos de G com a s  

k c o r e s  dadas. S e j a  L um i n t e i r o  p o s i t i v o  maior que n .  Associa - 
mos a cada c o r  j  a pena l idade  p t a l  que pj+l>hpj ,  onde h um 

j r 
l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o maior número de pontos independentes de 

G. Uma so lução  E (i, j ) do a lgor i tmo A3, quadro (VIII-3) , c o r r e s  - 
ponde a um c o l o r i d o  ótimo de G. 

Quadro VIII-3. Algoritmo exa to  A3. 

b e g i n  
9 n 

rninirnize z C L p j  E l i ,  j l ,  a tendendo 2 s  
j=1 

r e s t r i ç õ e s :  

end 

C h r i s t o f i d e s  mostra  que,  do ponto de v i s t a  computaci - 

o n a l ,  é m a i s  van ta jo so  u t i l i z a r - s e  a s  r e s t r i ç õ e s  do a1gc.it.m A3 

do que a s  do a lgor i tmo A l .  Maiores exp l i cações  podem ser o b t i -  

das  nas pág inas  66-68 do c h r i s t o f i d e s g  . 



VIII-2. Color idos  Independentes. 

Um r e s u l t a d o  deco r ren t e  do teorema ( V I I I - 1 )  é que,  s e  

G f o r  um g r a f o  k-cromático, en tão  e x i s t i r á ,  pe lo  menos, um c o l o  - 

r i d o  de  G em que uma d a s  c l a s s e s  de c o r ,  des ignada por  C1 no c a  - 

s o  do teorema, é um C I M  de  G. 

Observemos que o mesmo pode ser d i t o  a r e s p e i t o  do g r a  - 
f o  <V-Cl>, ou s e j a ,  <V-C1> é um g ra fo  (k-1)-cromático e e x i s t e  

um (k-1) -co lor ido  de <V-C1> em que uma das c l a s s e s  de co r ,  D1, 

é um C I M  de <V-C1>. 

O mesmo s e  a p l i c a  a <V- (C UD ) >  , e ,  assim, sucess iva-  1 1  
mente, a t é  ob te r - se  um g r a f o  nulo.  

Sabemos, pe lo  teorema, que exis tem o s  c o l o r i d o s  a que 

nos refer imos.  En t r e t an to ,  como não temos qua lquer  ind icação  de 

q u a l  s e j a  o C I M  que a t u a  como uma c l a s s e  de  c o r  de  um co lo r ido  

Ótimo, temos que cons ide ra r ,  a  cada e t a p a ,  todos  o s  C I M ' s  p o s s í  - 

v e i s .  

Chamamos de c o l o r i d o  independente de  G um k-cobrido de 

G t a l  que a p r ime i r a  c l a s s e  de  co r ,  C1, é um C I M  de  G ,  a  segun- 

da c l a s s e  de  co r ,  C 2 ,  é um C I M  de <V-Cl>, e ,  general izando,  a 

i-ésima c l a s s e  de c o r  é um C I M  de  <V-Cl-C2- ... - 'i-l', pa ra  

Consideremos um c o l o r i d o  Ótimo qua lquer  de um g r a f o  G, 

com c l a s s e s  de c o r  C1,C2, ..., Ck, onde k= x ( G )  . Podemos o b t e r  um 

c o l o r i d o  de G com c l a s s e s  D 1 , D 2 , . . . , D k I  no q u a l  Dl é um C I M  de 

G, da  s e g u i n t e  forma. Tomamos como D o conjunto independente 1 
maximal contendo C 1 .  Para  l < i < k ,  tomamos como D o conjunto Ci i 

- menos o s  elementos já pe r t encen te s  a Dl ,  i s t o  é, Di - Ci - D1 . 
Se apl icarmos e s s e  procedimento a G, a <V-D1>, a  <V- (DIUE1) > r 

e assim sucessivamente,  obteremos um c o l o r i d o  independente Ó t i -  

mo de G, a  p a r t i r  do co lo r ido  Ótimo i n i c i a l .  Temos, po r t an to ,  o 

s e g u i n t e  teorema: 

TEOREMA VIII-3. 

Se X ( G )  = k ,  en t ão  e x i s t e  um k-co lor ido  independente 

de G. 

C h r i s t o f i d e s  f o i  quem pr imei ro  procurou um c o l o r i d o  Ó- 



timo de G e n t r e  os  seus  color idos independentes, devendo-se a e 

l e  a formulação o r i g i n a l  do teorema (VIII-3) .  O s  algoritmos I1 

a 15, que veremos n e s t a  seção, trabalham apenas com os  co lo r i -  

dos independentes de G. 

Um galho de uma árvore é uma l i n h a  que l i g a  dois  no- 

dos da mesma. Dizemos que um galho g per tence ao n í v e l  Z + 1  da 

árvore,  s e  g l i g a  um nodo do n í v e l  2 com um nodo do n í v e l  Z + 1 .  

A árvore de subgrafos de G é uma árvore T ,  cujos  no- 

dos são iden t i f i cados  com algum subgrafo de G e cujos  galhos são 

i d e n t i f i c a d o s  com conjuntos de pontos de G, da seguin te  forma: 

(i) G é o nodo r a i z  da árvore T,  estando no n í v e l  0 ;  

(ii) Se ja  H um nodo de T,  loca l izado no n í v e l  t ,  com 

conjunto de pontos W, i s t o  é, H = <W> . Se W f o r  um conjunto va - 
z i o ,  então H é um grafo  nulo,  sendo uma fo lha  de T. suponhamos 

que Vi não s e j a  vazio.  Sejam S1,S2,...,Sp os  C I M ' s  de H ,  p2 l .  

~ n t ã o  H tem p f i l h o s ,  no n í v e l  t + l ,  a saber ,  <W-SI> , 
<W-S2 ,..., W - S  >, e p galhos S1, S 2 , . . . , S p I  l igando H a cada 

P 
um dos seus f i l h o s ,  respectivamente. 

O algoritmo de Christofid.es,  cu ja  i d é i a  delineamos no 

quadro ( V I I I - 4 ) ,  a t r avés  do algoritmo 11, resolve  o problema ge - 
nér ico  de  coloração, construindo, sucessivamente, os  n í v e i s  da 

árvore de subgrafos de G,  a t é  a t i n g i r  a pr imeira  fo lha  de T. O 

n i v e l  em que s e  encontra  e s sa  fo lha  é o número cromático de G. 

A s  c l a s s e s  de cor  de um color ido  independente ótimo e s t ã o  d e t e r  - 
minadas p e l a  seq0ência de galhos que l i g a  a r a i z  de T à fo lha  

alcançada. 



Quadro VIII-4. Algor i tmo exato 11. 

b e g i n  

c o l o q u e  G como nodo r a i z ,  no n i v e l  0 ;  

f o r  ( S i  - um CIM de  H ) 

b e g i n  

c o l o q u e  <W-Si> como um nodo do n ive l  t+l; 

l i g u e  <V-Si> a  H p e l o  g a l h o  Si ;  

i f  (<V- s  .>é um g r a f o  n u l o )  t h e n  s t o p ;  - 2 -- 

Q (<V-S  .> j á  a p a r e c e u  no n i v e l  t + 1 )  
Z 

t h e n  d e s c o n t i n u e  o  ramo de  <v-S .> 
2 

end 

t:=t+l; 

end - 

end - 



OBSERVAÇÕES SOBRE 11. 

O a lgor i tmo I1 c o n s t r ó i  a  á rvo re  de  subgrafos  de  G nu- 

m a  ordem " b r e a d t h - f i r s t " ,  p o i s  passa  pa ra  o n í v e l  t+l somente 

após completar  o n í v e l  t ,  como vemos no quadro ( V I I I - 4 . )  

Ramificações da á rvo re ,  que chegam a um nodo contendo 

um subgrafo j á  ob t ido  e m  o u t r o  nodo, s ã o  abandonadas, l i n h a s  

L12-L13, p o i s  fornecer iam c o l o r i d o s  equ iva l en t e s  de  G. 

Vejamos com a t u a  11, quando ap l i cado  ao g ra fo  da f i gu -  

ra V I I I - 1 .  

F igura  V I I I - 1 .  Grafo pa ra  a p l i c a ç ã o  de 11. 

In i c i a lmen te ,  G é colocado no n í v e l  O da a rvore .  

O s  C I M 1 s  de  G s ã o  { 1 , 4 , 6 ) ,  {2 ,3 ,5 ) ,  {2 ,7 ,5 )  e {2 ,6)  

s ão  c r i a d o s  o s  q u a t r o  nodos correspondentes ,  l i g a d o s  a G pe los  

ga lhos  que contêm e s s e s  C I M ' s .  Formado o n í v e l  1, passa-se  5 
cons t rução  do n í v e l  2. A á rvo re  de  subgrafos  de G é apresen ta -  

d a  na f i g u r a  V I I I - 2 .  A p a r t e  t r a c e j a d a  não chega a ser cons t ru  - 
i d a  p e l o  a lgor i tmo.  



Figura  V I I I - 2 .  Árvore de subgrafos  de G. 



O número cromático de G é 3 e a s  c l a s s e s  de c o r ,  o b t i -  

das p e l o  a lgor i tmo,  são  ~ ~ = 1 1 , 4 , 6 1 ,  c2={2,3,5} e ~ ~ ' 1 7 1 .  

COMPLEXIDADE DE 11. 

O número de vezes que o "loop" p r i n c i p a l ,  L4-L16, s e r á  

executado é i g u a l  à a l t u r a  da á rvo re  de  subgrafos  de G que,  por  

s u a  vez,  é O ( n )  , no p i o r  dos casos .  

Considerando o r e s u l t a d o ,  devido a Moon e P!oser3 6, de 
n/3 que o número de C I M 1 s  de um g r a f o  qua lquer  não u l t r a p a s s a  3 , 

um l i m i t e  s u p e r i o r ,  p a r a  o número de nodos no n í v e l  t é - 
O ( ( 3 n / 3 ) t ) .  Como o s  C I M 1 s  de um g r a f o  com n pontos podem s e r  i- 

d e n t i f  i cados  e m  O (mn (3"13) ) ( ~ a w l e r ~  ' ) , chegamos ao r e s u l t a d o  

O (mn (3"13) t + l )  p a r a  o c á l c u l o  dos C I M 1 s  dos nodos do n í v e l  t .Ma - 

ximizando e somando p a r a  a s  n p o s s í v e i s  i t e r a ç õ e s ,  temos: 

~ o n c l u í m o s  que a complexidade de I1 é dada po r  - 

O(mn ( 3  1 / 3 ) n 2 )  . Esse r e s u l t a d o  s e r v e  pa ra  qua lquer  dos a l g o r i t  - 
mos que t rabalham com a á rvo re  de  subgrafos .  

Um v a l o r  mais r e f inado  f o i  o b t i d o  por  ~ a w l e r ~ ' . ,  e será 

es tudado juntamente com o a lgor i tmo 1 4 .  

"BRANCH AND BOUND". 

O a lgor i tmo 12,  que estudaremos e m  seguida ,  f o i  desen- 

vo lv ido  po r  Fur tado,  Roschke, Santos e ~ a u e r ~ ' ,  em 1972, c o n s i s  - 

t i n d o  e m  uma a l t e r a ç ã o  do a lgor i tmo de  C h r i s t o f i d e s ,  que u t i l i -  

za a t é c n i c a  de branch and bound". 

A p a r t i r  de  um nodo H da á r v o r e  de  subgrafos  de G,  I 2  

e sco lhe  um v é r t i c e  v p r e s e n t e  no menor número r de C I M 1 s  de H, 

SI, s 2 ~ - . I s r ,  numerados por  ordem dec re scen te  de  cardinalidade.  

O s  Únicos nodos de H ,  cons t ru idos  p o r  1 2 ,  s ão  <W-SI>, <W-S2> , 
- 

. . . , < W - s  > . Veremos, m a i s  na f r e n t e ,  que wang4 chegou a e s s a  r 
m e s m a  i d é i a ,  que ele chamou de podar a á r v o r e  de  subgrafos  de  

ti. 

Como no a lgor i tmo de C h r i s t o f i d e s ,  a pesquisa  é f e i t a  

em b r e a d t h - f i r s t ,  e, ao s e r  encontrada a p r ime i r a  f o l h a ,  6 en- 

ce r rado  o processo,  sendo que a s  c l a s s e s  de c o r  s ão  i d e n t i f i c a -  

das vol tando-se  da  f o l h a  p a r a  os  s eus  nodos an t eces so re s ,  a t é  



a t i n g i r  a r a i z .  

Outra  i d é i a  i n t r o d u z i d a  po r  C h r i s t o f i d e s  e t  a1 cons i s -  

t e  e m  c a l c u l a r  o s  C I M ' s  apenas p a r a  G. O s  C I M ' s  dos demais sub- 

g ra fos  da á rvo re  T se r iam o b t i d o s  p o r  d i f e r e n ç a  de  conjuntos .  

En t r e t an to ,  levando em consideração o  t r a b a l h o  g a s t o  em eliminar 

a s  d u p l i c a t a s  e  o s  conjuntos  não maximais que su rg i r i am por  es- 

s e  método, acreditamos que s a i r i a  mais em conta  a p l i c a r - s e  e m  

cada subgrafo  o  a lgor i tmo de geração dos C I M ' s ,  p r inc ipa lmente  

e m  s e  t r a t a n d o  do a lgor i tmo dos q u a t r o  japoneses.  

No quadro (VI I I -5 ) ,  delineamos o  a lgor i tmo 1 2 .  



Quadro VIII-5. Algoritmo exato 12. 

co loque  G como nodo r a i z ,  no n i v e l  0 ;  

I f o r e v e r  - do 
I 

1 b e g i n  

f o r  ( H = < W > ,  um nodo do n i v e l  t )  do - - 

I b e g i n  

e s c o l h a  v  E W ,  p r e s e n t e  no menor 

número r de CIM's de H ;  

comment se jam S l ,  2 ,  
. . ., Sr  t a i s  CIM's 

por ordem d e c r e s c e n t e  de card inaZ idade ;  

for i : = 1  u n t i l  r do 

I b e g i n  

co loque  <v-S.> z como um nodo do ni- 
v e l  t + l ;  

l i g u e  <W-Si> a  H p e l o  galho  Si; 

i f  <V-Si> é um g r a f o  n u l o  t h e n  s t o p ;  - 

end 

i f (<V-S i>  é r e p e t i ç ã o )  t h e n  abandone - 
< v-s .> 

'L 

end - 

- 

L  I 

L2 

L3 

L  4 

L 5  

L  6 

L7 

L8  

L9  

L1 1 

LI ;  

L I :  

L I ;  

L16 

L I :  

L1 t 

L ; ;  

L1 i 

L I !  

L  2 1 

L  2 :  

L 2 ;  

- 



COLORINDO GRAFOS GRANDES E POUCO DENSOS. 

Mencionaremos, aqu i ,  o u t r a  e s t r a t é g i a  d e s c r i t a  Por  

Roschke e ~ u r t a d o ~ ' ,  que t o r n a  v i á v e l  a co loração  exa t a  de gra-  

f o s  grandes - de  a té  100 pontos - desde que tenham uma ba ixa  

densidade de l i n h a s .  Ao desc reve r  e s s e  método, suporemos que G 

possa  s e r  um g r a f o  desconexo. 

G é um g r a f o  biconexo, s e  e somente s e ,  dados t rês  pon- 

t o s  qua isquer ,  v i , v j  ,vk,  de G I  e x i s t e  um caminho que l i g a  vi a 

v e que não contém vk. 
j 

Um nodo de  c o r t e  de  G é um ponto que,  se f o r  r e t i r a d o ,  

juntamente com a s  l i n h a s  com e l e  i n c i d e n t e s ,  aumenta o n k o  de 

componentes de G. 

A i d é i a  que queremos a p r e s e n t a r  c o n s i s t e  e m  c o n s t r u i r  

um g r a f o  B com o s  componentes biconexos de G ,  i d e n t i f i c a d o s  nos 

componentes de G que contém um dado ponto v. Dois pontos desse  

g r a f o  s ão  l i g a d o s  por  uma l i n h a  se o s  componentes biconexos c o r  - 

respondentes ,  B .  e B compartilham um ponto de c o r t e  de B. 
1 1 r 

O g r a f o  B é p e r c o r r i d o  em " d e p t h - f i r s t " .  Para  cada nodo 

B .  v i s i t a d o ,  s e  e l e  c o n t i v e r  m a i s  de t rês  pontos ,  é ap l i cado  o 
1 

a lgor i tmo 12. O número cromático de G é o maior número cromáti- 

co  dos componentes biconexos considerados .  

PODANDO A ARVORE DE SUBGRAFOS. 

Um ou o u t r o  a lgor i tmo de co loração  baseado na i d é i a  o r i  

g i n a l  de C h r i s t o f i d e s  f o i  apresentado por  wang4', em 1 9 7 4 .  Wang - 
demonstrou que,  pa ra  cada nodo da  á rvo re  de subgrafos  de G ,  e 

s u f i c i e n t e  c o n s i d e r a r  um subconjunto de todos  o s  s e u s  C I M ' s ,  p a  

ra o b t e r  uma co loração  Ótima de G. A s s i m ,  o . número de r ami f i ca  - 

ções  a p a r t i r  d e  cada nodo, e m  a lguns  casos ,  pode s e r  b a s t a n t e  

reduzido.  Vimos que t a l  procedimento já hav ia  s i d o  adotado, tam - 

bém, po r  Fur tado e t  a l .  

TEOREMA V I I I - 4 .  

Para todo ponto v de  G I  sejam C1,C 2 , . . . , C r  o s  C I M ' s  de 

G contendo v;  en t ão  temos que: 



Esse teorema f o i  demonstrado por ~ a n ~ ~ ~ .  

Devido a e s s e  resul tado ,  a árvore de subgrafos pode 

s e r  podada, colocando-se como f i l h o s  de um nodo apenas os  C I M ' s  

que contêm um ponto v escolhido nesse nodo. ~ n t ã o ,  escolhemos v 

como o ponto que p a r t i c i p a  do menor número de C I M ' s  do nodo con - 

siderado.  Chamamos de árvore de subgrafos podada a árvore assim 

obt ida .  Ela não é Única, ao c o n t r á r i o  do que ocor re  quanto ã á r  - 
vore completa, mas contém, pe lo  menos, um dos caminhos raiz-£o - 

l ha  daquela, que representam color idos  independentes ótimos de 

G. 

Uma implementação recurs iva  do t r aba lho  de Wang é apre 

sentada no quadro ( V I I I - ó ) ,  algoritmo 13. Embora o algoritmo o- 

r i g i n a l  de  Wang s e j a  i t e r a t i v o ,  achamos mais adequado apresentá  - 

10 recursivamente, porque a construção da árvore  de subgrafos 

podada é efetuada na ordem "dep th - f i r s t " .  

Um conjunto de  c l a s s e s  de cor ,  { G ~ , G ~ ,  . . . ,G k }, é t r a t a  - 
do pelo algoritmo como um guia,  representando o melhor co lor ido  

encontrado a t é  o momento. Ao s u r g i r  um novo colorido com menos 

c l a s s e s  de cor ,  P1,P2, ..., Pt,  onde t < k ,  o guia  é s u b s t i t u í d o .  

No i n i c i o  do procedimento, i n i c i a l i z a - s e  o guia  colocando-se um 

ponto em cada c l a s s e  de cor ,  que é o p i o r  caso poss íve l .  



Quadro V I I I - 6 .  Algoritmo exato 1 3 .  

I b e g i n  

procedure  D E S C E  ( H ,  $ 1 ;  

b e g i n  

t : = t + l ;  

i f  t > k  t h e n  r e t u r n ;  comment chegou no gu ia ;  - 

c a l c u l e  os  CIMfs  de < H >  ; 

( < H >  t em  um Único C I M  S I )  t h e n  

b e g i n  comment chegou numa f o l h a ;  

Pt:=S 1' ' 

k : = t ;  comment guarda o  novo gu ia ;  

end 

e s c o l h a  v p r e s e n t e  no menor número de C I M f s ;  I 
comment se jam S 1 , S 2 , .  . . , S p  o s  CIMfs  con tendo  v ;  I L I S  
f o r  i : = 1  t o  r do - - - 

b e g i n  

P :=S . t i' 

D E S C E  (H-Si ,  t ) ;  

end 

end D E S C E ;  - 

for 
comment i n i c i a l i z o u  o  g u i a ;  

D E S C E  ( V ,  0) 

end - 126 



OBSERVAÇÕES SOBRE 13.  

A poda e fe tuada  na  á rvo re  de subgrafos ,  p e l o  a lgor i tmo 

13,  não diminui a complexidade em r e l a ç ã o  ao a lgor i tmo anterior, 

uma vez que na  p i o r  s i t u a ç ã o  a á rvo re  "podada" s e r á  i g u a l  à à r  - 
vore  completa. 

O f a t o  de a pesquisa  s e r  r e a l i z a d a  e m  " d e p t h - f i r s t "  po - 
de aumentar o número de nodos t r a t a d o s  p e l o  a lgor i tmo,  mas, na 

maior ia  das vezes diminui o espaço u t i l i z a d o  no armazenamento 

da  á rvore .  Enquanto que em " b r e a d h - f i r s t "  tínhamos que manter 

armazenados todos  o s  nodos de  todos  o s  n í v e i s  a n t e r i o r e s  ao 

t r a t a d o ,  usando " d e p t h - f i r s t "  mantemos no n í v e l  j  apenas o s  no - 

dos f i l h o s  de exatamente um nodo do n í v e l  j-1, pa ra  1 6 j < t ,  on- 

de t é o n í v e l  pesquisado no momento. 

No e n t a n t o ,  o espaço g a s t o  p e l o  a lgor i tmo I 3  a inda  é 

exponencial ,  como nos a lgor i tmos a n t e r i o r e s .  

Em um a r t i g o  de  1976, a r e s p e i t o  de complexidade de a 1  - 
goritmos pa ra  g r a f o s ,  ~ a w l e r ~ l  d e l i n e i a  um algor i tmo p a r a  cons - 
t r u i r  um c o l o r i d o  independente ótimo de um g r a f o  qua lquer ,usan  - 
do programação dinâmica. 

~á vimos, no teorema ( V I I I - I ) ,  que uma das  c l a s s e s  de 

c o r  de  um c o l o r i d o  de G pode s e r  i d e n t i f i c a d a  com um C I M  de G. 

Po r t an to ,  x ( G )  = 1 + x (G-S) , p a r a  algum C I M  S de G. 

Estendendo o r e s u l t a d o  acima pa ra  o subgrafo  <H>, onde 

H é um subconjunto não vaz io  de V, temos que x ( < H > i = l + ~  (<H-S>) ,  

p a r a  algum C I M  S de  < H > .  Precisamos encon t r a r  um conjunto i n d e  - 
pendente maximal S de  <H> t a l  que o v a l o r  x(cH-S>Z s e j a  míni- 

mo. Para  i s s o ,  Lawler cons idera  cada um dos C I M ' s  de H ,  como 

já f a z i a  C h r i s t o f i d e s ,  mas ap re sen ta  a so lução  por  meio das se - 

g u i n t e s  equações de programação dinâmica: 

x(.<@>) = o; 

O a lgor i tmo 1 4 ,  mostrado no quadro (VI I I -7 ) ,  é uma i m -  

plementação dessas  equações.  



Quadro VIII.7. Algoritmo exato 14. 

I b e g i n  

end 

procedure  P f H , p ) ;  vaZue 

b e q i n  

Q K = - 1 t h e n  
H 

b e g i n  

i f p = O  t h e n  - 

end 

b e g i n  

caZcuZe t o d o s  os  CIMfs  de <H>; 

comment se jam e l e s  S I' S 2 ,  3 sr; 

k :  = p ;  

f o r  i : = I  u n t i Z  r do - - 

k:=min i k ,  P(<H-Si>, p -  I S i 

end 

r e t u r n  iKHl 

end P; - 

i n i c i a l i z e  o  v e t o r  K com 



O v e t o r  K u t i l i z a d o  no algoritmo I 4  é a "memória" da 

programação dinâmica. O elemento K é u t i l i z a d o  para  armazenar 
H 

o número cromático de < H > ,  quando e s s e  número f o r  calculado. K 

tem 2n elementos e pode s e r  indexado pelo v e t o r  c a r a c t e r í s t i c o  

de H em re lação  a G. 

COMPLEXIDADE DE I 4  (E DE TODOS OS ALGORITMOS I k ) .  

Seja  p = I H I . O algoritmo dos qua t ro  japoneses gas - 
t a ,  no p i o r  dos casos,  um tempo O (m p3 p/3 ) para  ge ra r  todos 

P 
os CIM'  s de H, onde m é o número de l i n h a s  de H7 .  

P 
Maximizamos m para  m,  somamos o va lo r  mp3 p/3 para t o  

P - 
dos o s  subconjuntos H de V e aplicamos o teorema binomial, ob- 

tendo: 

n n 
1 ( p " ) m p 3  ~ / ~ < m n ~ .  p/3 = (I+ E)n.  

p=o p=o 

Logo, a complexidade de I 4  é O(mn(l+ r)"). Esse re-  

su l t ado  é ap l i cáve l  a todos os algoritmos que fornecem co lo r i -  

dos independentes de G. 

OBSERVAÇÕES SOBRE 1 4 .  

Entendemos que, ao s u g e r i r  e s s e  algoritmo de coloração, 

Lawler não p re tend ia  melhorar sobre os  procedimentos j á  ex i s -  

t e n t e s ,  nem propor um procedimento novo. 

O algoritmo I 4  é do t i p o  dos algoritmos v i s t o s  nessa 

seção e pode a t u a r  p i o r  que o s  mesmos. 

O ob je t ivo  e r a  formular o processo,  de uma forma que 

f a c i l i t a s s e  o cá lculo  da complexidade para  e s s a  c l a s s e  de a lgo  - 
ri tmos . 

A complexidade de 1 4 ,  conforme apresentamos acima, f o i  

determinada por ~ a w l e r ~ l  no t r aba lho  j á  mencionado e c o n s t i t u i  

a pr imeira  e s t ima t iva  de complexidade, para  a l g o r i  tmos de colo - 
raqão, já  publicada. 

O número de conjuntos independentes maximais de um 

grafo  qualquer  é de ordem exponencial, como já observamos ante  - 



r iormente .  Decorre d i s s o  que qua lquer  a lgor i tmo de co loração  

que obtenha e armazene simultaneamente o s  C I M ' s  de G e  de sub- 

g ra fos  de G a p r e s e n t a r á ,  necessar iamente ,  espaço exponencial  . 
Precisamos, po r t an to ,  de um procedimento que ge re  o s  

C I M 1 s  de um g ra fo ,  de uma forma t a l  que a cada s o l i c i t a ç ã o  se- 

j a  fo rnec ido  um Único C I M ,  caso e x i s t a ,  que garantidamente não 

t enha  s i d o  fornec ido  an te r io rmente .  O a lgor i tmo dos q u a t r o  j a- 

poneses4 a que já  nos refer imos é um procedimento do t i p o  de- 

s e j ado .  

No quadro (VI I I -8 ) ,  apresentamos o a lgor i tmo 15 ,  de- 

senvolvido p o r  ~ z w a r c f i t e r ~ ~ ,  e m  1978, que c o n s i s t e  em uma a - +  

daptação do a lgor i tmo de C h r i s t o f i d e s ,  pa ra  a p r o v e i t a r  a pro- 

p r iedade  seqt iencia l  de geração de C I M 1 s  conseguida pe los  qua- 

t r o  japoneses.  



Quadro V I I I - 8 .  Algoritmo exa to  15.  

r 
1 -  

procedure P I H )  comment H é um subgra fo  de G; 

b e g i n  s e t  S ,  V ; -- 
f o r  S E ( c o n j u n t o  dos CIM's de G )  - 

do - 

i f  t < k t h e n  - 

L 1 

L 2  

13 

14 

L 5 

16 

b e g i n  z-J I S ( = n  t h e n  k : = t  eZse  17 

b e g i n  L 8  

t : = t + l ;  

n:= n  - I S I  ; 

V:=V-S; comment G = < V ; 

P ( G ) ;  

V:=V U S;comrnent G = < V 3 ;  

N:=n+ ] S I ;  

t : = t - 1 ;  

end - 

end - 

end P; - 

t : = l ;  k:=n; 

L 9  

L1 O 

L 1 1  

L1  2 

L 1 3  

L 1 4  

L1 5 

L1 6 

L i  7 

118 

L19 

P ( G ) ;  

end - 



OBSERVAÇÕES SOBRE 15. 

O a lgor i tmo I 5  g a s t a  espaço po l inomia l ,  podendo s e r  i m  - 

plementado com uma complexidade de espaço de O(m+n). O s  de ta -  

l h e s  de uma t a l  implementação e o u t r a s  considerações  a r e spe i -  

t o  do p r ó p r i o  a lgor i tmo s e r ã o  dadas no c a p í t u l o  ( I X ) ,  que será 

i n t e i r a m e n t e  dedicado ao es tudo  do 15. 

VIII-3. Color idos  por  ~numeração .  

O p r imei ro  a lgor i tmo que veremos nesse  grupo f o i  apre-  

sen tado  por  ~ r o w n ~ ,  e m  1972, como uma a p l i c a ç ã o  de t é c n i c a s  de  

enumeração de so luções  p a r c i a i s ,  que evi tam a obtenção de s o l u  

ções  redundantes.  

No caso,  uma so lução  p a r c i a l  c o n s i s t e  em um c o l o r i d o  - a 

proximado de G. Uma so lução  redundante é um c o l o r i d o  que apre- 

s e n t a  o mesmo conjunto de c l a s s e s  de c o r  de algum co lo r ido  a- 

presen tado  an te r io rmente .  

O o u t r o  a lgor i tmo a s e r  apresentado n e s t a  seção  cons t a  

da o b r a  de ~i j e n h d ~  e ~ i l f  7, de 1975, e fo rnece  como r e s u l t a -  

do todos  o s  c o l o r i d o s  p o s s í v e i s  de G,  usando k co re s ,  p a r a  G e 

k dados. 

MELHORANDO PARCIAIS. 

O a lgor i tmo E l ,  mostrado no quadro (VI I I -9 ) ,  obtém, co - 
mo p r i m e i r a  so lução  aproximada, um c o l o r i d o  seqt iencia l ,  p a r a  

uma ordenação i n i c i a l  de pontos ,  t a l  que um ponto vi qua lquer  

de G possu i  mais pontos ad j acen te s  no conjunto - 
{vi,v2,.  . . , V  1 do que no conjunto {vi+l,. .  . , v  1 .  Empates i-1 n 
são  r e so lv idos ,  s e  p o s s í v e l ,  em favo r  do ponto com maior grau.  

Suponhamos que nessa  so lução  foram u t i l i z a d a s  k co re s .  

A so lução  é armazenada e i n i c i a - s e  a p rocura  de  uma o u t r a  s o l u  - 

ção  que use  menos do que k co re s .  Essa pesquisa  u t i l i z a  a téc- 

n i c a  de "backt rack ing" ,  da  s egu in t e  forma. S e j a  v o pr imei ro  
P 

ponto colocado na k-ésima c l a s s e  de  c o r .  Tenta-se co loca r  o 

ponto a n t e r i o r  a v (na ordenação i n i c i a l )  numa c l a s s e  de c o r  
P 

de número maior do que aquela  em que e s t á  esse ponto e menor 

do que k. Se i s s o  f o r  p o s s í v e l ,  cont inua-se  como no c o l o r i d o  

seqt iencia l .  Se não f o r  p o s s í v e l ,  t e n t a - s e  a mesma c o i s a  com o 



ponto an t e r i o r  ao considerado. 

Se uma nova solução f o r  determinada usando menos do que 

k cores,  a jus ta-se  k para esse  novo valor ,  armazena-se a E O ~ U -  

ção e o processo é recomeçado. 

Uma t en t a t i va  de usar  a k-ésima cor  durante o processo 

de recoloração também leva a uma reconsideração do ponto a n t e r i  - 

o r ,  da forma já de sc r i t a .  

O algoritmo termina quando o "backtracking" a t inge  O 

ponto 1, uma vez que colocá-lo em outra  c l a s se  não pode melho- 

r a r  e m  nada a solução. 
e 

No quadro ( V I I I - 9 ) ,  apresentamos o algoritmo E l ,  que e 

uma implementação recursiva da i dé i a  acima exposta. 

O conjunto Di cons i s te  do conjunto de cores que es tão  

disponíveis  para u t i l i z ação  no ponto vi, dent re  a s  cores j á  usa - 
das a t é  o momento. Tratando-se da primeira determinação de Di ,  
e l e  conterá também a próxima cor ,  seguinte à s  já  usadas. A v a r i  - 

e 

ável  Li e o número de cores usadas para c o l o r i r  o subgrafo - 

< 1 , 2 , .  . . ,i> e 2 = L durante a i t e ração  de B, para o ponto vi. i 

AO terminar o algoritmo, k = x ( G )  e gl,g2.. . . , gn são 

a s  cores a t r ibu ídas  a vl,v2, ..., v . n 



Quadro V I I I - 9 .  Algoritmo exato E l .  

b e g i n  procedure B f i ) ;  comment p a r t e  de  v i ;  

b e g i n  i f  i : = l  t h e n  s t o p  - 

l:=L;; 

f o r  i : = i  u n t i l  n  do - - 

b e g i n  i f  Di  = 4 t h e n  B f i - 1 ) ;  - -  

e s c o l h a  d, a menor cor  em Di ;  

i f  d  3 k  t h e n  B f i - 1 ) ;  - 

D i : = D i  - { d } ;  

c .:=d; comment c o l o r e  vi  com d ;  
2 

i f  d  > Z t h e n  Z : = Z + l ;  - 

L .:=Z; 
Z 

d e t e r m i n e  Di+l  

end; - 

f o r  i : = 1  u n t i Z  n  do g . :=c  comment guarda - - z i' 
a  so lução  p a r c i a l  o b t i d a ;  

k:=Z; comment guarda a  e s t i m a t i v a  de  x f G ) ;  L1  6 

i : = I ;  w h i l e  c  f k  do i : = i + l ;  i - 

end B;  1 ~ 1 9  

c  : = I ;  L1,L2:=1; D1:=$; d e t e r m i n e  D 1 2' 

k :  =n; 

B f 2 )  

end I L23 - 



OBSERVAÇÕES SOBRE E l .  

~ r o w n ~  mostra como d iminui r  o número de  chamadas recur-  

s i v a s  à procedure B, a t r a v é s  de  uma determinação mais e laborada  

de  Di. 

~ ã o  conseguimos, a inda ,  o b t e r  uma e s t i m a t i v a  da comple- 

xidade d e  E l .  Observamos, apenas,  que o p i o r  caso  deverá  ocor-  

r e r  pa ra  g ra fos  que não dão bons co lo r idos  seqfienciais .  E sabe- 

mos que,  pa ra  c o l o r i d o s  seqf iencia is ,  exis tem g r a f o s  t ã o  r u i n s  

quanto se que i r a .  

PESQUISANDO EXAUSTIVAMENTE. 

O a lgor i tmo E 2 ,  que vemos no quadro V I I I - O  enumera 

todas  as p o s s i b i l i d a d e s  de  se c o l o r i r  G com k ,  ou menos, co re s ,  

também apl icando  "backtracking".  E2  f o i  publ icado em 1975, por  

Ni jenhuis  e Wilf.  

Mais precisamente ,  dados um g ra fo  G e um i n t e i r o  k ,  E2  

fo rnece  todos  o s  v e t o r e s  c1,c2, ..., C,, onde l < c . < k ,  que repre-  
1 

sentam c o l o r i d o s  v á l i d o s  de  G. 



Quadro V I I I - 1 0 .  Algoritmo exa to  E2.  

beg in  

procedure B ( i ,  c o n t ) ;  i n t e g e r  v a l u e  ( i , c o n t ) ;  

b e g i n  

for  l : = 1  u n t i l  c o n t  do - - 

b e g i n  

c  c p i l h a ;  comment c o l o r i u  vi;  i 

2f i = n  t h e n  o u t p u t  ( c l , c 2 , . .  . , c n )  

b e g i n  comment acha os  cand ida tos  6 -- 

c o r  ponto 

for  j :=l  u n t i l  k do cor  ( j ) : = t r u e ;  - - 

for  j:=1 u n t i l  i do - - 

i f  a  j ,  i+l=l t h e n  c o r  ( c  .) : = f a l s e ;  - d 

f o r  j :=1 u n t i l  k do - - 

i f  c o r í j )  t h e n  - 

b e g i n  

p i l h a  F j  

end - 

B ( i + l ,  c o n t )  

end B; - 

p i l h a  i; 

B ( 1 , I )  

end 



COMPLEXIDADE DE E2. 

Na l i n h a  L6, uma das  k co re s  é a t r i b u í d a  ao ponto vi, 
não havendo nenhum pnto  v ad j acen te  a v com e s s a  mesma c o r ,  

j  i 
pa ra  j=1,2,  ..., i-1. Vemos que a procedure B é chamada uma vez 

pa ra  cada c o r  a t r i b u í d a  a cada ponto de G. 

Se f o r  ap l i cado  a um g ra fo  to ta lmente  desconexo, E2 a- 

t r i b u i r á  ao  ponto vl a c o r  1 e ,  a cada um dos demais pontos ,  t o  - 
n-1) das  a s  co re s  1 , 2 , .  . . ,k .  Nesse caso,  B será chamada O (k ve- 

zes .  Se assumirmos que G é um g r a f o  conexo, o número máximo de 
n-1 chamadas ã procedure B será O((k-1)  ) ,  ocorrendo pa ra  g ra fos  

que t ê m  d o i s  pontos com grau um e o s  demais pontos com grau 

d o i s .  

DESEMPENHO DE E2. 

Para  um dado g ra fo  G, se o v a l o r  de  k f o r  menor do que 

x ( G )  , o a lgor i tmo E2 não fo rnece rá  nenhum c o l o r i d o  de G. Por ou - 
t r o  l ado ,  se k>x(G),  o s  co lo r idos  fornec idos  por  E 2 ,  u t i l i z a n d o  

o menor número de  co re s ,  s e r ã o  o s  c o l o r i d o s  ótimos de  G. Se o 

o b j e t i v o  f o r  determinar  x ( G ) ,  é conveniente usar - se  pa ra  k uma 

e s t i m a t i v a  do número cromát ico d e  G,  o b t i d a  a t r a v é s  de  um algo- 

r i tmo d e  co loração  aproximativo.  

V I I I - 4 .  Color idos  po r  ~ e d u ç ã o .  

O s  d o i s  a lgo r i tmos  considerados  a s e g u i r  baseiam-se e m  

uma propr iedade do número cromático de  um g r a f o  qua lquer ,  e s t a -  

b e l e c i d a  por  Zikov, em 1949. E les  foram apresentados  po r  Cor- 

n e i l  e ~ r a h a m l ' ,  e m  1973. 

Se j a  G um g r a f o  não completo. Dados d o i s  pontos não ad- 

j acen te s  x e y de  G, os  g ra fos  reduzid.os de  G são  o s  g ra fos  

G '  e G" 
XY xy, ass im d e f i n i d o s :  

(i) G' é ob t ido  de G acrescentando-se a l i n h a  xy; w 
(ii) G" é o b t i d o  de G tornado i d ê n t i c o s  o s  pontos de 

XY 
x e y. 

Vemos um exemplo na f i g u r a  (VII I -3) .  



Figura  VIII-3. Exemplo de g ra fos  reduzidos  de G. 

Uma á rvo re  de Zikov para  um g ra fo  G é uma á r v o r e  biná-  

r i a  Z ,  ass im d e f i n i d a :  

(i) G é a r a i z  de Z ;  

(ii) Seja  H um nodo qua lquer  d e  Z .  Se H é um g r a f o  com- 

p l e t o ,  en tão  H 6 uma f o l h a  de  Z. Caso c o n t r á r i o ,  H tem por f i -  

lhos  o s  g r a f o s  reduzidos  de  H,  em r e l a ç ã o  a um pa r  de pontos 

não a d j a c e n t e s  qua isquer  d e  H. 

CONSIDERAÇ~ES SOBRE A ARVORE DE ZIKOV. 

Na f i g u r a  ( V I I I - 4 )  apresentamos uma á rvo re  de Zikov com - 
p l e t a ,  pa ra  o g r a f o  já v i s t o  na f i g u r a  VIII-3. 

A a l t u r a  da  á r v o r e  é i g u a l  ao número de  l i n h a s  não pre-  

s e n t e s  no g r a f o  i n i c i a l ,  ou s e j a ,  O ( i ) ,  onde i é o número de  li - 
nhas do g r a f o  complementar de  G. Como a á r v o r e  é b i n á r i a ,  um li - 
m i t e  s u p e r i o r  pa ra  o número d e  nodos é dado po r  

Observemos que, s e  ao tornarmos d o i s  pontos i d ê n t i c o s ,  

guardarmos o s  números dos mesmos no ponto r e s u l t a n t e ,  cada £0- 

l h a  d a  á r v o r e  i n d i c a r á  um c o l o r i d o  de  G em que cada ponto é uma 

c l a s s e  de  co r .  



Figura V I I I - 4 .  Arvore de Zikov para G. 

TEOREMA VIII-5. 

Se x e y são d o i s  pontos não adjacentes  de G ,  então 

Apresentada por Zikov e re ferenciada  por Corneil  e Gra- 

haml 2. 

Esse teorema pode s e r  apl icado recursivamente nos nodos 

da árvore de Zikov para um grafo  G,  obtendo-se - 
x ( G )  = min { x ( H ~ ) ,  x ( H 2 )  ,. .. , x (Hk) }.onde H1,H2- .-  ,Hk são 

os grafos completos, loca l izados  nas fo lhas ,  cujo número cromá- 

t i c o  é de obtenção imediata (é i g u a l  ao número de pontos do g ra  - 

f o ) .  

O a l g o r i t n o  RI, quadro ( V I I I - l l ) ,  é uma apl icação imedi - 
a t a  do teorema de Zikov. 



Quadro V I I I - 1 1 .  Algoritmo exato R I .  

b e g i n  

p rocedure  R E D U Z A  ( H , p )  

b e g i n  

i f  k  > p t h e n  k:=p;  - 

Q ( H  não é um g r a f o  compZeto l  t h e n  

b e g i n  

s e j a m  x , y  d o i s  p o n t o s  não a d j a c e n t e s  de  H ;  

forme H '  e  H "  
X Y  X Y  ' 

R E D U Z A  ( H '  , p ) ;  
X Y  

R E D U Z A  ( H "  , p - 1 )  
X Y  

end - 

end REDUZA;  - 

k : = l i m i t e  s u p e r i o r  para x ( G I ;  

R E D U Z A  ( G ,  k )  



- 
COMPLEXIDADE DE R 1  = 0 ( Z m )  . - 
~á vimos que 2m é um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  o número de 

nodos da á rvo re  de Zikov. Para  c o n s t r u i r  toda  a á rvo re  de Z i -  

kov, R 1  g a s t a  um tempo proporc iona l  ao seu  número de nodos. 

OBSERVAÇÃO SOBRE R 1 .  

Enquanto que nos a lgor i tmos  de  co loração  independente - a 

penas um subconjunto das p o s s í v e i s  so luções  e r a  pesquisado,  o s  

a lgor i tmos de co loração  po r  redução podem p roduz i r  uma so lução  

qua lquer .  

PODANDO A ARVORE DE ZIKOV. 

S e  em uma das  reduções a p l i c a d a s  nos nodos da á rvo re  de 

Zikov chega-se a um g ra fo  completo com k pontos ,  conc lu i - se  que 

k é um l i m i t e  s u p e r i o r  pa ra  x ( G ) .   aí por  d i a n t e ,  qua lquer  ou- 

t r o  nodo da á rvo re  que contenha uma k-c l ique  não p r e c i s a r á  mais 

ser reduzido,  p o i s  o número cromático do g ra fo  desse  nodo será 

maior ou i g u a l  a k ,  não i n t e r f e r i n d o  no l i m i t e  j á  encontrado pa - 
ra x ( G ) .  

Dessa forma, executa-se  uma poda na á rvo re  de  Zikov,ten - 

do-se, no en t an to ,  a  c e r t e z a  de  que o s  ramos que e s t ã o  sendo 

derrubados não abaixar iam o l i m i t e  s u p e r i o r  est imado pa ra  x ( G )  . 
O diagrama d a  f i g u r a  (VIII-5) ap re sen ta  uma á rvo re  de  

Zikov podada, e m  que não f o i  p r e c i s o  c a l c u l a r  o v a l o r  de x ( A )  e 

x (B)  p a r a  se d e s c o b r i r  o v a l o r  de x (G) . 

Figura  VIII-5. Ãrvore de Zikov podada. 



FORÇANDO O APARECIMENTO DE CLIQUES. 

O a lgor i tmo R 2 ,  quadro ( V I I I - 1 2 ) ,  que consideraremos a  

s e g u i r ,  obtém o número cromático de um g ra fo  qua lquer  G p e l o  

processo  de redução, cons t ru indo  uma árvore  de Zikov podada de 

G. 22 é de a u t o r i a  de Corne i l  e ~ r a h a m ' ~ ,  tendo s i d o  publ icado 

e m  1973. 

Antes de apresentarmos o  a lgor i tmo,  r e s t a  a inda  obser-  

v a r  que p a r a  d e s c o b r i r ,  a  um dado ponto da  redução, s e  um gra- 

f o  contém uma k-c l ique ,  pode r i a  s e r  g a s t o  t a n t o  tempo que não 

compensaria f a z e r  a  poda da á rvore .  Por i s s o ,  Corne i l  e Graham 

adotaram a  e s t r a t é g i a  de p rocu ra r  u m  k - c l u s t e r  ao invés  de uma 

k-c l ique .  

Enquanto que o  problema de e n c o n t r a r  c l i q u e s  é NP-com- 

p l e t o  ( K a r p Z 7 ) ,  o  problema de encon t r a r  c l u s t e r s  pode s e r  re- 

s o l v i d o  em tempo pol inomial  . 
Encontrado um k - c l u s t e r ,  ao i nvés  de s e  podar o  ramo 

como se f a r i a  se f o s s e  uma k-c l ique ,  prossegue-se reduzindo ,mas 

u t i l i z a n d o - s e  p a r a  i s s o  pontos não ad j acen te s  do k - c l u s t e r .  Com 

e s s e  procedimento, fo rça-se  o  aparecimento de uma c l i q u e  com k 

pontos ,  caso em que o  ramo é podado, ou com menos pontos ,  sendo 

f e i t o  o  a j u s t e  p a r a  o  novo l i m i t e  s u p e r i o r  de x (G)  . 



Quadro VIII-12. Algori  tmo exa to  R2. 

comment H é um g r a f o  e  p s eu  número de pontos;  

b e g i n  

9 k  > p t h e n  k : = p ;  

i f  ( H  não é um g r a f o  c o m p l e t o )  t h e n  
7 

b e g i n  

e n c o n t r e  H k  ' um k -cZus te r  

w h i l e  (H não é uma c l i q u e )  do - 

b e g i n  e s c o l h a  x ,y  E H k  não a d j a c e n t e s ;  

forme H '  e  H'' a  p a r t i r  de H; 
X Y  X Y  

H:=Hr zy;  

REDUZA ( H "  , p -1 ) ;  
X Y  

i f  k f #  k  t h e n  R E D U Z A  - 

end - 

end 

end REDUZA; - 

k:= l i m i t e  s u p e r i o r  para x ( G ) ;  

R E D U Z A  (G, n ) ;  



COMPLEXIDADE DE R2 = 0 (2m).  

 pós e n c o n t r a r  um k - c l u s t e r  de  H, l i n h a  L 1 0 ,  o a l g o r i t -  

mo R2 pesquisa  o segundo f i l h o  de H,  H" reduzindo-o a t é  en- 
xy 

c o n t r a r  uma c l i q u e . 0  pr imei ro  f i l h o  de  H,  H '  
XY 

só será pesqui-  

sado se a c l i q u e  o b t i d a  acima t i v e r  menos do que k pontos ,  como 

vemos na l i n h a  L16. 

Existem s i t u a ç o e s  e m  que R2 t e m  que c o n s t r u i r  a á rvo re  

completa de Zikov, tendo que p e s q u i s a r  o s  d o i s  f i l h o s  de cada 

nodo não-folha.  S e j a  v i s t o ,  po r  exemplo, o g r a f o  com n pontos ,  

todos  de grau 2 ,  compondo um c i c l o  de comprimento n. 

Po r t an to ,  embora apresentando desempenho melhor que R 1  

na maior ia  dos ca sos ,  o a lgor i tmo R2 é de mesma ordem que aque- 

l e  no p i o r  caso.  

OBSERVAÇÕES SOBRE R 2 .  

Um l i m i t e  s u p e r i o r  i n i c i a l  é requer ido  pa ra  x ( G ) .  O 

mais s imples  dos l i m i t e s  s u p e r i o r e s ,  n ,  pode ser u t i l i z a d o ,  ou 

qua lquer  o u t r o  mais j u s t o ,  o b t i d o ,  po r  exemplo, por  um a l g o r i t -  

mo aproximativo.  

Segundo seus  a u t o r e s ,  u t i l i z ando- se  a locação dinâmica 

de memória, f o i  p o s s í v e l  implementar o a lgor i tmo R 2  em um espa- 
3 

ço O (n 1. 

O método empregado p a r a  encon t r a r  c l u s t e r  t e m  complexi- 
3 dade O(n ) .  

~ e d e t n i e m i ~  sugere  o u t r o s  procedimentos pa ra  t o r n a r  

mais ráp ido  o a lgor i tmo o r i g i n a l  de  Zikov. Por exemplo, poder- 

s e - i a  r e t i r a r ,  de  cada g r a f o  in t e rmed iá r io ,  o s  pontos adjacen- 

t e s  a todos  o s  demais, ou r e t i r a r  um ponto c u j a  l i s t a  de  adja-  

cênc i a  es tá  con t ida  na l i s t a  de ad j acênc ia  de  algum o u t r o  pon- 

t o .  

~ o a v e n t u r a ~  também descreve o a lgor i tmo de Zikov, e mos - 

t r a  que, p a r a  determinadas k-cl iques  pode-se c o n c l u i r  que - 
x ( G )  =k. 



VIII-5.  Color ido Seqflencial Exato. 

Como fizemos para  a lgo r i tmos  aproximat ivos ,  vamos, ago- 

r a ,  a n a l i s a r  um a lgor i tmo exa to  de  co loração ,  pa ra  uma c l a s s e  

e s p e c i a l  de g ra fos .  Neste caso,  t r a t a - s e  de  g r a f o s  co rda i s .  

Dado um c i c l o  de G, cu jo  comprimento é maior do que 

três, chamamos de corda d e s s e  c i c l o  uma l i n h a  de  G, que não p e r  - 
tente ao  c i c l o  e que l i g a  d o i s  pontos do mesxo. 

G é um g r a f o  c o r d a l ,  s e  qua lquer  c i c l o  de  G de  compri- 

mento maior do que três contém uma corda.  

~ a v r i l "  ap re sen ta  um a lgor i tmo de co loração  e x a t a ,  pa- 

r a  g r a f o s  c o r d a i s ,  publ icado em 1972. Para  entenderinos como o 

a lgor i tmo funciona,  precisamos a inda  da  s e g u i n t e  de£ i n i ç ã o .  

Uma R-or ientação das l i n h a s  de um g r a f o  é uma o r i e n t a -  

ção des sas  l i n h a s ,  s a t i s f a z e n d o  a s  duas condições s egu in t e s :  

(i) o g r a f o  d i rec ionado  r e s u l t a n t e  não possu i  c i c l o s  d i  - 
recionados ; 

(ii) s e  b+a e c+a, e n t ã o  b+c ou c+b. 

O a lgor i tmo S6, apresentado no quadro ( V I I I -  , a t r i -  

b u i  um c o l o r i d o  seqt iencia l  a um g r a f o  co rda l  G qua lquer ,  usando 

o menor número p o s s í v e l  de co re s ,  k=x ( G )  . 
No i n í c i o  do procedimento, as l i n h a s  do g r a f o  recebem - u 

m a  R-or ientação,  o que é sempre p o s s í v e l ,  em s e  t r a t a n d o  de g r a  - 
fo s  co rda i s .  Ao mesmo tempo, o s  pontos vão sendo numerados, de  

forma t a l  que todas  a s  l i n h a s  e s t a r ã o  d i r ec ionadas  do menor pa- 

r a  o maior. Um procedimento s imples ,  que e f e t u a  t a l  numeração 
4 

e m  O (n  ) , é mostrado por  ~ a v r i l ~ ~ .  



Quadro VIII-13. Algorltmo exa to  S6. 

b e g i n  

o r d e n e  o s  p o n t o s  d e  G ,  d e  a c o r d o  com 

uma R-ordenação;  

b e g i n  

c  . :=r; comment c o l o r e  v i  com a c o r  r ;  
Z 

k : =  max ( k , r )  - 

end 

COMPLEXIDADE DE S6. 

Da l i n h a  L4 2 L10 ,  o que temos é exatamente o a l g o r i t -  

mo S I ,  que vimos ser O (m+n) , no c a p í t u l o  a n t e r i o r .  

4 Como L2-L3 g a s t a  um tempo O (n  ) , concluímos ser e s s a  a 

complexidade de S6. 

EXEMPLO DE APLICAÇÃO DE S6. 

O g r a f o  da  f i g u r a  (VIII-6) é um g r a f o  corda1 G que re- 

cebeu uma R-or ientação e f o i  numerado de forma que cada l i n h a  

v a i  do ponto menor p a r a  o maior. 



Figura  VIII-6. Grafo corda1 p a r a  ap l i cação  de S6. 

O a lgor i tmo S6 nos fornece  um 4-color ido de G com a s  s e  - 
g u i n t e s  c l a s s e s  de cor: {1 ,5 ,7) ,  ( 2 , 8 ) ,  ( 3 , 6 ) ,  ( 4 ) .  

OBSERVAÇÃO SOBRE S6. 

S6 fo rnece  sempre um c o l o r i d o  exa to .  S e j a  v o pr imei ro  
P 

ponto colocado na Ú l t i m a  c l a s s e  Ck .  ~ n t ã o ,  e x i s t i a m  pontos 

V1tV2r ' V  k-1 ad j acen te s  a v e menores que v que foram co- 
P P' 

locados an te r io rmente  nas c l a s s e s  Cl .C2,  . . . , Ck-l respectivamen- 

t e .  A s  l i n h a s  que l igam e s s e s  pontos a v s ão  todas  d i r i g i d a s  
13 

p a r a  v p o i s  v é maior que t a i s  pontos: Logo, p e l a  d e f i n i ç ã o  
P~ P 

de R-or ientação,  cada p a r  de pontos  v i ,v  acima, i # j  e l<il jsk-1, 
j 

é l i g a d o  po r  uma l i n h a .  Conclui-se que < ( v ~ , v ~ ~ . . .  tvk- l tVpb é 

uma c l i q u e  e x ( G )  3 k. 



O a lgor i tmo que descreveremos n e s t e  c a p í t u l o  é uma mo- 

d i f i c a ç ã o  do a lgor i tmo proposto  or ig ina lmente  por  C h r i s t o f i d e s ,  

c l a s s i f i c a n d o - s e ,  p o r t a n t o ,  no grupo dos co lo r idos  independentes , 
d e f i n i d o  no c a p i t u l o  a n t e r i o r .  

Ele  f o i  desenvolvido,  no f i n a l  de 1978, por~zwarcf i te r42 ,  - 
c u j a  motivação ao fazê- lo  pode ser a t r i b u í d a ,  em p a r t e ,  a pes- 

q u i s a  que efetuamos p a r a  a confecção da p r e s e n t e  tese. 

Houve quem af i rmasse  que qua lquer  a lgor i tmo de co lo r ido  

independente d e v e r i a  u t i l i z a r ,  necessar iamente ,  um espaço de m g  
a 

mória exponencial  (Corne i l  e ~ r a h a m l  ) . E n t r e t a n t o ,  e p o s s í v e l  

implementar o a lgor i tmo I 5  aqui  exposto  e m  espaço pol inomial .  A 

chave p a r a  i s s o  c o n s i s t e  em s e  consegui r  t r a t a r  seqtíencialmente 

o s  conjuntos  independentes maximais de um g ra fo ,  sem que h a j a  

necess idade  de colocá- los  ao mesmo tempo na memória. 

Pelo  a lgor i tmo dos q u a t r o  japoneses4 já se podia  o b t e r  

o s  C I M ' s  de um g ra fo  G qua lquer ,  um de cada vez,  po r  um procedi  - 

mento que explicaremos detalhadamente na s e ç ã o ( 1 ~ - 1 ) .  Fa l t ava  

encon t r a r  um esquema em que,  à medida que cada C I M  f o s s e  produ- 

z ido,  e l e  pudesse s e r  de p ron to  u t i l i z a d o  no processo  de cons- 

t r u ç ã o  da á rvo re  de subgrafos  de G. 

Na seção  ( I X - 2 ) ,  faremos uma breve  r e v i s ã o  de como é 

o b t i d o  um c o l o r i d o  independente de  G e ,  na seção  (IX-3),  mos- 

t raremos de que forma o a lgor i tmo I 5  e n t r o s a  t a l  procedimento 

com o dos q u a t r o  japoneses,  pa ra  conseguir  o e f e i t o  desejado.  

A apresen tação  do a lgor i tmo será f e i t a  na seção ( I X - 4 ) ,  

de  uma forma que julgamos mais apropr iada  pa ra  f a c i l i t a r  a com- 

preensão i n i c i a l  do mesmo. Em seguida ,  ao considerarmos a com- 

p lex idade  de espaço,  a l t e ra remos  aos poucos a versão  apresen ta -  

da e sugeriremos a s  e s t r u t u r a s  de dados a serem empregadas, che - 
gando-se, assim, a uma d e f i n i ç ã o  mais p r e c i s a  do a lgor i tmo,  que 

nos p e r m i t i r á  e s c l a r e c e r  como f o i  o b t i d a  a e s t i m a t i v a  de espaço 

anunci ada . 
~ t é  aqu i ,  o a lgor i tmo e s t a r á  fornecendo apenas o número 

cromático de um g r a f o  qua lquer ,  u t i l i z a n d o ,  pa ra  i s s o ,  espaço 



pol inomial  com o tamanho do g ra fo .  Na Última seção ,  s e r ã o  a c r e s  - 

tentados alguns comandos, pa ra  que I 5  forneça  também a s  c l a s s e s  

de c o r  de um c o l o r i d o  Ótimo de G,  s e m  com i s s o  p r e j u d i c a r  a  es- 

t i m a t i v a  de espaço e s t a b e l e c i d a .  

A forma de apresen tação  do a lgor i tmo e  o  es tudo  da  com- 

p lex idade  são  devidos a  ~ z w a r c f i t e r ~ ~ .  

I X - 1 .  A Arvore dos Quat ro  Japoneses .  

Todos o s  C I M ' s  de um g r a f o  G qua lquer  podem ser o b t i d o s  

a t r a v é s  do s e g u i n t e  procedimento ( ~ a w l e r ~ ' ) .  

S e j a  I o  conjun to  de todos  o s  C I M ' s  do subgrafo  induz i  
j  

do de G <{1 ,2 , .  . . , j } > .  ~ n t ã o ,  I1 = {{I}}.  A i d é i a  é encon t r a r  

I j + l  a p a r t i r  de I até  chegar-se a  In, que é o conjunto procu 
j - 

rado . 
S e j a  c=11,/. E f á c i l  v e r  que I I ~ I < I I ~ ~ < . .  . < ~ I , / = c .  

S e j a  SE I ~ n t ã o ,  ou ~ U { j + l }  E I j+l,  no caso e m  
j ' 

que 

Aj+l  =I} ,  ou S E Ij+l, no caso e m  que SAAj+l # I}.  

Por o u t r o  lado,  s e j a  S '  E I j+l. Se j+l $ S , en tão  - 
S' E I Se j+l E S I ,  en t ão  p a r a  algum S E I temos que - 

I j 
S '  - { j + l )  G S. O impor tan te  dessas  r e l a ç õ e s  é que e l a s  nos mos - 
t ram que um C I M  qua lquer  S '  em Ij+l ou já p e r t e n c i a  a  I ou po 

j - 
de ser der ivado de algum CIM S e m  I p e l a  fórmula: - 

j 
S'  = S - A )  U j +  Unindo todos  o s  conjuntos  S' , o b t i d o s  

des sa  forma, com todos  o s  conjuntos  S pe r t encen te s  a  I teremos 
j 

uma f a m í l i a  de conjuntos  F que c o n t e r á  todos o s  conjuntos  de 

I j+i,  F = { s ' ! s ' = ( s - A ~ + ~ ) u I ~ + ~ ~ s E I ~ }  u I I 

Um j e i t o  de e x t r a i r  de F o s  elementos de Ij+l s e r i a  com 

p a r a r  todos  eles, d o i s  a d o i s ,  se lecionando apenas os  maximais 

e ev i tando  r e p e t i ç õ e s .  Tal  procedimento não nos s e r i a  convenien - 

t e ,  p o i s  e x i g i r i a  armazenar simultaneamente t oda  a  f a m í l i a  F. 

O o u t r o  j e i t o  de o b t e r  Ij+l a p a r t i r  de  F, que f o i  con- 

cebido pe los  q u a t r o  japoneses,  c o n s i s t e  : 

(i) v e r i f i c a r  cada S '=(S-Aj+l)U{j+l} ,  S  E I quanto à 
j 

p o s s i b i l i d a d e  d e  i n c l u i r  um ponto Z < j + l  não e x i s t e n t e  e m  S, de 

forma que S ' U  { 2) con t inue  sendo um conjunto independente de 

I j+l ;  S' é um C I M  de Ij+l, s e  e  somente s e  não e x i s t i r  um pon- 



t o  Z nessas condições, i s t o  é, s e  dado qualquer Z < j + l ,  Z g! I,ti  - 

vermos AZA S I  # 1 i ;  

(ii) e s t a b e l e c e r  uma ordenação dos conjuntos S I ,  de f o r  - 
m a  a podermos i d e n t i f i c a r ,  no momento da sua geração, o primei- 

r o  de uma s é r i e  de conjuntos i g u a i s .  Sejam S i=(S l -Aj+ l l~{ j+ l}  e 

Si= (SZ-Ai+l)  U{ j + l }  dois  conjuntos i g u a i s  da f amí l i a  F, onde 
2 

S1'S2 1 j  
Disporemos SI 5 esquerda de S i ,  na ordenação pro- 1 

pos ta ,  s e  e somente s e  o conjunto de pontos subt ra ídos  em - 

Si-A j + i  f o r  lexicograficamente menor que o conjunto subtraído em 

S 2 - A j + i  Estamos, por t an to ,  comparando os  conjuntos Sl A Aj+l  

e  S2 h Aj+l .  Para sabermos s e  um dado S ' = ( S - A j + l ) ~ { j + l }  é o p r i  - 

meiro de uma s é r i e  de poss íve i s  conjuntos i g u a i s ,  deveremos 

descobr i r  s e  S A Aj+l é o menor de todos os  conjuntos SiiiAjcl 

onde Si E I pa ra  o s  quais  S - A j + l  
j t  

são i g u a i s  a S - Aj+l .  O 
i 

que o algoritmo f a z ,  na r ea l idade ,  ao invés de c a l c u l a r  SI e em 

seguida descobr i r  s e  e l e  deve s e r  selecionado por  s e r  o primei- 

ro ,  é tomar S E I e descobr i r  s e  o conjunto S I ,  a s e r  gerado a 
j  

p a r t i r  de le ,  s e r á  selecionado. I s s o  ocor re rá ,  s e  e somente s e  

não e x i s t i r  um ponto I < j + l  não per tencente  a S ,  t a l  que - 

Observemos que, s e  e x i s t i r  um Z<j+ l ,  2 g! S ,  atendendo ã 
condição (1) acima, s i g n i f i c a  que 2 é adjacente  a um ou mais 

pontos e que todos e l e s  e s t ã o  em S e também em Sejam 

q1,q2,.. . ,qt e s s e s  pontos, onde t > 1. Deduz-se d a í ,  que e x i s t e  

um C I M  Z em I contendo 2 ao invés de {q1,q2,...,qt} e contendo 
j  

o s  demais pontos de S. t a l  que Z-Aj+l - 
- S-Aj+l*  

Resta-nos comparar Z h Aj+l com S d lijcl. Ora, - 
I E z A nj+,, 2 $ s h A ~ + , - ,  1q1tq21 tqt} E h Aj+l e  

1q1tq2t . . . rqt}  g! z h Aj+l. Logo, Z h Aj+l  s e r á  lexicograficamen - 

t e  menor do que S h Aj+ l ,  s e  todos os  pontos ql ,q2,  . . . , q t  forem 

maiores do que 2 .  I s s o  equiva le  a d i z e r  que Z s a t i s f a z  a condi- 

ção ( 2 )  acima. 

Arrumando a s  equações (1) e ( 2 )  acima, resumimos dizen- 

do que S s a t i s f a z  a condição l ex icográ f i ca ,  s e  e somente s e  pa- 

r a  todo Z j+ l ,  Z g! S,  

Az "s-'Aj+l h IZ+l, z + 2 ,  ..., j})) # a .  



O processo  de obtenção de In a p a r t i r  de I a t r a v é s  do 1' 
algor i tmo dos q u a t r o  japoneses , pode ser v i s u a l i z a d o  como a 

construção de uma á rvo re  b i n á r i a ,  em que o s  C I M ' s  de I cor res -  
j 

pondem aos nodos do n í v e l  j ,  considerando que a r a i z  está no n í  - 

v e l  1. 

Dado um g r a f o  G qua lquer ,  com conjunto de pontos - 
{1 ,2 , .  . . , n ) ,  a á rvo re  dos q u a t r o  japoneses correspondente  a G é 

uma á rvo re  b i n á r i a  Q assim d e f i n i d a :  

(i) ( 1 )  é a r a i z  da á rvore ;  

(ii) seja S um nod-o qua lquer  de Q s i t u a d o  no n í v e l  j .Se - 
j=n, en t ão  S é uma f o l h a .  Para  1 $ j < n,  S tem um f i l h o  S '  a 

esquerda,  d e f i n i d o  p o r  S'=(S-Aj+l) U 1 se o conjunto inde- 

pendente S '  f o r  maximal em <{1,2,  . . . , j +  l ) >  e S a t e n d e r  à condi- 

ção  l e x i c o g r á f i c a ;  S t e m  um f i l h o  à d i r e i t a  S" = S, se 

A A j + ~  + O. 
CONSIDERAÇÕES SOBRE A ARVORE DOS QUATRO JAPONESES. 

Cada nodo não-folha da  á rvo re  dos q u a t r o  japoneses tem, 

p e l o  menos, 1 f i l h o ,  v i s t o  que ,  p a r a  S E I ou S'=S pe r t ence  a 
j 

I j + i  ou S1=S U j+l pe r t ence  a I j+l, p a r a  1 < j < n. 

~ l é m  d i s s o ,  e x i s t e  uma correspondência  um-a-um e n t r e  o s  

C I M ' s  de G e a s  f o l h a s  da á rvore .  Com i s s o ,  se construi rmos a 

á rvo re  dos q u a t r o  japoneses em pré-ordem, que é o " d e p t h - f i r s t "  

p a r a  á rvo res  b i n á r i a s ,  no i n s t a n t e  em que cada f o l h a  f o r  v i s i t a  - 

d a  teremos ob t ido  um novo C I M  de G. 

N a  f i g u r a  ( I X - l ) ,  apresentamos um g r a f o  G e a á rvo re  

dos q u a t r o  japoneses correspondente .  



Figura  I X - 1 .  A á rvo re  dos q u a t r o  japoneses p a r a  G. 

A Árvore de C h r i s t o f i d e s .  

Vamos nos r e f e r i r  à á rvo re  de  subgrafos  de  um g r a f o  G ,  

d e f i n i d a  no c a p i t u l o  ( V I I I ) ,  por  ã rvo re  de  C h r i s t o f i d e s .  

Vimos que cada nodo da á r v o r e  de  C h r i s t o f i d e s  correspon - 
de  a um subgrafo  de G, encontrado duran te  o processo de  obten- 

ção  de c o l o r i d o s  independentes pa ra  G. Um galho,  l i gando  um no- 

do do n í v e l  j  com um nodo do n í v e l  j + l ,  corresponde a um C I M  do 

pr imei ro  desses  nodos. A s  c l a s s e s  de  c o r  de  um c o l o r i d o  indepen - 

den te  de  G são  o s  ga lhos  que l igam a r a i z  a uma f o l h a  qua lque r  

da á r v o r e  de  C h r i s t o f i d e s .  Se G possu i  um k-color ido exa to ,  G 

pos su i  também um k-color ido independente exa to ,  que f i c a  d e t e r -  

minado ao s e  e n c o n t r a r  uma f o l h a  que e s t e j a  no menor n í v e l  da 

a rvo re ,  e m  r e l a ç ã o  às demais. 

N a  f i g u r a  ( I X - 2 ) ,  mostramos a á rvo re  de C h r i s t o f i d e s  pa - 

ra o mesmo g r a f o  u t i l i z a d o  na f i g u r a  ( I X - 1 ) .  Convencionamos que 

cada nodo é o subgrafo  maximal de G,  induz ido  pe los  pontos d i s -  

pos tos  den t ro  do c í r c u l o  correspondente.  



Figura  IX-2. A á r v o r e  de  C h r i s t o f i d e s  pa ra  G. 

O a lgor i tmo 15,  de Szwarc f i t e r ,  c o n s t r ó i  a á rvo re  de 

C h r i s t o f i d e s  acima usando a t é c n i c a  " d e p t h - f i r s t " ,  como o f a z  o 

a lgor i tmo 13,  de  Wang. Ao c o n t r á r i o  desse  Último, no en t an to , ao  

invés  de guardar  p a r a  cada n í v e l  todos  o s  nodos f i l h o s  d e  um da  - 
do nodo do n í v e l  a n t e r i o r  (um " f e i x e  de  ba lões"  p a r a  cada nível, 

na  f i g u r a  I - 2 ,  I 5  guarda t ã o  somente um nodo de cada n í v e l ,  

à medida que desce na  á rvo re  (ou melhor, que sobe p a r a  n í v e i s  

maiores,  rumo às f o l h a s ) .  

Finalizamos e s t a  seção observando que a a l t u r a  da  árvo- 

r e  de  C h r i s t o f i d e s  é, no p i o r  dos casos ,  i g u a l  a n. Um a l g o r i t -  

mo p a r a  pe rco r r ê - l a  recurs ivamente  po r  "dep th - f i r s  t" g a s t a r á ,  

no mínimo, um espaço O (n )  , p a r a  implementação da p i l h a  de  nodos. 

IX-3. A Árvore de  Szwarc f i t e r .  

Para  mostrar  como o a lgor i tmo I 5  e f e t u a  o devido en t ro-  

samento e n t r e  o a lgor i tmo dos q u a t r o  japoneses e o a lgor i tmo de 



C h r i s t o f i d e s ,  exibiremos a á r v o r e  de Szwarc f i t e r  p a r a  um g r a f o  

G ,  que c o n s i s t e  no entre laçamento adequado da á r v o r e  de Chris-  

t o f i d e s ,  T, p a r a  G, com v á r i a s  á rvo res  dos q u a t r o  japoneses,  u - 
ma p a r a  cada nodo não-folha de T, e que subs t i tuem o s  galhos 

de T. 

Dado um g r a f o  G qua lquer ,  uma á rvo re  de  Szwarc f i t e r  pa - 

ra  G é uma á rvo re  W, contendo nodos do t i p o  T, i d e n t i f i c a d o s  

com subgrafos  de  G, e nodos do t i p o  Q, i d e n t i f i c a d o s  com sub- 

conjuntos  de pontos  de G ,  da s e g u i n t e  forma: 

(i) G é a r a i z  de  W, sendo p o r t a n t o  do t i p o  T; 

(ii) s e j a  H um nodo de W do t i p o  T. Se H f o r  um g ra fo  

nulo ,  en t ão  H não possu i  f i l h o s ;  caso c o n t r á r i o ,  H possu i  um - Ú 

n ico  f i l h o  H ' ,  do t i p o  Q, t a l  que H '  é o nodo r a i z  da á rvo re  

dos q u a t r o  j aponeses, correspondente  ao g r a f o  H; 

(iii) agora ,  s e j a  H um nodo de W do t i p o  Q.  Se H f o r  - u 

m a  f o l h a  na á rvo re  dos q u a t r o  japoneses a que per tence ,  en tão  

H tem, exatamente, um f i l h o  H '  na  á rvo re  W ,  sendo H ' ,  do t i p o  

T I  o subgrafo  induzido pe los  pontos que sobram ao t i ra rmos  H 

do conjunto de pontos do mais próximo nodo do t i p o  T ascenden- 

t e  de H. Caso c o n t r á r i o ,  i s t o  é, s e  H não f o r  uma f o l h a  na ár- 
vore  Q dos q u a t r o  japoneses ,  en t ão  H t e m  um ou d o i s  f i l h o s  em 

W ,  que são  o s  mesmos f i l h o s  de H em Q. 

Na f i g u r a  (IX-3),  apresentamos a á rvo re  de  Szwarcfiter, 

p a r a  o g r a f o  G que temos usado como exemplo. 



Figura I X - 3 .  A árvore de Szwarcfiter para G. 



Tivemos que a l t e r a r  l i ge i r amen te  a  d e f i n i ç ã o  da á rvo re  

dos q u a t r o  japoneses,  pa ra  podermos c o n s t r u i - l a  a p a r t i r  de  um 

subgrafo  H de G. Ao invés  de u s a r  ( 1 )  como r a i z  da  á rvo re ,  o rde  - 
namos o s  pontos de H numa seqliência vl ,v2, . . . ,vp,  t a l  que 

v  <v  < . . . < v  e  usamos (v ) como r a i z .  1 2  P  1 

Um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  a  a l t u r a  da  á rvo re  de Szwarcfi-  
2  t e r  é dado po r  n + ( n - l ) + ( n - 2 ) +  ...+ 1 = n ( n + l ) ,  ou s e j a  O(n ) .  

2 

I X - 4 .  O Algoritmo e  sua  Complexidade. 

Apresentamos o  a lgor i tmo I 5  no quadro ( I X - 1 ) .  

E le  c o n s t r ó i  a  á rvo re  de Szwarc f i t e r ,  p a r a  um g r a f o  G 

qua lquer ,  sendo t o  n í v e l  da á rvo re  de  C h r i s t o f i d e s  e  j o  n í v e l  

da á r v o r e  dos q u a t r o  japoneses e m  que s e  e s t á  a cada i n s t a n t e .  

Como de costume, k é a  melhor aproximação j á  o b t i d a  pa- 

r a  x ( G ) ,  a  cada i n s t a n t e ,  sendo i g u a l  a  x ( G ) ,  ao f i n d a r  a  execu - 
ção de 15. 



Quadro IX-1. Algoritmo exato 15. 

b e g i n  procedure P ( S , j ) ;  v a l u e  S , j ;  - s e t  S; i n t e g e r  j ;  

comment S é um CIM de < I v l , v 2 , .  . . , v . } > ;  
3 

b e g i n  s e t  R;  

I end e l s e  comment S é u m  C I M  dg 

j : = j + l ;  

j  ,< n  t h e n  

b e g i n  R:=(S-A ( v i l  l ~ i v ~ } ;  

3 M A X  ( s ,  R ,  j  1 - and NALLEST(S,j) then PíR, j ) ;  

- -  

if t < k  t h e n  - 

L 4  

L 5 

L 6  

L 7 

T O  

I b e a i n  i f  I S 
- -  . 

- , I =  n  t h e n  k : = t  e l s e  

b e g i n  

t :  t + l ;  

end - 
7 

I ena - 

end P; - 

c l a s s i f i q u e  cada l i s t a  de adc facênc ia  de G por 

v a l o r  c r e s c e n t e  dos  r ó t u l o s  dos pontos;  

t : = l ;  K:=n; 



l o g i c a l  procedure M A X  (S ,R,  j ) ;  

v a l u e  S,R, j :  s e t  S,R; i n t e g e r  j ;  

b e g i n  MAX := t r u e ;  

f o r  v E V a n d v Z d S a n d  2 5  j  do 
l - - 

Q A ( v l l  A R = 4 t h e n  M A X  := f a l s e  

end M A X ;  - 

Zog ica l  ~ c e d u r e  SMALLEST ( S ,  j ) ;  

v a l u e  S, j ;  S; i n t e g e r  j; 

b e g i n  SMALLEST:= t r u e  

v 2  E Ci and v l  ,d S  and L ,< j do - - - 

b e g i n  R : =  v E V I Z < i < j )  ; i 

A (  v l )  W S - ( A ( v  .)AR))= 4 
3 

t h e n  SMALLEST := f a l s e  

end - 

2nd SMALLEST; - 

OBSERVA@ES SOBRE 15.  

A operação G-<S> Ind icada  na  l i n h a  L15 c o n s i s t e  e m  se 

o b t e r  o subgrafo  de G induzido pe lo  conjunto de pontos  V-S; a 

p a r t i r  de en t ão  designados po r  v1,v2,.  . . , V  onde v <V <. . .<v  . 
P'  1 2  P 

A operação G+<S> ind icada  na l i n h a  L17 c o n s i s t e  em s e  r e  - 
compor o g ra fo  e x i s t e n t e  a n t e s  da execução de L15, preservando 

a s u a  ro tu l ação  i n i c i a l .  

COMPLEXIDADE DE I 5  = O (mn (1+ 36 ) n ,  . 
E s s e  é o l i m i t e  s u p e r i o r  ca l cu l ado  p o r  ~ a w l e r ~  e que 

s e  a p l i c a  a qua lquer  dos a lgor i tmos  do grupo dos co lo r idos  i nde  - 

pendentes.  

I X - 5 .  Complexidade de Espaço. 

A profundidade máxima de r ecu r são  e fe tuada  por  I 5  é i- 
2 gual  a O (n ) , p o i s  e s s a  é, conforme vimos, a a l t u r a  da  ' á rvo re  



de Szwarcf i te r .  I s s o  nos dá a p r ime i r a  aproximação p a r a  a e s t i -  

mat iva  do espaço neces sá r io .  

2 i a  APROXIMAÇÃO = O ( (n+m) n ) espaço.  

I s s o  corresponde a s e  guardar ,  p a r a  cada n í v e l  da r e c u r  - 

são ,  o g r a f o  considerado.  

N ~ O  há  necess idade de se guardar ,  p a r a  cada n í v e l  da  re - 
cursão,  o g r a f o  considerado.  A i d é i a  c o n s i s t e ,  como i n d i c a  o a 1  - 

goritmo, e m  se c a l c u l a r  G - <S> e ,  pos te r io rmente ,  e f e t u a r  a r e  - 
cuperação do g r a f o  o r i g i n a l ,  p e l a  operação G+<S>. Como S é pre- 

servado e n t r e  essas duas operações ,  não h á ,  i n c l u s i v e ,  necess i -  

dade de espaço a d i c i o n a l  p a r a  S .  

Basta s e  re t i rar  de A ( w )  as l i n h a s  (vi,w) t a i s  que viES 

e w$S, deixando i n t a c t a s  a s  l i s t a s  A ( v ) .  ~ l é m  d i s s o ,  deve-se 

c r i a r  um e l o  de vi - p a r a  vi+l, a f im de se compor o novo con- 

j un to  de pontos de  G. 

A operação G + <S> deve execu ta r  o procedimento inver -  

s o ,  tomando-se apenas o cuidado de e f e t u a r  a s  i n s e r ç õ e s  das  li- 

nhas ,  de forma a manter a s  l i s t a s  de ad j acênc ia  ordenadas ,  do 

menor ponto p a r a  o maior.  I s s o  é s u f i c i e n t e  p a r a  se p r e s e r v a r  a 

r o t u l a ç ã o  o r i g i n a l .  

Chegamos, assim, a uma aproximação mais j u s t a  p a r a  a e s  - 

t i m a t i v a  de espaço.  

a 3 2- APROXIMAÇÃO = 0 (n  ) espaço.  

Para  cada n í v e l  da recursão ,  rese rva-se  apenas O ( n )  e s -  

paço, p a r a  armazenar o s  conjuntos  de pontos S e R .  

E p o s s í v e l  implementar-se o a lgor i tmo,  de t a l  modo que 

em cada n í v e l  da recursão  o espaço requer ido  s e j a  t ã o  somente 

O ( c )  , onde c é uma cons t an t e  . Se não, vejamos. 

A v a r i á v e l  R, aparentemente l o c a l  ã "procedure" P pode 

ser t ransformada em g l o b a l ,  uma vez que,  e n t r e  a s u a  geração e 

a s u a  u t i l i z a ç ã o ,  l i n h a s  L6 e L7 do a lgor i tmo,  respect ivamente ,  

não é e f e t u a d a  nenhuma chamada r e c u r s i v a .  

O parâmetro S também pode s e r  transformado em v a r i á v e l  

g l o b a l ,  sendo r eca l cu l ado ,  quando neces sá r io ,  s e m  aumentar a 



complexidade de tempo do a lgor i tmo.  

A s s i m ,  no i n k c i o  da "procedure" P ,  a n t e s  do comando - 
j : = j + l ,  ca lcu la -se  S. Se j=l ,  S é simplesmente { v l }  Caso con- 

t r á r i o ,  necess i taremos ter  conhecimento s e  P f o i  invocada por  

P (R ,  j )  , l i n h a  L 7 ,  ou por  P (S, j ) , l i n h a  ~ 8 .  I s s o  pode s e r  r e so l -  

v ido  f ac i lmen te  p e l a  ad ição  de uma v a r i á v e l  booleana g l o b a l .  Se 

P f o i  invocado p o r  P ( S , j ) ,  en t ão  S permanece i n a l t e r a d o .  Se  P 

f o i  invocado p o r  P (R,  j )  , en tão  obtém-se S da equação - 
S=(S-A(v . ) )  U { v . ) .  

3 3 

~á o u t r o  ponto em que S deve s e r  r eca l cu l ado .  No ponto 

de r e to rno ,  imediatamente após P (R ,  j  ) , na l i n h a  L7, S é recupe- 

rado p e l a  equação S= (s-{V. 1 )  U ( (s-{V. 1) A A ( v .  ) 1, que é ope- 
3 3 3 

ração  i n v e r s a  à que f o i  e f e t u a d a  na l i n h a  L6. É ev iden te  que no 

ponto de r e t o r n o  após P (SI j ) , na l i n h a  L8, não há necess idade 

de r e c a l c u l a r  SI  uma vez que S não f o i  a l t e r a d o  p o r  e s s a  chama- 

da. 

Resta-nos cons ide ra r  apenas a chamada P ({v1) ,1) da  li- 

nha L16. Precisaremos guardar  S numa p i l h a  imediatamente a n t e s  

de P ({vl}, 1) e recuperá- lo  imediatamente após a P ({vl} , l )  . Con - 

s iderando  que o s  C I M ' s  que compõem a conf iguração des sa  p i l h a  

num c e r t o  i n s t a n t e  qua lque r  do processo  s ã o  necessar iamente  d i s  - 

jun tos ,  t a l  p i l h a  tem tamanho máximo O ( n ) .  

Obtivemos, assim, a t e r c e i r a  aproximação p a r a  a comple- 

xidade de espaço de 15 .  

a 2 3- APROXIMAÇÃO = O (n ) espaço.  

Aqui, apenas a profundidade de r ecu r são  6 cons iderada ,  

p o i s  no esquema d e s c r i t o  a "procedure" t e r i a  apenas o parâmetro 

j.  A s  d i v e r s a s  r e f e r ê n c i a s  f e i t a s  a P ( R , j )  , P (S.))  e P ({vl} , l) , 
t a n t o  no t e x t o  acima como no a lgor i tmo,  deveriam s e r  s u b s t i t u í -  

das  p o r  P ( j ) , P ( j  ) e P (1 ) , respect ivamente .  E n t r e t a n t o ,  con t inu  - 

aremos fazendo uso da notação a n t e r i o r  p a r a  f a c i l i a r  a l o c a l i z a  - 

ção  do ponto correspondente  no a lgor i tmo.  

É p o s s í v e l  implementar o a lgor i tmo I 5  com complexidade 

de espaço O (n+m) . 
2 

Obviamente, como a profundidade da recursão  é O(n ) ,  o 



2 
espaço mínimo requer ido  6 O(n ) ,  enquanto a r ecu r são  f o r  manti- 

da. Pa ra  reduz i - lo  a inda  ma?s, t e r i a  que s e r  cons iderada  a pos- 

s i b i l i d a d e  de t r a d u z i r - s e  a recursão  p a r a  i t e r a ç ã o ,  nos moldes 

de  Knuth e s z w a r c f i t e r 2 '  e ~ n u t h ~ ' .  Nessa t radução  s e r i a  p rec i -  

s o  e v i t a r  a construção de p i l h a s  p a r a  armazenar o parâmetro da 

"procedure" ,  j ,  e os  pontos de r e t o r n o ,  a f im de conseguirmos 

um O (n+m) espaço.  Observemos que não há  o u t r a s  v a r i á v e i s  locais . 
Vejamos como i s s o  pode ser f e i t o .  

Ao p a r h e t r o  j faz-se  corresponder  uma v a r i á v e l  s imples  

j ,  a s s i m  ca lcu lada :  

( i) nos pontos d a  versão  i t e r a t i v a  correspondentes  aos 

pontos imediatamente a n t e r i o r e s  às chamadas P ({vl , l)  , l i n h a s  

L16 e L26  do a lgor i tmo,  faz-se  j : = l ;  

(ii) no ponto correspondente  ao i n í c i o  de P ,  l i n h a  L 4 ,  

mantém-se j :=j+l;  

(iii) no ponto correspondente  a - end P ,  l i n h a  L 2 2 ,  f az -  

s e  j :=j-1;  

( i v )  imediatamente após o ponto correspondente  ao coman 

do n:=n+ 1 s /, na  l i n h a  L18, recupera-se  o v a l o r  de j a n t e r i o r  à 

chamada da  l i n h a  L16, ou s e j a ,  faz -se  j :=n+l .  

PONTOS DE RETORNO. 

Existem q u a t r o  p o s s í v e i s  pontos  de r e t o r n o ,  p a r a  q u a i s  

a ve r são  i t e r a t i v a  d e s v i a r i a ,  após a execução da dec l a ração  c o r  - 

respondente  a - end P. E s s e s  pontos se r iam o s  imediatamente se- 

g u i n t e s  a: (1) ~ ( { v ~ } , l ) ,  na l i n h a  L26; 

( 2 )  ~ ( { v ~ } , l ) ,  na  l i n h a  L16: 

( 3 )  P ( R ,  j ) , na l i n h a  L7 e 
( 4 )  P ( s , ~ ) ,  na l i n h a  L8. 

O p r ime i ro  pode s e r  i d e n t i f i c a d o  p e l a s  condições j=l e 

n= número de pontos do g r a f o  dado. 

O segundo ponto pode s e r  i d e n t i f i c a d o  p e l a s  condições 

j=l  e n<nÚmero de pontos  do g r a f o  dado. 

N ~ O  sendo s a t i s f e i t a s  a s  condições acima, o seguinte pro - 

cedimento pode s e r  adotado,  p a r a  s e  d e c i d i r  e n t r e  o t e r c e i r o  e 

o q u a r t o  pontos de r e to rno .  Durante a execução do processo,con- 

sideramos o conjunto S no ponto correspondente  a - end P , l i n h a  



L27 .  S e j a  S' o v a l o r  de S correspondente  ao mesmo ponto - end P ,  

na i t e r a ç ã o  imediatamente a n t e r i o r  à e m  consideração.  Se - 
S ' f  SI o desvio  e m  ques tão  s e r i a  pa ra  o t e r c e i r o  ponto e ,  caso 

c o n t r á r i o ,  pa ra  o qua r to .  O cus to  a d i c i o n a l  de  s e  armazenar S '  

e ,  naturalmente ,  apenas O ( n )  . 

IX-6. - composição das Classes  de  Cor. 

Para  que o a lgo r i tmo  I 5  fo rneça  um c o l o r i d o  de  G cor-  

respondente  ao seu  número cromático,  procede-se da s egu in t e  

forma. 

A cada vez que o v a l o r  de  k f o r  a t u a l i z a d o ,  po r  t e r  s i  - 

do encontrada uma f o l h a  num n í v e l  menor que a s  a n t e r i o r e s ,  es -  

se f a t o  é memorizado, p a r a  que,  ao s e  s e g u i r  de v o l t a  em d i r e -  

ção à r a i z ,  o s  conjuntos  S sejam i d e n t i f i c a d o s  com a s  c l a s s e s  

de  c o r  do k-color ido correspondente  de G .  

A memorização a que nos re fe r imos  pode s e r  implementa- 

da  p o r  meio de um v e t o r  booleano e s t a d o ,  de comprimento O(n)  , 
sendo um elemento do v e t o r  pa ra  cada n í v e l  da á rvo re  de  Chris-  

t o f i d e s .  Ao p a s s a r  p o r  um n í v e l  t e m  d i r e ç ã o  2s f o l h a s ,  faz -se  

e s t a d o  ( t)  : = f a l s e .  Devido ao  teste da  l i n h a  L 1 0 ,  uma f o l h a  só 

é a t i n g i d a  s e  e l a  e s t i v e r  num n í v e l  menor que a s  f o l h a s  a t i n g i  - 
das  an te r io rmente ,  ou s e  f o r  a p r ime i r a  f o l h a  mais à esquerda 

da  á rvore .  S e j a  q u a l  f o r  o caso,  tendo-se a t i n g i d o  uma f o l h a ,  

faz -se  e s t a d o  ( t ) := t r u e .  Ao p a s s a r  po r  um n í v e l  t em d i r e ç ã o  - 
a r a i z ,  s e  p a r a  algum dos f i l h o s  do nodo considerado t i v e r  cau - 
sado um e s t a d o  ( t + l ) : = t r u e ,  en t ão  faz-se  e s t a d o  ( t ) : = t r u e  e as - 

soc i a - se  ao conjunto S ,  em v i g o r  naquele i n s t a n t e ,  a c l a s s e  de  

c o r  t. 

NO quadro (IX-2),  mostramos o a lgor i tmo 1 6 ,  que 6 uma 
2 versão  a l t e r a d a  de 15,  ocupando espaço O (n  ) e fornecendo,  a- 

l é m  do número cromático,  um co lo r ido  independente exa to  de G. 

A s  r o t i n a s  MAX e SMALLEST s ã o  como e m  15. 

Naturalmente,  não exibiremos a ve r são  i t e r a t i v a  do al-  

gori tmo 15,  que mostramos t e r  complexidade de espaço i g u a l  a 

O (n+m) . 
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Quadro I X - 2 .  A l g o r i t m o  e x a t o  1 6 .  

b e g i n  g l o b a l  R,S, b; - s e t  R , S ;  boo lean  b; 

procedure  P ( j ) ;  i n t e g e r  v a l u e  j ;  

b e g i n  

g j=l t h e n  S:={V ) 1  

e l s e  i f  b  t h e n  S :=(S -A(v  . ) ) U [ v  .)); -- 3 3 

comment S é um CIM de < [ v  v 2 , .  . ., v  -17; 
1, J 

Q j  ,< n  t h e n  

b e g i n  

g M A X  ( S ,  R ,  j )  - and SMALLEST ( S ,  j )  t h e n  

b e g i n  

b:= t r u e  

end - 

i f  SAA ( V  .) # + t h e n  - 3 

b e g i n  

end - 

end e l s e  comment S é um C I M d e  G;  - -  

i f  t < k  t h e n  - 
b e g i n  - i f  I ~ i = n  t h e n  

b e g i n  comment o  g r a f o  dado 



e s t a d o  ( t )  := t r u e ;  

end e l s e  - -  

b e g i n  

e s t a d o  ( t )  := f a l s e ;  

t : = t + l ;  

n:= n- I S I ;  
G:=G - <S>; 

c o l o q u e  S  na p i l h a ;  

P ( 1 ) ;  

r e t i r e  S 

G:=G+ <S> 

n:=n + I S  
t : = t - I ;  

da p i l h a ;  

e s t a d o  ( t )  := e s t a d o  ( t )  

o r  e s t a d o  ( t + l ) ;  - 

i f  e s t a d o  ( t )  t h e n  a t r i b u a  - 

a o s  p o n t o s  d e  S a  c o r  t; 

end - 

end - 

end P ;  - 

c l a s s i f i q u e  cada l i s t a  de a d j a c ê n c i a  de  

G por v a l o r  c r e s c e n t e  dos  r ó t u l o s  dos  p o n t o s  



X. CONSIDERAÇ~ES FINAIS. 

"Podemos" reso lve r  o problema de  coloração de  g ra fos , a s  - 

s i m  como qualquer ou t ro  que envolva ob je tos  combinatórios, pelo 

método da força  bruta.Aqui, o método da força  b ru ta  pode s e r  i m  - 
plementado da seguin te  forma. 

Seja  G um grafo  com n pontos. 

Começando com k=l  e somando 1 a cada e tapa ,  v e r i f i q u e ,  

para cada va lo r  de k, a s  kn formas poss ive i s  de a t r i b u i r  as k 

cores  aos n pontos, a t é  encont rar  uma que s e j a  um k-colorido de 

G. 

2 verdade que t a l  t raba lho  pode da r  uma mão-de-obra i- 

mensurável a p r i o r i  , cons t i tu indo o Único consolo saber-se que 

o processo terminará em um tempo f i n i t o ,  po i s ,  para  k=n, e x i s t e  

um k-colorido de G. 

O algoritmo da força-bruta  que acabamos de d e l i n e a r  tem 

complexidade O (nn)  . E importante determinar a complexidade dos 

algoritmos exatos de coloração, para s e  conhecer o quanto cada 

algoritmo é menos b r u t a l  que um método qualquer,  não t r aba lha  - 

do. 

~ ã o  é f á c i l ,  no entanto ,  o b t e r  e s t ima t ivas  dessa comple - 
xidade, que sejam o bas tan te  jus taspara  c a r a c t e r i z a r  adeqliada- 

mente cada método. Nesse sen t ido ,  o t r aba lho  de ~ a w l e r ~ '  é pio- 

ne i ro .  

Por ou t ro  lado ,  estudos que consistem em um levantamen- 

t o  dos algoritmos j á  propostos e na t e n t a t i v a  de determinação 

de suas complexidades, como 6 o caso d e s t a  t e s e ,  têm o mérito 

de es t imula r  o surgimento de novos algoritmos. 

Algori  tmos novos para  coloração exa ta  podem s u r g i r  den- 

t r o  de uma das seguin tes  ca tegor ias :  

(i) algoritmos para  c o l o r i r  um grafo  qualquer,  que s e  

enquadram em algum dos grupos j á  e x i s t e n t e s ;  t ê m  complexidade 

exponencial e apresentam, como inovação, ou uma função exponen- 

c i a l  i n f e r i o r  para o tempo, ou a complexidade de espaço menor 

do que a determinada para  o grupo em questão; 

(ii) algoritmos para  c o l o r i r  c l a s s e s  e spec ia i s  de gra- 



£os, a exemplo de S6 ;  vimos que esses  algoritmos podem s e r  mui- 

t o  bons, com complexidade polinomial; espera-se que s u r j a  um a1 - 

goritmo e f i c i e n t e  para c o l o r i r  grafos planares;  

(iii) algoritmos para c o l o r i r  um grafo qualquer,  que a- 

presentem uma abordagem do problema, totalmente nova; têm, cer- 

tamente, complexidade exponencial. 

Acreditamos que algoritmos novos, para coloração de gra  - 

£os quaisquer,  devam aparecer mais na ca tegor ia  (i) do que na 

(iii) , dentro de grupos que vêm apurando sua linhagem, e cujo 

representante mais s i g n i f i c a t i v o  é o dos coloridos independen- 

t e s .  

Quanto a procedimentos aproximados de coloração, a s  heu - 
r í s t i c a s ,  não vemos como algum t rabalho novo poderia s e r  desen- 

volvido. Ao que tudo parece, o que havia para s e r  f e i t o  já O 

f o i .  Em v i s t a  do p e r f i l  t raçado para os algoritmos aprokimati- 

vos, acreditamos, como Williams, que não valha a pena mexer mais 

neles .  

Encerramos, apresentando, na f i gu ra  (x-1) um quadro cro - 
nológico de todos os  algoritmos v i s t o s .  



C1 WELSH e POWELL 
1 

A P 1  WOOD 

( 1 1 9 7 1  CHRISTOFIDES 

G . S 1  MATULA e t  a1 , 1 9 7 2  1 I 
s 2  MATULA e t  a i  1972 1 

A S 3  MATuLA e t  a1 71 I 
P S 4  MATULA e t  a1 , 1 9 7 2  ( I 
R S 5  MATULA e t  a1 1 9 7 2  1 I 

I 11972' BROWN 

1 1 1 9 7 3  , FURTADO e t  a1 

1 (I CORNEIL e GRAHAM 

1 1' WANG 

1 1 7 '  CHRISTOFIDES 
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~ p ê n d i c e  A. ALGORITMOS S I ,  S 2 ,  S3, S4 e  S5; 

Matula, Marble e Isaacson.  

Sequen t i a l  Vertex Color ings .  

A graph G = ( V , E )  w i th  v e r t e x  s e t  V and edge s e t  E w i l l  

h e r e i n  be  assumed t o  have no loops  o r  m u l t i p l e  edges.  For A C V ,  

t h e  induced subgraph < A > = ( A , E 1  ) of G w i l l  be  t h e  subgraph 

of G, where E '  con ta ins  a11 edges of E ,  bo th  end p o i n t s  of which 

a r e  i n  A. Also < v1,v2,.. ., V > w i l l  denote  < {vl,v2, ... v . } > .  
j  J 

A k c o l o r i n g  of G i s  an assignment o£ c o l o r s  t o  t h e  v e r t i c e s  of 

G u s ing  no more than  k c o l o r s  and such t h a t  a d j a c e n t  v e r t i c e s  

have d i f f e r e n t  c o l o r s .  For an a rde r ing  v1 , v 2 , .  . . 
r 

of  t h e  

v e r t i c e s  V of G,  a  s equenc ia l  c o l o r i n g  of  G corresponding t o  

t h i s  o r d e r  i s  a  k c o l o r i n g  of  G u t i l i z i n g  each o£ t h e  c o l o r s  

1 , 2 ,  ..., k determined r e c u r s i v e l y  a s  fo l lows:  

(1) v1 i s  ass igned  c o l o r  1, thus  1 c o l o r i n g  < vl >; 

( 2 )  i f  < v1,v2 ,..., > has been j co lo red ,  then  

V 1 t - - t  Vi-1 a r e  ass igned  t h e  same c o l o r s  i n  < vl,  . . . , V i >, and 

vi i s  ass igned  c o l o r  m, where m 5 j  + 1 is  t h e  minimum p o s i t i v e  

i n t e g e r  n o t  occu r r ing  on ad j acen t  v e r t i c e s  i n  < vl , . . .v i  >. 

Thus, < v l , . . .  vi > i s  j co lored  f o r  m 5 j ,  and ( j  + 1 1 ,  and 

( j  + 1) colored  o therwise .  

( .  . . )  Let  t h e  degree  of v  i n  t h e  graph G ,  degG(v)  (deg 

(v )  when G i s  unders tood)  , be t h e  number o f  ad j acen t  v e r t i c e s  o£ 

v  i n  G. 

(. . . )  An o r d e r i n g  of  t h e  v e r t i c e s  of  a  graph G such 

t h a t  deg (vi)  > deg (vi+l) f o r  1 5 i < ( v ( G )  I w i l l  be c a l l e d  a  

l a r g e s t - f i r s t  (LF) o r d e r i n g  of t h e  v e r t i c e s .  Determination o£  a  

s equenc ia l  c o l o r i n g  corresponding t o  such an o r d e r i n g  w i l l  be 

termed t h e  l a r g e s  t - f i r s  t a l g o r i  thm (LF a l g o r i  thm) . The sequential 

c o l o r i n g  corresponding t o  a  given LF o r d e r i n g  w i l l  e f f e c t  t h e  

same c o l o r i n g  a s  desc r ibed  by t h e  a lgor i thm of  Welsh and Powell 

1 0 1  and w i l l  u t i l i z e  no more than  maximin { i , l + d e g ( v i ) }  c o l o r s .  

Note t h a t  s i n c e  t h e  LF o r d e r i n g  o£  t h e  v e r t i c e s  i s  no t  necessarily 

unique, t h e  number o£ c o l o r s  u t i l i z e d  i n  t h e  c o l o r i n g  provided 

by t h e  LF a lgor i thm can vary depending on t h e  p a r t i c u l a r  LF 



o r d e r i n g  chosen. App l i ca t ion  of t h e  LF a lgo r i t hm w i l l  mean i t s  

a p p l i c a t i o n  f o r  a  p a r t i c u l a r  l a r g e s t - f i r s t  o rde r ing .  

(. . . ) A c l o s e r  i n s p e c t i o n  o f  t h e  s e q u e n t i a l  c o l o r i n g  

procedure  shows t h a t  f o r  a given o r d e r i n g  vl ,v2,  ..., v, of  t h e  

v e r t i c e s  of  a graph G, t h e  corresponding s e q u e n t i a l  c o l o r i n g  

a lgo r i t hm could never r e q u i r e  more than  k c o l o r s  where 

( 3 )  k = max ( 1  + deg <v1 , v2, . . . , v .  > (vi)  1 . l < i < n  - - 1 

The de te rmina t ion  of  a  v e r t e x  o r d e r i n g  minimizing k i n  

( 3 )  w a s  de r ived  e a r l i e r  by Matula [ 5 ] ,  and can be found by t h e  

fo l lowing  procedure:  

(1) f o r  n  = / v ( G )  1 ,  l e t  vn be chosen t o  have minimum 

degree  i n  G; 

( 2 )  f o r  i = n - 1, n-2, ..., 2 , 1 ,  l e t  vi be  chosen t o  

have minimum degree  i n  < V ( G )  - { V ~ , V , - ~  , . . . , vi+l 1 >. For  any 
v e r t e x  o r d e r i n g  vl,  ..., V, d e t e m i n e d  i n  t h i s  manner, we must have 

( 4 )  deg <v1,v2,.. . ,v i>  (vi)  = min 1 < j deg <i<V1tV2t  . . , V .  > (vj), 
- - 1 

s o  t h a t  such an o r d e r i n g  w i l l  be  termed a s m a l l e s t - l a s t  (SL) v e r t e x  

order ing .  The f a c t  t h a t  any s m a l l e s t - l a s t  v e r t e x  o r d e r i n g  

minimizes k i n  ( 3 )  over  t h e  n! p o s s i b l e  o rde r ings  i s  shown by 

Matula [6]. 

Note t h a t  t h e  de te rmina t ion  o£ a  s m a l l e s t - l a s t  v e r t e x  

o r d e r i n g  has  a f e a t u r e  o f  r ecu r s iveness  n o t  shared  by t h e  l a r g e s t -  

f i r s t  o r d e r i n g  procedure.  The degrees  o f  v e r t i c e s  computed i n  

determining a  s m a l l e s t - l a s t  o r d e r i n g  a r e  over  subgraphs,  whereas 

de t e rmina t ion  o f  t h e  l a r g e s t - f i r s t  o r d e r i n g  u t i l i z e s  on ly  t h e  

degrees  o f  v e r t i c e s  i n  t h e  whole graph. Thus, t h e  o r d e r i n g s  a r e  

n o t  n e c e s s a r i l y  equ iva l en t .  

The procedure  o f  determining a s m a l l e s t - l a s t  o r d e r i n g  

o f  t h e  v e r t i c e s  and then  determining t h e  corresponding s e q u e n t i a l  

c o l o r i n g  w i l l  be  termed t h e  s m a l l e s t - l a s t  c o l o r i n g  a lgor i thm (SL 

a l g o r i t h m ) .  I t  i s  e v i d e n t  from t h e  c o n s t r u c t i o n  t h a t  t h e  SL 

a lgo r i t hm w i l l  alwaysdetermine a  c o l o r i n g  r e q u i r i n g  no more than  

+ max~minv F V ( H )  {degH ( v )  I H i s  a  subgraph of  G }  c o l o r s .  



( . . . ) The SL a l g o r i  thm does n o t  always e f f e c t  a  X ( G )  

c o l o r i n g  o f  G. ( . . . ) I n  a t tempt ing  t o  improve t h e  s e q u e n t i a l  

c o l o r i n g  procedure p rev ious ly  desc r ibed  no te  t h a t  when t h e  v e r t e x  

v  i s  ad jo ined  t o  t h e  (k-1) co lored  subgraph<vl,v2, .  . . ,vi-l >, a i 
k t h  c o l o r  i s  needed only i f  vi i s  a d j a c e n t  t o  v e r t i c e s  wi th  c o l o r s  

1 , 2 , .  . . ,k-1. Now i f  a  complete graph on k-1 v e r t i c e s  e x i  s ts 

among t h e  neighbors o f  vi , then  X (<vl  ,v2,  . . . , v i> )  = k and t h e  

new c o l o r  i s  necessary.  Otherwise,  it may be  p o s s i b l e  t o  change 

t h e  c o l o r s  on some neighbors  of vi s o  a s  t o  p re se rve  t h e  (k-1) 

c o l o r i n g  o f  < v ~ , v ~ , . . . , v ~ - ~  > whi le  l eav ing  a t  most k-2 c o l o r s  on 

neighbors  o f  vi, thus  f r e e i n g  a  c o l o r  f o r  vi. 

Given a  graph G w i th  a  k  c o l o r i n g  i n  t h e  c o l o r s  1 , 2 ,  ..., k,  

l e t  Ai be  t h e  s e t  o f  v e r t i c e s  o f  G co lo red  i. For i # j ,  t h e  

i, j  b ichromat ic  subgraph o f  G i s  t h e  subgraph <AiU A >, and a  
j 

component of  <Ai U A .  > is  an i ,  j  component. I f  t h e  d i s t i n c t  v e r t e x  
3 

c o l o r s  i and j  a r e  in te rchanged  on an i , j  component o f  t h e  k  

co lored  graph G, t hen  ano the r  k  c o l o r i n g  o £  G i s  ob ta ined .  This 

procedure  i s  termed an i ~ j  in te rchange  on t h e  k  co lored  graph G. 

A b ichromat ic  i n t e r change  on t h e  k  co lored  graph G i s  an i j 

i n t e r change  on G f o r  some i # j .  

A s e a r c h  f o r  b ichromat ic  in te rchanges  a t  c r i t i c a 1  p o i n t s  

i n  t h e  c o l o r i n g  process  i s  in t roduced  i n  t h e  fo l lowing  c o l o r i n g  

a lgor i thm.  

For an o r d e r i n g  v1,v2, . . . ,vn o f  t h e  v e r t i c e s  V of  G, a  

sequential-with-interchange c o l o r i n g  o f  G corresponding t o  t h i s  

o r d e r i n g  i s  a k  c o l o r i n g  of  G u t i l i z i n g  each of  t h e  c o l o r s  1 , 2 , .  . . , k  

determined r e c u r s i v e l y  a s  fo l lows:  

(1) v1 i s  ass igned  c o l o r  1, thus  1 c o l o r i n g  v  ; 

(2 )  i f  < V ~ , V ~ , . . . , V ~ - ~ >  has  been j co lored  us ing  each 

o f  t h e  c o l o r s  1 , 2 ,  . . . , j , and i f  m i s  t h e  minimum p o s i t i v e  i n t e g e r  

n o t  o c u r r i n g  on v e r t i c e s  of < v ~ , v ~ , . . . , v ~ - ~ >  a d j a c e n t  t o  vi i n  

G,  then  

( a )  f o r  m - < j ,  we a s s i g n  each v e r t e x  o f  < V ~ , . . . , V ~ - ~ >  

t h e  same c o l o r  i n  <vl , . . . ,v i  , and vi i s  ass igned  c o l o r  m, thus  

j c o l o r i n g  < vl, ..., vi >; 

(b )  f o r  m = j + l ,  l e t  k c- ( 1 , 2 , .  . . , j )  be  t h e  s e t  of 

c o l o r  va lues  such t h a t  a E K imp l i e s  e x a c t l y  one v e r t e x  a d j a c e n t  

t o  v .  i n  < v l , . . . , v i  > has c o l o r  a i n  v ~ , . . . , v ~ - ~  > . I t  f o r  
1 



SOme a 1 6  E K, a # B an  a , $  component o f  < v1 ,..., > has only  

one v e r t e x  a d j a c e n t  t o  vi i n  < v l , . . . , v i  >,  t hen  perform one a,B 
in t e r change  on one such a ,P  component of  < vl, ..., v i-1 > .  Now 

c o l o r  t h e  v e r t i c e s  vl ,  ..., v i-1 t h e  same a s  i n  t h i s  new c o l o r i n g  

o£ vl , .  . >, and vi w i th  t h e  a v a i l a b l e  c o l o r ,  e i t h e r  u  o r  

B and a  j c o l o r i n g  o f  < vl , . . . .v i  > i s  ob ta ined ;  o therwise  i f  

no such in t e r change  i s  p o s s i b l e ,  c o l o r  V ~ , . . . V ~ - ~ ,  t h e  same as 

i n  < v ~ , . . . , v ~ - ~  >, and c o l o r  vi w i t h  c o l o r  j+l ,  t h u s  ( j + l )  

c o l o r i n g  < v1,v2, ..., vi >.  

The largest-first-with-interchange c o l o r i n g  a lgor i thm 

(LFI a lgo r i t hm)  w i l l  r e f e r  t o  t h e  sequential-with-interchange 

c o l o r i n g  a lgor i thm a p p l i e d  t o  a  v e r t e x  sequence i n  l a r g e s t - f i r s t  

o r d e r .  The recursive-smallest-vertex-degree-last-with-interchange 

c o l o r i n g  a lgor i thm (SLI a lgor i thm)  w i l l  r e f e r  t o  t h e  s equen t i a l -  

wi th- interchange c o l o r i n g  a lgor i thm app l i ed  t o  a  v e r t e x  sequence 

i n  s m a l l e s t - l a s t  o rde r .  I t  should  be  noted t h a t  bo th  of  t h e s e  

a lgor i thms  depend on t h e  p a r t i c u l a r  LF o r  SL o r d e r i n g  used and 

on t h e  p a r t i c u l a r  b ichromat ic  in te rchange  made i n  S t ep  2b when 

more than  one s u i t a b l e  i n t e r change  i s  a v a i l a b l e .  
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Apêndice B. ALGORITMO C1 ;  

Welsh e  Powell.  

The a lgor i thm.  

Le t  V ( G )  denote  t h e  v e r t e x  se t  of  G. L e t  T1 be  a s u b s e t  

o f  V ( G )  de f ined  r e c u r s i v e l y  a s  fo l lows:  

A1 E T1. 

m 
If C Ai ) k = l  T1, where il = 1 and 

k 

t hen  A E T1 i f  and only i f  
j 

and a l s o  A .  i s  n o t  a d j a c e n t  t o  any member { Ai} k = 1. 
7 k 

C lea r ly  T1 i s  a  f i n i t e ,  non-nu11 s u b s e t  of  V ( G )  . 
S i m i l a r l y  w e  d e f i n e  T2 t o  b e  a  s u b s e t  of  V ( G )  - T1 cons t ruc ted  

r e c u r s i v e l y  by : 

I f  i i s  t h e  least  i n t e g e r  f o r  which Ai # T1, t hen  Ai E Ta.  

I f  { A . }  R = 1 E T2 where jl < j2  < ... < j p  t h e n A Q  E T2 i f  and 
'k 

on ly  i £  

R > Ip 
P  

and A& i s  n o t  l i n k e d  i n  G t o  any o f  t h e  v e r t i c e s  { A . )  k = 1. 
I k  

Not ice  t h a t  T2  may be  nu11 (when G i s  completely d i sconnec ted ) .  

S i m i l a r l y  we d e f i n e  T 3  t o  be  a s u b s e t  o£ V ( G )  - (T1 u T 2 )  such 

t h a t :  I f  i is  t h e  leas t  i n t e g e r  f o r  which Ai $ T1 U T2 ,  t hen  

Ai E T3, and then  con t inu ing  a s  be fo re .  

I n  t h i s  way w e  d e f i n e  a sequence {Ti) of d i s j o i n t  s u b s e t s  

o £  V ( G )  such t h a t  V ( G )  = ~ 7 , ~  Ti and t h e r e  e x i s t s  a f i n i t e  i n t e g e r  

a ( G )  such t h a t  

Fxom t h e  natuxe o f  t h e  constructi 'on no two v e r t i c e s  i n  a g iven  

se t  Ti are a d j a c e n t  i n  G and hence by a s s i g n i n g  t o  each v e r t e x  

i n  Ti t h e  co lour  Ci a co lou r ing  o f  G i s  achieved i n  a (G)  co lou r s .  
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~ p ê n d i c e  C. ALGORITMO C 2 ;  

Williams. 

(...) One of t h e  e a r l i e s t  d e s c r i p t i o n s  of  a graph 

co lou r ing  h e u r i s t i c  was publ ished by Peck and ~ i l l i ams ' .  

( .  . . ) The b a s i c  Peck-Williams h e u r i s t i c  is  based upon 

t h e  premise t h a t  i f  a  v e r t e x  i i s  connected t o  p o t h e r  v e r t i c e s ,  

t hen  it w i l l  be  more d i f f i c u l t  t o  co lou r  than  v e r t e x  j which i s  

on ly  connected t o  q v e r t i c e s  (p > q ) .  

This b a s i c  assumption l e a d s  t o  t h e  fo l lowing  h e u r i s t i c  procedure 

f o r  co lour ing  graphs:  

(1) S e t  c t o  t h e  va lue  1. 

( 2 )  S e l e c t  t h e  v e r t e x ,  v ,  w i t h  t h e  l a r g e s t  degree  which: 

( a )  has  n o t  y e t  been ass igned  a co lou r ,  and 

(b)  i s  n o t  connected t o  any o t h e r  v e r t e x  which has  

a l r eady  been given c o l a u r  c .  

( 3 )  I f  no v e r t e x  can be  found i n  s t e p  ( 2 )  , go t o  s t e p  ( 5 )  . 
( 4 )  Give v e r t e x  v t h e  co lou r  c and go t o  s t e p  ( 2 ) .  

( 5 )  I f  a11 v e r t i c e s  have been co loured ,  go t o  s t e p  ( 7 )  . 
( 6 )  Add one t o  t h e  va lue  o f  c and go t o  s t e p  ( 2 ) .  

(7 )  P r i n t  o u t  t h e  co lou r s  ass igned  t o  t h e  v e r t i c e s .  

This procedure  has  two d i s t i n c t  advantages:  

(i) I t  has  i n t u i t i v e  appea l .  

(ii) I t  i s  s imple  t o  implement even on very smallcomputers. 

(...) This h e u r i s t i c  w i l l  ensure  t h a t  t h e  f i r s t  v e r t e x  

t o  be  ass igned  a co lour  w i l l  be t h e  v e r t e x  of  t h e  h i g h e s t  degree .  

I t  i s  obvious t h a t  t h e  s e l e c t i o n  of v e r t e x  i f o r  i n c l u s i o n  i n  

co lou r  T may produce a s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  co lour ing  f  rom 

t h e  one produced when v e r t e x  j has been s e l e c t e d  i n s t e a d .  

(. . .)  A g r e a t  d e a l  o f  t i m e  and e f f o r t  was p u t  i n t o  

s ea rch ing  f o r  an  h e u r i s t i c  procedure  which, whi le  s t i l l  be ing  

r e l a t i v e l y  s imple ,  would e l i m i n a t e  t h e  random choice  of v e r t i c e s  

which b e d e v i l l e d  t h e  f i r s t  procedure .  A r a t h e r  f o r t u i t o u s  b i t  

o f  read ing  (more f u l l y  expla ined  i n  w i l l i a m s 2 )  l e d  t o  t h e  

r e a l i z a t i o n  t h a t  t h e  v e c t o r  d (di = L ai ) was t h e  f i rs t  s t e p  



towards t h e  production of the  dominant e igenvector  of  t h e  matr ix  

A by the  s tandard  i t e r a t i v e  technique 

J 

(dm being t h e  eigenvector  corresponding t o  t h e  l a r g e s t  eigenvalue 

o£ A ) .  If t h e  vec tor  of degrees ,  d ,  i s  used t o  s t a r t  t h e  iterative 

scheme ( i .e .  d i s  used as  d ( l ) )  then it only takes  a few i t e r a t i o n s  

before  t h e  magnitude o£ t h e  elements of t h e  vec to r  d ("1 cease 

t o  change with r e spec t  t o  each o t h e r .  

I f  a vec to r ,  d ( k )  ( 2  5 k - < 1 0 )  i s  generated and used i n  

t h e  h e u r i s t i c ,  i n  p lace  o£ t h e  vec to r  o£ degrees d, then the  

procedure appears t o  perform much b e t t e r .  
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~ p ê n d i c e  D. ALGORITMO P1;  

Wood 

Colour ing by forming s i m i l a r i t y  mat r ix .  

The problem i s  analogous t o  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  of objects 

by a t t r i b u t e s ,  where a c o l l e c t i o n  o f  o b j e c t s  has t o  be  d iv ided  

i n t o  c l u s t e r s .  A technique used i n  taxonomy i s  t o  form a 

s i m i l a r i t y  ma t r ix ,  t o  i n d i c a t e  t h o s e  p a i r s  o f  o b j e c t s  o f  greatest 

s i m i l a r i t y  which should  be  p u t  i n t o  t h e  same group. I n  t h e  same 

way a s i m i l a r i t y  ma t r ix  S = {si  j} i s  formed t o  determine which 

v e r t i c e s  should be  t h e  same co lour .  The s i m i l a r i t y  ma t r ix  found 

most e f f e c t i v e  i s  de f ined  a s  ( C  é a ma t r i z  de  a d j a c ê n c i a )  

where i s  t h e  l o g i c a l  o p e r a t i o n  ' and '  (Table l ) ,  and k i s  s m d  

ove r  a11 v e r t i c e s  o t h e r  t han  i and j  . I n  o t h e r  words, i f  i and 

j a r e  n o t  connected,  t h e  s i m i l a r i t y  i s  t h e  number of  other vertices 

k which a r e  connected t o  bo th  i and j .  

and 

The s i m i l a r i t y  n a t r i x  i s  scanned t o  f i n d  t h e  g r e a t e s t  

s i m i l a r i t y .  The f i r s t  co lou r ing  group i s  s t a r t e d  by a p a i r  of  

v e r t i c e s  wi th  t h e  maximum s i m i l a r i t y .  Each p a i r  o f  v e r t i c e s  

w i th  t h i s  s i m i l a r i t y  i s  then  coloured according t o  t h e  fol lowing 

a lgor i thm.  The s i m i l a r i t y  l e v e l  i s  reduced by one, and aga in  

each p a i r  of v e r t i c e s  wi th  t h i s  s i m i l a r i t y  is  coloured.  The 

s i m i l a r i t y  ma t r ix  i s  scanned r epea t ed ly ,  reducing t h e  s i m i l a r i t y  

l e v e l  by one each t i m e ,  u n t i l  a11 v e r t i c e s  have been coloured.  

V e r t i c e s  o f  degree l e s s  than  t h e  number of  groups a r e  l e f t  

uncoloured,  s i n c e  they  can always be  added t o  one of  t h e  existing 

groups . 

O 

1 

O O Table 1 

O 1 



Colouring a l g o r i  thm. 

The fo l lowing  psocedure i s  adopted t o  co lou r  a p a i r  o£ 

v e r t i c e s  i, j ,  according t o  whether bo th ,  one o r  n e i t h e r  o£  t h e  

v e r t i c e s  a r e  a l r eady  coloured.  

(a )  Both i and j are coloured.  

1. Go t o  nex t  p a i r .  

( b )  One v e r t e x ,  s ay  i ,  is  i n  co lou r ing  group G,  and t h e  o t h e r  

v e r t e x ,  j ,  i s  uncolored.  

1. I£ t h e  degree  of j i s  less than  t h e  number of  9rOUPS t 

t hen  j can always be  coloured and i s  ignored ;  go t o  nex t  

p a i r .  

2 .  Try t o  add j t o  group G, i . e . ,  i f  c  = O f o r  each v e r t e x  
jk  

k i n  group G ,  then  add j  t o  G; go t o  nex t  p a i r .  

3 .  Go t o  n e x t  p a i r  i f  j cannot be  added t o  group G .  

( c )  Nei ther  i nor j i s  coloured.  

1. I f  t h e  degree  o f  bo th  i and j i s  less than  t h e  number of 

groups,  they a r e  ignored.  

2.  Find t h e  f i r s t  group G t o  which i and j can be  added, 

i . e . ,  c  = O and c = O f o r  each v e r t e x  k i n  group G .  i k  jk 
3 .  I f  i and j cannot  be  added t o  an e x i s t i n g  group, they 

become t h e  f i r s t  members of  a new group. 

Implementation. 

Since t h e  s t o r e  requirements  f o r  t h e  c o n f l i c t  ma t r ix  

(ma t r i z  de ad j acênc ia )  f o r  l a r g e  s e t s  of d a t a  a r e  p r o h i b i t i v e ,  

and t h e  ma t r ix  c o n s i s t s  mostly of  ze ros ,  a  l i s t  i s  s t o r e d  f o r  

each s u b j e c t  o£ those  sub j e c t s  w i t h  which i t  c l a s h e s .  I t  would 

a l ç o  be  p o i n t l e s s  t o  s t o r e  t h e  f u l l  s i m i l a r i t y  ma t r ix  s i n c e  t h e  

e lements  a r e  r equ i r ed  i n  descending o r d e r  of  magnitude, and t h e  

m a j o r i t y  of them a r e  zero.  Each s i m i l a r i t y  l e v e l  i s  t h e r e f o r e  

s t o r e d  a s  a cha in  l i s t  o£ t h e  p a i r s  o£ s u b j e c t s  wi th  t h a t  

s i m i l a r i t y ,  thus  avoid ing  t h e  need t o  scan  t h e  mat r ix  r epea t ed ly .  

With l a r g e  examples, t h e  l i s t s  f o r  smal l  s i m i l a r i t i e s ,  

e .g .  less than  f i v e ,  would be  enormous and of  l i t t l e  va lue ,  s o  

they a r e  n o t  recorded.  Any sub j e c t  s t i l l  uncoloured when t h  e 

s i m i l a r i t y  i s  reduced t o  t h i s  l e v e l  can e a s i l y  be coloured singly. 
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~ p ê n d i c e  E. ALGORITMOS B 1  e B2;  

L ip ton  e Miller. 

Bas ic  r e s u l t s  and terminology.  

A 
( . . . )  For a graph G = ( V , E )  w i th  \ V  = n w e  l e t  TK(n)  

denote  t h e  number o f  s t e p s  ( o r  t i m e )  needed t o  k-color  G w i th  

r e s p e c t  t o  a lgor i thm A. When A i s  obvious ,  w e  u s e  j u s t  Tk(.n) .  

( .  . . ) W e  w i l l  d e s c r i b e  an a lgo r i t hm t o  5-color anY 

p l a n a r  graph f o r  which T5 ( n )  = O (nlogn)  . Previous  a lgor i thms  for 

5-color ing p l a n a r  graphs had T5 (n )  > (n2 )  . 
Since  v e r t i c e s  of degree  5 2 cause  no t r o u b l e  i n  5- 

c o l o r i n g ,  from h e r e  on w e  cons ide r  G t o  con ta in  only  v e r t i c e s  of  

degree  1 3 .  

Lemma 1. L e t  G be  a p l a n a r  graph wi th  n v e r t i c e s  and D 6 ( G )  be  

t h e  number o f  v e r t i c e s  i n  G of degree  3 ,4 ,5  o r  6. 
1 

Then 

I Proof .  A s s u m e  D6 ( G )  5 4 n. Then t h e  t o t a l  degree  1 
3 1 7 x 4 n + 3 x 4 n .  By E u l e r ' s  formula 151 it i s  known t h a t  t h e  

t o t a l  degree  o f  any p l a n a r  n v e r t e x  graph i s  L 6n - 1 4 .  Thus w e  

have a c o n t r a d i c t i o n  and t h e  l e m m a  i s  proved .0  

Lemma 2 .  Given a p l a n a r  graph G w i th  n v e r t i c e s ,  one can i n  
1 O(n)  t i m e  f i n d  an independent se t  o f  a t  leas t  2 n v e r t i c e s , w l t h  

v e r t i c e s  each of degree  d ,  3 L d 5 6. 

Proof .  By Lernrna 1 t h e r e  mus t be  v e r t i c e s  vl ,  . . .vm, 1 m > 4 n ,  

t h a t  have degree  d w i th  3 ( d í 6 .  C l e a r l y  such a s e t  o fver t ices  

can be  found i n  O(n)  t ime simply by i n s p e c t i n g  each v e r t e x  i n  

t u r n .  Now we use  a "greedy" a lgor i thm t o ,  i n  l i n e a r  t i m e ,  f i n d  
I an independent s e t  {vi ,vi , . . .,v 1 w i t h  k L 7 m. The greedy 

1 2  i k 
a lgo r i t hm proceeds as fo l lows:  

L e t  vi = vl. If  vi ,..., v have been s e l e c t e d ,  l e t  
1 1 i 

j 
be  t h e  f i r s t  vr  t h a t  i s  a d j a c e n t  t o  no v e r t e x  a l r eady  

vij+l 



s e l e c t e d .  Now, s i n c e  t h e  des ree  of each of  t h e s e  v e r t i c e s  i s  6 - 
1 o r  less k 5 m and s i n c e  m > 4 n it fo l lows  t h a t  k > ~8 n. 

Also,  it should be c l e a r  t h a t  t h e  s e l e c t i o n  can be  done i n  O(n) 

t i m e .  a 

The main r e s u l t s .  

So f a r  we have shown t h a t  an independent se t  o f  v e r t i c e s  

n i n  which each v e r t e x  has  smal l  degree  (d 5 6)  can o f  s i z e  > - 28 
be found i n  O(n)  t i m e  f o r  any p l a n a r  graph.  

We now t u r n  t o  t h e  q u e s t i o n  of  c o l o r i n g  t h e  graph.  

Proof .  C lea r ly  ( 2 )  fo l lows  from (1) by a s imple  i nduc t ion ,  s o  

we need only prove (1) . L e t  G = ( V , E )  be  a p l a n a r  graph wi th  n 

v e r t i c e s .  By Lemma 2 we can f i n d  {vi ,vi ,..., vik 1 an 
1 2 ,  

I 
independent s e t  of v e r t i c e s  of G wi th  k >z n. NOW l e t  H be  

t h e  graph induced by t h e  se t  o f  v e r t i c e s  V -{vi ,vi  vi^. 
1 2  k 

That  i s ,  H i s  G wi th  {v , v  ,... v removed and a11 edges il i2 i k 

touching any v e r t e x  i n  {vi ,vi ,..., vi ) removed. L e t  N be 
1 2  k i 

j - 
t h e  set  o f  v e r t i c e s  o f  G t h a t  a r e  ad j acen t  t o  vi , j = 1 , 2 , . .  . ,k.  

j 
We c a l 1  Ni t h e  neighborhood set  o f  v . Since  f o r  a11 i , t h e  

i ii j 
J J 

degree o f  vi i s  1 6, we have INi  / 6 .  Also,  s i n c e  
-I 1 
J J 

{ v i l ~ - - - r  v 
i s  an independent s e t  H con ta ins  a11 v e r t i c e s  i n  

i,} 

t h e  Ni sets, j = 1, 2 . .  k .  Now we wish t o  prove (1). 
j 

C l e a r l y  (1) i s  t r u e  f o r  a11 p l a n a r  graphs having 7 o r  f e w e r  

v e r t i c e s ,  p rov id ing  a b a s i s  f o r  i nduc t ion  on n. Now assume (1) 

i s  t r u e  f o r  a11 p l a n a r  graphs having 7 o r  fewer than  n v e r t i c e s .  

Then, we can 7-color H i n  t i m e  T 7 ( h n ) .  Note h e r e  t h a t  f o r  
2 7  

28 27 n v e r t i c e s .  Then w e  H O < h < (1-28). = - s i n c e  H has  a t  most 2 
can extend t h e  c o l o r i n g  of  H t o  7-color G i n  t h e  obvious way: 

For  each vi , j = 1 , 2 , .  . . ,k c o l o r  vi any c o l o r  n o t  used - by 
-I 

J J 

v e r t i c e s  of  Ni . Since INi  1 - < 6 t h i s  is  always p o s s i b l e  i n  a 
j j 



7-color ing,  and s i n c e  {vi , . . . , v 1 i s  independent no i n t e r a c t i o n  
j 

i k 
between co lo r ings  occur  ove r  t h e  s e t .  Therefore  (1) immediately 

fo l lows  and t h e  lemrna i s  proved.3  (...) 

27 Theorem. (1) T5 (n )  5 T~ (hn) + O (nlogn)  f o r  some O < h < - 
28 

Proof .  A s  i n  Lemma 3 it i s  s u f f i c i e n t  t o  prove (1). L e t  G = ( V , E )  

be a p l a n a r  graph of  n  v e r t i c e s .  L e t  {vi ,..., v 1, Ni f o r  
1 ik i 

j = 1 ,..., k ,  and H b e  de f ined  as i n  proof o f  Lemma 3 .  ke now 

proceed t o  prove (1) i n  a  manner similar  t o  t h a t  of Lemma 3 .  

Clea r ly  (1) i s  t r u e  f o r  a11 graphs of  5  o r  fewer v e r t i c e s .  Now 

assume (1) is  t r u e  f o r  a11 p l a n a r  graphs having fewer t han  n  

v e r t i c e s .  Then w e  can 5-color H i n  t i m e  T5 ( h n ) ,  where as be fo re  
( ) < A < -  27 T h e e x t e n s i o n o f  t h e  5 - c o l o r i n g f r o m H  t o  G 28 ' 

i s ,  

however, more complex than  t h e  7-color ing ex t ens ion  i n  Lemma 3. 

For  any vi f o r  which fewer t han  5  c o l o r s  a r e  used t o  c o l o r  the 

nodes of  N: t h e  ex t ens ion  is  immediate. Checking each vi f o r  
j j 

t h i s  cond i t i on  and ex tending  t h e  c o l o r i n g  i n  t h i s  way, when 

p o s s i b l e ,  c l e a r l y  can be  done i n  t ime O (k )  . This l eaves  a  subset 

o f  {vi ,vi I..., V f o r  which each neighborhood set  
1 2  ik Ni 

j 
r e q u i r e d  e x a c t l y  5  c o l o r s .  Le t  t h i s  s e t  of v e r t i c e s  be  designated 

by {*ll. . . l  X } , w i t h  neighborhood s e t s  N1 , . . . ,  Nm . W e  have 5- m 
co lo red  t h e  graph H '  , t h e  graph induced by V - {xl, .  . . , xm} i n  

t i m e  T5 (hn) + O(k) . A 1 1  t h a t  remains i s  t o  extend t h e  c o l o r i n g  

t o  {xl , . .  . , x  } . Since  t h e  neighborhood se t  o f  each xi uses  5- m 
c o l o r s ,  t h e  ex t ens ion  must do  some changing of c o l o r s .  The 

in t e r change  techniques  f o r  5-color ing [4]  are c a l l e d  i n t o  p lay .  

L e t  x and y  be  v e r t i c e s  o f  H ' .  W e  s ay  t h a t  x  z a@ y where 

a ,  @ E {0 ,1 ,2 ,3 ,4 )  ( t h e  c o l o r s  used)  provided t h e r e  i s  a  pa th  of 

v e r t i c e s  x  = zl,  ..., z = y from x t o  y  each of which is  co lored  R 
e i t h e r  a  o r  6 . Clea r ly ,  t h i s  i s  an equiva lence  r e l a t i o n .  

Obviously, s i n c e  t h i s  i s  a  co lo r ing ,  a  and 6 a l t e r n a t e  a long t h e  

p a t h .  The fo l lowing  i s  a  key f a c t :  

( * )  V 1 - < i - < m 3 r , s , a , B  such t h a t  Yi E N i t  
r 

Yi N i t  Yi i s  co lo red  a ,  yi i s  co lored  B ,  yi $ a B  yisr 
s s s r 



and n e i t h e r  a nor  Bis used by any o t h e r  neighbor of  xi.  F a c t  

( * )  i s  proved l i k e  t h e  r educ t ion  r e s u l t s  i n  o r e  151 f o r  5-coloring. 

Now cons ide r  j u s t  t h e  v e r t i c e s  o f  H '  t h a t  are co lored  

O o r  1. L e t  C1, . . . ,C t  be  t h e  connected components formed by 
t h e s e  v e r t i c e s .  We n e x t  c la im,  by renaming i f  necessary ,  s i n c e  

t h e r e  are only  1 0  cho ices  f o r  a,B t h a t  ( * * )  holds :  

( * * )  V 1 5 i - < m o ,  such t h a t  yi i s  co lored  0 ,  y is 
o 

co lo red  1, 
'i o and y , neighbors  o f  xi, yi i 1 O ' 01yil and no o t h e r  

neighbor  of  xi i s  co lored  O o r  1; where mo 2 m f o r  some 

c o n s t a n t  E > O .  NOW ( * * )  e s s e n t i a l l y  s tates f i r s t  t h a t  y ,  and o 

Y i ,  a r e  never  i n  t h e  
.L 

a ''batch' o f  mo such 

Next form a 

same component, 

v e r t i c e s  f rom 

b i p a r t i t e  graph 

and second t h a t  w e  can f i n d  

Ixi, ..., xml .  

B as fo l lows .  The i npu t 

v e r t i c e s  o f  B a r e  {xl, .  . . ,xm} ; t h e  o u t p u t  v e r t i c e s  of B are 

C . . . C .  There i s  an edge from x t o  Ck i f  and on ly  i f  yi j o 
o r  yi i s  i n  Ck. C lea r ly  t h i s  i s  a b i p a r t i t e  graph and each x 

1 j 
has  degree  e x a c t l y  2 .  W e  now c la im t h a t  B i s  p l a n a r .  This can 

be  s een  by using t h e  contxac t ion  o p e r a t i o n s  i n  Ore [5] . 
E s s e n t i a l l y  w e  are us ing  t h e  s imple  f a c t  h e r e  t h a t  we can collapse 

o r  c o n t r a c t  any p a r t  o f  a p l a n a r  graph t o  a p o i n t  and s t i l l  

r e t a i n  a p l a n a r  graph.  

Now l e t  B '  be  t h e  p l a n a r  graph ob ta ined  from B by,  f o r  

each x r e p l a c i n g  a pa th  Ci, x j ,  Ck by an  edge from Ci t o  
j Ck 

and d e l e t i n g  x 
j ' 

The v e r t i c e s  of B '  are C1,.. . , C t  w i th  t - < n. 

C l e a r l y  B '  has  m edges.  Now i n  l i n e a r  t ime we can 7-color B ' .  

I f  deg (v )  = t h e  degree  o f  v e r t e x  v ,  and V1,V2 , .. . ,V  i s  7 t h e  

p a r t i t i o n  induced on t h e  v e r t i c e s  of  B '  by t h e  7-color ing w e  see 

t h a t  : 
t 7 

2m = L i=l deg (Ci)  = L i=l 
C . EV deg (C . 

3 i 
So t h a t  f o r  some Vi we have: 

Assume f o r  convenience t h a t  Vl is  t h i s  h lock .  Now cons ider  

C j  E Vl i n  t h e  b i p a r t i t e  graph B. They s a t i s f y :  

(1) no yi o r  yi i s  i n  a C and a Ck w i th  j # k .  
o 1 j 



2m 
( 2 )  a t  least  - 7 Y i o  ' S  are i n  some C 

j ' 

The f i r s t  fo l lows  s i n c e  V1 i s  independent i n  B ' ,  t h e  second by 

t h e  way V1 w a s  s e l e c t e d .  

Now we can in te rchange  t h e  c o l o r s  i n  each C j  E VI. By 
2 

(1) and (2 )  t h i s  causes  a t  least  j m x ' s  t o  be  surrounded i by 
on ly  4 c o l o r s .  Thus we o b t a i n .  

T5 (n )  2 ~ ~ ( ~ n )  + O(k)  + 
where r i s  t h e  t ime r equ i r ed  t o  r e p l a c e  t h e  d e l e t e d  v e r t i c e s  

v i l f -* - f  v 
. Now we have desc r ibed  above a procedure t o  do t h i s  

ik t h a t  runs  i n  s eve ra1  s t a g e s .  A t  each s t a g e  a p o s i t i v e  f r a c t i o n ,  

say , of  a11 t h e  d e l e t e d  nodes a r e  r ep l aced .  Thus t h e r e  a r e  a t  

most O ( l o g  n )  such s t a g e s .  Moreover, t h e  c o s t  p e r  s t a g e  i s  

c l e a r l y  a t  most t h e  t i m e  r equ i r ed  t o  d i scove r  c e r t a i n  connectiviky 

q u e s t i o n s .  Now t h i s  can be done i n  O (n )  t ime and s o  i s  bounded 

by O(n1ong) . Now s i n c e  k - < n t h e  proof of (1) i s  complete. 3 

Ref e rences  . 
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c o l o r i n g  a lgor i thms ,  Graph Theory and Computing, R.C.  Read, 

ed.  (Academic P r e s s ,  New York, 1972) 109-122. 
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~ p ê n d i c e  F. ALGORITMO 11; 

Chr i s to f  i d e s  . 

Maximal subgraphs . 

The maximal i n t e r n a l l y  s t a b l e  s e t  o£ graph G = ( X , T )  - where X 

i s  t h e  se t  of  v e r t i c e s  and r i s  a  r e l a t i o n  - i s  de f ined  (.. . )  as 

t h e  set S [G] where. 

and t h e r e  i s  no s e t  S '  ( G )  2 S(G) which s a t i s f i e s  (1). 

Le t  us now d e f i n e  a  maximal r-subgraph o f  a  graph G a s  

a graph (sr [G] , r )  which i s  r-chromatic ( i .e .  i t  can be 

coloured wi th  r co lou r s  w i t h  no two a d j a c e n t  v e r t i c e s  having 

t h e  same co lou r )  and t h e r e  i s  no S ' ~ [ G ~  3 s r [ G 1  which i s  r- 

chromatic.  A subgraph having a  maximal i n t e r n a l l y  s t a b l e  s e t  as 

i t s  v e r t i c e s  can then  be c a l l e d  a maximal 1-subgraph, i . e .  

S I G !  = s ~ ~ G ] .  

The chromat ic  number o£ G i s  then  obvious ly  given by 

t h e  s m a l l e s t  va lue  of r s o  t h a t  any of t h e  Sr [G] = X .  

The fo l lowing  obse rva t ion  can now be  made. 

Theorem: 

I f  a graph i s  r-chromatic i t  can  be coloured wi th  r co lours  

co lou r ing  f i r s t  wi th  one co lou r  a  maximal i n t e r n a l l y  s t a b l e  se t  

S1 [GI , nex t  co lou r ing  wi th  another  co lou r  a  se t  S1 [ ( X - S ~  ( G )  ) , r] 
and s o  on,  u n t i l  a11 t h e  v e r t i c e s  a r e  coloured.  ( .  . . ) 

Colourings o f  t h e  type  i n d i c a t e d  i n  t h e  theorem w i l l  be  

c a l l e d  op t imal  independent  co lou r ings .  

A maximal r-subgraph w i  t h  t h e  v e r t e x  s e t s  S: [G! , say  , 
can be ob ta ined  from a maximal (r-1)-subgraph according t o  the 

recur rence  r e l a t i o n :  

j where [G ]  i s  any one of  t h e  family  1 r-l [G] o£ t h e  v e r t e x  
k j 

sets o£  t h e  maximal (r-1)-subgraphs of  G ,  and S1[(x - Sr-l IG], r ) ]  
i s  any one of  t h e  v e r t e x  s e t s  of  t h e  maximal 1-subgraphs(internal1y 



s t a b l e  sets)  o£ t h e  subgraph formed by t h e  v e r t i c e s  of  G no t 

inc luded  i n  t h e  (r-1) -subgraph s!-~ [G] . 
j To each [G] , t h e r e  c o r m p n d  a number of  such 1- 

subgraphs and t h e  family  o f  t h e  v e r t e x  sets o£ t h e  maximal r- 

subgraphs L,[G] i s  ob ta ined  by cons ide r ing  every  union of anY 
7 one S r - l [ ~ ]  f o r  j = 1 . .  qr-l (where 4r-1 i s  t h e  t o t a l  number 

of  maximal r-1 subgraphs o f  G )  w i th  every  maximal 1-subgraph 

corresponding t o  t h e  s!-~ [G] . I f  a s e t  Sil[G] i srj2 [G] , t hen  

s!~ [G! must be removed from t h e  family  of  se t  = z r  [G] be fo re  

con t inu ing  t o  t h e  nex t  s t age .  ( . . . ) 

Desc r ip t ion  of  t h e  a lgor i thm.  

The fo l lowing  i s  a s i m p l i f i e d  d e s c r i p t i o n  of an a lgor i thm t o  

f i n d  t h e  chromat ic  number o f  a graph and t h e  co lou r ing  r e a l i s i n g  

t h i s  number. 

1. S e t  r = 1, i = O .  Find t h e v e r t e x s e t s  S:[G], 

( j  = 1 , 2 , .  . . ,q r )  , of t h e  maximal r-subgraphs o f  G ( say  t h e r e  are 

q r  such se ts ) .  S e t  j = 1. 

2.  Find t h e  v e r t e x  sets of a maximal 1-subgraph of  t h e  

graph G = ( X  - S: LG] , ) . I f  one e x i s  ts go t o  s t e p  4 .  I f  a11 
j 

o f  them have a l r eady  been found go t o  s t e p  3 .  

3 .  I£ j # q r  se t  j = j + 1. I £  j = q s e t  r = r + 1, r 
i = O and j = 1. Go t o  s t e p  2.  

4 .  S e t  i = i + 1. 

i Ca lcu la t e  Sr+l [G] = S' [G] U Sl [(x-S! (G) , r ) ]  a s  i n d i c a t e d  r 
by equa t ion  ( 2 )  . 

5. I f  s:+~ [G] = X s t o p  . The number (r+l) i s  t h e  

chromat ic  number. The s u b s e t s  t h a t  were in t roduced  i n t o  t h e  set 
i [G] according t o  (2 )  g ive  t h e  a c t u a l  co lour ing .  'r+i 

( These 

s u b s e t s  can be  k e p t  s e p a r a t e  w i th  markers a s  they  a r e  i n t n d u c d . )  

I £  [G: - L # X ,  go t o  s t e p  6 .  

i k 
6. I £  [ G ]  C s ,+~  [ G ]  , f o r  any k = 1 , 2 , .  . . , (i-1) ; 

i k k se t  Sr+l [G]  = @ and i = i-1. I f  [G] 2 Sr+l [G]set  S [G ]  = r+l 
i 

[G: and i = i-1. I f  n e i t h e r ,  s e t  qr+l %+l L 

= i .  Go t o  s t e p  2 .  

i 
I f  t h e  a lgor i thm i s  no t  s topped when the f i r s t  Sr+l [G] = X, 



i t  w i l l  con t inue  t o  produce an a l t e r n a t i v e  co lou r ing  wi th  r + l  

co lou r s ,  i f  such a  co lou r ing  e x i s t s .  One should  no te  however 

t h a t  t h e  a lgor i thm w i l l  n o t  g i v e  a  complete enumeration o£ a11 

p o s s i b l e  co lour ings  wi th  r+l co lours  b u t  w i l l  on ly  produce t h e  

op t imal  independent  co lou r s .  Such co lour ings  may be only  a  

s m a l l  f r a c t i o n  o f  t h e  t o t a l  p o s s i b l e  number o£ co lou r ings  us ing  

r+l co lours .  

Texto e x t r a í d o  de: 

AN ALGORITHM FOR THE CHROMATIC NUMBER OF A GRAPH. 

N .  C h r i s t o f i d e s  . 
The Computer J o u r n a l ,  volume 1 4 ,  1971. 

páginas  38-39. 
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Roschke e Fur tado.  

Branch and bound c r i t e r i a .  

I n  t h i s  s e c t i o n  we propose branch and bound c r i t e r i a  t o  

be  used i n  connect ion w i t h  C h r i s t o f i d e s  ' algor i thm.  A t r e e  of  

" s t a t e s "  is  grown i n  breadth-f  i r s t  o r d e r .  Each s ta te  i n d i c a t e s  

t h e  p o s s i b l e  s e l e c t i o n  of one MISS [ ~ a x i m a l  I n t e r n a l l y  S t a b  l e  

~ e t j  (except  f o r  t h e  i n i t i a l  s t a t e )  , what v e r t i c e s  have s t i l l  t o  

be  co lo red ,  and what MISS a r e  candida tes  f o r  f u t u r e  s e l e c t i o n .  

When t h e  process  t e rmina t e s  a t  a  g iven s t a t e ,  t h e  MISS i n  a 

minimal spanning se t  a r e  found by t r a c i n g  back t o  t h e  i n i t i a l  

s tate .  

S e l e c t i o n  f o r  gene ra t ing  new s t a t e s  from a s t a t e  s i s  

made by looking  i n  S f o r  an uncolored vextex v t h a t  i s  p r e s e n t  

i n  t h e  s m a l l e s t  number t o f  candida te  MISS. Consider t h e  sequence * * * 
(ml , m2 , ... m ) of  t h e  MISS t h a t  cover  v ,  o rde red  by decreasing t 
c a r d i n a l i  t y  . Since  any op t imal  c o l o r i n g  mus t i n c l u d e  a t  l e a s  t 

- * 
one rn; , i t  suf  f i c e s  t o  branch from s t o  c r e a t e  t new s t a t e s , o n e  

.L * 
f o r  each mi , accord ing  t o  t h e  sequence. 

However, t h e  branching i s  d i scon t inued  and t h e  process  

t e rmina t e s  as soon a s  i n  a new s t a t e  thexe  remains on ly  one 

cand ida t e  MISS. 

The cand ida t e  MISS a t  si a r e  t h e  MISS o f  t h e  subgraph 

o f  G spanned by t h e  uncolored v e r t i c e s  a t  si: however, i n s t e a d  

o f  c a l l i n g  aga in  t h e  MISS f i n d i n g  a lgor i thm a s  suggested by 

C h r i s t o f i d e s '  theorem, w e  can o b t a i n  t h e  candida te  MISS a t  'i 

from t h e  candida te  MISS a t  s ,  by t h e  r u l e s :  

i s  a cand ida t e  a t  si; 

* * 
b. if m ( ' )n  mi # 0, s t o r e  m' = m - m i n  a ternporary 

P P P i 
s e t .  

A f t e r  examining a11 m we form t h e  set  S a s  t h e  union 
P 

of  t h e  s e t  o f  candida tes  ( r u l e  a )  w i th  t h e  temporary s e t  ( r u l e  b )  . 
Then every m '  t h a t  i s  n o t  a proper  s u b s e t  o f  some MISS i n  S i s  

P 



also accepted as candida te  . 
I n  o r d e r  t o  p reven t  c e r t a i n  sequences of  MISS t o  be 

considered more than  once, ano ther  r u l e  i s  app l i ed :  

* 
c. t h e  m , f o r  j < i are n o t  candida tes .  

j - 

Texto e x t r a í d o  de: 

AN ALGORITHM FOR OBTAINING THE CHROMATIC NUMBER AND AN OPTIMAL 

COLORING OF A GRAPH. 

S . I .  Roschke e A.L. Furtado.  

Informat ion Process ing  Letters,  volume 2 ,  1973 

página 35. 
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Wang . 

A Depth-Firs t  Search Algorithm. 

A s h o r t e s t  p a t h  i n  a reduced subgraph t r e e  can be found by us ing  

one of  t h e  two sea rch  methods, i . e . ,  b r e a d t h - f i r s t  s e a r c h  and 

d e p t h - f i r s t  search .  I n  t h e  b r e a d t h - f i r s t  s e a r c h ,  t h e  a lgor i thm 

scans  through a11 p o s s i b l e  pa ths  i n  a given l e v e l  f o r  a  t e rmina l  

node; i f  a t e rmina l  node i s  encountered,  then  a s h o r t e s t  pa th  

i s  found and t h e  a lgor i thm s t o p s ;  o therwise  t h e  algorithm continues 

t o  s can  a11 nodes i n  t h e  nex t  l e v e l  f o r  a  t e rmina l  node. On th.e 

o t h e r  hand, i n  a d e p t h - f i r s t  s ea rch  a lgor i thm,  we use  t h e  

fo l lowing  r u l e  t o  s e l e c t  t h e  nex t  node f o r  scanning: s e l e c t  a  

node which i s  n o t  y e t  scanned be fo re  and i s  branched from a  node 

most r e c e n t l y  be ing  scanned.  The f i r s t  p a t h  from the r o o t  t o  a  

t e rmina l  node scanned by t h e  a lgor i thm s e r v e s  a s  an i n i t i a l  guide 

l i n e  when o t h e r  pa ths  are scanned. Whenever a  s h o r t e r  pa th  i s  

encountered,  this s h o r t e r  pa th  w i l l  be used a s  a  guide l i n e  when 

o t h e r  pa ths  a r e  scanned. The a lgor i thm scans  down a pa th  only  

up t o  t h e  l e v e l  which i s  equa l  t o  t h e  l engh t  o f  t h e  pa th  used a s  

a guide l i n e .  The pa th ,  which i s  l a s t  used a s  a  guide l i n e  when 

a11 pa ths  have been scanned,  i s  one o f  t h e  s h o r t e s t  pa ths  of  a  

subgraph tree d e s i r e d .  ( . . . ) 
I t  i s  assumed h e r e  t h a t  t h e  maximal independent s e t s  o f  

a given graph G a r e  computed be fo re  the a lgor i thm begins .  For  

example, one may use  B i e r s t o n e l s  a lgor i thm f o r  t h i s  purpose.  

The fo l lowing  n o t a t i o n  i s  used i n  t h e  a lgor i thm:  

V t h e  s e t  o f  v e r t i c e s  of  graph G,  

M 
j 

t h e  maximal independent se t  (MIS) of G, where 1 5 j 5 m 

and m is  t h e  t o t a l  number o£  MIS1s of G ,  

g  t h e  would-be chromat ic  number o f  G ,  

C 
j 

t h e  would-be j t h  c o l o r  c l a s s  of  a chromat ic  co lo r ing  of G ,  

n  t h e  c u r r e n t  s e a r c h  l eve1  o f  t h e  subgraph t r e e  of G ,  

T t h e  s e t  o f  v e r t i c e s  of  G n o t  i n  t h e  c u r r e n t  subgraph a t  



l e v e l  n, 

bn t h e  MIS o f  < V - T > a t  l e v e l  n  i n  p roces s ing ,  

t h e  number of unprocessed MIS1s of  < V - T > a t  l e v e l  n ,  

STACK s t o r e  a11 unprocessed MIS1s of  < V - T > a t  l e v e l  1 up t o  

l e v e l  n.  

S tep  1. S e t  T = $, n  = O ,  bo = $ ,  and ci = { i }  f o r  

i = , . . . g .  ( g  = I v ( G ) I . )  

S t ep  2 .  I f  n  - > g  then  se t  T = T - bn, go t o  s t e p  6 ;  

o the rwi se  cont inue  t o  s t e p  3. 

S t ep  3. I f  V - T = $ then  se t  g  = n, T = T - b n l  ci = bi f o r  

i = 1 , 2 ,  . . . , g  and go t o  s t e p  6; o therwise  cont inue  t o  

s t e p  4 .  

S tep  4 .  Compute t h e  maximal independent s e t s  of  V - T > from 

Ml - T,  M2 - T I .  . . , M, - T and l e t  them be denoted a s  

S tep  5. Choose u E V - T such t h a t  u  i s  conta ined  i n  t h e  l e a s t  

number o f  maximal independent sets of  < V - T>.  Le t  them 

be denoted as S  S  I..., 
u1 U ?  

Pu t  S  on STACK f o r  i = 1 , 2 ,  ..., r .  
ui 

S e t  n  = n + l ,  en = r .  

S tep  6. I f  n  = O then  s t o p ;  o the rwi se  cont inue  t o  s t e p  7 .  

S t ep  7. I f  e, = O t hen  s e t  n  = n-1, T = T - bn and go t o  s t e p  6; 

o therwise  cont inue  t o  s t e p  8. 

S t ep  8 .  Move t h e  t o p  i t e m  from STACK t o  bn.  S e t  e,= e,-1, 

T = T U bn, and go t o  s t e p  2 .  

Texto e x t r a í d o  de: 

AN ALGORITHM FOR THE CHROMATIC NUMBER OF A GRAPH . 
C.C.  Wang. 
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~ p ê n d i c e  I. ALGORITMO 1 4 ;  

Lawler. 

A number o£ a lgor i thms have been proposed ( t o  so lve  t h e  

chromatic number problem) (. . . ) , y e t  t h e r e  appears  t o  be no 

in format ion  i n  t h e  l i t e r a t u r e  concerning n o n t r i v i a l  upper bounds 

on t h e  complexity o£ t h e  problem. I n  t h i s  no t e  w e  show, by very 

s imple  arguments, t h a t  t h e  problem can be so lved  by an  a lgor i thm 
3 

wi th  worst-case running t i m e  o£ O(mn(l+ , where m is  t h e  

nurnbers o£ a r c s  i n  t h e  graph and n i s  t h e  number of nodes. (Note: 

1 + h = 2.445.) 

Def in i  t i o n s  . 
L e t  G ( N , A )  be  a graph, w i th  node s e t  N and a r c  s e t  A. 

A s t a b l e  s u b s e t  of  G i s  a s u b s e t  S N such t h a t  no two nodes 

i n  S are a d j a c e n t  i n  G. A k-color ing o f  G i s  a p a r t i t i o n  o£ N 

i n t o  k s t a b l e  s u b s e t s .  I£ t h e r e  e x i s t s  such a p a r t i t i o n ,  G i s  

s a i d  t o  be k-co lorab le .  The chromatic number of  G i s  t h e  l e a s t  

va lue  o£ k such t h a t  G i s  k-co lorab le .  

L e t  N '  be  an a r b i t r a r y  s u b s e t  o£ t h e  nodes o f  G. The 

subgraph o£ G induced on N' has  N '  a s  i t s  node se t  and A '  a s  i t s  

arc s e t ,  where A '  con ta ins  a11 a r c s  o£ A, bo th  ends of which a r e  

i n c i d e n t  t o  nodes i n  N '  . w e  l e t  X ( N 1 )  denote  t h e  chromatic n d r  

o£ t h e  subgraph induced on N '  . 

A r e c u r s i v e  computation. 

A s t a b l e  s u b s e t  S i s  maximal i £  S i s  n o t  a proper  subset 

o£ any o t h e r  s t a b l e  s u b s e t  S '  . I t  i s  a s s e r t e d  t h a t  i £  a graph i s  

k-co lorab le ,  t h e r e  i s  a p a r t i t i o n  o£ i t s  node set i n t o  k s t a b l e  

s u b s e t s ,  where a t  least  one o£ t h e  s t a b l e  s u b s e t s  i s  maximal. 

I t  fol lows t h a t  i f  N '  i s  nonempty t h e r e  e x i s t s  a maximal s t a b l e  

s u b s e t  S of  t h e  subgraph induced on N ' ,  such t h a t  

There a r e  a f i n i t e  number o£ maximal s t a b l e  s u b s e t s  S 

of  t h e  induced subgraph. By minimizing over  them we o b t a i n  



These equa t ions ,  i n  f a c t ,  r e p r e s e n t  t h e  e s s e n t i a l  i d e a s  

behing va r ious  computational  procedures  which have been proposed 

f o r  t h e  chromat ic  number problem. 

See e s p e c i a l l y  [3, 1 0 1  . 

Complexity e s t i m a t e .  

W e  s h a l l  e s t i m a t e  the running t i m e  r equ i r ed  t o  s o l v e  

eqs .  (1) f o r  a11 N '  r N,  i n  t h e  wors t  c a s e .  Suppose, f o r  f i x e d  

N ' ,  w e  have a l r eady  found X ( N H ) ,  f o r  a11 p rope r  s u b s e t s  N" c N ' .  

The t i m e  r equ i r ed  t o  compute x ( N 1 )  i s  then  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  

number o f  maximal s t a b l e  s u b s e t s  of t h e  subgraph induced on N ' ,  

p l u s  t h e  t i m e  r equ i r ed  t o  gene ra t e  them. L e t  ( N '  I = r. We make 

u s e  o f  two r e s u l t s :  

1. The number of  maximal s t a b l e  s u b s e t s  o f  a  graph on r nodes 
r / 3  does n o t  exceed 3  , 

2. There e x i s t s  an a lgor i thm f o r  gene ra t ing  a11 maximal s t a b l e  

s u b s e t s  of  an r-node graph i n  t ime O ( m r K ) ,  where K i s  t h e  

number o f  maximal s t a b l e  s u b s e t s  r9 1 . ( . . . ) . 
I t  fo l lows  t h a t  t h e  t ime r equ i r ed  t o  compute X ( N '  ) i s  

bounded by a  f u n c t i o n  of  O(mr3 r/3 ) . Summing over  a l i  N '  i N 

and invoking the binomial  theorem, w e  f i n d  t h a t  t h e  o v e r a l l  

running t i m e  r equ i r ed  t o  s o l v e  eqs .  (1) i s  bounded by a func t ion  

of  o r d e r  

This y i e l d s  t h e  d e s i r e d  r e s u l t .  
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~ p ê n d i c e  J. ALGORITMO E l ;  

Brown . 

Two algor i thms t o  f i n d  t h e  chromat ic  number q o f  an 

a r b i t r a r y  graph w i l l  b e  developed.  I f  s r e p r e s e n t s  a s o l u t i o n ,  

t h e  problem may be  reformulated.  For v a r i a b l e  s e t  X = {x1,x2,. . . ,X n  } 

anã a t t r i b u t e  s e t  A = {cl ,c2, .  . . , cm) ,  minimize f ( s )  , t h e  number 

o£  a t t r i b u t e s  used i n  s o l u t i o n s ,  s u b j e c t  t o  t h e  und i r ec t ed  graph 

G = ( X ,  r )  such t h a t  x  and Ix cannot  be ass igned t h e  s ame 

a t t r i b u t e  ci .  A 1 1  t h e  a t t r i b u t e s  a r e  i n d i s t i n g u i s h a b l e .  I n  

p a r t i a 1  enumeration,  l a r g e  b locks  o f  p o s s i b l e  s o l u t i o n s  are 

e l imina t ed  by sc reen ing  techniques  which restrict  t h e  a t t r i b u t e s  

t h a t  can be  used t o  produce new p a r t i a l  s o l u t i o n s  from p a r t i a l  

s o l u t i o n  p. I n i t i a l l y ,  a11 a t t r i b u t e s  may be ass igned  t o  t h e  

chosen v a r i a b l e  xk. L e t  Uk r e p r e s e n t  t h e  a t t r i b u t e s  t h a t  can 

be  ass igned  t o  xk a f t e r  t h e  a t t r i b u t e s  have been sc reened .  

The sc reen ing  pxocess c o n s i s t s  of  t h r e e  independent parts. 

The f i r s t  p a r t  of  t h e  s c reen ing  process  is  due t o  a11 t h e  

a t t r i b u t e s  be ing  i n d i s t i n g u i s h a b l e  ( . . . ) .  The second p a r t  is  

due t o  t h e  graph and p r o h i b i t s  t h e  chosen v a r i a b l e  from being 

a s s igned  any a t t r i b u t e  t h a t  has been ass igned t o  any v a r i a b l e  i n  

t h e  p a r t i a l  s o l u t i o n  t h a t  i s  connected t o  t h e  chosen v a r i a b l e .  

The t h i r d  p a r t  i s  due t o  t h e  o b j e c t i v e  func t ion ,  s o  t h a t  when a  

s o l u t i o n  is  found us ing  j a t t r i b u t e s ,  no more than  j-1 a t t r i b u t e s  

may be  used i n  t h e  fo l lowing  enumeration. These t h r e e  p a r t s  

produce a se t  o f  a t t r i b u t e s  Uk t h a t  can be ass igned  t o  t h e  chosen 

v a r i a b l e  xk. 

Basic  Algorithm. 

The enumeration technique t h a t  w i l l  be used i s  backtrack 

programming. Before t h e  a lgor i thm i s  app l i ed ,  t h e  v a r i a b l e s  a r e  

o rdered  such t h a t  v a r i a b l e  xk i s  connected t o  more of  the variables 

X 1 t X 2 t " * f X k 4  t h an  any of t h e  v a r i a b l e s  ~ ~ + ~ , x ~ + ~ , . . . , x ~ .  Ties  

a r e  broken by choosing t h e  v a r i a b l e  w i th  t h e  most edges . This 

p reo rde r ing  s p e c i f i e s  which v a r i a b l e  i s  t o  be  chosen t o  augment 

t h e  p a r t i a l  s o l u t i o n .  

F igure  1 is  a  f low diagram of t h e  b a s i c  a lgor i thm.  



The index k r e f e r s  t o  t h e  v a r i a b l e  be ing  cons idered ,  and Uk i s  

the s e t  of  unused a t t r i b u t e s  f o r  v a r i a b l e  xk. The nurnber o£ 

a t t r i b u t e s  used i n  t h e  b e s t  s o l u t i o n  found s o  f a r  is  q ,  and R i s  

t h e  number o£ a t t r i b u t e s  used i n  t h e  c u r r e n t  p a r t i a 1  s o l u t i o n .  

Lk i s  1 f o r  every v a r i a b l e  xk. 

START D 

I 

FIGURE I 



Look - Ahead Algorithm. 

A n a t u r a l  q u e s t i o n  t o  ask a t  t h i s  j unc tu re  i s  whether 

t h e  b a s i c  a lgor i thm can be improved. One s t r a t e g y  t h a t  m i  gh t 

y i e l d  improvement i s  t o  t r y  and e l i m i n a t e  more a t t r i b u t e s  dur ing  

t h e  s c reen ing  p roces s  and thus  reduce t h e  number of back t racks  

r equ i r ed .  Of course ,  t h i s  would i n c r e a s e  t h e  t i m e  r equ i r ed  f o r  

each i t e r a t i o n .  The unanswered q u e s t i o n  then  i s  whether t h e  t i m e  

saved by dec reas ing  t h e  number o f  back t racks  w i l l  be  siqnificantly 

g r e a t e r  t han  t h e  t i m e  s p e n t  p e r  i t e r a t i o n .  

The fo l lowing  procedure  i s  an a t t empt  t o  reduce t h e  

number of  back t racks  r equ i r ed  by looking  ahead and i d e n t i f y i n g  

t h e  branches  of  t h e  tree which cannot p o s s i b l y  y i e l d  a s o l u t i o n  

and, a l t e r n a t i v e l y ,  i d e n t i f y i n g  those  branches  which appear most 

promising . Thus , t h i s  procedure  i s  c a l l e d  t h e  look-ahead algorithm. 

During t h e  s c reen ing  process  when t h e  s u b s e t  Uk c A o£ a t r i b u t e s  

t h a t  may be ass igned t o  xk i s  be ing  determined,  t h e  a lgo  r i  thm 

looks  ahead and determines  whether a cand ida t e  ci f o r  Uk would, 

a t  some l a t e r  t i m e ,  cause  an i n c r e a s e  i n  t h e  number o£ a t t r i b u t e s  

needed. The in format ion  gained by looking ahead i s  a l s o  used t o  

determine which a t t r i b u t e  ci E Uk t o  a s s i g n  t o  xk. 

More s p e c i f i c â l l y ,  a record  i s  k e p t  f o r  each xk indicating 

t h e  number o£ t i m e s  t h a t  a v a r i a b l e  xi,  where i < k and xi i s  

connected t o  xk, i s  ass igned  a p a r t i c u l a r  a t t r i b u t e  c 
j 

This 

r eco rd  te l l s  what a t t r i b u t e s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  Uk when t h e  process 

i t e r a t e s  t o  xk. For each of t h e s e  candida te  a t t r i b u t e s  c 
j 

t h e  

process  i s  t o  f i n d  what e f f e c t  a s s ign ing  c t o  xk would have on 
j 

each X Q  , where k and X Q  i s  connected t o  xk. Two s t a t i s t i c s  

are ga thered  f o r  each c t h e  number of  x Q ' s  which i n  t h e  future 
j 

could p o s s i b l y  be  ass igned  c u n l e s s  c i s  ass igned  
j i t o  Xk 

( h e r e a f t e r  c a l l e d  t h e  number-of p r e v e n t i o n s ) ,  and wether  t h i s  

assignment would i n c r e a s e  t h e  c u r r e n t  upper bound i n  t h e  chmmatic 

number ( h e r e a f t e r  c a l l e d  an i n c r e a s e  of  t h e  chromatic number 

bound) . I f  t h e  assignment o£ an a t t r i b u t e  c would cause  an 
j 

i n c r e a s e  o f  t h e  chromat ic  number bound t o  equa l  t h e  c u r r e n t  upper  

l i m i t  on t h e  chromatic number ( t h e  upper l i m i t  i s  equa l  t o  t h e  

chromat ic  number of t h e  l a s t  s o l u t i o n  found) ,  t h i s  a t t r i b u t e  c 
j 

i s  n o t  inc luded  i n  Uk.  The a t t r i b u t e s  c E Uk a r e  o rdered  f i r s t ,  
j 



by whether they  would i n c r e a s e  t h e  chromatic number bound, and, 

secondly,  by t h e  number of p reven t ions .  The f i r s t  a t t r i b u t e  c 
j 

i n  t h i s  o r d e r i n g  i s  then  ass igned t o  xk. 

Texto e x t r a í d o  de:  
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~ p ê n d i c e  K .  ALGORITMO E2;  

Ni jenhuis  e Wilf .  

( A )  General (BACKTR) 

( . . . ) The method w e  have adopted invo lves  t h e  fol lowing 

p r i n c i p l e s  ( . . . I  : 

(1) The complete c a l c u l a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  by t h r e e  

programs : M A I N ,  BACKTR, CANDTE, of  which BACKTR i s  u n i v e r s a l  

(and appears  below) and t h e  o t h e r  two a r e  prepared by t h e  u s e r .  

( 2 )  Comrnunication between t h e  programs i s  a s  shown i n  

Fig .  23.1. Note t h a t  BACKTR and CANDTE do n o t  speak t o  each other 

d i r e c t l y  . 

Figure  23.1 

( 3 )  M A I N  r e c e i v e s  i n p u t  d a t a  from t h e  "ou t s ide  world" ,  

and a s k s  BACKTR t o  i naugura t e  t h e  s e a r c h  f o r  complete v e c t o r s  by 

c a l l i n g  BACKTR w i t h  I N D E X  = 0 .  

( 4 )  When BACKTR needs a l i s t  o£ a11 candida tes  f o r  t h e  

Kth component o f  t h e  o u t p u t  v e c t o r ,  having a l r e a d y  f  ound 

A ( I ) ,  . . . , A ( K - l ) ,  i t  asks  f o r  t h i s  l i s t  by RETURN-ing t o  M A I N  

w i t h  I N D E X  = 2. 

( 5 )  MAIN responds t o  t h i s  r e q u e s t  by a c a l 1  t o  CANDTE, 

t e l l i n g  CANDTE t h e  va lue  o£ K ,  t h e  predecessors  A ( 1 ) ,  . . . , A ( K - I ) ,  

and whatever a u x i l i a r y  a r r a y s  a r e  needed f o r  t h e  cons t ruc t ion .  

( 6 )  CANDTE f i n d s  t h e  l i s t  of  cand ida t e s  and p l a c e s  them 

a t  t h e  end of a STACK, i . e . ,  a l i n e a r  a r r a y  con ta in ing  a11 

cand ida t e s  f o r  a11 p o s i t i o n s  up t o  t h e  Kth, a long wi th  a count  o£  

t h e  cand ida t e s ,  which becomes t h e  l a s t  word i n  t h e  s t a c k .  



( 7 )  M A I N  t e l l s  BACKTR t h i s  in format ion ,  and t h e  s ea rch  

cont inues .  When K = L, so t h a t  t h e  s e a r c h  i s  s u c c e s s f u l l y  

completed, BACKTR r e t u r n s  t o  M A I N  w i t h  I N D E X  = 1. I f  t h e r e  are 

no more v e c t o r s  of  t h e  type  sought ,  t h e  s e a r c h  t e rmina t e s  w i t h  

a  r e t u r n  t o  M A I N  w i th  I N D E X  = 3. 

The above d e s c r i p t i o n  is a gene ra l  one. S p e c i f i c  recipes 

f o r  w r i t i n g  t h e  two r o u t i n e s  MAIN and CANDTE w i l l  now be given.  

The s t r u c t u r e  o f  MAIN i s  as fo l lows:  

DIMENSION A ( 1 0 0 ) ,  STACK(1000), . . . 
Obtain i n p u t  d a t a  

I N D E X  = O 
CALL BACKTR ( L I A ,  I N D E X ,  K ,  M, STACK, NSTK) 

GO TO (10 ,20 ,30) ,  I N D E X  

Process  o u t p u t  v e c t o r  A ( l ) ,  ..., A(L) b u t  do n o t  

change it! 

GO TO 1 

20 CALL CANDTE (A, K ,  M, STACK, . . . ) 
GO TO 1 

The v a r i a b l e s  and a r r a y s  mentioned p lay  very  p r e c i s e  

r o l e s  : 

L i s  t h e  d e s i r e d  l eng th  of a  complete o u t p u t  v e c t o r .  

A i s  t h e  o u t p u t  v e c t o r .  

I N D E X  i s  expla ined  above. 

K i s  t h e  l eng th  of a  p a r t i a l l y  cons t ruc t ed  ve r t ex :  A c a l 1  

t o  CANDTE i s  a r e q u e s t  f o r  p o s i t i o n  A ( K )  ; K i s  set  by 

BACKTR . 
M i s  t h e  l o c a t i o n  of  t h e  l a s t  i t e m  on t h e  s t a c k ;  i t  i s  

changed by bo th  BACKTR and CANDTE. 

STACK i s  a l i n e a r  a r r a y ,  o f  maximal l e n g t h  NSTK, whose appearance 

a t  a  t y p i c a l  i n t e rmed ia t e  s t a g e  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  i s  

shown i n  Fig .  23.2. 



nl candida tes  n2 candida tes  

f o r  p o s i t i o n  A ( 1 )  f o r  p o s i t i o n  A ( 2 )  

F igure  23.2 

More p r e c i s e l y ,  l e t  t h e  l is ts  o f  cand ida t e s  f o r  

A ( l ) ,  ..., A ( K - l ) ,  A ( K )  be  s t o r e d  i n  STACK, each l i s t  followed by 

i t s  l eng th .  L e t  NC = STACK ( M )  be t h e  l a s t  i t e m  on STACK. Then 

t h e  i t e m s  STACK ( M - 1 )  , . . . , STACK (M-NC) are t h e  candida tes  f o r  

A ( K )  , given t h e  c u r r e n t  va lues  of  A ( I ) ,  . . . ,A ( K - 1 )  . When one 

cand ida t e  i s  needed, NC = STACK(M) is  examined; i f  it i s  zero,  

w e  s e t  M t M-1, K t K - 1 ,  and r e p e a t .  Otherwise, w e  se t  

M t M - 1 ,  A ( K )  t STACK ( M )  , STACK (M) t NC-1. I f  K = L,  w e  

r e t u r n  A. Otherwise w e  set K t K + 1  and ask CANDTE t o  p l a c e  t h e  

cand ida t e s  f o r  A ( K )  i n  l o c a t i o n s  M + 1 ,  ..., M+Q of  STACK, t o  e n t e r  

Q i n t o  STACK(M+Q+l), and t o  se t  M t M+Q+l .  Then BACKTR t a k e s  

ove r  again .  

From t h i s  d i s c u s s i o n ,  t h e  p r e c i s i o n  miss ion o2 CANDTE 

emerges, which w e  s t a t e  a s  fo l lows  : Given K ,  A (1) , . . . ,A  ( K - 1 )  ,M.  

Find a11 candida tes  f o r  A ( K ) ,  i n s e r t  them i n  l o c a t i o n s  

M + 1 ,  ..., M+Q o f  STACK, i n s e r t  Q i n t o  STACK(M+Q+l), se t  M + M+Q+l, 

and r e t u r n  t o  M A I N .  (...) 

SUBROUTINE BACKTR(L,A,INDEX,K,MISTACKINSTK) 

IWZICIT INTEGER (A-Z ) 

DIMENSION A (L) , STACK (NSTK) 

3 O I N D E X  = 2 

RETURN 

50 NC = STACK (M)  

M = M - 1  



I N D E X  = 3 

RETURN 

IF(K.NE.L) GO TO 1 2 0  

I N D E X  = 1 

RETURN 

K = K + 1  

GO TO 30 

END 

(B) Color ing t h e  V e r t i c e s  of a graph (COLVRT) 

A s  ou r  f i r s t  a p p l i c a t i o n  o£ backt rack ing ,  l e t  G be a 

graph of  n v e r t i c e s ,  and l e t  h be a given p o s i t i v e  i n t e g e r .  A 

p roper  c o l o r i n g  o£ t h e  v e r t i c e s  of  G i n  h c o l o r s  is  an assignment 

o£ a c o l o r  ai (1 5 ai h )  t o  each v e r t e x  i = i , n  i n  such a way 

t h a t  f o r  each edge e of  G ,  t h e  two endpoints  o£ e have d i f f e r e n t  

c o l o r s  . 
The v e c t o r  ( a l t  a 2  , .. . , a,) w i l l  be  t h e  o u t p u t  of our  

back t rack  program, and w e  w i l l  p r epa re ,  i n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  

sub rou t ine  CANDTE, i n  t h i s  c a s e  c a l l e d  COLVRT, which w i l l  cause 

a11 p o s s i b l e  p roper  c o l o r i n g s  of G i n  h c o l o r s  t o  be  d e l i v e r e d  

s e q u e n t i a l l y  . 
We observed i n  t h e  d i s c u s s i o n  o£ Sec t ion  (A)  t h a t  t h e  

key q u e s t i o n  f o r  t h e  u s e r  of BACKTR i s  t h e  de te rmina t ion  of  a l i  

c and ida t e s  f o r  p o s i t i o n  K o£  t h e  ou tpu t  v e c t o r  i f  a  p a r t i a l l y  

cons t ruc t ed  v e c t o r  (A ( I ) ,  . . . , A  ( K - 1 )  ) i s  given.  

I n  t h e  p r e s e n t  ca se ,  o u r  answer i s  as fol lows:  I f  K = 1, 

A (1) = 1 is  t h e  only  cand ida t e  ( f o r  no rma l i za t ion )  . I £  K > 1, 

t h e  l i s t  of cand ida t e s  is  t h e  se t  of  t hose  i n t e g e r s  J such t h a t  

and 

(2) t h e r e  i s  no I L K - 1, such t h a t  A ( 1 )  = J and vertex 

I i s  connected t o  v e r t e x  K i n  the  graph G.  

Suppose t h a t  t h e  graph G i s  s p e c i f i e d  by means of i t s  ve r t ex -  

a d j a c e n t  ma t r ix  i n  LOGICAL form, i . e . ,  



A D J ( 1 , J )  = i f  I < J, and vertex I connected t o  J 

.FALSE. i f  I < J,  o t h e r w i s e  (1 f I ,  J L N) 

T h e n  t h e  set  of candidates fo r  p o s i t i o n  K, i f  K  > 1, i s  

precisely 

2 . .  . A - { A ( I )  1 1  5 K-1 and A D J ( 1 , K )  = .TRUE. 

T h e  ac tual  p r o g r a m  adheres e x a c t l y  t o  t h e  format described i n  

S e c t i o n  (A)  . ( . . . ) 
SUBROUTINE COLVRT(N,A,K,M,STACK,NSTKt~BDA,ADJ,COL) 

I M P L I C I T  INTEGER (A-Z) 

LOGICAL ADJ ,  COL 

DIMENSION A  (N)  , STACK (NSTK) , A D J  (N ,N)  , COL (N)  

I F  ( K . G T . l )  GO TO 1 0  

S T A C X ( 1 )  = 1 

S T A C K ( 2 )  = 1 

M = 2  

RETURN 

30 I F ( A D J ( 1 , K ) )  C O L ( A ( 1 ) )  = .FALSE. 

M1 = M 

DO 40 I = 1,LAMBDA 

IF ( . N O T . C O L ( I ) )  GO TO 40  

M1 = M1 + 1 

STACK (M1) = I 

4 O CONTINUE 

STACK (M1+1)  = M1-M 

M  = M1+1 

RETURN 

END 
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The Zykov a l g o r i  thm. 

( . . . ) Our a lgor i thm is a  mod i f i ca t ion  and ex t ens ion  of  

t h e  Zykov a l g o r i  thm. Before d e s c r i b i n g  Zykov 's method , we 

in t roduce  t h e  concept  o f  r educ t ion  of  a  graph.  

DEFINITION. L e t  G (V,E)  be a  graph wi th  nonadjacent  

v e r t i c e s  x  and y .  The reduced graphs of  G a r e  G '  and G" 
XY XY 

where 

is  ob ta ined  from adding t h e  edge 

( i , j )  E E" i £ £  (i,]) E E f o r  i,] # x ,  

(i. e . ,  G" i s  ob ta ined  from G by coa l e sc ing  ( i d e n t i f y i n g  t h e  
xy 

v e r t i c e s  x  and y ) .  (...) 

Obviously any graph which i s  n o t  complete can be reduced; 

a  complete graph i s  i r r e d u c i b l e ,  and t h e  chromat ic  number o£ t h e  

i r r e d u c i b l e  graph K, i s  a . I £  e i t h e r  G '  o r  G" i s  r&cible, 
XY XY 

t h e  process  can be cont inued u n t i l  a11 graphs ob ta ined  a r e  

i r r e d u c i b l e ;  a t  t h i s  s t a g e  G i s  s a i d  t o  be  completely reduced,  

and (1 R ( G )  = { G ~ , G ~ , .  . .Gs} 

i s  t h e  s e t  o£ i r r e d u c i b l e  graphs thus  ob ta ined .  Also l e t  

(2 R '  ( G )  = { G ' ~ , G ' ~ , .  . .G I s } 

denote  a  s e t  of  graphs produced a t  some in t e rmed ia t e  s t a g e  o  f  

t h e  r educ t ion  process .  For example, R '  ( G )  = {G'  G" a f t e r  
XY'  XY 

j u s t  one r educ t ion  s t e p .  

Theorem 1 below i s  t h e  c o r o l l a r y  of  Zikov 's  theorem 

'131 on which t h e  Zykov a lgor i thm i s  based.  

THEOREM 1. I f  x  and y  a r e  nonadjacent  v e r t i c e s  i n  G, 

then  x ( G )  = min[ X ( G ' X ~ , G " X ~ ) ] .  



Proof.  For a  proof of  t h i s  theorem, s e e  r 3 l .  L A 

Theorem 1 can be app l i ed  r e c u r s i v e l y ,  s o  when G 

completely reduced t o  R ( G )  ( c f .  (1) ) , we have 

( 3  r l  X ( G )  = rnin .G:, I G ~ ~ , . . . ,  ! G ~ I I .  
S i m i l a r l y  when G i s  p a r t i a l l y  reduced t o  R '  ( G )  (c£.  ( 2 ) ) ,  we have 

( 4  ( G )  = min [ x ( G ' ~ ) ,  X ( G ' 2 ) , . . . , X ( ~ ' s ) ! .  

The improved a lgor i thm.  

We w i l l  now show how t h e  number of  r educ t ion  steps required 

by t h e  Zykov a lgo r i t hm may be reduced by us ing  a  branch and bound 

approach [7] . I n  o u r  c a s e  t h e  branching i s  t h e  r educ t ion  o£ G 

t o  G' and G" 
XY ' 

We now show how t h e  branching i s  bounded. ( .  . . )  
XY 

I n  gene ra l  whenever a  has been e s t a b l i s h e d  a s  an upper bound f o r  

X ( G ) ,  t hen  a  graph encountered i n  t h e  r educ t ion  o£  G which i s  

known t o  con ta in  an a -c l ique  need n o t  be  reduced f u r t h e r .  This 

pruning of  t h e  Zykov t r e e  i s  t h e  essence  of  bounding and i s  a 

major s t e p  i n  t h e  development of o u r  a lgor i thm.  

The b a s i c  bounding s t r a t e g y ,  once a  (an upper bound f o r  

X ( G ) )  has been ob ta ined ,  i s  now obvious.  I t  would, however, be 

poor p r a c t i c e  t o  determine whether a  r e d u c i b l e  graph H con ta ins  

an a -c l ique  s i n c e  t h e  c l i q u e  f i n d i n g  problem i s  i n  t h e  Cook-Karp 

c l a s s  mentioned i n  t h e  In t roduc t ion .  In s t ead  t h e  s t r a t e g y  i s  t o  

f i n d  an a - c l u s t e r  i n  H,  where an a - c l u s t e r  i s  a se t  of  ve r t i ce s  

which has  a  high d e n s i t y  o f  edges;  l e t  H, denote  t h e  subgraph 

of H determined by t h i s  a - c l u s t e r .  Next H i s  reduced t o  H '  and 

H" such t h a t  H '  i s  formed by adding an edge t o  H,. This p rocess  

i s  cont inued wi th  H' u n t i l  t h e  a - c l u s t e r  becomes an a -c l ique ,  

whereupon t h i s  branch i s  te rmina ted .  Graphs formed by malescence 

(e .g .  H") i s  t r e a t e d  s i m i l a r l y .  

I£ a  i s  t h e  e x a c t  va lue  o£ X ( G ) ,  t hen  t h e  above procedure 

w i l l  always t e rmina t e  s u c c e s f u l l y  by b u i l d i n g  a -c l iques .  However, 

if a  > X ( G ) ,  t hen  a t  some s t a g e  a  graph in t roduced  by coalescence 

w i l l  have on ly  a-1 v e r t i c e s ,  implying t h a t  X ( G )  2 a-1. Whenever 

t h i s  occu r s ,  t h e  va lue  a-1 i s  s u b s t i t u t e d  f o r  a  and t h e  execution 

o £  t h e  a lgor i thm cont inues  un in t e r rup ted  ( i . e . ,  a  dec rease  of  

does n o t  r e q u i r e  a  r e p e t i t i o n  of  any o£  t h e  previous  s t e p s ) .  I t  

t e rmina t e s  when every branch o £  t h e  Zykov t r e e  in t roduced  by 



r educ t ion  has been fo rced  t o  con ta in  an a -c l ique .  Upon termination, 

t h e  va lue  o £  X ( G )  w i l l  be  e x a c t l y  a. 

We now p r e s e n t  a conc ise  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  of t h e  

a lgor i thm.  Its most impor tan t  f e a t u r e  i s  t h e  procedure  Reduce 

(which might be  more a p t l y  l a b e l e d  "Reduce-if-necessary") which 

has  two parameters :  H ,  a  graph,  and N ,  t h e  o r d e r  o £  H.  Note 

t h a t  t h e  a lgor i thm e s s e n t i a l l y  performs a p reo rde r  t r a v e r s a l  

[ 6 ,  p. 3161 o f  a pruned Zykov t r e e .  ( . . . ) 

Recurs ive  d e f i n i t i o n  of  o u r  a lgor i thm.  

Main P rog rm:  (a i s  a g l o b a l  v a r i a b l e )  

Find I n i t i a l  a, an upper bound f o r  X ( G )  ; 

Reduce (G,n) ;  

Stop (now X ( G )  = a) . 
Procedure Reduce ( H , N )  ; 

i £  a > N then  a: = N .  

P: = a. , ( B  i s  a l o c a l  v a r i a b l e )  

i f  H i s  complete then  GO TO EXIT; 

Find H,, a  c l u s t e r  on a - v e r t i c e s ;  

A: i £  H, i s  an a -c l ique  then  GO TO EXIT;  

choose nonadjacent  v e r t i c e s  x and y i n  H,; 

Form H '  and H" by r educ t ion  o£ H; 
XY xy 

H: = H '  
XY ' 

Reduce (H" xy, N - 1 ) ;  

~f fi = a then  go t o  A 

e l s e  REDUCE ( H , N )  ; 

( t h e  e l s e  i s  necessary i n  c a s e  a was changed 

dur ing  t h e  prev ious  s t e p )  

EXIT:  END; 
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The a lgor i thm runs  a s  fol lows:  

I n  t h e  k t h  s t a g e  w e  gene ra t e  a minimum c o l o r a t i o n  of t h e  
k  v e r t e x  subgraph G . (This i s  sometimes c a l l e d  t h e  s e c t i o n  

subgraph; i t s  s e t  of  v e r t i c e s  i s  {1 ,2 , .  . . , k ) ,  and i t s  edges are 

those  edges of  G which connect  v e r t i c e s  i and j o f  t h i s  se t . )  
k k  k  

Le t  t h i s  minimum c o l o r a t i o n  be Dk = (A1 , A2 I . . . 'A I where 
mk 1 n nk = i f  i jc j anã uZ1 A; = {1 ,2 , . . . ,k} .  C l e a r l y ,  

j D1 

= ( { l ) ) .  W e  add v e r t e x  k + l  t o  t h i s  c o l o r a t i o n  by t h e  fol lowing 

r u l e :  Find t h e  f i r s t  A: t o  which k + l  can be added wi thout  

des t roy ing  i t s  independence. I f  one i s  found, add k + l  t o  it t o  

k+i = {k+l} form Dk+l; i f  none i s  found, add a new set ,  Am t o  
k + l  

form Dk+l ( c l e a r l y  mk+l = m k + l )  . Dn i s  a  minimum c o l o r a t i o n  of 
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