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RESUMO.

Esta tese introduz o problema de coloragao de grafos,
seguido por um estudo de sua complexidade e pelo levantamento
dos algoritmos de coloracao existentes, incluindo as heuris-

ticas.

Procura-se abranger o maior numero possivel de algo-
ritmos e apresenta-los de maneira uniforme, por exemplo utili
zando-se em todos eles a notagao "algol-like", para proporcio
nar melhor visao de conjunto e facilitar o estudo comparati-

vO.

Um algoritmo de coloragao ainda inédito & formulado e
mostra-se que & possivel implementd-lo em espago que  cresce

linearmente com o tamanho do grafo.
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ABSTRACT.

This thesis introduces the graph coloring problemn,
followed by a study of its complexity and a survey of the

existing coloring algorithms, including heuristics.

The goals are to comprehend the most possible number
of algorithms and to present them uniformly, for instance
using algol-like notation in all of them, in order to give a

better global sight and to facilitate comparative work.

An yet unpublished algorithm is formulated and it is
shown the way of implementing it in space that grows linear-

ly with the size of the graph.



INDICE.

I. INTRODUGCAO...

-ix-

ITI. O NUMERO CROMATICO. e eveeeeceaanens Ceeseeeesaeean

II-1. Grafo: Um Objeto Abstrato ou uma Figura

GeOometriCa? e e eeeeaees e eteseseeanenn

II-2. Colorindo GrafOS...eeeeceeceesosssassossnsascss

II-3. Origem HiStOriCa...eeveeeeeeceneenconacanns

Ii-4. Modelando por Grafo....ceeeeeieeectnecanns .

TTI-5. O DesafiO... ceceeesscecssccossassosansocncsecscs .

II-6. Uma Razao Pratica para Colorir Grafos......

IIT. DEFINICOES..

ITI-1.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooo

O Grafo e seus ElementoS..c.eeersceocssses

ITI-2. Tipos de Grafos.......... cececceenssann ..

ITI-3.

SUDCONJUNLEOS .ttt esenessoeseceaacnenanons

III-4. Coloracao de GrafoS......ceveveeennaannss

IV. APLICACOES...

IV-1. Construcao de Tabelas de HOrario..........

Iv-2.
Iv-3.
Iv-4.
IV-5.
IV-6.

Iv-7.

Tabelamento da ProdUGa0....ec.eeseenesnnass

Alocacg

a0 de Freqliéncias.....ccvvevennoennnn

Armazenamento de ProdutOS..c.eeeeescessass

Planarizacao de Circuitos Impressos.......

Uma Questao de Diplomacid....ceececeeocssen

10

12
12
13
14
14
15
15

16



_X_

V. CARACTERIZACOES E LIMITES....:ceeevn. C e

V-1. Grafos

v-2.

l-cromatico e 2-CromaticCO...eveeeeen.

Grafos PlanareS..ceeeeeceececcses t e e eaes et eeas

V-3. Limites Inferiores para X(G)eeeeeeoeenosooans

V-4. Limites Superiores para X(G).e.eeeeeereoesonnn

VI. COMPLEXIDADE . .ttt ittt eeeeacreanococasesocnsssacses

VI-1.
VI-2.
VI-3.
VI-4.

VI-5.

Conjuntos P, NP e NP-completo..............
K-colorabilidade € NP-completOo.....eeoeee.e
O Que Fazer..iieeeeeeeenenns et recsessenanas
Qualidade das AProOXiMagOEeS.....eeevesaseens

Subproblemas NP-completOoS.....veecveseeacnn

VII. APROXIMACOES. cv v vevreennsonnnsocnnssnnsansnnnan

VIII.

VII-1l. Coloridos SeqllenciaisS....eeeveeeceecceann

VII-2. Coloridos pOr ClasSeS.iceieeeeassaesceeees

VII-3. ColoridoS A0S PAreS .. e.ceecesecencscccness

VII-4. Coloridos em BatCh.. .o eeeeeeeeoesooesons

VII-5. Casos Arbitrariamente RUiNS....eceeveeecenn

OBTENCAO DE X(G) e veerreneoennnseononneassacsnns

VIII-1.
VIII-2.
VIII-3.
VIII-4.

VIII-S.

Coloridos Alg@hriCOS..cueeeeceenccaaans
Coloridos IndependentesS....eeeceecesane
Coloridos por ENUMEragdl........eeeeess
Coloridos por REAUGAO .. ceeeeevannnnnens

Colorido Seqllencial ExXatO....eoveeeees.

17
17
21
22

23

24
24
25
28
29

31

32
33
42
46
49

54

58
59
64
80
85

93



-xi-

IX - UM NOVO ALGORITMO DE COLORACAO «vvvereeecnesann 926
IX-1. A Arvore dos Quatro Japoneses .......... 97
IX-2. A Arvore de Christofides ....civeeeeesns 100
IX-3. A Arvore de Szwarcfiter .......ceceeenen 101
IX-4. O Algoritmo e sua Complexidade ......... 104
IX-5. Complexidade de ESPago ...eeeeeeess cesen 106
IX-6. Composicao das Classes de COYr .......... 110
X =  CONSIDERACOES FINAIS tvvierereconcaoosanosnans . 113
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS vvvvvereennnancannn ceeaaen 116
APENDICES.

A. ALGORITMOS Sl1l, S2, S3, Sd4e S5; Matula, Marble

e Tsaacson ...sa.. Al
B. ALGORITMO Cl; Welsh e Powell ....ciceeeencccens A5
C. ALGORITMO C2; WilliamsS ..eveevecssssssocoocsonnons A7
D. ALGORITMO Pl; WOOA .ueciieeveescsscsnnsesonssannss . A9
E. ALGORITMOS Bl e B2; Lipton e Miller .......cece0-. Al2
F. ALGORITMO Il; Christofides ...iiecieeeneenecncnas Al7
G. ALGORITMO I2; Roschke e Furtado ...ciceeeeeeencen A20
H. ALGORITMO TI3; WaNQg .« .uesveesosesossssssassossacaccs A22
I. ALGORITMO I4; Lawler ..iceetestoecsansssccssnssscnss A24
J. ALGORITMO El; BrOWN ..csceiecessesosacnsssccccscnsss A27
K. ALGORITMO E2; Nijenhuis e Wilf ......cceeierenenn A3l
L. ALGORITMOS Rl e R2; Corneil e Graham ..c.eeceecee A37

M, ALGORITMO S6; Gavril ....eee.e. cesessessesesssansas Adl



-xii--

INDICE DOS QUADROS.

V-1. Algoritmo que determina se G & bipartite...... . 20
VI-1l. Algoritmo nao-deterministico para k-colorir G.. 28
VII-1l. Algoritmo aproximativo Sl......ceeeieeccaonns . 33
VII-2. Algoritmo aproximativo S2....... ceecececsaanns . 35
VII-3. Algoritmo aproximativo S3......cccieeeeenecnes . 37
VII-4. Algoritmo aproximativo S4.....ieeiiiecenonnssn 40
VII-5. Algoritmo aproximativo S5......ccciiieeenacss . 41
VII-6. Algoritmo aproximativo Cl......cieeeceoencees 43
VII-7. Algoritmo aproximativo CZ.....ieerieneennncns . 45
VII-8. Algoritmo aproximativo Pl.......ccierieneecens . 48
VII-9. Algoritmo aproximativo Bl.......cceeeeeennnns . 51
VII-10. Algoritmo aproximativo B2.......ceceeecencss . 53
VIII-1. Algoritmo exato Al. ...t it eeesnoscssssansasss 59
VIII-2. Algoritmo exato AZ.. ...t ieerrescecnnsanncens 62
VITII-3. Algoritmo exato A3. ...ttt ietseescccnconnns . 63
VIII-4. Algoritmo exato Il.....iiiiiineieneneanens e 66
VIII-5. Algoritmo exato I2....... e eisescassencneenas 71
VITI-6. Algoritmo exXato I3...ceetennenosccncnsses ceesen 74
VIII-7. Algoritmo exato I4..... cee s et eeaneneneasana 76
VIII-8. Algoritmo exato I5.. ...t itiieenrteeesssnnsnans 79
VIITI-9. Algoritmo exato El....iiiitieeenerennnnnnnens 82
VITI-10. Algoritmo exato EZ2. ... iieverenencscnacnnnsns 84
VITIT-11. Algoritmo exato Rl....veieereeecesoannnannns 88
VIII-12. Algoritmo exato RZ2. ... iiiiteneencacacsacess 91
VIITI-13. Algoritmo exXato S6...veieeinennscneccnnsnns 94
IX-1. Algoritmo exato IS5 .... it ieinneesesansnecnsnss 105
IX=2. Algoritmo eXato T6..veveeevroanssnssesssosnssnsne 111



-xiii-

INDICE DAS FIGURAS.

IT-1. Representacao grafica de um grafo............ 3
I1-2. Trés maneiras de colorir G, usando guatro
COYESeeeeeneoennnnn e seecsresesacnnnvans 4
IT-3. Disposicao de distritos em UM MapPa.......c... 5
v-1. Grafo nao-planar 2-cOloravel...veeeeeeeeenens 21
v-2. Grafo planar 3-coloravel, com mais de quatro
tridngulos........ Gt et et eeetaes et 22
VI-1. Grafo obtido da expresséo(xl+x2) (§l+x3) ..... 27
VI-2. Alguns problemas NP-cOmpletOS....ceeeeeeeeens 31
VII-1. Aplicagbes do algoritmo Sl.......ccieveennnnn. 34
VII-2. Grafo estrela.......... et tectseet e 36
VII-3. Exemplo de aplicagao de algoritmo Cl......... 44
VII-4. Uma atuagao ruim do algoritmo Cl...... ceeeen . 46
VIII-1. Crafo para aplicagao de Il.......ceveeuuennn. 67
VIII-2. Arvore de subgrafos de G....eeeeveenennnennnn 68
VIII-3. Exemplo de grafos reduzidos de G.....covevu-n 86
VIII-4. Arvore de ZiKOV Para G..eveeeeeeeeeoeneoenans 87
VIII-5. Arvore de ZikoV podada.....eeeeeeenneeneennn . 89
VIII-6. Grafo cordal para aplicagao de S6......ce.c... 95
IX-1. A arvore dos quatro japoneses para G......... 100
IX-2. A arvore de Christofides para G...eeeeeeennn. 101
IX-3. A arvore de Szwarcfiter para G....eeeeeeeennn 103

X-1. Relagao cronoldgica dos algoritmos vistos.... 115



I. INTRODUCAO.

Neste trabalho, tratamos o problema do namero cromati-
co de um grafo, tanto do ponto de vista da teoria em si, quan-
to da abordagem algoritmica para resolugao do problema. A énfa
se maior e dada a esse segundo aspecto, como pode ser depreen-
dido do proprio titulo da tese, servindo a discussao inicial
para montar o cenario, motivar o drama, fornecer terminologia
adequada a conversacgao e determinar a qualidade e o papel re-
presentado pelos dois grandes grupos de artistas, os algorit-
mos de coloracao aproximada e os algoritmos de coloragao exa-
ta.

Inicia-se com a conceituagao de numero cromadtico de um
grafo e o relato dos acontecimentos que levaram a busca do mes
mo, sendo entdao definidos alguns termos basicos para se poder

passar a um tratamento mais formal do assunto.

Um capitulo inteiro & escrito sobre possibilidades de
aplicacgoes do numero cromdtico a situacgOes cotidianas, frisan-
do-se o grande interesse existente em torno de uma dessas apli
cagOes, a saber, a construcao de tabelas de horario para exa-

mes em escolas.

Em seguida, discutem-se as caracteristicas de grafos,
gue podem ser relacionadas com seu numero cromatico, e os limi
tes inferiores e superiores teoricamente deduzidos para o mes-

mo.

Um estudo de como o tempo despendido na execugao de um
algoritmo exato de coloracao pode crescer, quando se aumenta o
tamanho do grafo considerado, & apresentado sob o titulo Com-

Elexidade.

Além de separados em aproximativos e exatos, os algo-

ritmos sao postos em cena em pequenos grupos, caracterizados
pela semelhanca dos procedimentos que adotam. Essa tentativa
de classificacao & Util para se distinguir melhor os algorit-
mos que tratam o problema com um enfoque completamente novo,
dos que consistem em versoes modificadas de outros ja existen-
tes. Dentro desse espirito, os algoritmos de cada grupo sao

considerados por ordem cronoldogica de sua publicagao.



Um dos objetivos desta tese & proporcionar a apresenta-
cao conjunta e uniforme dos algoritmos de coloragao existentes.
Acreditamos que, assim organizados, esses algoritmos possam sus
citar futuros estudos comparativos de complexidade, mais deta-
lhados e exatos que o nosso. Cabe salientar que estudos desse

tipo ainda nao existem na literatura.

Esperamos nao ter prejudicado a esséncia dos algoritmos
ao vesti-los com a nova roupagem. Por exemplo, procuramos utili
zar variaveis de mesmo nome para armazenar informagdes idénti-

cas, e formulamos todos os algoritmos na notagao "algol-like".

Para dirimir quaisquer duvidas quanto 3 origem das fa-
lhas ou imprecisoes que possam vir a ser encontradas nos algo-
ritmos aqui expostos, anexamos ao final do trabalho as suas for

mulagOes originais.

O outro objetivo visado com a presente tese &€ expresso
pelo seu carater de levantamento do assunto tratado, que preten
diamos fosse o mais abrangente possivel. Embora admitindo que
um ou outro algoritmo possa ter escapado a nossa pesquisa em bi
bliotecas do Rio e de Brasilia, estamos convencidos de que o
conjunto conseguido & representativo de todos os procedimentos
ja imaginados para colorir grafos, constituindo um trabalho de
valor para pesquisadores que pretendam apresentar novas contri-

buicoes.

Das obras mais conhecidas, a que faz referéncia ao maior
nimero de algoritmos de coloracdo & o livro de Christofides?®,em
que sao explicados varios procedimentos de coloracao exata e de
coloracao aproximada. As demais obras se limitam a apresentar
um algoritmo de coloracao exata ou, no maximo, um algoritmo de
cada tipo. Podemos citar os livros de Berge®, Deo'®, Even'®,Fur

tado!?®, Boaventura‘ e Nijenhuis e Wilf?7,



II. O NOMERO CROMATICO.

O conceito de nimero cromatico aparece dentro do assun-

to mais geral que & coloracao de grafos. Iniciemos, portanto,es

se trabalho, dizendo informalmente o que sao grafos, em que con
siste a sua coloragao e como tal assunto foi abordado pela pri-
meira vez. Mostraremos como se chegou ao problema de obtengao
do niimero cromatico de um grafo, tanto a partir de uma questao

tedrica, como a partir de uma necessidade pratica.

II-1 . Grafo: Um Objeto Abstrato ou uma Figura Geométrica?

A idéia que temos de um grafo & a de um conjunto de ele
mentos, entre cujos pares pode, ou nao, haver uma determinada
relagcao. Em geral, um grafo aparece sempre associado a sua re-

presentacao grafica. Um conjunto de pontos representa os seus

elementos e uma linha, ligando dois desses pontos, simboliza a

existéncia de relacao entre os elementos correspondentes.

Da mesma forma que, na Aritmética, deixamos de lado a
diferenciagao entre niimero e numeral, também agui nao ha prejui
zo em nos referirmos a representacao grafica de um grafo como
se fora ao proprio grafo. N. Deo!®’ conceitua com precisio essas
entidades, o grafo como objeto abstrato combinatdério e o grafo
como representacao geométrica, afirmando, em seguida, que se
passa por cima da distingao deliberadamente, em prol da simpli-

cidade e clareza.

Na figura (II-1), a seguir, vemos um grafo G com seis

pontos: { Vir Voreee v6}, dos quais os pares (vl,vz),(vl,v3 ),
(vl,v5), (vz,v3), (v2,v4) e (v4,v6) estao relacionados entre
si.

v

Figura II-1. Representacao grafica de um grafo.



II-2. Colorindo Grafos.

Colorir um grafo significa pintar cada um dos seus pon-
com uma cor, de forma tal que, se dois pontos quaisquer estao
ligados entre si por uma linha, eles recebem cores distintas. E
claro que o termo "pintar com uma cor" € equivalente a "associ
ar um dado numero". A referéncia a cores & feita por motivos
histdoricos, como veremos a seguir, além de ser valiosa para que

se visualize melhor a gquestao.

Dado um grafo e um certo nimero de cores, pode nao exis
tir um modo de atribuir aos seus pontos as cores dadas, ou pode
existir uma ou mais maneiras de fazé-lo. O grafo G apresentado
na secao anterior pode ser colorido com quatro cores de muitas

maneiras distintas, como vemos na figura (II-2).

Doy Vo3 Dy

ZEE

Figura II-2. Trés maneiras de colorir G, usando dguatro

cores.

II-3. Origem Histdrica.

Em 1852, o professor inglés De Morgan escreveu uma car-
ta ao seu colega Sir Hamilton, expondo um problema que nao con-
seguira solucionar. Ainda hoje, os professores se correspondem
pelo mesmo motivo e formulam hipOteses, as quais sao chamadas

conjecturas até que venham a ser demonstradas ou derrubadas pela

descoberta de contra-exemplos. Ao lancar uma conjectura, princi
palmente se a mesma pode ser expressa de uma forma simples e
concisa, o autor nao imagina que ela possa originar tanta movi-
mentagao entre os cientistas, como foi o caso da conjectura de
De Morgan (ou Conjectura de Guthrie, para fazer jus ao incdmodo

aluno gque lhe apresentou a gquestao).

Um aluno havia perguntado a De Morgan qual a razao de



ser aparentemente possivel colorir uma figura qualquer com, no
maximo, quatro cores, sem que regices vizinhas recebessem co-
res iguais. Observou De Morgan que em uma figura com cinco re-
gioes, qualquer esforco para fazer com que cada uma das regi-
oes tenha uma linha limitrofe com as demais,leva sempre a uma
situagao em que uma das regioes & completamente envolvida pe-
las outras trés, o que impede a quinta regiao de se limitar
com a mesma. Reproduzimos na figura (II-3) o desenho utilizado
por Rouse-Ball®?, ainda no século passado, para argumentar a
favor da conjectura, usando a dificuldade relatada acima. Qual
quer disposicao do distrito X impede a posterior adigao de um

distrito Y que seja vizinho aos distritos A, B, C, e X.

Figura II-3. Disposicao de distritos em um mapa.

Ele conclui afirmando que "uma prova da proposicao en-
volve dificuldades de alta ordem, as quais, até agora, tém frus

trado todas as tentativas para supera-las".

IT-4. Modelando por Grafo.

Cada regiao de uma figura pode ser associada a um pon-
to de um grafo, ligando-se dois pontos por uma linha sempre
que as duas regioes correspondentes tiverem um limite em corum.
Dessa forma modela-se o problema de De Morgan por grafos, po-
dendo-se, entao, formuld-lo com sua nova roupagem: "E possivel
colorir qualquer grafo obtido pelo processo acima com, no méxi
mo, quatro cores?" (Obs.: "colorir" conforme definido na segao
(11-2)).

Note gque o grafo obtido pelo processo acima & sempre
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um grafo planar, isto &, ele pode ser desenhado numa folha de

papel sem que haja cruzamentos de suas linhas.

A equivaléncia entre o problema de colorir as regioes
de uma figura, apresentado por De Morgan, e o problema de colo-
racao de mapas planares pode ser formalmente demonstrada. Veja,

por exemplo, a explicacdo da pagina 131 da obra de Harary?*.

II-5. O Desafio.

A "Conjectura das Quatro Cores" - conforme foi denomina
da a afirmagcao de que quatro cores sao suficientes para se colo
rir qualquer grafo planar - deu muito o que fazer aos estudio-
sos de grafos, que tentaram estabelecer matematicamente a sua

veracidade.

Por outro lado, nao ha davida que foram as dificuldades
encontradas na demonstracao dessa conjectura que motivaram um
notavel crescimento da Teoria dos Grafos e o desenvolvimento de
resultados que, em geral e 3 primeira vista, nada tém a ver uns
com os outros, ou com o problema original de coloracao, mas gue
surgiram de diferentes abordagens dadas a Conjectura das Quatro

Cores.

Embora Kempe, em 1879, ja tivesse apresentado uma de-
monstracao da conjectura, em 1890, Heawood mostrou que havia u-
ma falha na mesma. Desde que foi inicialmente formulada, a Con-
jectura das Quatro Cores permaneceu inviolavel por mais de um
século, apresentando-se como um desafio atraente & sagacidade

dos muitos tedricos de grafos, que mergulharam nela.

Foi apenas em 1977 que a questao perdeu o seu carater
conjecturistico, tendo sido demonstrada por Haken e Appel de u-
ma forma pouco elegante, uma vez que requereu 1200 horas de com
putador, num trabalho brutal de verificagao de um grande nimero
de grafos (Bernhart®). Espera~se que essa primeira demonstra-

cao facilite o desenvolvimento de alguma prova curta e elegante.

II-6. Uma Razao Pratica para Colorir Grafos.

Embora o problema de coloracao de grafos planares tenha

sido a grande estrela da histdria dos grafos, a sua extensao pa

ra grafos quaisquer & muito mais importante, do ponto de vista



da aplicabilidade a casos cotidianos.

A k- colorabilidade de um grafo & a propriedade de o)
mesmo poder ser colorido utilizando-se k cores. O problema a
gue nos referimos acima, que & uma generalizagao do problema
das quatro cores de grafos planares, consiste em, dado um grafo

gqualguer G e um nimero inteiro k, saber se G & k-coloravel.

Visto de um outro enfoque, o problema de colorabilidade
de grafos pode ser apresentado como: "Encontrar o menor valor
de k, tal que G seja k-coloravel, e exibir um k-colorido de G".
Nesse caso, k € denominado nimero cromatico de G e o k-colorido

é referenciado como colorido o6timo de G.

Na década de 60, foi estimulado o interesse por procedi
mentos para fornecer coloridos 6timos, ou quase Otimos, de um
grafo, ao observar-se que isto poderia solucionar o problema de

construcao de tabelas de horario de escolas.

Varios algoritmos aproximativos para colorir grafos fo-
ram desenvolvidos com esse fim, tendo-se noticia de que sao uti

lizados com sucesso por colégios e universidades (Williams®®).

O grande problema desses algoritmos aproximativos, ou
heuristicas, € que nao se conseguiu determinar a distancia maxi
ma entre a estimativa do nimero cromatico, por eles obtida para
um grafo qualquer, e o nimero cromatico real desse grafo. Sabe-
se apenas que, para qualquer um dos algoritmos aproximativos,e-
xistem situagoes em que se obtém resultados arbitrariamente ru-

ins.

Varios algoritmos exatos foram apresentados para colora
gao de grafos, havendo, para qualquer deles, grafos em que o}
tempo de execugao cresce exponencialmente com o nimero de pon-

tos, tornando inviavel sua aplicagao.

Mais adiante, avaliaremos com mais detalhes a gqualidade
de algoritmos aproximativos e algoritmos exatos, que podem ser
desenvolvidos para coloragao. Apresentaremos alguns dos algo-
ritmos j& desenvolvidos e tentaremos tragar uma comparagao tedri

ca de seu desempenho.



III. DEFINICOES.

Passamos, agora, a relacionar as definigoes dos termos
necessarios a4 exposigao que se seguira. Deixaremos para apresen
tar as defini¢Oes dos termos de aplicacao restrita aos algorit-
mos juntamente com os mesmos. Adotamos, em geral, as mesmas de-

finigdes do Harary?"“.

ITI-1. O Grafo e seus Elementos.

Um grafo G € um conjunto finito V V_(G) de n pontos e
um conjunto X de m linhas, sendo cada linha um par nao ordenado

de pontos distintos de V.

Seja x = (u,v) uma linha de G. Dizemos que x liga u e v

e denotamos x por uv. Os pontos u e v sao adjacentes porque es-

tao ligados por uma linha. O ponto u e a linha x sao  inciden-

tes, um com o outro, assim como O sao o ponto v e a linha x.

Seja v, um ponto de G. O grau de Vi denotado por di e

o0 numero de linhas incidentes com v, .

Chamamos de lista de adjacéncia de v, e denotamos por

A(v), uma lista encadeada contendo todos os pontos adjacentes a

v, em G. Uma estrutura de adjacéncia para G €& a representagéo

de G por meio das listas de adjacéncia de seus pontos. Em quase
todos os algoritmos assumiremos que G estd representado por uma

estrutura de adjacéncia.

A matriz de adjacéncia de G & uma matriz Q de dimensao

n x n, onde o elemento qij & definido assim:

r -~ .
1l , se vi e.vj,sao adjacentes,

qij = A -
« O , caso contrario.
Um trajeto em G & um seqliéncia alternada de pontos e
linhas VO, Xl' Vl' Xo1 V2""’Xk—l’vk—l’xk’vk’ comecando e ter-

minando por pontos, na qual cada linha & incidente com o ponto
que a precede e com o ponto que a segue. Em geral, denotamos o
trajeto acima por VoYV e Vi1V © dizemos que ele liga os pon

tos v, e v_.
0 n

Um caminho & um trajeto em que todos os pontos sdo dis-
tintos.



Um ciclo & um trajeto em que todos os pontos sao distin

tos, exceto o primeiro e o Gltimo. O comprimento de um ciclo &

o numero de linhas do mesmo. Um tridngulo & um ciclo de compri-

mento 3.

ITI-2. Tipos de Grafos.

G e um grafo completo, se e somente se quaisquer dois

pontos distintos de G forem adjacentes.

G & um grafo nulo, se e somente se o conjunto V for va-

zio.

G @ um grafo conexo, se e somente se qualquer par de

pontos for ligado por um caminho; caso contrario, G & um grafo

desconexo.

G @ um grafo totalmente desconexo, se e somente se e}

conjunto X for vazio.

G & um grafo bipartite, se e somente se existir uma par

ticao {vl'VZ} de V, tal que qualquer linha de G liga um ponto
de V1 e um ponto de V2.

Dizemos que um grafo estd inserido em uma superficie o-
rientavel S, quando ele estd desenhado em S de forma que suas

linhas nao se cruzam.

G & um grafo planar se ele pode ser inserido em um pla-

no.

Dado G, seu grafo complementar G contem o mesmo conjun-

to V de pontos, mas dois pontos sao adjacentes em G, se e somen

te se eles nao o sao em G.

I1I-3. Subconjuntos.

Um subgrafo de G & um grafo cujos conjuntos de pontos e

de linhas sao subconjuntos de V e de X, respectivamente.

Uma clique de G & um subgrafo completo de G. Uma k-cli-

que & uma clique com k pontos.

O nimero maximo de linhas de G & dado pela formula -
n(n-1)/2. A razao entre m e esse valor denominamos densidade de
linhas de G.
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Um cluster de G & um subgrafo de G, que tem uma alta

densidade de linhas. Um k-cluster é um cluster com k pontos.

Um subconjunto de pontos (ou de linhas) de G, com uma

dada caracterIstica, & um subconjunto maximal em relagao a essa

caracteristica, se nao estiver propriamente contido em nenhum
outro subconjunto de pontos (ou de linhas) de G, com a mesma ca

racteristica.

Um subgrafo de G com uma dada caracteristica & um sub-

grafo maximal em relagao a mesma, se seus conjuntos de pontos e

de linhas sao subconjuntos maximais mantendo tal caracteristica.

Um componente de G & um subgrafo conexo maximal de G.

Para qualquer subconjunto S de pontos de G, o subgrafo
induzido < S > @ o subgrafo maximal de G, com conjunto de pon-

tos S.

Um subconjunto de pontos S, de G, € um subconjunto inde

pendente de G, se e somente se nao houver em S dois pontos adja

centes.

III-4. Coloracao de Grafos.

Um colorido de um grafo & uma atribuicao de cores aos
seus pontos, de forma que cada ponto receba exatamente uma cor

e que nao haja dois pontos adjacentes com a mesma cor.

Uma classe de cor de um grafo G & um conjunto nao vazio

de pontos com a mesma cor, em um colorido de G. Vemos que, por
definicao, uma classe de cor & um subconjunto independente de
G.

Um k-colorido de G & um colorido de G que usa k cores,

particionando V em k classes de cor.

O niimero cromatico de G, x(G), & igual ao menor inteiro

k, para o qual G tem um k-colorido. Observamos que o nimero cro
matico de um grafo completo & igual a n, uma vez que cada ponto

seu & adjacente com todos os demais.

G & um grafo k-coloravel, se pudermos colorir G com Kk,

Oou menos, cores.

G @ um grafo k-cromatico, se k = %(G).
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Dizemos que um k-colorido de G & um colorido Otimo para

G, se k for igual a ¥(G). Um k-colorido de G, com k no interva-

lo X(G) < k ¢ n, & um colorido aproximado ou nao - Otimo de G.

E claro que, para k > n, nao existe um k-colorido de G.
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IV. APLICACOES.

Grande parte do interesse existente em torno de colora-
cao de grafos advém da existéncia de varios problemas praticos
que podem ser solucionados pela obtengao de coloridos para gra-

fos.

A caracteristica comum a todos esses problemas & que se
deseja distribuir eventos (ou objetos) no menor numero possivel
de periodos (ou grupos), de modo que eventos (ou objetos) incom

pativeis nao fiquem juntos. S3o denominados problemas de escala

mento ou problemas de particionamento cromitico.

Formularemos, a seguir, alguns desses problemas, ressal
tando que o primeiro deles, a construgao de tabelas de horario,

€ o que tem sido mais intensamente tratado na literatura.

IV-1. Construcao de Tabelas de Horario.

Em uma escola, devem-se aplicar exames finais em varias
mateérias. Alguns desses exames nao podem ocorrer simultaneamen
te com outros, em vista de existirem alunos que vao participar
de ambos. O problema consiste em escalar os exames no menor ni-
mero possivel de periodos, de tal forma gue nao ocorram confli-

tos de horario.

Os exames podem ser representados pelos pontos de um
grafo, ligando-se dois pontos por uma linha, se houver um ou

mais alunos que farao os dois exames correspondentes.

Um k-colorido desse grafo corresponde ao escalamento
dos exames em k periodos distintos, um periodo para cada cor. A
obtengao do nimero cromidtico do grafo corresponde a detemminagao
do menor numero de periodos em que & possivel fazer tal escala-

mento.

Em 1966, foi publicado um programa da autoria de Peck e
Williams®®, que resolvia o problema apresentado acima por um
procedimento heuristico. Nos comentarios desse programa, vemos
que os autores ja estabeleciam um paralelo com a coloragao de
grafos, usando a representacao sugerida, com o acréscimo de um
peso w., associado ao i-ésimo ponto, indicando o numero de alu-

nos que deveriam prestar o exame correspondente. O objetivo era
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escalar os exames, de forma que nao ocorressem chogques de hora-
rio e que o numero total de alunos em exame, num dado periodo,

nao ultrapassasse certo limite.

Trabalhos anteriores, como o de Cole!? e o de Foxley e
Lockyer!®, apesar de apresentarem critérios mais sofisticados pa-
ra a construcao da tabela de horario, utilizavam apenas parci-

almente o enfoque de coloragao de grafos.

Por outro lado, Welsh e Powell®® e Wood"®, em 1967 e
1969, respectivamente, ji explicitavam a conexao existente en-
tre os dois problemas. Parece que foram os primeiros a se abs-
trafrem dos detalhes e a darem ao problema de construgao de ta-
bela de horario para exames a abordagem definitiva de coloracgao
de grafos. Analisaremos posteriormente os algoritmos que propu-

seram.

Antes de passarmos para as outras aplicagOes, queremos
salientar que o titulo "Construgao de Tabelas de Horario" & uti
lizado para denotar um outro problema, que comegou a ser trata-
do por computador também na década de 60. Consiste em, dado wum
conjunto de classes, um conjunto de professores e uma relacao
que fornece o numero de periodos por semana (ou por dia), em
gue cada professor deve atender a cada classe, construir uma ta
bela de horario que indique, para cada periodo, qual professor
devera estar com determinada classe. Um método apresentado, em
1962, por Gotlieb e revisto pelo mesmo juntamente com Csimal® ,
em 1964, desenvolve a tabela de horario na forma de uma matriz
tridimensional S, cujo elemento sijk € 1 ou 0, conforme o pro-

fessor i esteja ou nao com a classe j, no periodo k.

A construcdao de tabelas para exames e a construgao de
tabelas de horario de escolas sao dois problemas distintos. O
4ltimo nao é resolvido por coloragao de grafos, tendo sido men-

cionado aqui apenas para esclarecimento.

Dempster!* ja havia percebido essa multiplicidade, ten-
do caracterizado trés diferentes categorias de problemas, exis-

tentes sob o titulo de Tabelamento de Horario.

IV-2. Tabelamento da Producao.

Um certo niimero de tarefas com mesmo tempo de execugao
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devem ser realizadas. Existem, no entanto, restrigoes que impe-
dem que algumas dessas tarefas estejam em execugao simltaneamen-
te. Por exemplo, devido & disponibilidade de recursos. O proble
ma consiste em estabelecer o menor nimero de periodos pelos
quais poderao ser distribuidas as tarefas, atendendo as condi-

coes desejadas.

Nesse caso, utiliza-se como modelo um grafo em que cada
ponto representa uma das tarefas. Dois pontos sao ligados por u
ma linha, se as tarefas correspondentes nao puderem ser realiza

das ao mesmo tempo.

O nimero cromatico do grafo assim obtido & igual ao me-
nor nimero possivel de periodos para a realizagao das tarefas.
Cada classe de cor, em um colorido do grafo, corresponde a um

conjunto de tarefas a serem realizadas simultaneamente.

IV-3. Alocacao de Fregléncias.

Em uma localidade, existem k canais disponiveis para se
rem usados por n estagdes de televisao. Estagoes proximas umas
das outras nao podem usar o mesmo canal sem causar interferén-
cia. O problema consiste em alocar um canal para cada estagao
de modo que estagOes que nao possam utilizar o mesmo canal rece
bam canais diferentes. Esse problema pode também ser considera-

do para estacoes emissoras de radio.

Construimos um grafo em que cada ponto representa uma
estacao de televisao, havendo uma linha ligando dois pontos sem
pre que a disti3ncia entre as duas estagOes correspondentes for

menor gue um certo limite.

Um k-colorido para esse grafo corresponde a uma aloca-
cao dos k canais, atendendo as condigoes estabelecidas. Tal co-
lorido s & possivel se o nimero cromatico do grafo construido

for menor ou igual a k.

IV-4. Armazenamento de Produtos.

Um estoque de produtos quimicos deve ser armazenado de
forma que certos produtos nao devem ser postos em um mesmo cCom-

partimento por motivos de segurancga.

Representando cada produto por um ponto de um grafo e
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ligando por uma linha todo par de pontos, cujos produtos corres
pondentes nao possam ficar juntos, podemos encontrar o menor ni
mero de compartimentos necessarios para armazenar todo o esto-
gue, calculando o nimero cromdtico do grafo assim obtido. Além
disso, um conjunto de pontos com uma mesma cor correspondera a
um conjunto de produtos quimicos a ser colocado em um dado com-

partimento.

IV-5. Planarizacao de Circuitos Impressos.

O problema que vamos formular, agora, esta relacionado
com o projeto de circuitos impressos. Nesses circuitos existem
juncbes em posicOes fixas, algumas das quais deverao ser liga-
das entre si por fios de conexao impressos na superficie de uma
placa feita de material ndo condutor. Uma vez que esses fios so
podem se encontrar nas juncoes, quantas superficies serao neces
sarias para se dispor todos os fios do circuito sem que eles se

cruzem?

O problema apresentado acima poderia ser considerado

também do ponto de vista de planaridade de grafos.

Para coloragéo, desenhamos, inicialmente, em uma folha
de papel todo o circuito e definimos, em seguida, um grafo em
que cada ponto representa um fio de conexao e cada linha liga

dois pontos cujos fios correspondentes se cruzam no desenho.

. . I'd
O problema proposto fica, dessa forma, substituido pelo
de encontrar o nimero cromatico do grafo obtido. Cada classe de
cor contera os pontos correspondentes aos fios a serem dispos-

tos em cada uma das superficies.

IV-6. Uma Questao de Diplomacia.

Apds atuar varios anos em uma embaixada e devendo retor
nar em breve ao seu pais, um diplomata deseja promover algumas
recepgOes para se despedir dos seus conhecidos. Entretanto, sa-
bendo que por um motivo ou outro varias dessas pessoas nao se
d3o muito bem e guerendo evitar quaisquer encontros desagrada-
veis, ele resolve convidar para cada recepgao um grupo de pesso
as no qual nao haja qualquer incompatibilidade. Quantas recep-
¢Oes serao necessarias para que o diplomata em questao se des-

peca de todos os seus conhecidos e quem devera ser convidado
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em cada uma dessas ocasioes?

Ora, basta definir um grafo com um ponto para cada pes-
soa conhecida do diplomata e uma linha ligando dois pontos se

as pessoas correspondentes nao se dao bem.

O nimero cromatico desse grafo e as classes de cor defi
nidas por um colorido utilizando esse nimero de cores correspon

dem & solugao das duas perguntas acima formuladas.

IV-7. OUTRAS.

Apresentaremos, em seguida, mais duas aplicagoes de co-

loragao de grafos, mencionadas por Hammer e Rudeanu®’.

Um centro de comutacdao de telefones €& feito por muitos
blocos, que sao ligados, aos pares, por fios de varias cores.Pa
ra facilitar a deteccao de erros, & desejavel que quaisquer dois
fios, tendo uma das extremidades no mesmo bloco, recebam cores

diferentes e que o numero de cores seja minimo.

A passagem para o problema de coloracao de grafos & ime

diata.

Uma outra aplicagao, devida a Marcus e Vasiliu, surge
na area de linguistica. Eles introduziram um grafo, cujos pon-
tos sao as 20 consoantes da lingua romena e cujas linhas sao de
finidas da seguinte forma. Para qualguer ponto v, o conjunto
A(v) consiste de todas as consoantes w, tais que existe uma pa-
lavra romena cujo primeiro grupo consonantal inclui a seqfiéncia

vw. Sao, ao todo, 79 linhas.

Por algumas razbes lingliisticas €& interessante determi-
nar-se as classes de cor, para um colorido 6timo do grafo assim

obtido.
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V. CARACTERIZACOES E LIMITES.

Considerando que colorir um grafo desconexo significa
colorir cada um dos seus componentes separadamente, vamos nos

referir, daqui por diante, apenas a grafos conexos.

Para nhao termos que analisar a todo instante o que acon
teceria na situacao trivial de o grafo nao conter pontos, vamos
assumir que G & um grafo nao-nulo, a nao ser que explicitamen-

te declaremos o contrario.

Conforme ja dissemos anteriormente e esperamos ter ilus
trado no capitulo (IV), o problema central em coloragao de gra-
fos consiste em, dado um grafo qualquer G, obter seu nimero

cromatico e algum dos coloridos correspondentes.

Apresentaremos, a seguir, os casos,que infelizmente sao
poucos, em que determinadas caracteristicas facilmente identifi
caveis estao presentes em um grafo, se e somente se tal grafo

tem um nimero cromatico especifico.

Depois, apresentaremos resultados mais fracos que es-
ses, em que a detecgéo de determinadas caracteristicas implica
gue o nimero cromatico de um grafo esta dentro de certos limi-
tes, embora nao sejam caracteristicas necessarias para que isso

ocorra.

Por fim, apresentaremos alguns limites obtidos teorica-

mente para X (G).

V-1. Grafos 1l-cromatico e 2-cromatico.

Gostariamos, aqui, de resolver o problema de coloragao
através de outro problema cuja solugao seja ja conhecida ou fa-

cilmente determinivel. Isto &, dada a proposicao Py "G & um gra

fo k-cromatico", gostariamos de ter uma outra proposigao Py
de facil verificagao, de forma que P, ocorre se e somente se
P, ocorrer.

Sera mostrado no proximo capitulo que, para k>2, qual-~

5 due fosse equivalente a Pl seria necessaria-

mente tao arredia a uma verificagao como a prépria Pl'

guer proposicao P

Resta-nos, portanto, apresentar P2 para os casos k=1 e
k=2.
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Para k=1, o problema é trivial. Qualquer grafo que te-
nha, pelo menos, uma linha necessitara de, no minimo, duas co-
res para ser colorido, uma cor para cada um dos dois pontos in-

cidentes com essa linha.

Podemos afirmar portanto que:

TEOREMA V-1.

G & um grafo l-cromatico, se e somente se for totalmen-
te desconexo.

A verificacdao de que um grafo G qualquer &, ou nao, to-
talmente desconexo pode ser feita em tempo constante, se m for

dado, ou em tempo linear com n, no caso contrario.

A caracterizagao de grafos 2-cromdticos também & bastan

te simples, se aplicarmos o conceito de grafo bipartite.

Seja G um grafo bipartite. Podemos colorir com a cor 1
os pontos do conjunto Vl e com a cor 2 os pontos do axﬂunﬂ)Vé.

Isso nos da um 2-colorido de G. Logo G & 2-coloravel.

Por outro lado, seja G um grafo 2-coloravel. Dado um
2-colorido de G, podemos construir uma particao { Vl’V2 } de v,
de acordo com as duas classes de cor definidas pelo colorido.Co
mo cada linha de G liga um elemento de Vl e um elemento de V2 ’

G € um grafo bipartite.
Isso nos leva aos seguintes resultados:

LEMA.
G é um grafo 2-coloravel, se e somente se for biparti-
te.

TEOREMA V-2.

G é um grafo 2-cromatico, se e somente se ocorrem as
duas condigoes abaixo:

(i) G nao & l-cromatico e

(ii) G é bipartite.

Um grafo & bipartite, se e somente se nao possui ciclos
de comprimento Iimpar. (Para uma demonstracao dessa equivaléncia,
veja, por exemplo, a pagina 18 do Harary?*.) Logo, podemos de-
terminar se G & bipartite, através de algum algoritmo que veri-
figue, no caso de G ter ciclos, se o comprimento de todos eles

€ um nimero par. Em quanto tempo isso pode ser feito?
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0 algoritmo apresentado no quadro (V-1) descobre se um
grafo G & bipartite, dando a cor 1 a um ponto de G e, em segui
da, tentando atribuir a cor 2 a todos os pontos adjacentes a
pontos com a cor 1 e vice-versa. Isso € feito até todos os pon
tos terem recebido uma das cores ou até ser encontrado algum
ponto ainda sem cor, que seja adjacente a um ponto com a cor 1
e a um ponto com a cor 2. No primeiro caso, G & bipartite. No
segundo, foi identificado um ciclo de comprimento Impar e G

nao é bipartite.

Esse algoritmo executa o que se chama "backtracking"
totalmente restringido, visitando exatamente 1 vez cada um dos
pontos e cada uma das linhas do grafo, em um tempo O(m+n). Nao
sao analisados todos os ciclos do grafo, mas apenas um conjun-
to de ciclos, a partir dos quais todos os outros podem ser ob-
tidos por combinagdao linear. Isso € o bastante, pois a existén
cia de um ciclo qualquer de G com comprimento Impar implica
que pelo menos um dos ciclos basicos considerados tenha compri

mento impar.
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Quadro V-1. Algoritmo que determina se G € bipartite.

begin

end

comment 01’ 02,...

cada um dos pontos 1, &,...,n de G.

procedure B (v,cor); integer value (v,cor);

begin

¢ zZcor;
%

if cor = 1 then cor:=2 glse cor: =1;
marque v
for w e A(v) do

1f w desmarcado then B(w,cor)

else 1f ¢ = ¢ then
— = v w

output "G nao é bipartite';
stop
end
end Bj;
desmarque todos os pontos;
01,02,...,cn::0;

B(z,1); comment z & um ponto inicial dado;

output "G & bipartite”

- . N
se, guardara a cor atributda a

L1

L2

L3

L4

Ls

Lé

L7

L8

L9

L10

L11

L1z

| L13

L14

L15

L1¢6

L17

L18

L19

L20

L21
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V-2. Grafos Planares.

Desde o século passado, sabe-se, devido a um outro teo-
rema de Heawood, que cinco cores bastam para colorir qualquer
grafo planar. Para uma demonstracao desse fato, veja as paginas
188 e 189 da obra de Deo'’.

Por outro lado, pode ser facilmente observado que exis-
tem grafos planares tais que trés cores nao sao suficientes pa-
ra colori-los. Isso ocorre, por exemplo, com o grafo completo

de quatro pontos.

Portanto, o minimo para o qual se poderia abaixar o re-
sultado de Heawood seria quatro cores. No entanto, foi apenas

recentemente que se conseguiu fazer isso.
Hoje, ja podemos anunciar o

TEOREMA V-4,

Se G & um grafo planar, entao ¥ (G) <4.

Para uma explicagao em linhas gerais da demonstragao

construida por Haken e Appel, veja o artigo de Bernhart?®.

Observemos que, além de termos restringido nosso resul-
tado para uma classe especial de grafos, ja nao contamos com a
forca de um "se somente se". Na figura (V-1), vemos um grafo

nao planar que pode ser colorido com apenas 2 cores.

47 Co
Figura V-1. Grafo nao-planar 2-coloravel.

Suponhamos que se deseja saber se um dado grafo G & 4-
coloravel. Podemos aplicar um algoritmo que em tempo linear
O(n) nos mostre se G é ou nao um grafo planar (Tarjan*?®). No
primeiro caso, concluimos que G é 4-coloravel. No caso de G nao

ser planar, nada poderemos concluir.

TEOREMA V-5.
Seja G um grafo planar. Se G tem menos de quatro trian-
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gulos, entao x(G) £ 3.

O teorema acima foi demonstrado por Grldnbaum, sendo re-

ferenciado na pagina 131 do Harary?".

Novamente, apresentamos um exemplo, na figura (V-2),mos

trando que a reciproca nao & verdadeira.

a1 el c1 21 1

&3] ey c2 3 &) &y

Figura V-2. Grafo planar 3-coloravel, com mais de qua-

tro triadngulos.

Resultados do tipo "se entao", como os que acabamos de

ver, sao de interesse estritamente tedrico.

V-3. Limites Inferiores para ¥ (G).

Se G contém um subgrafo completo com k pontos, obviamen
te o seu nlimero cromatico deverad ser maior ou igual a k. O nime
ro de pontos no maior subgrafo completo de G &€, portanto, um 1li

mite inferior bastante intuitivo para G.

Cabe notar, no entanto, que existem grafos nos quais es

ses dois valores se distanciem tanto guanto se queira.

Seja r o nimero de pontos contidos no maior conjunto in
dependente de G. Entao, r serd também o maior nimero  possivel
de pontos a receberem a mesma cor em um colorido de G. Conclui-

(E\ 3

se que & um limite inferior para ¥ (G), onde a notagao x

significa o maior inteiro menor ou igual a x.

Dois outros limites inferiores para o nimero cromatico
de G, relacionando-o com © numero cromatico do grafo complemen-
tar de G, G, sao: X (G) » (2vn; - X (G) e x(G)>n/x(G), onde | x

significa o menor inteiro maior ou igual a x.

Esses resultados foram desenvolvidos por Nordhaus e

Gaddum, estando demonstrados,por exemplo, na pagina 129 do Hara

ry?.
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V-4. Limites Superiores para ¥ (G)

O primeiro limite superior em que se pode pensar para O
nimero cromatico de G & o proprio nimero n, uma vez que hao se
podem gastar mais cores do que o nimero de pontos gue existem
para serem coloridos. Entretanto, & Obvio que ¥ (G) e n podem es

tar tao distantes entre si quanto se queira.

O limite seguinte relaciona o namero cromatico com o
maior grau dos pontos de G, tendo sido calculado por Brooks®:

¥ (G) < max { d; }+ 1,
l<ign

onde d, & o grau do ponto v, .

Um limite superior melhor que esse, também baseado nos
graus dos pontos de G, foi apresentado por Szekeres e Wilf'!':

¥(G) £ 1 + max(min) (d,)),
visH *

onde H & qualquer subgrafo induzido por um subconjunto de pon-
tos de G e d; €& o grau de v, em H. Uma demonstracao mais  sim-
ples do que a original, para o limite gque acabamos de ver, e

fornecida por Bondy®.

Limites superiores também foram apresentados por Nor-
dhaus e Gaddum, relacionando ¥ (G) com ¥ (G):
X(@) <0+ 1-x(@ e x(@ < L2 /@)

Para uma demonstracdo, veja Harary?“.
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VIi. COMPLEXIDADE.

Em 1972, a obtengao do numero cromatico de um grafo
gqualquer foi incluida, por Karp’®, em uma lista de problemas
NP-completos. Iniciaremos esse capitulo expondo como esse fato
predestina qualquer algoritmo, gque venha a ser feito para resol
ver o problema, a ser um algoritmo ruim. Em seguida, explicare-

mos a demonstragao construida por Karp.

Veremos, ainda, que, mesmo passando do problema de k-co
lorabilidade de um grafo gqualquer para o subproblema de 3-colo-
rabilidade de uma classe restrita de grafos - ou afrouxando a
exigéncia de se obter o nuimero cromatico exato de G para que se
obtenha uma estimativa que seja, no pior dos casos, o dobro do

valor exato - continuamos dentro do conjunto NP-completo.

VI-1l. Conjuntos P, NP e NP-completo.

Para uma definigcao formal dos conjuntos de linguagens
P, NP e NP-completo, indicamos, por exemplo, o capitulo 10 do

livro de Aho et al'l.

Informalmente, sabemos que fazem parte de P todos os
problemas para os quais existe algum algoritmo que fornega a so
lucdo em tempo polinomial. Isto &, o tempo gasto na execugao de

tal algoritmo & uma fungao polinomial do tamanho do problema.

Em NP estao todos os problemas para os quais existe al-
gum algoritmo nao deterministico, que forneca a solugao em tem-
po polinomial. Um algoritmo nao deterministico & um processo
que, ao ser executado, pode atingir situagoOes em que existem vé
rias alternativas para prosseguimento. Nesses casos, O processo
gera cOpias de si mesmo, junto com as quais passa a tratar, si-
multaneamente, cada uma das alternativas. COpias das cdpias po-
dem vir a ser geradas, e todas continuam em execugao até que u-
ma das copias fornega a solucdo do problema, quando entao termi
na todo o processo. Algoritmos nao-deterministicos sao abstra-
¢oes e sua implementacao € feita através de algoritmos que exe-
cutam todas as combinacoes possiveis de alternativas, por meio
da técnica de "backtracking" (veja como isso & feito no artigo

de Floyd!’),em geral gastando, para isso, um tempo exponencial
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em relagao ao tamanho do problema. Podemos mostrar que um pro-
blema pertence a NP, exibindo um algoritmo nao-deterministico,

que o0 resolva em tempo polinomial.

P & um subconjunto de NP, i.e., P € NP. Nao se sabe se
P=NP. Uma classe de problemas chamados NP-dificeis desempenha
um papel de suma importdncia para a determinagao dessa igualda-
de. Sabe-se que, se existir um algoritmo que resolva qualquer
um deles em tempo polinomial, entao existem algoritmos com tem-
po polinomial para todos 0s problemas pertencentes a NP, ou se-

ja, P=NP.

Formam o conjunto NP-completo todos os problemas que,

além de pertencerem a NP, sao NP-dificeis.

Ja foram identificados centenas de problemas no conjun-
to NP. O fato de muitos cientistas experientes terem se empenha
do no estudo de alguns deles, sem obter uma solugao polinomial,
constitui uma evidéncia de que o futuro dos problemas NP-comple

tos & continuarem sendo resolvidos por algoritmos exponenciais.

VI-2. K-colorabilidade & NP-completo.

Para provar gque um problema & (ou pertence ao conjunto)
NP-completo devemos mostrar que tal problema estd em NP e que
qualquer problema NP-completo pode ser transformado, em tempo
polinomial, no problema dado. Por definig¢ao, todos os problemas
NP-completos podem ser transformados uns nos outros. Por 1isso,
é suficiente mostrarmos que um problema NP-completo pode ser po
linomialmente transformado no problema dado, ficando a segunda

condicao acima satisfeita por transitividade.

O primeiro problema reconhecido como NP-completo foi o
de "satisfiability", que consiste em, dada uma expressao boole-
ana, saber se a mesma & "satisfiable", ou seja, se existe algu-
ma atribuicao de 0's e 1l's as variaveis da expressao, de forma

que seu resultado seja igual a 1.

Essa etapa inicial & devida a Cook!!. Ele mostrou, ain-
da, que, dada uma expressao booleana E, pode-se obter, em tempo
proporcional ao seu comprimento, uma outra expressao booleana
E', contendo, no maximo, trés variaveis em cada fator, de modo

que E' & "satisfiable", se e somente se a expressao original E
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for "satisfiable". Com isso, Cook transformou o problema de
"satisfiability" no problema denominado "3-satisfiability", 0
gue implica que esse Ultimo também & NP-completo.

O que mais nos interessa agui € um resultado obtido pos

27

teriormente por Rarp?®: e enunciado no seguihnte teorema:

TEOREMA VI-1.
O problema de "3-satisfiability" € polinomialmente trans

formavel no problema de k-colorabilidade de um grafo qualquer.

Vejamos como isso pode ser feito.

Seja F uma expressao booleana com k variaveis e t fato-
res, sendo que cada fator tem, no maximo, trés variaveis. Cons-
truimos, a partir de F e em tempo polinomial em max (n,t), um
grafo G com 3k+t pontos, sendo que G pode ser colorido com k+1

cores, se e somente se F & "satisfiable".

Mais especificamente, sejam Xl’x2""’xk as variaveis
de F e chamemos de Fl’FZ”"’Ft os seus fatores. Assumimos
k>4, uma vez que para trés ou menos varidveis a expressao pode

ser resolvida em tempo polinomial. Tomaremos como pontos de G:
- X, X; eV, para 1l i<k e

- Fi’ para 1 < i < t.

Serao as linhas de G:

- (vi,vj) para todo i # j,

.) para todo i # j,

J
- (xi,ii) para 1 < i < k,

- (vi,x.) e (Vi,X

- (x.,F.) se x. nao esta no fator F. e
i ] 1 J

- (x.,F.) se X. n3o esta no fator F..
17 1 J

Na figura (VI-1l) vemos o grafo G, formado a partir da

expressao booleana F = (xl+x2) (§l+x3).
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Figura VI-1l. Grafo obtido da expressao (xl+x2)(gl+x3).

Os pontos VirVore sV formam um subgrafo completo de G,

gastando k cores, cl,c2,...,ck, para serem coloridos. Como

i
deles recebe a mesma cor gue v, eo outro tera que receber uma

X; € X estao ambos ligados a todos os Vj' exceto para j=i, um

nova cor, que chamamos cor especial, Car Uma vez que k > 4 e ca
da fator tem, no maximo, trés variaveis, para cada j existe um
i, tal que Fj & adjacente a ambos X € X4y de onde conclui-se

que Fj nao pode ser colorido com a cor especial.

Associamos & cor especial o valor 0 e as demais cores ©

valor 1.

O grafo G poderd ser colorido com as k+l cores defini-
das, se e somente se cada fator Fj contiver uma variavel y, tal
gue § recebeu a cor especial, pois nesse caso Fj nao & adjacen-
te aos pontos com a mesma cor que y, podendo receber tal cor.
Mas, isso corresponde a exigir que em cada fator exista uma va-
ridvel que receba o valor 1, o que torna a expressao F "satisfi
able".

Acabamos de ver que o problema de "3-satisfiability" po
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de ser transformado, em tempo polinomial, no problema de colora
bilidade de grafos. Para demonstrarmos que esse Ultimo & NP-com
pleto, falta, ainda, determinar se ele estda em NP. Essa & a par
te mais facil. No quadro (VI-1l) apresentamos um algoritmo nao-
deterministico, que verifica a k-colorabilidade de um grafo

qualquer em tempo polinomial.

Logo, k-colorabilidade estd em NP e também em NP-comple
to.

Quadro VI-1l. Algoritmo nao-deterministico para k-colorir G.

begin L1
comment Q é a matriz de adjacéencia de L2
Gy, q.. = 1 se e somente se v. e v, L3
d 2 J
sao adjacentes; L4
for i:=1 to n do c = escolha (1,2,...,k); L5
comment escolhidas as cores, falta L6
verificar se foi obtido um L7
k=colorido; L8
sucesso:=true; L9
for ©:=2 to m e j:=1 to (i-1) do L10
if (qij:1 and ¢, = cj) L11
then sucesso = false; Li2
if sucesso then output (01,02,...,cn) L13
end L14

VI-3. O Que Fazer.

Os resultados vistos na secao anterior "sugerem forte-
mente" ser impossivel descobrir um bom algoritmo para a obten-
¢ao do nimero cromatico de G, isto &, um algoritmo que resolva
o problema em um tempo limitado por uma funcao polinomial do ni

mero de pontos de G.

Encontramo-nos, portanto, frente a um problema computa-~
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cionalmente intratavel e temos que adotar uma das duas seguin-

tes abordagens.

1) Projetamos um algoritmo para obter um colorido de G
com exatamente k cores, onde k = x(G). Limitamos o tamanho dos
grafos a serem analisados pelo algoritmo, visto termos conheci-
mento de que o tempo de execugao do mesmo pode, no pior caso,
crescer em uma razao exponencial com o aumento do nimero de pon
tos de G. Devemos procurar algoritmos cujo tempo de execugao se
ja limitado por uma fungao exponencial de ordem relativamente
baixa e cujo espaco de memdria requerido nao cresga exponencial
mente com o tamanho do grafo. E isso &€ tudo que podemos fazer.
Estudaremos os algoritmos de coloragao exata conhecidos no capi
tulo (VIII).

2) Seja N(G) o nimero de cores usadas por um algoritmo
de coloracao N quando aplicado a G. Nessa abordagem, abrimos
mao da exigéncia N(G)=y (G). Procuramos um algoritmo eficiente,

que garanta que N(G) esteja proximo de ¥ (G).

Em varios outros problemas NP-completos adotou-se essa
segunda solucao. Em coloragao de grafos muitos algoritmos foram
desenvolvidos, mesmo antes do trabalho de Karp, que obtém colo-
racOes aproximadas. Quase todos foram motivados pelo problema
de construcao de tabelas de exames, que comumente envolve um
grafo com muitos pontos e que admite sem grande prejuizo uma so

lugcao quase Otima.

Entretanto, para nenhum desses algoritmos foi possivel
garantir um valor N(G) prdximo de x(G), para qualquer G. Isso
sd foi conseguido no caso restrito de coloragao de grafos plana

res.

Veremos, na segado seguinte, que também nao & provavel
que se desenvolvam bons algoritmos aproximativos para coloracgao
de grafos quaisquer. No proximo capitulo estudaremos alguns

dos algoritmos aproximativos existentes.

VI-4. Qualidade das Aproximacoes.

Qualquer que seja um algoritmo aproximativo para colora
¢ao, existe sempre um conjunto de grafos tal que a razio -
N(G)/ x(G) nao & limitada.
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O seguinte teorema, demonstrado por Garey e Johnson®?,
indica que muito dificilmente se chegara a um algoritmo em tem
po polinomial, que garantidamente utilize, no mdximo, um nimero
de cores igual ao dobro do numero cromatico, guando aplicado a
um grafo qualquer. Pois isso implicaria a existéncia de um algo

ritmo exato de coloragao em tempo polinomial.
TEOREMA VI-2.

Se, para alguma constante r < 2 e constante d, existir
algum algoritmo de coloragao de grafos N, com tempo limitado por
um polindémio e que garanta N(G) < r. ¥(G) + d, entao existe um
algoritmo de coloragao de grafos N, com tempo limitado por um

polindmio, e que garanta N(G) = X (G).

O resultado acima & surpreendente, pois de uma vez de-
sacredita todos os algoritmos aproximativos ja existentes e de-
sestimula qualquer esfor¢o no sentido de se obterem novos e me-

lhores algoritmos.

Ao apresentarmos os algoritmos aproximativos no capitg
lo seguinte, mostraremos que para qualquer um deles existem si-

tuacoes em que a solugao fornecida é arbitrariamente ruim.

Com base no carater intercambiavel dos problemas NP-com
pletos, poderiamos propor gque se aproveitassem métodos aproxima
tivos desenvolvidos para um dos problemas, para resolver outros.
No caso especifico de coloracgao, vimos que ja se conhece uma

formula para transformar "3-satisfiability" em k-colorabilidade.

Dada uma expressao booleana F, contendo k varidveis com
no maximo trés variaveis por fator, construiriamos um grafo G,
como na segao (VI-2), e procurariamos uma atribuicao da cor es-
pecial C, @os pontos X, e ii, através de um algoritmo aproxima-
tivo, que resultasse em um k+l-colorido para G. Caso se obtives
se tal colorido concluir-se-ia a "satisfiability" de F. No caso
contrario, no entanto, nao saberiamos, baseados no resultado

conseguido, qual seria a chance de F ser ou nao "satisfiable".

A necessaria obscuridade dos algoritmos aproximativos
de coloragao, sugerida pelo teorema (VI-2), torna-os initeis pa

ra aplicagao da idéia acima proposta.
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VI-5. Subproblemas NP-completos.

Uma demonstracao construtiva, como a gque expusemos em
(VI-2), foi formulada por Garey, Johnson e Stockmeyer?®’, mos-
trando que o problema de "3-satisfiability" pode ser transforma
do no de 3-colorabilidade de grafos quaisquer em tempo polinomi
al. Esse problema consiste em, dado G qualquer, determinar se
G & 3-coloravel. Apesar de ser um subproblema da k-colorabilida
de e intuitivamente parecer mais facil, a 3-colorabilidade tam-

bém & NP-completo.

Citaremos, a seguir, mais dois resultados semelhantes a
esse, ambos produzidos também por Garey et al. Na figura (VI-2),
mostramos um esquema dos problemas NP-completos mencionados. U-
ma seta partindo do problema Pl para © problema P2 significa
que na demonstracao de que P2 € NP-dificil usou-se a transforma

cao de Pl em P2.

"satisfiability",Cook, 1971.

"3-satisfiability", Cook, 1971.

k-colorabilidade, Karp, 1972.

3-colorabilidade, Garey et al, 1974.

3-colorabilidade em grafos planares,
Garey et al, 1974.

v 3-colorabilidade em grafos planares com

grau maximo quatro, Garey et al,
1974.

Figura VI-2. Alguns problemas NP-completos.

Seja G um grafo planar. O problema de se determinar se

G @ 3-coloravel & NP-completo.

Seja G um grafo planar, cujos pontos apresentam grau ma
ximo 4. Entao, o problema de se determinar se G & 3-coloravel

também & NP-completo.
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VII. APROXIMACOES.

A seguir, apresentaremos varias heuristicas, desenvolvi
das para fornecer uma estimativa do nlimero cromatico de um gra-

fo e um colorido do mesmo, utilizando esse numero de cores.

Alguns desses algoritmos foram testados na pratica para
resolverem o problema da tabela de horario de exame, para gra-
fos com mais de 700 pontos (Williams"'’).Conforme pode ser obser
vado em uma tabela de tempo de execugao (Tarjan"*?®), o calculo
do nimero cromatico exato de grafos com mais de 20 pontos pode
vir a ser irremediavelmente lento, utilizando-se um algoritmo
de complexidade exponencial. E, ao que parece, essa Sera sempre

a Gnica forma de se obterem coloridos Stimos.

Todos os algoritmos aproximativos encontrados na litera
tura tém complexidade polinomial, na maioria das vezes igual a

O (n+m) .

Foram reunidos em um mesmo grupo, oOs algoritmos que dis

pensam um tratamento semelhante aos pontos do grafo.

Comecaremos pelos coloridos sequenciais, cuja idéia foi

formalizada por Matula et al®*, em 1972.

Em seguida, veremos algoritmos que efetuam coloridos

por classe, devidos a Welsh e Powell"® e Williams“®, e publica-

dos em 1967 e 1974, respectivamente. Serd demonstrado que colo-
ridos por classes sao equivalentes a coloridos sequenciais, no
sentido de que as classes de cor, produzidas por ambos para um

dado grafo, sao iguais.

Um algoritmo realmente peculiar serad apresentado, que

fornece coloridos aos pares, para um grafo G qualquer. Ele foi

criado por Wood"®, em 1969, que verificou experimentalmente a
superioridade do procedimento sobre os existentes, para grafos

grandes e de alta densidade de linhas.

Finalmente, mostraremos algoritmos que produzem colori-

dos em "batch", idealizados por Lipton e Miller?®?, em 1978, pa-

ra uma classe especifica de grafos - os grafos planares.

Encerraremos o capitulo, mostrando como fabricar gra-
fos, para os quais os algoritmos aproximativos nao funcionam
bem (Mitchem?°®),
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VII-1. Coloridos Seqgfienciais.

O procedimento mais intuitivo para se colorir um grafo
consiste em tomar os pontos um a um e tentar coloca-los nas
classes de cor ja iniciadas. Caso isso nao seja possivel, abre-

se uma nova classe de cor com o ponto em questao.

Formalizando essa idé&ia, damos a definigao de colorido

seqliencial, apresentada por Matula, Marble e Isaacson’’.
DEFINICAO VII-1.

Um colorido seqliencial de G, dada uma ordenagao -

VirVoreee Vv de seus pontos, & um k-colorido de G, no qual as
cores 1,2,...,k sao atribuidas da sequinte forma:

(i) A cor 1 @ atribuida a vyi com isso, <{vl}> recebe
um l-colorido;

(ii)<{vl,v vi_l}> recebeu um j-colorido;

2,-.-’
atribuem-se as mesmas cores a VyrVoreee Vi1 €M

< { VirVoreeer Vi } > e atribui-se a v, & cor r, onde r ¢ j+l1 é
o0 menor inteiro positivo para o qual a cor r nao ocorre em pon-
tos adjacentes a v, em < {vl,vz,...,vi} >. Isso fornece um j-co

lorido de < { v ceea Vs } > para r ¢ j, ou um (j+l)-colorido

lIV2I
para r = j+1.

No quadro (VII-1), temos uma implementacao do colorido

seqliencial.
Quadro VII - 1 . Algoritmo aproximativo S1.
begin L1
¢y = 1; L2
k = 1; L3
for 1:= 2 until n do L4
begin L5
r:= min (j | Ai A Cj = 6) ; L6
e.:= r; comment colore v. com a cor r; L7
7 — 7
k: = max (k,»r); L8
|
end L9
end L10
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NOMENCLATURA.

Na descrigao dos algoritmos utilizaremos, sempre que ne
cessario, as seguintes variaveis:
G, o grafo dado;
V, o conjunto de pontos de G;
n, a cardinalidade de V;
VirVoree sV oul,2,...,n , os elementos de V;
c(vi) ou c,, a cor atribuida ao ponto v,7 no inicio,
Ci=0;
C(vi) ou Ci’ a i-ésima classe de cor, contendo os pon-
tos que receberam a cor i; assumimos que no ini-
cio do procedimento, Ci = ¢, para 1 <ig n;
A(vi) ou Ai, a lista de adjacéncia de Vi
d(vi) ou di’ o grau do ponto 2%
k, a estimativa do nlmero cromatico de G, a cada instan
te.

COMPLEXIDADE DE Sl.

£ possivel calcular-se o valor de r, na linha L6, em
tempo O(n+m). Basta verificar, para cada w ¢ Ai' a cor c(w). O
nimero de consultas serd igual a | Ail para cada iteragao, dan

do um total de 2m.
Portanto, a complexidade de S1 & O(n+m).
DESEMPENHO DE S1.

Observemos o grafo apresentado na figura (VII-1l). Se os
pontos do grafo estiverem ordenados como em (a), o algoritmo S1
fornecera k=4. Se os pontos estiverem ordenados como em (b), te

remos k=3.

. ‘. - ) ~ e
RINe itz s vt V4’3 [ R

- O

Vy 73 VsCy Doy IZANEl

Figura VII-1l. Aplicacoes do algoritmo Sl.

Portanto, o desempenho de S1 depende da ordem em que fo
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rem considerados os pontos do grafo.
ORDENANDO OS PONTOS.

Os algoritmos seqtienciais que veremos em seguida procu-
ram arrumar os pontos, numa tentativa de obterem melhores colo-

ridos.

Existem n!: formas distintas de se disporem os n pontos
de um grafo G. Se, para cada uma dessas disposicoes, executasse
mos o algoritmo S1, pelo menos em uma das execugoes obteriamos
um colorido exato de G. Isso ocorreria, por exemplo, se os pon-
tos estivessem ordenados pelas classes de cor de qualquer colo-

rido otimo de G.

Considerando que n! & um valor proibitivo, uma idéia se
ria selecionar-se uma amostra de tamanho n. Executar-se-ia, en-
tao, n vezes o algoritmo de coloragao seqliencial, utilizando-se
cada uma das ordenagoes da amostra, e escolher-se-ia o melhor

colorido resultante.

Recorrendo novamente a intuicao, parece-nos que os pon-
tos mais dificeis de serem coloridos em um grafo gualquer sao
Os gue possuem maior nimero de pontos adjacentes. E razoavel

que procuremos iniciar o colorido por esses pontos mais difi-

ceis.

DEFINICAO VII-2.

Uma ordenacao "largest-first" dos pontos de G & uma or-
denacao VisVyree.,v, tal que d; > d, ., paral < i< p.

O algoritmo S2, de autoria de Matula et al®", executa
um colorido seqtiencial de G para uma ordenagao "largest-first "

de seus pontos. Veja o quadro (VII-2).

Quadro VII-2. Algoritmo aproximativo S2.

begin L1
ordene V de acordo com uma ordenagao L2
"largest—-first"; L3
execute S1; L4
end L5
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COMPLEXIDADE DE S2.

Pode-se efetuar a classificagao, linhas L2 - L3, pelo
método de "bucket sort",que sera O(n+m), ou simplesmente O (n),
se forem conhecidos os graus dos pontos. Como ja vimos, a com-
plexidade da linha L4 & O(n+m). Portanto, a complexidade de Sl

é o(n+m).
DESEMPENHO DE S2.

Ao ser colorido o i-ésimo ponto do grafo, terao sido
empregadas, no pior dos casos, i cores distintas. Seja -
ti= 1+ di’ o grau do i-ésimo ponto, Vi’ mais 1. Entao, na pior
situagao, Vs foi colocado na ti—ésima classe de cor, uma vez
que cada uma das classes anteriores pode conter um dos pontos
adjacentes a v,. Se t, for menor que i, ja sabemos que v, nao

usara a i-ésima cor.

Portanto, min { i, l+di } @ um limite superior para o
nimero de classes de cor ja iniciadas apds ter sido colorido o
i-ésimo ponto. Escolhendo o maior desses valores para todos os
pontos do grafo, obtemos:
k < max min { i,l+di},
1<ign
onde k & o valor estimado pelo algoritmo S2 para o numero cromé

tico de G.

-

O grafo mostrado na figura (VII-2) e denominado grafo
estrela com n pontos. E claro que S2 atribuira a um grafo estre-
la o colorido otimo utilizando duas cores. Para esse caso, o li

mite superior acima atua muito melhor que o limite estabelecido

anteriormente por Brooks® x(G)< max{d.} + 1.
1<ign

Figura VII-2. Grafo estrela.
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Observemos que o maior grau do grafo estrela pode ser
aumentado a vontade, sem que com isso altere o numero cromatico

do grafo.

Como pode haver mais de um ponto de mesmo grau em um
grafo G qualquer, uma ordenagao "largest-first" nao €& {nica, po
dendo-se obter coloridos distintos para diferentes ordenagoes

utilizadas.

Matula®?® demonstrou que, entre as n' possiveis ordena-

coes dos pontos de G, qualquer ordenagao do tipo definido a se-
guir minimiza o limite superior de k, dado por max {l+di}, sen-

do di tomado em <{vl,v2,...,vi}> l<ign

DEFINICAO VII-3.

Uma ordenacdo "smallest - last" dos pontos de G & uma

ordenagao Vv

l,v2,...,vn tal que di = min, dj, sendo di e dj to-

£1<]
mados no subgrafo induzido < {vl'vz,...,vi } >, para 1 < i< n.

Uma ordenacdo desse tipo pode ser construida da seguin-
te maneira:

(i) escolha para v, um ponto de menor grau em G;

(ii) para i = n-1, n-2,...,2,1, escolha para v, um pon-

to de menor grau no subgrafo <V - { LAVASNETEERYA SN }>.

O algoritmo S3, quadro (VII-3), desenvolvido também por
Matula et al, & um colorido seqliencial que trata os pontos na

ordem definida acima.

Quadro VII-3. Algoritmo aproximativo S3.

ordene V de acordo com uma ordenagao L2
| "smallest — last"; L3
execute S51; L4
end Ls
L

COMPLEXIDADE DE S3.

A classificacao "smallest-last" também pode ser  feita
em O(n+m) tempo. A idéia & ordenar inicialmente os pontos de V,

por "bucket sort". Em seguida, para cada menor ponto retirado,
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subtrair 1 do grau dos pontos adjacentes, o que pode exigir
gque se faga, no maximo, uma troca de pontos, por subtracao, pa-

ra manter a lista ordenada.
Logo, a complexidade de S3 & o(n+m).
DESEMPENHO DE S3.

0 algoritmo 83 fornece um k-colorido de G, com -
k <1+ max, man.EV(H){di}' onde di é tomado em H,um subgrafo
gualquer de G. Székeres e Wilf*! ja haviam encontrado esse limi
te, partindo dos autovalores da matriz de adjacéncia de G. Para
grafos com grande variedade de graus, ele se mostrou melhor do

que o0 limite superior estabelecido pelo algoritmo S2.
MELHORANDO ATRAVES DA TROCA BICROMATICA.

A0 acrescentar o ponto v, ao subgrafo j-colorido -

< { ViV } >, a (j+1) - ésima cor sO € necessaria se

gresetVi_g
\ é adjacente a pontos com cores 1,2,...,j. Ora, se nenhum des
ses pontos faz parte de um subgrafo completo de G com j pontos,
pode ser possivel trocar a cor de alguns deles, de forma a se
obter um outro j-colorido de <{V1'V2”°"Vi-l}> tal que o nume-
ro de cores distintas nos pontos adjacentes a A seja, no maxi-
mo, j-1, liberando, portanto, uma cor para v, - Isso & feito ten
tando-se aplicar uma troca bicromatica em momentos criticos do

processo de coloragao.
DEFINICAO VII-4.

Dado um grafo G e um k-colorido de G utilizando as co-

res 1,2,...,k, seja Ci a classe de cor definida pela cor i. Pa

ra i # j, o subgrafo ij-cromatico de G & o subgrafo <CiU Cj> e

um ij-componente de G & um componente de <Ci U Cj>.

DEFINICAO VII-5.

Uma troca bicromatica em um grafo G k-colorido & uma
troca de cores de todos os pontos de um ij-componente de G para
algum i # j; i,j < k.

C. Berge? sugere uma heuristica de coloragao em que, a

partir de um colorido aproximado de G, procura-se eliminar uma

das cores de cada vez, aplicando-se trocas bicromaticas.

Matula et al®* introduziram mais esse refinamento na im
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plementagao de coloridos seqglienciais.
DEFINICAO VII-6.

Um colorido segliencial com troca de G, correspondente a

uma ordenagao UTACYERENA N de seus pontos, & um k-colorido de
G, utilizando as cores 1,2,...,k determinadas recursivamente
COomo se segue:

(i) A cor 1 @ atribuida a Vir O que fornece um l-colori

do de </{ vl}>;

(ii) Se <{vl,v2,...,vi_l}> recebeu um j-colorido usando
cada uma das cores 1,2,...,J e se r & o menor inteiro positivo
tal que a cor r nao ocorre em pontos de <{ VirVyreearVi_q }> que

sao adjacentes a v, em G, entao:

Para r < j, atribui-se em <{vl,v2,...,vi}> a mesma CoOr

recebida anteriormente para os pontos 1'2""’Vi—l e a cor r
para o ponto Vi obtendo-se, assim, um j-colorido de -
<{Vllv21'° 'Ivi}>;

Para r = j+1, seja T < { 1,2,...,3 } o conjunto de co-

res tal que acT se e somente se exatamente um ponto adjacente a

V, e <{V.,Va,...,V.}> recebeu cor o em <{Vy,Vasre.e,V, >,
i { 17727 ! 1} { 172 ! 1—1}

2

Se, para algum o, € T, O # B, um oaf-componente de -

<{vl,v2,...,vi_l}> tem exatamente um ponto adjacente a vi em
<{v,,Vay...,V. 1> entdo efetua-se uma troca bicromatica no
1772 i-1 _—
af-componente de <{v,,V,,.e.,V, }> e atribui-se em -
1772 i-1
<{vl,v2,...,vi }> as mesmas cores do novo colorido para -
VirVyre-=,V;_1 € @ COr que ficou disponivel, o ou B, para vi,og
tendo-se um j-colorido de <{vl v2,...,vi}>
7
sendo, atribui-se em <{vl,v2,...,vi}> aos pcntos VirVoreeesVy_q
as mesmas cores que tinham em <{v,,V,.,...,V, }> e atribui-se a
! 1'V2 i-1

cor r para o ponto Vi obtendo-se, assim, um (j+l)=-colorido de

<{vl,v2,...,vi}>.

No quadro (VII-4), mostramos uma implementagao do colo-
rido seqliencial com troca, algoritmo S4. Como em qualquer colo-
rido sequencial, a ordem em que oS pontos sao analisados &€ im-
portante para a obtencao de um bom colorido. Isso sera conside-
rado no algoritmo S5, quadro (VII-5), proposto por Matula et
al3*, gue consiste em um colorido seqliencial com troca, para u-

ma ordenacao "smallest-last" dos pontos de G.



Quadro VII-4.

Algoritmo

-4 0-

aproximativo S4.

min { 4 | A hC, =0 };

then

T:= {«a t.qlAiA C,l= 1, para Igask} ;

1f (Jo,BeT

k:=1;
for i:=2 until
r:=
if r=k+l
end
else
end
PR
end

t.q.

H,

um aR —ecomponente,

tem exatamente 1 ponto vp

v €
p

efetue uma troca bicromatica em H;

A.

z

e

p < 7))

r:= cor de v_;

k:=k+1

p

then

t

.q.

L1

L2

L3

L4

Lo

L6

L7

L8

L3

L10

L11

L12

L13

Li4

L1s

Lig

Li7

L18

L19

L20
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COMPLEXIDADE DE S4.

O calculo de r, linha L5, pode ser feito em O (n+m), co
mo ja vimos para o algoritmo S1. O mesmo vale para a construgao
de T, linha L8.

Os subgrafos oaB-cromaticos podem ser construidos simul
taneamente, gastando para isso um tempo O(n+m). Além disso, os
af-componentes podem ser identificados, em um grafo com n' pon-
tos e m' linhas, em O(n'+m'), sendo que cada ponto pode ir sen-
do verificado quanto as propriedades desejadas. Logo, para cada
iteracao, o teste L9-L11 pode tomar um tempo limitado por
O(n+m), o gue da um total de O(n(n+m)).

A troca bicromatica, linha L13, pode ser efetuada em

O(n).
Concluimos que a complexidade do algoritmo S4 & -
O(n(n+m)).
Quadro VII-5. Algoritmo aproximativo S5.
begin L1
ordene V de acordo com uma ordenagao L2
"smallest—-last"; L3
execute 54 L4
end Ls
COMPLEXIDADE DE S5.
A complexidade de S5 & a mesma de S4, ou seja, -
O(n(n+m)).

DESEMPENHO DE S5.

Além de, para um mesmo grafo, esse algoritmo poder pro
duzir diferentes coloragoes devido a ordenagoes "smallest-last"
distintas, ele & também influenciado pelo particular @B-compo-

nente escolhido para se efetuar a troca bicromatica.

A aplicacao de S5 a grafos randdmicos de até 100 pon-
tos mostrou uma atuagao significativamente melhor do que os co-

loridos seglienciais sem troca, mas o tempo gasto foi muito maior.

Quanto ao limite superior para o nUmero cromatico obti
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do, os autores demonstram que o algoritmo A4 colore qualquer gra
fo planar com cinco ou menos cores e qualquer grafo planar sem

subgrafo de grau minimo 5, com quatro ou menos cores.

VII-2. Coloridos por Classe.

Os algoritmos que veremos nessa segéo apresentam a ca-
racteristica de comporem uma classe de cor, de cada vez, verifi
cando-se todos os pontos ainda nao coloridos quanto a ser possi
vel inclui-los na mesma. SO entao & que se passa a considerar a
proxima classe de cor, repetindo-se o procedimento até gque todos

os pontos tenham sido coloridos.

Os coloridos por classe, como os coloridos seqlienciais,
também acessam segliencialmente os pontos do grafo, com a dife-
renca de que aqui isso & feito separadamente para cada classe
de cor composta. Ja podemos antever, com isso, que também  nos
coloridos por classe seja Util dar alguma ordenagao aos pontos

no inicio do procedimento.

O seguinte teorema mostra que o valor estimado para o
nimero cromatico de um grafo qualquer pelo método seqtiencial &

o mesmo valor estimado pelo método por classes.
TEOREMA VII-1.

2,...,vn dos pontos

de G, um colorido seqliencial de G (sem troca) e um colorido de

Dada uma seqgliéncia qualquer ViV

G por classes sao equivalentes.
DEMONSTRAGAO.

(1) vy € Cl em ambos os coloridos:

(ii) suponhamos que, na execugao do colorido seqgtlienci=-
ai, <{vl,v2,...,v._l}> recebeu um j-colorido. Uma nova classe

1

de cor, C sera iniciada com v, se e somente se houver pelo

j+1'
menos um gonto vp, para p < i, gue seja adjacente a v, em cada
uma das j classes ja iniciadas. Caso contrario, v, sera inclui-
do na primeira classe Cr gue nao contenha pontos adjacentes a
v;. Da mesma forma, na execugao de um colorido por classes, o©
ponto v, sera incluido numa classe Cj’ apds terem sido completa
l’C2""’Cj—l'
teiro positivo tal que os pontos adjacentes a v, em -

das as classes C se e somente se J for o menor in

.{vl,vz,...,vi_l} ja foram alocados em Cl'c2""’cj—l‘
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O primeiro algoritmo que veremos, quadro (VII-6), € de
vido a Welsh e Powell*®, sendo um dos trabalhos pioneiros no as
sunto. O outro & de Williams'®, quadro (VII-7), que esteve por
mais de dez anos envolvido com construgao de tabelas de horario

para escolas e universidades.

Quadro VII-6. Algoritmo aproximativo Cl.

begin L1
ordene Vs VgseeesV, segundo uma ordenagao L2
"largest-first"; L3
p:=0; comment contador de pontos ja coloridos; L4
for k:=1 step 1 do L5
for (vi € 1lista de pontos nao coloridos) do |Lé6

if (Ck A Ai) = ¢ then L7

begin L8

Cp:=Cy U{vi} 3 L9

p:= ptl; .LJO

if p=n then stop; L11

end L1
end "'L13

COMPLEXIDADE DE Cl.

Ja vimos, no algoritme 51, gue a operacao da linha L7

pode ser efetuada em tempo O(n+m), contadas todas as iteragoes.
Portanto, a complexidade de Cl & O(n+m).
DESEMPENHO DE Cl.

Cl executa o mesmo colorido gue o algoritmo S2 visto
na segao anterior, tendo ambos a mesma complexidade. O limite
superior gue, na analise de S2, apresentamos para -

x (G} ( kg max min (i,di) ), foi estabelecido inicialmente por
lgign
Welsh e Powell, com base no algoritmo Cl.

Apliquemos Cl ao grafo da figura VII-3.
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Figura VII-3. Exemplo de aplicagao do algoritmo Cl.

Observe que os pontos ja estao numerados segundo  uma
ordenagao "largest-first". O resultado obtido & um 4-colerido

de G, com as sequintes classes de cor: {vl,v3,}, {VZ'VS’V9'V10

vll’vlz}’ {v4,v5,v7,}, {v6}. Se tivéssemos usado uma ordenagao

"largest-first", permutando vy ev acima, teriamos obtido um

2
3-colorido de G com as seguintes classes de cor:

¥ ] ] —
{vl,v3,v8,v10}, {VZ’V4'V6’V9'V11’V12} , {v5,v7}, onde vy =V, e
vé = vy ha figura (VII-3).

Qual a propriedade de v, que nos levaria a classifica-
lo antes de vl? Observamos que o somatbrio dos graus dos pon-
tos adjacentes a Vo € 5+3+3+3+2=16, sendo maior do que o soma-

tOrio para os pontos adjacentes a v 5+3+2+2+1 = 13. Foi certa

ll
mente levado por essa observagao que Williams propds o algorit-

mo C2, apresentado no quadro (VII-7).

DEFINIGCAO VII-7.

Seja d(l) = d o vetor (dl'dz""’dn) dos graus dos

pontos de G. Definimos o vetor d(p), para p > 1, como sendo o

vetor obtido recursivamente pela relacgao:

(p) _ (p-1) .
di = quij i l¢<i,3 < n,on
de g.. & um elemento da matriz de adjacéncia Q do grafo G.
1]
OBSERVACCES.

(i) a®P) & uma aproximagao do autovetor dominante de

Q, convergindo para o mesmo quando p + « (Williams"“7).

; (ii) Williams"’ verificou que, em geral, apds um valor
de p =L/H), a posigao relativa dos elementos no vetor, de acor

do com seu valor, permanece constante.
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Quadro VII-7. Algoritmo aproximativo C2.

begin L1
comment p = Yy ; N L2
calcule d(p); L3
disponha os pontos de G numa sequéncia L4
(p)

VisVgsenes?, tal que dl ;dg(p);... > dn(p); L5

(o restante é ideéntico ao algoritmo C1, Lé
linhas L4-L12) L7

end L8

COMPLEXIDADE DE C2.

0O vetor d(p)

O(p(n+m)). Essa sera a complexidade do algoritmo, a nao ser se

pode ser calculado em um tempo -

considerarmos p constante ( = 10, por exemplo), o gue reduz a

complexidade de C2 a O(n+m).
DESEMPENHO DE C2.

Segundo Williams, C2 produz resultados muito satisfatd

rios.
SOBRE MELHORAR OU NAO O ALGORITMO C2.

"Se funciona & melhor nao mexer". Pelo titulo de seu
artigo, Williams*® ja antecipa a sua conclusiao de que realmente
nao vale a pena gastar muito tempo tentando melhorar procedimen
tos heuristicos. Ele afirma isso, nao sem antes ter executado u
ma serie extensiva de testes com os algoritmos Cl e C2 apresen-
tados e mais trés outros algoritmos com critérios mais rebusca-

dos de ordenagao de pontos.

Conforme o trabalho de Johnson, ja citado anteriormen-
te, por melhor que seja um procedimento heuristico de coloragao
ele poderad sempre produzir resultados arbitrariamente ruins. E
a mesma conclusao a gue chegou Williams, descrevendo os resulta
dos dos seus testes: "Em nenhum exemplo de tamanho ou densidade
(nimero de pontos e de linhas, respectivamente) foi uma das heu

risticas de coloragao consistentemente melhor do gue outra e em
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todos os casos foram encontrados exemplos em que a heuristica

produziu o que vém a ser resultados arbitrariamente ruins".

VII-3. Coloridos aos Pares.

0 método de coloracao que analisaremos agora foi desen
volvido por Wood“?. Ele observou que, em um colorido por clas-
ses, utilizando o algoritmo Cl, o nimero de cores pode ser des-
necessariamente aumentado, dependendo da forma como os pontos
estejam ordenados, ja verificamos isso para o grafo da figura
(VII-1). Wood ilustrou o fato com um exemplo muito simples, que
reproduzimos na figura (VII-4).

V1o VsC3 Vyt?2

O

Py

V32 Ve*3 Va1

Figura VII-4. Uma atuagao ruim do algoritmo Cl.

1 e v2 fossem

alocados na mesma classe e como seria possivel forgar que v, e

Como poderia ser evitado que os pontos v
Vg O fossem, independentemente da ordenacao inicial desses pon-

tos?

Wood resolve esse problema, lembrando uma técnica usa-
da em taxonomia, em que se forma uma matriz de similaridades
para indicar quais pares de objetos devem ser postos no mesmo

grupo, devido a apresentarem a maior similaridade.

Analogamente, uma matriz de similaridades S, de dimen-
sao nxn, & construida para determinar quais pares de pontos de-
verao receber a mesma cor. A similaridade entre os pontos v, e

vj é medida através da matriz de adjacéncia do grafo, assim:

0, seg.. =1 e
_ ql] l, seqg, =q. =1,
$i3 Lt by, seqg;. =0, onde b = 1p P
1<p<n P J p |0, caso contrario.

Com isso, a similaridade entre dois pontos nao adjacen

tes, v, e Vj’ fica definida como sendo o nimero de outros pon-
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tos vp que sao adjacentes a ambos v, e Vj'

No algoritmo Pl, apresentado no quadro (VII-8), o ni-
vel de similaridade I & inicializado com o maior valor existen-
te em S, sendo considerados todos os pares que apresentam tal
nivel. Depois, o nivel & decrescido de 1 e o procedimento & re-
petido e assim sucessivamente, até que todos os pontos "difi-

ceis" tenham sido coloridos.

Pontos gue tém grau menor ou igual ao nimero de clas-
ses de cor ja iniciadas, sao deixados sem colorir, considerando
se que poderao ser facilmente coloridos posteriormente. Wood su
gere, ainda, que, para grafos grandes, o nivel de similaridade
. seja abaixado apenas até 5, por exemplo, pois pares de pontos
com similaridade menor que 5 poderao também ser coloridos poste

riormente, sem dificuldades.

Nota-se que um outro tipo de ponto, que pode ser deixa
do sem colorir pelo algoritmo Pl, & agquele para o qual nao hou-
ve um par adequado, isto &, um par que nao fosse colorido antes

ou que entrasse para uma classe de cor conveniente a ambos.
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Quadro VII-8. Algoritmo aproximativo PLl.

begin
construa a matriz S; z:= mator valor de 8;
k:=0;
for l:=z step (-1) wuntil 0 do
begin
for 1,3:=1 to n do
if i3 = 1 then
if (Ui e vj nao estao coloridos) then
begin
if (di > or dj > k) then
begin
r:=min {p } Cp A(AiUAj):¢} ;
- { .
€= C, U vi,vj} ;

end

k:= max { k,» } ;

end

end else

if (apenas 1,v. ou R esta colorido/ then

begin comment seja v, colorido e
vy ndo colorido, para a,b e€li,4};
r:= c(va);
if (db > k and Cr A Ab = ¢ )

then C  :=C U{v}
r r b

end

end

L1

L2

L3

L4

Ls

Lé

L7

L8

L9

L10

L11

L1z

L13

L14

LIs

Lis

L17

L18

L19

L2o

L2l

L22

L23

L24

L2b6
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COMPLEXIDADE DE Pl.

A matriz de similaridades S pode ser encontrada em tem

po O (nm).

O teste da linha L7 sera executado, no maximo, mz ve-

zes, se acessarmos apenas os pares de pontos adjacentes.

O calculo de r, linha L12, gasta um tempo O(n) por ite

ragao, visto que os Cp's sao disjuntos e EUCP|=O(n).
O teste da linha L21 leva, no total, O(n).

Considerando que z=0(n), concluimos que a complexidade
de P1 & O(m?).

DESEMPENHO DE Pl.

Em testes comparativos de Pl com Cl, utilizando dados

randdmicos, Wood tirou as seguintes conclusdes:

(i) em 25% dos casos, Pl deu resultados melhores do
que Cl;

(ii) em grafos de até 20 pontos & indiferente usar-se
um ou outro método. Quando o nimero de pontos & da ordem de

100, Pl @ consideravelmente melhor do que Cl, para os casos em
gue a matriz de adjacéncia & menos esparsa.

> observou que al-

Analisando o algoritmo P1l, Mitchem®
guns pontos - por exemplo, um ponto de grau n-1 - podem ainda
estar sem cor, apd0s a execugao do algoritmo, e exigirem a uti-

lizagao de novas cores, para se completar o colorido de G.

Mitchem lembrou, também, que existem grafos com numero
cromatico arbitrario, os quais nao contém ciclos de comprimento
4. Nesses grafos, cada par de pontos tem similaridade 0 ou 1,de
forma que a sugestao de Wood, de se abaixar . apenas até o va-
lor 5, corresponderia a deixar sem cor todos os pontos de tais

grafos.

VII-4., Coloridos em "Batch".

Veremos, agora, algoritmos que colorem um grafo planar
qualquer com, no maximo, sete cores, em um tempo O(n), ou com,
no maximo, cinco cores, em um tempo O(nlogn) (Lipton e Miller?®?).

Eles foram publicados seis anos depois do algoritmo S5 que, con
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forme vimos, colore um grafo planar qualquer com, no maximo,cin
co cores, em um tempo O(n(m+n)). Por sinal, um dos autores da-
quele algoritmo, Matula, orientou Lipton e Miller na producgao

do seu artigo.

A técnica empregada nesses algoritmos baseia-se na i-
déia de processar de uma sO vez uma colecao de pontos. Dai ter

sido denominada por seus autores de "batching method".

O algoritmo Bl, quadro (VII-9), reduz o grafo inicial
sucessivas vezes, retirando de cada vez, um conjunto independen
te de pontos, que pode ser encontrado rapidamente. Esses pontos
tém grau menor ou igual a seis no subgrafo considerado, o que
facilita a atribuic3o de cores aos mesmos quando eles estao sen

do acrescentados de volta ao grafo.
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Quadro VII-9. Algoritmo aproximativo Bl.

begin
procedure PINTE (H,p)

begin comment H & um grafo com conjunto de

pontos W, sendo p:=|Wl;

if p < 7 then

(atribua a cada ponto uma cor diferente) else
encontre em H um conjunto com » > p/28
pontos independentes com grau < 6;

comment seja Ve sVs seeesV ,tal conjunto

1 2 r
e seja H'=<W'>onde W'=W-{v. ,v. s...,v. };
1.°°1 Z
1 1 r
PINTE (H', n-r);
for J:=1 wuntil r do
atribua a cada ponto v uma cor

dJ
nao usada em Ai

J
end

end PINTE;
PINTE (G,n); comment G & um grafo planar

end

L1

L2

L3

L4

Lb

Lé

L7

L8

L9

Lio

L11

L1z

L1

Li4

L1s

Lle6

L17

Lis

L19
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OBSERVACAO.

E possivel fazer a atribuigao indicada em L14-L15, pe-

lo seguinte motivo. Todos os conjuntos Ai , 1 < 3j £, estao
J
contidos em W', uma vez que Vi tVs se.e, V. € oum conjunto inde-
1 2 r
pendente e W' = W' - { Vi 1Vy reeesVy }. Logo, todos os pontos
1 2 r
em Ai ;, l<j<r, sao coloridos através da chamada PINTE (H',n-r).
j
Como Ai tem seis ou menos elementos, existe, no minimo, uma

dentre 3s sete cores que nao foram utilizadas em Ai , que pode,

portanto, ser atribuida a vio- J

J -
Lipton e Miller®? demonstraram, utilizando a  fdrmula
de Euler, que em um grafo com n pontos & possivel encontrar em
um tempo O(n), um conjunto de r pontos independentes, todos de

grau menor ou igual a 6, para r < p/28.

Foi demonstrado, ainda, que o algoritmo Bl tem comple-
xidade O(n). A demonstragao foi construida por indugao no nume-

ro de pontos de G.
DESEMPENHO DE Bl.

Enquanto que, para o caso geral de coloragao de grafos
quaisquer, nao se conseguiu qualquer algoritmo aproximativo que
permitisse uma boa estimativa de erro, temos, aqui, para o caso
particular de grafos planares, um algoritmo cuja atuagao nos da
ra, no pior dos casos, uma estimativa para o nimero cromatico

distando de 6 do wvalor real.
APLICANDO A TROCA BICROMATICA.

Lipton e Miller?®? demonstraram que, sempre que for ne-
cessario utilizar a sexta cor pelo algoritmo Bl, & possivel efe
tuar uma troca bicromatica que efetivamente libere uma das co-
res utilizadas, dispensando a introducao da sexta cor. O momen-
to em que tal troca e feita, estd mostrado no algoritmo B2, qua
dro (VII-10).
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Quadro VII-10. Algoritmo aproximativo B2.

procedure PINTE (H,p)
begin comment H,W e p sao como em BIl;
if p < & then
(atribua a cada ponto uma cor diferente) else
construa { vil,vig,...,vir e H' como em BI

PINTE (H',n-r);

for gJ:=1 wuntil r do

if (os pontos de Aij foram coloridos

com menos de 5 cores)
then (atribua a v, uma das cores
que restam) ’
else (faga uma troca bicromatica
em H',de forma a liberar uma
das cores que coloriam os pontos de
Ai.’ e atribua a v, a cor liberada
Jd dJ
end
end PINTE;
PINTE (G,n)

end

L1

L2

L3

L4

Lb

Lé

L7

L8

L9

Li10

L11

L12

L13

L14

L1b

Li6

L1z

L18

L19

Lz2o

L2l
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COMPLEXIDADE DE BZ.
O algoritmo B2 tem complexidade O(nlogn).

Isso foi demonstrado no artigo de Lipton e Miller®?.De

vido a& complexidade da demonstracdao, nao a reproduzircrmos aqui.
DESEMPENHO DE BZ2.

Ainda nao foi criado nenhum algoritmo eficiente para
colorir um grafo planar qualgquer com guatro ou menos cores. Sa-
bemos, no entanto, que isso & possivel, apds a demonstragao ob-
tida por Haken e Appel. O algoritmo B2 nos deixa a um passo do

desejado, garantindo um maximo de cinco cores.

VII-5. Casos Arbitrariamente Ruins.

Para qualquer par de inteiros p > k > 3, & possivel
construir um grafo G tal que x(G)=k, de forma que os algoritmos
de coloragao genérica vistos produzem um colorido com, pelo me-

nos, p cores.

Esse resultado, devido a Mitchem®®, justifica o fato
de nao termos apresentado exemplos de pior desempenho de cada
algoritmo analisado. Tais exemplos simplesmente nao existem, u-

ma vez que & possivel formular um caso tao ruim quanto se quei-

ra.

CONSTRUINDO GRAFOS RUINS.

O grafo G a que nos referimos & obtido da seguinte for-
ma.
V (G) = WU Z, onde W=Wl U W2...U Wk e Z=Zl U ZZ"'U Zk.Por sua
vez, Wiz{wi,l;wi,z;'°'wi,p} e Ziz{zi,l7zi,27‘"7zi,jp2}’ Esses

conjuntos sao mutuamente disjuntos, de forma que G possui um to

tal de n=kp + k? p? pontos.

Os pontos w, . e w sao adjacentes para todo i#r e
i,] r,s

j#s. Os pontos i3 © Zp,s sao adjacentes para todo i#r. Além
14 14

disso, para cada j > 1, W, . & adjacente a cada um dos pontos
14
. AP . . . i>1 cada
22,(3—2)kp+l’ : 22,(3—2)kp + (§-1)k Para cada J e
i>1, Wi o4 & adjacente a cada um dos pontos
14

21, (5-2)kp+17 " i %1, (5=-2)kp+ (§-1)k *
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Como para i = 1,2...,k os pontos com primeiro subscri
to i nao sao adjacentes, podemos colori-los com a cor i. Portan
to X (G)=k.

COLORIDO SEQUENCIAL "LARGEST-FIRST" (S2).

O grau de cada ponto de Z &, pelo menos, kp® (k-1), e
0 grau de cada ponto de W, W 5 é dado por (k-1) (p-1)+(j-1)k,

7
que & menor do que kp?((k-1). Logo, numa ordenagao "largest-first"

os pontos de Z ficarao antes dos pontos de W.

O subgrafo <Z> receberada um k-colorido, sendo que os

pontos de z serao coloridos com a cor 1 e os pontos z com

1,3
a cor 2. Entao, os pontos w

2,3

1,p receberao a cor 1 e, para
14

i=2,...,k, os pontos wi,p receberao a cor 2. Tambeémn, wl,p—l

cebera a cor 1 e cada w,
i,p-1
Analogamente, para j=2,...,p-1l; o0s pontos Wy p-3 serao
7
coloridos com a cor 1 e, para i=2,...,k; os pontos Wi p=3 se-
14

re-

a cor 3.

rao coloridos com a cor j+2.
Isso resultara, portanto, em um (p+l)-colorido de G.
COLORIDO SEQUENCIAL "SMALLEST-LAST" (S3).

Ordenando os pontos de G de acordo com uma ordenagao

"smallest-last", os pontos w, serao os Ultimos k elementos,os

i,1

pontos de w, serao os k penliltimos e assim sucessivamente pa-

i,?2

ra o0os pontos w, R oo o W, .
P i, 37 7i,4’ "Ui,p

2.2 L. ~ ~
k™ p primeiros elementos da ordenagao e k cores serao gastas

Os pontos de Z serao os

para colori-los.

Suponhamos que os pontos z; 3 receberam a cor s e os
7

pontos z receberam a cor t. Temos, entao, dois casos a consi

2,3
derar:

(i) s < t. Os pontos i b serao coloridos com a cor 1,

7

Wi p-1 com a cor 2, e assim sucessivamente, até os pontos -
14

w que serao coloridos com a cor s-1. O ponto w

i,p-s+2’ 1l,p-s+1

sera colorido com a cor s e os demais Wy p-s+1 com a cor s+l.Em
4

seguida, para cada j<p - s+l, os pontos Wy 3 serao coloridos
14

com a cor s e, também, para cada i > 1 os pontos W, 3 recebe-
- 14
rao a cor p-j+2. Obtemos, portanto, um (p+l)-colorido de G.

(ii) t < s. Os pontos w, receberao a cor 1, w,
i,p i,p-1

a cor 2 e assim sucessivamente até w, que receberao a

i,p-t+2’
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cor t-1. O ponto Wl,p-t+l sera colorido com a cor t+l e os de-

mais w, serao coloridos com a cor t+l. Os pontos w, . se-

rao coloridos com a cor p-j+2 para i > 1 e (p-s+2)<j<(p-t+1l) .
= 14

Para i > 1 e j < p-s+2, os pontos Wy 3 receberao a cor p-j+3 .

Isso nos da um (p+2)-colorido de G.
COLORIDO SEQUENCIAL COM TROCA (S5).

Os pontos de Z sao coloridos com k cores. Ao colorir
os pontos de W, sempre gue uma nova cOr & necessaria, o conjun-
to T (das cores atribuidas a exatamente um ponto adjacente ao
gue esta sendo colorido) contém, no maximo, um elemento, o gue
impossibilita a troca bicromatica. Portanto, esse algoritmo a-
tribuird a G um colorido equivalente ao atribuido pelo algorit-

mo sem troca, utilizando mais de p cores.
COLORIDO AOS PARES (Pl).

Seja S(z,w) a similaridade de dois pontos distintos z
2

e w em G. Entao para i=r, S(z, .; 2 ) 2 (k-1) kp~;
i,J r,s
para % # r, S(zLj’ Zr,s) = 0;
para 1 # 1, S(Wl,J' Wl,J) = (k-2) (P"'l);l D
i 1, S(w. . w_ .) = (k-2 - + (3- :
para % >r > 1, (wl,J r,j) ( ) (p-1) (3-1)
para j # s, S(Wi,j; wi,s) = (k=1) (p-2);
para i # ¥, 3#s, S(Wi, H Wr,s) =0 e
S(w, -.;2 ) < (3-1)y k + k - 1.

i, 3" "r,s’ =
O algoritmo Pl tratarada os pontos de Z em primeiro 1lu-
gar, gastando com os mesmos k cores. Como
(k=2) (p-1) + (3-1) k > (k-1) (P-2) se e somente se
j > p/k, segue-se que, para i > 1, os pontos Wi,p serao colori-

dos com a cor 1; w, com a cor 2; e assim sucessivamente, a

i,p-1’

té os pontos Wy gue receberao a cor t-1l. Os pontos -
14

E—t+2'
Wi,p—t+l receberao a cor t+l; wi,p—t a cor t+2;...; Wi r @ cor
p-r+2 para r= {p/k}. Os pontos restantes sao coloridos e o al-
goritmo usa, pelo menos, p-r+2 > p - (p/k-1)+2 > p(k-1)/k co-
res. Portanto, para p > k > 3, o grafo G tem nimero cromatico k
e o algoritmo Pl fornece um colorido com, pelo menos qg(k-1)/kzp

cores, onde g = kp /(k-1).

E DAI?

Pelo envolvimento do exemplo desenvolvido por Mitchem
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e que acabamos de reproduzir, sentimos que na pratica coisas

tao ruins nao tém muita chance de acontecer.

Por outro lado, embora tenhamos visto a atuagao de a-
penas trés dos algoritmos apresentados, temos certeza gue exem-
plos ruins podem ser construidos para qualquer deles, a excegéo

dos algoritmos Bl e B2, que sao restritos a grafos planares.

A importadncia desse resultado & esclarecer que situa-
¢oes ruins podem surgir na aplicagao dos algoritmos, e mostrar

que nao & possivel identificar o pior caso para Os mesmos.

As heuristicas de coloragao existentes constituem uma
alternativa viavel para a obtengao do nUmero cromatico e de co-
loridos para grafos quaisquer e tém sido adotadas com bons re-
sultados no problema de construgao de tabelas de horario de exa

nes.
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VIII. OBTENCAO DE ¥ (G).

Descobriram-se varias maneiras diferentes de se obter
o0 numero cromatico exato de um grafo G qualquer. O objetivo,em
todas elas, deriva-se da prdpria definicao de nimero cromatico

e de classes de cor. Consiste em se encontrar o menor numero k

de conjuntos independentes de G, Cl’ C2""’Ck’ de forma que

sua uniao contenha todos os pontos de V, Ui-l kCi = V. Nesse
e

caso, dizemos que Cl’c2""’Ck constituem uma cobertura de G

por conjuntos, ou simplesmente que cobrem G. O menor valor de

k, com o qual isso acontece, & o numero cromatico de G, x(G).

Agruparemos os algoritmos de acordo com o enfoque prin
pal, por eles adotados, para tratamento de G. Assim, na secgao
(VIII-1), veremos o problema de coloragao, formulado do ponto

de vista algébrico. Daremos o nome de coloridos algébricos aos

coloridos obtidos por algoritmos desse tipo. Serao apresentados
um algoritmo sugerido por Berge?, em 1958, um algoritmo de
Hammer e Rudeanu??®, publicado em 1968, e um outro sugerido por
Christofides?®, em 1975.

Os coloridos independentes de um grafo, a serem apre-

sentados na secao (VIII-2), sao todos eles fundamentados no
procedimento desenvolvido em 1971, por Christofides®. Seguem-
no o trabalho de Furtado et al®?, publicado em 1973, o de
Wang"®, de 1974, o de Lawler®®, de 1976 e, finalmente, o algo-
ritmo de Szwarcfiter*?, desenvolvido em 1978 e ainda nao publi

cado.

Veremos, na segéo (VITI-3), algoritmos que utilizam
"backtracking" para chegarem a um colorido otimo, a partir da
enumeracao de varias solugOes aproximadas. Denominamos o grupo
de coloridos por enumeragao. Sao trabalhos devidos a Brown’,de
1972, e a Nijenhuis e Wilf37, de 1975.

Serao apresentados, entao, na sec¢ao (VIII-4), dois al
goritmos de 1973, que abordam o problema, utilizando um proces
so de reducgao de grafos, proposto por Zikov em 1949. Sao os co

loridos por reducado, devidos a Corneil e Graham'?.

Por fim, veremos, na secac (VIII-5), um algoritmo pu-

blicado em 1972 por Gavrilzz,que atribui um colorido seglienci-
al otimo a uma classe especifica de grafos, os grafos cordais.
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VIII-1l. Coloridos Algébricos.

Passaremos rapidamente pelos algoritmos desse grupo. E
les nao sao adequados para resolucao do problema de numero cro-

matico, por computadores.
METODO ANALITICO.

Dados um grafo G e um numero inteiro k, Berge2 sugere
que se verifique analiticamente se G & k-coloravel, pelo seguin
te procedimento. A cada k-colorido fazemos corresponder oOs nﬁmg
ros E(i,q), para lgig¢n e lgggk, da seguinte forma:

1l, se o ponto Vs tiver a cor g,

E(1,9) =Y9, caso contririo.

Definimos a matriz R de dimensao n x m, por
_ 1, se a linha uy for incidente com © ponto Vj,
Ti4 T)0, caso contririo.

O problema de se determinar a k-colorabilidade de G
pode entao ser expresso pelo algoritmo Al, descrito no quadro
(VIII-1). Al consiste de um sistema de desigualdades lineares ,
que deve ser resolvido, aplicando-se os métodos usuais de pro-

gramagao linear.

Quadro VIII-1. Algoritmo exato Al.

begin L1
encontre os numeros inteiros E(Z,q), tais que: L2
(1) E(i,q)>0, para I1<i<n e 1<qg<k; L3
. q .
(17) L E({,7)=1, para 1I<i<n; L4
J=1
n
(t2i) I rs E(i,q) < 1, para 1<j<m e 1<q<k Ls
=1 J
end Lé

CONJUNTOS INDEPENDENTES MAXIMAIS.

J3a sabemos gue um colorido Ootimo para G pode ser obtido
pelo seguinte procedimento basico:
(i) encontram-se todos os conjuntos independentes de

G, gue denotaremos por CI;
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(ii) identifica-se um conjunto minimo de CI's que cu-
bra G. Cada CI assim obtido & uma classe de cor e o numero de

CI's @ o numero cromatico de G.

Dado um grafo G, qualquer CI de G estd contido em um
conjunto independente maximal de G, que denotaremos por CIM.Por
isso, se determinarmos todos os CIM's de G, teremos indiretamen

te determinado todos os seus CI's.

0 teorema seguinte, devido a Weissman e apresentado na
obra de Hammer e Rudeanu??®, garante que & suficiente considerar
mos os conjuntos independentes maximais, na obtengao do numero

cromatico de G.
TEOREMA VIII-1.

O numero cromatico X de um grafo G qualquer e igual ao
menor nuimero de conjuntos independentes maximais que cobrem G.
Se Sl, SZ""’Sk sao k conjuntos independentes maximais cobrin-
do G, onde K=¢(G), entao as classes de cor C,,C

ll 2/"'Ickl
colorido otimo de G, podem ser obtidas pelas seguintes relagoes:

de um

c, = Sy,
Cy =5, = 5y,
1-1
c, =8, - US,
j=17
k-1
c, =8, - USs,
k k j=lj

DEMONSTRAGAO.

Para uma demonstrac¢ao do teorema acima, consultem-se as

paginas 228-229 do Hammer e Rudeanu?®?.

Na pratica, as classes de cor acima podem ser obtidas

por recoloracao de pontos, fazendo-se CE#&f 9¢1=%¢1"“'Cf=51‘

DETERMINACAO DOS CIM's DE G.

O problema de se determinarem os CIM's de um grafo
qualquer deve incluir necessariamente a solugao de um problema
NP-completo. Todos os algoritmos conhecidos para fazé-lo tém

complexidade exponencial. Um algoritmo muito eficiente para ob-
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tengcao dos CIM's foi desenvolvido por Tsukiyama, Ide, Arujoshi
e Ozaki, tendo complexidade O(mnp) (Tsukiyama et al**), onde

p < 3 n/3 & o nimero de CIM's do grafo considerado (0 valor 3n/3

foi determinado por Moon e Moser?%).

Ao apresentarmos os proximos algoritmos de coloracgao,
teremos algumas etapas que solicitam a determinacao dos CIM's
de algum grafo. Assumiremos que o algoritmo dos quatro japone -

ses, mencionado acima, serd utilizado na implementacao de tais

etapas.

COLORINDO POR MEIO DE EQUAQGES BOOLEANAS.

O algoritmo de coloragao que consideraremos agora foi
apresentado por Hammer e Rudeanu??®, em 1968. A partir de um

grafo G gualquer e dos seus p conjuntos independentes maximais,
constrdi-se uma equacdo booleana E com p variaveis, de maneira
que uma solugéo de E, com o menor nimero possivel de l's, cor-

responde 2 selecdo de um conjunto minimo de CIM's cobrindo G.
DEFINICAO VIII-1.

Sejam Sl’ SZ""’ Sp todos os CIM's de G. A matriz de
cobertura de G & uma matriz booleana n x p, C=(cij), assim defi

nida:

I.l, se i€ S.

1

h

1] .0, se i g Sj.

Observemos que a j-ésima coluna de C é igual ao vetor

caracteristico de Sj em relacao a V.

DEFINICAO VII-2.

Seja S = {Sl,Sz,.

de G. A cada subconjunto N de S associamos o vetor -

..,Sp} o conjunto de todos os CIM's

Z=(zl,zz,...,zp), assim definido:
rl, se S. € N,

z. = { j
b0, se S, ¢ N.

7 & o vetor caracteristico de N em relagao a S.

O algoritmo A2, mostrado no quadro (VIII-2), € a apli-
cacao imediata do seguinte teorema:
TEOREMA VIII-2.

Uma condicao necessaria e suficiente para que um conjun
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to N de CIM's cubra G & que o vetor (21’22""’zp) associado a
N satisfaga a seguinte equagao booleanas:
n P
L. 2. = 1.
1 .U ij %5
1=1 j=1
DEMONSTRACAO.

O ponto 1 de G pertence a, pelo menos, um dos cojuntos

independentes maximais de N, se e somente se

Como todos os pontos de G tém que ser cobertos por N, fazemos a

conjungao dessa relagao para os valores de i correspondentes.

Quadro VIII-2. Algoritmo exato A2.

begin L1
encontre | 31,82,...,Sp }; L2
construa a matriz de cobertura C de G; L3
n p
resolva a equagao booleana il U ¢..z. =1 com L4
—7 4= )
1=1 j=1
o menor numero possivel de 1's L5
end Leé
OBSERVACAO.
Sejam Z; ' ziz,...,zi os 1l's da solugao (;Uzz,.“,zp),
obtida pela execucao das linhas L4-L5 de A2. Entao, o nimero

cromatico de G & k e um colorido exato de G, a partir dos CIM's

S. , S. ,...,5, , pode ser conseguido construindo-se as classes
11 iy iy ' . -
decor C, , C, ,«~wu,C, , conforme a indicacgao do ' teorema
i i, iy
(VIII-1).

CONSIDERAGCOES SOBRE A2.

Métodos para se resolver a equagao booleana do algorit
mo sao apresentados na obra j& mencionada. N3o entraremos em de

talhes acerca desses métodos, pois estao fora do escopo de nos-
so trabalho. Queremos somente frisar que os mesmos foram desen-
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volvidos visando a computagéo manual, sendo altamente ineficien

tes.

Outros algoritmos para cobertura por conjunto ja ti-
nham sido desenvolvidos na década de 50, para aplicagdes em te-
oria de chaveamento. Um representante desses algoritmos & apre-
sentado por Even'®, que, ao final, sugere a adaptacao do mesmo

para utilizagao em coloracao de grafos.
OUTRA FORMULACAO ALGEBRICA.

Uma outra formulagao do problema, em termos de progra-
macgao inteira, foi proposta por Christofides?, consistindo em u
ma alternativa para as equagoes e restricoes de Berge, que Chris

tofides mostra ser mais eficiente.

Seja E a matriz que relaciona os n pontos de G com as
k cores dadas. Seja L um inteiro positivo maior que n. Associa
mos a cada cor j a penalidade pj, tal que pj+l>hpj, onde h um
limite superior para o maior nimero de pontos independentes de
G. Uma solugao E(i,j) do algoritmo A3, quadro (VIII-3), corres

ponde a um colorido Otimo de G.

Quadro VIII-3. Algoritmo exato A3.

. L1
begin q " )
minimize 3z = L z p. E(1,5), atendendo as L2
.- 2 J
Jg=1 1=1
restrigoes: L3
q . . .
(7) z E (i,i) = 1,para todo I1<i<n; L4
j=1
. n
(¢27) L (1-E(Z,d))-% aikE(k’j)>0’ para 1<i<n
k=1 e I<j<q L5
end L6
OBSERVACOES.

Christofides mostra que, do ponto de vista computaci
onal, & mais vantajoso utilizar-se as restricoes do algaritmo A3
do que as do algoritmo Al. Maiores explicagoes podem ser obti-

das nas paginas 66-68 do Christofides®.
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VIII-2. Coloridos Independentes.

Um resultado decorrente do teorema (VIII-1) & que, se
G for um grafo k-cromatico, entao existird, pelo menos, um colo
rido de G em que uma das classes de cor, designada por Cl no ca

so do teorema, € um CIM de G.

Observemos que o mesmo pode ser dito a respeito do gra
fo <V-Cl
um (k-1)-colorido de <V-C,> em que uma das classes de cor, Dl’

1
€ um CIM de <V—Cl>.

O mesmo se aplica a <V-(ClUDl)>, e, assim, sucessiva-

>, ou seja, <V—Cl> e um grafo (k-1)-cromatico e existe

mente, até obter-se um grafo nulo.

Sabemos, pelo teorema, que existem os coloridos a que
nos referimos. Entretanto, como nao temos qualquer indicagéo de
qual seja o CIM que atua como uma classe de cor de um colorido
dtimo, temos que considerar, a cada etapa, todos os CIM's possi

veis.
DEFINICAO VIII-1.

Chamamos de colorido independente de G um k-colorido de

G tal que a primeira classe de cor, Cl’ @ um CIM de G, a segun-

-

e um CIM de <V-C,>, e, generalizando, a

da classe de cor, C2, 1
i-eésima classe de cor & um CIM de <V-C1—C2—...—Ci_l>, para

1ci<k.

Consideremos um colorido 6timo qualquer de um grafo G,
com classes de cor Cl,C2,...,Ck, onde k=%(G). Podemos obter um
colorido de G com classes Dl’Dz""’Dk’ no qual Dl é um CIM de
G, da seguinte forma. Tomamos como Dl o conjunto independente
maximal contendo Cl. Para l<igk, tomamos como Di o conjunto Ci
menos os elementos ja pertencentes a Dl' isto &, Di = Ci - Dl .
Se aplicarmos esse procedimento a G, a <V-D;>, a <V-(D1UE1)> ’
e assim sucessivamente, obteremos um colorido independente Oti-
mo de G, a partir do colorido otimoinicial. Temos, portanto, o

seguinte teorema:
TEOREMA VIII-3.

Se X(G) =k, entao existe um k-colorido independente

de G.
Christofides foi guem primeiro procurou um colorido O-
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timo de G entre os seus coloridos independentes, devendo-se a e
le a formulagao original do teorema (VIII-3). Os algoritmos Il
a I5, que veremos nesta segao, trabalham apenas com os colori-

dos independentes de G.
DEFINICAO VIII-2.

Um galho de uma arvore & uma linha que liga dois  no-
dos da mesma. Dizemos que um galho g pertence ao nivel I+l da

arvore, se g liga um nodo do nivel I com um nodo do nivel I+1.
DEFINICAO VIII-3.

A arvore de subgrafos de G € uma arvore T, cujos no-
dos sao identificados com algum subgrafo de G e cujos galhos sao
identificados com conjuntos de pontos de G, da seguinte forma:

(i) G @ o nodo raiz da arvore T, estando no nivel 0;

(ii) Seja H um nodo de T, localizado no nivel t, com
conjunto de pontos W, isto &, H = <W> . Se W for um conjunto va

zio, entao H é um grafo nulo, sendo uma folha de T. suponhamos

que W nao seja vazio. Sejam Sl 82,...,Sp os CIM's de H, pyl.
14
Entao H tem p filhos, no nivel t+l, a saber, <W—Sl> ’
<W—S2 s o ooy W—Sp>, e p galhos Sl’ SZ""’Sp' ligando H a cada

um dos seus filhos, respectivamente.

O algoritmo de Christofides, cuja idéia delineamos no
quadro (VIII-4), através do algoritmo Il, resolve o problema ge
nérico de coloracgdo, construindo, sucessivamente, os niveis da
arvore de subgrafos de G, até atingir a primeira folha de T. O
nivel em que se encontra essa folha & o nimero cromatico de G.
As classes de cor de um colorido independente o6timo estao deter
minadas pela seqliéncia de galhos que liga a raiz de T a folha

alcancgada.
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Quadro VIII-4. Algoritmo exato Il.

coloque G como nodo raiz, no nivel 0;
t:=0;
forever do
encontre os CIM's dos nodos H=<I>do nivel t;

For (Si um CIM de H ) do

begin

coloque <W-5.> como um nodo do nivel t+1;

ligue <W_Si> a H pelo galho Si;
if (<W—Si>é um grafo nulo) then stop;
<f (<WFSi> ja apareceu no nivel t+1)

then descontinue o ramo de <W-Si>

end
t:=t+1;

end

end

L1

L2

L4

Lé

Lé

L7

L8

L9

L10

L11

L1z

L13

L14

L15

Li1é6

Li7
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OBSERVACOES SOBRE Il.

O algoritmo Il constrdi a arvore de subgrafos de G nu-
ma ordem "breadth-first", pois passa para o nivel t+l somente

apos completar o nivel t, como vemos no quadro (VIII-4.)

Ramificacoes da arvore, que chegam a um nodo contendo
um subgrafo ja obtido em outro nodo, sao abandonadas, linhas

L12-L13, pois forneceriam coloridos equivalentes de G.
EXEMPLO DE APLICACAO DE I1l.

Vejamos com atua Il, quando aplicado ao grafo da figu-
ra VIII-1.

Figura VIII-1. Grafo para aplicagao de Il.
Inicialmente, G & colocado no nivel 0 da arvore.

Os CIM's de G sao {1,4,6}, {2,3,5}, {2,7,5} e {2,6}
S3ao criados os gquatro nodos correspondentes, ligados a G pelos
galhos que contém esses CIM's. Formado o nivel 1, passa-se a
construcao do nivel 2. A arvore de subgrafos de G & apresenta-
da na figura VIII-2. A parte tracejada nao chega a ser constru

ida pelo algoritmo.
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Figura VIII-2. Arvore de subgrafos de G.
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O numero cromatico de G & 3 e as classes de cor, obti-

das pelo algoritmo, sao Cl={l,4,6}, C2={2,3,5} e C3={7}.
COMPLEXIDADE DE Il.

O nimero de vezes que o "loop" principal, L4-Ll6, sera
executado @ igual & altura da arvore de subgrafos de G que, por

sua vez, & O(n), no pior dos casos.

Considerando o resultado, devido a Moon e Moser?®, de

gue o nimero de CIM's de um grafo qualquer nao ultrapassa 3n/3’

um limite superior, para o numero de nodos no nivel t & -

O((3n/3)t). Como os CIM's de um grafo com n pontos podem ser i-

n/3y,

dentificados em O(mn(3 (Lawler®!), chegamos ao resultado

O(mn(3n/3)t+l

ximizando e somando para as n possiveis iteragoes, temos:

) para o calculo dos CIM's dos nodos do nivel t.Ma

n

n 2
5 mn(3n/3)t+l <5 mn(3n/3)n+l _ mn23 1/3 3 /3.
t=1 t=1
Concluimos que a complexidade de Il & dada por -
2
O(mn2(3l/3)n ). Esse resultado serve para qualqguer dos algorit

mos que trabalham com a arvore de subgrafos.

Um valor mais refinado foi obtido por Lawler®®, e serad

estudado juntamente com o algoritmo I4.
"BRANCH AND BOUND".

O algoritmo I2, que estudaremos em seguida, foi desen-
volvido por Furtado, Roschke, Santos e Bauer?®?, em 1972, consis
tindo em uma alteragéo do algoritmo de Christofides, que utili-

za a tecnica de branch and bound".

A partir de um nodo H da arvore de subgrafos de G, 1I2
escolhe um vértice v presente no menor numero r de CIM's de H,
Sl’ Sz,...,Sr, numerados por ordem decrescente de cardinalidade.
Os Unicos nodos de H, construidos por I2, sao <W=81>, <W-S,>

ceey <W—Sr>. Veremos, mais na frente, que Wang'®

chegou a essa
mesma ideia, que ele chamou de podar a arvore de subgrafos de

G.

Como no algoritmo de Christofides, a pesquisa & feita
em breadth-first, e, ao ser encontrada a primeira folha, & en-
cerrado o processo, sendo que as classes de cor sao identifica-

das voltando-se da folha para os seus nodos antecessores, ate
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atingir a raiz.

Outra idéia introduzida por Christofides et al consis-
te em calcular os CIM's apenas para G. Os CIM's dos demais sub-
grafos da arvore T seriam obtidos por diferenga de conjuntos.
Entretanto, levando em consideracao o trabalho gasto em eliminar
as duplicatas e os conjuntos nao maximais que surgiriam por es-
se método, acreditamos que sairia mais em conta aplicar-se em
cada subgrafo o algoritmo de geracao dos CIM's, principalmente

em se tratando do algoritmo dos quatro japoneses.

No quadro (VIII-5), delineamos o algoritmo I2.
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Quadro VIII-5. Algoritmo exato I2.

begin

end

coloque G como nodo raiz, no nivel 0;

t:=0;

forever do

for (H=<W>, um nodo do nivel t) do
escolha v € W, presente no menor
numero r de CIM's de H;
comment sejam SZ’SZ""’Sr tats CIM's
por ordem decrescente de cardinalidade;
coloque <W_Si> como um nodo do ni-

vel t+1;
ligue <W-5.> a H pelo galho 5.;
if <H-8.> ¢ um grafo nulo then stop;
if (<W-5> é repetigao) then abandone
<W-S.>
Z
end
end
t:=t+1;

end

L1

L2

L3

L4

Lé

Lé

L7

L8

L3

L10

L11

Li12

Li13

Li14
LIb

Lig

L18
L19
L20
L21

Lz2a
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COLORINDO GRAFOS GRANDES E POUCO DENSOS.

Mencionaremos, aqui, outra estratégia descrita por
Roschke e Furtado®?, que torna viavel a coloracao exata de gra-
fos grandes - de até 100 pontos - desde que tenham uma baixa
densidade de linhas. Ao descrever esse método, suporemos que G

possa ser um grafo desconexo.

G & um grafo biconexo, se e somente se, dados trés pon-

tos quaisquer, Vi’vj'vk’ de G, existe um caminho que liga v, @

vy e que nao contém Vi -

Um nodo de corte de G & um ponto que, se for retirado,

juntamente com as linhas com ele incidentes, aumenta o nimerc de

componentes de G.

A idéia que queremos apresentar consiste em construir
um grafo B com os componentes biconexos de G, identificados nos
componentes de G que contém um dado ponto v. Dois pontos desse
grafo sao ligados por uma linha se os componentes biconexos cor

respondentes, Bi e B., compartilham um ponto de corte de B.

0 grafo B & percorrido em "depth-first". Para cada nodo
B visitado, se ele contiver mais de trés pontos, é aplicado o
algoritmo I2. O nimero cromatico de G & o maior nimero cromati-

co dos componentes biconexos considerados.
PODANDO A ARVORE DE SUBGRAFOS.

Um ou outro algoritmo de coloragao baseado na idéia ori
ginal de Christofides foi apresentado por Wang“®, em 1974. Wang
demonstrou que, para cada nodo da arvore de subgrafos de G, e
suficiente considerar um subconjunto de todos os seus CIM's, pa
ra obter uma coloragio dtima de G. Assim, o . numero de ramifica
coes a partir de cada nodo, em alguns casos, pode ser bastante
reduzido. Vimos que tal procedimento ja havia sido adotado, tam

bém, por Furtado et al.
TEOREMA VIII-4.

Para todo ponto v de G, sejam Cl’c2""’cr os CIM's de

G contendo v; entao temos que:

x(G) = 1l+min 1gigk { X (<V-C;>) }.
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DEMONSTRAGAO
Esse teorema foi demonstrado por Wang"®®.

Devido a esse resultado, a arvore de subgrafos pode
ser podada, colocando-se como filhos de um nodo apenas os CIM's
gue contém um ponto v escolhido nesse nodo. Entao, escolhemos v
como o ponto que participa do menor nimero de CIM's do nodo con

siderado. Chamamos de arvore de subgrafos podada a arvore assim

obtida. Ela n3o & Tnica, ao contrdrio do que ocorre quanto a ar
vore completa, mas contém, pelo menos, um dos caminhos raiz-fo
lha daquela, que representam coloridos independentes Otimos de
G.

Uma implementacgao recursiva do trabalho de Wang & apre
sentada no quadro (VIII-6), algoritmo I3. Embora o algoritmo o-
riginal de Wang seja iterativo, achamos mais adequado apresenta
lo recursivamente, porque a construcao da arvore de subgrafos

podada & efetuada na ordem "depth-first".

Um conjunto de classes de cor, {Gl,Gz,...,Gk}, é trata
do pelo algoritmo como um guia, representando o melhor colorido
encontrado até o momento. A0 surgir um novo colorido com menos
classes de cor, Pl’P2""'Pt’ onde t<k, o guia é substituido.
No inicio do procedimento, inicializa-se o guia colocando-se um

ponto em cada classe de cor, que &€ o pior caso possivel.
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Quadro VIII-6. Algoritmo exato 1I3.

begin

end

procedure DESCE (H,t);
begin
t:=t+1;

if t > k ‘then return; comment chegou no guia;

calcule os CIM's de <H”> ;
if (SH> tem um unico CIM S1) then

begin comment chegou numa folha;

Pt::SJ;

k:=t; comment guarda o novo guia;

for ©:=1 to t do Gy:=P;

return

end

escolha v presente no menor numero de CIM's;
comment segjam 31’32""’Sr os CIM's contendo v;
for Z:=1 to r do

begin
Pt::si;

DESCE (H-Si,t);
end

end DESCE;

k:=n;
for i:=1 to k do Gi:i{i};
comment inicializou o guia;

DESCE (V,0)

L1

Le
L3

L4

L5

L6

L7

L8
L9

L10
L11
L1e
L13
L14
L15
L16
L17
L18
L19
L20
L21
£2e
L23
L24
Lgs

L26
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OBSERVACOES SOBRE 1I3.

A poda efetuada na arvore de subgrafos, pelo algoritmo
I3, nao diminui a complexidade em relagao ao algoritmo anterior,
uma vez que na pior situagao a arvore "podada" sera igual a ar

vore completa.

O fato de a pesquisa ser realizada em "depth-first" po
de aumentar o numero de nodos tratados pelo algoritmo, mas, na
maioria das vezes diminui o espaco utilizado no armazenamento
da arvore. Enquanto que em "breadh-first" tinhamos que manter
armazenados todos os nodos de todos os niveis anteriores ao
tratado, usando "depth-first" mantemos no nivel j apenas os no
dos filhos de exatamente um nodo do nivel j-1, para lgjgt, on-

de t & o nivel pesquisado no momento.

No entanto, o espa¢o gasto pelo algoritmo I3 ainda é

exponencial, como nos algoritmos anteriores.
USANDO PROGRAMAGCAO DINAMICA.

Em um artigo de 1976, a respeito de complexidade de al
goritmos para grafos, Lawler®' delineia um algoritmo para cons
truir um colorido independente Otimo de um grafo qualquer,usan

do programacao dinamica.

Ja vimos, no teorema (VIII-1), que uma das classes de
cor de um colorido de G pode ser identificada com um CIM de G.
Portanto, (G) =1 + x(G-S), para algum CIM S de G.

Estendendo o resultado acima para o subgrafo <H>, onde
H & um subconjunto nao vazio de V, temos que x (<H>)=l+y (<H-S>),
para algum CIM S de <H>. Precisamos encontrar um conjunto inde
pendente maximal S de <H> tal que o valor y(<H-S>) seja mini-
mo. Para isso, Lawler considera cada um dos CIM's de H, como
ja fazia Christofides, mas apresenta a solugao por meio das se
guintes equagoes de programagao dinamica:

X (<¢>) = 0;

X(<H>) =1 4+ min {X(<H_S>)}I H#(b'

O algoritmo I4, mostrado no quadro (VIII-7), & uma im-

plementagao dessas equagoes.
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Quadro VIII.7. Algoritmo exato T4.

begin

end

procedure P(H,p); value H,p; set H;

if Ky = - 1 then
ifp =10 then Kp =10 glse
calcule todos os CIM's de <H>;
comment segjam eles 81,82,...,3
k:=p;
for i:=1 until v do
ki=min (k, P(<H-8.>, p-[si}));
K, = k+1
end
end

return (KH)
end P;
inictalize o vetor K com -1;

P(G,n)

Ll

L2

L3

L4

Lb

L6

L7

L8

L9

Lio

Lii

Li2

L13

L14

L1

Lié6

L17

L18

L19

L20
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OBSERVACAO.

O vetor K utilizado no algoritmo I4 & a "membria" da

programacao dindmica. O elemento K, & utilizado para armazenar

H

o nimero cromatico de <H>, quando esse numero for calculado. K
n . .

tem 2 elementos e pode ser indexado pelo vetor caracteristico

de H em relagao a G.
COMPLEXIDADE DE I4 (E DE TODOS 0OS ALGORITMOS Ik).

Seja p = lmel. o algoritmo dos quatro japoneses gas
ta, no pior dos casos, um tempo O(mp p3 p/3) para gerar todos
os CIM's de H, onde mp & o numero de linhas de <H>.

3p/3

dos os subconjuntos H de V e aplicamos o teorema binomial, ob-

Maximizamos mp para m, somamos o valor mp para to

tendo:

( 8 Jm p 3 p/3 <mn ( 5 )3p/3 = (1+ %5.)n

0 p

I ™13
il ™13

p 0

-

3
Logo, a complexidade de I4 e O(mn(l+ ‘6_)n). Esse re-
sultado & aplicavel a todos os algoritmos que fornecem colori-

dos independentes de G.
OBSERVACOES SOBRE I4.

Entendemos que, ao sugerir esse algoritmo de coloragao,
Lawler nao pretendia melhorar sobre os procedimentos ja exis-

tentes, nem propor um procedimento novo.

O algoritmo I4 & do tipo dos algoritmos vistos nessa

segao e pode atuar pior que os mesmos.

O objetivo era formular o processo, de uma forma due
facilitasse o calculo da complexidade para essa classe de algo

ritmos.

A complexidade de I4, conforme apresentamos acima,foi
determinada por Lawler®! no trabalho ja mencionado e constitui
a primeira estimativa de complexidade, para algoritmos de colo

racao, ja publicada.
UM ALGORITMC DE COLORAQﬁO COM ESPACO POLINOMIAL.

O numero de conjuntos independentes maximais de um

grafo qualquer & de ordem exponencial, como ja observamos ante
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riormente. Decorre disso que qualquer algoritmo de coloragao
que obtenha e armazene simultaneamente os CIM's de G e de sub-

grafos de G apresentara, necessariamente, espago exponencial.

Precisamos, portanto, de um procedimento que gere oS
CIM's de um grafo, de uma forma tal gque a cada solicitagdo se-
ja fornecido um Gnico CIM, caso exista, que garantidamente nao
tenha sido fornecido anteriormente. O algoritmo dos quatro ja-
poneses** a que ja nos referimos & um procedimento do tipo de-

sejado.

No guadro (VIII-8), apresentamos o algoritmo I5, de-
senvolvido por szwarcfiter®?, em 1978, que consiste em uma a-~
daptagao do algoritmo de Christofides, para aproveitar a pro-
priedade seqllencial de geracao de CIM's conseguida pelos qua-

tro japoneses.
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Quadro VIII-8. Algoritmo exato I5.

begin

begin set S, V ;

t:=1; k:=n;
P (G);

end

do
if t < k then
begin if | 8| = n then
t:=t+1;
n:=n - | S| s
V:=V-5; comment
P (G);
V:=V U S;comment
N:=n+ [S];
t:=t-1;
end
end
end P;

procedure P(H) comment H & um subgrafo de G;

for S € (conjunto dos CIM's de G)

:=t else

=< Vs

= < V>,

L1

L2

L3

L4

Ld

Lé

L7

L8

L9

L10

L11

L1z

L13

L14

L15

Lie

L1z

L18

L19

Lao

La2i1
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OBSERVACOES SOBRE IS5.

O algoritmo I5 gasta espago polinomial, podendo ser im
plementado com uma complexidade de espagco de O(m+n). Os deta-
lhes de uma tal implementacao e outras consideracoes a respei-
to do proprio algoritmo serao dadas no capitulo (IX), que sera

inteiramente dedicado ao estudo do I5.

VIII-3. Coloridos por Enumeracao.

O primeiro algoritmo que veremos nesse grupo foi apre-
sentado por Brown’, em 1972, como uma aplicacdo de té&cnicas de
enumeracao de solugOes parciais, que evitam a obtencao de solu

¢oes redundantes.

No caso, uma solucao parcial consiste em um colorido a
proximado de G. Uma solugao redundante & um colorido que apre-
senta o0 mesmo conjunto de classes de cor de algum colorido a-

presentado anteriormente.

O outro algoritmo a ser apresentado nesta segao consta
da obra de Nijenhuis e Wilf®’, de 1975, e fornece como resulta-
do todos os coloridos possiveis de G, usando k cores, para G e
k dados.

MELHORANDO AS SOLUGOES PARCIAIS.

O algoritmo El, mostrado no quadro (VIII-9), obtém, co
mo primeira solugao aproximada, um colorido seqtlencial, para
uma ordenagao inicial de pontos, tal que um ponto vy qualquer
de G possui mais pontos adjacentes no conjunto -
{Vi,vz,...,vi_l} do que no conjunto {v,

i+l’*®
sao resolvidos, se possivel, em favor do ponto com maior grau.

..,vn}. . Empates

Suponhamos que nessa solucac foram utilizadas k cores.
A solugao é armazenada e inicia-se a procura de uma outra solu
cao que use menos do que k cores. Essa pesquisa utiliza a téc-
nica de "backtracking", da seguinte forma. Seja vp 0 primeiro
ponto colocado na k-ésima classe de cor. Tenta-se colocar o}
ponto anterior a vp (na ordenagao inicial) numa classe de cor
de nimero maior do que aquela em que estd esse ponto e menor
do que k. Se isso for possivel, continua-se como no colorido

seqliencial. Se nao for possivel, tenta-se a mesma coisa com ©
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ponto anterior ao considerado.

Se uma nova solugao for determinada usando menos do que
k cores, ajusta-se k para esse novo valor, armazena-se a <olu-

cao e o processo & recomecado.

Uma tentativa de usar a k-ésima cor durante o processo
de recoloragao também leva a uma reconsideragao do ponto anteri

or, da forma ja descrita.

O algoritmo termina quando o "backtracking" atinge o)
ponto 1, uma vez que colocda-lo em outra classe nao pode melho-

rar em nada a solugao.

No quadro (VIII-9), apresentamos o algoritmo El, que &

uma implementacdo recursiva da idéia acima exposta.

O conjunto D, consiste do conjunto de cores que estao

i
disponiveis para utilizacao no ponto Vi dentre as cores ja usa
das até o momento. Tratando-se da primeira determinagao de D,
ele contera também a proxima cor, seguinte as ja usadas. A vari
avel Li e o numero de cores usadas para colorir o subgrafo -

<1l,2,...,i> e 1 = Li durante a iteracao de B, para o ponto v,

Ao terminar o algoritmo, k = x (G) e g;,95/---,9, sao

as cores atribuldas a V,,Vase..,V_.
172 n
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Quadro VIII-9. Algoritmo exato EI.

begin procedure B(7); comment parte de v L1
begin tf <:=1 ~ then stop L2
Z::Li; L3

for Z:=7 until n do L4

begin if D, = ¢ then B(z-1); L5

escolha d, a menor cor em Di; L6

if d > k then B(i-1); L7

D;:=D, - {d}; L8

ci::d; comment colore v, com d; L9

if d > 1 then :=l+1; L10

Li::Z; L1l

determine D.yq Liz2

end; L13

for i:=1 until n do g;i=e;s comment guardajL14
a solugao parcial obtida; L15
k:=1; comment guarda a estimativa de X(G); |L16

1:51; while o, # k do ©:5%+1; L17

B(i-1) Lis
end B; L19
cj::l, 1,L2::1; Dl::¢; determine D2; ‘L20
k:=n; La2i1
B(2) L22
end L23
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OBSERVACOES SOBRE EL.

Brown’ mostra como diminuir o niimero de chamadas recur-
sivas a procedure B, através de uma determinacao mais elaborada
de D,.

i

Nao conseguimos, ainda, obter uma estimativa da comple-
xidade de El. Observamos, apenas, que O pior caso devera ocor-
rer para grafos que nao dao bons coloridos seglienciais. E sabe-
mos que, para coloridos seqlienciais, existem grafos tao ruins

guanto se queira.
PESQUISANDO EXAUSTIVAMENTE.

0 algoritmo E2, que vemos no quadro (VIII-10), enumera
todas as possibilidades de se colorir G com k, ou menos, cores,
também aplicando "backtracking". E2 foi publicado em 1975, por

Nijenhuis e Wilf.

Mais precisamente, dados um grafo G e um inteiro k, E2

fornece todos os vetores cqsC CLr onde lscisk, que repre-

2,..-,
sentam coloridos validos de G.
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Quadro VIII-10. Algoritmo exato E2.

begin
procedure B(i,cont); integer wvalue (i,cont);

begin

for 1:=1 wuntil cont do

begin
¢c.< pilha; comment coloriu v.;
Z —_ 7

if i=n then output (cz,cz,...,cn) else

begin comment acha os candidatos a

cor do ponto Vipqs

for j:=1 until k do cor(j):=true;
for J:=1 until < do
if aj,i+1:1 then cor(cj)::fgzig;
for J:=1 wuntil k do
if cor(j) then
cont:=cont+l;
pilha < J
end
B(i+1,cont)
end
end

end B;

[ pilha < 1;
‘ B(1,1)

end

L1
L2
L3
L4
L&
Le
L7
L8
L3
L10!|
Li11
L1z
L13,
L14
L1s
Lig
L17
Lis
L19
L20
La2i
L22
L23
L24

L2s
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COMPLEXIDADE DE E2.

Na linha L6, uma das k cores & atribuida ao ponto V.,
nao havendo nenhum pnto vj adjacente a V,, COm essa mesma CoOT,
para j=1,2,...,i-1. Vemos que a procedure B & chamada uma vez

para cada cor atribuida a cada ponto de G.

Se for aplicado a um grafo totalmente desconexo, E2 a-
tribuiria ao ponto v, @ cor 1l e, a cada um dos demais pontos, to

n-1
) ve-

das as cores 1,2,...,k. Nesse caso, B sera chamada O(k
zes. Se assumirmos qgue G & um grafo conexo, o nlmero maximo de
chamadas a procedure B sera O((k—l)n_l), ocorrendo para grafos
que tém dois pontos com grau um e os demais pontos com grau

dois.
DESEMPENHO DE E2.

Para um dado grafo G, se o valor de k for menor do due
¥ (G), o algoritmo E2 nao fornecera nenhum colorido de G. Por ou
tro lado, se k>Y(G), os coloridos fornecidos por E2, utilizando
o menor niumero de cores, serao os coloridos otimos de G. Se o)
objetivo for determinar x(G), & conveniente usar-se para k uma
estimativa do nUmero cromatico de G, obtida atraves de um algo-

ritmo de coloragao aproximativo.

VIII-4. Coloridos por Reducao.

Os dois algoritmos considerados a seguir baseiam-se em
uma propriedade do numero cromatico de um grafo qualquer, esta-
belecida por Zikov, em 1949. Eles foram apresentados por Cor-

neil e Graham'!'?, em 1973.
DEFINICAO VIII-6.

Seja G um grafo nao completo. Dados dois pontos nao ad-
jacentes x e y de G, os grafos reduzidos de G sao os grafos

1 n
G Xy e G xy, assim definidos:

(i) G'Xy & obtido de G acrescentando-se a linha xy;

(ii) G"xy & obtido de G tornado idénticos os pontos de
Xxey.

Vemos um exemplo nha figura (VIII-3).
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V1 .
Gy

Figura VIII-3. Exemplo de grafos reduzidos de G.

DEFINICAO VIII-4.

Uma arvore de Zikov para um grafo G & uma arvore bina-

ria Z, assim definida:

(i) G @ a raiz de %Z;

(ii) Seja H um nodo gqualquer de Z. Se H & um grafo com-
pleto, entdo H @ uma folha de Z. Caso contrario, H tem por fi-
lhos os grafos reduzidos de H, em relagao a um par de pontos

nao adjacentes quaisquer de H.
CONSIDERACOES SOBRE A ARVORE DE ZIKOV.

Na figura (VIII-4) apresentamos uma arvore de Zikov com

pleta, para o grafo ja visto na figura VIII-3.

A altura da arvore e igual ao numero de linhas nao pre-
sentes no grafo inicial, ou seja, O(m), onde m & o nimero de 1i
nhas do grafo complementar de G. Como a arvore & binaria, um 1li

mite superior para o numero de nodos & dado por

=0
Observemos que, se ao tornarmos dois pontos idénticos,
guardarmos os numeros dos mesmos ho ponto resultante, cada fo-
lha da arvore indicara um colorido de G em que cada ponto & uma

classe de cor.
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—
—

Figura VIII-4. Arvore de Zikov para G.

TEOREMA VIII-5.

Se x e y sao dois pontos nao adjacentes de G, entao

x(G) = min { ¥ (G'Xy), X (G"X }.

y)
DEMONSTRAGZO.

Apresentada por Zikov e referenciada por Corneil e Gra-

ham'?.

Esse teorema pode ser aplicado recursivamente nos nodos
da arvore de Zikov para um grafo G, obtendo-se -

¥ (G) = min {x(Hl), X (Hy)yeeor X (Hk) } ,onde Hy Hywoo By sao

os grafos completos, localizados nas folhas, cujo numero croma-
tico & de obtencao imediata (& igual ao nGmero de pontos do gra
fo).

O algoritmo R1l, quadro (VIII-1ll), & uma aplicagao imedi
ata do teorema de Zikov.
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Quadro VIII-1l. Algoritmo exato RIl.

procedure REDUZA (H,p)
if k > p then k:=p;

if (H nado & um grafo completo) then

begin
sejam x,y dois pontos nao adjacentes de H;

! 4] .
forme H Y e H 2y’

! .
REDUZA (H xy,p),

REDUZA (H”xy,p—l)

end

end REDUZA;
k:=limite superior para YXI(G);
REDUZA (G, k)

end

L1

L2

L3

L4

L5

Lé

L7

L8

L9

L10

L1l

Liz

L13

L14

L1s
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COMPLEXIDADE DE Rl = 0(2™).

- . m - . . . -
Ja vimos que 27 e um limite superior para O numero de
nodos da arvore de Zikov. Para construir toda a arvore de Zi-

kov, Rl gasta um tempo proporcional ao seu nimero de nodos.
OBSERVACAO SOBRE RI.

Enquanto que nos algoritmos de coloragao independente a
penas um subconjunto das possiveis solugdes era pesquisado, os
algoritmos de coloracdo por redugcdo podem produzir uma solugao

qualquer.
PODANDO A ARVORE DE ZIKOV.

Se em uma das redugOes aplicadas nos nodos da arvore de
Zikov chega-se a um grafo completo com k pontos, conclui-se que
k @ um limite superior para y(G). Dal por diante, qualquer ou-
tro nodo da arvore que contenha uma k-clique n3ao precisara mais
ser reduzido, pois o nimero cromatico do grafo desse nodo sera
maior ou igual a k, ndo interferindo no limite ja encontrado pa

ra ¥ (G).

Dessa forma, executa-se uma poda na arvore de Zikov,ten
do-se, no entanto, a certeza de que Os ramos Jgue estao sendo

derrubados nao abaixariam o limite superior estimado para ¥ (G).

O diagrama da figura (VIII-5) apresenta uma arvore de
zikov podada, em que nao foi preciso calcular o valor de x(A) e

¥ (B) para se descobrir o valor de x(G).

Figura VIII-5. Arvore de Zikov podada.
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FORCANDO O APARECIMENTO DE CLIQUES.

O algoritmo R2, quadro (VIII-12), gue consideraremos a
seguir, obtém o numero cromatico de um grafo qualquer G pelo
processo de reducao, construindo uma arvore de Zikov podada de
G. 72 & de autoria de Corneil e Graham'!'?, tendo sido publicado
em 1973.

Antes de apresentarmos o algoritmo, resta ainda obser-
var que para descobrir, a um dado ponto da redugao, se um gra-
fo contém uma k-clique, poderia ser gasto tanto tempo que nao
compensaria fazer a poda da arvore. Por isso, Corneil e Graham
adotaram a estratégia de procurar um k-cluster ao invés de uma

k-clique.

Enquanto que o problema de encontrar cliques & NP-com-
pleto (Karp?7), o problema de encontrar clusters pode ser re-

solvido em tempo polinomial.

Encontrado um k-cluster, ao invés de se podar o ramo
como se faria se fosse uma k-clique, prossegue-se reduzindo,mas
utilizando-se para isso pontos nao adjacentes do k-cluster. Com
esse procedimento, forca-se o aparecimento de uma clique com k
pontos, caso em que o ramo & podado, ou com menos pontos, sendo

feito o ajuste para o novo limite superior de Y (G).
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Quadro VIII-12. Algoritmo exato R2.

procedure REDUZA (H,p)
comment H e um grafo e p seu nimero de pontos;
if k > p then k:=p;
k':=k;
if (H mao e um grafo completo) then
encontre Hk’ um k-cluster

while (H ndo e uma clique) do

begin escolha x,y ¢ Hk nao adjacentes;
forme H' e H" a partir de H;
Ty xY
H:=H' _;
xY
1 - .
REDUZA (B ,p=1);
if k'# k then REDUZA (H,p);
end
end
end REDUZA;
k:= limite superior para ¥ (G);

REDUZA (G,n);

end

L1

L2

L3

L4

Lb

Leé

L7

L8

L9

L10

L11

Liz

L13

L14

L1s

Lis

L1z

Lis

L19

L20

L21
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COMPLEXIDADE DE R2 = 0(2™).

ApOs encontrar um k-cluster de H, linha L10, o algorit-
mo R2 pesquisa o segundo filho de H, H"xy’ reduzindo-o até en-
contrar uma clique.O primeiro filho de H, H'xy' sO sera pesqui-
sado se a clique obtida acima tiver menos do que k pontos, como

vemos na linha L16.

Existem situagOes em que R2 tem que construir a arvore
completa de Zikov, tendo que pesquisar os dois filhos de cada
nodo nao-folha. Seja visto, por exemplo, o grafo com n pontos,

todos de grau 2, compondo um ciclo de comprimento n.

Portanto, embora apresentando desempenho melhor que Rl
na maioria dos casos, o algoritmo R2 & de mesma ordem que aque-

le no pior caso.
OBSERVAQ@ES SOBRE R2.

Um limite superior inicial & requerido para ¥ (G). 0
mais simples dos limites superiores, n, pode ser utilizado, ou
gqualquer outro mais justo, obtido, por exemplo, por um algorit-

mo aproximativo.

Segundo seus autores, utilizando-se alocagéo dinamica
de memoria, foi possivel implementar o algoritmo R2 em um espa-
3
¢co O0(n7).

O método empregado para encontrar cluster tem complexi-

dade O(n3).

OUTRAS SUGESTOES.

Hedetniemi?®sugere outros procedimentos para tornar
mais rapido o algoritmo original de Zikov. Por exemplo, poder-
se-ia retirar, de cada grafo intermediario, os pontos adjacen-
tes a todos os demais, ou retirar um ponto cuja lista de adja-
céncia esta contida na lista de adjacéncia de algum outro pon-
to.

Boaventura'® também descreve o algoritmo de Zikov, e mos
tra que, para determinadas k-cliques pode-se concluir que -
x (G)=k.
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VIII-5. Colorido Segliencial Exato.

Como fizemos para algoritmos aproximativos, vamos, ago-
ra, analisar um algoritmo exato de coloragéo, para uma classe

especial de grafos. Neste caso, trata-se de grafos cordais.
DEFINICAO VIII-S.

Dado um ciclo de G, cujo comprimento & maior do que
trés, chamamos de corda desse ciclo uma linha de G, que nao per

tence ao ciclo e que liga dois pontos do mesino.
DEFINICAO VIII-6.

G @ um grafo cordal, se qualquer ciclo de G de compri-

mento maior do que trés contém uma corda.

Gavril?? apresenta um algoritmo de coloragao exata, pa-
ra grafos cordais, publicado em 1972, Para entendermos como o

algoritmo funciona, precisamos ainda da seguinte definicao.
DEFINICAO VIII-7.

Uma R-orientacao das linhas de um grafo é uma orienta-
cao dessas linhas, satisfazendo as duas condig¢Oes seguintes:

(1) o grafo direcionado resultante nao possui ciclos di
recionados;

(ii) se b+a e c+a, entao b-»c ou c-b.

O algoritmo S6, apresentado no quadro (VIII-13), atri-
bui um colorido seqliencial a um grafo cordal G gqualquer, usando

o menor numero possivel de cores, k=y(G).

No inicio do procedimento, as linhas do grafo recebem u
ma R-orientagcao, o que & sempre possivel, em se tratando de gra
fos cordais. Ao mesmo tempo, os pontos vao sendo numerados, de
forma tal que todas as linhas estarao direcionadas do menor pa-
ra o maior. Um procedimento simples, que efetua tal numeragao

em O(n4), & mostrado por Gavril??.
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Quadro VIII-13. Algoritmo exato S6.

begin
ordene os pontos de G, de acordo com

uma R-ordenagao;

for 1:=2 wuntil n do
r:= min (J l AiACj:¢)
¢ ir; comment colore v, com a cor r;
k:= max (k,r)

end

end

L1
L2
L3
L4
Lé
Lé
L7
L8
L9
L10

L11

COMPLEXIDADE DE S6.

Da linha L4 a L10, o que temos & exatamente

mo S1, que vimos ser O(m+n), no capitulo anterior.

0 algorit-

Como L2-L3 gasta um tempo O(n4), concluimos ser essa a

complexidade de S6.

EXEMPLO DE APLICACAO DE S6.

0 grafo da figura (VIII-6) & um grafo cordal G que re-

cebeu uma R-orientag¢ao e foi numerado de forma que cada

vai do ponto menor para o maior.

linha
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Figura VIII-6. Grafo cordal para aplicacao de S6.

O algoritmo S6 nos fornece um 4-colorido de G com as se
guintes classes de cor: {1,5,7}, {2,8}, {3,6}, {4}.

OBSERVACAO SOBRE S6.

S6 fornece sempre um colorido exato. Seja Vp O primeiro

ponto colocado na Ultima classe Cp - Entao, existiam pontos
VirVorees Vi g adjacentes a vp e menores que Vp’ que foram co-
locados anteriormente nas classes Cl’CZ""'Ck—l respectivamen-

te. As linhas que ligam esses pontos a vp sao todas dirigidas

para vp, pois vp @ maior que tais pontos. Logo, pela definicao
de R-orientagéo, cada par de pontos Vi,Vj acima, i#j e 1gi,j<k-1,
@ ligado por uma linha. Conclui-se que <{vl,v2,...,vk_l,vp}> é

uma clique e x(G) > k.
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IX. UM NOVO ALGORITMO DE COLORAGAO.

O algoritmo que descreveremos neste capitulo &€ uma mo-
dificacao do algoritmo proposto originalmente por Christofides,
classificando-se, portanto, no grupo dos coloridos independentes ,

definido no capitulo anterior.

Ele foi desenvolvido, no final de 1978, porSzwmxfi&a*z,
cuja motivagao ao fazé-lo pode ser atribuida, em parte, a pes-

quisa que efetuamos para a confeccao da presente tese.

Houve quem afirmasse que qualguer algoritmo de colorido
independente deveria utilizar, necessariamente, um espaco de me

12), Entretanto, & possivel

moria exponencial (Corneil e Graham
implementar o algoritmo I5 aqui exposto em espaco polinomial. A
chave para isso consiste em se conseguir tratar seqtlencialmente
0os conjuntos independentes maximais de um grafo, sem que haja

necessidade de coloca-los ao mesmo tempo na memoria.

Pelo algoritmo dos quatro japoneses“® ja se podia obter
os CIM's de um grafo G qualquer, um de cada vez, por um procedi
mento que explicaremos detalhadamente na secao (IX-1). Faltava
encontrar um esquema em que, a medida que cada CIM fosse produ-
zido, ele pudesse ser de pronto utilizado no processo de cons-

trucao da arvore de subgrafos de G.

Na segcdo (IX-2), faremos uma breve revisao de como &
obtido um colorido independente de G e, na segao (IX-3), mos-
traremos de que forma o algoritmo I5 entrosa tal procedimento

com o dos quatro japoneses, para conseguir o efeito desejado.

A apresentacao do algoritmo sera feita na secao (IX-4),
de uma forma que julgamos mais apropriada para facilitar a com-
preensao inicial do mesmo. Em seguida, ao considerarmos a com-
plexidade de espaco, alteraremos aos poucos a versao apresenta-
da e sugeriremos as estruturas de dados a serem empregadas, che
gando-se, assim, a uma definicao mais precisa do algoritmo, que
nos permitira esclarecer como foi obtida a estimativa de espago

anunciada.

At@ aqui, o algoritmo estara fornecendo apenas o numero

cromatico de um grafo qualquer, utilizando, para isso, espacgo
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polinomial com o tamanho do grafo. Na Ultima segado, serao acres
centados alguns comandos, para que I5 fornega também as classes
de cor de um colorido otimo de G, sem com isso prejudicar a es-

timativa de espago estabelecida.

A forma de apresentagao do algoritmo e o estudo da com-

plexidade sao devidos a Szwarcfiter®?,

IX-1. A Arvore dos Quatro Japoneses.

Todos os CIM's de um grafo G qualquer podem ser obtidos

através do seguinte procedimento (Lawler®!').

Seja Ij o conjunto de todos os CIM's do subgrafo induzi
do de G <{1,2,...,3}>. Entao, I, = {{1}}. A ideia é encontrar
Ij+l a partir de Ij até chegar-se a I+ que & o conjunto procu
rado.

seja c=|1_|. B facil ver que |I [<[I,|<...<|I [|=c.

Seja St Ij. Entao, ou SU{j+1} ¢ 1I.

F+17
={}, ou S ¢ Ij+l' no caso em que SAAj+l # {}.

Por outro lado, seja S' ¢ Ij+l' Se j+1 ¢ S', entao -

no caso em que
SA Aj+l
S' € Ij” Se j+1 € S', entao para algum S € Ij temos que -
s' - {j+1} € S. O importante dessas relagOes & que elas nos mos
tram que um CIM qualquer S' em Ij+l ou ja pertencia a Ij’ ou po
de ser derivado de algum CIM S em Ij pela formula: -
st = (S—Aj+l) U {j+1}. Unindo todos os conjuntos S', obtidos
dessa forma, com todos os conjuntos S pertencentes a Ij teremos

uma familia de conjuntos F que conterada todos os conjuntos de

I. — fatlate (oo :
j+l, F = {s'ls'=(s Aj+l)U{j+lLSan} U ;.

Um jeito de extrair de F os elementos de Ij+l seria com
parar todos eles, dois a dois, selecionando apenas os maximais
e evitando repetigoes. Tal procedimento nao nos seria convenien

te, pois exigiria armazenar simultaneamente toda a familia F.

O outro jeito de obter Ij+l a partir de F, que foi con-
cebido pelos gquatro japoneses, consiste :

(i) verificar cada S'=(S—Aj+l)U{j+l}, S € Ij’ quanto a
possibilidade de incluir um ponto I<j+l nao existente em S, de
forma que S'U {l} continue sendo um conjunto independente de

S' 2 um CIM de I. se e somente se nao existir um pon-
j+ P

Ty417 1
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to I nessas condigoes, isto &, se dado qualquer I<j+l, 1 ¢ I, ti
vermos AZA s' #{ };

(ii) estabelecer uma ordenagao dos conjuntos S', de for
ma a podermos identificar, no momento da sua geragao, O primei-
ro de uma série de conjuntos iguais. Sejam S'—(S A )U{3+l} e
S'—(S Aj+
Sl,S2 € Ij' Di sporemos Si & esquerda de S!, na ordenagao pro-
posta, se e somente se o conjunto de pontos subtraidos em -

1 )U{j+1} dois conjuntos iguais da famllla F onde

Sl—Aj+l for lexicograficamente menor que o conjunto subtraido em

S —A- .
2 i+l
e S, A Aj+l' Para sabermos se um dado =(8s A )U{j+l} é o pri

Estamos, portanto, comparando 0s conjuntos Sl A Aj 1

meiro de uma série de possiveis conjuntos 1guals, deveremos

descobrir se S A A. &€ o menor de todos os conjuntos S AA

j+1

onde Si € Ij’ para os quais Si - Aj+l sao iguais a S - j+l

que o algoritmo faz, na realidade, ao invés de calcular S' e em

j+1
0

seguida descobrir se ele deve ser selecionado por ser o primei-
ro, & tomar S ¢ Ij e descobrir se o conjunto S', a ser gerado a
partir dele, sera selecionado. Isso ocorrerad, se e somente se

nao existir um ponto 7 < j+1 nao pertencente a S, tal que -

(1) AZ A (S—Aj+l) = ¢ e
(2) AZ A (SAAj+l) A{1,2,...,1-1} = ¢.

Observemos que, se existir um I<j+l, 7 ¢ S, atendendo a
condicao (1) acima, significa que 7 & adjacente a um ou mais
pontos e que todos eles estao em S e também em Aj+l' Sejam
dys99r--.,q, eSses pontos, onde t > 1. Deduz-se dai, que existe

um CIM Z em Ij contendo I ao invés de {ql,qz,...,qt} e contendo

os demais pontos de S, tal que Z-Aj+l = S—Aj+l.

Resta-nos comparar Z A Aj+l com S A Aj+l' Ora, -
1 e 2 A Aj+l’ 1L g8 A Aj+lf {ql,qz,...,qt} e S A Aj+l e

{ql,qz,...,qt} £ 7 A Aj+l' Logo, Z A Aj+l serda lexicograficamen

te menor do que S A A se todos o0s pontos dyrdyreerdy forem

J+17
maiores do que 1. Isso equivale a dizer que ! satisfaz a condi-

cao (2) acima.

Arrumando as equagoes (1) e (2) acima, resumimos dizen-
do que S satisfaz a condigac lexicografica, se e somente se pa-
ra todo 7 < j+1, 1T £ S,

A, A (S—(Aj+l A {1+1, 1+2,...,3})) # o.
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O processo de obtencao de I a partir de I através do

1'
algoritmo dos quatro japoneses, pode ser visualizado como a
construcao de uma arvore binaria, em que os CIM's de Ij corres-
pondem aos nodos do nivel j, considerando que a raiz esta no ni

vel 1.
DEFINIGAO IX-1.

Dado um grafo G qualquer, com conjunto de pontos -
{1,2,...,n}, a arvore dos quatro japoneses correspondente a G &
uma arvore binaria Q assim definida:

(i) {1} & a raiz da arvore;

(ii) seja S um nodo qualquer de Q situado no nivel j.Se

j=n, entao S & uma folha. Para 1 < j < n, S tem um filho S' a
esquerda, definido por S'=(S—Aj+l) U {j+1}, se o conjunto inde-
pendente S' for maximal em <{1,2,...,j+1}> e S atender a condi-

cao lexicografica; S tem um filho a direita S" = S, se
S ARy, # {}.

CONSIDERACOES SOBRE A ARVORE DOS QUATRO JAPONESES.

Cada nodo nao-folha da arvore dos quatro japoneses tem,
pelo menos, 1 filho, visto que, para S ¢ Ij’ ou S'=S pertence a
I

ou S'=S U j+l pertence a I para 1 < j € n.

j+1 j+17

Além disso, existe uma correspondéncia um-a-um entre os
CIM's de G e as folhas da arvore. Com isso, se construirmos a
arvore dos quatro japoneses em pré-ordem, que & o "depth-first"
para arvores bindrias, no instante em que cada folha for visita

da teremos obtido um novo CIM de G.

Na figura (IX-1l), apresentamos um grafo G e a arvore

dos quatro japoneses correspondente.
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{25} fiey {15} {17

Figura IX-1. A arvore dos quatro japoneses para G.

IX-2. A Arvore de Christofides.

Vamos nos referir a arvore de subgrafos de um grafo G,

definida no capitulo (VIII), por arvore de Christofides.

Vimos que cada nodo da arvore de Christofides correspon
de a um subgrafo de G, encontrado durante o processo de obten-
cao de coloridos independentes para G. Um galho, ligando um no-
do do nivel j com um nodo do nivel j+l, corresponde a um CIM do
primeiro desses nodos. As classes de cor de um colorido indepen
dente de G sao os galhos que ligam a raiz a uma folha qualquer
da arvore de Christofides. Se G possui um k-colorido exato, G
possui também um k-colorido independente exato, que fica deter-
minado ao se encontrar uma folha que esteja no menor nivel da

arvore, em relacao as demais.

Na figura (IX-2), mostramos a arvore de Christofides pa
ra o mesmo grafo utilizado na figura (IX-1). Convencionamos que
cada nodo & o subgrafo maximal de G, induzido pelos pontos dis-

postos dentro do circulo correspondente.
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Figura IX-2. A arvore de Christofides para G.

O algoritmo I5, de Szwarcfiter, constrdi a arvore de
Christofides acima usando a técnica "depth-first", como o faz o
algoritmo I3, de Wang. Ao contrario desse Gltimo, no entanto,ao
invés de guardar para cada nivel todos os nodos filhos de um da
do nodo do nivel anterior (um "feixe de baloes" para cada nivel,
na figura (IX-2)), I5 guarda t3o somente um nodo de cada nivel,
3 medida que desce na arvore (ou melhor, que sobe para niveis

maiores, rumo as folhas).

Finalizamos esta secao observando que a altura da arvo-
re de Christofides &, no pior dos casos, igual a n. Um algorit-
mo para percorré-la recursivamente por "depth-first" gastara,

no minimo, um espago O(n), para implementagao da pilha denodos.

IX-3. A Arvore de Szwarcfiter.

Para mostrar como o algoritmo I5 efetua o devido entro-

samento entre o algoritmo dos quatro japoneses e o algoritmo de
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Christofides, exibiremos a arvore de Szwarcfiter para um grafo
G, que consiste no entrelacamento adequado da arvore de Chris-
tofides, T, para G, com varias arvores dos quatro japoneses, u
ma para cada nodo nao-folha de T, e que substituem os galhos
de T.

DEFINICAO IX-2.

Dado um grafo G qualquer, uma arvore de Szwarcfiter pa
ra G & uma arvore W, contendo nodos do tipo T, identificados
com subgrafos de G, e nodos do tipo Q, identificados com sub-
conjuntos de pontos de G, da seguinte forma:

(i) G & a raiz de W, sendo portanto do tipo T;

(ii) seja H um nodo de W do tipo T. Se H for um grafo
nulo, entdo H n3o possui filhos; caso contrario, H possui um @
nico filho H', do tipo Q, tal que H' & o nodo raiz da arvore
dos quatro japoneses, correspondente ao grafo H;

(iii) agora, seja H um nodo de W do tipo Q. Se H for u
ma folha na Arvore dos quatro japoneses a que pertence, entao
H tem, exatamente, um filho H' na arvore W, sendo H', do tipo
T, o subgrafo induzido pelos pontos que sobram ao tirarmos H
do conjunto de pontos do mais préximo nodo do tipo T ascenden-
te de H. Caso contrario, isto &, se H nao for uma folha na ar-
vore Q dos quatro japoneses, entao H tem um ou dois filhos em

W, que sao os mesmos filhos de H em Q.

Na figura (IX-3), apresentamos a arvore de Szwarcfiter,

para o grafo G que temos usado como exemplo.
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Figura IX-3. A arvore de Szwarcfiter para G.
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OBSERVACOES SOBRE A ARVORE DE SZWARCFITER.

Tivemos que alterar ligeiramente a definigao da &rvore
dos guatro japoneses, para podermos construi-la a partir de um
subgrafo H de G. Ao invés de usar {1} como raiz da arvore, orde
namos os pontos de H numa seqgliéncia vl,vz,...,v , tal gue

p

Vo <Va<eo o<V e usamos {v,} como raiz.
1 72 P 1

Um limite superior para a altura da arvore de Szwarcfi-
ter & dado por n+(n-1)+(n-2)+...+1 = n(n+l), ou seja O(nz).
2

IX-4. O Algoritmo e sua Complexidade.

Apresentamos o algoritmo IS5 no quadro (IX-1).

Ele constrdi a arvore de Szwarcfiter, para um grafo G
gualquer, sendo t o nivel da arvore de Christofides e j o nivel

da arvore dos guatro japoneses em que se estd a cada instante.

Como de costume, k & a melhor aproximacao ja obtida pa-
ra X (G), a cada instante, sendo igual a x(G), ao findar a execu

gao de I5.
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begin

end

procedure P(S,j); value S,j; set S; integer §;
comment S e um CIM de <{vl,v2,...,vj}>;
begin set R;
Jr=g+1;
if J s n then
begin R:=(S-A(v. ))U{v_};
if MAX (5,R,j) and SMALLEST(S,j) then P(R,j);
if S A A(vj)'¢ ¢ then P(5,7)

end else comment S e um CIM de G;

if t < k then

begin if | S |=n then k:=t else

trt+l;
N:=n-|5|;
G:=G - <8>;
P ({v, },1);
G:=G+<8>;

n:=n+lS|;

end

end

end F;

classifique cada lista de adjacéncia de G por
valor crescente dos rotulos dos pontos;

t:=1; K:=ng

P ({wv, 1}, 1)

1

L1

L2

L3

L4

Lb

Le

L7

L8

L9

L10

L1l

Li12

L13

L14

Lib

L1¢g

L17

L18

L19

L20

L21

Lza

L2s3

L24

L2b

Lz26

L2z
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logical procedure MAX (S,R,j); L28
value S,R,q4: set S,R; integer j; L2g

begin MAX := true; L30
for v, eV and vy £ Sand 1 < g do L31

if A(v,) MR = ¢ them MAX := false L3

end MAX; L33
logical procedure SMALLEST (S,J); L34
value 5,4; set S; integer J; L35
begin SMALLEST:= true L36
or v, € V and v, £ Sand 1 < § do L37

begin R:= { v, e V | I<igj} ; L38

if Alv,) A (S—(A(vj)AR)): ¢ L39

then SMALLEST := false £40

end L41

end SMALLEST; L42

OBSERVACOES SOBRE IS.

A operagao G-<S> indicada na linha L15 consiste em se
obter o subgrafo de G induzido pelo conjunto de pontos V-S; a

partir de entao designados por Vl’v2""'vp’ onde vl<V2<...<vp.

A operagao G+<S> indicada na linha L17 consiste em se re
compor o grafo existente antes da execucao de L15, preservando
a sua rotulacao inicial.

COMPLEXIDADE DE I5 = O(mn (1+ V3 )%).

Esse & o limite superior calculado por Lawler®’ e que

se aplica a qualquer dos algoritmos do grupo dos coloridos inde

pendentes.

IX-5. Complexidade de Espaco.

A profundidade maxima de recursao efetuada por I5 & i-

2 . - . .-
gual a 0(n“), pois essa &, conforme vimos, a altura da arvore
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de Szwarcfiter. Isso nos di a primeira aproximacao para a esti-
mativa do espago necessario.

a

15 APROXIMAGCAC = 0 ((n+m)n?) espacgo.

Isso corresponde a se guardar, para cada nivel da recur

sao, o grafo considerado.

Nao ha necessidade de se guardar, para cada nivel da re
cursao, o grafo considerado. A idéia consiste, como indica o al
goritmo, em se calcular G - <S> e, posteriormente, efetuar a re
cuperacao do grafo original, pela operacao G+<S>. Como S & pre-
servado entre essas duas operag¢Oes, nao ha, inclusive, necessi-

dade de espacgo adicional para S.

Basta se retirar de A(w) as linhas (vi,w) tais que v, €S
e wgS, deixando intactas as listas A(v). Além disso, deve-se
criar um elo de Viol para Vigpr @ fim de se compor o novo con-

junto de pontos de G.

A operagao G + <S> deve executar o procedimento inver-
so, tomando~se apenas o cuidado de efetuar as insercoes das li-
nhas, de forma a manter as listas de adjacéncia ordenadas, do
menor ponto para o maior. Isso & suficiente para se preservar a

rotulacao original.

Chegamos, assim, a uma aproxima¢ao mais justa para a es

timativa de espacgo.
22 APROXIMACEO = O(n°) espaco.

Para cada nivel da recursao, reserva-se apenhas O(n) es-

pagco, para armazenar os conjuntos de pontos S e R.

E possivel implementar-se o algoritmo, de tal modo due
em cada nivel da recursao o espaco requerido seja tao  somente

O(c), onde c & uma constante. Se nao, vejamos.

A variavel R, aparentemente local & "procedure" P pode
ser transformada em global, uma vez gue, entre a sua geragao e
a sua utilizagao, linhas L6 e L7 do algoritmo, respectivamente,

nao e efetuada nenhuma chamada recursiva.

O parametro S também pode ser transformado em variavel

global, sendo recalculado, quando necessario, sem aumentar a
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complexidade de tempo do algoritmo.

Assim, no inicio da "procedure" P, antes do comando -
j:=j+1, calcula-se S. Se j=1, S & simplesmente'{vl}. Caso con-
trario, necessitaremos ter conhecimento se P foi invocada por
P(R,J), linha L7, ou por P(S,j), linha L8. Isso pode ser resol-
vido facilmente pela adicao de uma variavel booleana global. Se
P foi invocado por P(S,j), entao S permanece inalterado. Se P
foi invocado por P(R,j), entao obtém-se S da equagao -
S=(S—A(vj)) U {vj}.

H3 outro ponto em que S deve ser recalculado. No ponto
de retorno, imediatamente apds P(R,j), na linha L7, S & recupe-
rado pela equagao S=(S-{vj}) U ( (S—{vj}) A A (vj)), que & ope-
racao inversa & que foi efetuada na linha L6. E evidente que no
ponto de retorno apds P(S,j), na linha L8, nao ha necessidade
de recalcular S, uma vez que S nao foi alterado por essa chama-
da.

Resta-nos considerar apenas a chamada P({Vl},l) da 1li-
nha L16. Precisaremos guardar S numa pilha imediatamente antes
de P({vy}, 1) e recupera-lo imediatamente apds a P({v;},1). Con
siderando que os CIM's que compoem a configuragao dessa pilha
num certo instante qualquer do processo sao necessariamente dis

juntos, tal pilha tem tamanho maximo O(n).

Obtivemos, assim, a terceira aproximagao para a comple-
xidade de espago de I5.

2

3= APROXIMACAO = O(n2) espacgo.

Aqui, apenas a profundidade de recursao & considerada,
pois no esquema descrito a "procedure" teria apenas o parametro
j. As diversas referéncias feitas a P(R,Jj), P(S,]) e P({vl},l),
tanto no texto acima como no algoritmo, deveriam ser substitui-
das por P(j), P(j) e P(l), respectivamente. Entretanto, continu
aremos fazendo uso da notagao anterior para faciliar a localiza

cao do ponto correspondente no algoritmo.
ELIMINANDO A RECURSAO.

E possivel implementar o algoritmo I5 com complexidade
de espaco O (n+m).

2

Obviamente, como a profundidade da recursao & O0(n“), o
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espago minimo requerido & O(n2), enquanto a recursao for manti-
da. Para reduzi-lo ainda mais, teria que ser considerada a pos-
sibilidade de traduzir-se a recursdo para iteragao, nos moldes
de Knuth e Szwarcfiter®?® e Knuth’??. Nessa tradugao seria preci-
so evitar a construgao de pilhas para armazenar o parametro da
"procedure", j, e os pontos de retorno, a fim de conseguirmos
um O (n+m) espago. Observemos que nao ha outras variaveis locais.

Vejamos como isso pode ser feito.
PARAMETRO J.

Ao parametro j faz-se corresponder uma variavel simples
j, assim calculada:

(i) nos pontos da versao iterativa correspondentes aos
pontos imediatamente anteriores &s chamadas P({vl},l), linhas
L16 e L26 do algoritmo, faz-se j:=1;

(ii) no ponto correspondente ao inicio de P, linha L4,
mantém-se j:=3j+1;

(iii) no ponto correspondente a end P, linha L22, faz-
se Jj:=j-1;

(iv) imediatamente apds o ponto correspondente ao coman
do n:=n+[s[,na linha L18, recupera-se o valor de j anterior a

chamada da linha Ll16, ou seja, faz-se Jj:=n+l.
PONTOS DE RETORNO.

Existem quatro possiveis pontos de retorno, para quais
a versao iterativa desviaria, apds a execugao da declaragao cor
respondente a end P. Esses pontos seriam os imediatamente se-
guintes a: (1) P({vl},l), na linha L26;
(2) P({vl},l), na linha L16;
(3) P(R,j), na linha L7 e

(4) P(S,3j), na linha LS.

O primeiro pode ser identificado pelas condigoes j=1 e

n= numero de pontos do grafo dado.

O segundo ponto pode ser identificado pelas condigoes

j=1 e n<nuimero de pontos do grafo dado.

Nao sendo satisfeitas as condigOes acima, o seguinte pro
cedimento pode ser adotado, para se decidir entre o terceiro e
o quarto pontos de retorno. Durante a execucao do processo,con-

sideramos o conjunto S no ponto correspondente a end P , linha
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L27. Seja S' o valor de S correspondente ao mesmo ponto end P,
na iteracao imediatamente anterior a em consideragao. Se -
S'# S, o desvio em questao seria para o terceiro ponto e, caso
contrario, para o quarto. O custo adicional de se armazenar S'

€, naturalmente, apenas O(n).

IX-6. Composicao das Classes de cor.

Para que o algoritmo I5 forneca um colorido de G cor-
respondente ao seu numero cromatico, procede-se da seguinte

forma.

A cada vez que o valor de k for atualizado, por ter si
do encontrada uma folha num nivel menor que as anteriores, es-
se fato & memorizado, para que, ao se seguir de volta em dire-
cdo a raiz, os conjuntos S sejam identificados com as classes

de cor do k-colorido correspondente de G.

A memorizacao a que nos referimos pode ser implementa-
da por meio de um vetor booleano estado, de comprimento O(n) ,
sendo um elemento do vetor para cada nivel da arvore de Chris-
tofides. Ao passar por um nivel t em direcao as folhas, faz-se
estado (t):=false. Devido ao teste da linha L10, uma folha s&
é atingida se ela estiver num nivel menor que as folhas atingi
das anteriormente, ou se for a primeira folha mais a esquerda
da arvore. Seja qual for o caso, tendo-se atingido uma folha,
faz-se estado (t):= true. Ao passar por um nivel t em direcao
a raiz, se para algum dos filhos do nodo considerado tiver cau
sado um estado (t+l):=true, entao faz-se estado (t):=true e as
socia-se ao conjunto S, em vigor naquele instante, a classe de

cor t.

No quadro (IX-2), mostramos o algoritmo I6, que &€ uma
versao alterada de I5, ocupando espago O(n2) e fornecendo, a-
lém do numero cromatico, um colorido independente exato de G.
As rotinas MAX e SMALLEST sao como em I5.

Naturalmente, nao exibiremos a versao iterativa do al-
goritmo I5, que mostramos ter complexidade de espacgo igual a
O (n+m) .
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Quadro IX-2. Algoritmo exato I6.

begin global R,S,b; set R,S; boolean b;

procedure P(j); integer wvalue j;
if §=1 ‘then S::{vz}
else 1f b then S::(S—A(vj))U{vj});
comment S e um CIM de <{Ul,v2""’vj}>;
Ji=g+1;
if J ¢ n then
R::(S-A(vj))U{vj};
éi MAX (S,R,J) gﬁé SMALLEST (8,j) then
b:= true
P(j);
S::(SA{U})U((S4{UJ})AA(vj)),
end
if SAA(vj) 7 ¢ then
b:= false;
P(j);
end
end else comment S & um CIM de G;

if t <k then
begin if |Sl=n then

begin comment o grafo dado

e k-coloravel;

ke=t;

L1

L2

L3

L4

L5

Lé

L7

L8

LY

L10

L11

L12

L1s3

L14

L1s

Lig

L17

Lis

L19

Lao

L21

L22a

L23

Lz4

L2656

L26

L2z
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end ‘else

begin

end

end

end P;

estado (t) := true;

estado (t) := false;
r=t+l;

n:= n- |S1l;

G:=G - <5>;

coloque S na pilha;
P(1);

retire S da pilha;

G:=G+ <8>;

n:=n + |S]|;

t:ct-1;

estado (t) := estado (t)
or estado (t+1);

if estado (t) then atribua

aos pontos de S a cor tj

classifique cada lista de adjacéncia de

G por valor crescente dos rotulos dos pontos

k:=ng

1,28

7,29

L30

L 31

L32

L33

L34

L3é

L36

L37

L38

L39

L40

L41

L42

L43

L44

L4s

L46

L47

L48

L49

L50

L5l

L&z
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X. CONSIDERACOES FINAIS.

"Podemos" resolver o problema de coloragao de grafos,as
sim como qualquer outro que envolva objetos combinatdrios, pelo

método da forca bruta.Aqui, o método da forca bruta pode ser im

plementado da seguinte forma.
Seja G um grafo com n pontos.

Comegando com k=1 e somando 1 a cada etapa, verifique,
n . .
para cada valor de k, as k=~ formas possiveis de atribuir as k
cores aos n pontos, até encontrar uma que seja um k-colorido de
GO

E verdade que tal trabalho pode dar uma mao-de-obra i-
mensuravel a priori , constituindo o Gnico consolo saber-se que
o processo terminara em um tempo finito, pois, para k=n, existe

um k-colorido de G.

O algoritmo da forca-bruta que acabamos de delinear tem
complexidade omn™). E importante determinar a complexidade dos
algoritmos exatos de coloragao, para se conhecer o quanto cada
algoritmo & menos brutal que um método qualquer, nao  trabalha
do.

Nao & facil, no entanto, obter estimativas dessa comple
xidade, que sejam o bastante justaspara caracterizar adegllada-
mente cada método. Nesse sentido, o trabalho de Lawler?’ & pio-

neiro.

Por outro lado, estudos que consistem em um levantamen-
to dos algoritmos ja propostos e na tentativa de determinagao
de suas complexidades, como & o caso desta tese, tém o mérito

de estimular o surgimento de novos algoritmos.

Algoritmos novos para coloracao exata podem surgir den-
tro de uma das seguintes categorias:

(i) algoritmos para colorir um grafo qualquer, que se
enquadram em algum dos grupos ja existentes; tém complexidade
exponencial e apresentam, como inovagao, ou uma funcdo exponen-
cial inferior para o tempo, ou a complexidade de espago menor

do que a determinada para O grupo em questao;

(ii) algoritmos para colorir classes especiais de gra-
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fos, a exemplo de S6; vimos que esses algoritmos podem ser mui-
to bons, com complexidade polinomial; espera-se gque surja um al
goritmo eficiente para colorir grafos planares;

(iii) algoritmos para colorir um grafo qualquer, que a-
presentem uma abordagem do problema, totalmente nova; tém, cer-

tamente, complexidade exponencial.

Acreditamos que algoritmos novos, para coloracgao de gra
fos quaisquer, devam aparecer mais na categoria (i) do que na
(iii), dentro de grupos que vém apurando sua linhagem, e cujo
representante mais significativo & o dos coloridos independen-

tes.

Quanto a procedimentos aproximados de coloragao, as heu
risticas, nao vemos como algum trabalho novo poderia ser desen-
volvido. Ao que tudo parece, o que havia para ser feito ja o}
foi. Em vista do perfil tracgado para os algoritmos aproximati-
vos, acreditamos, como Williams, gue nao valha a pena mexer mais

neles.

Encerramos, apresentando, na figura (X-1) um gquadro cro

noldgico de todos os algoritmos vistos.
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Apéndice A. ALGORITMOS S1, S2, S3, S4 e S5;

Matula, Marble e Isaacson.

Sequential Vertex Colorings.

A graph G = (V,E) with vertex set V and edge set E will
herein be assumed to have no loops or multiple edges. For A C V,
the induced subgraph < A > = (A,E') of G will be the subgraph
of G, where E' contains all edges of E, both end points of which
are in A. Also < VirVgreeoy vj > will denote < {Vl,vz,...vj}>.
A k coloring of G is an assignment of colors to the vertices of

G using no more than k colors and such that adjacent vertices

have different colors. For an ardering VirVorese Vg of the
vertices V of G, a sequencial coloring of G corresponding to
this order is a k coloring of G utilizing each of the colors
1,2,..., k determined recursively as follows:

(1) vy is assigned color 1, thus 1 coloring < vy >3

(2) if < VirVoreeasVi_g > has been j colored, then

Vireees Vj_p are assigned the same colors in < Vireeor Vy >, and

Vi is assigned color m, where m < j + 1 is the minimum positive
integer not occurring on adjacent vertices in < Vire.-Vy 7.
Thus, < vqy,... vy > is j colored for m < j, and (j + 1), and

(§ + 1) colored otherwise.

(...) Let the degree of v in the graph G, degG(v) (deg
(v) when G is understood), be the number of adjacent vertices of
v in G.

(e..) An ordering of the vertices of a graph G such
that deg (vy) > deg(v; ) for 1 <1i < |V(G) | will be called a

largest-first (LF) ordering of the vertices. Determination of a
sequencial coloring corresponding to such an ordering will be
termed the largest-first algorithm (LF algorithm). The segquential
coloring corresponding to a given LF ordering will effect the
same coloring as described by the algorithm of Welsh and Powell
’10| and will utilize no more than maximin {i,l+deg(vi)} colors.
Note that since the LF ordering of the vertices is not necessarily
unique, the number of colors utilized in the coloring provided

by the LF algorithm can vary depending on the particular LF
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ordering chosen. Application of the LF algorithm will mean its

application for a particular largest-first ordering.

(«..) A closer inspection of the sequential coloring
procedure shows that for a given ordering VirVoree o Vy of the
vertices of a graph G, the corresponding sequential coloring

algorithm could never require more than k colors where

3) k = 1 +4d . .
(3) ?§§<é eg<Vl,V2,...,Vi> (Vl)}

The determination of a vertex ordering minimizing k in
(3) was derived earlier by Matula [5], and can be found by the

following procedure:

(1) for n = |V(G)|, let Vi be chosen to have minimum
degree in G;

(2) for i =n-1, n-2, ...,2,1, let vy be chosen to
have minimum degree in < V(G) - {Vn'vn-l”"'vi+l] >. For any
vertex ordering VireeerVy determined in this manner, we must have

4) de v.) = min de V.

(4) g<vl,v2,...,vi>( 1) 1<3 fg<vl,v2,...,vi>( j)'

1<i «<n,

so that such an ordering will be termed a smallest-last (SL) vertex
ordering. The fact that any smallest-last vertex ordering
minimizes k in (3) over the n. possible orderings is shown by
Matula [6].

Note that £he determination of a smallest-last vertex
ordering has a feature of recursiveness not shared by the largest-
first ordering procedure. The degrees of vertices computed in
determining a smallest-last ordering are over subgraphs, whereas
determination of the largest-first ordering utilizes only the
degrees of vertices in the whole graph. Thus, the orderings are
not necessarily equivalent.

The procedure of determining a smallest-last ordering
of the vertices and then determining the corresponding sequential
coloring will be termed the smallest-last coloring algorithm (SL
algorithm). It is evident from the construction that the SL
algorithm will always determine a coloring requiring no more than

1 + maxming EVKH){degH(v)l H is a subgraph of G} colors.
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(...) The SL algorithm does not always effect a X (G)
coloring of G. (...) In attempting to improve the sequential
coloring procedure previously described note that when the vertex
\f is adjoined to the (k-1) colored subgraph<vl,v2,...,vi_l >, a
kth color is needed only if vy is adjacent to vertices with colors
1,2,...,k-1. Now if a complete graph on k-1 vertices exists
among the neighbors of Vi then X(<vl,v2,...,vi>) = k and the
new color is necessary. Otherwise, it may be possible to change
the colors on some neighbors of v, so as to preserve the (k-1)
coloring of V11 VoreeasVi_q> while leaving at most k-2 colors on

neighbors of v thus freeing a color for v -

X

Givenla graph G with a k coloring in the colors 1,2,...,k,
let Ay be the set of vertices of G colored i. For i # j, the
i,Jj bichromatic subgraph of G is the subgraph <A U Aj >, and a
component of <AiIJAj> is an i,Jj component. If the distinct vertex
colors i and j are interchanged on an i,j component of the k
colored graph G, then another k coloring of G is obtained. This
procedure is termed an i« j interchange on the k colored graph G.
A bichromatic interchange on the k colored graph G is an ie ]
interchange on G for some i #J.

A search for bichromatic interchanges at critical points
in the coloring process is introduced in the following coloring
algorithm.

For an ordering VirVoreserVy of the vertices V of G, a
sequential-with-interchange coloring of G corresponding to this
ordering is a k coloring of G utilizing each of the colors 1,2,...,k

determined recursively as follows:

(1) vy is assigned color 1, thus 1 coloring V>

~e

(2) if Vg VoreaarVy_ 1> has been j colored using each
of the colors 1,2,...,3, and if m is the minimum positive integer
not ocurring on vertices of Vi1rVgreserVyi_1> adjacent to v, in
G, then

(a) for m < j, we assign each vertex of VireeesVi_1>
the same color in SV reeerVy >y and vy is assigned color m, thus

j coloring < Vire--1Vy >i

(b) for m = j+1, let k< {1,2,...,j} be the set of
color values such that o ¢ K implies exactly one vertex adjacent

to v, in < VireeesVy > has color o in < VireeerVi_y > & It for
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some a,B € K, a # B an o,B component of < VireeerVig > has only
one vertex adjacent to vy in < VireeorVy >, then perform one «ao,8
interchange on one such o,f component of < VireesrVi_y 7o Now
color the vertices VireeorVi_q the same as in this new coloring
of < VireseVi_g >, and vy with the available color, either o or
B and a J coloring of < VireeerVy > is obtained; otherwise if
no such interchange is possible, color Vyre--Vyi_1s the same as
in < VireesrViy >y and color vy with color j+1, thus (j+1)
coloring < VirVoreeasVy >

The largest-first-with-interchange coloring algorithm

(LFI algorithm) will refer to the sequential-with-interchange
coloring algorithm applied to a vertex sequence in largest-first
order. The recursive-smallest-vertex-degree-last-with-interchange
coloring algorithm (SLI algorithm) will refer to the sequential-
with-interchange coloring algorithm applied to a vertex sequence
in smallest-last order. It should be noted that both of these
algorithms depend on the particular LF or SL ordering used and
on the particular bichromatic interchange made in Step 2b when

more than one suitable interchange is available.

References.
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Apéndice B. ALGORITMO Cl;
Welsh e Powell.

The algorithm.

Let V(G) denote the vertex set of G. Let Tl be a subset

of V(G) defined recursively as follows:

Ay

m
If { Aik} k=1 Tl' where il = 1 and

i, < i ceo< 1
1 242 2 eer2 iy

then Aj e T, if and only if

1
o> i

m
and also Aj is not adjacent to any member { Ai} k = 1.
k
Clearly Ty is a finite, non-null subset of V(G).

Similarly we define T, to be a subset of V(G) - Tl constructed
recursively by:

If i is the least integer for which A, ¢ T, then A, ¢ T,.

If {Aji E =1 e T, where jl < j2 < ean <jp then A, €T, if and

only if
2>Jp

p
and A, is not linked in G to any of the vertices {Aj} k= 1.
k

Notice that T, may be null (when G is completely disconnected).
Similarly we define T3 to be a subset of V(G) - (Tl U T2) such
that: If i is the least integer for which Ai 4 Tl U T2, then
A; € Tg, and then continuing as before.

In this way we define a sequence {Ti} of disjoint subsets
of V(G) such that V(G) = U?=l Ti and there exists a finite integer

o (G) such that
T. = ¢ r > o (G).

From the nature of the construction no two vertices in a given
set T; are adjacent in G and hence by assigning to each vertex

in Ti the colour Ci a colouring of G is achieved in o (G) colours.
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Apéndice C. ALGORITMO C(C2;

Williams.

(...) One of the earliest descriptions of a graph

colouring heuristic was published by Peck and Williams'.

(...) The basic Peck-Williams heuristic is based upon
the premise that if a vertex i is connected to p other vertices,
then it will be more difficult to colour than vertex j which is
only connected to q vertices (p > q).

This basic assumption leads to the following heuristic procedure

for colouring graphs:
(1) Set ¢ to the value 1.

(2) Select the vertex, v, with the largest degree which:
(a) has not yet been assigned a colour, and
(b) is not connected to any other vertex which has

already been given colour c.
(3) If no vertex can be found in step (2), go to step(5).
(4) Give vertex v the colour c and go to step (2).
(5) If all vertices have been coloured, go to step (7).
(6) Add one to the value of ¢ and go to step (2).

(7) Print out the colours assigned to the vertices.

This procedure has two distinct advantages:

(1) It has intuitive appeal.

(ii) It is simple to implement even on very small computers.

(...) This heuristic will ensure that the first vertex
to be assigned a colour will be the vertex of the highest degree.
It is obvious that the selection of vertex i for inclusion in
colour T may produce a significantly different colouring from

the one produced when vertex j has been selected instead.

(...) A great deal of time and effort was put © into
searching for an heuristic procedure which, while still being
relatively simple, would eliminate the random choice of vertices
which bedevilled the first procedure. A rather fortuitous bit
of reading (more fully explained in Williams?) led to the

realization that the vector d (di = Zj aij) was the first step
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towards the production of the dominant eigenvector of the matrix
A by the standard iterative technique

g (1) _ 3 o 4 (@)

i j i.7]
(doo being the eigenvector correspgnding to the largest eigenvalue
of A). If the vector of degrees, d, is used to start the iterative
scheme (i.e. d is used as d(l)) then it only takes a few iterations
before the magnitude of the elements of the vector d(n) cease
to change with respect to each other.
If a vector, d(k) (2 < k < 10) is generated and used in
the heuristic, in place of the vector of degrees d, then the

procedure appears to perform much better.

References.
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(Ed. R. Guy), Gordon and Breach, Calgary, Alberta, 1969.

Texto extraido de:

HEURISTIC PROCEDURES (IF THEY WORK - LEAVE THEM ALONE).
M.R. Williams.
Software, Practice and Experience, volume 4, 1974,

Paginas 237 - 240



- A9 -

Apéndice D. ALGORITMO P1l;
Wood

Colouring by forming similarity matrix.

The problem is analogous to the classification of objects
by attributes, where a collection of objects has to be divided
into clusters. A technique used in taxonomy is to form a
similarity matrix, to indicate those pairs of objects of greatest
similarity which should be put into the same group. In the same
way a similarity matrix S = {Sij} is formed to determine which
vertices should be the same colour. The similarity matrix found

most effective is defined as (C é a matriz de adjacéncia)

sij =0 if cij =1

Sij = E (cik & cjk) if Ciy = 0
where is the logical operation 'and' (Table 1), and k is summed
over all vertices other than i and j. 1In other words, if i and
j are not connected, the similarity is the number of other vertices

k which are connected to both i and j.

and
0 1
0 0 0 Table 1
1
The similarity matrix is scanned to find the greatest

similarity. The first colouring group is started by a pair of
vertices with the maximum similarity. Each pair of vertices
with this similarity is then coloured according to the following
algorithm. The similarity level is reduced by one, and again
each pair of vertices with this similarity is coloured. The
similarity matrix is scanned repeatedly, reducing the similarity
level by one each time, until all vertices have been coloured.

Vertices of degree less than the number of groups are left
uncoloured, since they can always be added to one of the existing

groups.
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Colouring algorithm.

The following procedure is adopted to colour a pair of
vertices 1i,]j, according to whether both, one or neither of the

vertices are already coloured.

(a) Both i and j are coloured.

1. Go to next pair.

(b) One vertex, say i, is in colouring group G, and the other
vertex, j, is uncolored.

1. If the degree of j is less than the number of groups,
then j can always be coloured and is ignored; go to next
pair.

2. Try to add j to group G, i.e., if cjk = 0 for each vertex
k in group G, then add j to G; go to next pair.

3. Go to next pair if j cannot be added to group G.

(c) Neither i nor j is coloured.
1. TIf the degree of both i and j is less than the number of
groups, they are ignored.
2. Find the first group G to which i and j can be added,
i.e., Cig = 0 and cjk = 0 for each vertex k in group G.
3. If i and j cannot be added to an existing group, they

become the first members of a new group.

Implementation.

Since the store requirements for the conflict matrix
(matriz de adjacéncia) for large sets of data are prohibitive,
and the matrix consists mostly of zeros, a list is stored for
each subject of those subjects with which it clashes. It would
also be pointless to store the full similarity matrix since the
elements are required in descending order of magnitude, and the
majority of them are zero. Each similarity level is therefore
stored as a chain list of the pairs of subjects with that
similarity, thus avoiding the need to scan the matrix repeatedly.

With large examples, the lists for small similarities,
e.g. less than five, would be enormous and of little value, SO
they are not recorded. Any subject still uncoloured when the

similarity is reduced to this level can easily be coloured singly.
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Apéndice E. ALGORITMOS Bl e B2;
Lipton e Miller.

Basic results and terminology.

(...) For a graph G = (V,E) with |V]| = n we let T%(n)
denote the number of steps (or time) needed to k-color G with

respect to algorithm A. When A is obvious, we use just Tk(n).

(...) We will describe an algorithm to 5-color any
planar graph for which T5(n) = O(nlogn). Previous algorithms for

5-coloring planar graphs had Tg(n)2 Q(nz).

Since vertices of degree < 2 cause no trouble in 5-
coloring, from here on we consider G to contain only vertices of

degree > 3.

Lemma 1. Let G be a planar graph with n vertices and D6(G) be
the number of vertices in G of degree 3,4,5 or 6. Then
1
> =
D¢ (G) 7 0.

Proof. Assume D6(G) < % n. Then the total degree >

7 X % n+ 3 x % n. By Euler's formula [5] it is known that the
total degree of any planar n vertex graph is < 6n - 14. Thus we

have a contradiction and the lemma is proved.n

Lemma 2. Given a planar graph G with n vertices, one can in
O(n) time find an independent set of at least 5% n vertices,with

vertices each of degree d, 3 £ d < 6.

Proof. By Lemma 1 there must be vertices VireeVp, W > 7
that have degree d with 3 < d < 6. Clearly such a set of vertices
can be found in O(n) time simply by inspecting each vertex in

turn. Now we use a "greedy" algorithm to, in linear time, £find

an independent set {v, ,v, ,...v, } with k > . The greedy
i,7'1, i, 7
algorithm proceeds as follows:
et v, =v,. Ifv., ,...,v, have been selected, let
i, 1 iy lj
vy be the first V. that is adjacent to no vertex already

j+1
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selected. ©Now, since the degree of each of these vertices is 6

or less k > % m and since m ~> % n it follows that k > f% n.

Also, it should be clear that the selection can be done in O(n)
time.O

The main results.

So far we have shown that an independent set of vertices
of size * %@ n in which each vertex has small degree (d < 6) can

be found in O(n) time for any planar graph.

We now turn to the question of coloring the graph.

Lemma 3. (1) T,(n) = T7(A n) + O0(n) for some constant

0 (n)

(2) T,(n)

Proof. Clearly (2) follows from (1) by a simple induction, so

we need only prove (l). Let G = (V,E) be a planar graph with n
vertices. By Lemma 2 we can find {v, ,v. ,..., v, } an
1 Tk
independent set of vertices of G with k >5g D Now let H be
the graph induced by the set of vertices V -{v, ,v, ,...,v.}.
i,"'i, ig
That is, H is G with {v, ,v, ,... v, } removed and all edges
i,"'1, ix

touching any vertex in {v, ,v., ,..., v, } removed. Let N, be
i,;"'1, 1p lj

the set of vertices of G that are adjacent to Vs o j=1,2,...,k.

J
We call Ni the neighborhood set of Vo Since for all ij , the
J J
degree of Vi is £ 6, we have !Ni l < 6. Also, since
J J
{vi ey vi } is an independent set H contains all vertices in
1 k
the Ni sets, j =1, 2,..., k. Now we wish to prove (1).
Clearly (1) is true for all planar graphs having 7 or fewer

vertices, providing a basis for induction on n. Now assume (1)
is true for all planar graphs having 7 or fewer than n vertices.
Then, we can 7-cclor H in time T7(Kn). Note here that for

< A < _ZZ = 21 i ZZ :
H O (1 28) 58 since H has at most 58 n vertices. Then we

can extend the coloring of H to 7-color G in the obvious way:

For each Vi j=1,2,...,k color v,  any color not used by

J
vertices of Ni . Since |Ni | < 6 this is always possible in a

J J
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7-coloring, and since {vi Jesoy Vi }is independent no interaction
Jj k
between colorings occur over the set. Therefore (1) immediately

follows and the lemma is proved.d (eo4)

l\)lt\.)
[e el EN]

Theorem. (1) T5(n) < TS(Xn) + O(nlogn) for some 0 < X <

(2) T5(n) = O(nlogn).

Proof. As in Lemma 3 it is sufficient to prove (1). Let G=(V,E)

be a planar graph of n vertices. Let {v, Feeer V, }, N. for
i, i lj

j=1,..., k, and H be defined as in proof of Lemma 3. We now

proceed to prove (l) in a manner similar to that of Lemma 3.

Clearly (1) is true for all graphs of 5 or fewer vertices. Now
assume (1) is true for all planar graphs having fewer than n
vertices. Then we can 5-color H in time TS(Xn), where as before
0 < A< %% . The extension of the 5-coloring from H to G is,

however, more complex than the 7-coloring extension in Lemma 3.
For any vy for which fewer than 5 colors are used to color the

nodes of Ng the extension is immediate. Checking each \f for

J J
this condition and extending the coloring in this way, when
possible, clearly can be done in time O(k). This leaves a subset
of (v, ,v, ,..., v, } for which each neighborhood set N,
i,"'1, i lj

required exactly 5 colors. Let this set of vertices be designated

by {Xl,..., Xm} ; with neighborhood sets Nl"“’ N.. We have 5-

colored the graph H', the graph induced by V - {xl?..., xm} in
time T5 () + O(k). All that remains is to extend the coloring
to {xl,...,xm}. Since the neighborhood set of each X; uses 5-
colors, the extension must do some changing of colors. The

interchange techniques for 5-coloring [4] are called into play.
Let x and y be vertices of H'. We say that x = 43 V¥ where
a,B €{0,1,2,3,4} (the colors used) provided there is a path of
vertices x = Z1reeesZy =Y from x to y each of which is colored
either a or 8 . Clearly, this is an equivalence relation.
Obviously, since this is a coloring, o and £ alternate along the

path. The following is a key fact:
(*) V. 1 < i< m 4 r,s,0,B such that yi e N

y; € Nj, v, is colored o, ' is colored B8, Y;
s S s r S
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and neither o nor Bis used by any other neighbor of X, . Fact

(*) is proved like the reduction results in Ore[5] for 5-coloring.

Now consider just the vertices of H' that are colored
0 or 1. Let Cl""'ct be the connected components formed by
these vertices. We next claim, by renaming if necessary, since

there are only 10 choices for o, that (*¥*) holds:

(**) v1 <i <m,, such that y. is colored 0, vy. is
0 i, iy
colored 1, yio and yil, neighbors of X yio Z Olyil and no other
neighbor of Xy is colored 0 or 1; where my > €5 m for - some

constant €y > 0. ©Now (**) essentially states first that Y and
0

Yy; are never in the same component, and second that we can find
1
a "batch" of m, such vertices from {xi,..., xm}.

Next form a bipartite graph B as follows. The input
vertices of B are {xl,...,xm} ; the output vertices of B are

{Cl,...,Ct}. There is an edge from X4 to C if and only if yiO

or y, is in Ck. Clearly this is a bipartite graph and each Xj
1

has degree exactly 2. We now claim that B is planar. This can

be seen by using the contraction operations in Ore[S].
Essentially we are using the simple fact here that we can collapse
or contract any part of a planar graph to a point and still

retain a planar graph.

Now let B' be the planar graph obtained from B by, for

each Xj’ replacing a path Ci’ X Ck by an edge from Ci to Ck

¥
and deleting xj. The vertices gf B' are Cl,...,Ct with t < n.
Clearly B' has m edges. Now in linear time we can 7-color B'.
If deg(v) = the degree of vertex v, and Vl’VZ""'V7 is the
partition induced on the vertices of B' by the 7-coloring we see

that:
t 7
i=l  deg (Cy) = L i=1Z deg (Cj).

2m = z
C.eV.
3 \Y

i
So that for some Vi we have:

deg(Cj) > 2m .

)X €
C. Vi =

J

Assume for convenience that Vl is this block. Now consider

Cj € Vl in the bipartite graph B. They satisfy:

(1) no y; ory

is in a C. and a C, with j # k.
0 ] k

iy
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(2) at least %? y. 's are in some C..
ig J
The first follows since vy is independent in B', the second by

the way Vl was selected.

Now we can interchange the colors in each Cj € Vl. By
(1) and (2) this causes at least % m xi‘s to be surrounded by

only 4 colors. Thus we obtain.

T (n) < Tg(Mn) + O(k) + T,

where [ is the time required to replace the deleted vertices

vil,..., vik. Now we have described above a procedure to do this
that runs in several stages. At each stage a positive fraction,

say , of all the deleted nodes are replaced. Thus there are at

most O(log n) such stages. Moreover, the cost per stage is

clearly at most the time required to discover certain oonnectivity
questions. Now this can be done in O(n) time and so is bounded

by O(nlong). Now since k < n the proof of (l) is complete.’

References.
[4] David W. Matula, George Marble and Joel D. Isaacson, Graph

coloring algorithms, Graph Theory and Computing, R.C. Read,
ed. (Academic Press, New York, 1972) 109-122,

[5] Oystein Ore, The Four Color Problem (Academic Press, 19267).
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Apéndice F. ALGORITMO 1I1;
Christofides.

Maximal subgraphs.

The maximal internally stable set of graph G = (X,[') - where X
is the set of vertices and I is a relation - is defined (...) as
the set S [G] where.

s el n T(s(@)) = ¢ (1)
and there is no set S'(G) = S(G) which satisfies (1).

Let us now define a maximal r-subgraph of a graph G as

a graph (Sr[G] , ') which is r-chromatic (i.e. it can be
coloured with r colours with no two adjacent vertices having
the same colour) and there is no S'r[G] > SrfG1 which is r-
chromatic. A subgraph having a maximal internally stable set as
its vertices can then be called a maximal l-subgraph, i.e.
slc] = s,[c].

The chromatic number of G is then obviously given by

the smallest value of r so that any of the Sr[G] = X.

The following observation can now be made.

Theorem:

If a graph is r-chromatic it can be coloured with r colours
colouring first with one colour a maximal internally stable set
Sl[GW , next colouring with another colour a set Sl[(X—Sl(G)), r]

and so on, until all the vertices are coloured. (o..)

Colourings of the type indicated in the theorem will be

called optimal independent colourings.

A maximal r-subgraph with the vertex sets Si[G], say,
can be obtained from a maximal (r-1)-subgraph according to the

recurrence relation:
i . 7 K .
s f6] = sl j[c] U s (x-s2_; [6], ™) (2)

where Si_l[Gl is any one of the family © __;[G] of the vertex

sets of the maximal (r-1)-subgraphs of G, and SE[(X -s3 . T6l, M

r-1-
is any one of the vertex sets of the maximal l-subgraphs (internally
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stable sets) of the subgraph formed by the vertices of G not
included in the (r-1)-subgraph Sg_l[G].

To each Sg_l[G], there correspond a number of such 1-
subgraphs and the family of the vertex sets of the maximal r-
subgraphs Zr[G] is obtained by considering every union of any
one SJ (G} for j = 1,..., 9., (where gq__; is the total number
of max1mal r-1 subgraphs of G) with every maximal l1-subgraph
corresponding to the SJ l[G] If a set SjlfGJ ~S jsz] then

iszW must be removed from the family of set = £ [G] before

r
continuing to the next stage. (...)

Description of the algorithm.

The following is a simplified description of an algorithm to
find the chromatic number of a graph and the colouring realising
this number.

l. Setr =1, i = 0. Find the vertex sets SiEG],
(j = l,2,...,qr), of the maximal r-subgraphs of G(say there are
d, such sets). Set j = 1.

2. PFind the vertex sets of a maximal l-subgraph of the
graph Gj-= (x - Si[G], 'Y, If one exists go to step 4. If all
of them have already been found go to step 3.

3. If j # q, set j =3j+1. If j = d, setr=1r + 1,
i =0and j=1. Go to step 2.

4, Seti =1 + 1.

el = oJT _aJ g
Calculate S +thJ Sr_G] U Sl[(X SI(G), T')]las indicated

by egquation (2).

5. 1If S;+1[GJ = X stop. The number (r+l) is the
chromatic number. The subsets that were introduced into the set
S;+1[G] according to (2) give the actual colouring. (These

subsets can be kept separate with markers as they are introduced.)

If Sr+l[GJ # X, go to step 6.
6. TIf St [cles., . [G], for any k = 1,2,..., (i-l);
i r+l +1 &
set 5. ,,[G] = ¢ and i =i-1. If s +1.6] =2 s, Glset sr+l[G}
i el s s . s
Sr+lLGJ and i = i-1. If neither, set dppy = 1. Go to step 2.

If the algorithm is not stopped when the first S [G] =X,

r+l
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it will continue to produce an alternative colouring with r+l
colours, if such a colouring exists. One should note however
that the algorithm will not give a complete enumeration of all
possible colourings with r+l colours but will only produce the
optimal independent colours. Such colourings may be only a
small fraction of the total possible number of colourings using

r+l1 colours.

Texto extralido de:

AN ALGORITHM FOR THE CHROMATIC NUMBER OF A GRAPH.
N. Christofides.
The Computer Journal, volume 14, 1971.

Paginas 38-39.
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Apéndice G. ALGORITMO I2;
Roschke e Furtado.

Branch and bound criteria.

In this section we propose branch and bound criteria to
be used in connection with Christofides' algorithm. A tree of
"states" is grown in breadth-first order. Each state indicates
the possible selection of one MISS [Maximal Internally Stable
Setl (except for the initial state), what vertices have still to
be colored, and what MISS are candidates for future selection.
When the process terminates at a given state, the MISS in a
minimal spanning set are found by tracing back to the initial

state.

Selection for generating new states from a state s is
made by looking in S for an uncolored vertex v that is present
in the smallest number t of candidate MISS. Consider the sequence
(ml*, mz*, mt*) of the MISS that cover v, ordered by decreasing
cardinality. Since any optimal coloring must include at least
one mi*, it suffices to branch from s to create t new states,one

*
for each m according to the sequence.

However, the branching is discontinued and the process
terminates as soon as in a new state there remains only one
candidate MISS.

The candidate MISS at s; are the MISS of the subgraph
of G spanned by the uncolored vertices at S;i however, instead
of calling again the MISS finding algorithm as suggested by
Christofides' theorem, we can obtain the candidate MISS at S;
from the candidate MISS at s, by the rules:

. (s) * (s) . . .

a. if mp n my = ¢, mp is a candidate at S;7
. (s) * v - (s) _ * .

b. if m, n my # ¢, storem b = mp m, in a temporary
set.

(s)

After examining all mp we form the set S as the union
of the set of candidates (rule a) with the temporary set (rule b).

Then every m'p that is not a proper subset of some MISS in S 1is
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also accepted as candidate.

In order to prevent certain sequences of MISS

considered more than once, another rule is applied:

*
c. the mj , for j < i are not candidates.

Texto extraido de:

AN ALGORITHM FOR OBTAINING THE CHROMATIC NUMBER AND AN
COLORING OF A GRAPH.

S.I. Roschke e A.L. Furtado.

Information Processing Letters, volume 2, 1973

Pagina 35.
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Apéndice H. ALGORITMO I13;
Wang.

A Depth-First Search Algorithm.

A shortest path in a reduced subgraph tree can be found by using
one of the two search methods, i.e., breadth-first search and
depth-first search. In the breadth-first search, the algorithm
scans through all possible paths in a given level for a terminal
node; 1if a terminal node is encountered, then a shortest path
is found and the algorithm stops; otherwise the algorithm continues
to scan all nodes in the next level for a terminal node. On the
other hand, in a depth-first search algorithm, we use the
following rule to select the next node for scanning: select a
node which is not yet scanned before and is branched from a node
most recently being scanned. The first path from the root to a
terminal node scanned by the algorithm serves as an initial guide
line when other paths are scanned. Whenever a shorter path is
encountered, this shorter path will be used as a guide line when
other paths are scanned. The algorithm scans down a path only
up to the level which is equal to the lenght of the path used as
a guide line. The path, which is last used as a guide line when
all paths have been scanned, is one of the shortest paths of a

subgraph tree desired. (...)

It is assumed here that the maximal independent sets of
a given graph G are computed before the algorithm begins. For
example, one may use Bierstone's algorithm for this purpose.

The following notation is used in the algorithm:

\Y the set of vertices of graph G,

Mj the maximal independent set (MIS) of G, where 1 < j < m
and m is the total number of MIS's of G,

g the would-be chromatic number of G,

cj the would-be jth color class of a chromatic coloring of G,

n the current search level of the subgraph tree of G,

T the set of vertices of G not in the current subgraph at
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level n,
bn the MIS of < V- T > at level n in processing,
e, the number of unprocessed MIS's of < V - T >at level n,

STACK store all unprocessed MIS's of < V - T > at level 1 up to

level n.

{i} for

Step 1. Set T = ¢, n =0, bO = ¢, and c,
i=1,2,...,9. (g=1v@l.)

Step 2. If n > g then set T = T - bn’ go to step 6;

otherwise continue to step 3.

Step 3. If v- T =¢ then set g =n, T =T - bn’ cy

i=1,2,...,9 and go to step 6; otherwise continue to

= bi for

step 4.

Step 4. Compute the maximal independent sets of < Vv - T > from

Ml - T, M2 - T,0ee., Mm - T and let them be denoted as

S1r Soreeey St‘
Step 5. Choose u € V - T such that u is contained in the least
number of maximal independent sets of < V - T>, Let them

be denoted as S , S.. ,..., S .

Put Su on STACK for i =1,2,...,r.
i

Set n = n+l, e, = r.

Step 6. If n = 0 then stop; otherwise continue to step 7.

Step 7. If e, = 0 then setn =n-1, T =T - bn and go to step 6;

otherwise continue to step 8.

Step 8. Move the top item from STACK to b . Set e = en'l,

T=TU bn’ and go to step 2.

Texto extraido de:

AN ALGORITHM FOR THE CHROMATIC NUMBER OF A GRAPH .
C.C. Wang.

Journal of the ACM, volume 21, 1974.

Paginas 388-390.
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Apéndice I. ALGORITMO I4;

Lawler.

A number of algorithms have been proposed (to solve the
chromatic number problem) (...), yet there appears to be no
information in the literature concerning nontrivial upper bounds
on the complexity of the problem. In this note we show, by very
simple arguments, that the problem can be solved by an algorithm
with worst-case running time of O (mn (1+ }§)n)' where m is the
numbers of arcs in the graph and n is the number of nodes. (Note:
1+ /3 = 2.445.)

Definitions.

Let G(N,A) be a graph, with node set N and arc set A.
A stable subset of G is a subset S € N such that no two nodes
in S are adjacent in G. A k-coloring of G is a partition of N
into k stable subsets. If there exists such a partition, G is
said to be k-colorable. The chromatic number of G is the least

value of k such that G is k-colorable.

Let N' be an arbitrary subset of the nodes of G. The
subgraph of G induced on N' has N' as its node set and A' as its
arc set, where A' contains all arcs of A, both ends of which are
incident to nodes in N'. we let X(N') denote the chromatic number

of the subgraph induced on N'.

A recursive computation.

A stable subset S is maximal if S is not a proper subset
of any other stable subset S'. It is asserted that if a graph is
k-colorable, there is a partition of its node set into k stable
subsets, where at least one of the stable subsets is maximal.

It follows that if N' is nonempty there exists a maximal stable

subset S of the subgraph induced on N', such that
X(N') = 1 + X(N' - S).

There are a finite number of maximal stable subsets S

of the induced subgraph. By minimizing over them we obtain

X(N') =1 + min Ix(n* - 5)} , w' # 9, X(¢) = 0. (1)
S < N'
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These equations, in fact, represent the essential ideas
behing various computational procedures which have been proposed
for the chromatic number problem.

See especially [3, 10].

Complexity estimate.

We shall estimate the running time required to solve
egs. (1) for all N' € N, in the worst case. Suppose, for fixed
N', we have already found X(N"), for all proper subsets N" < N'.
The time required to compute X (N') is then proportional to the
number of maximal stable subsets of the subgraph induced on N',
plus the time required to generate them. Let !N" = r. We make
use of two results:

1. The number of maximal stable subsets of a graph on r nodes

does not exceed 3r/3’

2. There exists an algorithm for generating all maximal stable
subsets of an r-node graph in time O (mrK), where K is the
number of maximal stable subsets [9]. (eee)

It follows that the time required to compute X (N') is
bounded by a function of O(mr3r/3). Summing over all N' < N
and invoking the binomial theorem, we find that the overall

running time required to solve egs. (1) is bounded by a function

of order

n n -3
z (?) mr3r/3 <mn 2 (?) 3]:/3 =mn (1 + V3 )B
r=0 r=0

This yields the desired result.
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Apéndice J. ALGORITMO El;

Brown.

Two algorithms to find the chromatic number g of an
arbitrary graph will be developed. If s represents a solution,

the problem may be reformulated. For variable set X=={xlp%,.",xn}

and attribute set A = {cl,cz,...,cm}, minimize £(s), the number
of attributes used in solutions, subject to the undirected graph
G = (X, T) such that x and I'x cannot be assigned the - s ame
attribute c; - All the attributes are indistinguishable. In
partial enumeration, large blocks of possible solutions are

eliminated by screening techniques which restrict the attributes
that can be used to produce new partial solutions from partial

solution p. Initially, all attributes may be assigned to the
chosen variable X - Let U, represent the attributes that can

be assigned to Xy after the attributes have been screened.

The screening process consists of three independent parts.

The first part of the screening process is due to all the
attributes being indistinguishable (...). The second part is
due to the graph and prohibits the chosen variable from being

assigned any attribute that has been assigned to any variable in
the partial solution that is connected to the chosen variable.
The third part is due to the objective function, so that when a
solution is found using j attributes, no more than Jj-1 attributes
may be used in the following enumeration. These three parts
produce a set of attributes Uy that can be assigned to the chosen

variable X -

Basic Algorithm.

The enumeration technique that will be used is backtrack
programming. Before the algorithm is applied, the variables are
ordered such that variable Xy is connected to more of the variables
Xy rXgreear¥p_q than any of the variables Xy 1 1 Xpqr s o0 1 ¥p Ties
are broken by choosing the variable with the most edges. This
preorderihg specifies which variable is to be chosen to augment

the partial solution.

Figure 1 is a flow diagram of the basic algorithm.
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the set of unused attributes for wvariable Xy -

The number

is
of

attributes used in the best solution found so far is g, and % is

the number of attributes used in the current partial solution.
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Look - Ahead Algorithm.

A natural question to ask at this Jjuncture is whether
the basic algorithm can be improved. One strategy that might
yield improvement is to try and eliminate more attributes during
the screening process and thus reduce the number of backtracks
required. Of course, this would increase the time required for
each iteration. The unanswered question then is whether the time
saved by decreasing the number of backtracks will be significantly

greater than the time spent per iteration.

The following procedure is an attempt to reduce the
number of backtracks required by looking ahead and identifying
the branches of the tree which cannot possibly yield a solution
and, alternatively, identifying those branches which appear most
promising. Thus, this procedure is called the loock-ahead algorithm.
During the screening process when the subset Uk < A of atributes
that may be assigned to Xy is being determined, the algorithm
looks ahead and determines whether a candidate cy for Uk would,
at some later time, cause an increase in the number of attributes
needed. The information gained by looking ahead is also used to

determine which attribute c; € U, to assign to x;.

More specifically, a record is kept for each xkjjdianing
the number of times that a variable X where i < k and X, is

connected to Xy s is assigned a particular attribute c This

jo
record tells what attributes are available for Uk when the process
iterates to Xy . For each of these candidate attributes cj, the
process is to find what effect assigning c. to Xy would have on

J
each Xg where 2> k and X9 is connected to X - Two statistics

are gathered for each cj: the number of x¢'s which in the future
could possibly be assigned cj unless Cj is assigned to Xy
(hereafter called the number of preventions), and wether this

assignment would increase the current upper bound in the chromatic
number (hereafter called an increase of the chromatic number
bound). If the assignment of an attribute cj would cause an
increase of the chromatic number bound to equal the current upper
limit on the chromatic number (the upper limit is equal to the
chromatic number of the last solution found), this attribute cj

is not included in Uk' The attributes cj € Uk are ordered first,
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by whether they would increase the chromatic number bound, and,
secondly, by the number of preventions. The first attribute cj
in this ordering is then assigned to X -

Texto extraido de:

CHROMATIC SCHEDULING AND THE CHROMATIC NUMBER PROBLEM.
J.R. Brown.

Management Science, volume 19, 1972.

Paginas 458-460.
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Apéndice K. ALGORITMO E2;

Nijenhuis e Wilf.
(A) General (BACKTR)

(«..) The method we have adopted involves the following

principles (...):

(1) The complete calculation is carried out by three
programs: MAIN, BACKTR, CANDTE, of which BACKTR is universal

(and appears below) and the other two are prepared by the user.

(2) Communication between the programs is as shown in
Fig. 23.1. Note that BACKTR and CANDTE do not speak to each other

Vi

BACKTR CANDTE

directly.

IN

Figure 23.1

(3) MAIN receives input data from the "outside world",
and asks BACKTR to inaugurate the search for complete vectors by
calling BACKTR with INDEX = 0.

(4) When BACKTR needs a list of all candidates for the
Kth component of the output vector, having already found
A(lY,..., A(K-1), it asks for this list by RETURN-ing to MAIN
with INDEX = 2.

(5) MAIN responds to this request by a call to CANDTE,
telling CANDTE the value of K, the predecessors A(l),...,A(K-1),

and whatever auxiliary arrays are needed for the construction.

(6) CANDTE finds the list of candidates and places them
at the end of a STACK, i.e., a linear array containing all
candidates for all positions up to the Kth, along with a count of

the candidates, which becomes the last word in the stack.
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(7) MAIN tells BACKTR this information, and the search
continues. When K = L, so that the search is successfully
completed, BACKTR returns to MAIN with INDEX = 1. If there are
no more vectors of the type sought, the search terminates with

a return to MAIN with INDEX = 3.

The above description is a general one. Specific recipes

for writing the two routines MAIN and CANDTE will now be given.

The structure of MAIN is as follows:

DIMENSION A(100), STACK(1l000),...
Obtain input data
INDEX = 0
1 CALL BACKTR (L,A, INDEX, K, M, STACK, NSTK)

GO TO (10,20,30), INDEX

10 Process output vector A(l),..., A(L) but do not
change it!
GO TO 1
20 CALL CANDTE (A, K, M, STACK,...)
GO TO 1
30 .o
The variables and arrays mentioned play very precise
roles:
L is the desired length of a complete output vector.
A is the output vector.
INDEX is explained above.
K is the length of a partially constructed vertex: A call
to CANDTE is a request for position A(K); K is set by
BACKTR.
M is the location of the last item on the stack; it is
changed by both BACKTR and CANDTE.
STACK is a linear array, of maximal length NSTK, whose appearance

at a typical intermediate stage in the calculation is

shown in Fig. 23.2.
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l )
L - — L -~ J
ny candidates n, candidates
for position A(1) for position A(2)

Figure 23.2

More precisely, let the lists of candidates for

A(l),...,A(K-1), A(K) be stored in STACK, each list followed by
its length. Let NC = STACK (M) be the last item on STACK. Then
the items STACK(M-1),..., STACK(M-NC) are the candidates for
A(K), given the current values of A(l),...,A(K-1). When one

candidate is needed, NC = STACK(M) is examined; if it is zero,

we set M « M-1, K « K-1, and repeat. Otherwise, we set
M « M-1, A(K) « STACK(M), STACK(M) <« NC-1. 1If K =1, we
return A. Otherwise we set K « K+l and ask CANDTE to place the
candidates for A(K) in locations M+1l,...,M+Q of STACK, to enter

Q into STACK (M+Q+1), and to set M « M+Q+1l. Then BACKTR takes

over again.

From this discussion, the precision mission of CANDTE
emerges, which we state as follows: Given K, A(l),...,A(K-1),M.
Find all candidates for A(K), insert them in locations
M+1l,...,M+Q of STACK, insert Q into STACK (M+Q+1), set M <« M+Q+1,
and return to MAIN. (...)

SUBROUTINE BACKTR(L,A,INDEX,K,M,STACK,NSTK)
IMPLICIT INTEGER (A-Z)
DIMENSION A(L), STACK(NSTK)

10 IF (INDEX.NE.O) GO TO 50
20 K=1
M=20
30 INDEX = 2
RETURN
50 NC = STACK(M)
M= M-1
60 IF (NC.NE.O) GO TO 100

70 K = K-1
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80 IF(K.NE.O) GO TO 50
90 INDEX = 3

RETURN
100 A(K) = STACK (M)

STACK (M) = NC-1

110 IF(XK.NE.L) GO TO 120
INDEX = 1
RETURN

120 K = K+1
GO TO 30
END

(B) Coloring the Vertices of a graph (COLVRT)

As our first application of backtracking, let G be a
graph of n vertices, and let A be a given positive integer. A
proper coloring of the vertices of G in ) colors is an assignment
of a color a; (1 < a; < A) to each vertex i = i,n in such a way
that for each edge e of G, the two endpoints of e have different

colors.

The vector (al,az,..., an) will be the output of our
backtrack program, and we will prepare, in this section, the
subroutine CANDTE, in this case called COLVRT, which will cause
all possible proper colorings of G in A colors to be delivered

sequentially.

We observed in the discussion of Section (A) that the
key question for the user of BACKTR is the determination of all
candidates for position K of the output vector if a partially

constructed vector (A(1),...,A(K-1l)) is given.

In the present case, our answer is as follows: If K = 1,
A(l) = 1 is the only candidate (for normalization). If K > 1,
the list of candidates is the set of those integers J such that

(1) 1 <322
and

(2) there is no I < K - 1, such that A(I) = J and vertex
I is connected to vertex K in the graph G.
Suppose that the graph G is specified by means of its vertex-

adjacent matrix in LOGICAL form, i.e.,
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ADJ(I,J) = . TRUE. if I<J, and vertex I connected to J
.FALSE. if T < J, otherwise (1 < I, J < N)

Then the set of candidates for position K, if K > 1, is

precisely
{1,2,...,2} = {A(I)|T < K-1 and ADJ(I,K) = .TRUE.}
The actual program adheres exactly to the format described in

Section(A). (...)

SUBROUTINE COLVRT (N,A,XK,M,STACK,NSTK,LAMBDA ,ADJ, COL)
IMPLICIT INTEGER(A-Z)

LOGICAL ADJ,COL

DIMENSION A (N),STACK(NSTK),ADJ(N,N), COL(N)

IF (K.GT.l1l) GO TO 10

STACK (1)
STACK(2)
M= 2
RETURN

10 K1 = K-1
DO 20

H
|

= 1,LAMBDA

20 COL (1) . TRUE.
DO 30 1,K1

g
il

30 IF(ADJ(I,K)) COL(A(I)) = .FALSE.
ML =M
DO 40 I = 1,LAMBDA
IF (.NOT.COL(I)) GO TO 40
MI =M +1
STACK(Ml) =1

40 CONTINUE
STACK(M1+1l) = M1l-M
M = MI+1
RETURN
END
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Texto extraido de:

THE BACKTRACK METHOD {(BACKTR).
A. Nijenhuis e H.S. Wilf.
Combinatorial Algorithms.
Academic Press, New York, 1975.
Paginas 175-183
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Apéndice L. ALGORITMOS Rl e R2;

Corneil e Graham.

The Zykov algorithm.

(...) Our algorithm is a modification and extension of
the Zykov algorithm. Before describing Zykov's method, we

introduce the concept of reduction of a graph.

DEFINITION. Let G(V,E) be a graph with nonadjacent

vertices x and y. The reduced graphs of G are G'Xy and G"x ’

Y
where

(i) G'xy = G'Xy(V',E'); V' =V; E' = E + (x,y)
(i.e., G'xy is obtained from G by adding the edge (X,y)).

(11) G" ., = G" (V'/E Y; V" =V - y;

(i,3) € E" iff (i,]j) € E for i,j # x,
(i,x) € E" iff (i,x) ¢ Eor i,y € E,

(i.e., G"xy is obtained from G by coalescing (identifying the

vertices x and y). (...)

Obviously any graph which is not complete can be reduced;

a complete graph is irreducible, and the chromatic number of the

irreducible graph K, is & . If either G'Xy or G"Xy is reducible,
the process can be continued until all graphs obtained are
irreducible; at this stage G is said to be completely reduced,
and (1) R(G) = 164,G,,...G.}

is the set of irreducible graphs thus obtained. Also let
(2) R'(G) = {6'),6",,...6"}

denote a set of graphs produced at some intermediate stage of
the reduction process. For example, R'(G) = {G'xy’ G"Xy} after

just one reduction step.

Theorem 1 below is the corollary of Zikov's theorem

e

137 on which the Zykov algorithm is based.

THEOREM 1. If x and y are nonadjacent vertices in G,
then x{(G) = min[ x(G'xy,G"xy)].
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Proof. For a proof of this theorem, see [3].

Theorem 1 can be applied recursively, so when G is
completely reduced to R(G) (cf.(l)), we have

(3) X(G) = min [lGl'

! 1
r Gyl s, lehn
Similarly when G is partially reduced to R'(G) (cf.(2)), we have

(4) (6) = min [X(G')), X(G',), ..., X6 )],

The improved algorithm.

We will now show how the number of reduction steps required
by the Zykov algorithm may be reduced by using a branch and bound

approach [7]. In our case the branching is the reduction of G
to G'xy and G"xy‘ We now show how the branching is bounded. (...)
In general whenever o has been established as an upper bound for
X(G), then a graph encountered in the reduction of G which is
known to contain an @-clique need not be reduced further. This
pruning of the Zykov tree is the essence of bounding and is a

major step in the development of our algorithm.

The basic bounding strategy, once 0« (an upper bound for
X(G)) has been obtained, is now obvious. It would, however, be
poor practice to determine whether a reducible graph H contains
an %-clique since the clique finding problem is in the Cook-Karp
class mentioned in the Introduction. Instead the strategy is to
find an G~-cluster in H, where an 9-cluster is a set of vertices
which has a high density of edges; let H, denote the subgraph
of H determined by this G-cluster. Next H is reduced to H' and
H" such that H' is formed by adding an edge to H,. This process
is continued with H' until the Q-cluster becomes an C¢-clique,
whereupon this branch is terminated. Graphs formed by oalescence

(e.g. H") is treated similarly.

If & is the exact value of X(G), then the above procedure
will always terminate succesfully by building %-cliques. However,
if @ > X(G), then at some stage a graph introduced by coalescence
will have only ©-1 vertices, implying that X(G) < %¢-1. Whenever
this occurs, the value %=1 is substituted for ¢ and the execution
of the algorithm continues uninterrupted (i.e., a decrease of ¢
does not require a repetition of any of the previous steps). It

terminates when every branch of the Zykov tree introduced by
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reduction has been forced to contain an G-clique. Upon termination,

the value of X (G) will be exactly ©.

We now present a concise recursive definition of the

algorithm. Its most important feature is the procedure Reduce

(which might be more aptly labeled "Reduce-if-necessary") which
has two parameters: H, a graph, and N, the order of H. Note
that the algorithm essentially performs a preorder traversal

[6, p.316] of a pruned Zykov tree. (...)

Recursive definition of our algorithm.

Main Program: (% is a global variable)

Find Initial @, an upper bound for X(G);
Reduce (G,n);
Stop (now X(G) = @).

Procedure Reduce (H,N);

if @ > N then ®: = N.
B: = a;, (B is a local variable)
if H is complete then GO TO EXIT;

Find H,, a cluster on O-vertices;

A: if H, is an ®-clique then GO TO EXIT;

choose nonadjacent vertices x and y in Hy;
Form H' and H" by reduction of H;

Xy Xy
H: = H' -

Xy
Reduce (H Xy’ N-1);
1f 8 = & then go to A

else REDUCE (H,N):

(the else is necessary in case @ was changed

during the previous step)

EXIT: END;
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Apéndice M. ALGORITMO S6;

Gavril.
The algorithm runs as follows:

In the kth stage we generate a minimum coloration of the
vertex subgraph Gk. (This is sometimes called the section
subgraph; its set of vertices is {1,2,...,k}, and its edges are
those edges of G which connect vertices i and j of this set.)

k k k

17 AZ""’Amk)’ where
L A? = {1,2,...,k}. clearly, D
= ({1}). We add vertex k+l to this coloration by the following
rule: Find the first A? to which k+1 can be added without

Let this minimum coloration be Dk = (A

k k_ . . . mk
AS N Aj =¢ if i # j and Uk

destroying its independence. If one is found, add k+1 to it to

form D ; 1if none is found, add a new set, Ak+l = {k+1} to
k+1 My,
form Dk+l (clearly My = mk+l). D, is a minimum coloration of

G.

Texto extralido de:

ALGORITHMS FOR MINIMUM COLORING, MAXIMUM CLIQUE, MINIMUM COVERING
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F. Gavril.
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