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RESUMO 

Nesse trabalho são discutidos esquemas de orde- 

nação das linhas e colunas de matrizes esparsas que produzem 

larguras de banda ou perfís reduzidos. Esses esquemas permi- 

tem usar técnicas de armazenamento que reduzem o espaço de me- 

mória requerido para tais matrizes. 

O problema de efetivamente minimizar a largura 

de banda ou o perfil foram mostrados serem NP-Completos Por 

Papadimitriou [lg , portanto, os esquemas discutidos nessa te- 
se são estratégias heurísticas para reduzir (não para minimi- 

zar) a largura de banda e/ou o perfil. São descritos os impor 

tantes algoritmos de Cuthill-McKee (CM e RCM) [ 7 ]  e ,de Gibbs 

at al. (GPS) [8]. Suas análises de complexidade e implementa- 

ções de tipo Algo1 Ótimas são também apresentadas. 

Esses esquemas de ordenação são importantes na 

resolução de sistemas de equações lineares (Ax = b) decorrentes 

do uso do método de elementos finitos que produzem matrizes es 

parsas simétricas e positivas definidas, cujo armazenamento na 

forma de banda (ou de envelope) permite reduzir o tempo de exe - 

cução requerido no processo de resolução do sistema de equa- 

ções, pela diminuição do seu número de operações. 

Um esquema baseado nos algoritmos RCM e GPS, i- 

nicialmente proposto por Alan George [9] é também apresentado 

com uma nova modificação que visa reduzir seu tempo de execu- 

ção. 
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SUMMARY 

In this work schemes of ordering the lows and 

the columns of sparse matrices which yields small bandwidth 

and/or profile are discussed. These schemes allow the use of 

storage techniques which lead to reduce the storage required 

for those matrices. 

The problem of effectively minimize the band- 

width or the profile were showed to be NP-Complete by Papadimi - 

triou [IT], therefore the schemes discussed in this thesis are 
heuristics strategies to reduce (not to minimize) the band- 

width and/or the profile. Tlie important algorithms of Cuthill- 

-McKee (CM and RCM) PJ and of Gibbs at al. (GPS)[~] are described 

Their complexity analysis and optimal like-Algo1 implementations 

are presented. 

These ordering schemes are important in the 

solution of systems of linear equations (Ax = b) arising from the 

use of the finite element method which yields sparse symmetric 

and positive definite matrices whose band-oriented (or envelope- 

-0riented) storage form allows to reduce the execution time in 

the linear solver, by decreasing its number of operations. 

A scheme based on the algorithms RCM and GPS 

initially proposed by Alan George 191 is alço presented with a new 
modification that usually reduces its execution time. 
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I. INTRODUÇÃO - E CONCEITOS BASICOS 

I. 1. Introdução 

O método de elementos finitos é um processo nume - 
rico muito potente e efetivo para se aproximar soluções de 

equações diferenciais parciais [I]. Essa técnica era já ampla 

mente utilizada por engenheiros em cálculos de estruturas mui- 

to antes de ter sido reconhecida e explicada rigorosamente pe- 

los matemáticos. 

O ponto de partida para a aplicação dessa técni- 

ca é a subdivisão da região de interesse (domínio do problema) 
em pequenas partes denominadas elementos. No caso de um con- 

tinuo bidimensional, o domínio R é geralmente dividido em um 

conjunto finito $ de elementos quadriláteros ou triângulares, 

tais que (veja figura 1-1) : 

I T1 fl T2 = 0, 

(1-1) T1,T2 E -r e T1 f Tp <=> TI e T2 tem um lado comum, 

[ T ~  e TI tem um vertice comum. 

a 

Essa subdivisão (-r) da região R produz o que e 

denominado malha de elementos finitos. 

Figura 1-1: Uma malha de elementos finitos, com 8 elementos e 

34 nós. 



Em todo vertice de cada elemento T é,  então, de- 
finido um nó. Outros - nós podem ainda ser definidos nos lados 

dos elementos e/ou em seus interiores. Na figura (1-1) os pon 

tos representam nós. 

A cada nó P pertencente a elementos  de^ é então, 
associada uma função - de forma bp : S I  -> R, contínua, e de su- 

porte limitado nos elementos que contem referido nó, i.e., $P 
é nula em todos os pontos de R não pertencentes aos elementos 

que contem P. ~ l é m  disso, Op(P) = 1, e Op é nula em todos os 

outros nós. 

A solução aproximadaNda equação diferencial é en 
tão construida na forma V(x,y) = x ~ $ ~  onde as Qi's consti- 

i=l tuem uma -- base de funções definida a partir das funções de 

forma $ ,  e os x 's .são valores nodais a serem determinados. i 

O passo final na aplicação do metodo de elemen- 

tos finitos consiste na determinação dos valores nodais. Isso 

é feito de acordo com princípios variacionais ou de ortogonali - 
dade, tais como, o metodo de Ritz ou de Galerkin, produzindo 

um sistema de equações algebricas lineares de ordem - n 

onde - n é a dimensão da base de funções. 

Quanto maior for o refinamento da malha de ele- 

mentos finitos (número de elementos na malha), maior será, evi - 

dentemente, o número de equações. Frequentemente, tais siste- 

mas são da ordem de milhares de equações. 

A matriz A = (aij) é esparsa uma vez que os su- 

portes de $p 
e +Q tem intersecção vazia sempre que P e Q não 

pertencerem a um mesmo elemento. Essa matriz é,  ainda, sime- 

trica e positiva definida, isto é ,  

Tais matrizes podem ser f.aXor.adas na forma 

onde L = (1;;) é uma matriz triangular inferior e inversível, 



e L~ sua transposta. Geralmente a matriz - L é obtida através 

do metodo de fatoração de Cholesky [I]. 

Uma vez determinada a matriz L, resolve-se suces - 

sivamente os sistemas triangulares 

obtendo-se assim, a solução do sistema algebrico (1-2). 

O metodo de Cholesky [I] requer ordem de n3 mul- 

tiplicações, para fatorar uma matriz simetrica positiva defini - 
da cheia, porém, tal complexidade pode ser sensivelmente melho - 
rada se for levada em conta a esparsidade da matriz A. 

Tal esparsidade pode ser considerada de duas for - 

mas distintas: 

(i) através de metodos gerais que exploram todos os zeros da 

matriz, 

(ii) através de metodos que exploram os zeros fora de um con- 

junto particular de elementos da matriz, como metodos de 

banda ou de envelope (que exclui todos os zeros a esquer- 
da do primeiro elemento não nulo, em cada linhada matriz). 

O objetivo dessa tese é discutir estrategias 
ordenação (permutação) das variáveis e equações do sistema 

gebrico (1-2) que transformem a matriz A para a forma de 

triz de banda (com todos os elementos não nulos próximos a 

gonal) permitindo a exploração da sua esparsidade através 

métodos do tipo (ii). 

de 

al- 

ma- 

dia - 
de 

O processo de Cholesky para calcular a matriz L 

(1-6) é estável ([I], [23]), o que significa que na discussão 

das estrategias de ordenação de A não é necessário tecer consi - 
derações sobre sua estabilidade numerica. 

Matrizes esparsas representadas na forma de ban- 

da (ou de envelope) possibilitam - pela eliminação dos zeros 

fora .da banda (ou do envelope) da matriz - , além da redução 

do número de multiplicações realizadas no processo decholesky, 

uma grande redução do espaço' de memória necessário para seu ar - 

mazenamento, o que é bastante crítico em grandes sistemas de 



equações. 

Os problemas de efetivamente, minimizar a largu- 

ra de banda [17] e o perfil (número de elementos no envelope) 
-7 

[20] de matrizes estão discutidos no capítulo 11, sendo ambos 

NP-Completos (i.e., pertencem a uma classe de problemas 
para os quaisl, grosseiramente falando, não se conhecem algo- 

ritmos que os resolvam executando um número polinomial - de ope- 
rações, embora não se tenha demonstrado que tais algoritmos 

não existam). Em vista disso, os melhores algoritmos atualmen - 

te existentes são algoritmos heurísticos que geram ordenações 

das linhas e colunas de matrizes esparsas que implicam numa 

reduzida largura de banda e/ou perfil, porém, não necessaria- 

mente mínimos. 

Embora os problemas de redução de largura de ban - 
da e de perfil sejam independentes, em geral, os algoritmos de 

redução de largura de banda provocam também redução do perfil. 

Nos capítulos IV e V são analisados os metodos 

de ordenação existentes, mais importantes: Reverso de 

Cuthill-McKee (RCM) ( [4] , [6] ) e de Gibbs at a1 . [8] que deno- 

minamos GPS. 

No capítulo I11 são apresentados algoritmos au- 

xiliares utilizados pelos esquemas RCM e GPS. 

No capztulo VI é feita uma comparação entre os 

dois esquemas, sendo, também, apresentado um metodo de ordena- 

ção que utiliza caracter~sticas de ambos. 

A análise da complexidade de um algoritmo [18] 
fornece informações sobre os recursos requeridos pelo mesmo, 

em função de caracterzsticas dos dados de entrada. Em geral, 

tais informações se referem ao tempo de execução e ao espaço 

de memória requeridos. A especificação dos dados de entrada 6 
necessária para permitir a realização da análise, e uma possi- 

bilidade 6 assumir que.os dados são os piores possíveis para 

determinado tamanho de problema, o'que se denomina análise - de 

pior caso. Uma medida de pior caso do tempo de execução ou 

do espaço de memória, como uma função do tamanho do problema, 

fornece uma performance garantida do algoritmo, pois ele nunca 



requererá mais tempo ou espaço que o requerido para esse caso 

limite. 

Para alguns problemas, essa medida de pior caso 

pode ser muito pessimista e, então, pode ser feita uma análise 

de caso medio ou de casos mais representativos, o que poderia 

fornecer medidas de complexidade mais realísticas. Essas aná- 

lises de caso medio são, em geral, muito complexas. 

Nesse trabalho são apresentadas, apenas, estima- 

tivas de pior caso, que, para uma grande variedade de proble- 

mas [18], é bastante Útil e realística. 

Serão ignorados os fatores constantes, tanto em 

tempo de execução quanto em espaço de memória, pois são muito 

difíceis de serem calculados e tendem a ser pouco importantes, 

pelo menos para problemas muito grandes. 

Nas medidas de complexidade é usada a seguinte 

notação: se f e g são funções de n, então "f (n) é de O (g (n))" 

significa que f (n) - cíg (n) ) , para todo n, onde c é uma constan - 
te positiva adequada. 

O problema de ordenação das linhas e colunas de 

uma matriz A pode ser reduzido ao problema de se determinar 

uma matriz - de permutação P, n x n, de modo a transformar o sis - 

tema algebrico (1-2) , no sistema 

t onde a matriz PAP resultante é uma matriz de banda. 
a 

Uma matriz - de permutação P = (p..) de ordem n e 
1J - - 

uma matriz binária, tal que: 

0 s  lemas 1.1. e 1.2. seguintes mostram a relação 

entre a matriz P A P ~  e a matriz A original. 



Lema 1.1.: Dada uma matriz A = (aij), n x n e uma matriz -- de 

- (arij) 
a 

permutação P = (p. .)  , n x n, então a matriz P A P ~  - e 
1 J  

tal que: 

(i) Pij = 1 => a' = a 
jj ' 

e ii 

a ' i j = a e rs ' 
- (ii) pir - e 'js = =' 

a ' = a j i sr 

t Demonstração: Basta calcular o produto de matrizes PAP . 
Lema 1.2.: Se A = (a..), n x n, é uma matriz esparsa, simetri- -- 1 J  
ca e positiva definida, e P = (p..) é uma matriz de permutação 

t 11 de ordem n,.então PAP é esparsa, simetrica e positiva defini- 
da. 

Demonstração: Imediata a partir do lema 1.1. e das expressões 

(1-3) e (1-4). 

O lema 1.2. garante que o sistema (1-7) também 

pode ser resolvido através do metodo de Cholesky. 

1.2. Matrizes 

1.2.1. Definições 

Seja.A = (a. .)  uma matriz, n x n, simetrica e po 
1 J  

sitiva definida. Para cada linha i de A, define-se 

(1-8) li(A) = m i n  {j : a i j # 01 

Definição 1.1.: A largura -- de banda da matriz A (B(A)) é o nÚ- 

mero: 

(1-10) B(A) = max {li - j 1 : aij f O} = max {Bi(A)} 

Definição 1.2.: O envelope* da matriz A (Env(A)), é oconjunto: 

(1-11) Env(A) = {(i,j) : li(A) - j < i} 

* H; autores, como W. H. Liu [ 7 ]  que incluem, também os ele- 

mentos da diagonal no envelope da matriz. 



Definição 1.3.: O perfil da matriz A 

n 
(I-1.2) P(A) = Bi(A) = /~nv(A) 

i=l 

(P(A)) é o número: 

onde ] I indica a cardinalidade do conjunto. 

Define-se, ainda, preenchimento (Enc(A)) da ma- 

triz A como sendo o número de elementos nulos de A que tornam- 

-se diferentes de zero após a aplicação do metodo de Cholesky, 

isto é ,  

onde L = (1. . ) . 
1 J  

E é fácil mostrar que Enc(A) c - Env(A) [13]. 

Definição 1.4.: O Envelope Transposto de A (Tenv(A)) é o con- 

junto: 

(1-14) Tenv(A) = {(i,j) : j ~i e 3 k  - > i t a l q u e a  f 03 
k j 

De (1-12) e (I-14), segue-se que 

(1-15) Tenv(A) = ~nv(~#) 

onde A# é a transposta de A, em relação a sua diagonal menor. 

A figura (1-2) exemplifica alguns desses concei- 

tos. 

Figura 1-2: Exemplo de uma matriz A de banda. 

P(A)  = lEnv(~) ( = 15 e l~env(A) ( = 13. 



1 . 2 . 2 .  Representação Computacional - de Matrizes 

Um metodo comum para o armazenamento de uma ma- 

triz de banda A simetrica, com largura de banda B(A) é o deno- 
minado esquema - de armazenamento diagonal. Consiste em arma- 

zenar os elementos do triângulo inferior de A, incluindo a dia - 
gonal, numa matriz retangular n x (B(A) + 1) de maneira que os 

elementos da diagonal ocupem a (B (A) + 1) -<sima coluna. Veja 

a figura (1-3). 

(d) 
'r 

Figura 1-3: Representação de uma matriz (a) Matriz A = (aij) 
simetrica, (b) esquema de armazenamento diagonal, (c) esquema . 

de armazenamento de Jennings e (d) esquema de armazenamento 

por coluna, derivado do esquema de Jennings. 



Entretanto, em muitas situações, pode haver gran - 

de variação de Bi(A), e, nesse caso, o esquema de armazenamen- 

to diagonal consideraria, ainda, muitos zeros. Tal variação de 

f3. (A) pode ser explorada através de um esquema proposto 
1 Por 

Jennings [15]: para cada linha i de A, os elementos correspon- 

dentes as colunas, de li(A) até a diagonal, são armazenados em 

posições contíguas num vetor. Um outro vetor de n apontadores 

é requerido para indicar as posições dos eleme~tos da diago- 

nal. Nesse caso o espaço requerido é de n + 1 Bi(A). Um 

exemplo é dado na figura (I-3c). i=l 

Um outro esquema de armazenamento, derivado do 

de Jennings, mas que armazena em posições contíguas os elemen- 

tos de cada coluna é também mostrado na figura (I-3d) Nesse ' 

caso, o vetor de apontadores tem n + 1 elementos para apontar, 

também, para o elemento que se seguiria ao Último, para indi- - 
car onfinal do vetor, e o espaço requerido e 

1.3. Grafos 

1.3.1. Definições 

Definição 1.5.: Um grafo não dirigido G = (V,E) consiste de um 

conjunto finito e não vazio de vertices e de um conjunto E de 

arestas que são pares não ordenados de vertices distintos de 

V. O número de vertices de V é representado por - n e o número 

de arestas por - m. 

Um subgrafo = (7,E) de G é um grafo tal .que 

V c V e  - E = {{x,y) E E  : x ~ V e y  EV). 
0s vertices x e y são adjacentes se {x,y) E E. O 

conjunto de adjacencias de X c V, denotado por adj (X), é o con - 
junto 

(1-16) adj (X) = {v E V : v k X e 3 x  E X tal que (v,x) E E). 

Se X = {u) escreve-se adj (u), em vez de adj ({u)). 

o grau de um vertice x é a cardinalidade do conjunto adj(x), 
i.e., grau (x) = ladj(x) 1 .  



Um grafo G é'completo se todo par de vertices 

distintos define uma aresta de G. Para grafos completos tem- 

-se, portanto, grau(x) = n - 1, para todo x. 

Um caminho C(x,y) entre dois vertices distintos 

x e y de V é um conjunto ordenado de vertices distintos 
- {vo,vl,.. . ,vk}, onde v. = x, vk - y, e { V ~ , V ~ + ~  1 E E, O < i < k .  - 

k é o comprimento do caminho. Um ciclo é um caminho que come- - 
ça e termina no mesmo vertice. Um grafo G é conexo se existir 
um caminho ligando cada par distinto de seus vertices, caso 

contrario G é desconexo e consiste de dois ou mais componentes 
conexos, que são subgrafos conexos maximais. 

A distancia d(x,y) entre dois vertices distintos 

x e y em um grafo conexo G é o comprimento do menor caminho en 
tre eles. A excentricidade de um vertice x é a quantidade 

(1-17) e(x) = max {d(x,y) : y E V}. 

O diâmetro d(G) de um grafo conexo G é a maior distancia entre 
quaisquer dois de seus vertices, i.e., 

(1-18) d(G) = max {e(x) : x E V}. 

Um vertice x é um vertice periférico de G se 

e(x) = d(G). Um vertice x é um vertice pseudo-periférico, se 

Se x é um vertice pseudo-periférico, e(x) 6 dito pseudo-diâme- 
tro de G. 

Definição 1.6.: Uma estrutura - de níveis N de um grafo conexo 

G = (V,E) é uma partição 

(ii) adj(Ni) 5 Ni-l U Ni+l, 1 r i k 



k é a profundidade de N(G). A largura - do nível - i é o número 

w(Ni) = INi/ e a largura - da estrutura - de níveis - N é o número 

w ( N )  = max {w(Ni) 1 .  

Uma estrutura - de níveis com raiz em v é uma es- ---- 
trutura de níveis 

Uma árvore T = (X,E) é um grafo conexo sem ci- 

clos. Desde que T não possue ciclos, é fácil mostrar que 

IEl = 1x1 - 1 e que existe um Único caminho entre cada par de 

vertices de X. Uma árvore com raiz em u é uma árvore T = (X,E) ----  U 
em que o vertice - u é distinguido, sendo denominado -- raiz de - T .  

1 

Como existe um Único caminho entre cada par de vertices  de‘^, 
existe um caminho entre - u e cada.vertice x f u em X. Se esse 

a 

caminho passa por y, então y é dito um ancestral de x, e x e 

um descendente de y. Ainda, se y E adj(x) y é o pai de x, e x 
é um filho de y. 

Definição 1.7.: Dada uma matriz A = (a..) simetrica, de ordem 
13 

n, define-se um grafo G(A) = (V,E) associado a matriz A, tal 

Um exemplo de um grafo G(A) associado a uma ma- 

triz A é mostrado na figura (1-4). 

Figura 1-4: (a) Matriz A = (a- .)  , e (b) Grafo G(A) associado. 
1 J  



Definição 1.8.: Seja G = (V,E) um grafo de - n vertices. Uma - nu 

meração (ordenação, rotulação) dos vertices de V 6 uma função 

biunívoca 6 : V -> {1,2, ..., n). 
Algumas das definições relativas a matrizes são, 

então, formuladas em termos de grafos G(A) = (V,E). 

Dado um grafo G = (V,E) e uma numeração d(G) 

define-se: 

(1-22) 1 ( G )  = min {d(x.) : x -  E adj(x.)} d (xi) J J 1 

Definição 1.9.: A largura - de banda -- de um grafo - G relativa - a - nu 

meração d(G) é o número 

(1-24) Bd(G) = max {6d(x) ( G )  : x E V) 

A menor B (G) sobre todas as numerações 6 de G 6 
é dita largura de banda - -  de G. 

Definição 1.10.: O perfil -- de um grafo - G, relativo - a numeração 

d(G) é o número 

Os algoritmos apresentados nos capítglos seguin- 

tes constroem numerações 6(G), a partir de estruturas de ni'- 

veis de G, e nesse caso, são usadas as notações : 

86 (NV(G) 3 P6 (NV(G) etc 

O lema seguinte mostra uma propriedade de estru- 

turas de níveis de grafos conexos e sem ciclos que é utilizada 
na demonstração de outros resultados, no capítulo IV. 

Lema 1.3.: Dados um grafo conexo e sem ciclos G = (V,E), e uma -- 
estrutura de níveis Nv(G) = {N1 (V) ,N2 (v) , . . . , N k  (v) (v) I com 

raiz em - v. Sejam u E Ni(v), w E N.(v), e x E N (v), tais que 3 P 
x E C(U,W), e 



Figura 1-5: Caminho C(u,w) em NV(G) 

Demonstração: 

(i) Como y E C(U,W), pode-se escrever 

mas como G é sem ciclos existe um Único caminho entre ca- 
da par de vertices e, de ( I - 9 ) ,  tem-se 

(ii) Seja C(u,x) = (u,s1,s2 ,..., sr,x) 
Por definição de estrutura de níveis, tem-se 

x E N s E Np+l.~r-l P' r 
E N ,...,Si E Nptr, e U " Np+r+l 

P+2 
onde p + r + 1 = i. 

1 

Logo, d(u,x) = p - i. 
Analogamente, demonstra-se que d(x,u) = p - j. 

1 . 3 . 2 .  Representação Computacional v de Grafos - e - de Estruturas 

de Níveis - 
Dado um grafo G = ( V , E ) ,  uma -- lista de adjacen- 

~ i a s  de x em V é uma lista de vertices contendo todos os verti 
ces em adj (x) . Uma estrutura - de adjacencias - de - G é oconjunto. 



das  l i s t a s  de ad j acenc i a s  de todos os v e r t i c e s  .x de V .  A l é m  
de e s t r u t u r a s  de a d j a c e n c i a s ,  exis tem d i v e r s a s  o u t r a s  represen  - 

t a ç õ e s  p o s s í v e i s  pa ra  g r a f o s  1 2 7 1 ,  como por exemplo, a s  ma t r i -  

zes  de a d j a c e n c i a s ,  que são ma t r i ze s  b i n á r i a s  A = ( a . . ) ,  t a i s  
1 J  

F igura  1 - 6 :  Representação de um g ra fo  (a)  Grafo G = (V,E) , (b) 

ma t r i z  de ad j acenc i a s  de G ,  (c)  e s t r u t u r a  de ad j acenc i a s  de G, 

(d) e s t r u t u r a  de ad j acenc i a s  de G com l i s t a s  de ad j acenc i a s  en- 

cadeadas e  (e)  e s t r u t u r a  de ad j acenc i a s  de G com a s  l i s t a s  de 

ad j acenc i a s  armazenadas sequencia lmente .  



A figura ( 1 - 6 )  mostra um exemplo de representa- 

ções de grafos: a parte (a) mostra um grafo G = (V,E), a parte 

(b) mostra sua matriz de adjacencias, a parte (c) mostra uma 

estrutura de adjacencias de G com as listas encadeadas, a par- 

te (d) mostra uma estrutura de adjacencias com as adjacencias 

dos vertices armazenadas em um vetor, ~ o r é m  utilizando outro 

vetor (de apontadores) para compor as listas 'de adjacencias, 

e a parte (e) mostra uma estrutura de adjacencias com as lis- 

tas de adjacencias armazenadas sequencialmente em um vetor. 

Nos algoritmos descritos nesse trabalho é utili- 
zada a representação mostrada na figura (I-6d) por ser a mais 

adequada as características dos mesmos. Para um grafo de - n 
vertices e - m arestas essa representação requer n + 4m elemen- 

tos. 

Úma estrutura de níveis pode ser representada 

com os vertices de cada nível armazenados sequencialmente em 

um vetor, com um outro vetor, de apontadores, para indicar o 

início de cada nível no vetor de vertices, veja a figura 

(I-7a). Em vez do vetor de apontadores, pode-se utilizar mar- - 
tas ("tag") associadas ao vetor de vertices ,' isto é,  armaze- - 
nar o primeiro vertice de cada nível com o sinal negativo. Ve - 
ja exemplo na figura (I-7b). 

lista vértice vértice nível 

Figura - 1-7: Representação de estruturas de níveis (a) represen - 
tação utilizando dois vetores, (b) representação utilizando um 

vetor com marcas e (c) representação com armazenamento dos ní- 



Uma outra representação de estruturas de níveis 

é através de um vetor de níveis, de tal maneira que, se O 

i-ésimo elemento do vetor contem j, significa que o vertice xi 

está no nível j da estrutura de níveis. Veja exemplo na figu- 

ra (I-6c). 

1 . 4 .  Caracterização - de Problemas - NP-Completos 

Para caracterizar o que 6 um problema NP-Comple- . 

to ([3],  [l8], [lg]) é necessária uma noção mais precisa de "al- 
goritmo de tempo polinomial", para tal podemos definir um algo - 
ritmo como uma "caixa preta" que, ao receber uma sequencia de 

caracteres de entrada produz uma sequencia de caracteres de 

saída. Graficamente, esta noção é dada na figura 1 - 8 .  

A l g o r i t m o  
d e  e n t r a d a  

Figura 1-8: Um algoritmo visto como uma "caixa preta". 

A sequencia de entrada do problema e a sequencia de saída do 

algoritmo podem ser codificados como números binários, e o al- 

goritmo pode ser pensado como uma sequencia de operações biná- 

rias elementares que utilizam uma memória de dígitos binários 

(bits), que pode ser arbitrariamente grande. 

Desde que todos os tipos de dados de uma lingua- 

gem de alto-nível (tipo Algol, por exemplo) contem números fi- 

nitos de bits, a tradução de algoritmos de linguagens de alto 

nível para o nível de bits aumenta o número de operações ape- 

nas polinomialmente, pois as operações de linguagens de alto 

nível requerem tempos polinomiais no comprimento de seus ope- 

rando~. Assim, se um algoritmo requer T ( Z )  operações de alto 

nível para uma entrada de comprimento I ,  então requererá, no 

máximo, P ( T ( 2 ) )  operações com bits para tal entrada. Assim, o 

carater polinomial ou exponencial do tempo de execução de um 



algoritmo é invariante, uma vez que P(T(2)) é limitado por um 

polinomio em 2, se e, somente se, T(2) for limitado por um po- 

linomio em 2. O mesmo argumento mostra que se as sequencias 

de entrada e de saída forem codificadas numa maneira "racio- 

nal"*, o carater polinomial ou exponencial do comprimento da 

sequencia de saída, como uma função do comprimento da sequen- 

cia de entrada, é também invariante. 

Definimos um algori't'mo de' .tempo polin'omi'al como - 
sendo um algoritmo cujo tempo de execução (número de operações 

binárias elementares que ele executa), para uma sequencia de 

entrada de comprimento 2, é limitado superiormente por algum , 

polinomio P(2). P é a classe de todos os problemas que podem 

ser resolvidos por um algoritmo desse tipo. 
a 

Para conceituar a classe NP de problemas e ne- 

cessário introduzir a idéia de algoritmo não-determinístico. 

Informalmente, definimos o estado de um algo- 

ritmo como sendo o endereço da instrução correntemente sendo 

executada, juntamente com os valores de todas as suas variá- 

veis. Um algoritmo - não-determinístico é um algoritmo tal que, 
para algum dado estado, existe mais de um próximo estado váli- 

do**, e o algoritmo passaria, simultaneamente, para todos os 

~róximos estados válidos, continuando sua execução. 

De uma maneira mais intuitiva, considere um al- 

goritmo que vai efetuando suas operações .sequencialmente até 

alcançar um ponto (estado) em que uma escolha deve se.r feita 

entre várias alternativas possíveis. Um algoritmo determinís- 

tico teria de explorar uma alternativa simples e retornar mais 

tarde para explorar as alternativas restantes. Um algoritmo 

não-determinístico pode explorar todas as alternativas simul- 

*-Não há uma definição precisa de "racional", mas, em geral, 

não seria racional codificar a entrada de um problema em 

mais caracteres que o número mínimo exigido pela teoria da 

informação. 

* *  Algoritmos não-determinísticos não são em nenhum sentido 

algoritmos probabil~sticos ou aleatórios. 



taneamente, essencialmente "criando" uma cópia de si mesmo pa- 

ra cada alternativa. Todas as suas cópias funcionam indepen- 

dentemente, sem nenhum tipo de comunicação entre elas. Essas 

cópias podem naturalmente "criar* outras cópias de si mesmas, 

e assim por diante. Se uma cópia determina que fez uma esco- 

lha incorreta, ela interrompe - sua execução. Se qualquer cópia 

encontra uma solução, ela anuncia o sucesso e todas as cópias 

interrompem suas execuções. 

Representaremos um algoritmo não-deterministico 

utilizando os três primitivos '[lg] choice, success e failure. 

choice (S) é uma função cujos valores são os elementos de um 

conjunto finito S, sua execução corresponde a "criação" de / S I  
cópias do algoritmo - uma para cada possível escolha de um ele - 
mento do conjunto S. success causa a interrupção da execução 

de todas as cópias existentes e indica o termino da execução 

com sucesso. failure causa a interrupção na execução apenas 

da cópia do algoritmo que alcançar esse primitivo. 

Obviamente, não há limitação para o número de 

cópias de um algoritmo não-determinístico, que podem ser cria- 

das para uma sequencia de entrada generica, não sendo tais al- 
a 

goritmos, portanto, viáveis na pratica; o não-determinísmo e 

uma abstração que possibilita simplificações na descrição de 

algoritmos permitindo evitar a programação de retrocessos na 

execução ("backtrack") para permitir a exploração de alternati - 
vas ainda não examinadas. 

NP é a classe de todos os problemas que podem 

ser resolvidos, por algoritmos não-determinísticos, num tempo 

polinomial no comprimento da sequencia de entrada. 

Problemas [19] NP-~ifíceis e NP-Completos são 

dois conceitos fundamentais relativos a classe NP. Para defi- 

ni-los vejamos o conceito de transformabilidade de problemas. 

Um problema P1 é transformável num problema P2 

se qualquer instancia de P1 pode ser transformada, num tempo 

polinomial, em uma instancia de P E ,  tal que, a solução de P1 

possa ser obtida da solução da instancia de PZ, num tempo poli 

nomial. Esse conceito está graficamente mostrado na figura 

( 1 - 9 ) .  



Figura 1-9: Diagrama da transformabilidade do problema P1 ao 

problema PZ. 

Entrada 
p a r a  o 

probleb  
m a p i  

Um problema é NP-Difícil - se todo problema em NP 

é transformável a ele. Um problema NP-Difícil é NP-Completo - 
se pertence a NP. 

Transf armação 
em tempo 

pol inomial  

Para provar que um problema A é NP-Completo tem- 

Entrada Algor i  tmo 
pa ra  o 

pa ra  o 
prob l e  
m a p 2  problemapp 

pa ra  o 

p r o b l ~  
m a p 2  

-se que construir um algoritmo não-determinístico que determi- 

ne, num tempo polinomial, se uma qualquer instancia de A tem 

solução, como também, tem-se que provar que algum problema 

NP-Difícil é transformável a A .  

Transf armação 
em tempo 

pol inomial  

A dificuldade está em estabelecer, como ponto de 

s a í d a  
pa ra  o 

Prob& 
m a P i  

partida, que algum problema particular é NP-Difícil. Atualmen - 
te, já foi demonstrado que um grande número de problemas são 

NP-Difíceis. Em geral, o problema de satisfazibilidade 

("satisfiability") ( [3] , [19]) da logica matematica é citado 

([3], [19]) como ponto de partida. 

Seja S = {x.,Xi : x = true <=> 2 = false, 1 < i < n} , 
1 i --- i - - - 

as variáveis booleanas xi,xi são denominadas literais, e as 

operações booleanas "ou" e "e" são representadas pelos símbo- 

los " V "  e " A " ,  respectivamente. Uma clausula é o "ou" de um 

conjunto de literais, e uma expressão booleana na forma normal -- 
conjuntiva é o "e" de um conjunto de clausulas. Pode-se mos- 

trar que qualquer expressão booleana pode ser reescrita na for - 
ma normal conjuntiva [19]. 

Uma expressão booleana é dita satisfazível se 

existir alguma atribuição dos valores true e false as suas va- 

riáveis, de tal maneira que a expressão tenha o valor true. 

O problema de satisfazibilidade (denotado Por 



SAT) é determinar se uma expressão na forma normal conjuntiva 

6 satisfaz~vel. 

Teorema 1.4.: O problema SAT é NP-Completo. Uma demonstração 

formal desse teorema, pode ser encontrada em [3], não sendo de 

interesse repeti-la aqui. 

O corolário 1.5. é usado no capítulo 11, para 
4 

mostrar que o problema de minimização de largura de banda e, 

também, NP-Completo. 

3-SAT é o problema de satisfazibilidade em que a 
expressão booleana na forma normal conjuntiva tem no maximo 3 

literais por clausula. ~ s t á  demonstrado em [19]. 

corolário 1.5.: O problema 3-SAT é NP-Completo. 

Demonstração: 3-SAT está em NP, pois o algoritmo seguinte é um 
algoritmo não-deterministico limitado polinomialmente que re- 

solve 3-SAT. 

E (x1,x2, ..., x ) representa uma expressão boolea n - 
na qualquer na forma normal conjuntiva com, no maximo, 3 lite- 

rais por clausula. 

begin 

for i <- 1 until n do xi <- choice ({true,false}); - - -- 
if E (xl ,x2,. . . ,xn) then success; - 

else failure; 

end ; - 

Para mostrar que 3-SAT é NP-~ifícil basta mos- 

trar que o problema SAT é transformável no problema 3-SAT. 

Dada uma expressão booleana E(xl,xp, ..., xn) na 

forma normal conjuntiva, podemos substituir cada clausula 

(al,a2, ..., uk) k > 3, pèla expressão 

onde B é uma nova variável. Repetindo esse processo até que 

nenhuma clausula tenha mais que três literais obtemos uma ex- 

pressão booleana E'. 

I! fácil mostrar que E' é satisfazível se e so se 
a expressão E original for satisfazível. Além disso, E' pode 



ser construida, a partir de E, num tempo polinomial no compri- 

mento de E. 

Portanto, 3-SAT é NP-Completo. 



11. PROBLEMAS - DE MINIMIZAÇÃO - DE LARGURA DE BANDA E DE PERFIL ----- 

Nesse capitulo é demonstrado que o Problema de 

Minimização de Largura de Banda (PMB) é NP-Completo. Tal re- 
a 

sultado é apresentado por Papadimitriou em [17], e e aqui 

transcrito. 

O Problema de Minimização de Perfil, segundo Pa- 

padimitrou, está implicito no Teorema 1.5., em [20]. 

4 

Para provar que o PMB é NP-Completo é necessa- 

rio demonstrar, como resultados intermediários, que outros pro 

blemas são NP-Completos. Tais problemas, bem como o PMB, são 

formalizados abaixo. 

Definição 11.1.: O PMB é o seguinte problema: 
Dado um grafo G = (V,E) e um inteiro b > 0, é R(G) < b? 

Definição 11.2.: Exatamente 3-SAT é o problema de satisfazibi- 
lidade em que a expressão booleana na forma normal conjuntiva 

tem exatamente 3 literais por clausula. 

Definição 11.3.: O Problema de Arranjo Linear (PAL) é o seguin - 
te: Dado um grafo G e uma função inteira l de rotulos sobre as 

arestas, pode-se dispor os vertices em um arranjo linear, com 

distancias unitarias entre vertices consecutivos, de tal for- 

ma que nenhum par de vertices adjacentes tenham uma distancia 

maior que o rotulo da aresta que os une? 

Um exemplo da solução do PAL para o grafo na fi- 

gura (11-la) é mostrado na figura (11-lb). 

Definição 11.4.: O PAL Restrito é um PAL onde os Únicos rotu- 

10s permitidos às arestas são b e 2b - 1, para algum inteiro 

b >: 0. 

Observe que o PMB é também um caso especial do 

PAL em que o Único rotulo permitido às arestas é b > 0. 

Uma partição* {P,Q) do conjunto S = {x. ,?. :l < i < n) 
1 1  - - 

de n variáveis booleanas e suas negações em dois conjuntos 

P e Q é dita consistente se Vi - < n (xi E P <=> 2 f P). i 

- 

* Evidentemente, para que {P,Q) seja uma partição de S é neces - 
sário que P Q = $I e S = P U Q. 



Uma partição consistente S = P U Q induz a se- 

guinte relação verdade t 

t [x-] = true c=> ii E P. 
1 i 

Na seção seguinte é mostrado que os problemas 

Exatamente 3-SAT, LAP, LAP Restrito e PMB são NP-Completos. 

Figura 11-1 

11.2. Caracterização ---- do PMB como NP-Completo 

Lema 11.1.: Os seguintes problemas estão em NP: -- 

a) Exatamente 3-SAT 

b) PAL 

c) PAL Restrito, PMB 

Demonstração: 

a) Como o problema Exatamente 3-SAT é um caso especial do 
problema SAT [3] ,  também está em NP. 



b) O algoritmo não determini'stico abaixo resolve PAL [G]  

num tempo polinomial, para qualquer grafo G = (V,E,l)* 

e, portanto, o PAL está em NP. 
Esse algoritmo utiliza uma tabela c assim defi- 

nida : 'iYxj 

C = C - - a, caso contrario. 
xi ,xj x ,xi 

j 

begin 

v <- {xl,x2,**.,xn1; 

v1 <- choice (V) ; 

v <- v - {v1}; 
k <- 1; 

while V # (I 

begin 

k <- k + 1; 

vk c- choice (V) ; 

v < - v -  Vk ; 
for i <- 1 until k - 1 do - - 

i f k - i > c  then failure; 
Vi 9 vk - 

end : 

success ; 

end ; 

c) Esses problemas são casos especiais do PAL. 

Lema 11.2.: O problema Exatamente 3-SAT é NP-Completo. -- 

Demonstração: A demonstração é dada em [17] por uma redução do 

problema 3-SAT (que é NP-Completo [19]) ao problema Exatamen- 

te 3-SAT, num tempo polinomial. 

Teorema 11.3.: O PAL é NP-Completo. 

Demonstração: Seja B = F1 A F2 A ... A Fr uma expressão boolea - 
na na forma normal conjuntiva, com variáveis ~ 1 ~ x 2 ,  ..., xn, con - 
tendo cada clausula F exatamente três variáveis. i 

Construiremos um grafo G rotulado, tal que, B é 
satisfazível se, e somente se, PAL [G] tem solução. 

* onde L é a função de rotulos sobre as arestas. 



Figura 11-2 

Considere o grafo H na figura (11-2) o PAL [H] 
é satisfeito por qualquer arranjo dos seus vertices, tal que 

M e M' ocupam a (n + 1)-ésima e (n + 2)-ésima posições, res- 

pectivamente. Assim, qualquer solução do PAL [H] corresponde 
- 

a uma partição de S = {xi,xi:l - i < n}, em conjuntos P e Q de 
tamanho n, com M, M' servindo como delimitadores. 

O grafo G contem n + r + 1 cópias de H (denota- 

das por Hi,* -,H,+,+l ) e n + r outros vertices Ai, i = 1 ,..., n+r. 
Cada Ai é ligado por arestas de comprimento (rotulo) n + 2 a 

M e M' de Hi e Hi+l. Note que, desse modo, o PAL [G] pode ser 

resolvido pelo arranjo mostrado na figura (11-3), onde uma so- 

lução de cada cópia H é seguida pelo vertice Ai e pela solu- i 
ção de Hi+l. 

Agora ligamos os literais correspondentes em có- 

pias consecutivas de H por arestas de comprimento 2n + 5 (figu - 
r (11-3)). Isso obriga a que em todas as cópias de H se te- 

nha a mesma partição P e Q, embora seja possível alguma "mobi- 
lidade" dentro dos conjuntos. Denotamos essa partição Única 

por S = P U Q, assumindo que Q é o conjunto de literais em Hi, 
mais próximos de A . i 



Figura 11-3 

Para garantir a consistência dessa partição liga - 
- 

mos Ai com as cópias de xi e x em Hi por arestas de comprimen i - - 
to n + 3, para todo i - < n. Suponha, então, que ambos xi e x i 
estejam em P, para algum i (partição inconsistente). Então, 

- 
Ai está a uma distancia de, pelo menos, n + 4 de x ou x em i i 
H. e, portanto, não seria uma solução aceitavel do PAL. 
1 

Nas próximas r cópias de H (de Hn+l a Hn+r) a 

partição P U Q é forçada a satisfazer B, ligando o vertice 

An+i com as cópias em Hn+i de todos os três literais que ocor- 

rem em F por arestas de comprimento n + 4. Assuma que é dado i 
o valor false a todo literal em P, e considere o vetor verdade 

t induzido por P U Q. Se t não satisfaz B, então para algum 

' < r  J - F.(t) = false, i.e., todos os três literais de F estão J j 
em P, assim, em pelo menos um desses literais estaria a 

uma distancia de, no mínimo, n + 5 de Ancj. Por outro lado, 

se t satisfaz B, pode ser achada uma partição tal que t é indu - 
zido por ela; nas n + r cópias de H os literais podem ser ar- 

ranjados (devido a mobilidade já mensionada) de maneira que o 

PAL [G] seja resolvido. 

Assim, B é satisfazível se, e somente se, PAL [G] 
for resolvível. 



~ l é m  do que, as construções empregadas nessa de- 

monstração são de complexidade polinomial em tempo. 

corolário 11.4.: O PAL Restrito é NP-Completo. 

Demonstração: Uma variação da construção empregada na demons- 

tração do teorema 11.3. é aqui utilizada, estando detalhada em 

[ i 7 1  . 
Em vez dos vertices M e M' na i-ésima cópia de 

H é usado um bloco de m. r 3 vertices, para cada i. Cada ver- 
1 - 

tice Ai é também substituido por um bloco de 3 vertices, para 

cada i. 

E, analogamente, à demonstração anterior, são de - 
finidas arestas em G, de maneira que a partição P U Q seja 

consistente. Esse grafo G contém somente arestas de comprimen - 

to n + 4 e 2n + 7, e é tal que B é satisfazível se, e somente 

se, PAL [G] Restrito for resolvível. 

Figura 11-4: (a) Exemplo de um grafo K;, e (b) uma solução do 

PAL [K;] . 


















































































































































































