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RESUMO

Nesse trabalho sao discutidos esquemas de orde-
nacao das linhas e colunas de matrizes esparsas que produzem
larguras de banda ou perfis reduzidos. Esses esquemas permi-
tem usar técnicas de armazenamento que reduzem o espago de me-

moéria requerido para tais matrizes.

O problema de efetivamente minimizar a 1largura
de banda ou o perfil foram mostrados serem NP-Completos por
Papadimitriou [17] , portanto, os esquemas discutidos nessa te-
se sao estratégias heuristicas para reduzir (nao para minimi-
zar) a largura de banda e/ou o perfil. Sao descritos os impor
tantes algoritmos de Cuthill-McKee (CM e RCM) [7] e de  Gibbs
at al. (GPS) [8]. Suas analises de complexidade e implementa-

coes de tipo Algol Otimas sao também apresentadas.

Esses esquemas de ordenacao sao importantes na
resolucao de sistemas de equagoes lineares (Ax = b) decorrentes
do uso do método de elementos finitos que produzem matrizes es
parsas simétricas e positivas definidas, cujo armazenamento na
forma de banda (ou de envelope) permite reduzir o tempo de exe
cucao requerido no processo de resolucao do sistema de equa-

coes, pela diminuigdo do seu numero de operagoes.

Um esquema baseado nos algoritmos RCM e GPS, i-
nicialmente proposto por Alan George [9] & também apresentado
com uma nova modificacao que visa reduzir seu tempo de execu-

cao.



-vi-

SUMMARY

In this work schemes of ordering the lows . and
the columns of sparse matrices which yields small bandwidth
and/or profile are discussed. These schemes allow the use of
storage techniques which lead to reduce the storage required

for those matrices.

The problem of effectively minimize the  band-
width or the profile were showed to be NP-Complete by Papadimi
triou [}Z], therefore the schemes discussed in this thesis are
heuristics strategies to reduce (not to minimize) the band-
width and/or the profile. The important algorithms of Cuthill-

-McKee (CM and RCM) [:7:] and of Gibbs at al. (GPS)[8] are described
Their complexity analysis and optimal like-Algol implementations

are presented.

These ordering schemes are important in the
solution of systems of linear equations (Ax = b) arising from the
use of the finite element method which yields sparse symmetric
and positive definite matrices whose band-oriented (or envelope-
-oriented) storage form allows to reduce the execution time in

the linear solver, by decreasing its number of operations.

A scheme based on the algorithms RCM and GPS
initially proposed by Alan George [9] is also presented with a new

modification that usually reduces its execution time.
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I. INTRODUCAO E CONCEITOS BASICOS

I.1. Introdugao

0 método de elementos finitos € um processo nume
rico muito potente e efetivo para se aproximar solugoes de
equacoes diferenciais parciais [1]. Essa técnica era ja ampla
mente utilizada por engenheiros em calculos de estruturas mui-
to antes de ter sido reconhecida e explicada rigorosamente pe-

los matematicos.

O ponto de partida para a aplicacao dessa técni-
ca € a subdivisdo da regido de interesse (dominio do problema)
em pequenas partes denominadas elementos. No caso de um con-
tinuo bidimensional, o dominio R & geralmente dividido em um
conjunto finito ¥ de elementos quadriléteros ou triangulares,

tais que (veja figura I-1):
T, N Ty = ¢,
(I-1) T;,T, e T e T, # Ty <= T; e T, tem um lado cbmum,

T, e T, tem um vertice comum.

Essa subdivisao (t) da regido R produz o que ¢

denominado malha de elementos finitos.

Figura I-1: Uma malha de elementos finitos, com 8 elementos e

34 nos.
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Em todo vertice de cada elemento T €, entdo, de-
finido um né. Outros nos podem ainda ser definidos nos 1lados
dos elementos e/ou em seus interiores. Na figura (I-1) os pon

tos representam nos.

A cada no P pertencente a elementos deT € entio,

associada uma funcgao de forma ¢P : @ —> R, continua, e de su-

porte limitado nos elementos que contem referido né, i.e., op
€ nula em todos os pontos de R n3o pertencentes aos elementos
que contem P. Além disso, ¢P(P) =1, e ¢P € nula em todos os

outros nos.

A solugao aproximada da equagao diferencial € en

N
tao construida na forma V(x,y) = z

.¢. onde as ¢.'s consti-
=) X1¢1 o3 S

tuem uma base gg funcdes definida' ~a partir das funcdes de

forma ¢, e os xi's~s§o valores nodais a serem determinados.

0 passo final na aplicagao do metodo de elemen-
tos finitos consiste na determinacao dos valores nodais. 1Isso
é feito de acordo com principios variacionais ou de ortogonali
dade, tais como, o metodo de Ritz ou de Galerkin, produzindo

um sistema de equacgoes algebricas lineares de ordem n
(I-2) Ax = b
onde n € a dimensdo da base de funcoes.

Quanto maior for o refinamento da malha de ele-

mentos finitos (nUmero de elementos na malha), maior sera, evi
dentemente, o numero de equacdes. Frequentemente, tais siste-
mas sao da ordem de milhares de equacgoes.

A matriz A = (aij) € esparsa uma vez que 0S Su-
portes de ¢P e ¢Q tem intersecgao vazia sempre que P e Q nao
pertencerem a um mesmo elemento. Essa matriz €, ainda, sime-

trica e positiva definida, isto €,

(I-3) Vi,j (aij = aji) , e
(I-4) vx ¢ R" (x # 0 = xtAx > 0)

Tais matrizeé podem ser fatoradas na forma
(I-5) | Lt

onde L = (1ij) € uma matriz triangular inferior e inversivel,



e L' sua transposta. Geralmente a matriz L é obtida através

do metodo de fatoracdo de Cholesky [1].

Uma vez determinada a matriz L, resolve-se suces

sivamente os sistemas triangulares
(I-6)

obtendo-se assim, a solucao do sistema algebrico (I-2).

0 metodo de Cholesky [1] requer ordem de n® mul-
tiplicagoes, para fatorar uma matriz simetrica positiva defini
da cheia, porém, tal complexidade pode ser sensivelmente melho

rada se for levada em conta a esparsidade da matriz A.

Tal esparsidade pode ser considerada de duas for

"mas distintas:

(i) através de metodos gerais que exploram todos os zeros da

matriz,

(ii) através de metodos que exploram os zeros fora de um con-
junto particular de elementos da matriz, como metodos de

banda ou de envelope (que exclui todos os zeros a esquer-
da do primeiro elemento nao nulo, em cada linha da matriz).

O objetivo dessa tese € discutir estrategias de
ordenacdo (permutacdo) das variaveis e equacOes do.sistema al-
gebrico (I-2) que transformem a matriz A para a forma de ma-
triz de banda (com todos os elementos nao nulos proximos a dia
gonal) permitindo a exploracdao da sua esparsidade através de

métodos do tipo (ii).

0 processo de Cholesky para calcular a matriz L
(I-6) & estavel ([1],[23]), o que significa que na discussdo
das estrategias de ordenacdo de A nio & necessario tecer consi

deracoes sobre sua estabilidade numerica.

Matrizes esparsas representadas na forma de ban-
da (ou de envelope) possibilitam - pela eliminacao dos Zeros
fora .da banda (ou do envelope) da matriz -, além da reducao
do nimero de multiplicacbes realizadas no processo deChblesky,
uma grande redugéo do espaco de memériq necéssério para seu ar

mazenamento, o que € bastante critico em grandes sistemas de



equacoes.

Os problemas de efetivamente, minimizar a largu-

ra de banda [17] e o perfil (numero de elementos no envelope)
[20] de matrizes estdo discutidos no capitulo II, sendo ambos
NP-Completos (i.e., pertencem a uma classe de problemas
para os quais., grosseiramente falando, nao se conhecem algo-
ritmos que os resolvam executando um nimero polinomial de ope-
ragoes, embora nao se tenha demonstrado que tais algoritmos
nio existam). Em vista disso, os melhores algoritmos atualmen
te existentes s3ao algoritmos heuristicos que geram ordenacoes
das linhas e colunas de matrizes esparsas que implicam numa
reduzida largura de banda e/ou perfil, porém, nao necessaria-

.
mente minimos.

Embora os problemas de reducao de largura de ban
da e de perfil sejam independentes, em geral, os algoritmos de

reducao de largura de banda provocam também reducdo do perfil.

Nos capitulos IV e V sao analisados os metodos
de ordenacao existentes, mais importantes: Reverso de
Cuthill-McKee (RCM) ([4],[6]) e de Gibbs at al. [8] que demno-
minamos GPS.

No capitulo III sao apresentados algoritmos au-
xiliares utilizados pelos esquemas RCM e GPS.

No capitulo VI € feita uma comparacao entre  OS
dois esquemas, sendo, também, apresentado um metodo de ordena-

cao que utiliza caracteristicas de ambos.

A analise da complexidade de um algoritmo  [18]
fornece informacoes sobre os recursos requeridos pelo mesmo,
em funcdo de caracteristicas dos dados de entrada. Em geral,
tais informagOes se referem ao tempo de execugao e ao espaco
de memoria requeridos. A especificagdo dos dados de entrada €
necessaria para permitir a realizac@o da analise, e uma possi-
bilidade € assumir que os dados sdo os piores possiveis para
determinado tamanho de problema, o que se denomina analise de
pior caso. Uma medida de pior caso do tempo de execugao ou
do espago de memoria, como uma funcao do tamanho do problema,
fornece uma performance garantida do algoritmo, pois ele nunca
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requerera mais tempo ou espago que o requerido para esse caso
limite.
Para alguns problemas, essa medida de pior caso

pode ser muito pessimista e, entdo, pode ser feita uma analise

de caso medio ou de casos mais representativos, o que poderia

fornecer medidas de complexidade mais realisticas. Essas ana-

lises de caso medio sao, em geral, muito complexas.

Nesse trabalho sao apresentadas, apenas, estima-
tivas de pior caso, que, para uma grande variedade de proble-

mas [18], € bastante Gtil e realistica.

Serao ignorados os fatores constantes, tanto em
tempo de execucgao quanto em espaco de memoria, pois sao muito
dificeis de serem calculados e tendem a ser pouco importantes,

pelo menos para problemas muito grandes.

Nas medidas de complexidade & usada a seguinte
notacao: se £ e g sao fungdes de n, entdo "f(n) € de O0(g(n))"
significa que f(n) < cg(n)), para todo n, onde ¢ € uma constan

te positiva adequada.

O problema de ordenacao das linhas e colunas de
uma matriz A pode ser reduzido ao problema de se determinar
uma matriz de permutacao P, n x n, de modo a transformar o sis

tema algebrico (I-2), no sistema

(I-7) (PAPY) Px = Pb

onde a matriz PAPt resultante € uma matriz de banda.

1}

Uma matriz de permutacao P

(pij) de ordem n €

uma matriz binaria, tal que:

(i) Vi <ndj <n: pjj = 1, e
(11) Vi,j <n p;y =1 <=
pkj = 0, Vk # 1

Os lemas I.1. e I.2. seguintes mostram a relagao

entre a matriz PAPU e a matriz A original.



Lema I.1.: Dada uma matriz A = (aij), nxXne uma matriz de
permutacao P = (pij), n X n, entao a matriz PAPt_='(a'ij) e
tal que: ‘
(1) pij=1=>aii=ajj’e

a ij T 8yse ©
(1i) Piy = 1 e pjs =1 =

a'.. = a

ji ST

Demonstracao: Basta calcular o produto de matrizes paPt.

Lema I.2.: Se A = (aij)’ n X n, € uma matriz esparsa, simetri-

ca e positiva definida, e P = (pij) € uma matriz de permutacgdo
de ordem n, . entao PAPt e esparsa, simetrica e positiva defini-
da.

Demonstracao: Imediata a partir do lema I.l. e das expressoes
(I-3) e (I-4).

O lema I.2. garante que o sistema (I-7) também

pode ser resolvido através do metodo de Cholesky.
I.2. Matrizes

I.2.1. Definicgoes

Seja A = (aij) uma matriz, n X n, simetrica e po
sitiva definida. Para cada linha i de A, define-se

(I-8) Ki(A) min {j : 335 # 0}

(1-9) B, (A) = i - £;(A)

Definigao I.1.: A largura de banda da matriz A (B(A)) € o nu-

mero:

(I-10) B(A) = max {]i - j| : a5 # 0} = max {8, (A)}

Definicao I.2.: O envelope* da matriz A (Env(A)), € oconjunto:

(I-11) Env(A) = {(i,j) : Ki(A) < j < il

* Ha autores, como W. H. Liu [7] que incluem, também os ele-

mentos da diagonal no envelope da matriz.



Definicao I.3.: O perfil da matriz A (P(A)) & o numero:

n
18 () = [Env(A)|
1=1

onde | | indica a cardinalidade do conjunto.

(I-12) P(A)

Define-se, ainda, preenchimento (Enc(A)) da ma-

triz A como sendo o numero de elementos nulos de A que tornam-
-se diferentes de zero apds a aplicagdao do metodo de Cholesky,
isto €,

(I-13) Enc(A) = {(i,]j) : aij =0 e 1ij # 0}

onde L = (lij).

E & facil mostrar que Enc(A) € Env(A) [13].

Definicdo I.4.: O Envelope Transposto de A (Tenv(A)) € o con-

junto:
(I-14) Tenv(A) = {(i,j) : j < i ek > i tal que 35 # 0}
De (I-12) e (I-14), segue-se que
(1-15)  Tenv(A) = Env(A¥)
onde A# € a transposta de A, em relagao a sua diagonal menor.

A figura (I-2) exemplifica alguns desses concei-

tos.

Tenv (A)

Env (A)

Figura I-2: Exemplo de uma matriz A de banda.
P(A) = |Env(A)| = 15 e [Tenv(A)| = 13.



I.2.2. Representacao Computacional de Matrizes

Um metodo comum para o armazenamento de uma ma-
triz de banda A simetrica, com largura de banda B(A) € o deno-

minado esquema de armazenamento diagonal. Consiste em  arma-

zenar os elementos do triangulo inferior de A, incluindo a dia
gonal, numa matriz retangular n x (B(A) + 1) de maneira que os
elementos da diagonal ocupem a (B(A) + 1)-&sima coluna. Veja
a figura (I-3).

an ap O amw O 0 0 _1 an
an ax 0 0 0 0 0 dz aAxn
0 0 ax 0 az aszx 0 0 0 g
ay 0 0 ay ay 0 0 ay 0 0 Ay,
0 0 as3 as ass 0 asy 0 as3 0 ass
0 0 agg O 0 dgs aAg7 ag O 0 A eg
L0 0 0 0 a7 azx anp 0 az az ap
(a) (b)

an|aaxala x/as|aw|0]0|aw|as|as |as|as|0|0ag|lans|{ans|an

(c)

anlaxijaiz|amsfaw|0 |0 |aw|ass|aw|as|aes|0]|0{as|lar|as|as

[ ¢
161 19

(d)

Figura I-3: Representacao de uma matriz (a) Matriz A = (

a. .

13)
simetrica, (b) esquema de armazenamento diagonal, (c) esquema
de armazenamento de Jennings e (d) esquema de armazenamento

por coluna, derivado do esquema de Jennings.



Entretanto, em muitas situagoes, pode haver gran
de variacao de Bi(A), e, nesse caso, 0 esquema de armazenamen-
to diagonal consideraria, ainda, muitos zeros. Tal variacao de
Bi(A)’pode ser explorada através de um esquema proposto por
Jennings [15]: para cada linha i de A, os elementos correspon-
dentes as colunas, de Ki(A) até a diagonal, sao armazenados em
posi¢bes contiguas num vetor. Um outro vetor de n apontadores
€ requerido para indicar as posigoes dos elemegtos da diago-
nal. Nesse caso o espago requerido & de n + ‘Z Bi(A). Um

exemplo € dado na figura (I-3c). 1=1

Um outro esquema‘de armazenamento, derivado do
de Jennings, mas que armazena em posicdes contiguas os elemen-
tos de cada coluna & também mostrado na figura (I-3d) Nesse
caso, o vetor de apontadores tem n + 1 elementos para apontar,

também, para o elemento que se seguiria ao Ultimo, para indi-

-

car onfinal do vetor, e o espago requerido e
n+ § B.(A) + 1.

. i

i=1
I.3. Grafos

I.3.1. Definicoes

Definicao I.5.: Um grafo nao dirigido G = (V,E) consiste de um

conjunto finito e nao vazio de vertices e de um conjunto E de
arestas que sao pares nao ordenados de vertices distintos de
V. O nimero de vertices de V & representado por n e o numero

de arestas por m.

Um subgrafo G = (V,E) de G & um grafo tal -que
VeveE={{x,y})eE:xeVeyeV}

Os vertices x e y sao adjacentes se {x,y} € E. O

conjunto de adjacencias de X < V, denotado por adj(X), é o con

junto
(I-16) adj(X) = {veV:v¢XedxeXtal queu{v,x} e E}.

Se X = {u} escreve-se adj(u), em vez de adj({u}).
o grau de um vertice x € a cardinalidade do conjunto adj (x),

i.e., grau (x) = |adj(x)]|.
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Um grafo G €’completo se todo par de vertices
distintos define uma aresta de G. Para grafos completos tem-

-se, portanto, grau(x) = n - 1, para todo x.

Um caminho C(x,y) entre dois vertices distintos

x e y de V & um conjunto ordenado de vertices distintos
cos = = Av.,v. <i<k.
{VS,VI, Vi, onde vy = x, vy =y, e {Yl’V1+1} e B, 0<i<k
k e o comprimento do caminho. Um ciclo e um caminho que come-

ca e termina no mesmo vertice. Um grafo G € conexo se existir
um caminho ligando cada par distinto de seus vertices, caso

contrario G € desconexo e consiste de dois ou mais componentes

conexos, que sao subgrafos conexos maximais.

A distancia d(x,y) entre dois vertices distintos
X e y em um grafo conexo G & o comprimento do menor caminho en

tre eles. A excentricidade de um vertice x & a quantidade

(1-17) | e(i) = max {d(x,y) : y ¢ V}.

0 diametro d(G) de um grafo conexo G € a maior distancia entre

quaisquer dois de seus vertices, 1i.e.,

(I-18) d(G) = max {e(x) : x e V}.
Um vertice x € um vertice periférico de G se
e(x) = d(G). Um vertice x & um vertice pseudo-periférico, se

(I-19) Yy e V (d(x,y) = e(x) => e(y) = e(x))-

Se x & um vertice pseudo-periférico, e(x) & dito pseudo-diame-
tro de G.

Definicdo I1.6.: Uma estrutura de niveis N de um grafo conexo

G = (V,E) € uma particao
(1-20) N(G) = {Ni,Na,...,Ny )

do conjunto de vertices, tal que

(1)  adj(Ny) € Np, adj(N ) € N, 4

(ii) adj(N)) € Ny ; UN.,;, 1 <<k
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k &€ a profundidade de N(G). A largura do nivel i & o nimero
w(N,) = |Ni| e a largura da estrutura de niveis N e o  numero

w(N) = max {w(Ni)}.

Uma estrutura de niveis com raiz em v & uma es-

trutura de niveis

(1-21)  N(6) = NG (V) .N2 (W), uNp (g (V)]
i-1

onde Ny (v) = {v}l e N.(v) = adj( jgl Nj(v».

Uma arvore T = (X,E) € um grafo conexo sem ci-
clos. Desde que T ndo possue ciclos, € facil mostrar que
|[E| = |X] - 1 e que existe um unico caminho entre cada par de

vertices de X. Uma arvore com raiz em u & uma arvore T = (X,E)

em que o vertice u e distinguido, sendo denominado raiz de T.

' : 1ate L =
Como existe um unico caminho entre cada par de vertices de T,
existe um caminho entre u e cada vertice x # u em X. Se esse

-

caminho passa por y, entdo y & dito um ancestral de x, e X e

um descendente de y. Ainda, se y € adj(x) y € o pai de x, e X
€ um filho de y. ’

Definicao I.7.: Dada uma matriz A = (aij) simetrica, de ordem
n, define-se um grafo G(A) = (V,E) associado a matriz A, tal

que

(1) V = {xl,xz,...,xn}

(1i) {xi,xj} e B <= aij # 0

Um exemplo de um grafo G(A) associado a uma ma-
triz A € mostrado na figura (I-4).

(12 8 1 2 3
2 8 2 7
2 3 4
8 9 8
7 8 2 3
4 31 4 5 6
L. ]
@ | (b)

Figura I-4: (a) Matriz A = (aij), e (b) Grafo G(A) associado.
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Definicao I.8.: Seja G = (V,E) um grafo de n vertices. Uma nu-

meracao (ordenacdo, rotulacdo) dos vertices de V € uma funcao

biunivoca 4§ : V. — {1,2,...,n}.

Algumas das definigOes relativas a matrizes sao,

entao, formuladas em termos de grafos G(A) = (V,E).

Dado um grafo G = (V,E) e uma numeragao 4(G),

define-se:
(I-22) Kﬂ(xi)(G) = min {5(xj) : Xj € adj(xi)}

Definicdo I.9.: A largura de banda de um grafo G relativa a nu

meracao §(G) € o numero

(I-24) Bé(G) = max {Bﬁ(x)(G) 1 x ¢ V}

A menor Bé(G) sobre todas as numeragoes 4 de G

Definicdo I.10.: O perfil de um grafo G, relativo a numeragao

(G) € o numero

o]

I-25 P,(G) = G
(1-25) (0 = 1 Byx)©®
Os algoritmos apresentados nos capitulos seguin-
tes constroem numeracgoes §(G), a partir de estruturas de ni-

veis de G, e nesse caso, sao usadas as notacgoes:
B (N, (6)). PN (6), etc.

O lema seguinte mostra uma propriedade de estru-
turas de niveis de grafos conexos e sem ciclos que & utilizada

na demonstracao de outros resultados, no capitulo IV.

Lema I.3.: Dados um grafo conexo e sem ciclos G = (V,E), e uma

estrutura de niveis N,(G) = {Nl(v),Nz(v),...?Nk(V)(V)} com
raiz em v. Sejam u € Ni(v),_w € Nj(v), e X € Np(v), tais que

x e Clu,w), e

(I—26)v ¥y € C(u,w) (y # x =>Jq >peyce Nq).
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Entao:
(1) Vy € C(u,w)(d(u,w) = d(u,y) + d(y,w)), e

(ii) d(u,x) =p -1 e d(x,w) =p - j.

Figura I-5: Caminho C(u,w) em NV(G)

Demonstragao:

(i) Como y € C(u,w), pode-se escrever

(I_27) C(U,W) C(U’Y) u C()’,W)

mas como G € sem ciclos existe um Unico caminho entre ca-

da par de vertices e, de (I-9), tem-se
(I-28) d(u,w) = d(u,y) + d(y,w)

(ii) Seja C(u,x) = (u,sl,sz,...,sr,x)

Por definicao de estrutura de niveis, tem-se

e N .,S1 € N , e ueN

x e N, s €N p+27 " p+r

p T p+1’sr-1

onde p+ T+ 1=1,

prr+l

Logo, d(u,x) = p - i.
Analogamente, demonstra-se que d(x,u) =p - jJ.

I.3.2. Representagao Computacional de Grafos e de  Estruturas

de Niveis

Dado um grafo G = (V,E), uma lista de adjacen-
cias de x em V & uma lista de vertices contendo todos os verti

ces em adj(x). Uma estrutura de adjacencias de G € oconjunto.
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das listas de adjacencias de todos os vertices x de V. Além
de estruturas de adjacencias, existem diversas outras represen

tagoes possiveis para grafos |27, como por exemplo, as matri-

zes de adjacencias, que sdo matrizes binarias A = (aij), tais
que
I-29 .. = => . .
( ) 3 5 1 <= {xl,xj} eV
1 2 3 010100
101010
010001
100010
010101
4 5 6 001010
(a) (v)
. 11217
1 ’_'—[2I'I |4|ﬂ| 1 1 21111
3|2]|10
' 52|12
3| ‘2'l'| IGI,WJ 3| S 6/3!l 9
7141 0
4'_ B 4] 2 83114
9|50
5| 2 4 6/0’ 5{ 3 106ﬂ
11[5] @
6] o—
3 5% 81 10| 12[af3
1316 | 9
14| 5] 9

() (@)

vertice[2[a [1]3]5]2]|6]1]5]2]a]6][3]5]
// [ £ = /
listal]| 1[{3]6[8]|10]13]15 '

e
Figura I-6: Representagéo de um grafo (a) Grafo G = (V,E), (b)"

matriz de adjacencias de G, (c) estrutura de adjacencias de G,
(d) estrutura de adjacencias de G com listas de adjacencias en-
cadeadas e (e) estrutura de adjacencias de G com as listas de

adjacencias armazenadas sequencialmente.
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A figura (I-6) mostra um exemplo de representa-
¢oes de grafos: a parte (a) mostra um grafo G = (V,E), a parte
(b) mostra sua matriz de adjacencias, a parte (c) mostra dma
estrutura de adjacencias de G com as listas encadeadas, a par-
te (d) mostra uma estrutura de adjacencias com as adjacencias
dos vertices armazenadas em um vetor, porém utilizando outro
- vetor (de apontadores) para compor as listas de adjacencias,
e a parte (e) mostra uma estrutura de adjacencias com as 1lis-

tas de adjacencias armazenadas sequencialmente em um vetor.

Nos algoritmos descritos nesse trabalho € utili-
zada a representacao mostrada na figura (I-6d) por ser a mais
adequada as caracteristicas dos mesmos. Para um grafo de n
vertices e m arestas essa representacao requer n + 4m elemen-
tos.

Uma estrutura de niveis pode ser representada
com os vertices de cada nivel armazenados sequencialmente em
um vetor, com um outro vetor, de apontadores, para indicar 0
inicio de cada nivel no vetor de vertices, veja a figura
(I-7a). Em vez do vetor de apontadores, pode-se utilizar mar-
cas (''tag') associadas ao vetor de vertices, isto e, armaze-
nar o primeiro vertice de cada nivel com o sinal negativo. Ve

ja exemplo na figura (I-7b).

1 — 1 1 1 1| 1
2 — 2 1 2 2| 2
5 4 ol 4 3] 3
9 1 9 0| 9 4] 2
0 3 1] 3 5| 3
0 5 ol 5 6| 3
0 6 0] 6 7] 4
0 10 0] 10 8| 4
0 8 1 8 9| 2
0 7 ol 7 10| 3
lista vértice vértice nivel

(a) () ©)

Figura I-7: Representacdo de estruturas de niveis (a) represen

tacdo utilizando dois vetores, (b) representacdo utilizando um

vetor com marcas e (c) representacdo com armazenamento dos ni-
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Uma outra representacdo de estruturas de niveis
€ atraves de um vetor de niveis, de tal maneira que, se o}
i-esimo elemento do vetor contem j, significa que o vertice X
esta no nivel j da estrutura de niveis. Veja exemplo na figu-
ra (I-6cC).

I.4. Caracterizacao de Problemas NP-Completos

Para caracterizar o que € um problema NP-Comple- .
to ([3],[18],[19]) € necessaria uma nogao mais precisa de "al-
goritmo de tempo polinomial', para tal podemos definir um algo
ritmo como uma ''caixa preta' que, ao receber uma sequencia de
caracteres de entrada produz uma sequencia de caracteres de

saida. Graficamente, esta nocao & dada na figura I-8.

sequéncia . sequgncia
q Algoritmo _——Ji4i

de entrada de saida

Figura 1-8: Um algoritmo visto como uma ''caixa preta'".

A sequencia de entrada do problema e a sequencia de saida do
algoritmo podem ser codificados como numeros binarios, e o al-
goritmo pode ser pensado como uma sequencia de operacgdes bina-
rias elementares que utilizam uma memoria de digitos binarios

(bits), que pode ser arbitrariamente grande.

Desde que todos os tipos de dados de uma lingua-
gem de alto-nivel (tipo Algol, por exemplo) contem numeros fi-
nitos de bits, a traducao de algoritmos de linguagens de alto
nivel para o nivel de bits aumenta o numero de operacdes ape-
nas polinomialmente, pois as operacoes de linguagens de alto
nivel requerem tempos polinomiais no comprimento de seus ope-
randos. Assim, se um algoritmo requer T(Z) operagoes de alto
nivel para uma entrada de comprimento I, ent@o requerera, no
maximo, P(T(Z)) operacOes com bits para tal entrada. Assim, o
carater polinomial ou exponencial do tempo de execugao de um
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algoritmo & invariante, uma vez que P(T(1)) € limitado por um
polinomio em 7, se e, somente se, T(Z) for limitado por um po-
linomio em 7. O mesmo argumento mostra que se as sequencias
de entrada e de saida forem codificadas numa maneira "racio-
nal'"*, o carater polinomial ou exponencial do comprimento da
sequencia de saida, como uma fungdo do comprimento da sequen-

cia de entrada, € também invariante.

Definimos um algoritmo de tempo polinomial como

sendo um algoritmo cujo tempo de execugao (numero de operacdes
binarias elementares que ele executa), para uma sequencia de
‘entrada de comprimento I, € limitado superiormente por algum
polinomio P(Z). P €& a classe de todos os problemas que podem

ser resolvidos por um algoritmo desse tipo.

Para conceituar a classe NP de problemas ¢& ne-

cessario introduzir a idéia de algoritmo nao-deterministico.

Informalmente, definimos o estado de um algo-
ritmo como sendo o endereco da instrucgao correntemente sendo
executada, juntamente com os valores de todas as suas varia-

veis. Um algoritmo nao-deterministico € um algoritmo tal que,

para algum dado estado, existe mais de um préximo estado vali-
do**, e o algoritmo passaria, simultaneamente, para todos 0s

proximos estados validos, continuando sua execugdo.

De uma maneira mais intuitiva, considere um al-
goritmo que vai efetuando suas operagoes .sequencialmente ate
alcancar um ponto (estado) em que uma escolha deve ser feita
entre varias alternativas possiveis. Um algoritmo determinis-

tico teria de explorar uma alternativa simples e retornar mais
tarde para explorar as alternativas restantes. Um algoritmo
niao-deterministico pode explorar todas as alternativas simul-

* Nao ha uma definicdo precisa de "racional', mas, em geral,
nao seria racional codificar a entrada de um problema em
mais caracteres que o numero minimo exigido pela teoria da

informacao.

** Algoritmos nao-deterministicos nao sao em nenhum sentido

algoritmos probabilisticos ou aleatorios.
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taneamente, essencialmente 'criando'" uma cOpia de si mesmo pa-
ra cada alternativa. Todas as suas copias funcionam indepen-
dentemente, sem nenhum tipo de comunicacdo entre elas. Essas
copias podem naturalmente "criar* outras copias de si mesmas,
e assim por diante. Se uma coOpia determina que fez uma esco-
lha incorreta, ela interrompe sua execugao. Se qualquer copia
encontra uma solucao, ela anuncia o sucesso e todas as copias

interrompem suas execugoes.

Representaremos um algoritmo nao-deterministico

utilizando os trés primitivos [19] choice, success e failure.

choice (S) € uma funcdo cujos valores sao os elementos de um
conjunto finito S, sua execugao corresponde a ''criagao" de |S|
copias do algoritmo - uma para cada possivel escolha de um ele
mento do conjunto S. success causa a interrupcdo da execucdo
de todas as cOpias existentes e indica o termino da execucao
com sucesso. failure causa a interrupcao na execucgao apenas

da copia do algoritmo que alcangar esse primitivo.

Obviamente, ndo ha limitacdo para o nimero de
copias de um algoritmo nao-deterministico, que podem ser cria-
das para uma sequencia de entrada generica, ndo sendo tais al-
goritmos, portanto, viaveis na pratica; o nao-determinismo e
uma abstracao que possibilita simplificacgOes na descricgdo de
algoritmos permitindo evitar a programacao de retrocessos na
execugao ("backtrack") para permitir a exploracao de alternati

vas ainda nao examinadas.

NP € a classe de todos os problemas que podem
ser resolvidos, por algoritmos ndo-deterministicos, num tempo

polinomial no comprimento da sequencia de entrada.

Problemas [19] NP-Dificeis e NP-Completos sao
dois conceitos fundamentais relativos a classe NP. Para defi-

ni-los vejamos o conceito de transformabilidade de problemas.

Um problema P, € transformavel num problema P,

se qualquer instancia de P; pode ser transformada, num tempo
polinomial, em uma instancia de P,, tal que, a solucao de P,
possa ser obtida da solucao da instancia de P,, num tempo poli
nomial. Esse conceito esta graficamente mostrado na figura
(I-9).
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Entrada |Trapsformacao | LRtrada Algoritmo Saida ransformacao Salda
para o para o para o para o
p| em tempo B ara o em tempo ___jiﬁ?
proble P proble P proble P proble
ma P, polinomial ma P, problema P, | ma P, polinomial ma P,

Figura I-9: Diagrama da transformabilidade.do problema P, ao

problema P,.

Um problema & NP-Dificil se todo problema em NP
é transformavel a ele. Um problema NP-Dificil & NP-Completo

se pertence a NP.

Para provar que um problema A & NP-Completo tem-
-se que construir um algoritmo nao-deterministico que determi-
ne, num tempo polinomial, se uma qualquer instancia de A tem
solucdo, como também, tem-se que provar que algum problema

NP-Dificil e transformavel a A.

A dificuldade esta em estabelecer, como ponto de
partida, que algum problema particular € NP-Dificil. Atualmen
te, ja foi demonstrado que um grande nuimero de problemas  sio
NP-Dificeis. Em geral, o problema de satisfazibilidade
("satisfiability") ([3],[19]) da logica matematica & citado
([3],[19]) como ponto de partida.

Seja S = {Xi,i. D X; = true <> ii = false, 1 < i <n} ,

=

as variaveis booleanas Xi’ii sao denominadas literais, e as
operagoes booleanas 'ou' e "e'" sao representadas pelos simbo-
los "V'" e "A'", respectivamente. Uma clausula &€ o "ou' de um

conjunto de literais, e uma expressao booleana na forma normal

conjuntiva € o "e" de um conjunto de clausulas. Pode-se mos-

trar que qualquer expressdao booleana pode ser reescrita na for

ma normal conjuntiva [19].

Uma expressdao booleana € dita satisfazivel se

existir alguma atribuigao dos valores true e false as suas va-

riaveis, de tal maneira que a expressao tenha o valor true.

O problema de satisfazibilidade (denotado por
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SAT) € determinar se uma expressdo na forma normal conjuntiva

e satisfazivel.

Teorema I.4.: O problema SAT &€ NP-Completo. Uma demonstracao

formal desse teorema, pode ser encontrada em [3], ndo sendo de

interesse repeti-la aqui.

0 corolario I.5. & usado no capitulo II, para
mostrar que o problema de minimizacao de largura de banda e,

também, NP-Completo.

3-SAT € o problema de satisfazibilidade em que a
expressao booleana na forma normal conjuntiva tem no maximo 3

literais por clausula. Esta demonstrado em [19].

Corolario I.5.: O problema 3-SAT € NP-Completo.

Demonstracdo: 3-SAT esta em NP, pois o algoritmo seguinte € um

algoritmo nao-deterministico limitado polinomialmente que re-
solve 3-SAT.

E (xl,xz,...,xn) representa uma expressao boolea
na qualquer na forma normal conjuntiva com, no maximo, 3 lite-

rais por clausula.

begin
for i <— 1 until n do X, <= choice ({true,falsel});

if E (xl,xz,...,xn) then success;

else failure;

end;

Para mostrar que 3-SAT & NP-Dificil basta  mos-

trar que o problema SAT é transformavel no problema 3-SAT.

Dada uma expressao booleana E(xl,xz,...,xn) na
forma normal conjuntiva, podemos substituir cada clausula
(al,az,...,ak) k > 3, pela expressao

(a; Vo, VB) A (a3 V ... V cxkv'é)

onde B € uma nova variavel. Repetindo esse processo até que
nenhuma clausula tenha mais que trés literais obtemos uma ex-

pressao booleana E'.

E facil mostrar que E' € satisfazivel se e so se

a expressao E original for satisfazivel. Além disso, E' pode
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ser construida, a partir de E, num tempo polinomial no compri-

mento de E.

Portanto, 3-SAT &€ NP-Completo.
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I1. PROBLEMAS DE MINIMIZACAO DE LARGURA DE BANDA E DE PERFIL

Nesse capitulo & demonstrado que o Problema de
Minimizacao de Largura de Banda (PMB) & NP-Completo. Tal re-
sultado € apresentadd por Papadimitriou em [17], e € aqui
transcrito.

O Problema de Minimizagao de Perfil, segundo Pa-

padimitrou, estd implicito no Teorema 1.5., em [20].

Para provar que o PMB & NP-Completo € necessa-
rio demonstrar, como‘resultados intermediarios, que outros pro
blemas sao NP-Completos. Tais problemas, bem como o PMB, sao
formalizados abaixo.

Definicdo II.1.: O PMB é o seguinte problema:
Dado um grafo G = (V,E) e um inteiro b > 0, & B(G) < b?

Definicdo II.2.: Exatamente 3-SAT € o problema de satisfazibi-

lidade em que a expressao booleana na forma normal conjuntiva
tem exatamente 3 literais por clausula.

Definicao II.3.: O Problema de Arranjo Linear (PAL) € o seguin

te: Dado um grafo G e uma funcao inteira £ de rotulos sobre as
arestas, pode-se dispor os vertices em um arranjo linear, com
distancias unitarias entre vertices consecutivos, de tal for-
ma que nenhum par de vertices adjacentes tenham uma distancia
maior que o rotulo da aresta que os une?

‘Um exemplo da solucao do PAL para o grafo na fi-
gura (II-la) & mostrado na figura (II-1b).

Definicdo II.4.: O PAL Restrito & um PAL onde os unicos rotu-

los permitidos as arestas sao b e 2b - 1, para algum inteiro
b > 0.

Observe que o PMB & também um caso especial do
PAL em que o unico rotulo permitido as arestas € b > 0.
Uma particao* {P,Q} doconjunto S = {xi,ii:l < i <n}

de n variaveis booleanas e suas negacoes em dois conjuntos

P e Qe dita consistente se Vi < n (x; e P <= ii £ P).

* Evidentemente, para que {P,Q} seja uma particdo de S € neces
sario que PN Q= ¢ e S = P U Q.
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Uma partigao consistente S = PU Q induz a se-

guinte relacao verdade t

(I1-1) t [x.] = true <= ii e P.

Na secao seguinte € mostrado que o0s problemas
Exatamente 3-SAT, LAP, LAP Restrito e PMB sao NP-Completos.

IT.2. Caracterizacao do PMB como NP-Completo

Lema II.1.: Os seguintes problemas estao em NP:

a) Exatamente 3-SAT
b) PAL
c) PAL Restrito, PMB

Demonstracao:

a) Como o problema Exatamente 3-SAT € um caso especial do

problema SAT [3], também esta em NP.
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b) 0 algoritmo ndo deterministico abaixo resolve PAL [G]
num tempo polinomial; para qualquer grafo G = (V,E,&)*
e, portanto, o PAL esta em NP.
Esse algoritmo utiliza uma tabela Co. x assim defi-

A ]

nida: 1)
= = 2{{x.,x. {x.,x.} € E, e
. .x Cx. .x K({Xl,xj}), se {xl J}
1’75 j’i
C = C = », caso contrario.
X.,X X.,X il
i°7j j’Ti
begin

V <— {xl,xz,...,xn};
v, <— choice (V);
V<V~ {v};

k <— 1;
while V # ¢ do
begin
k <—k + 1;
Vi <— choice (V);
V<—-V-v

k;

for i <— 1 until k - 1 do
ifk-1>c¢c¢ " then failure;
— ViV

end;
SUCCeSS;

end;
c) Esses problemas sao casos especiais do PAL.

Lema IT.2.: O problema Exatamente 3-SAT & NP-Completo.

Demonstragao: A demonstragdo € dada em [17] por uma redugdo do
problema 3-SAT (que € NP-Completo [19]) ao problema Exatamen-

te 3-SAT, num tempo polinomial.

Teorema II.3.: O PAL € NP-Completo.

Demonstragao: Seja B = F; A Fy A ... A Fr uma expressao boolea

na na forma normal conjuntiva, com variaveis X;,Xsz,...,X con

n’
tendo cada clausula Fi exatamente tres variaveis.

Construiremos um grafo G rotulado, tal que, B &

satisfazivel se, e somente se, PAL [G] tem solugio.

* onde £ € a fungdo de rotulos sobre as arestas.
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Figura II-2

Considere o grafo H na figura (II-2) o PAL [H]
€ satisfeito por qualquer arranjo dos seus vertices, tal que
M e M' ocupam a (n + 1)-ésima e (n + 2)-ésima posicbes, res-
pectivamente. Assim, qualquer solucao do PAL [H] corresponde
a uma particao de S ='{xi,ii:1 < i < n}, em conjuntos P e Q de

tamanho n, com M, M' servindo como delimitadores.

0 grafo G contem n + r + 1 copias de H (denota-

das por Hl""’Hn+r+1) e n + r outros vertices Ai,i_= 1,...,n+r.

Cada Ai € ligado por arestas de comprimento (rotulo) n + 2 a

M e M' de Hi e Hi+1'

resolvido pelo arranjo mostrado na figura (II-3), onde uma so-

Note que, desse modo, o PAL [G] pode ser

lucdo de cada copia Hi € seguida pelo vertice Ai e pela solu-
cao de Hipq-

Agora ligamos os literais correspondentes em co-
pias consecutivas de H por arestas de comprimento 2n + 5 (figu
ra (II-3)). 1Isso obriga a que em todas as copias de H se te-
ﬁha a mesma particdo P e Q, embora seja possivel alguma "mobi-
lidade" dentro dos conjuntos. Denotamos essa partigao ‘Unica
por S =P U Q, assumindo que Q € o conjunto de literais em Hi’

mais proximos de A, .
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n+2 n+2 ‘n+2 n+2
7, ;f ]
xiP/ij PXi//QXj P "'mij
\\A% Anﬂ’/ /
2n+5 2Nn+5 2n+5 v
H4 Ho Hnsrs
- Figura II-3

Para garantir a consistencia dessa partigdo liga

mos Ai com as copias de x; e ii em Hi por arestas de comprimen

ton + 3, para todo i < n. Suponha, entao, que ambos X, e X4

estejam em P, para algum i (particao inconsistente). Entao,
Ai esta a uma distancia de, pelo menos, n + 4 de X, ou ii em
Hi e, portanto, nao seria uma solucao aceitavel do PAL.

i N%s proximas r copias de H (de Hn+l a Hn+r) a
particao P U Q e forcada a satisfazer B, ligando o vertice
A_. . com as copias em H__ . de todos os tres literais que ocor-

n+i n+i

Tem em Fi por arestas de comprimento n + 4. Assuma que & dado
o valor false a todo literal em P, e considere o vetor verdade
t induzido por P U Q. Se t nao satisfaz B, entao para algum
j<r Fj(t) = false, i.e., todos os tres literais de Pj estao

em P, assim, em Hn pelo menos um desses literais estaria a

+]

uma distancia de, no minimo, n + 5 de A Por outro lado,

n+j’
se t satisfaz B, pode ser achada uma particao tal que t € indu
zido por ela; nas n + r copias de H os literais podem ser ar-
ranjados (devido a mobilidade ja mensionada) de maneira que o

PAL [G] seja resolvido.

Assim, B €& satisfazivel se, e somente se, PAL [G]

for resolvivel.
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Além do que, as construcoes empregadas nessa de-
monstragao sao de complexidade polinomial em tempo.

Corolario II.4.: O PAL Restrito € NP-Completo.

Demonstracdo: Uma variacao da construgao empregada na demons-

tracao do teorema II.3. & aqui utilizada, estando detalhada em
[17].

Em vez dos vertices M e M' na i-ésima copia de
H € usado um bloco de m, >3 vertices, para cada i. Cada ver-
tice A, € também substituido por um bloco de 3 vertices, para
cada 1i.

E, analogamente, a demonstracao anterior, sao de
finidas arestas em G, de maneira que a particdo P U Q seja
consistente. Esse grafo G contém somente arestas de comprimen
ton + 4 e 2n + 7, e € tal que B & satisfazivel se, e somente
se, PAL [G] Restrito for resolvivel.

Figura II-4: (a) Exemplo de um grafo K}, e (b) uma solucdo do
PAL [K}].












































































































































































































































































