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Este trabalho consiste de um estudo sobre a geração de bicliques de 
um grafo. Um conjunto bipartido completo B é um subconjunto de vér- 
tices que admite uma bipartição B = X U Y, tal que X e Y são am- 

bos conjuntos independentes, e todo vértice de X é adjacente a todo vér- 

tice de Y. Se X , Y  # 0, então dizemos que B é próprio. Uma bi- 

clique é um conjunto bipartido completo próprio maximal de um grafo. 

Se X ou Y não são conjuntos independentes de G, dizemos que B é 

uma biclique não induzida. Demonstramos que é NP-completo decidir 

se um subconjunto de vértices de um grafo é parte de uma biclique. 

Demonstramos também que não existe algoritmo com atraso polinomial 

para a geração de todas as bicliques em ordem lexicográfica reversa, a 

menos que P = NP. Por outro lado, descrevemos diferentes algoritmos, 

todos com atraso polinomial, para a geração das bicliques de um grafo. 
Apresentamos um algoritmo que gera todas as bicliques em ordem lexicográ- 

fica. Também descrevemos um algoritmo que gera todas as bicliques não 

induzidas de um grafo. Além disso, propomos algoritmos eficientes para a 
geração de bicliques de classes especiais de grafos. 
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This work describes a study on the generation of bicliques of a graph. 

A complete bipartite set B is a subset of vertices admitting a bipartition 

B = X U Y, such that both X and Y are independent sets, and a11 vertices 

of X are adjacent to those of Y. If both X, Y # @, then B is called proper. 

A biclique is a maximal proper complete bipartite set of a graph. When the 

requirement that X and Y are independent sets of G is dropped, we have 
a non-induced biclique. We show that it  is NP-complete to test whether a 

subset of the vertices of a graph is part of a biclique. We also show that 

there is no polynomial-time delay algorithm for generating a11 bicliques in 
reverse lexicographic order, unless P = NP. On the other hand, we describe 

different polynomial-time delay algorithms for the generation of bicliques of 

a graph. We present an algorithm that generates a11 bicliques of a graph in 

lexicographic order. We also describe an algorithm that generates a11 non- 

induced bicliques of a graph. In addition, we propose specialized efficient 

algorithms for generating the bicliques of special classes of graphs. 
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Capítulo 1 

Introdução 

1.1 Motivação 

A geração de objetos de uma coleção, que satisfazem determinadas 

propriedades, é um problema bastante estudado na literatura de Algoritmos, 

Combinatória e Teoria dos Grafos. Entre outros, gerar todas as cliques 

(respectivamente conjuntos independentes) de um grafo é um problema que 

tem sido alvo de atenção através dos anos [22, 25, 42, 5, 28, 40, 41, 81. 

Tsukiyama et al. [42], descreveram um algoritmo eficiente para gerar todas 

as cliques de um grafo com atraso polinomial e usando um espaço de 

memória também polinomial. Johnson, Yannakakis e Papadimitriou [22] 

demonstraram que não existe algoritmo com atraso polinomial para gerar 

todas as cliques de um grafo em ordem lexicográfica reversa a menos que 

P=NP. No entanto, os autores descreveram um algoritmo que gera todas as 

cliques em ordem lexicográfica, com tempo polinomial entre a enumeração 



de duas cliques consecutivas na saída do algoritmo. 

Conhecer as bicliques de um grafo é útil na solução de problemas 

em áreas como linguagens formais e autômatos [17], ordens parciais [26], 

inteligência artificial [44] e redes de computadores [38]. Além dessas, uma 

área que naturalmente compreende bastante aplicações é a própria teoria 

dos grafos. 

Bicliques são empregadas na caracterização de certas classes de grafos, 

como por exemplo, grafos bipartidos cordais [19]. Além disso, a enumeração 

das bicliques de um dado grafo constitui um procedimento auxiliar no 

algoritmo de reconhecimento do mesmo. Nesse caso, estão incluídos grafos 

de caminho e grafos subjacentes a digrafos linha [37]. 

Nesta tese de doutorado tratamos da geração de bicliques de um grafo 

e da complexidade computacional deste problema combinatório. Como 

contribuição original, esta tese propõe algoritmos eficientes e provas de 

NP-completude. Apresentamos algoritmos eficientes para os seguintes 

problemas: (I) geração de bicliques induzidas de um grafo em ordem 

lexicográfica; (2) geração de bicliques não induzidas de um grafo; (3) 

geração de bicliques de grafos bipartidos convexos e bipartidos biconvexos. 

Além disso, demonstramos a NP-completude dos problemas de decisão 



PARTE DE BICLIQUE e MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA. 

Reportamos que não há menção na literatura à existência de algoritmos 

eficientes para a geração de bicliques induzidas em grafos gerais, nem para as 

classes especiais aqui abordadas. Por outro lado, o algoritmo proposto para 

a geração de bicliques não induzidas em grafos gerais possui complexidade 

assintoticamente menor do que um algoritmo recentemente reportado [I]. 

Durante o curso de doutorado produzimos os seguintes trabalhos: O n  the 

generation of bicliques of a graph [I l] ;  Generating bicliques of  a graph in 

lexicographic order [9]; Generating a11 non-induced bicliques of a graph [10]; 

The  stable marriage problem with restricted pairs [13]; Stable matchings 

with restricted pairs [12]; Casamentos estáveis com casais forçados e casais 

proibidos [14]; Grafos clique ponderados [15]. 

1.2 Organização desta tese 

Na seção 1.3 daremos as definições básicas, além de conceitos e notações, 

que serão utilizados no decorrer do texto. Na seção 1.4 resumimos alguns 

dos principais resultados conhecidos sobre bicliques em grafos. 

Aspectos de complexidade referentes à geração de objetos de uma coleção 

são abordados no capítulo 2. Na seção 2.2, examinamos alguns critérios 



utilizados para a análise de complexidade de algoritmos para os quais o 

tamanho da saída é possivelmente exponencial no tamanho da entrada. Além 

disso, consideramos alguns pré-requisitos que podemos fazer em relação a or- 

denação dos objetos na saída de um algoritmo. Alguns algoritmos existentes 

para a geração de bicliques de um grafo são brevemente descritos na seção 2.3. 

No capítulo 3, consideramos dois problemas de decisão cujos resultados 

implicam em restrições aos algoritmos de enumeração de bicliques. Na 

seção 3.2, demonstramos que o problema PARTE DE BICLIQUE é 

NP-completo. Na seção 3.3, demonstramos a NP-completude do problema 

MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA. 

A geração das bicliques induzidas de um grafo qualquer é o assunto do 

capítulo 4. Na seção 4.2, descrevemos um algoritmo polinomial para gerar a 

menor biclique lexicográfica contendo um dado conjunto bipartido completo. 

Na seção 4.3, descrevemos um algoritmo que gera as bicliques de um grafo 

em ordem lexicográfica, com tempo polinomial entre a enumeração de duas 

bicliques consecutivas. O espaço requerido pelo algoritmo, contudo, pode 

ser exponencial. 

O capítulo 5 trata da geração de bicliques não induzidas de um grafo. Na 

seção 5.2, mostramos como um algoritmo para gerar as bicliques (induzidas) 



de um grafo bipartido pode ser usado para gerar todas as bicliques não 

induzidas de um grafo qualquer. A seção 5.3 apresenta algumas propriedades 

de bicliques em grafos bipartidos. Na seção 5.4, descrevemos um algoritmo 

que lista as bicliques de um grafo bipartido, que requer tempo polinomial 

entre a enumeração de duas bicliques consecutivas. O algoritmo descrito 

requer espaço de memória polinomial. 

No capítulo 6, apresentamos algoritmos para a geração de bicliques 

aplicados a certas classes de grafos. Na seção 6.1, consideramos caracterís- 

ticas particulares de grafos bipartidos convexos, que possibilitam alterações 

no algoritmo descrito no capítulo 5, de modo a melhorar a eficiência do 

mesmo, para a classe dos bipartidos convexos. Analogamente, na seção 6.2 

consideramos alterações do algoritmo aplicado a grafos bipartidos biconvexos. 

Por último, no capítulo 7, fazemos um estudo comparativo dos algoritmos 

para geração de bicliques, com o objetivo de avaliar os desempenhos dos 

algoritmos apresentados. Além disso, apresentamos alguns problemas a 

serem investigados no futuro. 



1.3 Definições básicas 

Um grafo é um par ordenado G = (V, E )  onde V é um conjunto finito 

não vazio de vértices, e E é um conjunto de pares não ordenados de vértices 

distintos, denominados arestas. Denotamos por IVI = n e IEl = rn. Quando 

conveniente, e por simplicidade de notação, consideraremos V = { I , .  . . , n). 

Dada uma aresta e E E, onde e = {vi,  v j ) ,  dizemos que o vértice vi é 

adjacente ao vértice vj, que vi e vj são vizinhos em G, e que vi e vj são in- 

cidentes a e.  Denotaremos por Ni os vizinhos de vi e por Ri = (V\ Ni) \{vi). 

Dado um conjunto X C V, definimos por foco de X o conjunto de 

vértices adjacentes simultaneamente a todos os vértices de X, isto é, 

F ( X )  = niExNi. Se os vértices de X são todos mutuamente adjacentes, 

então X é um conjunto completo de G. No grafo da Figura 1.1, o foco de 

{1,4,5) é exatamente o vértice 2, pois o vértice 3 não é adjacente ao vértice 

5, e o vértice 6 não é adjacente ao vértice 1. 

Uma clzque C é um subconjunto de V tal que C é um conjunto completo 

e é maximal em relação a essa propriedade, isto é, não existe completo 

X # C tal que C está contido em X .  

Um subconjunto U de V é um conjunto independente se não existe aresta 
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Figura 1.1: Exemplo de Foco 

entre quaisquer dois vértices de U. 

Um grafo G = (V, E) é bipartido se V pode ser particionado em dois 

conjuntos U e W tal que U U W = V, U n W = 0 e, além disso, ambos são 

conjuntos independentes. Um grafo G = (U U W, E) é bipartido comple to  se 

todo vértice de U é adjacente a todo vértice de W. Denotamos por K T ,  um 

grafo bipartido completo tal que IUJ = IWI = r .  

Para um dado conjunto H C V o subgrafo induz ido  de G por H, denotado 

por G[H], tem como conjunto de vértices H, e dois vértices são adjacentes 

em G[H] se e somente se o são em G. 



Seja G = (V, E) um grafo qualquer e X, Y Ç V tais que X n Y = 0. 

Dizemos que B = X U Y é um conjunto bipartido completo de G, quando 

ambos X e Y são independentes e todo vértice de X é adjacente a todo 

vértice de Y. Isto é, B induz um subgrafo bipartido completo em G. 

Dizemos que X e Y são partes do conjunto bipartido completo B. Se 

X, Y # 0, então B é um conjunto bipartido completo próprio, i.e., B induz 

um subgrafo bipartido completo contendo pelo menos uma aresta de G. Caso 

contrário, B é chamado conjunto bipartido completo degenerado. No grafo 

da Figura 1.2, B = {1,6) é um conjunto bipartido completo degenerado. 

Por outro lado, dizemos que B = X U Y  é um conjunto bipartido completo 

n ã o  induzido de G, se X n Y # @, e todo vértice de X é adjacente a todo 

vértice de Y. 

Dizemos que B é uma biclique induxida, ou simplesmente uma biclique, 

de G, se B é um conjunto bipartido completo (induzido) próprio de G e é 

maximal em relação a esta propriedade. 

Se um conjunto bipartido completo não induzido B = X U Y é próprio e 

maximal, então dizemos que B é uma biclique n ã o  induxida de G. Logo, toda 

biclique (induzida) é biclique não induzida. Observe que se G é um grafo 

bipartido, então toda biclique não induzida é também biclique (induzida) de 



G. Denotamos por 1231 o número de bicliques de G. 

A Figura 1.2 mostra uma biclique e uma biclique não induzida. Note 

que B = {1,4,5) U (2) é um conjunto bipartido completo próprio maximal 

do grafo G, isto é, uma biclique. Por outro lado, B = {1,4,5} U (2) é um 

conjunto bipartido completo próprio contido em B' = {1,3 ,4 ,5}  U (21, uma 

biclique não induzida de G 

Figura 1.2: Biclique B induzida e biclique B' não induzida 

Uma cobertura por bicliques de um grafo G = (V, E) é um conjunto 

de bicliques de G tal que toda aresta de E pertence a pelo menos uma 

de suas bicliques. A cardinalidade da cobertura é o número de bicliques 



da cobertura. A cobertura será minima se não houver nenhuma outra de 

cardinalidade menor. 

1.4 Resultados de problemas sobre bicliques 

Uma das primeiras referências sobre bicliques encontra-se em Computers 

and Intractability, de Garey e Johnson [18]. Lá são abordados os seguintes 

problemas de decisão, referentes a bicliques. 

BICLIQUE BALANCEADA 

Entrada: Grafo Bipartido G = (V, E ) ,  inteiro positivo L < (VI. 

Pergunta: Existe biclique B = X U Y de G tal que 1x1 = IYI = L? 

BICLIQUE MÁXIMA 

Entrada: Grafo G = (V, E ) ,  inteiro positivo Ic 5 \VI. 

Pergunta: Existe biclique B = X U Y de G tal que 1x1 + J Y J  2 L? 

Os autores demonstraram que o problema BICLIQUE BALANCEADA 

é NP-completo, através da seguinte redução do problema CLIQUE. 



CLIQUE 

Entrada: Grafo G = (V, E ) ,  inteiro positivo Ic < JVJ .  

Pergunta: Existe C C V tal que C é uma clique de G e ICI > k? 

Dado um grafo G = (V, E) qualquer, constrói-se o seguinte grafo 

bipartido G' = (U U VV, E'). A cada vértice vi de V corresponde um vértice 

u, em U e outro wi em VV. Um vértice ui de U é adjacente ao vértice wj de 

W se a aresta {vi, uj) pertence a E ou se i = j .  E fácil ver que existe uma 

correspondência um para um entre as cliques de G e as bicliques balanceadas 

de G'. 

Yannakakis [45] demonstrou que o problema BICLIQUE MÁXIMA 

é NP-completo para grafos gerais. No entanto, este problema pode ser 

solucionado em tempo polinomial se o grafo dado é bipartido [7], como 

veremos a seguir. 

Uma terceira variação do problema considerado, abaixo definida, também 

foi demonstrada ser NP-completo mais recentemente por Peeters [36]. A 

prova usa uma redução do problema CLIQUE para BICLIQUE MÁXIMA 



EM ARESTAS. 

BICLIQUE MAXIMA EM ARESTAS. 

Entrada: Grafo Bipartido G = (V, E), inteiro positivo h < [VI. 

Pergunta: Existe biclique B = X U Y de G tal que IX(.IYI >_ k? 

Dawande et al. [7] consideraram os problemas de otimização cor- 

respondentes aos problemas de decisão anteriormente descritos. No caso 

do problema BICLIQUE MAXIMA, além do grafo bipartido G = (V, E) ,  

acrescenta-se à entrada do problema um peso pi a cada vértice vi E V. Sejam 

Vi e V2 as partições do grafo bipartido dado. O problema de encontrar uma 

biclique de peso máximo em um grafo bipartido pode ser formulado através 

da  seguinte programação inteira: 

Maximizar C p i x i  + C p j x j  

Sujeito a xi+xj < 1, i E VI, j E Vz, ( i , j )  E (i) 

xi E {O, I), para todo i E Vi U V2 (ii) 

Relaxando a restrição (ii) para O < xi < 1 para todo i E ViUV2, obtém-se 

um problema de programação linear. A matriz definida pelo conjunto de 

12 



restrições em (i) corresponde à matriz de incidência do complemento 

de G, que é totalmente unimodular, e portanto a solução do problema 

correspondente será inteira [33]. Logo, o problema de encontrar a biclique 

de peso máximo pode ser solucionado em tempo polinomial. Ainda em [7], 

os autores demonstram que encontrar a biclique de peso máximo em arestas 

é NP-difícil. No entanto, a redução utilizada não implica na NP-completude 

do problema BICLIQUE MAXIMA EM ARESTAS. 

Em [21], Hochbaum apresenta um algoritmo de aproximação para o 

problema BICLIQUE MAXIMA EM ARESTAS. Limites superiores para 

o número de arestas de uma biclique num grafo bipartido foram estabelecidos 

independentemente em [20] e [21]. 

Resultados de limites superiores para o número de bicliques de um 

grafo foram estabelecidos por Prisner 1381. No caso geral, o número de 

bicliques de um grafo é no máximo n5/2(1.618034)n + O(1). Para um grafo 

G da classe dos grafos bipartidos é demonstrado que o número máximo 

de bicliques de G é 2"12. O caso extremo é a classe CP( r ) .  Um grafo 

G é dito C P ( r )  se G é resultante da remoção de um emparelhamento 

perfeito de um grafo E(,,,. Sejam U e W as partições de um grafo C P ( r ) ,  

/VI = 2r = n. Cada subconjunto I de {I, ..., r) define uma biclique do 

tipo {ui : i E I) U {wj : j E (1, .,., r) \ I) em CP( r ) .  Logo, existem 2n/2 



bicliques desse tipo. Ainda nesse trabalho são descritas duas famílias de 

grafos fechadas por subgrafos proibidos que apresentam limites polinomiais, 

sendo que uma delas pertence à classe dos grafos gerais e a outra à classe 

dos bipartidos. 

Outro problema bastante investigado, que compreende um grande 

número de aplicações, é o de encontrar uma cobertura por bicliques que 

seja mínima. Tuza [43] apresenta limites para o número de bicliques 

necessárias para cobrir as arestas de um grafo qualquer. O problema de 

decisão correspondente foi demonstrado ser NP-difícil para grafos bipartidos 

[34] e para grafos bipartidos cordais [30]. No entanto, o problema se torna 

polinomial para as classes de grafos bipartidos sem dominó [2] (isto é, sem 

subgrafo induzido isomorfo ao grafo da Figura 1.3) e grafos bipartidos 

convexos [27]. 

Figura 1.3: Grafo dominó 

O estudo da  geração de bicliques de um grafo é ainda um pouco recente. 

Alexe et al. [I] mostraram como um algoritmo para gerar todos os conjuntos 
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independentes maximais de um grafo pode ser usado para gerar todas 

as bicliques não induzidas de um grafo. Além disso, descreveram um 

algoritmo específico para enumeração das bicliques não induzidas de um 

grafo, com resultados de tempo empiricamente melhores do que o obtido 

pela transformação descrita. Contudo, este último não representou uma 

melhoria da complexidade analítica. Além disso, o mesmo requer espaço 

exponencial. 

Kloks e Kratsh [24] descreveram um algoritmo para listar todas as 

bicliques de um grafo bipartido corda1 em tempo polinomial, enquanto que 

Eppstein [I61 descreveu um algoritmo para gerar as bicliques não induzidas 

de grafos de arboricidade limitada. Em ambos os casos, os grafos pertencem 

a classes com número de bicliques polinomial em n, o número de vértices do 

grafo de entrada. 

Em [ll], demonstramos a NP-completude dos problemas PARTE D E  

BICLIQUE e MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA. Além disso, des- 

crevemos um algoritmo polinomial para gerar a menor biclique lexicográfica 

de um grafo. Apresentamos em [9] um algoritmo para gerar todas as bicliques 

induzidas em ordem lexicográfica, com atraso polinomial entre a enumeração 

de duas bicliques consecutivas na saída. Decrevemos em [I01 algoritmos para 

gerar as bicliques não induzidas de um grafo com atraso polinomial, e que 



requer espaço de memória polinomial. Ainda neste último trabalho, descreve- 

mos algoritmos eficientes para gerar as bicliques de grafos bipartidos convexos 

e biconvexos. 



Capítulo 2 

Geração de objetos 

2.1 Introdução 

A geração de objetos de uma coleção é um problema bastante investigado 

em Teoria dos Grafos e Combinatória. Entre tais problemas, a geração 

de conjuntos independentes (respectivamente cliques) de um grafo já foi 

bastante estudado [22, 25, 35, 42, 5, 28, 40, 41, 81. 

Os algoritmos propostos para a geração de objetos costumam empregar 

diferentes noções de complexidade. Como o número de objetos a serem 

gerados pode ser exponencial no tamanho da entrada, é preciso considerar 

noções de complexidade mais flexíveis nestes casos. 

Na seção 2.2, examinamos alguns critérios conhecidos para a análise de 



complexidade de algoritmos para os quais o tamanho da saída é possivel- 

mente exponencial no tamanho da entrada. Consideramos ainda alguns 

pré-requisitos que podemos fazer em relação à ordenação dos objetos na 

saída de um algoritmo. Na seção 2.3 citamos alguns algoritmos existentes 

para a geração de bicliques de um grafo. 

Complexidade 

Seja A um algoritmo para a geração de objetos de uma coleção. Deno- 

tamos por n o tamanho da entrada de A e por k o número de objetos a 

serem gerados. A complexidade considerada consiste no número de passos 

necessários para disponibilizar cada objeto na memória. A seguir descreve- 

mos alguns critérios de análise de complexidade de algoritmos deste tipo. 

2.2.1 Tipos de complexidade 

1. Tempo Polinomial Total 

Dizemos que A tem complexidade de tempo polinomial total quando 

o tempo requerido para gerar os k objetos é polinomial em n e k. 

2. Tempo polinomial incremental 

Seja k' 5 k o número de objetos de um subconjunto do total de 



objetos a serem gerados por A. Se A tem complexidade de tempo 

polinomial incremental então, a partir da entrada e de k' objetos, 

A enumera um novo objeto ou determina que não existe outro 

objeto a ser gerado em tempo polinomial no tamanho de n e k'. 

Certamente um algoritmo que satisfaça tal critério de complexidade 

gera todos os objetos em tempo polinomial em n e Ic. Logo, se A 

tem tempo polinomial incremental então A tem tempo polinomial total. 

3. Tempo de atraso polinomial 

Um algoritmo A satisfaz este critério de complexidade quando o tempo 

necessário entre a enumeração de dois objetos consecutivos na saída de 

A, isto é o atraso, é polinomial em n. Além disso, o tempo necessário 

para gerar o primeiro objeto e o tempo decorrido após a geração do 

último são também polinomiais em n. 

O algoritmo de geração de conjuntos independentes maximais apresen- 

tado em [35] é um exemplo de algoritmo com tempo polinomial total. Este 

algoritmo dispende tempo O(n2b) sem gerar nenhum conjunto independente 

e, então, gera todos estes conjuntos em tempo O(k) .  O espaço de memória 

requerido pelo algoritmo é O ( m  $ nb) .  Um algoritmo mais eficiente de 

geração de conjuntos independentes maximais, este apresentado em [42], 

tem complexidade de tempo de atraso polinomial O(n3)  e requer espaço 

linear em n. 



Na seção 2.3 descrevemos o algoritmo de geração de bicliques não induzi- 

das de um grafo qualquer, proposto em [I], que requer tempo polinomial 

incremental. 

Em relação à complexidade de espaço, em geral os algoritmos que 

requerem tamanho polinomial de memória têm complexidade de tempo de 

atraso polinomial. 

2.2.2 Algoritmos eficientes 

Os algoritmos considerados mais eficientes neste contexto são aqueles que 

apresentam complexidade de atraso polinomial. Estes por sua vez podem ser 

divididos segundo os seguintes critérios. Denotamos por t (A)  o tempo total 

dispendido pelo algoritmo A. 

1. CAT (Constant average time) 

Um algoritmo é classificado como CAT se t (A)/k é constante. 

2. Sem-laço (Loop-free) 

Um algoritmo A satisfaz este critério de complexidade quando o tempo 



dispendido entre a enumeração de dois objetos consecutivos na saída 

de A é constante. 

Como exemplo de algoritmo loop-free citamos o algoritmo para listar as 

extensões lineares de um conjunto parcialmente ordenado, descrito em [6]. 

Outros exemplos deste tipo de algoritmos incluem algoritmos para a geração 

de permutações, combinações, etc. 

Uma outra consideração que se pode fazer é em relação à ordenação dos 

objetos na saída do algoritmo. Citamos dois tipos de ordenação muitas vezes 

utilizadas. 

I. Gray Gode 

Este termo é usado para métodos de geração de objetos nos quais dois 

objetos sucessivos na enumeração diferem "localmente" de modo 

pré-especificado. 

2. Ordenação Lexicográfica 

Sejam S e T dois subconjuntos de um conjunto ordenado. Diz-se que 

S é lexicograficamente menor  que T, quando (i) o menor elemento em 



que S e T diferem pertence a S ,  ou (ii) os [SI menores elementos de T 

coincidem com S, e ISI < ITI. Nesse caso, o interesse é gerar os objetos 

em ordem lexicográfica (crescente), ou em ordem lexicográfica reversa, 

isto é, do lexicograficamente maior para o lexicograficamente menor. 

Como exemplos de Gray codes podemos citar: (1 )  listar todas as permu- 

tações de 1,. . . , n tal que permutações consecutivas na enumeração diferem 

em apenas duas posições adjacentes; (2) listar todas as árvores binárias tal 

que duas árvores consecutivas diferem unicamente pela rotação de um nó; 

(3) listar todas as árvores geradoras de um grafo tal que árvores consecutivas 

diferem de uma única aresta. Em [39], Savage fornece um estudo abrangente 

e uma bibliografia vasta sobre o assunto, incluindo os exemplos acima 

citados. O algoritmo loop-free descrito em [6 ] ,  que lista as extensões 

lineares de um conjunto parcialmente ordenado, usa o método Gray code. 

As extensões lineares são listadas de modo que duas extensões consecu- 

tivas na saída diferem apenas pela transposição de dois elementos adjacentes. 

O algoritmo de Johnson, Yannakaltis e Papadimitriou [22] gera os 

conjuntos independentes de um grafo em ordem lexicográfica com atraso 

O(n3).  Os autores demonstram ainda que não existe algoritmo com tempo 

de atraso polinomial para gerar os conjuntos independentes em ordem 

lexicográfica reversa a menos que P=NP. Isto é, mesmo utilizando critérios 

de complexidade mais flexíveis, podem não existir algoritmos para a solução 



deste tipo de problema, quando se considera algum critério de ordenação 

para a geração dos objetos. 

Geração de bicliques 

O algoritmo de geração de bicliques proposto por Alexe et al. [I] faz 

uso de duas definições que descrevemos a seguir. Sejam B = X U Y e 

B' = X' U Y' dois conjuntos bipartidos completos, não induzidos, de um 

dado grafo G. Então B absorve B' se X '  C X e Y' C Y, ou se X' c Y e 

Y' C X. Se Y n Y' # 0, então o consenso de B e B' é o conjunto bipartido 

completo definido por (X U X') U (Y n Y'). Observe que pode haver mais 

de um consenso entre B e B', definidos por quaisquer duas partes que se 

interseptem. 

Seja G = (V, E) um grafo com IVI = n. O algoritmo tem como entrada, 

além do grafo G, uma lista C de k' bicliques, k' 5 n, que forma uma 

cobertura das arestas de G. Enquanto houverem duas bicliques B e B' 

distintas de C tal que existe um consenso B" entre estas que não é absorvido 

por nenhuma biclique de C ,  o algoritmo estende B" a uma biclique de G e 

inclui a mesma em C. 



O algoritmo tem tempo polinomial incremental em ICI = O(k) e n. 

O tempo total do algoritmo é O(nk(m + nlog2k)) = O(n3k). O espaço 

requerido pelo algoritmo é O(5). 

Alexe et al. [I] observaram que um algoritmo para gerar todos os con- 

juntos independentes maximais pode ser usado para a geração das bicliques 

não induzidas de um grafo G = (V, E) do seguinte modo. Seja G' um grafo 

consistindo de duas cliques VI e &, cada uma com IVI = n vértices, onde 

cada vi E V aparece como vi E Vi, e como v," E &. Dois vértices vi e v! são 

adjacentes em G' se e somente se (vi, vj) E E. Existe uma correspondência 

2-1 entre as cliques (completos maximais) de G' e as bicliques não induzidas 

de G, com exceção das duas cliques Vi e V2. Consequentemente, as bicliques 

não induzidas de um grafo podem ser geradas com atraso O(n3). 

Uma estratégia similar pode ser usada para a geração de todos os 

conjuntos bipartidos completos (próprios ou degenerados) maximais de um 

grafo G = (V, E). Seja G' um grafo consistindo de dois complementos do 

grafo G, e &, cada um com IVI = n vértices, onde cada vi E V aparece 

como vá E Vi, e como v," E V2. Dois vértices vi e v; são adjacentes em G' se e 

somente se (vi, vj) E E. Existe uma correspondência 2-1 entre as cliques de 

G' e os conjuntos bipartidos completos maximais de G. Seja C uma clique de 

G'. É fácil ver que C está inteiramente contida em VI (ou V2) se e somente 



se o conjunto bipartido completo maximal correspondente de G é degenerado. 

Claramente, o método descrito acima pode ser usado para gerar todos 

os conjuntos bipartidos completos próprios maximais, isto é, as bicliques de 

G. No entanto, o número de conjuntos bipartidos completos degenerados 

maximais de G pode ser exponencial em n ,  mesmo que o número de bicliques 

em G seja polinomial em n. Consequentemente, o algoritmo descrito no 

parágrafo anterior não tem complexidade de tempo de atraso polinomial. 

A Figura 2.1 representa uma classe de grafos com n/2 bicliques (o 

conjunto de bicliques coincide com o conjunto de arestas) e 2n conjuntos 

independentes maximais, isto é, conjuntos bipartidos completos degenerados 

maximais. 

Figura 2.1: Classe de grafos com número de conjuntos bipartidos completos degenerados 
maximais exponencial no número de bicliques 



Quando o número de objetos a serem gerados é polinomial em n então 

um algoritmo que satisfaça qualquer um dos critérios anteriormente descritos 

requer tempo polinomial em n. Exemplos destes casos no problema de 

geração de bicliques podem ser vistos em [16, 241. Eppstein [16] descreve um 

algoritmo para gerar as bicliques não induzidas de grafos de arboricidade 

limitada, enquanto que em [24] é apresentado um algoritmo que gera as 

bicliques de um grafo bipartido cordal. 

Conclusão 

Noções de complexidade mais flexíveis de eficiência são necessárias 

quando o número de objetos a serem gerados por um algoritmo é exponen- 

cial no tamanho de sua entrada. No entanto, mesmo adotando esses critérios 

de complexidade nem sempre é possível a descrição de um algoritmo eficiente 

para solucionar estes problemas. 

No capítulo seguinte demonstramos que não existe algoritmo para gerar 

as bicliques de um grafo em ordem lexicográfica reversa, com complexidade 

de atraso polinomial, a menos que P=NP. Por outro lado, no capítulo 4 

descrevemos um algoritmo para gerar as bicliques de um grafo em ordem 

lexicográfica, com atraso O(n3).  No capítulo 5 decrevemos um outro algo- 

ritmo que gera as bicliques não induzidas de um grafo com atraso O(nm)  



e que requer espaço polinomial. No capítulo 6, tratamos de geração de 

bicliques de algumas classes de grafos com número polinomial de bicliques, 

especificamente, bipartidos convexos e biconvexos. 



Capítulo 3 

Problemas de bicliques 

3.1 Introdução 

Problemas de decisão de bicliques têm se mostrado tão difíceis quanto os 

problemas de clique análogos. Por exemplo, problemas como BICLIQUE 

MÁXIMA, BICLIQUE MÁXIMA EM ARESTAS e BICLIQUE BA- 

LANCEADA foram demonstrados ser NP-completos para grafos gerais em 

[45], [36] e [18] respectivamente. Johnson, Papadimitriou e Yannakakis [22] 

demonstraram que o problema de encontrar a maior clique lexicográfica é 

NP-completo. Como veremos, o problema biclique correspondente é também 

NP-completo. 

Neste capítulo consideramos dois problemas de decisão. Na seção 3.2, 

definimos e demonstramos que o problema PARTE DE BICLIQUE é 



NP-completo. Na seção 3.3 demonstramos a NP-cornpletude do problema 

MAIOR BICLIQUE LEXICOGRÁFICA. Nos dois casos, através de uma 

transformação polinomial do bem conhecido problema de SATISFABILI- 

DADE. Ambos os problemas são relevantes quando consideramos algoritmos 

de geração de bicliques. Em particular, a NP-completude do problema 

MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA tem como consequência a 

inexistência de um algoritmo para gerar as bicliques de um grafo em ordem 

lexicográfica reversa, com atraso polinomial, a menos que P=NP. 

3.2 Parte de biclique 

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que S C V é parte de uma biclique 

B = X U Y se S = X ou S = Y. A seguir definimos os problemas de decisão 

SATISFABILIDADE e PARTE D E  BICLIQUE. 

SATISFABILIDADE 

Entrada: Conjunto A = {ai, ..., ak)  de variáveis lógicas, coleção 

C = {Cl, ..., C,) de n > 1 cláusulas sobre A, onde cada 

cláusula é uma conjunção de literais nas variáveis de A. 

Pergunta: Existe atribuição de valor às variáveis de A, tal que 

cada cláusula em C tem pelo menos um literal com valor ver- 

dadeiro? 



PARTE D E  BICLIQUE 

Entrada: Grafo G = (V, E), subconjunto S C V. 

Pergunta: Existe biclique de G com parte S? 

No primeiro problema, diz-se que existe uma atribuição verdade para 

C, ou ainda que C é satisfativel, quando a pergunta pode ser respon- 

dida afirmativamente. Observe que no problema da SATISFABILIDADE 

podemos assumir n > 1, caso contrário o problema é trivialmente polinomial. 

Teorema 3.1 Dado um grafo G = (V, E) e u m  subconjunto S C V, é 

NP-Completo decidir se S é parte de u m a  biclique. 

Demonstração: 

Inicialmente, provamos que o problema PARTE D E  BICLIQUE 

pertence a NP. Como certificado, basta fornecer uma biclique da qual S é 

parte. Seja Y a outra parte da  biclique dada. Claramente, pode-se verificar 

em tempo polinomial que B = S U Y é um conjunto bipartido completo 

próprio de G e, além disso, que todo vértice v E V \ ( S  U Y) satisfaz uma 

das condições: 

(i) se { v }  U Y é um conjunto independente, então v não é adjacente a pelo 

menos um vértice de S.  



Figura 3.1: Grafo obtido na prova do teorema 3.1 



(ii) se {v) U S é um conjunto independente, então v não é adjacente a pelo 

menos um vértice de Y. 

Mostraremos uma transformação do problema de SATISFABILIDADE 

para o problema PARTE D E  BICLIQUE. Seja (A,C) uma entrada para 

SATISFABILIDADE, com cláusulas C1, C2, . .. , Cn, onde lij é o j-ésimo 

literal d a  cláusula Ci. Lembramos que n > 1. 

A seguir, definimos como obter o grafo G = (V, E) e o conjunto S C V, 

isto é, a entrada particular para PARTE D E  BICLIQUE, a partir da 

entrada de SATISFABILIDADE (ver figura 3.1). 

O conjunto V de vértices de G é a união de três subconjuntos, 

V = W U S U Z,  tal que: 

(i) Para cada literal 1, de Ci, 1 5 i 5 n, existe um vértice w, correspondente 

em W; 

(ii) O conjunto S tem n vértices, denotados por VI,  . . . , v,; 

(iii) O conjunto Z tem n vértices, denotados por zl ,  . .. , 2,. 

O conjunto E de arestas de G é a união de três subconjuntos, 

E = W' U S' U Z', tal que: 



(i) TV' = {(wij, w,,) : !ij = 1Gq, i # p} ;  

(ii) S' = {(vi, w,,) : Vi E S, w,, E W); 

(iii) Z' = { (xi, w,,) : xi E Z, w,, E W, i # p). 

Claramente, essa construção pode ser realizada em tempo polinomial. 

Suponha que (A, C) seja satisfatível. Seja T uma atribuição de valor 

às variáveis de A tal que cada cláusula de C tem pelo menos um literal 

verdadeiro. Vamos selecionar um conjunto independente Y C W tal que 

S U Y é uma biclique de G. Primeiro defina Y' Ç W selecionando todos os 

vértices de W que correspondem a literais com valor verdadeiro em T. Por 

definição, Y' é um conjunto independente de G, contendo pelo menos um 

vértice w, para cada i = 1, . . ., n. Agora, tome Y como sendo um conjunto 

independente maximal contendo Y'. Note que Y W.  Claramente, S U Y 

induz um subgrafo bipartido completo em G. Para verificar que S U Y é 

uma biclique, observe que todo vértice de W \ Y corresponde a um literal 

cujo complementar pertence a Y e, como n > 1, cada zi é adjacente a algum 

um vértice wkq de Y, i # I%.  Logo, a partir da atribuição T, obtemos uma 

biclique em G com parte S. 

Agora, seja S U Y uma biclique de G. Como Z U S é um conjunto 

independente em G, tem-se que Y 2 W. Pela maximalidade de S U Y, para 



cada xi E Z existe um vértice w, E Y. Escolha então para cada cláusula 

Ci um vértice w, que pertence a Y. Cada vértice wij corresponde a um 

literal 1,. Atribua valor verdade iro  a cada um desses literais. Como Y é 

um conjunto independente, cada vértice w, corresponde a um literal 1, tal 

que se L,, = l l i j  e L,, E C,, com p # i, então w,, 51 Y. Portanto, a cada 

variável é atribuído um único valor. Logo, obtemos assim uma atribuição de 

valores que satisfaz C. i 

O Teorema 3.1 diz que dado um conjunto independente S (maximal ou 

não) de um grafo G é aparentemente difícil decidir se G tem uma biclique 

com parte S, resultado este não muito intuitivo. O corolário a seguir torna 

este resultado ainda mais forte. 

Corolário 3.2 É NP-Completo decidir se um vértice v de G é parte de u m a  

biclique, ou, equivalentemente, se existe U C Tf \ { v )  tal que ( v ,  U) é u m a  

biclique de G. 



Demonstração: 

Tome S = {v) na prova do Teorema 3.1.. 

3.3 Maior biclique lexicográfica 

Seja G = (V, E) um grafo com V = (1,. . . , n). Considere duas bicliques 

B = X U Y e B' = X' U Y' de G. Seja S = {sl, ..., st) a ordenação 

crescente dos vértices de X U Y, analogamente S' em relação a X' U Y'. 

Seja i a primeira posição na qual si e si são discordantes em S e S'. Então 

B é lexicograficamente menor que B', se si < si. Caso contrário, B é 

lexicograficamente maior que B'. 

A seguir, definimos o problema de decisão relacionado. 

MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA 

Entrada: Grafo G = (V, E), biclique B e uma ordem total nos 

vértices de V. 

Pergunta: Existe biclique B' de G que seja lexicograficamente 

maior que B? 



Figura 3.2: Grafo obtido na prova do teorema 3.3 



Teorema 3.3 Dado um grafo G = (V, E), uma biclique B, e uma ordem 

sobre V, é Co-NP-completo decidir se B é a maior biclique lexicográfica de G. 

Demonstração: 

Inicialmente, provamos que o problema pertence a Co-NP. Como certifi- 

cado basta fornecer uma biclique B' que seja lexicograficamente maior que 

B, o que claramente pode ser verificado em tempo polinomial. 

Para demonstrar a completude, fornecemos a seguinte transformação 

a partir do problema de SATISFABILIDADE. Seja (A, C )  uma entrada 

para SATISFABILIDADE, com cláusulas Cl, . . . , C,, onde 1, é o j-ésimo 

literal da  cláusula Ci. Seja m o número total de ocorrências de literais 

que aparecem em Uy=, Ci. Construímos em tempo polinomial um grafo 

G = (V, E), uma biclique B, e uma ordem sobre V, tal que C é satisfatível 

se e somente se B não é a maior biclique lexicográfica de G (Figura 3.2). 

O conjunto de vértices V é a união de três subconjuntos, V = Y U Z U W ,  

tal que: 

(i) O conjunto Y tem 2n vértices: a cada cláusula Ci, 1 5 i 5 n, correspon- 

dem dois vértices yi e yk; 

(ii) O conjunto Z tem 2 vértices: z e z'; 
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(iii) O conjunto W tem 2m vértices: para cada literal lij de Ci existem dois 

vértices wij e wij correspondentes em W. 

O conjunto de arestas de G é definido por E = Y* U Z* U W*, tal que: 

(i) Y* = {(yi,yi) : i  = 1 , . . . ,  n e j  = 1 , . . . ,  n)  U {(yi,whq) : i  = 1 , . . , )  n e  

p # i) U {(y:,wpq) : i = 1 , .  . . , n  e p # i); 

(ii) Z* = {(x, 2')) U {(x', yi) : i = 1,. . . , n); 

(iii) W* = {(wij, w:~) : wij, wij E W )  U {(wij, wLq), (w:~, wpq) : i # p e 

!ij # -4,) U {(wij, wpq) : i # p e 1, = i$,). 

Defina B = {x') U ({x} U {yl, ya, ... , yn}). Note que B é uma biclique, 

já que 1V. = (2') e N z ~  = {x) U {yl, yz, ..., Yn) 

Finalmente, terminamos a construção estabelecendo a seguinte ordenação 

total dos vértices de G. A cada vértice y: atribuímos rótulo i, e a cada yi, 

n + i, para i = 1 , .  . . , n; Aos vértices x e x', atribuímos 2n + 1 e 2n + 2, 

respectivamente; Cada vértice w E W recebe um rótulo j 2 2n + 3. 

A cada cláusula Ci corresponde uma aresta (yi, y:). Observe que B é a 

única biclique que contém o vértice z. Toda biclique B' # B que contém 2' 

é tal que y: E B', para algum i = 1,.  . . , n. 



A estrutura do grafo G obtido fornece a seguinte equivalência. Existe 

u m a  biclique B' lexicograficamente maior  que B e m  G se  e somente se existe 

u m a  atribuição verdade que satisfaz C .  

Suponha que G contém uma biclique B' lexicograficamente maior que 

B. Nesse caso, yh $2 B', para todo i = I , .  . . , n ,  o que implica que B' 

contém wij, para cada i = 1 , .  . . , n .  Como este conjunto de vértices w, 

é um conjunto independente, os literais lij correspondentes fornecem uma 

atribuição verdade que satisfaz C. 

Por outro lado, a toda atribuição T que satisfaz C corresponde uma 

bicliclue B' de G inteiramente contida em W. Por construção, B' é lexi- 

cograficamente maior que B.i 

3.4 Conclusão 

Os algoritmos apresentados no capítulo a seguir contrastam bastante 

com os resultados aqui apresentados. Pelo Teorema 3.3, vimos que não 

existe algoritmo para encontrar a maior biclique lexicográfica de um dado 



grafo a menos que P=NP. 

No capítulo 4, descrevemos um algoritmo que dado um grafo G e um con- 

junto bipartido completo B' - próprio ou não - fornece em tempo polinomial 

a menor biclique lexicográfica de G contendo B'. Mostramos ainda como 

este algoritmo pode ser usado para encontrar a menor biclique lexicográfica 

de G. Além disso, descrevemos um algoritmo que enumera as bicliques de 

um grafo G em ordem lexicográfica com atraso polinomial entre as saídas de 

duas bicliques consecutivas. 



Capítulo 4 

Geração de bicliques 

4.1 Introdução 

Neste capítulo tratamos da geração das bicliques de um grafo qualquer. 

Na seção 4.2, descrevemos um algoritmo para gerar a menor biclique le- 

xicográfica contendo um dado conjunto bipartido completo, em tempo O(n2). 

Apresentamos, na seção 4.3, um algoritmo que enumera as bicliques de G 

em ordem lexicográfica, que requer tempo polinomial entre a enumeração 

de duas bicliques consecutivas. A existência destes algoritmos, com suas 

respectivas complexidades, contrasta com os resultados de NP-completude 

na versão desses problemas nas quais se considera a ordem lexicográfica 

reversa, demonstrados no capitulo anterior. 

O algoritmo que enumera as bicliques de G em ordem lexicográfica 

utiliza uma técnica inspirada naquela empregada no algoritmo apresentado 



em [22], que gera os conjuntos independentes maximais de um grafo em 

ordem lexicográfica com complexidade de tempo de atraso polinomial. 

4.2 Algoritmo para gerar a menor biclique le- 
xicográfica 

Seja G = (V, E) um grafo, cujos vértices têm uma ordenação total em 

V = (1,. . . , n). Dado um conjunto bipartido completo B = X U Y, com 

X # 0, o algoritmo MBLB retorna a menor biclique lexicográfica B' de G 

que contém B, ou B' = 0, caso não exista biclique de G contendo B'. 

Denotamos por Bj = B  n (1,. . . , j), Xj = X n (1,. . . , j), e por 

Y ,  = Y n (1,.  . . , j). Representamos por B* a menor biclique lexicográfica 

de G. 

A primeira fase do algoritmo MBLB encontra o menor conjunto bipartido 

completo próprio B' contendo B, caso exista. Caso contrário, o foco de X é 

vazio, o algoritmo retorna B' = 0. Na segunda fase, o algoritmo estende B' a 

um conjunto bipartido completo próprio maximal de G, isto é, uma biclique 

de G. Nas duas fases, os vértices são considerados em ordem crescente, o 

que garante que B' seja a menor biclique lexicográfica contendo B. 



Figura 4.1: Grafo G 



Algoritmo MBLB 

Entrada: Grafo G = (V, E), ordena~ão total de V, 
conjunto bipartido completo B = X u Y 

Saída: Menor biclique lexicográfica B' contendo B, caso exista; 
B' = 0, caso contrário 

1. Se Y = 0 então 
Se F ( X )  = 0, então B' = 0 
Senão i t 1 
Repita j t i-ésimo menor vértice de V \ B 

Se 2 X e F ( X )  n fVj # 0 então X t X U {j} 
Se Nj > X então Y t {j} 
iti+l 

Até que Y # 0 
2. X '  t X; Y' t Y 

Para k t j a t é n e  k E V \ ( X U Y )  
Se Nk > X'  e Nk > Y' então X' t X' U {k} 
Se TI, 2 Y' e Nk > X' então Y' t Y' U {k} 

Retorne B' = X' U Y' 

Figura 4.2: Algoritmo para fornecer a menor biclique lexicográfica 

A fim de encontrar B*, a menor biclique lexicográfica de G, basta aplicar 

o algoritmo MBLB com B = X U Y, X = { k )  e Y = 0, onde k é o menor 

vértice não isolado de G. 

O algoritmo MBLB é descrito na Figura 4.2. A Figura 4.1 mostra um 

grafo e suas bicliques em ordem lexicográfica e B* em destaque. Considere 

uma execução deste algoritmo para o grafo da Figura 4.1. Seja X = {1,2) e 

Y = 0. Nesta situação, o algoritmo retorna B' = 0, pois o foco de X = {1,2} 



é vazio. Com X = (1) e Y = @, o algoritmo retorna {1,3,5) U {4,6} = B*. 

A complexidade de tempo do algoritmo MBLB é O(n2). E fácil ver que 

qualquer operação descrita no algoritmo, tanto na primeira como na segunda 

fase, pode ser realizada em tempo O(n)  para cada vértice examinado. 

Como cada vértice é considerado no máximo uma vez, o algoritmo pode ser 

implementado em tempo O(n2). 

4.3 Geração de bicliques em ordem lexicográ- 
fica 

Seja G = (V, E) um grafo, com V = 1 , .  . . , n}. Sejam 

Bj  = B n { l ,  . . . ,  j), Xj  = X n { l ,  . . . ,  j}, e Y ,  = Y n { l ,  . . . ,  j) .  

Seja B* a menor biclique lexicográfica de G. 

O Lema 4.1 caracteriza a menor biclique lexicográfica de um grafo 

através de uma condição de maximalidade. Esta condição é empregada no 

algoritmo apresentado para geração de bicliques em ordem lexicográfica. O 

Teorema 4.2 mostra como esta condição é usada para assegurar que todas 

as bicliques são enumeradas em ordem lexicográfica. 



Lema 4.1 Seja B = XUY uma biclique de G. Então B = B*, se e somente 

se não existe biclique de G contendo Bj U {e), para todo j E (1,. . . , n)  e 

e E {I,. . . ,j} \ Bj.  

Demonstração: 

Seja B = X U Y e B = B*. Por contradição, suponha que G contém 

uma biclique B' > Bj U {e), & E (1,. . . , j) \ Bj. Seja e' o primeiro vértice 

no qual B e B' são discordantes. Claramente, 1' E B' e e' 5 < j .  Logo, B' 

é menor lexicograficamente que B, o que é uma contradição. 

Por outro lado, seja B uma biclique tal que não exista outra biclique de 

G contendo Bj U {e), com j E {I , .  . . , n) e & E (1,. . . , j ) .  Novamente por 

contradição, suponha que B # B*. Seja j o menor índice tal que Bj # B;. 

Nesse caso, j E B* e j 52 B. Consequentemente, B* contém Bj U {j), o que 

contraria a hipótese inicia1.i 

Seja B uma biclique de G e Bj = B n {I,. . . , j). Dizemos que Bj 

é fracamente maximal se não existe biclique B' # B tal que B' contém 

Bj U {e), para algum E (1,.  . . , j) \ Bj. 

Por exemplo, considere a biclique B" = ( 2 ) ~  {3,7) do grafo da  Figura 4.1. 

Bi = (2) U (3) não é fracamente maximal, pois B' = {2,4,6) U (3) contém 
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Bgu(4). Nesse caso, j = 6 é o maior inteiro para o qual B; não é fracamente 

maximal, já que By = B". Pelo Lema 4.1, B é a menor biclique lexicográ- 

fica de G se e somente se Bj é fracamente maximal, para todo j E (1,. . . , n). 

O algoritmo descrito na Figura 4.3, tendo como entrada um grafo 

G = (V, E) e uma ordenação total sobre os vértices de V, enumera as 

bicliques de G em ordem lexicográfica. A Figura 4.4 mostra um trecho da 

execução do algoritmo aplicado ao grafo da Figura 4.1, após a enumeração 

da biclique B* = {1,3,5) U {4,6). 



Algoritmo GBOL 

Entrada: Grafo G = (V, E ) ,  ordenaqão sobre V 

Saída: Enumera~ão de todas as bicliques de G em ordem lexicográfica 

Encontre a menor biclique B* de G 
Q4 
Inclua B* na fila Q 
Enquanto Q # 0 faqa 

Retire a menor biclique lexicográfica B = X U Y de Q 
Enumerar B 
Para cada vértice j E V \ B faca 

Xj +- Xn{1,. . . ,j} 
+ Y n { l , . . . , j }  

Repita duas vezes 
S e X j n N j # @ o u ~ n N j # O e n t ã o  

x(j +- (xj \ Nj) u {j) 
l p - ~ , \ E j  
Se X(j U Y,! é fracamente maximal então 

Encontre a menor biclique B' de G contendo X(j U 
Se B' # @ e B' 6 Q então inclua B' em Q 

Troque os contedos de Xj e Y,  

Figura 4.3: Algoritmo para geracão de bicliques em ordem lexicográfica 



Enumerar B = {1,3,5) U {4,6) 

X2 t 0 e Yz t (1) 
~ ~ n ~ ~ = @ e ~ z n N ~ = { l }  

x; +-- (X2 \ N2) u (2) = (2) 
Y , ' t & \ N 2 = 0  
(Xh u Y,') = (2) é fracamente maximal 

B' t {2,4,6) U (3) 
B' $ Q então Q t B' 

X7 (4,6) e Y7 +- (1,3,5) 
x 7 n ~ v , = @ e S n N 7 =  {1,3,5) 

x: +- (X7 \ 1V7) U (7) = (7) 
~ + t ~ ~ \ X 7 = 0  
(X; U Y,') = (7) não é fracamente maximal 

Figura 4.4: Execu@o do algoritmo após enumerar B = {1,3,5} U {4,6) 



Teorema 4.2 Dado u m  grafo G = (V, E) ,  o algoritmo GBOL enumera todas 

as bicliques de G e m  ordem lexicográfica. 

Demonstração: 

Claramente, se G tem uma única biclique o algoritmo funciona correta- 

mente. Suponha que G tenha mais que uma biclique. Seja B' uma biclique 

incluída em Q dentro do laço 

Enquanto Q # 0 faça 

na iteração j após uma biclique B = X U Y ser listada. Nesse caso, B' é a 

menor biclique lexicográfica contendo Xi U q', onde Xi = (Xj \ Nj) U {j} 

e = Y ,  \ mj, para algum j E V \ B que satisfaz X j  n Nj # fl ou 

J$ n & # fl. Como Bi é fracamente maximal, concluímos que Bi = Xi U q. 
Como Xj  n Nj # 0 ou J$ n xj # 0, a primeira posição i < j na qual as 

bicliques B e B' são discordantes satisfaz i E B \ B'. Consequentemente, 

B' é lexicograficamente maior que B. Além disso, uma biclique é listada 

quando é a menor lexicográfica em Q. Logo, as bicliques são listadas em 

ordem lexicográfica estritamente crescente. Sendo assim, nenhuma biclique 

é enumerada duas vezes. 

Falta mostrar que todas as bicliques são listadas. A prova é feita por 

indução na extensão da lista de bicliques enumeradas. A primeira biclique 

listada pelo algoritmo é B*. No caso geral, seja B = X U Y, B # B*, a 



próxima biclique na ordenação lexicográfica das bicliques de G. Mostraremos 

que B E Q nesta ocasião e que, nesse caso, B será escolhida pelo algoritmo 

como a próxima a ser listada, o que conclui a prova. A idéia central é 

identificar uma biclique B a partir da qual B é incluída em Q, caso B 4 Q. 

Seja j o maior inteiro tal que Bj U {C} pertence a alguma biclique de G, 

para algum C E {I, . . . , j )  \ Bj .  O Lema 4.1 garante a existência de j > 0. 

Dado que B é um conjunto bipartido completo maximal, j < n. Seja B uma 

biclique de G que contém Bj U (1). 

Nesse caso, B~ > Bj U {e}. Claramente, B~ = U $ é tal que & > X j  

e 2 Yj. Além disso, como C E B~ \ B j ,  tem-se que % # X j  ou $ # Y,. 

A maximalidade de j implica que j + 1 E B, pois Bj+1 é fracamente 

maximal. Sem perda de generalidade, suponha que j + 1 E X. Novamente 

pela maximalidade de j ,  e como j + 1 E B, segue que Nfli > 4 \ X j  e 
- 
Nj+l > $ \ 5. Como & # X j  ou # Yj, a primeira posição i na qual B e 

B discordam é tal que i E B \ B. Logo, B é menor lexicograficamente que B. 

Pela hipótese de indução, B foi listada pelo algoritmo. A seguir mostramos 

que na iteração na qual B é listada, o algoritmo inclui uma biclique B' em 

Q, satisfazendo B' = B, caso B' ainda não esteja em Q. 

Vamos examinar o vértice j + 1 da iteração na qual B foi listada. Como 



Nj+l 2 -%j \ X j  e > 5 \ Y, e, além disso, & # Xj ou 5 # q, temos 

que j  + 1 E V \ B. Pela mesma razão, concluímos que é impossível ocorrer 

simultaneamente & n Nj = C n Nj = 0 e C n Nj = & n Nj 0, 0 que 

implica que o bloco 

Repita duas vezes 

será executado ao menos uma vez para j  + 1 .  Sem perda de generalidade, 

assuma que xj n Nj # 0 ou c. nNj # 0. Seja x;+, = (x,+, \ U { j  + 1) 

e + = + \ 1 .  Claramente, x;+~ = Xj u { j  + 1) e c+, = 5. A 

maximalidade de j diz que U q+l U {!) é fracamente maximal em 

G. Portanto, o algoritmo encontra a menor biclique lexicográfica B' de G 

que contém U = Bj+,. Como Bj+1 c B, concluímos que 8' # 0. 

Assim, o algoritmo inclui B' em Q, caso B' Q. 

Completamos a prova mostrando que B' = B. Já vimos que = Bj+1. 

Por contradição, suponha que B' # B.  O fato de B' ser a menor biclique 

lexicográfica contendo Bj+l, implica que B' é lexicograficamente menor que 

B .  Consequentemente, a primeira posição k > j  na qual B' e B discordam, 

satisfaz k E B' e k B.  Nesse caso, Bk U {k) é fracamente maximal em G, 

o que contradiz a maximalidade de j .  Logo, B' = B.i  

O Teorema 4.3 mostra que o algoritmo GBOL dispende tempo polinomial 

entre a saída de duas bicliques consecutivas na ordenação lexicográgica. 



Teorema 4.3 O algoritmo GBOL enumera as bicliques de G com tempo de 

atraso polinomial O (n3). 

Demonstração: 

Seja G = (V,  E )  a entrada do algoritmo GBOL, onde (VI = n. O número 

de bicliques 1231 de G é da ordem de 2n. Implementando Q como uma fila de 

prioridade, as operações correspondentes a verificar se uma biclique B E Q, 

inserir uma biclique B em Q e remover uma biclique B de Q podem ser 

realizadas em tempo O(log2JBI), ou seja, O(n) .  Ao listar uma biclique B ,  

o algoritmo GBOL realiza O(n)  tentativas de gerar bicliques contendo Bj,  

através de chamadas sucessivas do algoritmo MBLB. Como uma execução do 

algoritmo MBLB requer tempo O(n2) ,  a diferença de tempo entre as saídas 

de duas bicliques de G listadas consecutivamente pelo algoritmo GBOL é 

O(n3).  O mesmo limite de tempo se aplica tanto para gerar a menor biclique 

lexicográfica como após listar a maior biclique lexicográfica de G. Portanto, 

as bicliques são geradas com atraso polinomial O (n3)  .i 



4.4 Conclusão 

O espaço requerido pelo algoritmo corresponde ao tamanho da fila 

Q, isto é, O(2"). Como no caso de geração dos conjuntos independentes 

maximais (respectivamente, cliques) em ordem lexicográfica, um algoritmo 

para gerar as bicliques de um grafo em ordem lexicográfica, em tempo de 

atraso polinomial, usando espaço polinomial de memória permanece um 

problema em aberto. 

No entanto, este problema é mais básico no tocante a geração de bicliques. 

Até agora não se conhece algoritmo com tempo de atraso polinomial e espaço 

polinomial para gerar as bicliques de um grafo geral, mesmo quando o reque- 

rimento da ordenação lexicográfica é desprezado. 



Capítulo 5 

Geração de bicliques não 
induzidas 

5.1 Introdução 

Este capitulo aborda a geração de bicliques não induzidas de um grafo. 

Na seção 5.2 mostramos uma transformação de um grafo G qualquer em um 

certo grafo bipartido G' tal que existe uma correspondência um-para-dois 

entre as bicliques não induzidas de G e as bicliques de G'. 

A seção 5.3 apresenta algumas propriedades de bicliques em grafos bi- 

partidos, tais propriedades são utilizadas pelo algoritmo descrito na seção 

seguinte. Descrevemos, na seção 5.4, um algoritmo que lista as bicliques 

de um grafo bipartido, que requer tempo polinomial entre a enumeração de 

duas bicliques consecutivas. Além disso, o espaço de memória utilizado pelo 

algoritmo é polinomial. 



5.2 Transformação 

Seja G = (U U W, E) um grafo bipartido. Então toda biclique não 

induzida de G é uma biclique, sendo que uma das partes está total- 

mente contida em U e a outra totalmente contida em W. A seguir 

mostramos como um algoritmo para gerar as bicliques de um grafo bipartido 

pode ser usado para gerar as bicliques não induzidas de um grafo G = (V, E) .  

Dado um grafo G = (V, E), onde V = (1,. . . ,n), o grafo bipartido 

G' é construído do seguinte modo: G' consiste de dois conjuntos indepen- 

dentes U = { u l , .  . . , u,) e W = fui l , .  . . , w,), respectivamente, onde dois 

vértices ui e zoj são adjacentes se e somente se (i, j )  E E. Observe que 

(ui, wi) $! E', para i = {I,.  . . , n), e que cada biclique B = X U Y de G 

apareceemGJcomo B1= ( U n X ) u ( W n Y )  e c o m o B U =  ( W n X ) u ( U n Y ) .  

Claramente, existe uma correspondência um-para-dois entre as bicliques 

não induzidas de G e as bicliques de G'. 

A Figura 5.1 mostra um grafo G e suas bicliques {1,4) U {2,3), 

(2) U {1,3,4,5) e (3) U {1,2,4). As duas bicliques do grafo G' obtido, 

correspondentes à biclique {1,4) U {2,3) de G, estão em destaque na 

Figura 5.2. 



Figura 5.1: Grafo G 

Sejam i e j os menores índices, respectivamente, nas partes X e Y de 

uma biclique de G. Certamente i # j. Seja A um algoritmo que enumere 

as bicliques de um grafo bipartido. A fim de listar uma única vez as 

bicliques não induzidas de G, basta realizar a seguinte alteração em A. 

Se i < j, lista-se a biclique (U n X) U (W n Y )  correspondente em G', 

caso contrário deve ser listada a biclique (W n X) U (U n Y). Com esta 

convenção: {1,4) U {2,3) será listada como {ul, u4) U {w2, w3), enquanto 

(2) U {1,3,4,5) será listada como {ui , u3, u4, u5) U (w2) Sendo assim, o 

problema de geração de bicliques não induzidas em grafos gerais pode ser 

reduzido ao problema de geração de bicliques em grafos bipartidos, assunto 

das seções seguintes. 



Figura 5.2: Grafo G' 

5.3 Propriedades de bicliques em grafos bipar- 
tidos 

Seja G = (V, E) um grafo bipartido, com partições U = {ul,. . . , up)  

e W = {wl,. . . , w,). Denotamos por B = X U Y um conjunto bipartido 

completo próprio de G tal que X C U e Y C W. Evidentemente, se 

B = X U Y é um conjunto bipartido completo próprio de G então X C F ( Y )  

(equivalentemente, Y C F ( X ) ) .  A Proposição 5.1 caracteriza esta condição 

de maximalidade. 



Proposição 5.1 U m  conjunto bipartido completo próprio B = X U Y de  

u m  grafo bipartido G é u m a  biclique se e somente  se X = F(Y) e Y = F(X). 

Demonstração: 

Seja B = X U Y uma biclique de G. Como U e W são conjuntos 

independentes, não existe u E U \ X tal que u E F(Y) e não existe 

w E W \ Y tal que w E F(X). Logo, X = F(Y) e Y = F(X). 

Por outro lado, se X = F(Y) e Y = F(X) não existe conjunto bipartido 

completo próprio contendo estritamente XUY. Logo, XUY é biclique de G.. 

A Proposição 5.2 fornece uma outra condição de maximalidade, desta vez 

em relação aos outros conjuntos bipartidos completos próprios maximais do 

grafo. 

Proposição 5.2 Seja B = X U Y u m  conjunto bipartido completo próprio 

de G. E n t ã o  B é u m a  biclique de G se e somente  se para toda outra biclique 

B' = X' U Y' de G valem: 

( i )  X # X' e Y # Y'; e 

(i i)  X C X' se somente  se Y' C Y. 



Demonstração:  

Sejam B = X U Y e B' = X' U Y' bicliques distintas de G. 

(i) Sem perda de generalidade, suponha, por absurdo, X = X'. 

Pela Proposição 5.1, F ( X )  = Y e F(X1) = Y', o que implica B = B', uma 

contradição. 

(ii) Agora suponha que X C X'. Claramente, F ( X )  > F(X1). Novamente, 

pela Proposição 5.1, F ( X )  = Y e F(X1) = Y'. Logo, Y > Y' e, por (i), 

Y 3 Y'. 

Por outro lado, seja B = X U Y um conjunto bipartido completo próprio 

de G tal que para toda biclique B' = X' U Y' distinta de G valem (i) e (ii). 

Por contradição, suponha que B não seja uma biclique de G. Nesse caso, 

pela Proposição 5.1, X C F(Y)  ou Y C F(X) .  Sem perda de generalidade, 

assuma X C F (Y). Então, existe um vértice u E U \ X tal que u E F (Y). 

Consequentemente, ( X  U {u)) U Y é um conjunto bipartido completo próprio 

contido em alguma biclique B' = X' U Y' de G. Nesse caso, X C F(Y1) e 

Y c F (X'), o que contradiz (ii). i 

Proposição 5.3 S e j a m  B = X U Y and B' = X' U Y' dois conjuntos 

bipartidos completos próprios distintos de G, tais que X n X' # 0, X 6 X' e 

X' c X .  Então ,  existe um conjunto bipartido completo próprio B" = X"UY" 

que satisfaz X" = X n X' e Y" = Y U Y'. 
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Demonstração: 

Como X U Y e X' U Y' são conjuntos bipartidos completos próprios de 

G, temos F ( X )  > Y e F(X1) > Y'. Por hipótese, X n X'  # fl ,  portanto 

F ( X n X f )  >. Y e F(XnX1)  > Y'. Consequentemente, F (XnX1)  > (YUY'). 

Isto é, (X n X') ü (Y ü Y') é um conjunto bipartido completo próprio de G.i  

Corolário 5.4 Sejam B = X U Y and B' = X' U Y' duas bicliques distintas 

deG, t a l q u e X n X 1 # f l ,  X C X '  e X 1 $ X .  Então ( X n X 1 ) u F ( X n X ' )  

é também uma biclique, contendo ( X  n X') U (Y U Y'). 

Na seção seguinte veremos como estas propriedades são usadas para gerar 

as bicliques de um grafo bipartido. 

5.4 Algoritmo 

Seja Uj  = {ul,. . . , uj). Denotamos por Gj  o subgrafo de G = (UU W, E) 

induzido por Uj U W,  com j 5 p. Por Bj, o conjunto de bicliques de Gj. 



O grafo Gj  pode ser obtido a partir de Gj-l pela inclusão do vértice uj e 

das arestas {e = (u j ,  wi) Iwi E Nu,). Seja X U Y uma biclique de BjPi. Pela 

Proposição 5.1, em Gj-1, F ( X )  = Y e F ( Y )  = X ,  onde X C {u l ,  . . . , uj-1) 

e Y 5 W .  Veja que, como todos os vértices de W estão em GjPl ,  a condição 

F ( X )  = Y continua valendo em Gj.  

Os Lemas 5.5 e 5.6 indicam como obter as bicliques de Bj  a partir de 

Bj-l. Estes resultados são usados para garantir que toda biclique de G é 

listada exatamente uma vez pelo algoritmo. 

Lema 5.5 Seja B = X U Y uma biclique de Gj-l .  Então, ao considerarmos 

as bicliques de  G j ,  ocorre exatamente uma dentre as seguintes situações: 

(i) B Bj. Neste caso, temos Y C Nuj e ( X  U {uj))  U Y E B j ,  

(zi) B E B j ,  Neste caso, temos Y Nu,. Além disso, se Y n Nuj # Q) 

e todo uk E {ui , .  . . , u j )  \ X satisfaz Nu, (Nu, n Y ) ,  então 

( X  u {u j ) )  U (Y n Nuj)  E Bj. 

Demonstração: 

Seja B = X U Y uma biclique de Gj-l. Como todos os vértices de W 

estão em Gj-1 e G j ,  temos que F ( X )  é o mesmo em Gj  e em Gj-1. 

(i) Suponha que B não seja biclique de Gj.  Neste caso, em G j ,  necessaria- 
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mente F (Y)  = X U {uj). Logo, Y C Nuj e (X  U {uj)) U Y é uma biclique 

de Gj. 

(ii) Claramente, B é biclique em Gj  se e somente se u j  F(Y) ,  i.e, 

Y N u  Agora, suponha Y n Nuj # 0. Então, pela Proposição 5.3, 

( X  U {uj)) U (Y n Nu,) é um conjunto bipartido completo próprio. Clara- 

mente, F ( X  U {uj)) = Y n Nu,. A condição todo uk E {ul , .  . . , uj) \ X 

satisfaz Nu, 2 (N,,. n Y), garante que F ( Y  í l  Nuj) = X U {uj). Logo, pela 

Proposição 5.1, ( X  U {uj)) U (Y n Nu,) é biclique de Gj.i 

O próximo lema faz a recíproca do Lema 5.5: 

Lema 5.6 Seja B = X U Y u m a  biclique e m  'Bj \ 'Bj-l. Então ocorre 

exatamente u m a  dentre as seguintes situações: 

( i )  X = {uj). Neste caso, Nu, Y' para toda biclique B' = X' U Y' e m  

Bj-1. 

(ii)  X > {uj). Neste caso, (X  \ {uj)) U F ( X  \ {uj)) é u m a  biclique de 'B j-l. 

Demonstração: 

Como V(Gj) \ V(GjPi) = {uj), toda biclique B = X U Y de 'Bj \ 'Bj-1 

satisfaz u j  E F(Y) ,  i.e, u j  E X .  (i) Se X = {uj) então Y = Nu,. Suponha, 

por absurdo, que existe biclique X' U Y' de GjPl tal que Nuj 2 Y'. Neste 



caso, (X' U {uj)) U ]Vuj é um conjunto bipartido completo próprio que 

contém estritamente {uj) U Nuj , uma contradição. 

(ii) Certamente (X \ {uj}) U F ( X  \ {uj)) é um conjunto bipartido completo 

próprio de 'Bj-1, pois X \ {uj) # @. Se (X \ {uj)) U F ( X  \ {uj)) não 

é uma biclique em Bj-1 então existe vértice uk # uj, k < j ,  tal que 

uk é adjacente a todos os vértices de F ( X  \ {uj)) mas não pertence ao 

conjunto (X \ {uj}). Como F (X) C F (X \ {uj)), temos que uk é adjacente a 

todos os vértices de Y = F (X) , o que contraria B = XUY ser biclique de Gj.i 

Na Figura 5.3, descrevemos o algoritmo para listar as bicliques de um 

dado grafo bipartido, usando os Lemas 5.5 e 5.6. 

A construção direta de 'Bj a partir de 'BPl fornecida pelos Lemas 5.5 

e 5.6 implica em armazenar todo o conjunto 'Bj-i, o que dispenderia um 

espaço de memória O(I'BI), que é possivelmente exponencial no tamanho do 

grafo dado. A fim de tornar o espaço necessário polinomial, o algoritmo usa 

a seguinte estratégia. 

As bicliques geradas através de uma chamada BIC({ui), Nu,,i  + I), 

i = {I , .  . . , p } ,  são as bicliques B = X U Y de G tal que ui é o menor vértice 

em X .  Claramente, se Nu, C Nuj e j < i então nenhuma biclique de G 



Algoritmo BIC(X, Y, j )  

Entrada: Grafo bipartido G = (V, E ) ,  biclique B = X U Y de GjPl 

Saída: Enumeração das bicliques B = X U Y de G, 
tal que j é o menor vértice em X. 

Se j > p então Enumerar B = X U Y .......................... { B  E G d  
Senão 

Se Nu, C Y então Tree[ j]  t falso .......................{ Lema 5.6(i)} 
Se Y C Nu, então BIC(X U {uj), Y, j + 1) ............i Lemas 5.5(i); 5.6(ii)} 
Senão BIC(X, Y, j + 1) ........................................... Lema 5.5(ii)) 

Se Y n Nu, f 0 então 
f : = o  
Para u h  # X e k < j faça 

Se Nu, > Nu, n Y então f := 1 
Se f = O então BIC(XU{U~), YnNu,, j+l) ...{ Lemas 5.5(ii); 5.6(ii)} 

Chamada externa do algoritmo BIC 

Para i = 1 até p faça Tree[i] t verdadeiro 
Para i = 1 até p faça 

Se Nu; # 0 e Tree[i]  então BIC({ui), Nui, i + 1) 

Figura 5.3: Algoritmo para gerar as bicliques de G' 



satisfaz a condição descrita. Nesse caso, Tree[ i ]  recebe f a l so  e a chamada 

correspondente não é executada. Caso contrário, as bicliques contendo ui 

como menor vértice em X são listadas na árvore de recursão correspondente 

a T r e e [ i ] ,  implicitamente gerada pela chamada BIC((ui), Nu;, i + 1). 

Como visto na seção 5.2, uma biclique B = X U Y de G aparece no grafo 

bipartido obtido pela transformação como B' = (U n X)  U (W n Y) e como 

B" = (W n X)  U (U n Y). A fim de listar uma única vez a biclique B, basta 

armazenar os menores vértices ui e wj, respectivamente, de X e Y em cada 

recursão e listar uma biclique somente se i < j .  A Figura 5.4 ilustra a árvore 

de recursão gerada pela chamada BIC({ul), Nu,, 2) para o grafo bipartido 

da Figura 5.2. 

Teorema 5.7 Seja G = (V, E )  u m  grafo bipartido, com (V( = n e ( E (  = m. 

O algoritmo lista todas as bicliques de G, exatamente uma  vez, com tempo de 

atraso polinomial O(nm). Além disso, o espaço total requerido pelo algoritmo 

é O(n2). 

Demonstração: 

Seja B = X U Y uma biclique de G tal que ui é o vértice de menor índice 

em X. É fácil de ver, usando os Lemas 5.5 e 5.6, que B será listada pelo 



Figura 5.4: Árvore gerada por BIC({ui}, Nu,, 2) 



algoritmo através da chamada BIC({ui), Nu,, j ) ,  j = {i + 1, .  . . , p). Isto é, 

o algoritmo lista todas as bicliques de G. Para provar que cada biclique 

é listada exatamente uma vez, basta provar que cada biclique é listada 

uma única vez na árvore de recursão Tree[i], implicitamente gerada pela 

execução da chamada BIC({ui}, Nu,, i + 1). Observe que cada nó interno 

correspondente a uma chamada recursiva tem exatamente um ou dois 

filhos. No segundo caso, sejam B' e B" os conjuntos bipartidos completos 

correspondentes aos dois filhos gerados. Claramente, X' C X" e Y" C Y', 

o que implica que todas as folhas de Tree[i] são distintas. Logo, nenhuma 

biclique é listada mais que uma vez. 

Cada iteração da função BIC requer tempo O(n + m), pois a operação 

dominante (laço Para) pode ser realizada percorrendo-se uma vez o grafo G. 

Como uma biclique é listada quando j = p+ 1, temos que o tempo decorrente 

entre a enumeração de duas bicliques sucessivas na saída do algoritmo é 

O(nm). A fim de avaliar o espaço requerido, observe que para cada chamada 

recursiva é armazenado exatamente um conjunto bipartido completo próprio 

B = X UY, cujo tamanho é O(n). Logo, o espaço total dispendido é O(n2).i 



5.5 Conclusão 

Quando consideramos classes de grafos com número polinomial de 

bicliques então o algoritmo proposto tem tempo total polinomial. Entre as 

classes conhecidas com número polinomial de bicliques estão a classe dos 

grafos bipartidos convexos e a classe dos grafos bipartidos biconvexos. Além 

disso, algoritmos para classes particulares podem ser descritos de acordo com 

características estruturais das mesmas a fim de melhorar a complexidade de 

tempo e/ou espaço. 

No capítulo seguinte mostraremos como a estrutura particular de cada 

uma das classes dos grafos bipartidos convexos e dos bipartidos biconvexos 

pode ser utilizada para reduzir a complexidade de tempo do algoritmo BIC. 



Capítulo 6 

Geração de Bicliques em Casos 
Especiais 

6.1 Introdução 

Entre as classes de grafos bipartidos que têm número polinomial de 

bicliques estão as classes bipartido biconvexo, bipartido convexo e bipartido 

cordal, nesta ordem de inclusão. Em [24], foi estabelecido um limite de 

O(m)  para o número de bicliques de um grafo bipartido cordal. Em [I], 

foi mencionada a classe dos grafos bipartidos convexos, como um exemplo 

de classes com número polinomial de bicliques. Algoritmos para classes 

particulares podem ser descritos de acordo com características estruturais 

das mesmas, a fim de diminuir o tempo de atraso entre a enumeração de ' 

suas bicliques. 

Nas seção 6.1, mostramos algumas alterações na descrição do algoritmo 
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BIC aplicado a grafos convexos. Nesta nova versão, o tempo entre a 

enumeração de duas bicliques sucessivas na saída do algoritmo é O(n2). No 

caso de grafos biconvexos este tempo pode ser reduzido para O ( n ) ,  através 

de modificações de acordo com as características destes grafos. Este último 

algoritmo é descrito na seção 6.2. 

6.2 Grafos bipartidos convexos 

Seja G = (U U W, E )  um grafo bipartido. Uma ordenação < de W em 

G tem a propriedade de adjacência se para todo vértice u E U ,  1% consiste 

de vértices que são consecutivos (formam um intervalo) na ordem < de W. 

Um grafo bipartido G é convexo se existe uma ordenação de U ou W que 

satisfaz a propriedade de adjacência. 

A Figura 6.1 mostra um grafo bipartido convexo, com uma ordenação de 

W que satisfaz a propriedade de adjacência. 

Pode-se determinar se um grafo G é convexo em tempo linear aplicando 

o algoritmo PQ-tree 141. Sendo convexo o mesmo pode ser representado 

em espaço O(n) :  para cada vértice u de U basta armazenar os limites do 

intervalo de seus vizinhos na ordenação correspondente em W. 



Figura 6.1: Grafo bipartido convexo 

Seja G = (U U W, E) um grafo bipartido convexo tal que W satisfaz 

a propriedade de adjacência. Denotamos por Ik = [[ik, sk] O intervalo 

correspondente a Nu,. Seja B = X U Y um conjunto bipartido completo de 

G, com X c U e Y C W. Claramente, Y pode ser representado por um 

intervalo. Denotaremos por Iy = [iv, sY] O intervalo correspondente a Y. 

Para grafos bipartidos convexos, um vértice uh satisfaz Nu, > Y n Nuj,  

para algum uj,  se e somente se ik 5 max{iy, ij) e sk > min{s,, sj). A 

operação dominante para o cálculo de complexidade do algoritmo BIC é 

o laço Para. No laço, testamos para cada uk X, k < j ,  a condição 



Nu, 2 (N,,. n Y )  . Logo, neste caso podemos decidir se (X u {u j ) )  U (Y n Nuj)  

é uma biclique em Gj em tempo O(n).  Lembramos que uma biclique é 

enumerada pelo algoritmo quando j = IUI + 1. Logo, o tempo entre a 

enumeração de duas bicliques consecutivas na saída do algoritmo BIC é 

O(n2) para grafos bipartidos convexos. 

6.3 Grafos bipartidos biconvexos 

Um grafo bipartido G = (U U W, E) é biconvexo se existem ordenações 

de U e de VV que satisfazem a propriedade de adjacência. 

O grafo G ilustrado na Figura 6.1 não é bipartido biconvexo, pois 

não existe ordenação de U que satisfaça à propriedade de adjacência. A 

Figura 6.2 mostra o grafo G' obtido de G pela remoção do vértice wg, sendo 

este um grafo bipartido biconvexo. 

Seja G = (U U W, E) um grafo bipartido biconvexo. Aplicando o algo- 

ritmo PQ-tree para cada uma das partições U e W obtemos as ordenações 

desejadas. Seja B = X U Y um conjunto bipartido completo de G. Nesse 

caso, ambas as partes X e Y podem ser representadas por intervalos. 

Denotamos por Ix = [i,, s,] e Iy = [iy, sy], respectivamente, os intervalos 



Figura 6.2: Grafo bipartido biconvexo 

correspondentes a X e Y. 

Seja B = X U Y uma biclique de GjPi. O Lema 6.1 caracteriza uma 

biclique ( X  U {uj)) U (Y n Nuj) de Gj em relação aos intervalos Ix, IY e Ij. 

Lema 6.1 Seja G = (U U W, E )  um grafo bipartido biconvexo, onde U e W 

correspondem a ordenações que satisfazem a propriedade de adjacência. Seja 

B = X U Y uma  biclique de Gj-i. Então (X U {uj)) U (Y n Nu,) é u m a  bi- 

clique de Gj se e somente se ( i )  j = s,+l, e (ii)  2 YnNuj o u i ,  = 1. 



Demonstração: 

Suponha que (X U {uj}) U (Y n Nuj) é uma biclique de Gj. 

(i) Por absurdo, assuma j > s, + 1. Como U satisfaz a propriedade de 

adjacência, u(,~+,, E F (Nuj r l  Y) . Logo, F(Nuj n Y) 3 {uix, . . . , usx } U {aj}, 

o que contradiz (X U {uj}) U (Y n Nu,) ser uma biclique de Gj. 

(ii) Agora, seja j = s, + 1. Por hipótese, F(Nuj  n Y) = { u ~ ~ , .  . . , usX} U { ~ j } .  

Pelo Lema 5.6, não existe uk X ,  k < j, tal que Nu, > Nuj íi Y. 

Particularmente, Nu(is -i) ;3 Y n N,~. 

Por outro lado, assuma que (i) j = s, + 1 e (ii) Nu(ix-i) 2 Y n ]vuj 

ou i, = 1. Por contradição, suponha que (X U {uj}) U (Y n Nuj) não é 

uma biclique de Gj. Então, pelo Lema 5.5, existe um vértice uk X, 

k < j ,  tal que Nu, > ]Vuj í l  Y. Consequentemente, por (i) e (ii), temos que 

k < (i, - I) ,  o que contradiz a propriedade de adjacência de U .  i 

Usando o Lema 6.1, podemos facilmente verificar em tempo O(1) quando 

( X  U {uj)) U (Y n Nuj) é uma biclique em Gj. Obviamente, qualquer outra 

operação do algoritmo BIC pode ser realizada em tempo constante para grafos 

bipartidos biconvexos. Portanto, o tempo dispendido entre a enumeração de 

duas bicliques consecutivas na saída do algoritmo é O(n). 



6.4 Conclusão 

O tempo de atraso entre a enumeração de duas bicliques através do 

algoritmo BIC apresentado no capítulo 5 é O(n.m). Neste capítulo vimos que 

este tempo pode ser reduzido para O(n2) e O(n), respectivamente, quando 

consideramos as classes de grafos BIPARTIDO CONVEXO e BICONVEXO. 

Vimos, portanto, como características estruturais de classes particulares 

de grafos podem ser utilizadas na descrição de algoritmos obtendo assim me- 

lhores resultados de complexidade. Neste sentido, seria interessante investi- 

gar outras classes de grafos a fim de apresentar algoritmos que se beneficiem 

de suas relativas características. 



Capítulo 7 

Conclusões 

O foco desta tese consistiu na geração de bicliques de um grafo. Com 

este objetivo, realizamos no capítulo 2 uma revisão das diferentes noções de 

complexidade empregadas na geração de objetos de uma coleção. Neste caso, 

existem três classificações básicas de análise de complexidade de algoritmos 

para os quais o tamanho da saída é possivelmente exponencial no tamanho 

da entrada: Tempo Polinomial Total, Tempo Polinomial Incremental e 

Tempo de Atraso Polinomial. Observamos que os algoritmos considerados 

eficientes neste contexto são aqueles que apresentam complexidade de atraso 

polinomial. 

No capítulo 3 consideramos dois problemas de decisão relacionados à 

geração de bicliques: PARTE DE BICLIQUE e MAIOR BICLIQUE 

LEXICOGRÁFICA. Demonstramos que o primeiro é NP-completo e 

o último Co-NP-completo, resultados estes que sugerem restrições na 



existência de algoritmos eficientes para a geração de bicliques segundo 

critérios específicos. Em particular, a NP-completude do problema MAIOR 

BICLIQUE LEXICOGRAFICA implica que não é possível descrever um 

algoritmo com atraso polinomial para a geração de bicliques em ordem 

lexicográfica reversa, a menos que P=NP. Em contraste, apresentamos 

no capítulo 4 um algoritmo polinomial que, dado um conjunto bipartido 

completo B', encontra a menor biclique lexicográfica contendo B', caso 

exista tal biclique. O tempo total do algoritmo é O(n2). 

Em uma das principais contribuições desta tese fornecemos, no capítulo 4, 

um algoritmo que gera as bicliques de um grafo em ordem lexicográfica, que 

requer tempo O(n3) entre a enumeração de duas bicliques consecutivas em 

sua saída. Até o momento não era conhecido nenhum algoritmo eficiente 

para a geração de bicliques (induzidas) em um grafo qualquer. No capítulo 5, 

descrevemos um algoritmo com a mesma complexidade de tempo para gerar 

as bicliques não induzidas de um grafo, que requer espaço de memória 

polinomial. 

Apresentamos ainda, no capítulo 6, dois algoritmos para a geração de 

bicliques de duas classes de grafos especiais: bipartidos convexos e bipartidos 

biconvexos. Nas duas classes, o número de bicliques a serem geradas é 

polinomial em n. O algoritmo para gerar as bicliques de um grafo bipartido 



convexo requer tempo O(n2)  entre a enumeração de duas bicliques, enquanto 

que o algoritmo para grafos bipartidos biconvexos requer tempo O(n) .  Como 

o número de bicliques a serem geradas é polinomial, estes algoritmos são de 

fato polinomiais. 

Como recomendação para estudos futuros, sugerimos a investigação de 

um algoritmo de atraso polinomial para gerar as bicliques (induzidas) de 

um grafo que faça uso de espaço polinomial de memória. 

Mostramos, no capítulo 2, como usar um algoritmo para a geração de 

conjuntos independentes para gerar as bicliques de um grafo. No entanto, 

mostramos também que existem classes de grafos com número exponencial 

de conjuntos independentes e número polinomial de bicliques. Nesse sentido, 

propomos a investigação de classes de grafos nas quais as ordens de grandeza 

do número de conjuntos independentes e do número de bicliques sejam 

ambas polinomiais ou ambas exponenciais no tamanho do grafo. 

Sugerimos ainda, a investigação de classes com número polinomial de 

bicliques e a descrição de algoritmos polinomiais para gerar as bicliques destas 

classes. 
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