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Resumo da tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para
a obtengfio do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

SUAVIZACAO HIPERBOLICA APLICADA NO PROBLEMA DE LOCALIZACAO
DE ESTACOES DE RADIO BASE

José André de Moura Brito

Junho/2004
Orientador: Adilson Elias Xavier

Programa: Engenharia de Sistemas e Computa¢io

Neste trabalho, consideramos uma nova metodologia de solugio para o problema
de localizagdo de estagdes de radio base. A formulagdo matematica para solu¢do deste
problema estd associada a modelo min-max-min que, além da sua natureza
intrinsecamente multinivel, tem a significativa caracteristica de ser ndo-diferenciavel.
Com a finalidade de contornar estas dificuldades, desenvolvemos uma estratégia de
suavizagdo, utilizando uma funggo suavizadora especial da classe C* . A solugfo final é
obtida pela solugio de uma seqiéncia de subproblemas diferenciaveis, que se
aproximam gradualmente do problema original. O uso desta técnica, chamada
Suavizagdo Hiperbolica, permite contornar as principais dificuldades apresentadas no
problema original. Um algoritmo contendo as essencialidades do método é apresentado.
Para fins de ilustragdio da solugdo do problema e das potencialidades da metodologia,
um conjunto de resultados computacionais é apresentado.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

HIPERBOLIC SUAVIZATION APPLIED IN THE BASE STATION LOCATION
PROBLEM

José André de Moura Brito

June/2004

Advisor: Adilson Elias Xavier

Department: Systems Engineering and Computer Science

This work considers a new solution methodology for the base station location
problem. The mathematical formulation for the solution of this problem is associated
with the min-max-min problem which, in addition to its intrinsic multi-level nature, has
the significant characteristic of being non-differentiable. In order to overcome these
difficulties, we have developed a smoothing strategy, using a special smoothing
function of class C”. The final solution is obtained by solving a sequence of
differentiable subproblems, which gradually approach the original problem. The use of
this technique, called Hyperbolic Smoothing, allows us to overcome the main
difficulties presented by the original problem. An algorithm containing the essentialities
of the method is presented. For purposes of illustrating the solution of the problem and
the potentialities of the method, a set of computational results is presented.
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1. Introducao

A grande explosio tecnoldgica ocorrida nas tltimas décadas trouxe a disponi-
bilidade de servicos cada vez mais baratos, eficientes e de grande utilidade. Para
qualquer setor da economia que se olhe ou qualquer segmento social que se analise,
é possivel ver as marcas deste desenvolvimento tecnolégico, através dos novos au-
toméveis, computadores, eletrodomésticos, sistemas de comunicagéo, etc.

Em particular, numa época onde h4 uma necessidade cada vez maior dos meios
de comunicacdo para troca de informagées, dados, etc, os sistemas de telefonia vém
desempenhando um papel de grande importancia no cendrio mundial. A utilizacdo
destes sistemas pode estar associada a servigos de Internet, telefonia mdével, transmis-
sdo de dados, bibliotecas, telefonia convencional, teleconferéncia, etc.

Para essa diversidade tdo grande de servigos, as empresas operadoras estdo traba-
Ihando com desafios cada vez maiores para prestar um atendimento eficiente e ade-
rente as necessidades de cada um dos usudrios de seus sistemas. Num mundo, entéo,
cada vez mais dindmico e complexo, deve-se buscar um aperfeicoamento cada vez
maior desses sistemas de telefonia.

Com o aperfeigoamento desses sistemas, surge uma nova geracio de sistemas de
comunicac¢do, baseados na telefonia mével e celular e, com esses, os conceitos de
mobilidade e portabilidade. O usudrio é capaz de transportar seu préprio meio de
comunicacao para onde quer que vé e se comunicar com outro usudrio onde quer que
esteja. Temos, entdo, o crescimento das redes de telefonia celular, cujo planejamento
estd associado a trés grandes desafios:

e O razodvel aumento do nimero de usudrios faz com que as operadoras da rede
tenham a necessidade de replanejar e otimizar seus sistemas, a fim de que sejam
capazes de trabalhar com uma enorme demanda por servicos.

e A utilizagfo e o aproveitamento dos sistemas de terceira geracfio na rede (Stu-
ber[2] e Mateus[3]) (caracterizados por servigos de comunicacio rapida, incluindo
voz, fax e Internet), depende de critérios de planejamento baseados nas demandas
por servigos, visto que a 4rea de cobertura de um sistema (Stuber[2] e Mateus[3])
depende simultaneamente das caracteristicas de propagacdo das ondas de radio e da
densidade de usudrios.

e Os 6rgaos reguladores dos sistemas de telefonia estdo forcando cada vez mais
as novas operadoras de rede a reduzirem o tempo de planejamento necessdrio para
colocar em funcionamento os servicos de telefonia com um bom nivel de qualidade
para todos os usudrios da rede.



Dessa forma, as companhias tém que desenvolver metodologias de planejamento
répidas e eficientes para garantir a satisfacio dessas exigéncias. Torna-se necessirio
o desenvolvimento de ferramentas autométicas de planejamento que gerem possiveis
configuragbes de funcionamento para rede.

Observa-se, entdo, que a tarefa central no planejamento de um sistema celular
estd associada ao desenvolvimento de uma rede com os menores custos possiveis e
que atenda a todas necessidades dos usudrios. Da necessidade de realizacio destas
tarefas surge, entre outros, o problema de localizacio de estacdes de rddio base
(ERB’s), que é um dos pontos chave no planejamento de uma rede de telefonia celu-
lar.

Para uma certa regifio em estudo, deve-se definir subconjuntos de células (clus-
ters) (Stuber[2]), considerando que cada uma destas células delimitars, do ponto de
vista de topologia e utilizacdo de servigos, uma certa parte da regifo original. Em
seguida, efetuam-se medidas de propagacéo do sinal de rddio (Mateus|[3]), visando
a determinar a qualidade deste sinal em cada ponto da regido. Esta qualidade es-
tard associada a fatores externos como presencga de montanhas, construcoes e outros
transmissores préximos, ja existentes nesta drea (Stuber[2]). Todo este conjunto de
atividades é normalmente efetuado pela equipe de planejamento da empresa.

Definida a qualidade do sinal, via mapas de propagacio, ad hoc, o planejamento
determinar, inicialmente, um conjunto de possiveis pontos desta regido, candidatos
a terem instaladas as estacOes de rddio base (ERB’s). Deve-se, entdo, selecionar
deste conjunto um subconjunto de estagdes, que serdo instaladas de forma que as
necessidades por servigos dos clientes sejam atendidas e que os custos com equipa-
mentos sejam os menores possiveis. Esta seqiiéncia de procedimentos caracteriza o
problema de localizacio de estacoes de rddio base.

Normalmente, para este processo, ndo hd nenhum modelo de programacio mate-
mética que determine quais ERB’s devem ser instaladas na regifio em estudo. E
sendo assim, o planejamento faz uso apenas de modelos de propagacio de sinais
(Stuber[2] e Mateus[3]).

Dependendo, entdo, da dimensdo da regifo em estudo, ou seja, do nimero de
pontos a serem atendidos (usudrios) na regifio e do nimero de ERB’s candidatas &
instalagdo, o niimero de solugdes possiveis, implement4veis pelo planejamento, pode
ser razoavelmente grande. E em virtude disto, o processo de determinacio de lo-
calizagio das ERB’s utilizado pelo planejamento pode fornecer uma, solucio apenas
razodvel, comprometendo em alguns casos a qualidade e os custos com equipamentos
e servigos, visto que pode tornar-se impossivel enumerar todas as possiveis solucdes
para o problema, ou seja, subconjuntos de ERB’s que podem ser instaladas nesta
regido. Face a essa dificuldade e & necessidade de uma, répida resolucio deste pro-
blema, vdrias abordagens baseadas em técnicas de programacdo inteira (Beasley[4],



Maculan[6] e Wolsey[9]), metaheuristicas e heuristicas (Reeves[10], Viana[31] e Ma-
culan[41]), programagéo nio-linear (Martinez[26] e Simmons[42]) e teoria dos grafos
(Swarcfiter[28] e Boaventura[32]) tém sido utilizadas para tal fim.

Desta forma, devido as dificuldades intrinsecas a esse problema, mesmo com a
utilizacdo dessas técnicas, a determinagio de solugdes exatas (Maculan[6] e Wolsey[9])
pode ser muito dificil, acarretando apenas na obtencio de solugdes vidveis (Macu-
lan[6] e Wolsey[9]). Estas solugdes dependem diretamente das caracterfsticas con-
sideradas no problema e da prépria ferramenta de otimizaco utilizada.

Propomos, entao, neste trabalho, uma nova abordagem para auxiliar na resolucgéo
do problema de localizacdo de estagoes de rdadio base. Essa abordagem estd baseada
num modelo, de certa forma classico, cujo desenvolvimento produz um problema,
min — mazr — min . HEsse problema, por possuir 3 niveis, e por ser ndo-linear, ndo-
diferencidvel e normalmente de grande porte é extremamente dificil.

A sua resolugdo nesse trabalho serd efetuada através da utilizacio em conjunto
das técnicas de suavizagdo (Chaves[12][13]) e penalizagiio hiperbdlica (Xavier[7]).

Deve ser destacado que, além da prépria estrutura intrinsecamente nio-diferen-
cidvel do problema min—maz—min , a fungio objetivo utilizada nesse problema. é a
funcio distancia euclidiana, que possui notadamente pontos de nio-diferenciabilidade
(Santos[8]).

Para um melhor entendimento do aspecto de ndo-diferenciabilidade associado 3
modelagem min—maz—min e da teoria aplicada & solucgdo deste problema, fazemos
uma rdpida apresentacdo sobre o problema de programacio nio-diferencidvel. Em
seguida, apresentamos os conceitos da técnica de suavizacio proposta nos trabalhos
de Chaves[12][13] e que serd aplicada para a solu¢io do problema min — maz —
min . A suavizacdo deste problema nos conduz a uma seqiiéncia de problemas dife-
rencidveis com restrigdes, que se aproximam gradativamente do problema original
(Chaves[12][13]).

Porém, ao invés de utilizarmos um dos métodos associados a problemas de
programagio nio-linear (Martinez[26], Simmons[42]) com restricdes, utilizamos a
técnica de penalizagiio hiperbélica desenvolvida por Xavier[7]. Nessa, a obtencio
da solucio é produzida através da resolugdo de uma seqiiéncia de problemas de
otimizac8o sem restrigdes, que podem ser resolvidos mediante a aplicacio de métodos
de otimizagéo ndo-linear diferencidveis (Santos[8], Martinez[26], Simmons[42]), mais
robustos e eficientes, tais como Gradiente e Newton, ou seja, a combinacio das
técnicas de suavizago e penalizagio hiperbélica evita a necessidade da utilizacio
de métodos de programacio ndo-diferencidvel, tais como o Subgradiente ou Feixes
(Santos[8] e Campos|[30]).



O desenvolvimento de nosso trabalho de tese estd dividido em cinco partes:

Na primeira parte, abordamos os principais conceitos associados ao funciona-
mento e &s caracteristicas de uma rede de telefonia celular. A finalidade desse item
¢ o de fornecer um embasamento minimo para o entendimento do problema de lo-
calizacdo de estacoes de radio base.

Na segunda parte, fazemos uma descricdo detalhada do problema de localizagio
de estagdes de radio base e apresentamos a revisdo bibliografica efetuada ao decorrer
desse trabalho. Ou seja, é feita uma exposi¢io geral das abordagens atualmente exis-
tentes para este problema e para problemas correlatos, considerando as modelagens e
técnicas de otimizagdo baseadas no Branch and Bound e na Relozacdo Lagrangeana
(Maculan[6], Wolsey[9]), metaheuristicas como Simulated Annealing (Reeves[10],
Viana[31]) e algumas abordagens baseadas na teoria de programacio nfo-linear
(Martinez[26], Simmons[42]) e na teoria dos grafos (Swarcfiter[28], Boaventura[32]).

Na terceira parte, a espinha dorsal de nosso trabalho de tese, temos uma apre-
sentacdo das contribuicoes que obtivemos durante o processo de estudo do problema
de localizacdo de ERB’s e do desenvolvimento da metodologia min — maz — min ,
baseada na combinagdo das técnicas de suavizacio e penalizagio hiperbdlica, e que
é proposta para resolugio desse problema. A seguir, apresentamos as contribui¢oes
deste trabalho:

e A construgdo / exposi¢ao detalhada da modelagem min—maz —min proposta.
para resoluc¢io do problema de localizagdo de ERB’s, destacando seus aspectos dife-
renciadores em relacdo s modelagens existentes e de quatro modelagens derivadas
da andlise e observagao desta modelagem min—maz—min e dos aspectos intrinsecos
ao problema de localizagdo de ERB’s.

Nestas modelagens consideramos parametros tais como: a distdncia mdxima en-
tre as estagOes, considerando que estas estacOes estdo agrupadas; proximidade de
ERB’s de pontos pré-determinados; selecdo de locais (pontos) para instalacio de
ERB’s e defini¢do de poténcias de transmissdo diferenciadas (raios de cobertura)
para as ERB’s.

e O desenvolvimento de um algoritmo para resolu¢do da nova modelagem pro-
posta e das quatro modelagens derivadas da mesma. Na execugio deste algo-
ritmo, consideramos vérias instancias do problema de localizacio de ERB’s, ou seja,
variagdo do ntimero de ERB’s e do niimero de pontos a serem cobertos.

¢ O estudo das condigbes de 1% ordem para a modelagem min — maz — min .



e Uma anilise das expressées dos gradientes associados as reétrigﬁes de recobri-
mento, definidas pela fungio ¢(.) .

¢ O estudo do aspecto de quasi-concavidade de cada funcio ¢(.) que compde
as restri¢es desta modelagem.

Na quarta parte, descrevemos o funcionamento do programa confeccionado para
geragao de dados e do programa que resolve a modelagem min — maz — min bésica
e as quatro modelagens variantes.

Temos também, um conjunto de tabelas, que contemplam informacéGes de vérios
problemas testes, tais como: niimero de estagGes utilizadas para resolver o problema,
numero de pontos a serem cobertos, tempo de resolucdo do problema, valores dos
parametros utilizados no algoritmo de suavizacio hiperbélica, etc. E conjuntamente
com estas tabelas, temos a apresentagio de figuras que representam a solugdo gréfica
de alguns problemas testes resolvidos pelas cinco modelagens.

Concluindo nossa exposi¢ao, temos consideragoes sobre o trabalho e propostas
para trabalhos futuros.



2. Conceitos Bésicos de Telefonia Celular

Este capftulo tem como objetivo bésico dar subsidios para o entendimento do
funcionamento e das caracteristicas do sistema de telefonia celular. Inicialmente,
faremos uma répida descri¢ido dos sistemas de comunicagio em geral. Em seguida,
abordaremos o sistema de telefonia celular, de uma forma mais detalhada, cobrindo
suas principais caracteristicas de estrutura e funcionamento. A apresentacio desses
conceitos auxiliard no entendimento do problema de localizacio de estagbes de radio
base.

2.1 Sistemas de Comunicao Genéricos

Uma cadeia de comunicacio é formada por trés elementos basicos : a fonte de
informacao, o sistema de comunicagdo e o destino.

A fonte de informacio é, como o nome sugere, a origem da mensagem ou in-
formacdo transmitida. Essa informacio normalmente é representada na forma de
sons, imagens ou textos. O destino é onde a informacdo serd utilizada.

2.2 Elementos de um Sistema de Comunicacdo

A finalidade do sistema de comunicagdo é transportar a informacio da fonte
até o destino, preservando ao miximo suas caracteristicas originais. Na figura 1,
destacamos os elementos de um Sistema de Comunicacio.

Informagio Transmissor Meio de . Infornacdo
Transmigida — 1 Transmisséo Receptor Recebida
Sinal transmitido Sinal recebido

Figura 1 - Diagrama em blocos de um sistema de comunicagdo

O transmissor tem a finalidade de transformar a informacio nele aplicada em um
sinal adequado, para vencer a distdncia que o separa do receptor (Nascimento[1]).
Na figura 1, o fluxo do sinal é representado pelas setas.

O meio de transmissio é responsdvel pelo transporte do sinal do transmissor até
o receptor, sendo, com certeza, o elemento que isoladamente exerce maior influéncia
sobre o desempenho do sistema de comunica¢io, que determina, inclusive, o tipo de
transmissor e receptor utilizados.



Por fim, cabe ao receptor a tarefa de resgatar a informagdo presente no sinal
recebido, devolvendo-lhe o formato original.

2.3 Configuracgao do Sistema de Comunicagao via Radio

Um sistema de comunicagdo via rddio é composto por, pelo menos, duas estagoes
de ridio, sendo uma transmissora e outra receptora (figura 2).

Estagdo transmissora Antenas Estagdo receptora
Informagdo Transmissor ]l‘ 'l Receptor Informacao
transmitida ~ | de radio de radioc [— recebida

Figura 2 - Diagrama em blocos de um sistema de comunicacdo via rddio

Cada estagdo é composta por um equipamento de ridio, uma linha de trans-
missdo e uma antena. A funcdo dos equipamentos de radio é, no caso do transmissor,
gerar sinais de radiofreqiiéncia (Nascimento[l]) e, no caso do receptor, recebé-los;
a da linha de transmissdo é conduzir o sinal de radiofreqiéncia do transmissor até
a antena ou da antena até o receptor. Finalmente, a fungio da antena é gerar ou
captar ondas eletromagnéticas.

Devido & existéncia de um grande niimero de estagdes transmissoras, cada antena,
receptora ird captar inimeros outros sinais, além do sinal desejado. Desta forma,
antes de recuperar a informagao contida num determinado sinal, é necessdrio separd-
lo. Para que isso possa ser realizado, o sinal (onda eletromagnética) precisa, possuir
alguma caracteristica que permita diferencid-lo dos demais. Esta caracteristica é a
sua freqiiéncia. Além da freqiiéncia, uma onda possui amplitude e fase.

A amplitude de uma onda pode ser definida como a perturbacio méxima, sofrida,
durante um ciclo de vibragdo (sinal analégico - figura 3.a) ou como a diferenca de
voltagem para o degrau entre 0 e 1 (caso de um sinal digital- figura 3.b). Iniciando
na, voltagem zero, essa onda cresce, atinge sua amplitude, decresce, se anula, atinge
sua amplitude negativa e volta a crescer até se anular novamente. Esta seqiiéncia
compde um ciclo. A freqiiéncia f de uma onda corresponde ao nimero de ciclos
por segundo, sendo f = % ,e T corresponde ao periodo. A amplitude também
é definida pela altura da crista (o ponto mais alto da onda) .

A teoria ondulatéria estabelece que a distdncia, em metros, entre duas cristas
v

define o comprimento de onda X (figura 3a), sendo A=v.T ou A= 7
(v = velocidade de propagagdo da onda).



Sinal Analégico

a) A :
H Amplitude (ou crista)
¥

Sinal Digital
01 0 1 1 0

b)

+

Amplitude I

Figura 8 - Ondas de Sistemas Analdgicos e Digitais

O intervalo entre duas freqiiéncias define uma banda; a diferenca, entre a maior e
a menor freqiiéncia caracteriza a largura da banda que, por conseguinte, determina,
a capacidade em (bit/s) de um canal definido entre essas duas freqiiéncias. Deve-se
observar que a comunicagdo via radio atua num espectro de freqiiéncias que, varia
de 30 KHz a 300 GHz (tabela 1).

Tabela 1 - Espectro de Freqiéncias

Intervalo de Freqiiéncia | Sigla Classificacio
30-300 KHz LF Low Frequency
300 KHz - 3 MHz MF Medium Frequency
3-30 MHz HF High Frequency
30-300 MHZ VHF Very High Frequency
300 MHz - 3 GHZ UHF Ultra High Frequency
3-30 GHz SHF Super High Frequency
30-300 GHZ EHF | Extremely High Frequency

A conexdo transmissor/receptor pode ser efetuada por diversos tipos de ondas.
As ondas terrestres, ou de superficie, seguem a superficie ou curvatura da terra. J4
as ondas diretas viajam em linha reta e seu alcance é limitado ao horizonte éptico
(Nascimento[1]). Podemos também destacar as ondas celestiais que usam a camada
da ionosfera como meio de transporte.

A transmissdo/recepcio das ondas eletromagnéticas de uma localidade para
outra, ou seja, o alcance das ondas, depende do meio (relevo, construgdes, etc)
e da altura das antenas transmissoras e receptoras.



2.4 Bstrutura de um Sistema Celular

A finalidade de um sistema de telefonia celular é permitir a comunicacio entre
dois telefones méveis ou entre telefones mdveis e telefones fixos. Para isso é uti-
lizado um sistema composto pela Rede de Telefonia Piiblica Comutada (RTPC) que
atende os telefones fixos, por uma Rede de Telefonia Mdével, associada & Central de
Controle e Comutacéo (CCC), e algumas Estacoes de Rddio Base (ERB’s), além dos
telefones celulares (T'Cs) (figura 4). A CCC comunica-se com as ERB’s por meio de
circuitos de voz e dados. Os circuitos de voz sdo apresentados na figura 4 pela linha,
continua, e os circuitos de dados sdo apresentados pela linha tracejada.

A estrutura observada na figura 4 oferece muitas vantagens. A presenca de
uma rede de ERB’s espalhadas pela cidade proporciona uma menor distincia média
entre essas e os telefones celulares. Com isso, a poténcia necessiria para trans-
missdo é menor, permitindo que as freqiiéncias empregadas na transmissdo possam
ser reutilizadas por estas ERB’s (Nascimento[1], Mateus[3]), aumentando o mimero
de usudrios atendidos pelo sistema. A baixa poténcia de transmissio permite o
emprego de telefones celulares de peso e tamanho reduzidos, além de aumentar a
duragdo da carga da bateria (Nascimento[1]).
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Figura 4 - Estrutura bdsica de um sistema celular



Cada ERB est4 conectada por uma, linha fisica dedicada a uma Central de Con-
trole e Comutagdo (CCC) que, por sua vez, estd conectada a uma Rede de Telefonia
Piblica Comutada (RTPC). A CCC é responsivel pelo controle de virias ERB’s e
pela monitoragdo de chamadas e do processo de handoff (Nascimento[1], Stuber[2]),
que é um mecanismo que se caracteriza pela mudanga automética de chamada de
uma célula para outra, & medida que o usudrio se desloca . Em outras palavras,
o enlace de radio freqiiéncia do telefone celular é redirecionado para uma ERB
mais préxima com a finalidade de melhorar a transmissdo. O handoff é necessério,
quando o telefone celular se afasta em demasia da ERB com a qual estd em con-
tato ou quando o telefone celular entra numa regido de sinal fraco (Nascimento[1],
Mateus[3]). Em ambas as situagdes, a intensidade do sinal proveniente do telefone
celular, na antena da ERB, pode cair abaixo de -100dbm ou a relagdo sinal/ruido
pode se tornar inaceitdvel (Nascimento[1], Stuber[2]).

A conexdo entre uma ERB e uma unidade mdével é disponibilizada por um canal
de comunicagio (Nascimento[1]). Nos sistemas mais antigos, havia um canal es-
pecifico para cada usudrio; j4 para os novos sistemas baseados, por exemplo, no
CDMA (Code Division Multiplezing Access) (Nascimento[1], Mateus[3]), todos os
canais sao disponibilizados para todos os usudrios do sistema. Os canais sdo li-
berados por ordem de chegada dos usuédrios e serdo atendidos tantos usudrios quan-
tos forem os canais disponiveis na ERB. Com isso, é razoavel a necessidade de uma
eficiente distribuicdo de freqiiéncias entre as ERB’s.

O deslocamento de longa distancia, com mudanca de drea metropolitana, exige
também o redirecionamento de chamadas via roaming, mecanismo que permite a
um telefone celular operar fora de sua drea de habilitagdo, como, por exemplo, em
outra cidade. O roaming (visitante) acontece quando um telefone celular entra na,
drea de cobertura (Nascimento[1], Stuber[2]) de um outro sistema celular, controlado
por uma Central de Controle e Comutacio diferente daquela em que normalmente
opera. Para que o roaming seja executado, é necessirio que o usudrio habilite essa
opcdo, uma vez que este tipo de procedimento no sistema envolve custos extras. B
necessario, também, que a operadora de origem e a operadora visitada pertencam
ambas a rede nacional de roaming, responsével pela troca de todas as informacoes
necessdrias entre as Centrais de Controle e Comutacio.

2.5 O Conceito de Célula e Area de Cobertura

Uma célula é uma 4rea geogréfica atendida ou coberta por uma ERB (Estacéo de
Rédio Base). Uma ERB é caracterizada pela presenca de uma ou mais antenas fixas
que estdo instaladas em torres e tém o objetivo de atender 4s demandas oriundas
de outras estagbes ou unidades méveis, dentro de sua drea de cobertura. Em outro
sentido, a célula corresponde & drea de abrangéncia de uma ERB, ou seja, a todo
ponto onde o sinal de rddio emitido pela ERB ¢ aceitdvel (estd dentro de um padrao
limite de ruidos e interferéncias). As células nio tém forma definida. Idealmente
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seriam circulares, mas na prética, podem assumir formas totalmente irregulares, de-
pendendo do relevo e da topografia da drea. Para fins conceituais e de simplificacao,
nos modelos de cobertura de rddio foi adotada a geometria dos hexdgonos para re-
presentar as células, uma vez que o hexdgono permite uma andlise facil e acessivel
do sistema celular.

Cobertura Parcial

L\ o

[ N Raio de Cobertura da ERB

Cobertura Total

\ /’ (para uma determinada poténcia e medida de sinal)
. Pontos cobertos (comunicacgdo possibilitada)
@ Pontos ndo cobertos (comunicacdo impossibilitada)

Figura 5 - Ezemplos de Coberturas de uma Regiao

No sistema de telefonia celular, o termo ”4rea de cobertura” refere-se & drea
geogrifica em que uma unidade mével (celular) pode ser atendida pelo equipamento
de rddio de uma ERB (figura 5). Para cada 4rea geogrdfica com uma certa de-
manda por servicos, sio efetuadas medidas de qualidade de sinal (Stuber[2]) pela
4rea de planejamento da companhia. Através destas medidas, pode-se definir o
ndmero necessario de ERB’s que serfio instaladas nesta drea. O alcance dos sinais
de rédio emitidos por cada uma destas ERB’s depende das caracteristicas do meio
de propagacio (construcdes, montanhas, etc), dos tipos de antenas que irdo compor
cada ERB e da poténcia de transmissdo destas antenas.
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O nivel de alcance desses sinais define o que chamamos de raio de cobertura das
ERB’s. Quando o raio de cobertura das ERB’s é pequeno, significa que o alcance dos
sinais de rddio emitidos pela ERB estd limitado a uma 4rea de poucos quildmetros
ou até de metros (Mateus[3]), ou seja, os usudrios s6 podem se utilizar destas ERB’s
se ndo estiverem muito distantes de seus pontos de localizacio. J4 as ERB’s com
grande raio de cobertura se caracterizam por emitirem sinais que tém alcance de
muitos quilémetros, ou seja, mesmo que o usudrio esteja distante, poders utilizar os
servicos destas ERB’s.

Conforme descrito nos trabalhos de Stuber[2] e Mateus[3], entre outros, a 4drea de
cobertura de um sistema celular pode ser ampliada com o aumento na poténcia de
transmissio das ERB’s j4 instaladas ou com a instalacdo de novas ERB’s nesta area.

2.6 Antenas utilizadas no Sistema Celular

As antenas sdo utilizadas como transmissores e receptores de sinais de radio,
sendo projetadas em relagdo aos comprimentos de onda. Assim, freqiiéncias elevadas
com pequenos comprimentos de onda exigem antenas menores. Baixas freqgiiéncias
com grandes comprimentos de onda tornam as antenas maiores. Essa relacdo pode
ser modificada pelo uso de indutores (Nascimento[1]), capazes de reduzir a dimenséo
das antenas.

No sistema celular sdo utilizadas as antenas omnidirecionais e setorizadas. As
omnidirecionais transmitem sinais em todas as diregoes simultaneamente, j4 as an-
tenas setorizadas cobrem pequenos setores dentro de uma célula e ndo propagam
sinais em todas as direcOes, mas em um feixe direcionado que define o setor (Nasci-
mento[1]). Normalmente, uma estacéo de ridio base é constituida por 3 antenas.

2.7 Padroes de Distribuicao de Células

Em um sistema celular, cada célula é formada ou coberta por uma ERB loca-
lizada em seu centro. As células formam agrupamentos (clusters) com o objetivo
de dividir o volume de trifego telefonico da regido. O agrupamento mais comum ¢
composto por sete células.

Cada ERB presente nestas células utiliza um ndmero especifico de canais de
freqiiéncia, ou seja, as freqiiéncias disponiveis sdo distribuidas pelas ERB’s. A
distribuicdo destes canais de freqiiéncia é planejada de forma que ndo ocorra in-
terferéncia nos canais usados por células circunvizinhas. Para isso, as freqiiéncias
usadas nas células circunvizinhas precisam ser diferentes. Quanto maior a distancia
que separa duas células com o mesmo grupo de canais de fregiiéncia, menor serd o
grau de interferéncia existente. Como desvantagem disto, menor serd a capacidade
do trifego do sistema celular.

12



Na distribuicio dos canais de freqiiéncia pelas ERB’s, dois tipos de interferéncias
sdo consideradas importantes: a interferéncia co-canal, que ocorre devido ao uso dos
mesmos canais de freqiiéncia por ERB’s presentes em células circunvizinhas, e a in-
terferéncia adjacente, que é provocada pela utilizagio de canais adjacentes por uma
mesma ERB, ocorre quando os canais de freqiiéncia distribuidos para uma ERB néo
sdo separados entre si por um nimero minimo de canais (distincia entre canais).
Nos trabalhos de Stuber[2] ¢ Mateus [3], o problema de interferéncia de canais é
apresentado detalhadamente.

2.8 Propagacao de Sinais

Um dos principais problemas no desenvolvimento de sistemas méveis é predizer
qual serd o comportamento dos sinais eletromagnéticos utilizados na comunicagao
entre as estacOes e as partes méveis do sistema. Com isso, se faz necessdrio utilizar
modelos matematicos que permitam simular o comportamento dos sinais eletro-
magnéticos, de forma a permitir aos projetistas testar vérias configuracdes de sistema,
até encontrar uma que satisfaca os requisitos funcionais, de desempenho e de custos.

Um modelo matem4tico para predigdo de sinais deve combinar, de uma forma
equilibrada, as caracteristicas do ambiente de propagagao da onda, tais como a pre-
senca de folhagens, edificaces e montanhas, para ambientes externos, € a presenca
de méveis, folhagens, pessoas e divisérias, no caso de ambientes internos. Além
disso, devem ser considerados os trés mecanismos de propagacio da onda: reflexéo,
difracdo e refracdo (Mateus[3]).

Caso se construa um modelo muito completo, procurando considerar todos os
items que influenciam na propagacio do sinal, corre-se o risco de desenvolver um
modelo muito complicado e de dificil solugdo. Porém, o uso de modelos muito sim-
plificados pode levar o projetista a erros, durante a fase de planejamento do sistema.
Com isso o projetista deverd selecionar qual o grau de detalhamento do processo de
propagacio de sinais é o mais adequado ao seu projeto.
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3. Detalhamento do Problema
3.1 Definicdo do Problema

O Problema de Localizacio de Estacdes de R4ddio Base (ERB'’s) aparece como
um dos pontos chave no planejamento e desenvolvimento de redes de telefonia celu-
lar. Na maioria dos casos, a localizacio das ERB’s é efetuada de uma forma ad hoc
pela inspegio de mapas de propagacio de sinais (Stuber[2], Mateus[3] e Guedes[46])
relacionados 3 4rea de estudo. Fornecida uma lista de locais potenciais dessa drea de
estudo onde as estacbes podem ser localizadas, a idéia é utilizar o conhecimento das
caracterfsticas de propagacio das ondas de rddio nessa drea, de forma a maximizar
a cobertura e minimizar os custos.

O Problema de Localizacio de Estaces de Radio Base (ERB’s) (figura 6) consiste
em selecionar, dentro de um conjunto de locais candidatos & instalacio de uma
ERB, um subconjunto de custo minimo e sujeito & cobertura da drea em estudo, ao
atendimento da demanda e a uma exploracio eficiente do espectro de freqiéncias
(Stuber[2]), considerando fatores conflitantes como a drea de cobertura de uma ERB
e 0s usudrios suportados por ela ou a drea de cobertura de uma ERB e suas taxas
de transmissdo de dados. Quanto menor o niimero de ERB’s instaladas, menor sera
o custo. Por outro lado, o atendimento da demanda e a qualidade de servigo podem
ser prejudicados.

Pontos candidatos a instalagdo de ERB’s

Regido a ser coberta ( area de estudo)
®
@

Pontos selecionados para instalacgdo de ERB’S

AY
v_,! Cobertura da ERB

Figura 6 - Problema de Localiza¢ido das ERB’s.
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A localizacio das estacdes de rddio base pode estar relacionada a trés diferentes
objetivos: a cobertura total ou cobertura méxima, o méximo aproveitamento es-
pectral e 0 miximo niimero de canais por usudrio. Pode-se, ainda, considerar o
retorno financeiro e a qualidade de servigo especifica por usuédrio.

A cobertura total consiste em associar a cada ponto da 4rea de estudo pelo
menos uma ERB em condicdes de oferecer um sinal com nivel minimo, que permita
a conversacao ou a transmissio de dados nesta drea.

O méximo aproveitamento espectral busca solucionar as deficiéncias expostas an-
teriormente, limitando a 4rea de cobertura de cada ERB. Nesse caso, a localizagio
das estacbes de rddio base e suas respectivas poténcias de transmissdo sdo definidas
conjuntamente.

Como tltimo objetivo, procura-se maximizar o nimero de canais disponiveis por
usuérios em cada ERB.

A determinacio dos locais de uma dada regido onde hd possibilidade de insta-
lacdo de ERB’s pode ser feita mediante a utilizacdo de um sistema de predigdo de
propagacio de sinais (Mateus[3]). O método de escolha das ERB’s envolve trés
passos. Inicialmente, as ERB’s candidatas sdo criadas pelo sistema. Parametros
como altura das antenas, poténcia de transmissio e localizagao fisica da ERB sio
definidos. O sistema simula, entfio, a propagacdo de sinal (Mateus[3]) de cada ERB
ao longo da 4rea de estudo, gerando um mapa de perdas de sinal em cada ponto
dessa, para cada ERB. '

No passo seguinte é feita uma composigdo dos sinais das diversas ERB’s candi-
datas. Esta composicdo atribui a cada ponto da 4rea de estudo a ERB de melhor
sinal. No terceiro e dltimo passo, as ERB’s selecionadas na etapa de composicio
sdo submetidas a um algoritmo de alocagdo de canais (Stuber[2] e Mateus[3]), que
leva, a demanda de cada ponto em consideragdo. Na fase inicial do projeto, ndo hd
uma limitacdo no nimero de estagbes de rddio base que podem ser instaladas na
regifo. O que existe é uma preocupagio com a qualidade do atendimento prestado.
A reducio desse niimero de estagbes é feita numa fase de pds-processamento.

No caso deste trabalho, serd estudada uma variagio do Problema de Localizagio
de ERB’s: Dado um ndmero pré-fixado de ¢q ERB’s que serdo utilizadas para
atender s demandas da drea em estudo, deve-se determinar as coordenadas de lo-
calizacdo destas estagOes de forma a prover a cobertura total para 4rea em estudo,
utilizando a menor poténcia de transmissio possivel, isto é, o menor raio de cober-
tura.
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Caso o valor do raio de cobertura nio esteja adequado as necessidades de servigo
da regifio em estudo, o valor inicial do pardmetro ¢ pode ser aumentado ou re-
duzido até que seja atingido um patamar pré-estabelecido de qualidade de cobertura.

Além do aspecto de cobertura total que serd abordado na modelagem bésica
MO, descrita no capitulo 3, apresentamos no capitulo 4 um conjunto de modelagens
variantes que encapsulam as seguintes restri¢des relacionadas ao posicionamento das
estacoes de rddio base: A distdncia maxima entre as estacoes (formagdo de agrupa-
mentos), a proximidade de algumas estagbes de rddio base de locais candidatos a
instalacdo pré-definidos, a definigdo de conjuntos compostos por locais candidatos
para uma possivel instalagio das ERB’s e a utilizagiio poténcias de transmisséo
(raios de cobertura) diferenciadas. Observando, que em todas estas modelagens, é
considerado também o aspecto de cobertura total.
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3.2 Panorama, do Problema
3.2.1 Introducao

A proposta desta secdo é a de fazer uma exposicdo concisa e ao mesmo tempo
esclarecedora sobre as vérias abordagens desenvolvidas para resolucéo do Problema
de Localizacdo de Estacdes de R4dio Base e alguns problemas correlatos, a fim en-
tender melhor as dificuldades e limitacoes observadas na solugdo deste problema.

Com base na exposi¢io dessas abordagens, serd possivel estabelecer um paralelo
com a nova metodologia de solucdo que propomos neste trabalho e entender o seu
aspecto diferenciador em relagfio as abordagens que atualmente vém sendo desen-
volvidas para este problema.

Observamos, que essas abordagens estdo baseadas na utilizacdo de técnicas de
Programacdo Inteira (Beasley[4], Maculan[6] e Wolsey[9]), Metaheuristicas (Re-
eves[10] e Viana[31]), Programacio Nio-Linear (Martinez[26] e Simmons[42]) e
Teoria dos Grafos (Szwarcfiter[28], Boaventura[32]).

3.2.2 Modelagens para o Problema de Localizacao de ERB’s

Como uma primeira abordagem para o problema de localizacdo de ERB’s, apre-
sentamos abaixo o modelo de programacdo inteira proposto por Mateus[3]. Para a
aplicacdio deste modelo, a regido em estudo a ser coberta pelos servicos de telefonia
celular é discretizada num conjunto de M pequenas quadriculas (subregiGes que
representam as células), de dimensdo de 50 x 50 metros até 500 x 500 metros. Para
este modelo, os pardmetros de entrada considerados sdo: nimero N de estagoes
base candidatas para se instalar na regido em estudo, a medida do sinal recebido
em cada quadricula e origindrio de cada ERB. Segundo Stuber[2] e Mateus[3], esta
medida pode ser a perda de sinal ou poténcia em cada ponto, o custo de instalagio
da ERB i definido por ¢; , o valor minimo para medida do sinal capaz de viabilizar
a comunicacio definido por T e a estimativa do sinal da ERB % no ponto j
definida por a;; .

Minimizar Z C;Ys
ieN
Sujeito a
Z Qi -Tij > T, VJ eEM (1)
ieN

inj=1, VjGM (2)
i€EN

:z:ijgyi, V’iEN, VJEM (3)
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Yi Ty € {0,1} Vi € N, VJM (4)

v, =1 sea ERB i € N ¢ localizada (instalada)
y; = 0 caso contrario

z;; =1 seumponto j € M daregido é coberto pela ERB i € N
z;; = 0 caso contrario.

A funciio objetivo minimiza o custo de instalagio das ERB’s. A restrigio (1)
garante que pelo menos uma ERB atende & qualidade do sinal no nivel minimo es-
tipulado. A restricio (2) associa a cada ponto da regido a ser coberta uma ERB.
A restri¢io (3) permite esta associacio, somente se uma ERB for instalada e a (4)
representa as restricdes de integralidade. Observamos que esta formula¢do nos con-
duz a um problema com elevado niimero de varidveis (|[N|+ |N|.|M]).

Com uma modelagem similar, porém mais compacta, Tutschku[11] , associa o
problema de localizagio de ERB’s a um problema de recobrimento:

Minimizar Y, @;
jed

Sujeito a

oz;>1, Viel (1)

jEN;

Nessa formulagfo, I corresponde ao conjunto de pontos da regido que deverdo
ser atendidos pelas ERB’s e N; = {j|fi;j < PL} o conjunto de estagdes base j
que podem cobrir os pontos 7 da regifo, considerando que a ” atenuacio” (perda)
do sinal da ERB j no ponto i ndo ultrapasse um certo patamar PL (Stuber[2] e
Mateus(3]).

Convencionando que z; =1 , corresponde a ERB j ser instaladae z; =0
caso contrério, entdo a funcio objetivo minimiza o ndmero de estacbes necessdrias
para cobrir a regifo e a restricio (1) garante que, numa solugéo vidvel (Maculan[6] e
Wolsey[9]), cada ponto da regido é coberto por pelo menos uma estagéo de radio base.

Esse modelo é mais simples, tendo em vista que o niimero de varidveis inteiras
torna-se muito reduzido, mas como observado inicialmente, est4 associado a um pro-
blema, de recobrimento, conhecidamente NP-completo (Swarcfiter[28] e Viana[31]).
No entanto, a matriz formada pelos fi pode ser muito esparsa, levando-se
em conta que nenhuma ERB cobre toda a regido. Esta caracteristica torna a imple-
mentacdo do problema mais préxima 4 realidade, principalmente em aplicagfes para
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as regioes de baixa demanda por comunicagio ou projetos iniciais de atendimento.
Uma, variante destes dois modelos é limitar o nimero de pontos da regido cobertos
por cada ERB.

Em instédncias grandes do problema de localizacdo de ERB’s, ou seja, con-
siderando uma, regido com muitos pontos a serem cobertos e muitas ERB’s can-
didatas, a aglo e a eficiéncia do método de Branch and Bound (Maculan[6] e
Wolsey[9]) pode ficar limitada, ainda que consideremos o progresso dos tltimos
anos nos cédigos (programas) de programagio inteira e simplex. Ou seja, o pro-
blema pode ser insolivel do ponto de vista exato (Maculan[6] e Wolsey[9]). Deve-
se, entdo0, procurar uma combinacio destas técnicas com outras técnicas alternativas
como, por exemplo, a Relazacdo Lagrangeana (Beasley[4] e Maculan[6]).

Magzzini e Mateus[15] apresentam uma modelagem para o problema de planeja-
mento de uma, rede de comunicacdo mével em trés niveis e utilizam uma combinagao
do Branch and Bound e da Relazacdo Lagrangeana. O primeiro nivel da modelagem
considera a localizagdo das estagoes de ridio base, o segundo considera a alocacao
do espectro de fregiiéncias (Stuber[2] e Mateus[3]) e o terceiro considera a conexdo
das estagtes & rede fixa (Network Design). A fungdo objetivo a ser minimizada no
problema agrega os custos de instalacdo das ERB’s e a soma dos custos fixos de
conexdo de cada ERB a rede fixa.

A Relazacio Lagrangeana aplicada neste modelo agrega & fungdo objetivo res-
trigoes associadas aos trés niveis da problemdtica de planejamento de redes. Com
a aplicacdo dessa relaxacio foram observados bons limites inferiores para algumas
instancias deste problema, sendo observados em alguns casos limites a 8% do 6timo,
enquanto que para a Relaxacio Linear foram observados valores a 22% do 6timo.

Stamatelos[16] considera o ajuste da localizagio e da poténcia (Stuber[2]) das
ERB’s em ambientes internos. Para a localizagdo das ERB’s, divide-se o ambiente
em estudo (pavimentos / andares) em retdngulos (malha de pontos), com as unidades
moéveis tomando posicio somente nos pontos da malha, exceto em pontos associados
a paredes e outros obstdculos. O nimero de ERB’s nesta drea é NN , sendo estas
ERB’s localizadas nos pontos {(21,¥1), -, (Zw,yn)} da malha oundo (aproximagéo
continua), ou seja, pode-se tomar valores entre z;_1,%; € ¥i—1,¥; - A determinacdo
do raio de cobertura de cada ERB e sua drea de interferéncia é baseada na utilizacao
de Modelos Estatisticos de Atenuagao, conforme os modelos apresentados em Stu-
ber[2].

Neste trabalho, as solugbes 6timas ou quase 6timas (Maculan[6] e Wolsey[9])
foram obtidas através da aplicagdo de dois diferentes enfoques de otimizagdo, um
sobre o continuo e o outro discreto. Sobre o espago continuo, as coordenadas de
localizacio (z;,y;) de cada uma das ERB’s tiveram variagio entre (0,0) e
(max,Ymax) (MAX=maiores coordenadas de z e ¥y ) e a poténcia variou
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de 0 a Puyrax - A funcdo objetivo desta abordagem é da forma:

F(xlyylyply "'7$N7yN7pN) = aU—'_ (1 - O{)I

sendo (z;,v;) as coordenadas de localizacdo das ERB’s, p; poténcia de transmissdo
de cada ERB ¢, U o tamanho da drea nio coberta ¢ [ tamanho da drea de
interferéncia de cada ERB (o € [0,1]). Limites de localizag8o, poténcia e conjunto
de pontos obstruidos definem um problema de otimizacdo restrito.

Porém, estas restri¢oes sdo incorporadas a funcio objetivo na forma de pena-
lidades, e o problema é resolvido através do método do gradiente (Martinez[26] e
Simmons[42]), por exemplo.

Para otimizacdo sobre o espago discreto, ou seja, com as estagoes de rddio base
localizadas em pontos (z;,7;) da malha, temos um problema de otimizacdo com-
binatéria. Entdo, a solugdo 6tima pode ser encontrada pela simples enumeracao de
todas as possiveis soluces. Sendo K o numero de solugoes temos,

— N
K= O((-T'MAX Ymax—|PP|).|P})

com N representando o niimero de estagoes base, |PP| o nimero de pontos onde
a ERB ndo pode ser localizada e |P| o nimero de valores observados para poténcia.

Hanif[19] apresenta uma modelagem para o problema de localizacdo de ERB’s
considerando a propagacio do sinal de cada ERB numa regido @ € R3. Nesta
modelagem, é estabelecida uma representagao numérica, na forma de pesos, que con-
sidera a qualidade e perda de sinal sobre o espago de planejamento como uma fungao
da localizagdo de cada ERB. Esses pesos sdo agregados & funcdo objetivo na forma de
uma combinago convexa (Mangasarian [29]) das fungdes Soma Minima e Minimax.

O modelo resulta num problema de programacao nfo-linear restrito, composto
por uma fungdo objetivo que minimiza a perda de sinal e dois tipos de restrigdes:
(1) restrigdes ”ficeis” associadas & qualidade da cobertura e (2) restrigdes ”dificeis”,
que definem as localizacoes das ERB’s restritas a um subconjunto de ¢ . Espe-
cializagGes dos trés algoritmos de programagcdo nio-linear, nominalmente, método
de Hooke e Jeeves, método de Quasi-Newton e método dos Gradientes Conjugados
(Martinez[26]), sdo desenvolvidos para resolver este problema, fornecendo bons re-
sultados.

Smallwood[17], utilizando uma formulagio minimax propde uma solu¢do para o

problema de localizar n estacdes de deteccdo, de forma a maximizar a probabi-
lidade de que pelo menos uma delas possa detectar um evento inimigo, ocorrendo
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num ponto (z,y) da sua regido. Na solucdo deste problema, utiliza-se uma fungéo
probabilidade de detec¢do p(r;) , que representa a probabilidade de detecgdo pela
i-ésima, estacio de um ponto (z,y) a uma distdncia r; desta estagdo. A probabi-
lidade de que nenhuma das estacdes possa detectar um evento inimigo em (z,y) é
representada por:

Q(z,y) = [1 —p(r)}.[1 —p(ra)l...[1 = p(7a)]

E considerado que o inimigo tem completo conhecimento das estagoes e tem in-
feresse em maximizar a sua probabilidade de escapar da detecgdo. O evento inimigo
pode ocorrer num ponto onde a probabilidade @(z,y) de ndo deteccio é méaxima.

Desta forma, para a deteccdo desses eventos, deve-se minimizar o valor de @}, ou
seja, se (Q = maz,y,Q(z,y)). Entdo, o problema consiste em minimizar o miximo

Q de Q(z,y):

Qo = min Q = min [ mazgy Q(z,y) ]

A soluc8o deste problema foi obtida mediante a aplicacdo de uma técnica de
busca. local, conhecida como técnica de Hill Climbing, apresentada Smallwood[17] e
Simmons[42].

Bhaskar[5], baseado na aplicagdo de metaheuristicas como Simulated Annealing,
Busca Tabu e Algoritmos Genéticos (Reeves[10] e Viana|[31]), propde novas solugoes
para o problema de localizacio de ERB’s. Para a aplicagdo destas metaheuristicas
foi considerada a seguinte funcao custo:

Nprs
RB

f=k

sendo Nprg o niimero de estaces de radio base selecionadas, entre as candidatas,
para cobrirem a regido, R é a cobertura de rddio, isto é, percentagem de pontos da
regido que sdo cobertos por pelo menos uma ERB, para um certo nimero Nprg
de ERB’s selecionadas; [ ¢é um peso associado & maximizacdo da cobertura, em
detrimento da reducdo do niimero de estagoes base, e k& é um fator de escala.
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Handler[33] propde um algoritmo para a solugdo do problema do p-centro no
plano baseado na utilizagdo do critério minimax e considerando a seguinte for-
mulacdo:

* = minx,cm MATi1, p { Minj=,.p wiy (6 — z3)° + (6 — 13)°}

Sendo (a;,;) pontos de demanda (clientes), X, = (z;,%;) , j = 1,..,p um
vetor associado aos centros dos circulos (centrais de servigo) localizados otimamente,
w;; um peso que associa cada central j a um ponto de demanda i e 7* é o raio
otimo.

Num outro trabalho similar, Handler[34] propde um método de relaxacio para
o problema minimax de localizagdo-alocagio no espago euclidiano. A solu¢éo desse
problema foi obtida mediante a combinagfio de um algoritmo de set-covering (Ma-
culan[41]) e conceitos de minimax (Pillo[24] e Chaves[12]).

Através da utilizacdo de um conjunto de propriedades de geométricas dos tridngu-
los e do circulo, Vijay[35] resolve um seqiiéncia de problemas de p-cobertura no
plano. Sendo definido inicialmente um conjunto M de pontos a serem cober-
tos e que serd particionado arbitrariamente em p subeconjuntos m; , tal que
UP_,m; = M . Para cada um destes subconjuntos é determinado o circulo minimo,
ou seja, obtemos os circulos de menores raios r; que cobrem os p subconjuntos
m; .

Com a finalidade de determinar o nimero minimo de ERB’s que proporcione
uma cobertura satisfatéria para uma certa drea de servigos, ou seja, que atenda a
todos os usudrios dessa drea, Chamaret e Lanloy[36] desenvolveram uma modelagem
baseada em grafos para determinar o méximo conjunto independente (MCI). Este
maximo conjunto independente estd associado ao problema de localizagdo de trans-
missores (ERB’s) em uma rede celular.

Para se obter o MCI e, por conseqiiéncia, a determinacio da localizag¢do dos
trasmissores, sdo aplicadas heuristicas gulosas (Maculan[41]) e algoritmos genéticos
(Reeves[10]). Observamos que tanto nessas heuristicas, quanto nos algoritmos ge-
néticos, os parametros de entrada considerados sfio: uma lista L de locais can-
didatos 3 instalacdo das ERB’s e as informagtes de propagagio dos sinais de radio
(Stuber[2] e Mateus(3]).

White[37] d4 um panorama sobre problemas de cobertura e localizagio de cen-

trais de facilidade. O problema de cobertura envolve a localizacdo de um nimero
minimo de centrais de forma que cada ponto de demanda seja coberto por pelo
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menos uma nova, facilidade (central). O problema de localizacio de centrais consiste
em determinar um certo ntimero de novas centrais em relagdo a um ntimero finito
de locais (pontos de demanda) de forma que a soma das distancias entre as centrais
e esses pontos seja minima. Para os dois grupos de problemas sdo apresentadas
formulacdes de programacio inteira (Maculan[6] e Wolsey[9]).

Wright([38] considera o problema especifico de otimizar a localizagdo de estagbes
de rddio base, através da utilizagdo de uma fungdo objetivo que considera alguns
pardmetros tais como: o conjunto de coordenadas para localizagio das ERB’s, a
altura ou a poténcia das antenas e a cobertura (vide capitulo 2) de cada estagdo de
radio base.

Tendo em vista que a utilizago de alguns destes pardmetros produz descon-
tinnidades ou nio-diferenciabilidade na funcio objetivo, no processo de minimizacio
é utilizado o método de Nelder-Mead (Simmons[42]). Este método faz uso unica-
mente dos valores da funcio objetivo, sem a necessidade da informacao da derivada.

Em sua tese de doutorado, Stamm[39] desenvolve um algoritmo e um software
para a determinacdo do alcance dos sinais de rddio e localizagdo de ERB’s. Para mo-
delar e resolver este problema, foi utilizada uma insténcia da cobertura de conjuntos
minima (Maculanf41]), sendo aplicados dois algoritmos gulosos (Maculan[41}).

Podemos também destacar o interessante trabalho de Guedes[40] que trata do
problema de sobreposi¢ao de células (Mateus[3]) com restricio de cobertura. Neste
trabalho é feita um proposta para se estimar mais precisamente a proporcao de dreas
sobrepostas, ou seja, cobertas por mais de uma estagio de radio base, considerando
que essas estacoes trabalhem com poténcias diferenciadas.

Encerrando nossa exposicio, destacamos o pioneiro e excelente trabalho de Oli-

veira[27], que estuda o Problema de Recobrimento Continuo ()timo, apresentando
vérios resultados de grande importancia tedrica.
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4. Detalhamento da Metodologia
4.1 Introducao:

Nesta secdo, propomos uma nova abordagem de solugdo para o Problema de
Localizacdo de Estactes de Radio Base (ERB’s), com base no estudo do problema
de recobrimento étimo de uma regido do plano por um ndmero pré-fixado de ¢
circulos. A modelagem deste tltimo nos conduz a um problema min — maz — min
(Chaves[12][13] e Martinez[26]), que é intrinsecamente ndo-diferencidvel (Santos[8]
e Campos[30]) e possui trés niveis.

Para este problema min — maz — min, obtemos uma solucdo, utilizando a
técnica de suavizagio apresentada nos trabalhos de Chaves[12][13]. A idéia bésica
desta técnica, que também é apresentada em Santos[8], é a de substituicio de
um problema nio-diferencidvel, em 3 niveis por uma alternativa diferencidvel em
um unico nivel. Isso é feito através da resolugdo de uma seqiiéncia de problemas
diferencidveis, que se aproximam gradativamente do problema original (Chaves[13]).

Muitos pesquisadores tém abordado a problemética de suavizagdo. A resolucao
do problema min — maz finito, bem conhecido da literatura, em geral ndo-
diferencidvel, tem sido uma motivagdo para o desenvolvimento desses métodos,
como, por exemplo, as alternativas apresentadas por Bertsekas[22], Polyak[23],
Pillo[24] ¢ Song Xu[14].

Com intuito de facilitar o entendimento da descrigdo da modelagem min—maz—
min e das modelagens variantes derivadas da mesma, faremos inicialmente uma
exposi¢ido concisa e a0 mesmo tempo geral, sobre os conceitos de problema de pro-
gramacio ndo-diferenciivel, de suavizagio e de penalizacao hiperbdlica. Ferramentas
de otimizacdo que constituiram o arcabougo sobre o qual nos baseamos para o de-
senvolvimento deste trabalho de tese.

4.2 Fundamentos da Suavizacdo Hiperbodlica
4.2.1 Programagao Nao-Diferencigvel:

Em relacdo a estrutura, podemos classificar os problemas de programagao mate-
mética como: Irrestritos (P1) e Restritos (P2). Abaixo ilustramos estes problemas.

(P1) Minimizar f(z)
r € R"
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(P2) Minimizar f(z)

gi(z) >0, i=1,..,m
Sujeitoa { hij(x)=0, j=1,..,p
z € R

Quando a fun¢do f(z) associada a (P1) é ndo-diferencidvel em um ponto ou em
vérios pontos do seu dominio, temos um problema de programagcao nao-diferencidvel
irrestrito (PNDI). J4 para problemas da forma (P2), quando f(z) e/ou as funcgbes
gi(z) e hj(z) sdo ndo-diferencidveis em um ou varios pontos de seu dominio, temos
um problema, de programacio nio-diferencidvel restrito (PNDR).

Conceitualmente (Lages[51]), diremos que uma fungdo F : U C R = R ¢
diferencidvel no ponto a € U C R" , quando existirem as suas derivadas parciais
o

5o (@), - gwi;(a) e, além disso, quando para todo vetor « = (wy,...,a,) tal que

para a+a«a € U, tivermos:
F(a+a) = F(a) + 3 (a).o1 + ... + 32 (a).0m + 7() , com lz'ma_,o%(%”l =0.

Segundo os trabalhos de Lemarechal{43], Fletcher[44], Bertsekas[22] e Zowe [45]
as fungGes ndo-diferencidveis aparecem em muitos problemas de programacao mate-
mética. Estas funcbes podem aparecer na fase de modelagem do problema ou,
algumas vézes, sdo introduzidas artificialmente durante o processo de resolugao do
modelo. Este Gltimo caso estd associado a alguma forma de decomposi¢io aplicada
para resolucdo de um problema inicialmente diferencidvel (Campos[30]).

Em seguida (figuras 7 e 8), apresentamos dois exemplos de fun¢des ndo-diferen-

cidveis,sendo fi: R — R e fo: R2 < N definidas por:

fi(z) =z —2]+ 2.z + 4]

f2($7 y) = V z? + yZ

Na funcdo fi(z) , observamos dois pontos de ndo-diferenciabilidade z = —4
e =2 eem [fo(r) observamos apenas um ponto de ndo-diferenciabilidade
(z,y) = (0,0) . Qualquer problema que englobe fi(z) ou fa(z,y) , por exemplo,
seja na funcdo objetivo, seja nas restricdes, serd um problema de programagao nao-
diferencidvel.
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4.2.2 Suavizacao:

De acordo com os trabalhos de Santos[8] e Chaves[12][13], entre outros, o processo
de suavizacdo consiste em substituir a resolu¢io de um problema néao-diferencidvel
P(z) , como definido no item anterior, pela resolugdo de uma seqiiéncia de problemas
Py,(z) diferencidveis, em principio mais ficeis e que gradativamente se aproximam
do problema original P(z) .

A racionalidade da substituicsio da resolucio de P(z) por P(z) (aproximado
ao problema original e diferencidvel) estd na viabilizagio do uso de métodos de
otimizacio consagradamente mais robustos, que se fundamentam nas informacoes do
gradiente e da hessiana (Lages[51]), tais como, o método de Newton, Quase-Newton
ou Gradientes Conjugados, como pode ser visto, por exemplo, em Martinez[26] e
Simmons[42].

Observamos que P(z) # P(z) e desta forma, o valor de uma solugio % de
um problema suavizado deve ser diferente do valor de uma solucdo z* do problema
original, isto é, f(Z) # f(z*) . Procura-se resolver entdo uma seqiiéncia de proble-
mas P, (z) , de forma que esta seqiiéncia se aproxime gradativamente do problema
original, com a expectativa de que limy o T = z* (Santos[8] e Chaves[13]).

Definicao do Problema Suavizado
Seja P(z), o problema original ndo-diferencigvel:
P(z): Minimizar f(z)

gi(x) >0, i=1,..,m
Sujeito a{ hij(z)=0, j=1,..,p
z € R

onde f,g; e h; sdo fungdes continuas, mas podendo ser ndo-diferencidveis.

Escolhendo funcdes f,di e i;j fungbes diferencidveis e, a priori, razoaveis
aproximagoes de f, g; e h;,sendo 7 > 0 o parAmetro auxiliar que viabiliza essa
aproximagio, podemos definir o problema suavizado P(x) associado ao problema
original, da seguinte forma:

P(z) : Minimizar f (z,7)

Gi(z,7) 20, i=1,..,m
Sujeitoa hi(z,7) =0, j=1,..,p
(z,7) € Rt
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Deve-se ressaltar, no entanto, que resolver P(z) néo significa resolver P(z) .
Por esse motivo, resolve-se uma seqiiéncia de subproblemas Py(z) suavizados,
gerada pela diminuigo monétona do pardmetro de suavizagio 7T até zero, de
uma maneira que os problemas suavizados vao gradativamente se aproximando do
problema original, ou seja, 3

‘lri_r)%P(z;, 7) = P(z).

Conforme descrito nos trabalhos de Santos[8] e Chaves[13], a perspectiva é de
que a seqiiéncia das solugbes dos problemas suavizados convirja para um ponto de
minimo do problema P(z) (ndo-diferencigvel). Observamos que o pardmetro T
estd associado ao grau de desvio entre as funges suavizadas e originais.

A seguir, apresentaremos cada uma das fungdes nio-diferencidveis que estdo
encapsuladas na nova modelagem proposta neste trabalho de tese, bem como a sua
forma suavizada. Trabalhando com as formas suavizadas, ou seja, utilizando as
fungdes suavizadas no lugar das fun¢des nio-diferenciaveis, poderemos tranpor o
obstdculo produzido pelas fun¢des nao-diferencigveis ao uso de métodos cléssicos de
minimizagdo para fungdes suaves, que tém propriedades superiores, quer sob o ponto
de vista tedrico, quer sob o ponto de vista computacional.

Como primeira funcgo néo diferencidvel (figura, 9) presente em nossa modelagem
temos,

fen= A (Eetleod,

f(x,A)

Figura 9 - Pungdo Ndo-Diferencidvel f(.)
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que notadamente possui os pontos da forma z =a como pontos de nio diferen-

ciabilidade, ou seja, a derivada de f(z) nfo existe nestes pontos. O pardmetro A
d4 a inclinagdo da funcdo & direita do ponto « .

Esta funcdo serd aproximada por uma forma suavizada, também chamada de
func¢do suavizadora (figura 10):

B0 m) = 5= 0) + /iy —af 2,

onde 7y é o pardmetro de suavizacio.

Figura 10 - Fungdo Suavizadora ¢(.)

A funcdo ¢(y, A, 1) (figura 10) apresenta as seguintes propriedades:

- _J 0sey<a
7) lfinm(ﬁ(y,A,Tl)_ { f(z,A) se y>a

i) ¢(.) é continuamente diferencidvel em y

i) @(.) é conveza e monotonamente crescente em y

Complementando os arquétipos de funcdes nao-diferencigveis que sao contem-
pladas na nova modelagem proposta, temos a funcgo:

9(z) = Va2
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que representa a funcfio norma euclidiana. Utilizando a mesma idéia bésica da
primeira funcdo, podemos aproximar g¢(z) pela forma suavizada 0(y,7;) (figura
11).

Oy, 1) =\/y2 + 72

Figura 11 - Func¢do Suavizadora 6(.)

A fun¢io 6(y,72) apresenta as seguintes propriedades:

. . _Jysey=20

1) Quando Tl;_rﬁ) 0(y, 72) = { Ly se y<0

it) 0(.) é continuamente diferencidvel em vy
it1) 6(.) é convexa em y

A propriedade (i), observada para as duas formas suavizadas, mostra que a
diferenca entre @(y,A,71) e f(z) ouentre O(y,7) e g(z), pode ser feita tdo
pequena quanto se desejar, através da manipulagdo dos parAmetros 71 € T
Esses pardmetros introduzidos nos modelos de suavizacio estdo associados ao desvio
maximo entre as funcdes @(y,A,71) e f(z) eentreasfungdes O(y,m) e g(x),
respectivamente a metade do desvio méximo e préprio desvio mdximo. Além disso,
como 71 € Ty $a0 pardmetros externos, é possivel controlar totalmente o nivel de
desvio produzido pela suavizacdio. A propriedade (ii), referente & diferenciabilidade
infinita, permitird o uso dos algoritmos de minimizacdo irrestrita mais robustos e efi-
cientes que utilizam as informacGes das derivadas primeira e segunda (Martinez[26]).

Observamos que a utilizacio da suavizagio tem sua fundamentagio em um con-

junto de resultados tedricos e na consideragio inicial da hipétese bésica da Técnica,
de Suavizacio.
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Voltamos a destacar, que ao aplicarmos o processo de suavizacio, estaremos re-
solvendo uma seqiiéncia de problemas gerados por uma sequéncia decrescente de
valores {7*}, tais que TF*l < 7F .

Hipdtese Basica de Suavizacao : B suposto que:

Ve >0, 3K(e) >0 tal que Yk > K(e),

ou equivalentemente

0<% <78 = 7(e),

sao observadas as desigualdades:
|f(@) = f(z,7*)| < e

Como hipétese subjacente é assumido que no limite as fungdes se igualam, ou
seja:

;i_gr(l)f(a:,'r) = f(z), Yz € R"

A seguir, enunciamos um teorema que estabelece que se o problema P(z)
tem um ponto de minimo local estrito z* com uma certa vizinhanca, entdo, cada
problema suavizado Pg(z) também tem um ponto de minimo local #* situado
dentro da vizinhanga de z* . O que o teorema estabelece é que, ao se resolver
uma sequiéncia de problemas suavizados, resolve-se o problema original, uma vez
que se pode determinar que o ponto obtido pode se situar numa vizinhanca de z*,
considerando uma distdncia tdo pequena quanto se queira entre z* e Z* .

A demonstragiio completa deste teorema é apresentada em Santos(8].
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Teorema: Seja z* ponto de minimo local estrito com vizinhanca € para o
problema P(z) , entdo para todo ¢, ¢ > § >0 existe um valor 7 = 7(f)
tal que para todo 0 < 7% < 7 a fungfo objetivo suavizada f(z,7*) tem um
ponto de minimo local ¥ situado numa, vizinhanca § de z*, ou seja,

|75 — z*|]2 < &

Desta forma, a resolucdo da seqiiéncia de problemas originados pelas utilizacdo
das formas suavizadas ¢(y,A,71) e 6(y,72) , anteriormente propugnadas, aten-
dem as condi¢bes de convergéncia especificadas no teorema acima.

Concluimos a nossa apresentagdo sobre a técnica de suavizagio, destacando que
existem outras alternativas de suavizacdo na literatura. Polyak[23], estudando o
problema minimaz, utiliza-se de uma fungdo exponencial para suavizé-lo. Pillo[24]
também resolve o problema minimaz e propéem um método de suavizacio para esse
problema. Em seu livro sobre métodos de multiplicadores, Bertsekas[22] apresenta
uma, associagao entre estes métodos e a suavizagio de problemas nido-diferencigveis.
J4 Song Xu[14] utiliza-se de um novo método de suavizagio para resolver o problema
minimax através de uma funcéo suavizadora, que combina as funcoes exponencial e
o logaritmo.

Vale destacar que a utilizacdo da suavizagiio possui a grande vantagem de ndo
necessitar de qualquer controle sobre as questdes associadas 3 natureza de nio-
diferenciabilidade do problema original, ou seja, nio hé necessidade de controle
sobre os pontos préximos a pontos de ndo-diferenciabilidade ou de viabilidade, o
que em contrapartida, ocorre nos métodos de subgradiente ou feixes, de acordo com
Santos|8].

Além disso, com a aplicacio da suavizagdo, tem-se uma expectativa, que a busca
do minimo (méximo) global torna-se mais ficil, pois transformamos a funcéo obje-
tivo original em uma fun¢do suavizada sem perder a estrutura inicial da mesma.
E a prética indica que removemos minimos locais ”insignificantes”, ou seja, com
vizinhanca limitada, similarmente ao observado com a técnica de suavizacio da
transformagdo gaussiana apresentada no trabalho de Moré[47].
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4.2.3 Penalizacido Hiperbdlica

Concluindo a exposigdo do conjunto de técnicas de otimizacio ndo-linear que
utilizamos para resolu¢do do modelo min — maz — min proposto em nosso tra-
balho, apresentamos a técnica penalizacio hiperbélica, desenvolvida por Xavier[7].
A aplicacdo dos conhecimentos de programacio nio-diferencidvel e suavizagdo no
modelo min — maz — min (apresentado na préxima segfio) nos conduz a um pro-
blema de programacio néo-linear diferencidvel, com restricées de desigualdade. A
resoluc¢do deste tltimo problema é obtida mediante a aplicacio da técnica de pena-
lizagdo, descrita ao longo desta secio.

Considere o problema geral de Programacéo Nio-Linear:
(P) : Minimizar f(z)

9i(z) 20, i=1,..,m
Sujeitoas hi(z) =0, j=1,...p
z € R”

A caracteristica comum aos métodos das penalidades ¢ a transformagdo do pro-
blema de minimizacdo com restrigdes num problema sem restri¢bes

Minimizar F(z) = f(z)+ P(x)

com a funcdo penalidade P(z) incorporando as restricdes g(z) e h(z)

A idéia intuitiva por trds de todos os métodos das penalidades & que a funcgdo
penalidade possua o poder de aumentar fortemente os valores fora da regido vidvel
(Martinez[26]) e, simultaneamente, tenha influéncia desprezivel dentro desta regido,
de forma que o ponto étimo do problema modificado esteja aceitavelmente proximo
do ponto étimo do problema, original.

A maioria dos métodos de penalizacio obtém o ponto 6timo através da solucdo
de uma seqiiéncia de problemas de minimizacéo, obtida pela variagdo controlada de
um pardmetro externo, que faz com que se aumente progressivamente o grau em que
o problema sem restricGes se aproxima do original.

Ao contririo dos outros métodos que trabalham com apenas um pardmetro,
a técnica de penalizacdo hiperbdlica, que aplicamos ao nosso problema, trabalha
com dois pardmetros: um angulo « e uma distdncia d. Embora tenhamos
dois pardmetros neste método, isto nio traz maiores problemas no desempenho do
método, uma vez que esses pardmetros sio manipulados separadamente, em duas
diferentes fases do algoritmo (Xavier[7]).
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A funcio penalidade utilizada neste problema apresenta a caracteristica de ser
completamente diferencidvel. Outra caracteristica importante é que qualquer ponto
inicial pode ser escolhido para se iniciar o algoritmo, além de ndo haver necessidade
de qualquer controle sobre a localizacio do pontos intermedidrios dentro de cada
minimizagdo sem restri¢oes.

Apresentacao da Funcio Penalidade e do Algoritmo
O algoritmo proposto é aplicado ao seguinte problema:

Minimizar f(zx)

. gi(z) >0, i=1,..,m
Sujeito a { o e R

A solucdo para o problema é obtida através da resolucdo de uma seqiiéncia
de minimizactes sem restricdes da funcdo original f(z), acrescida de um termo
P(g(z),a,d) correspondente & penalidade. A fungfo minimizada é :

F(z,0,d) = f(z) + P(g(z), ad) = f(z) + f;P(gi(m), o, d)

P(y,a,d) = —(—;—tan(a))y + \/(—;—tan(a))2y2 + d?

com o € [0,5) e d>0.

A idéia bésica do algoritmo ¢ a seguinte: Inicialmente aumenta-se o dngulo «
da assintota a func¢do penalidade, provocando significativo aumento da penalizacio
fora da regido vidvel e reduzindo simultaneamente a penalizacdo para pontos dentro
da regido vidvel. O processo continua até que se obtenha um ponto vidvel. Em
seguida, mantem-se « constante e diminui-se seqiiencialmente o valor de d.
Dessa forma, a penalizacio interior (Xavier[7] e Martinez[26]) torna-se cada vez
mais irrelevante, mantendo-se o mesmo nivel de proibitividade fora da regido vidvel.
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Algoritmo de Penalizagdo Hiperbdlica (PH)

1) Faca k=0, o' =a, d'=d° sendo, 0<a’<Z e d® >0

e tome o ponto inicial z°

2) Faga k=k+1

3) Resolva o problema de minimizagio sem restricbes da funcio
F(z,of,d*) = f(z) + ©7, P(gi(z), o, d¥),

a partir do ponto inicial z¥~!, achando o ponto 6timo zF .

4) Teste se z* & vidvel. Se sim = v4 para o passo 6.

5) Faga oft' =p1o¥+(1—p)%, 0<pi<1 e d"'=d* e vé4 para o passo 2.

6) Regra de Parada - Teste se z* ¢ aceitdvel. Se sim = v4 para o passo 8.

7) Faga d*' = pp.d®, 0< pp <1, o' =aF e v4 para o passo 2.

8) z* é a solugdo.

9) Fim
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4.3 Modelagem Proposta,

Considere uma regido em estudo para a qual se deve instalar um conjunto de
estagbes de ridio base (ERB’s), a fim de prover para cada ponto desta regifio um
bom nivel de cobertura (Stuber[2] e Mateus(3]), associado a servicos de telefonia
mével / celular, e ao mesmo tempo, reduzir os custos de equipamento (minimizar o
nimero de ERB’s).

Do ponto de vista da nova modelagem proposta para este problema, definimos
esta regifio a ser coberta por S, sendo S C R? ; por conseguinte, cada ponto
a ser coberto é definido por s tal que s € S. Definimos, também, as coorde-
nadas z; € R (i=1,...,q) que representam os centros dos circulos que cobrirdo
a regido 5. Estes centros estdo associados aos pontos de localizacio das ERB’s e
serdo obtidos no decorrer do processo de resolugéio do problema. Vale ressaltar que
a medida dos raios dos circulos, também obtida na resolucio do problema, represen-
tard, o raio de cobertura de cada ERB. Esse raio é, por sua vez, funcio da poténcia
de transmissio da antena (Stuber[2]).

Observamos que essa modelagem terd um cardter de primeira aproximacio para
o problema de localizacio de ERB’s e, a0 mesmo tempo, um ponto de partida para
as modelagens subseqiientes que propomos para este problema.

Fornecido, entfio, um ponto genérico s da regio S, devemos calcular ini-
cialmente a distancia deste ponto ao centro do circulo mais préximo, ou seja, qual
a estagio de rddio base que estd mais préxima deste ponto.

d(s,2) = min_ (s -zl (1

A distancia d(s, ) fornece uma medida da cobertura de um ponto s € S . Uma
medida da qualidade da cobertura da regidio S pelos ¢ circulos (ERB’s) é dada
pela maior distdncia d(s,z) , ou seja, qual ponto tem sua estagio mais préxima
situada a uma maior distancia (cobertura mais critica).

D(z) = max d(s, z) (2)

A localizacdo étima das estagdes de radio base deve representar a melhor qua-
lidade de cobertura da regido S, isto é, deve minimizar a cobertura mais critica, ou
seja, ndo devemos ter pontos s € S descobertos.

min D(z) (3)
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Apbs esta andlise, temos entdo o seguinte problema:

min may min (le=ade) @)

Resolucao do Problema

Para que seja obtida a solu¢io numérica de (4), devemos discretizar a regido
S em um conjunto finito de m pontos s;, 7 = 1,...,m , que sdo os pontos da
regido que serdo atendidos pelas ERB’s. Desta maneira, obtemos entiio o seguinte

problema.

min max - min (I —zl) ()

i=L..,m

Observamos que no nivel mais interno de (5), para cada ponto s;, j=1,...,m
da regido S, devemos resolver o subproblema:

min (||s; — ilz) (6)

1=1,...,q

Denominamos por z;(z) a solucéo de (6) associada a um ponto s; :

5@ = min (s —ol), ()

ou seja, para cada ponto s; da regio S, deve-se definir a sua estagio de rddio
base associada mais préxima, com coordenadas z; e o seu raio de cobertura z;(z) .

Dessa forma, z;(z) deve satisfazer necessariamente ao conjunto de desigual-
dades:

zi(z) = |lsj — @il <0, i=1,..,q (8)
No nivel intermedidrio de (5), temos o seguinte subproblema:
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jgi??.{,m Zj (IE), (9)

que corresponde a medida da pior cobertura associada ao posicionamento z do
conjunto de estacoes.

Considerando z(z) como valor 6timo deste problema , temos:

2(z) > z(x), j=1,..,m (10)

Observamos que no nivel mais externo de (5) néo h4 alteragio se dissociamos 2z
e . Desta forma, obtemos o seguinte problema equivalente:

Minimizar,, z (11)

. Zi=miney g 18—zl , 7=1,..,m (11.1)
Sujeito a{ 222y, j=1,.,m (11.2)

Com base nas restricdes de (8) e (11), definimos o seguinte problema com res-
tricoes:

Minimizar,, z (12)

zi—lsj—zill2 <0, j=1,..,m,i=1,.,q (12.1)

Sujeito “{ 2>2, j=1,.,m (12.2)

Porém, devemos observar que o problema (12) ndo equivale ao problema (5),
uma vez que as desigualdades (12.1) nfo garantem estritamente o cumprimento
das igualdades (7). Além disso, como as varidveis zj estao livres inferiormente,
pode-se verificar facilmente que a solugdo do problema (12) ¢ ilimitada inferiormente.

Sendo assim, precisamos modificar o problema (12), de forma que seja conside-
rada a observancia estrita das restri¢des de igualdade (7).
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Nesta parte do desenvolvimento, baseando-se nos trabalhos de Chaves[12][13],
introduzimos a seguinte funcao auxiliar:

o(z, A) = A. mézimo {0, z} (13)

Sendo A > 1, o pardmetro que representa a inclinagfo da funcio (.).

Se as desigualdades de (8) sdo vélidas, entdo, necessariamente deve ser observada
a restricdo:

q
ZSD(zj - ”33' —%ill2,A) =0, j=1,..,m. (14)

=1

Na figura 12 apresentada a seguir, temos a representagdo do gréfico dos com-
ponentes adicionados na equacdo (14) como uma fungéo de 2, , levando em con-
sideracdo que as distdncias d; = ||s; — %l , 7 =1,..,¢ estio em ordem
crescente.

Figura 12 - Componentes da Equacdo 1}

Com a substituigdo das desigualdades (12.1) por (14) no problema (12), obte-
mos um problema equivalente, que mantém a caracteristica de ser ilimitado infe-
riormente. Ou seja, pela forma de defini¢do da funcio objetivo e das restricdes
14 e 12.2, ao resolvermos o problema (12) teremos 2z < 0 e conseqiientemente
2z <0, 7=1,...,m, o0 que do ponto de vista da aplicacdo real que abordamos é
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inaceitdvel. Desta forma, para contornar este aspecto intrinseco ao problema (12),
vamos definir o seguinte problema:

Minimizarg, z (15)

i=10(z — |85 = ®ill2,A) >0,  j=1,..,m, (15.1)
Sujeito a
2>z, j=1,.,m. (15.2)
Ou, de uma forma alternativa, podemos perturbar a inequagdo (15.1) e definir o
seguinte problema.:

Minwimizar,, z (16)

g:l (P(ZJ - ”Sj - "Ei”27 )\) 2 €> 07 3 = 17 -y 1T (161)
Sujeito a

Z 2z, j=1,..,m (16.2)

Poderfamos, também, gerar uma seqiiéncia decrescente de valores {e*} pela
perturbagao do pardmetro € .

Desde que o problema, (15) é o limite de (16) quando € — 0, , podemos resolver
o problema (15), através da resolu¢iio de uma seqiiéncia de problemas do tipo (16)
onde e=¢; — 0.

A seguir, apresentamos um conjunto de resultados teéricos associados & resolugio
do problema (15) e da sua equivaléncia com o problema (11), no que concerne a
solucdo 6tima.

Teorema 1 : Os problemas (11) e (15) t8m o mesmo valor Gtimo:

Seja 2* o valor 6timo do problema  (15) e (2**, (2*,j=1,...,m),
(zf*,i = 1,...,q)) uma solugdo étima do problema (11). Define-se também para

um dado j € {1,..,m} oconjunto [; ={i € {1,...,q} |2}* = ||s; — z}*[]2}

Observe que para um dado € >0 , (2™ +¢ (2*+¢, j=1,..,m),
(z*, i=1,...,q9)) ¢é uma solugio vidvel de (15) desde que:

[

q
2 0(Z" +e—llsj — 272, A) = (17)

=1
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3 (27" +e—|ls; —2"2) 2 3y, (77" +e—|lsj —z*[]2)  (18)
{81 25 +e > |lsj—a7*|l2} ie 1}

H(I;)e> >0 (19)

para um dado j € {l,..,m} e 2*+e>2* +e.

Assim, para todo € > 0, o problema (15) tem uma solucdo vidvel com a sua
funcao objetivo assumindo valores z** + €, o que implica em 2* < 2**.

Num outro sentido, para uma solucdo vidvel 2, (z,7=1,...,m),
T, (i =1,...,q) de (15) existe (7 € {1,...,q}|zZ; > |ls; — %2 ), caso contrario
Yt 9(7 — |lsj — Zillz) = 0.

Isto é equivalente a dizer que Z; > min;(||s; — Zill2) e Z > %;, para todo
j €{1,...,m} , e a seguinte relagio vale:

z 2 maz; z; > maz;(mini(||s; — Till2)) 2 (20)

Mg, i=1,...,q) TRGT; NG (|85 — T3l = 2™ (21)

Desta forma, 2** é um limite inferior para o valor de z numa solucio vidvel
de (15), o que imediatamente nos leva a 2* > 2** . Assim, a desigualdade oposta é
também vilida, e z* e 2z** sdo iguais, completando a prova O.

Conseqiientemente, (2*, (25,7 = 1,...,m), (z},i = 1,...,q)) pode representar
uma solugdo 6tima para o problema (15).
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Agora observe que como (.) é uma funco nio-decrescente e z* > 25
j=1,...,m, entdo:

q q
o(z" = |lsj — zill2, A) = Y 0z — llsj — zill2, A) > 0, (22)
=1 =1

7=1,...m

Conseqiientemente, podemos substituir todos zj, j=1,..,m,por z* eainda
ter uma solucdo vidvel em (15), que pode obviamente ser 6tima. Esta observacio,
que constitul a proposi¢do a seguir, torna possivel reduzir consideravelmente a di-

mensao do problema.

Proposigao 1: Em pelo menos uma das solugbes 6timas do problema (15), to-
dos os raios dtimos sdo iguais, ou seja:

2=z j=1,...,m (23)

Agora, vamos considerar o problema, abaixo:

Minimizar,, z (24)

Sujeito a { Yoz —|lsj —zil2,A) >0, j=1,...,m (24.1)

Devemos destacar que o problema (24) é definido num espago de dimensdo
(29 + 1) , que é muito menor do que o espago do problema (15), que tem di-
mensdo (2q + m + 1) . Isto é, no novo problema, o niimero de varigveis é da
ordem do niimero de ERB’s que se deseja instalar na regido em estudo, e ndo mais
do ntimero de pontos de discretizagio da regido S, que foram escolhidos para ser
cobertos, nimero esse que pode assumir um valor muito grande, conforme observado
em Mateus[3] e em algumas das abordagens apresentadas no capitulo 3.
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Baseado no Teorema 1 e na Proposi¢do 1, temos a seguir, um Teorema que es-
tabelece a equivaléncia entre os problemas (15) e (24).

Teorema 2: A solu¢do do problema (24) corresponde & solugdo do problema
(15) e vice-versa.

Se «*,2%,2, j = 1,..,m, é uma solugio étima do problema (15), entdo
z*,2* & um ponto vidvel para o problema (24), pois de acordo com a definicio
da fungio ¢(.) , satisfazer as restrigdes (15), implica que as restrigbes de (24) séo
também satisfeitas.

No outro sentido, seja  z**, 2** uma solucdo 6tima do problema (24). Definindo:

zt=2", j=1,..,m, (25)

Kk

T, 2", 2, j =1,..,m, ¢éum ponto vidvel para o problema (15), completando a
prova L.

A despeito da vantagem de ter uma dimensdo reduzida, o problema (24) tem
como espago vidvel um conjunto aberto, inviabilizando a aplicagdo das condigoes de
Karush-Kuhn-Tucker (Martinez[26]). Ademais, possui uma estrutura muito rigida,
nao-diferencidvel. Observando a defini¢io da funcdo ¢(.) , temos que a mesma nio
é diferencidvel nos pontos da forma z = ||s; — z;||» e a prépria fungdo ||s; — ;|2
é ndo diferencidvel nos pontos s; = z;.

Para resolver numericamente o problema (24), ao invés dos métodos ortodoxos
associados & programagdo ndo-diferencidvel (Campos[30]), utilizamos a idéia de
suavizacdo apresentada por Chaves[13] (vide segio 4.2.2).

Dentro dessa linha de raciocinio, utilizamos as fungges suavizadoras ¢(y, A, 71)
e O(y,72) apresentadas na segio 4.2.2. Observamos que além das propriedades j3
vistas para ¢(y, A, 1), temos:

lim d(y, A, m) = LAY

lim TRk A. mazimo{0,z} = p(z, \)
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Ou seja, ¢(y,\,71) constitui uma aproximacio de (z,)) (figura 13).

| Figura 13 - Funcdo original ¢(.) e a fun¢Go suavizadora ¢(.)

Usando, entdo, as propriedades de ¢(.) e 6(.) e a modelagem alternativa (16),
substitufmos a resolucgo de (24) pela resolugiio de uma seqiiéncia de problemas (26),
abaixo, que se aproximam gradativamente do problema, (24), através da redugao dos
pardmetros 7, T2 e € . E além disso, o problema (26) ndo mais apresenta os
dois aspectos complicadores destacados para problema (24):

Minimizary, z (26)

i=19(z — 0(lls; — ill2, ), A, 1) 2 €, (26.1)
Sujeito a
i=1..,m
sendo s; = (sj,s5) os pontos a serem atendidos pelas estagdes de rddio base
e ; = (zf,27) os seus respectivos centros. Podemos ento, reescrever (26) da
seguinte forma.:
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Minimizar,, =z (27)

Sujeito a

2

zq: A (z—\]kil(mf — sf)z +724,|[z — JZ (= — sg?)2+'r§]2 +712) >€ (271)

k=1

j=1,..,m

A seguir, apresentamos o algoritmo desenvolvido para a resolucio de (27).

Algoritmo de Suavizacao Hiperbdlica

1) Faga k=0 e defina valores iniciais para 2°, 2%, A, 7, 74, €', §

2) Defina valores para pg,p taisque 0< py < p <1

3) Repita

4) Facak=k+1

5) Defina os valores iniciais de d e a (pardmetros de Penalizagéio)
6) Resolva o problema (27) através da Penalizacio Hiperbdlica,

com zF~! e z*! como ponto inicial, obtendo o ponto de

minimo intermedidrio z* e 2*
7) Faca 77 = p; .7F
8) Faca 7ot = p, .7k
9) Faga €Ft! = p, .

| 10) Até (|zFt! — 2%| < 4) (Fim-Repita)

11) Fim
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Essencialmente, no algoritmo apresentado, é resolvida uma seqiiéncia de pro-
blemas de programacdo ndo-linear restritos no passo 6. No primeiro e segundo
passos do algoritmo, definimos valores inicias para a solucdo (raios e centros) e para
os parametros de suavizagdo 71 , 72 e € e de tolerdncia d.

No passo 10, temos a condic¢ao de parada do algoritmo de suavizagdo hiperbdlica
associada a reducdo do raio de cobertura. No passo 5, definimos os pardmetros que
serdo utilizados na penalizagdo hiperbélica. Nos passos 7, 8 e 9 efetuamos a reducgéo
gradativa dos pardmetros 71, 2 e e

Dessa forma, ao longo da seqiiéncia de iteragdes temos (73,72,¢) — 0, acar-
rentado que as restrigdes suavizadas associadas aos subproblemas P* resolvidos
em (27) se aproximem das restrigdes do problema (24).

O algoritmo assume que ( zF~1 ,2F~1) & ponto associado a um ponto de
6timo local do subproblema suavizado P* . Sobre essa hipétese e a propriedade
de continuidade de todas as fungdes utilizadas no problema, a seqiiéncia {z*,2*} ,
gerada pelos subproblemas P¥, tende a um valor 6timo local (24).
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4.4 Aspectos Tedricos da Modelagem

Nesta se¢do, com base no estudo das propriedades das funcgdes ¢(.), 6(.) e na
teoria de convexidade (Mangasarian[29]) vamos explicitar as condigdes de 1% ordem
para o problema min — maz — min suavizado, fazer uma andlise das expressoes dos

gradientes, levando em consideragio os pontos da regiao S e os valores de 71, T
e verificar que as fungbes ¢(.) associadas a cada uma das restrigdes do problema,

min — max — min Sao quasi-concavas.
4.4.1 Condigoes de 1% Ordem
Considere o problema abaixo:
Minimizar,, f(x)=2z  (28)

Sujeito a

iqﬁ(z - H(J ZZ: (@b — s, 1), A1) 2¢ j=1,..m (28.1)

i=1 k=1

onde z e z; = (z},72) sfo as varidveis associadas respectivamente ao raio de
cobertura de cada uma das ¢ estacOes e seus centros € s; = (s:,,sj) s30 0s
pontos associados a regiao S que deve ser coberta pelas ¢ estagoes.

Para as restrigdes do tipo (28.1), definimos uma fungdo g;(x), sendo

x:(wi,w%, " q? q7z)

gj(x id’ z_o(Ji(mf—S?)27T2)7)\7Tl) + €
i=1 k=1

j=1..,m
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Podemos entdo representar o problema (28) da seguinte maneira:

Mivimizar,, f(x) =2z (29)

Sujeito a{ gi(x) <0, j=1,.,m (29.1)
onde g;(x): R2H — R
Definicao 1:

Para cada x € Q= {x € R% | g(x) < 0}, chamamos de restrigoes ativas em
x aquelas para as quais g¢;(x) = 0. Analogamente, chamamos restrigdes inativas
em x aquelas para as quais g;(x) < 0 (Martinez[26] e Simmons[42]).

Definicao 2:

Chamaremos de ponto regular a um ponto x de 2 onde os gradientes das
restri¢Ges ativas sdo linearmente independentes (Martinez[26] e Simmons[42]).

Tendo em vista estas consideragbes, a literatura de programacgio matemaética
apresenta as conhecidas condi¢des de Karush, Kuhn e Tucker para o problema (29)
da seguinte forma:

Condic¢oes Necessarias de 1* Ordem para o Problema (29)

Seja x* um minimizador local regular de (29). E seja J o conjunto ativo nesse
ponto tal que:

J={je{l,..,m}[g(x")=0} (30)

Se os gradientes associados as restrigdes ativas {Vg;(x*),j € J} definem um
conjunto linearmente independente, entdo existem tnicos p; € RN, p; >0, j€J
tais que:

Vf(x*) + E uj.ng(X*) =0 (31)
jed
No problema em questso, o minimizador local x* = (z}",2?", ..., z}", 2%, 2*) re-
presenta respectivamente as coordenadas de localizagio G6tima, das estagoes de rddio
base e o seu raio de cobertura.
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Abaixo, temos descritas explicitamente as fungées f(x*) e g;(x*):

f) =7 (32)

(32.1)

2

. LD 2 2 2 2
w@)z—Z&&“—EﬂﬁhW®44§+ [ — | D @ =B+ 73] +ri}te
=1 k=1 k=1

- Pfett;an(do o calcul)o dos gradientes de f(.) e g;(.) em relagdo as varidveis
x; T i=1,...,q) e z* temos:

Vi) =(0,0,0,0,..,1)  (33)

(34)
_ sl * _ 2 E* _ kY2 2
Vet =3 (et 01y VE G o
ok e Vi = VEIL @ ) et
i=1L..,9, j=1,..,m
(35)
ST W C et | NP bl > SUC et |} L
P2 \/Zk (@ o)+ \/[Z* \/Zk—l(ﬂ:’k*— sh)’ +'rzz] +7f
i=1,.,q, §=1,...m
(36)
q —* 2 k* g2 4 2
Vo= (e VRl
S/ -

i=1..,m
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Considerando os elementos j € J , a equacgdo (31) e as equagdes (34), (35) e
(36), temos entdo as equagdes associadas 3s condiges necessirias para o problema
representado pelas equagGes (32) e (32.1), ou seja:

(37)
(@} — ) [Z*—\/Zigl(xf*_sé?)2+722] _
Z;sz \/Z (k*—sk) +'r(1+ I 2)}_0
S k=1 2 \/[Z*"\/Zk:1(-"?i —85) + 1] +74
i=1,..,q
(38)
Z.U (z?" — 53) (1+ = _\/Ek—1($k* 5) + 73] )}=0
i . B
i€ 2 \/Zk 1 (@ “'sk) +73 \/[Z*—\/Z%=1 (xf*—sf) +T22]2+Ti2
i=1,..,q
(39)

) =0

* 2
A& —2* + 4/ i (aF — sB) + 12
4D ug D (=14 Vi et~ >
e S e S G e ]

4.4.2 Anélise dos Gradientes:

Agora, vamos analisar os valores dos gradientes das equagbes (34),(35) e (36)
quando os pardmetros 7, , 7, se aproximam de zero, isto é, lim,, -0 , levando
em consideragdo o posicionamento dos pontos s; = (s} 855 ]) em relacdo a cada
um dos circulos (estagdes de radio base) de centros z} = (z}*,2?*) e com raio de

cobertura z* , que cobrem a regido S. Observando que para fins de simplicacéo,
vamos considerar 7, = 7y .
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Caso 1 : Pontos na fronteira do circulo (2* = \/ Y2 (xf - s;?)z)

Uma vez determinado x* , vamos analisar os gradientes das equagoes (34),(35)
e (36) em um particular ponto s; = (sj,s?) , em relagio a um particular centro
de circulo z¥ = (z}*,2?") . Considerando a expressio (34), podemos escrever o
gradiente de uma restri¢io ativa em relagfio & primeira varidvel z}” | de uma forma,

mais conveniente a essa andlise,

* _ h(Tl)
v-gJ (X ):l:zl - m(Tl) + 'w('rl)’ (40)
sendo
A Ty — st

- =) (41)

min) = 2 \/Zk y (@F - sk) + 1

W) =5 ( e C Jg:l (aF" — s)" +7) (42)

2

w(n) = ( [z*—\]kz_l (" — s%)" + 7] +'rf)\'223(wi-“*—s§)2+ff) (43)

k=1

Calculando o limite desse gradiente quando 71 — 0 temos inicialmente:

h(m) A T} — 331-

(’7'1)] - 5(\/Z§:1 (zf*—sf)z

)+

- (44)

hm [m(m)+

h(r1)

Observando que temos entdo uma indeterminagfio na parcela w(r) vaImos
aplicar a Regra de L'Hopital para determinar o valor do limite para esta parcela.
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!
Calculando ZJ,(%% ¢ efetuando todas as simplificagGes possiveis temos que:

(45)

® 2 * 2
(1) )‘( 1 _gh( \/*2_2z* VS (@ — o)+ 0 (a8 — sh)” 4 2r
—_ — :Ei —8 * *
2 32/ @b — o))"+ 7+ 3{ (2 — )"} + drP 4 202

w'(m)

Temos entao,

i ,(7_1) i( \/3*2 2z*2+z*2 )_ 0 (46)
n=0 w'(r) 2 —3z*.2* + 322 4 2*2

Ou seja:
h(Tl) /\( (37 - )
(7‘1) 2 \/Zk ) (:ltk* . Sj)2

o 1
lim Vg;(x*),; = '}11310 m(r) + ) (47)

710

Efetuando cédlculos andlogos para, ng (X*)x;‘-’ temos:

h A > g2
lim ng( ez = hm0 m(m) + (1) =5 (2 *s’) -
70 w(m) \/Zi:l (zF" — s¥)

) (48)

Caso 2 : Pontos interiores ao circulo ( 2* > \/ Y2 (= - S;?)2)

Novamente, vamos associar a expressdo do gradiente em relagio a varidvel z}
com as fungbes m(m), h(n), w(7m), definidas no caso 1, temos:

(49)
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Calculando o limite desse gradiente quando 7; — 0, temos inicialmente:

NG VI (@ - sb))

()
h(r) ; A (z;" - 57)
T R IS S

Simplificando a expressdo anterior temos:
(51)

h(r1)
w(y)

=

Vgi(x")g = hm [ m(r) +

(z — /X2, (2 - sh))

(@ — s}

\/ =1 (

Efetuando os mesmos célculos para ng(fﬂ*)mg , temos

lz'mn_,o m(’rl) +

(52)

]'Z'(Tl) .

w(n)

-—S

(Z _\/Zk ~ ( k*

sh)’)

hn) _ A (@ —s)
7:'[11m m(T1)+w(Tl) 2

Ou seja:
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Caso 3 : Pontos exteriores ao circulo (2* < \/ Yry (zF —s8))

Associando  Vg;(z*),: a [m(n) + :)((?1))] (definidas no caso 1) temos:

(54)

h(n) ;A (sl —sb) G V2 (o — )7
hm m(7y = =
i)t w(71) I= 2 \/22:1 (335’* - 5;“) (_Z + \/Zk—l (mk* - 5;“) )

Efetuando os mesmos cédlculos para Vg;(z*),2 temos:

(55)

W) A @ -e) (=" — /32, (" — b))
9

lim [ m(r)+ 5 -
\/Zk:l (zF" — 5%) (== +\/Ek. L (F _Sk) )

710 w()]

Devemos observar que a andlise de Vg,(x*) corresponde a uma compilacio dos
casos 1, 2 e 3, pois Vg,(x*) é definido por uma expressio, que além do préprio z

engloba todas as varidveis ;.

No célculo do limite lim,,_,, para Vg,(x*), vamos associar expressdo (36) a:

2001+ ity

254 m;(71)

sendo

wi(m) = —2* + \, 3 (@F — sb)* + 72

2

2 2 2
() = z[z*—Jzuf*——sf) +rd] 4
k=1 k=1
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. w; (7
Agora, vamos analisar as parcelas mz‘((q% , 1os reportando aos casos 1, 2
(2
e 3, que foram anteriormente explicitados, considerando novamente, um particular

ponto s; em relagdo a um particular centro z;.

Se s; = (sj,55) estiver na fronteira do circulo, teremos:

im WilT1) (Tl) =

110 my;(71) =0 (59)

Se s; = (sjl-, s2) for interior ao cfrculo, teremos:

* * 2
wiln) =2+ /i, @ -

lim = =-1 (60)
) S - )
Se s; = (s},s%) for exterior ao cfrculo, teremos:
% 2 * 2

P mn) ey (ol - )
Dessa forma, com base na expressio (56) e nos valores obtidos nas expressdes
(59),(60) e (61), temos que lim,, ,4Vg,(x*) serd expresso por:
—’5‘ , para pontos s; na fronteira do circulo;
—A, para pontos s; no interior do circulo;
0, para pontos s; exteriores ao circulo.

No quadro a seguir sintetizamos as informacées sobre o gradiente das funcdes
restricdo ¢(.) , considerando lim.,_:
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Tabela 2 - Gradientes das Restrigoes.

Posicdo do ponto s, [ Vg (z*),1 , Vg;(z*) g2 | Vg;(z*), |

. * 2 gl —st 2% —5? By
Fronteira : z* = \/ Sho (2F - | 2 S 2 L -39

R Y S S B S s
151 2%_ g2
Interior : z* > \/ S (= - s;?)z A im‘ ZJ* ) — A im’ Z’* ) = —A
\/Zk=1 (=7 —s7) \/Zk:l (@7 —s5)

Exterior : 2z* < \/ 2 (:I:f* - s;?)z 0 0 0

Analisando a tabela acima, observamos que a contribuicio de cada um dos gra-
dientes Vg;(.) associados aos pontos s; esta diretamente relacionada ao posi-
cionamento dos circulos de centro z; (estagdes de rddio base) sobre a regifo S .

Dessa forma, para pontos s; exteriores a um particular cfrculo de centro z; ,
observamos que Vg;(.) & "insensivel”, ou seja, o gradiente de g(.) tem con-
tribui¢fio nula para estes pontos. Em contra partida, o gradiente Vg;(.) relacionado
a0s pontos s; que estdo no interior do circulo tem contribuigio, em médulo, duas
vézes maior em relagfio ao gradiente dos pontos 8; que estdo na fronteira do
circulo de centro z; .
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4.4.3 Estudo do Aspecto de Quasi-Concavidade

Nesta se¢éio, com base no estudo das propriedade das fungées ¢(y, A, 1) , 6(y, 72)
e em conceitos de convexidade, vamos verificar que cada uma das fungbes ¢(y, A, 71)
presentes nas restrigoes da modelagem min — maz — min bésica sdo quasi-concivas,

observando que a verificagio desta propriedade independe dos pardmetros 7 e T3 .

Consideremos a formulacgio abaixo:

Min,, f(x)=2 (62)

Sujeito a

é‘ﬁ(z - 9(J§,‘1 (zF — s5)", 1), A, 1) > (62.1)

ji=1,..,m

onde 2z, z; = (%},2?) i = 1,...,q , sfo varidveis do problema, que representam,

respectivamente, o raio de cobertura e os centros das estacoes, a fim de cobrir os

— (ol o2 : =
pontos s; = (s;,s3) , localizados na regido S.

Para fins de andlise, vamos considerar um dado raio z, um centro z; = (z!,2?)

e um ponto s; = (sf,s?) da regido S. Com o sentido de facilitar essa andlise,
vamos definir a seguinte funcio:

1(x) = 2 — /(@] — 1) + (a2 — 82)> + 73 (63)

X= (.’E}, 1‘%? Z)

Dessa forma, uma restrigdo genérica do problema pode ser escrita como a com-
posigiio da funcgdo ¢(y, A\, 71) = 3(y + /92 +77) com I(x):
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9(x) = 1) + /i3 + 7] (64)

Agora, iremos mostrar que g(x) é quasi-céncava, utilizando o fato de &y, A, 11)
ser crescente em relacio & varidvel y e na verificacio de que [(x) é concava. Para,
isto, relembramos a definicio de concavidade:

Definigdo 1: Uma funcio «(.) definida num conjunto 2 & céncava se e
somente se:

{ (I =t).a(z) +ta(z) < a((l—t)a+tas), ¥V 21,20 € Q, 0<t< 1 }

Aplicando esta definicdo em relagdo a fungio I(x) , se I(x) for concava a de-
sigualdade

(l—t).l(wl)—i—t.l(:vg) < l((l—t).:vl—!—t.:cg) (65)
Vi, z9 € Q,0<t<1
deve ser verdadeira.

Considerando a definicdo de I(x) dada por (63) e explicitando a desigualdade
(65), deve ser verdadeiro que:

2 2
(l—t).zl—(l—t).\, Z (zf — s’f)2 + 78+ t.Zg—t\J Z (z% — s'f)2 +72 < (66)
k=1 k=1

(1 —1%).z1 +t.2g — \/(:r;%.(l — ) +aht — st)? + (23.(1 — £) + 23t — 82)2 + 72

Analisando ambos lados da desigualdade (66), podemos observar, que os termos
associados as varidveis 2; e 2, slo equivalentes, sendo assim, deve ser verdadeiro:

—(1— t)\’ S ah—s)’+m2 — tdg (zk — b’ + 72 < (67)

k=1
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(@ (1= 1) + ot — s1)® + (@2.(1 — ) + 2Bt — 51)° + 72

Fazendo v(z;) = \/ >2_ (¥ — s8)? + 72 | a desigualdade (67) é equivalente &
{1 —t)v(z) +tv(z2)} < —1{v((1 —t).21 +t.20)} (68)

Observando que v(z;) é uma fungdo convexa (Mangasarian [29]), entdo,
{ —v(®) , 3 € Q} é concava, e desta forma, as desigualdades (67) e (66) sdo
satisfeitas. O que implica que a desigualdade (65) também seja satisfeita, ou seja,
I(x) é concava [.

Definicao 2: Uma funcdo «(.) definida em um conjunto ¢ quasi-cOncava

(figura 14) se e somente se:

{ alz) <alzs) = a(@) <a((l—1).a1+t3), 21,2, € Q,0<t<1 J

o(.)

Figura 14 - Ezemplo de Funcgio Quasi-Céncava em R

Considerando vélida a hipétese acima para a funcio g(x) , vamos supor
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g(x1) < g(xa2) (69)

sendo x3 = (z1,2%,21) e x2 = (23,23, 2)

Para a andlise da questio de quasi-concavidade para a funcio g(x), vamos
assumir que tem-se dois pontos x; , Xp em que é observada a desigualdade

U(xa) +4/1(x1)2 + 72 < I(xa) + 1/1(x2)% + 72 (70)

Lembrando que ¢(y, A, 71) é monotonamente crescente em relagdo a varidvel y,
a validade de (70) implica em:

I(x1) < l(x2) (71)

Considerando ademais que /(x) é concava, temos:

(T =2)d(x1) + tl(x2) < I((1— 1).x1 + t.X2) (72)

ou

1(x1) + 1.(U(xa2) — U(x1)) < U((1 — £).x1 + t.53) (73)

Ouseja, Vx3 €Q , Vxg € @ e 0<t<1, definimos valores Y e Yo
tais que:

M= U(xa) +2.(0(x2) — I(x1)) (74)

Yo = l((l — t).x1 -+ t.Xz)
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Considerando a desigualdade (73) e substituindo os valores da equagio (74) na
funcdo ¢(y, A, 71) = 2(y + /32 + 12) , temos:

Y+ VB +E>Z R+, (75)

ou seja,

1(1— 1)1 + t.x2) + I((1 — £).31 + £.x)° + 72 > (76)

U(oca) + £.(1(xa) = Uxca)) + 3/ (01) + £.0xa) — x))? o+ 72

Agora, considerando a desigualdade (71), vemos que equivale a:

l(x2) —l(x1) >0 (77)

Em seguida, multiplicando ambos os termos de (77) por ¢t , 0<t< 1, a
desigualdade permanece vélida, ou seja,
t.(l(x2) = U(x1)) 20 (78)
Finalmente, somando I(x;) de ambos os lados de (78), teremos:
((ea) +2.(I(x2) — U(x1)) = U(x1) (79)

Vx; O, Vx, € Q

Substituindo o termo & esquerda e & direita da desigualdade (79) na funcdo
#(y, A, 71), produzimos a seguinte desigualdade:
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(80)

1(3a) + £ (U(x2) — 1(x)) -+ (1(xa) + £.(0(3a) — 1(a)))2 4 72 > U(xa)+ JiG)? + 7

Através desta tltima desigualdade e da desigualdade (76), podemos concluir
entio,

(81)

(L= 032+ 2x9) + I((1 = ) 31 + Ex2)> + 72 > U(xy) + i) + 72

que implica

(82)

9(x1) < g((1—1).x1+t.x3)

Entdo, g(x) é quasi-céncava, implicando que cada uma das fungles restricoes
#(.) sdo quasi-céncavas, completando a prova O .
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4.5 Variagoes da Modelagem Proposta

Nesta se¢do, apresentaremos 4 novas modelagens que foram motivadas pelo es-
tudo das caracterfsticas do Problema de Localizacio de ERB’s e na modelagem
min — maz — min bésica desenvolvida na secio 4.3.

A resolugio numérica da modelagem min — maz — min bisica fornece os va-
lores de z; e 2. Os valores z; , conforme j4 abordado, representam os pontos
de localizacdo das ERB’s e a varidvel » representa o raio de cobertura de cada
uma das ERB’s. Este raio estd normalmente associado ao alcance e & qualidade de
recep¢o dos sinais emitidos pelas antenas (poténcia do sinal) que compdem cada
ERB. Devemos observar que hd uma relagio entre o ntimero de estagoes e o raio de
cobertura 2 de cada uma das estagdes. Com o aumento do pardmetro ¢ , associado
ao numero de estagOes, hd uma reducio do tamanho do raio de cobertura z de
cada estagdo e vice-versa.

Se o valor z obtido para o raio de cobertura nio estiver adequado as necessi-
dades de servigo da regido, o valor inicial do parimetro ¢ (nmdmero de estacdes)
pode ser aumentado ou reduzido, até que seja atingido um patamar pré-estabelecido
de qualidade de cobertura. Esse procedimento pode ser facilmente efetuado através
de uma busca bindria no valor de ¢, de forma que o valor de z respeite os limites
de cobertura associados a0 problema real ( Zmtnimo reat < 2 < Zmagimo real )-

Observamos que esta modelagem inicial d4 uma, visio geral da distribuicdo das
estacOes de rddio base sobre a regiio S. Todavia, com intuito de tornar a solucdo
desta problemdtica mais aderente a realidade, isto é, considerando as caracterfsticas
intrinsecas ao problema de localizagio de ERB’s, numa dada regido S, tais como: a
diversidade na propagagéo e alcance dos sinais de radio, a distribui¢do dos usudrios, a
presenca, de obstédculos e a variagio de relevo, desenvolvemos 4 modelagens variantes.

Nessas modelagens, apresentadas a seguir, encapsulamos o importante aspecto
da distdncia mixima entre as estagdes, priorizamos pontos candidatos a, instalacao
das ERB’s, definimos agrupamentos de locais candidatos para instalagdo de ERB’s
e trabalhamos com raios de cobertura diferenciados (poténcias de transmissdo).

Com a utilizacdo dessas modelagens ou de uma combinacdo das mesmas, pode-
mos ter uma idéia bem melhor para a distribuicfo do sistema como um todo. Além
disso, podemos fazer uma nova modelagem ou novas modelagens, derivadas da com-
posi¢o da cinco modelagens iniciais, isto é, podemos agregar numa finica modelagem
caracteristicas adicionais para o problema de localizacio de ERB’s.

A seguir, comegaremos a apresentar as novas modelagens, relembrando a mode-
lagem min — maz — min bésica.
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Modelagem MO: Cobertura Total (Modelagem Bésica)

Minimizary, 2

(83)

Sujeito a

q [ g
Sz —0(| Y (aF — )2, m), ) >e j=1,..m (83.1)

Sendo 2z e z;

= (z{,27) (i=1,...,q) varidveis associadas respectivamente
ao raio de cobertura e aos centros de cada uma das ¢ estacdes e s; = (
estagoes.

1.2
53:55) 5
J = 1,..,m , os pontos associados a regido S, que deve ser coberta pelas g¢
Isto ¢, cada ponto s;

pode representar um usuério ou conjunto de
usudrios que devem ser atentidos pelos servicos de telefonia.
Modelagem M1: Agrupamento de Estacoes

Nesta primeira modelagem alternativa, vamos considerar que as ¢ estacGes de

rddio base, sejam distribuidas em n agrupamentos disjuntos. Ou seja, se Q é o con-

Junto de todas as estagbes, temos: @ = Q1UQs...UQ, . Sendo |Q,|, r=1,...,7n,
o nimero de estacdes de rddio base em cada agrupamento.

@

Na figura 15, apresentamos um exemplo desta modelagem, considerando n =3,
] =3, |Q:] =4, Q5] =2.

Y
AY
A
]
t
]
i
]
7

Regido a ser coberta (4rea de estudo)

7N
\\__) Raio de Cobertura
Centros das Estagdes

n,
*, Distancia entre as Estacdes

Figura 15 - Ezemplo da Modelagem M1

64



Para cada agrupamento @,, (r = 1,...,n) , definimos uma medida D, , que
representa a distdncia méxima entre os centros das estacoes, duas a duas.

A racionalidade da formacio de agrupamentos de estacdes de radio base com
distancias diferenciadas estd associada as questdes de utilizacdo do espectro de
freqiiéncias e a densidade de usuérios.

Conforme descrito nos trabalhos de Nascimento[1], Stuber[2] e Mateus[3], o es-
pectro de freqiiéncias disponivel para o servico de telefonia celular é limitado. E
além disso, em 4reas urbanas, hd uma grande concentragio de ususrios do servigo
de telefonia. Desta forma, o espectro de freqiiéncias deve ser utilizado de uma forma
parcimoniosa.

Para se atender as demandas dos grandes centros urbanos, podemos entdo, for-
mar mais agrupamentos de estagdes de rddio base, colocando estas estacoes mais
proximas umas das outras e disponibilizar para cada um destes agrupamentos um
conjunto de canais de freqiiéncia menor e que poderd ser reaproveitado (Nasci-
mento[1], Stuber[2]) para outros agrupamentos vizinhos, sem que haja interferéncia
de canais (vide capitulo 2) entre as estagbes e de forma que todos os usuirios sejam
atendidos.

J& para as dreas pouco povoadas, dreas rurais, etc, podemos definir um ndmero
menor de agrupamentos com as estagdes mais distanciadas, tendo em vista que o
nimero de usudrios é bem menor.

Deseja-se entdo, que as ¢ estagOes sejam distribuidas em n agrupamentos,
tal que para estacdes de centros z; e =z, pertencentes a um mesmo agrupamento

tenhamos:

|lz1 — zulle < D1 primeiro agrupamento (84)

I=1,..,|Q -1, u=1l+1,..,|Q

lzt — zulle < Dy  p— ésimo agrupamento (1 <p <n)

p—1 V4 D
l=(Z;IQTI)+1,...,(ZIIQTI)—1, u=1+1,..,3]Q
r= r= r=1
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Considerando, entdo, essas novas restri¢des, temos a seguinte modelagem:

Minimizar,, z (85)

Sujeito a

2

icﬁ(z - 0(\’ @k —shm)An) 2¢, j=1..,m (85.1)

k=1

|z: — 24|l < D1 primeiro agrupamento (85.2)

I=1,0|Qs| ~1, u=1+1,..,|Q

lz: — 2zulls < D, p— ésimo agrupamento (1<p<mn)
p—1 4 Y4

l: (ZIQT|)+177(ZIQTI) _17 u:l_l_]-)-";Z'Q'rl
r=1 r=1 r=1

Todavia, como cada restricdo do tipo (85.2) estd associada & funcdo distancia
euclidiana, que notadamente possui pontos de nio-diferenciabilidade, vamos nova-
mente introduzir a fungéo auxiliar (.) , no sentido de obter um problema comple-
tamente diferencidvel. Assim, escrevendo entio as restri¢des do tipo (85.2) temos:
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Minimizar,, z (86)

Sujeito a

2

isﬁ(z - 9(\] > (@F— s m),An) 2e , j=1..,m (86.1)

k=1

9(\/(3: —zy)? + (27 — 22)%,72) < Dy primeiro agrupamento  (86.2)

l= 1, —eey IQll — 1, u=1[+ 1,..., |Q1l

9(\/ (zf — 23)? + (27 — 22)%, 1) < D, p— ésimo agrupamento (1 < p < n)
p—1 P Y4
=D+ 1L, Qo) — 1, u=141,.,3 1@
r=1 r=1 r=1

Nesta modelagem, as restrigdes (86.1) garantem que todos os pontos s; € 5
serdo cobertos por alguma estacio de rédio base e as restrigdes (86.2) definem as
distancias maximas entre estagOes que estdo em um mesmo agrupamento.

Observamos que a despeito das restrigGes (86.2), o problema sempre serd vidvel,

independente dos valores que venha a se definir para o pardmetro D, , ou seja, a
reducdo de D, serd compensada pelo aumento do raio z e vice-versa.
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Modelagem M2: Estages com Localizagdo Pré-definida,

Nesta modelagem, serd contemplada a situagdo em que algumas das estacoes
tém a localizacdo pré-definida. Dessa forma, considere que para a regido S a ser
coberta, escolhamos um conjunto y, = (y;,9?2) de pontos (r =1,..,4§ < g). Ou
seja, vamos escolher alguns pontos 1y, que estdo na regido S e dos quais as
estagoes de rddio base deverdo estar a uma certa distdncia pré-definida. Isto é, as
estacOes deverdo estar localizadas (instaladas) numa vizinhanga dos pontos ¥, .

Normalmente, a escolha desses locais é feita ad-hoc pela 4rea de planejamento
da companhia e estd diretamente correlacionada & andlises de propagacio de sinal,
ao relevo da regido, aos tipos de construcio, & densidade de usudrios e a alguns
obstaculos, conforme descrito por Nascimento[1], Stuber[2] e Mateus|[3].

Na figura 16, apresentamos um exemplo com ¢ =4, § = 3, isto é, temos trés
estagoes que deverdo estar numa vizinhanca de especificados pontos sy, 59,53 e uma
estacao com posicionamento livre.

Regido a ser coberta (4rea de estudo) @ Centros das EstagSes
TN ""D' ta . P +

. Pontos yr [ '} Raio de Cobertura lstancia maxima entre as
\-/ Estacdes e os pontos yr

™\ Disténcia minima entre as
Estacbes e os pontos yr

Figura 16 - Exemplo da Modelagem M2

Associemos a cada ponto y, = (y,,y?) , definido para esta regifio, um ponto
z, = (z;,22) que representars o centro de uma das § estacdes, de tal forma que
a distincia entre cada ponto y, e o seu respectivo centro z, seja maior ou igual
que um valor d, e menor ou igual a um valor D, , ambos definidos a priori.
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A racionalidade de se definir que os centros das estagOes estejam numa vizinhanga
dos pontos ¥, é a de garantir que essas estagOes estejam a uma distdncia méxima
D, de: hospitais, grandes centros de informacao, centrais de emergéncia, etc, que
também estdo numa, vizinhanca dos pontos ..

Todavia, além da existéncia desses pontos de demanda, podemos ter obstdculos
como transmissores, construgdes, etc, também préximos de y,. A fim de garan-
tir que esses obstdculos ndo interfiram na comunicagdo para pontos de demanda
préoximos de y,, definimos um distincia d,, como a medida de distdncia minima,
isto é, afastamento minimo que a estagio deve estar do ponto ¥, , a fim de evitar
interferéncia e conseqiientemente a perda de comunicagio.

Assim, do ponto de vista de modelagem, definidos os valores D, e d, e os seus
respectivos pontos vy, (r=1,...,4) devemos estabelecer que:

“yr - xr”Z <D, r=1,..,05¢q (87)

lyr — zelle > dp, 7=1,..,4<¢q (88)

Observamos, que no limite, podemos até mesmo fixar um ponto, considerando
. D, =0, na restrigdo (87) e excluindo a restri¢io (88).

Considerando entdo estas novas restricGes e observando a caracteristica de néo-

diferenciabilidade das fun¢bes associadas s mesmas, temos a seguinte modelagem:

Minimizar,, z (89)

Sujeito a

i(ﬁ(z - 9(\J i (zF — s§)2,72),)\,'rl) >e , j=1,..,m (89.1)
i=1 k=1

2
9(\l (et —yh)m) <Dy, r=1,.,4, §<gq (89.2)
k=1
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2
9(\J So(ab—yb) ) >d, r=1,.,5, d<gq (89.3)
k=1

Observamos que as restrigdes (89.1) garantem que todos os pontos s; € S
serdo cobertos por alguma estagdo de radio base e as restrigdes (89.2) e (89.3) garan-
tem que cada uma das estagbes de centro z, estardo numa vizinhanca dos pontos

Yr -

Analogamente ao problema anterior, temos que o problema (89) sempre sers
vidvel.
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Modelagem M3: Conjuntos de Pontos Candidatos para Insta-
lagdo de ERB’s

Nesta modelagem, vamos considerar que sejam definidos a priori ¢ conjuntos
de pontos candidatos & instalacdo das estaces de rddio base (figura 17). Cada um
destes conjuntos serd designado por H, , r = 1,..,q , contendo |H,| pontos
candidatos h, = (b}, %), 1=1,..,|H,|, NI_,H,=0.

T 'l

Regido a ser coberta (Adrea de estudo)

o, COnjuntos Hr de pontos
#" ¥ candidatos para instalacdo das
e’ pEET G

@® Pontos h, candidatos

Figura 17 - Exemplo da Modelagem M3%

Conforme descrito em Mateus[3], os pontos h,; associados a cada um dos con-
juntos H, so definidos a priori pela drea de planejamento da companhia prestadora,
de servigos através de andlises de propagacio de sinal, relevo, etc.

Desta forma, vamos considerar, que para cada um dos conjuntos H,, r =1,....q ,
serd selecionado apenas um ponto h,; para a instalacio das ERB’s. Ou seja, tere-
mos entédo, um total de ¢ pontos associados 4s ERB’s de centros (zi,x, ..., Zq).

Para cada ponto h, € H,, r=1,..,q9 , [ =1,..|H,|, podemos definir,
entdo, uma fungdo que representard a distncia entre os pontos h,; e suas res-
pectivas estagoes:

dry = /(a2 — 1) + (a2 — h3)? (90)

r=1,.,q , l=1,..,|H,]



Como para cada conjunto H, deve-se selecionar apenas um ponto h, , entdo,

definido um niimero ¢ de estagées, devemos ter pontos h,; e, conseqgiientemente,

centros z, = (zl,22) ,taisque du=0, r=1,..q.

Para auxiliar a apresentacio do problema, vamos definir a seguinte fungio pro-
duto intra-grupo:

Dr(Tr) = dpy % dpg % ... % d,,,'—HTI, (91)

r=1,...,q,

ou seja, cada uma das fungdes p.(z,) representa o produto das distincias entre
uma estacdo de centro z, e os seus respectivos pontos h, € H,.

A fim de garantir que o centro z, de uma estagio estard associado a apenas um
dos pontos de H, , podemos definir uma tolerdncia &6, > 0 convenientemente

para cada grupo e as seguintes restrigdes:

Dr (wr) < oy, (92)

r=1,..,q

Devemos observar que cada uma das fungdes d,; que estdo agregadas aos pro-
dutdrios representados pelas fungGes p,(.) , apresentam pontos de nio-diferencia-
bilidade. Desta forma, vamos introduzir a fungio 6(y, 7).

Considerando essas restrigOes e as restri¢oes de cobertura da modelagem min —

mat — min bésica temos entdo a seguinte a modelagem:

Minimizary , z (93)

Sujeito a

éqﬁ(z - 9(\J ZZZ (af — sb)*,m), A\, m) > (93.1)

k=1

7=1,...,m
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nh/dl + 2 <6, (93.2)

r= 17 "'7q

Observamos que o pardmetros &, sdo definidos de forma conveniente, levando
em conta o nimero de pontos candidatos em cada conjunto H, e a escala de re-
presentacdo destes pontos.

As restricdes (93.1) garantem a cobertura total da regido S e as restrigdes (93.2)
garantem que em cada conjunto H, sers selecionado-apenas um ponto h,y.

Devemos ainda ressaltar, que esta modelagem pode ser convenientemente mani-
pulada de forma a convergir para as modelagens de programagéo inteira ortodoxas,
que sdo utilizadas para o problema de localizacio de ERB’s, sem o uso explicito de
varidveis (0,1).

Isto €, conforme j4 descrito no capitulo 3, nessas modelagens definimos um con-
junto de ¢ pontos candidatos para instalacdo de ERB’s e partir desse conjunto
selecionamos um subconjunto de § pontos para instalar as ERB’s, sendo ideal-
mente ¢ <gq.
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Modelagem M4: Poténcias de Transmissao Diferenciadas

Nessa modelagem, vamos considerar, que as estacoes trabalhem com raios de
cobertura (poténcias de transmissio) diferenciados (figura 18). Observando que a
racionalidade de se trabalhar com raios de cobertura diferenciados estd baseada no
fato de que, nas 4reas de servigo associadas a grandes centros urbanos existe grande
diversidade sob diversos aspectos tais como: distribuicdo dos usudrios, constituicio
do relevo, tipos de construgoes e de transmissores.

R
- ~~

Regido a ser coberta (4rea de estudo)

Centros das Estagdes com raios de cobertura
diferenciados

{ ) Raio de Cobertura

Figura 18 - Exemplo da Modelagem M/

Para os centros urbanos, trabalha-se com raios de cobertura menores, com o in-
tuito de instalar um maijor nimero de antenas com poténcias de transmissio menores
e de forma a permitir o reaproveitamento espectral, isto é, possibilitar um atendi-
mento satisfatério para mais usudrios simultdneamente e evitar a ocorréncia de in-
terféncias co-canal e adjacente, oriundas de outros transmissores (vide capitulo 3).

Voltamos a lembrar, que a preocupagio com a boa utilizacio do espectro de
freqiiéncias deve ser permanente, tendo em vista a limitacio do mesmo. Para os
centros urbanos, poucas antenas, com muitos canais distribuidos ou uso de antenas
com poténcias de transmissdo muito elevadas, pode implicar em problemas de in-
disponibilidade de servigo ou interferéncias na comunicaco.
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Em contrapartida, para 4reas rurais ou pouco povoadas, pode-se utilizar um
niimero menor de antenas com poténcias de transmissio maiores, ou seja, as estacoes
podem estar mais separadas e em menor nimero.

Com base nessas informagdes, considere que seja definido um conjunto de ¢
estacbes para atender a uma determinada regiio S. Em seguida, definimos para
cada uma dessas estagdes raios de cobertura z;. Isto é, para cada estagfio, teremos
% = W; * %, , sendo os valores w; obtidos pelos determinantes de natureza eletrénica
associados & aplicacio, ou seja, em funcio de poténcia de transmissio, de altura das
antenas e de capacidade dos equipamentos da rede de telefonia. Os valores w;
podem representar entdo, a ampliacdo do alcance de sinal.

Devemos obter, entdo, para esse problema o menor raio de cobertura 2z, , ou
seja, poténcia de transmissdo inicial instalada, tal que as g estacdes atendam a
todos os pontos s; € S, j=1,...,m.

A modelagem MO pode ser facilmente adaptada as especificidades do novo pro-

blema da seguinte maneira:

Minimizary, z, (94)

q

> dzo.w; — 9(\’ }2: (zk — 8‘,,;-7)2,7‘2), A1) e j=1,..,m (94.1)
k=1

i=1

Observamos entdo, que temos encapsulados nas restricoes (94.1) a questio da.
cobertura total e a questdo da poténcia de transmissio diferenciada.

Concluindo a apresentagdo das quatro modelagens propostas para auxiliar na
resolucio da problemdtica de localizagdo de ERB’s, podemos fazer algumas consi-
deracOes que permeiam totalmente este trabalho:

e Nas quatro modelagens propostas, conseguimos atender a algumas das ca-
racteristicas associadas ao problema, de localizagio de ERB’s trabalhando com al-
gumas restricbes adicionais de desigualdade, sem alterar a estrutura da modelagem
min — maz — min bdsica, que foi inicialmente apresentada para resolver o pro-
blema, de localizacdo de ERB’s. Desta forma, podemos utilizar o mesmo algoritmo
de suavizagdo hiperbélica apresentado na secio 4.3.

e Podemos ainda observar, que dependendo entfo das necessidades de plane-
jamento e por conseguinte, do grau de detalhamento que se deseja considerar na
resolugiio desse problema, é possivel agregar de forma simples, numa tnica mode-
lagem, algumas das modelagens propostas para o problema localizagdo de ERB’s.
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5. Resultados Computacionais
Introducao

Neste capitulo, faremos uma exposico dos resultados numéricos/computacionais
obtidos para a modelagem min — maz — min bésica, para as modelagens variantes
propostas no capitulo 4, bem como uma descri¢do dos programas de geracio de dados
e de resolucdo dos modelos. Estes programas foram implementados utilizando a lin-
guagem de programacao Delphi 6.0 e processados em um microcomputador modelo
IBM-PC dotado de um processador Pentium IV (1.6 Mhz) com 256 MB de meméria.

O desenvolvimento deste capitulo estd dividido em sete se¢des: Na secio 1 des-
crevemos o programa de geragao de dados, na se¢io 2 o programa de resolucdo dos
modelos e o algoritmo de suavizagio hiperbélica, e nas secoes de 3 a 7 apresentamos
um conjunto de tabelas e figuras que contemplam os resultados obtidos para as cinco
modelagens que propomos neste trabalho de tese.

5.1 Programa de Geragdo dos Dados

Esse programa € constituido por rotinas que tém a finalidade de gerar um con-
junto de informac6es que nos permitem emular um ambiente de telefonia celular.
Inicialmente, o programa 1é um conjunto de pontos (z,y) de um arquivo, com
cada um desses pontos representando as coordenadas dos vértices de uma poligonal
associada ao eontorno do mapa de uma dada regido (bairro, municipio, estado, pafs).

Em seguida, o programa gera para o interior dessa poligonal, uma malha, con-
junto de pontos equidistantes, que pode ter uma maior ou menor densidade (subdi-
visdes), com cada ponto s; dessa malha representando um conjunto de usudrios
que devem ser atendidos pelas estacdes de rddio base (figura 19).

Pontos s; equidistantes Pontos s; distribuidos
aleatoriamente

Figura 19 - Ezemplo da Distribuicdo dos pontos 8; na regigo S
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Alternativamente, pode-se também gerar os pontos no interior da poligonal
aleatoriamente, isto €, sem que os pontos s; estejam equidistantes como no caso da
malha. Em qualquer dos dois casos, o niimero de pontos s; ¢ definido pelo usudrio
(figura 19).

Completando o conjunto de dados de entrada do programa, é solicitado ao
usudrio o nimero ¢ de ERB’s (circulos) que serdo utilizadas para cobrir a regido
S. Com posse desse niimero, o programa gera de forma aleatéria, os centros (co-
ordenadas) z; , (i = 1,..,9) das ERB’s, exigindo apenas que estes centros
z; = (xz},2?) , pertencam ao interior da regidio S. E finalmente, define-se um
raio inicial 2% associado a cada centro z; tal que 2° = diam(S) (Lages[50]), onde
diam(S) representa o didmetro da regido S, que corresponde & maior distincia
entre dois pontos quaisquer dessa regido.

Considerando entdo, todas essas informagoes, é gerado um arquivo de saida que

contém os pontos s; = (sj,s7) delimitados pela poligonal, o nimero de ERB’s
necessirias para atender a demanda da regiio .S, as coordenadas iniciais z;,

i=1,...,q das ERB’s e o seu raio inicial de cobertura 2°.

Destacamos que, os procedimentos descritos e aplicados neste trabalho, para
geracdo dos dados e dos pontos para cada uma das regides em questao, estio basea-
dos nos trabalhos de Guedes[40] e Matheus[15].

Ainda utilizando o programa de geragio de dados, é possivel considerar, para o
interior da poligonal (regifio S ), os pardmetros associados as 4 modelagens vari-
antes. Na tabela 3 abaixo, apresentamos esses pardmetros.

Tabela 8 - Parametros considerados no Programa de Geracio de Dados.

| Modelagem | Pardmetros

M1 : Agrupamento de Estagbes | » Ndumero de agrupamentos 7
e Numero de estagOes por agrupamento
o Distdncia D, entre estagbes de cada agrupamento

M2 : EstagGes com Localizagio e Pontos 4., r=1,...,4§ < g, dos quais a ERB
Pré-Definida ficara préxima

e Distincia méxima D, de uma ERB ao ponto v,

e Distdncia minima d, de uma ERB ao ponto y,

M3 : Conjunto de Pontos e Nimero de conjuntos H,, = 1,...,q com pontos
Candidatos para Instalacdo | candidatos
de ERB’s e Pontos hn, [ =1,...,|H,| em cada conjunto H,

M4 : Poténcias de Transmissao e Valores de ampliacdo de alcance w; , i =1,...,q
Diferenciadas
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9.2 Programa de Resolugao das Modelagens

Para a implementagio dos algoritmos associados &s cinco modelagens propostas
neste trabalho, fizemos uso de uma biblioteca de rotinas de programacao nfo-linear,
disponibilizada na internet por Debord[48]. Nessa pincamos o algoritmo de mini-
mizagao irrestrita que implementa um método Quase-Newton com atualizacio BFGS
(Martinez[26]).

Em seguida, baseados no trabalho de Dennis e Schnabel[49], efetuamos adaptagdes
em alguns do procedimentos presentes nessa biblioteca, com a finalidade de utiliz4-
los no algoritmo de suavizagéo hiperbdlica. Nesse algoritmo temos um conjunto de
fungGes associadas ao processo de suavizagio, de penalizacio hiperbélica e do célculo
dos gradientes.

Devemos ainda observar que todas as fungdes implementadas para suavizacio
e penalizagdo foram validadas através da utilizagio do pacote mateméatico Maple
6.0. As expressdes analiticas dos gradientes foram validadas através do seu cdlculo
aproximado, mediante a aplicagdo do método das diferengas centrais, descrito, por
exemplo, em Dennis, Mangasarian e Schnabel[49].

Os dados de entrada comuns fornecidos para essas modelagens foram: os pon-
tos s; contidos na regido S, o raio de cobertura z e as coordenadas iniciais
z; 1= 1,..,q das estacOes de ridio base, os pardmetros de suavizacio 71,72, 0
pardmetro € e os pardmetros de penalizagio d e . Além desses, foram forneci-
dos os pardmetros particulares de cada uma das modelagens variantes, apresentados
na tabela 3.

5.3 Resultados da Modelagem MO: Cobertura Total (Mo-
delagem Bisica)

Nesta se¢do, apresentamos um conjunto de tabelas e figuras com informacdes re-
lativas & modelagem min —max —min bésica, que contém unicamente as restrigdes
que garantem a cobertura de todos os pontos s; da regifio S pelas ¢ estacOes
de réddio base. Para essa modelagem, temos os resultados associados a um conjunto
de 20 problemas teste, tabelas 4 a 6, considerando os pontos s; € S equidistantes.

Ainda considerando a modelagem min — maz — min  bésica, nas tabelas de
8 a 10, temos as mesmas informagGes das tabelas de 4 a 6 para um conjunto de
sete problemas teste, sendo que os pontos s; foram distribuidos aleatoriamente no
interior da regiao S.
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Na tabela 4, apresentada a seguir, temos segundo a ordem das colunas: 0 nome
do problema teste, o niimero de ERB’s, o nimero de pontos s; € S cobertos
pelas ERB’s, o raio de cobertura das ERB’s, o total de iteragbes do método BFGS
e o tempo de processamento, em segundos, gasto para resolver o problema.

Tabela 4 - Informacdes gerais sobre os problemas teste

Problema | Nimero | Niimero de | Raio z | Iteracoes | Tempo
de ERB’s | Pontos f(z*) BFGS | CPU
AF40 2 910 208.5254 191 22
AF80 4 3389 139.4151 320 149
AF100 6 5248 108.6673 337 289
AF120 7 7524 105.9838 369 559
AF130 9 8824 90.7043 382 839
AF160 11 13309 79.4751 387 1648
AF180 17 16814 65.2308 360 3530
BH60 9 1937 90.5348 331 179
BHT70 6 2579 111.6290 279 129
BH75 39 2942 42.0479 336 2081
BHS0 33 3323 46.5409 384 2025
BH90 12 4164 76.0836 343 526
BH100 13 5115 73.6650 356 738
BH120 86 7301 26.7952 453 27900
BH150 30 11328 48.4354 409 6275
BH300 7 44872 164.7743 381 1285
BHA420 4 87776 144.0751 413 3323
RJ100 50 4668 36.0037 379 5583
RJ170 6 13295 111.2607 342 748
RJ200 17 18341 96.5032 398 1580

Pela tabela 4, podemos observar, que a modelagem min — maz — min bésica
mostrou-se eficiente para problemas teste com um substancial nlimero de varidveis e
restricoes, destacando dentre esses, os problemas: BH120 com 173 varidveis e 7301
restri¢es, BH420 com 9 varidveis e 87776 restrigoes ¢ RJ100 com 101 varidveis e
4668 restricoes.

Na tabela 5, temos os valores iniciais e finais dos pardmetros de suavizagio 71,7
e do parametro ¢, considerando que os valores finais associados aos parimetros e,
T1,T2 , 880 fruto da observagdo do critério de parada |2F — 21| < § , implemen-
tado no algoritmo de suavizagdo hiperbdlica.

Podemos ainda observar, que os valores finais associados a esses pardmetros pro-

duzem um raio 2 que satisfaz ao conjunto de restrigdes de cobertura, ou seja, os
valores de z proporcionam a cobertura de todos os pontos s; € S.
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Tabela 5 - Valores iniciais e finais dos pardmetros de suavizacio 1,7, €

Problema 0,7 e T, TS €*
AF40 5.000E-01 | 1.000E4-00 | 5.000E-07 | 1.563E-08
AF80 5.000E-01 | 2.000E4-00 | 5.000E-07 | 1.280E-10

AF100 2.000E-01 | 1.200E400 | 2.000E-07 | 1.875E-08
AF120 2.000E-01 | 1.400E+4-00 | 2.000E-07 | 1.190E-11
AF130 1.500E-01 | 1.350E-}-00 | 1.500E-07 | 2.540E-12
AF160 5.000E-01 | 5.500E4-00 { 5.000E-07 | 3.520E-10
AF180 2.000E-01 | 3.400E--00 | 2.000E-07 | 2.176E-10
‘BH60 1.000E4-00 | 9.000E4-00 | 1.000E-06 | 3.686E-08
BH70 1.000E4-00 | 6.000E4-00 | 1.000E-06 | 9.375E-08
BH75 1.000E-01 | 4.000E-}-00 | 1.000E-07 | 6.250E-08
BHS0 2.000E-01 | 6.600E4-00 | 2.000E-07 | 1.611E-09
BH90 2.000E-01 | 2.400E4-00 | 2.000E-07 | 3.292E-09
BH100 2.000E-01 | 2.600E4-00 | 2.000E-07 3,567E-09
BH120 1.000E-01 | 8.600E--00 | 1.000E-07 | 8.600E-12
BH150 3.000E-01 | 9.000E-4-00 | 3.000E-07 | 1.929E-10
BH300 5.000E-01 | 1.500E--00 | 5.000E-07 | 3.662E-10
BH420 5.000E-01 | 2.000E4-00 | 2.000E-07 | 7.629E-12
RJ100 2.000E-01 | 1.000E4-01 | 2.000E-07 | 6.400E-10
RJ170 2.000E-01 | 1.200E4-00 | 2.000E-07 | 2.930E-10
RJ200 4.000E-01 | 3.200E4-00 | 4.000E-07 | 2.048E-10

Na tabela 6, segundo a ordem das colunas temos: o nome do problema teste,
o valor da funcio penalidade P(z*) que agrega as restricies da modelagem
min — maz — min bésica, a razdo entre a fungfio penalidade e a funcéo objetivo do
problema original e os valores inicial e final da funcéio objetivo.

Os valores pouco significativos (pequenos) de P(z*), observados para todos os
problemas teste, indicam a redugdo do efeito da penalizagio interna associada 3
segunda fase do algoritmo de penalizacio hiperbélica. Enquanto do ponto de vista
do problema de localizagéio de ERB’s, isto indica que todos os pontos s; € S sio
cobertos por alguma, estacio de rddio base.

Observamos que para todos os problemas teste apresentados nas tabelas deste

capitulo, os valores iniciais dos pardmetros « e d , associados 3 penalizacio
hiperbdlica, foram definidos respectivamente por 7 el
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Tabela 6 - Valor da fungdo penalidade, razdo entre o valor da funcdo penalidade e
funcéo objetivo e raio inicial e final dos problemas teste.

Problema | P(z*) | P(z*)/f(z*) [ (=% f(z*)
(raio inicial) | (raio final)
- AF40 5.493E-05 | 2.634E-07 2112.2252 208.5249
AF80 1.870E-05 | 1.341E-07 1440.0456 139.4151
AF100 7.230E-04 | 6.653E-06 1140.2400 108.6673
AF120 | 4.491E-05 | 4.237E-07 1149.0287 105.9838
AF130 1.103E-04 | 1.216E-06 947.5823 90.7043
AF160 | 2.409E-05 | 3.032E-07 836.4359 79.4751
AF180 2.018E-05 | 3.094E-07 671.1974 65.2308
BHG0 3.056E-05 | 3.376E-07 1051.0590 90.5348
BH70 6.023E-05 | 5.396E-07 1188.8172 111.6290
BHT75 1.758E-05 | 4.180E-07 441.5339 42.0479
BHS80 2.470E-05 | 5.308E-07 486.5278 46.5409
BH90 1.394E-03 | 1.832E-05 1051.0590 76.0836
BH100 | 1.877E-05 | 2.548E-07 769.9768 73.6650
BH120 | 3.518E-04 | 1.313E-05 304.1792 26.7952
BH150 | 2.508E-05 | 5.178E-07 584.4130 48.4354
BH300 | 1.002E-03 | 6.084E-06 1692.9560 164.7743
BH420 | 4.732E-04 | 4.732E-05 1471.3938 144.0751
RJ100 3.7T14E-05 | 1.032E-06 397.6972 36.0037
RJ170 2.303E-05 | 2.070E-07 1164.5614 111.2607
RJ200 9.234E-05 | 9.568E-07 1018.9543 96.5032

Na tabela 7, apresentamos o problema AF40 (selecionado da tabela 4) em deta-
Thes. Temos os valores do raio z e dos centros z; = (z},z;) associados is estacdes

de ridio base, sendo k£ o nimero da iteragio do algoritmo de suavizagio hiperbélica.

Nessa tabela, podemos primeiramente observar um aspecto de estabilidade no
algoritmo, no que concerne a variagio nas coordenadas z; das estacbes, ou seja, &
medida que o raio z se aproxima do raio étimo local, as estacdes ficam como que
imobilizadas. Simultaneamente , podemos também observar que a convergéncia é
muito rdpida, a partir da iteragdo 4 praticamente ndo hd mudanca de solucio.

Tabela 7 - Problema AF40, apresentando o raio e 0s centros das ERB’s

[k | z I S T R I T T B
1 | 2054.53766090 | 10.00000000 | 10.00000000 | 20.00000000 | 20.00000000
2| 238.21751741 | 31.01530949 | 95.01710797 | 328.61926810 | 305.59685818
3 | 235.33529500 | 36.62221292 | 94.67608355 | 328.64644556 | 305.58554896
4 | 234.75791770 | 76.76962931 | 95.64366338 | 328.64578330 | 305.58511121
5 | 227.81789839 | 163.55405328 | 134.29279987 | 346.36649612 | 313.97519559
6 | 208.52862233 | 213.49582050 | 176.48121621 | 382.79690847 | 346.40211440
7 | 208.52544139 | 213.49580186 | 176.48122044 | 382.79690847 | 346.40211440
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Descatacamos ainda, que em todos os problemas teste utilizados na modelagem
MO bésica, foi observada uma, rdpida reducio no valor do raio z.

Além disso, hd uma boa indicagio de que o algoritmo de suavizacio hiperbélica
para esses problemas tem ordem de convergéncia linear (Martinez[26]). Esta obser-
vagdo é empirica, pois foi baseada na andlise das seqiiéncias de pontos z* (raios) e
z* (coordenadas) gerados em cada iteracdio para cada um dos problemas teste.

Ou seja, para cada seqiiéncia gerada pelo algoritmo de suavizacdo hiperbélica,
foi observada sempre a seguinte desigualdade:

|zk—|-1 _ z*l

TEo <L

onde zF e 2* sdo os raios obtidos respectivamente na (k + 1)-ésima e k-ésima
iteracdo e z* o raio final.

Nas tabelas 8, 9 e 10 apresentadas a seguir, temos informacbes equivalentes s
das tabelas 4, 5 e 6, considerando agora a distribuicdo aleatéria dos pontos s; € 5.
Para essas tabelas, cabem as mesmas observagoes feitas em relagio as tabelas 4, 5 e 6.

Em particular, na tabela 8, considerando o ndmero de varidveis e restricdes,
podemos destacar os problemas teste: SG6000 com 15 varidveis e 6125 restricdes,
AL10000 com 11 varidveis e 10096 restricoes e AL30000 com 7 varidveis e 30097
restricoes.

Tabela 8 - Informagdes gerais sobre os problemas teste

Problema | Nimero | Nimero de | Raio z | Iteracoes | Tempo
de ERB’s Pontos f(z*) BFGS | CPU
SG2000 2 2125 216.5918 359 61
SG4000 4 4125 146.6143 366 164
SG6000 (4 6125 104.0437 329 350
ALS8000 6 8097 143.4479 302 361
AL10000 5 10096 146.2957 296 358
AL30000 3 30097 196.7092 335 731
SP5000 3 5122 175.0237 298 129
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Tabela 9 - Valores iniciais e finais dos pardmetros T, Ty, €.

Problema 79 €’ T €*
SG2000 | 5.000E-01 | 1.000E+-00 | 2.384E-07 | 5.852E-09
SG4000 | 2.500E-01 | 1.000E4-00 | 1.192E-07 | 5.852E-09
SG6000 | 2.000E-01 | 1.400E+00 | 6.343E-07 | 8.194E-09
AL8000 | 2.000E-01 | 1.200E+00 | 6.343E-07 | 7.023E-09

AL10000 | 2.500E-01 | 1.250E--00 | 9.537E-07 | 7.316E-09
AL30000 | 4.000E-01 | 1.200E+00 | 1.526E-06 | 7.023E-09
SP5000 | 3.000E-01 | 9.000E-01 | 1.144E-06 | 5.267E-09

Tabela 10 - Valor da funcio penalidade, razio enire o valor da funcdo penalidade e

funcéo objetivo e raio inicial e final dos problemas teste.

Problema | P(z*) P(z*)/f(z*) f(z% f(z*)
(raio inicial) | (raio final)

SG2000 | 2.151E-05 | 9.932E-08 2263.2112 216.5918
SG4000 | 5.094E-06 | 3.475E-08 1582.1336 146.6143
SG6000 | 4.048E-06 | 3.890E-08 556.1894 104.0437
ALS8000 | 6.569E-06 | 4.580E-08 897.2981 143.4479

AL10000 | 3.198E-06 | 2.186E-08 738.2998 146.2957

AL30000 | 1.202E-05 | 6.112E-08 997.2244 196.7092
SP5000 |6.107E-06 | 3.489E-08 885.6703 175.0237
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As figuras de 19 a 24, apresentadas a seguir, correspondem as representacoes
geométricas de seis solugbes para o recobrimento de Belo Horizonte, Rio de Janeiro,
Séo Gongalo e Alemanha.

Os resultados apresentados nessas figuras vém a reforcar as consideracdes feitas
anteriormente sobre os aspectos de robustez e estabilidade do modelo. Ou seja,
foram resolvidos problemas considerando um razdéavel nimero de ERB’s e de pontos
a serem cobertos, sem violar as restri¢oes de cobertura do problema.

CENTROS DAS ERBs

Figura 19 - Problema BH120 : 86 ERBs e 7301 Pontos
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CENTROS DAS ENE:

Figura 20 - Problema BH420 : 4 ERBs e 87776 Pontos
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B CconvTROS DA% ERBe

50 ERBs e 4668 Pontos

Figura 21 - Problema RJ100
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CENTROS DAS ERBs

Figura 22 - Problema SG6000 : 7 ERBs e 6125 Pontos
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Figura 23 — Problema AL10000 : 5 ERBs e 10096 Pontos
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Figura 24 - Problema AL30000 : 3 ERBs e 30097 Pontos
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5.4 Resultados da Modelagem M1: Agrupamento de Estactes

Nesta se¢fo apresentamos os resultados da modelagem M1. Nessa modelagem
as ¢ estagOes de rddio base, foram distribuidas em 7 agrupamentos disjuntos.
Ou seja, se @ é o conjunto de todas as estagdes, temos: @ = Q; U Q... U Q-
Sendo |Q,|, 7 =1,...,n, onfimero de estacies de rddio base em cada agrupamento.

Para cada agrupamento @, (r =1,...,n), foi definida uma medida D, , que
representa a distancia méxima entre os centros das estacées, duas a duas.

Na tabela 11, segundo a ordem das colunas temos: o nome do problema, teste,
o numero de ERB’s e o pontos associados a regifio S, o raio de coberturs, final, o
nimero de iteragbes do método BFGS e o tempo de CPU em segundos. Na tabela
12, temos o nome dos problemas teste, o ntimero de ERB’s por agrupamento, as
distancias méximas D, entre as estacdes de um mesmo agrupamento, e, na tltima
coluna, a distdncia méxima final D, para cada um dos agrupamentos, calculada
através da expressio:

Dy = Mdzimo{||lz; — ull2, 1=1,..,|Qi| - L, u=1+1,...,|Qi[}

primeiro agrupamento

p—1 b4 P
D, = Mazimo{||lzi—zul2, 1= |Qr])+1,..., O 1Q-D-1, u=1+1, e 2 1@}
=1 r=1

r=1

p — ésimo agrupamento (1 <p < n)

sendo |Q,| o mimero de estagdes distribuidas em cada agrupamento.

Dessa forma, D, representa a maior das distincias finais entre as estacoes de
rddio base de um mesmo agrupamento, duas a duas.

Com base no célculo destes valores maximos D,, podemos observar na tabela 12,
que em todos os problemas teste foram respeitadas as distincias maximas iniciais
definidas para cada agrupamento.

Analisando as tabelas 11 e 12 (pigina seguinte), sob o critério de niimero de
varidveis, restri¢des e ntimero de agrupamentos, podemos destacar os problemas:
SP160 com 25 vériaveis, 12284 restricdes e quatro agrupamentos (formados res-
pectivamente por 2, 2, 3 e 5 ERB’s) e o problema IT9000 com 31 variaveis, 9115
restri¢bes e 4 agrupamentos (formados respectivamente por 2, 3, 4 e 6 ERB’s).
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Tabela 11 - Informagies gerais sobre os problemas teste.

Problema | Niimero | Nimero de | Raio z | Iteracoes | Tempo
de ERB’s | Pontos f(z*) BFGS | CPU
SP80* 5 3153 154.2000 178 92

SP100* 6 4859 197.5445 210 177
SP120* 9 6950 155.1809 140 255
SP140* 4 9434 186.9103 129 135
SP160* 12 12284 99.2575 401 1672
IT3000** 4 3115 112.7354 342 143
IT5000** 7 5116 126.7501 370 383
IT6000™* 9 6116 72.7549 402 605
Ir700* 10 7116 91.5375 442 874
I'T9000** 15 9115 86.9445 430 2015

(*) Pontos eqiiidistantes (**) Pontos distribufdos aleatoriamente

Tabela 12 - Numero de ERB’s por Agrupamento, Distincias Iniciais e Finais

Problema

Nimero de

ERB’s por Agrup.

Distiancias Mdaximas
Iniciais D,

Distancias Mdximas
Finais D,

SP80*

SP100«

SP120*

SP140*

SP160*

IT3000**

IT5000**

IT6000**

IT7000%*

IT9000**

Q1] =3,|Qs| =2
lQll =3, IQ2| =3
Q1] =2,]Qq| =3
Qs3] =4
IQll =2, |Q2| =2
Q1] =2,|Q2| =2
Q3] =3,1Q4] =5
Q1] =2,|Qs| =2
Q1] =3,]Q2| =4
IQII =2, IQ2l =3
Q3| =4
Q1] =4,|Q2| =6
lQll =2, IQZI =3
|Q3| =4, 'Q‘ll =6

Dy =100, Dy = 180
Dy =40, Dy = 10

Dy = 110, Dy = 80
Ds = 50

Dy = 100, Dy = 200

Dy =100, Dy = 200
D5 = 80, Ds = 160

Dy = 120, Dy = 210
Dy = 140, Dy = 90

Dy =120, Dy = 180
D5 = 220

Dy =180, Dy = 120

Dy =110, Dy = 80
D5 = 40, D4 = 160

Dy =99.99, Dy = 92.24
Dy = 32.50, Dy = 9.99

Dy = 109.99, Dy = 74.29
D; = 47.62

Dy = 99.99, D, = 197.48

Dy =79.78, Dy = 180.32
D3 =79.99, Dy = 157.96

Dy = 108.35, Dy = 204.25
D, = 113.06, D, = 89.99

Dy =78.32, Dy = 128.99
D5 = 219.64

Dy =179.87, Dy = 119.99

Dy = 101.12, Dy = 79.92

D3 = 35.86, D4 = 152.86

(*) Pontos eqiiidistantes (**) Pontos distribufdos aleatoriamente
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As figuras 25 e 26 correspondem as representagdes geométricas de duas solucoes
de recobrimento de Sio Paulo e Itilia.

Na primeira figura, temos o recobrimento com 12 ERB’s divididas em 4 agrupa-
mentos formados respectivamente por 2,2,3 ¢ 5 ERB’s e na segunda figura temos o
recobrimento com 15 ERB’s divididas em 4 agrupamentos formados respectivamente
por 2,34 ¢ 6 ERB’s.

Analisando essas duas figuras, podemos concluir que foram cumpridas as res-
tricdes de recobrimento e agrupamento.

Agrupame

3
& cuviRos ;»:img.é{;mzﬁzmém‘%{; :
: S
CENTROS ER8s AGRUPAMENTO2 /"‘u___v

CENTROS EREs AGRUBAMENTO S

& o

RS Bl AGRUPAMENTO 4

Figura 25 - Problema SP160 : 12 ERBs, 12284 Pontos
e 4 Agrupamentos com 2, 2, 3 ¢ 5 ERB’s
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{ENTROS ERBs AGRT

—Alrupamento 4

CENTROS ERBs AGRUPAMENTD |

AMENTO 2

e
—-u....__.....v-"‘"‘/

Agm;;mm%iﬁ 2z

L

CENTROS ERB2 AGRUPFAMENTO 3

e

CENTR{Y ERBs AGRUPAMENTO 4

Figura 26 - Problema IT9000 : 15 ERBs, 9115 Pontos
e 4 Agrupamentos com 23,4 ¢ 6 ERB’s
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5.5 Resultados da Modelagem M2: Estagoes com Loca-
lizagdo Pré-Definida

Nesta secao apresentamos os resultados da modelagem M2. Nesta modelagem, é
contemplada a situacdo em que algumas das estacdes tém a localizacdo pré-definida.
Dessa forma, considere que para a regido S a ser coberta, seja escolhido um con-
junto y, = (y5,%%) de pontos (r = 1,...,q < g). Ou seja, vamos escolher alguns
pontos . que estdo na regido S e dos quais as estaces de rddio base deverdo
estar a uma certa distancia pré-definida. Isto é, as estacoes de rddio base devem ser
localizadas numa, vizinhanca de ;.

Além disso, é associado a cada ponto ¥, = (yl,72) , definido para esta regiso,
um ponto %, = (z},2?) que representars o centro de uma das § estacbes, de
tal forma que a distdncia entre cada v, e o seu respectivo centro z, seja maior
ou igual que um valor d, e menor ou igual a um valor D, , ambos definidos a priori.

Na tabela 13, temos os nomes dos problemas teste, o nimero de ERB’s ¢ o
nimero de pontos associados & regido S, o raio de cobertura final, o niimero de
iteragbes do método BFGS e o tempo de CPU em segundos. Na tabela 14, temos
o total de ERB’s (q) com localizacio pré-definida, as distdncias méximas D,
e minimas d, entre o centro =z, = (zl,7?) de cada uma das ERB’s e o seu
respectivo ponto ¥, = (y;,y?) e as distincias finais entre as ERB’s e os pontos ;.

Analisando as tabelas 13 e 14, segundo o critério de ntimero de varidveis, de res-
trigoes e do niimero de estacGes com a localizacio pré-definida g, podemos destacar
os problemas: FR100 com 21 vériaveis, 6077 restricdes e § = 5, FR14000 com
13 vériaveis, 14131 restricdes e ¢ = 2 , FR70 com 11 varidveis, 3041 restricdes e
g =5 e o problema FR8000 com 17 varidveis, 8130 restricdes e g =4.

Tabela 13 - Informagdes gerais sobre os problemas teste.

Problema | Nimero | Niimero de | Raio z | Iteracoes | Tempo
de ERB’s | Pontos f(z*) BFGS | CPU
FR50* 3 1619 197.7840 282 156
FR70* 5 3041 157.0017 95 50
FR100* 10 6077 99.3580 414 702
FR140* 7 11811 124.9341 379 833
FR150* 4 13526 201.2486 302 447
FR3000** 2 3131 275.0400 300 94
F RA000** 3 4131 216.5976 219 105
F R6000** 14 6131 78.5018 354 903
F R8000** 8 8130 122.8408 116 222
F R14000** 6 14131 119.9159 387 844

(*) Pontos eqiiidistantes (**) Pontos distribuidos aleatoriamente
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Observamos pela tltima. coluna da tabela 14, que, em todos os 10 problemas

teste, as restri¢bes de vizinhanca associadas aos pardmetros D,

e d, foram

cumpridas, pois esses valores estdo compreendidos entre as distincias minimas e

maximas.

Tabela 14 - Distincias mdzimas e minimas D, , d, e distdncias finais d;

Problema | § | Distancias Distéancias Distéancias Finais
Méximas D, Minimas _d, lyr — 2|2 = d

FR50* 3 | Dy =150,Dy =140 | d; = 50,dy = 40 di = 53.78, d} = 92.09
D3 =180 ds = 35 d; = 78.29

FRT0* 5| D1 =210,D; =210 | dy =70,de =70 | d} = 86.20,d5 = 139.41
D3 =180, D4 =300 | d3 = 70,d, = 100 | d} = 173.01,d% = 192.50
Dy =200 ds = 100 dy = 199.99

FR100* 5| D; =80,Dy=090 dy = 20,dy =30 | df =40.72,d5 = 57.12
D3 =120,D4 =200 | ds = 50,ds = 10 | d = 74.42, d} = 140.58

FR140* 3| D1=30,D,=180 |dy=10,dp =20 |df=11.12,d5=118.60
D5 =240 ds = 40 5 = 149.19

FR150* 1| D, =120 dy =10 dy = 86.00

FR3000™ | 2| Dy =240,D; =90 |d;=30,dy =10 |d!=30.00,d’=19.67

FRA000™ |1 | Dy =90 dy = 30 di = 85.20

FR6000™ | 2| D; =400,Dy =100 | dy =10,dy =10 | d} = 232.53,d% = 94.23

FR8000** |4 | Dy =180,D; =180 | d; = 20,dy = 20 di = 116.52, d5 = 180.00
D3 =240, D4 =240 | d3 = 40,dq =40 | d} = 45.80, d% = 215.98

FR14000™ | 2 | Dy = 300,D, =400 | d; = 10,dy = 10 | d* = 212.48, ds=211.41

(*) Pontos eqiiidistantes (**) Pontos distribuidos aleatoriamente
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As figuras 27, 28, 29 e 30 correspondem a representacdes geométricas de quatro
solugdes de recobrimento da Franca. Nessas figuras, os pontos em rosa representam
a localizagio das ERB’s e os pontos em azul representam os pontos 1y, (descritos
na modelagem) dos quais as ERB’s devem estar préximas.

Para o recobrimento da figura 27, foram utilizadas 10 ERB’s, sendo cinco com
a localizagdo pré-definida. Na figura 28, foram utilizadas 6 ERB’s, sendo duas com
a localizacdo pré-definida. Na figura 29, foram utilizadas 5 ERB’s, todas com a
localizac8o pré-definida e na figura 30, foram utilizadas 8 ERB’s, sendo quatro com
a localizagdo pré-definida.

Ainda analisando visualmente essas figuras, podemos verificar que as restricdes
de recobrimento foram satisfeitas. Igualmente, as restricdes de proximidades dos
pontos y, também foram satisfeitas, pois na solugio existe sempre uma ERB si-
tuada dentro de uma vizinhanc¢a minima especificada.

# Centros das ERBs

S
R s,

Figura 27 - Problema FR100 : 10 ERBs, 6077 Pontos
e 5 ERB’s com Localiza¢io Pré-Definida
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Pontos YV

Figura 28 - Problema FR14000 : 6 ERBs, 14131 Pontos
e 2 ERB’s com Localizagio Pré-Definida
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Figura 29 - Problema FR70 : 5 ERBs , 3041 Pontos
e 5 ERB’s com Localiza¢io Pré-Definida
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