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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para 

a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.) 

Algoritmos de Região de Confiança para Otimização com 

Restrições de Igualdade 

Sonia Maria Moreira 

Abril, 1994 

Orientador : Paulo Roberto Oliveira 
Programa : Engenharia de Sistemas e Computação 

Realizamos um estudo comparativo de algoritmos de Região de Confiança para 

problemas de Programação Não-Linear com restrições de igualdade. Os algoritmos estu- 

dados são classificados de acordo com a estratégia que utilizam para resolver a possível 

incompatibilidade entre as restrições do subproblema (de Região de Confiança) obtido. 

Analisamos as técnicas de resolução desses subproblemas, e as vantagens e desvantagens 

de um método em relação a outro. Propomos um algoritmo variante, dentro de uma das 

classes estudadas, cuja característica interessante é que o subproblema a ser resolvido em 

cada iteração é simples. 



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partia1 fulfillment of the requirements 

for the degree of Master of Science (M.Sc.) 

Trust Region Algorithms for Equality Constrained 
Opt imizat ion 

Sonia Maria Moreira 

April, 1994 

Thesis Supervisor : Paulo Roberto Oliveira 
Department : Computing and Systems Engineering 

This work presents a comparative study of trust region algorithms for nonlinear 

programrning problems wit h equality constraint S. We classify t he algorithms , according to 

their strategy to solve a possible incompatibiblity among the constraints of the associated 

subproblems. 

The solution techniques for the aforementioned subproblems, and also the ad- 

vantages and drawbacks of each method with respect to each other, are investigated. A 

variant method is proposed. An interesting characteristic of the algorithm proposed is 

that the associated subproblem to be solved in each iteration is reasonably simple. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Neste trabalho é feito um estudo comparativo de algoritmos encontrados na literatura, que 

usam a metodologia de Região de Confiança para solucionar o problema de Otimização 

Não-Linear Restrito 

min f (z) 
x 

s.a c ; ( x ) = O , i = l ,  . . . ,  m 

onde f e c;, i = 1,. . . , m são funções duas vezes continuamente diferenciáveis. Os algo- 

ritmos estudados são divididos em duas categorias principais segundo a maneira como 

resolvem o problema de incompatibilidade entre restrições, que aparece quando se usa 

Região de Confiança para Otimização Restrita. Dentro de cada uma dessas categorias são 

estudados alguns algoritmos variantes, observando qual a motivação para as mudanças 

propostas e as vantagensldesvantagens de cada uma. Propomos uma variante de um 

algoritmo dentro de uma dessas classes. 

O Capítulo 2 apresenta a metodologia de Região de Confiança para Otimização 

Irrestrita, abordando os métodos de Hoolc Step, Dogleg e Duplo Dogleg. No terceiro capítulo 

é visto como aplicar a estratégia de Região de Confiança para problemas com restrições de 

Igualdade, observando as dificuldades inerentes a esse caso e quais as principais propostas 

de solução encontradas na literatura. Nesse ponto, é feita a divisão dos algoritmos em duas 

categorias: os que usam a solução proposta por Vardi ([Var85]) e os que usam a solução 

de Celis ([Ce185]). O Capítulo 4 trata da metodologia de Vardi e algumas variantes de 

seu algoritmo, enquanto que o Capítulo 5 faz o mesmo para a estratégia de Celis. Uma 



proposta de algoritmo variante, dentro da classe de Vardi, encontra-se no quarto capítulo. 

As conclusões e sugestões para trabalhos futuros aparecem no Capítulo 6. 



Capítulo 2 

Métodos de Região de Confian~a 

para Otirnização Irrestrita 

2.1 Introdução 

Considere o problema de minimização de uma função não linear de n variáveis reais: 

min f (x), x E ?Rn. (2.1) 

Métodos de Região de Confiança constituem uma importante classe de métodos 

com convergência global para a solução de problemas de Otimização. A diferença funda- 

mental entre os métodos de Região de Confiança e os de Busca Linear está no modo como 

eles combinam o uso do modelo quadrático com a determinação da direção de busca. 

Nos métodos de Busca Linear, minimiza-se um modelo quadrático da função 

objetivo, em torno do ponto corrente xk, para encontrar uma direção de busca dk; calcula- 

se, então, um tamanho de passo a k  > O tal que f(xk $ akdk) < f(xk), através de um 

modelo unidimensional (por exemplo, cúbico ou quadrático) . Veja, por exemplo, [DS89]. 

A idéia básica dos métodos de Região de Confiança é estimar uma região onde 

se pode confiar num modelo quadrático como uma boa aproximação de uma função. Dada 

essa estimativa, toma-se a direção (com comprimento dado) que minimiza tal modelo. O 

passo obtido será aceito ou rejeitado e a Região de Confiança atualizada, dependendo de 
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quão bem o modelo representa a função naquela região. 

Quando se faz busca linear, o modelo de aproximação é usado para determinar 

uma direção e a partir daí, encontra-se um passo que obtenha uma melhora de alguma 

função mérito no novo ponto. Na metodologia de Região de Confiança, primeiro se deter- 

mina um tamanho máximo de passo (região onde se confia que o modelo aproxima bem 

a função) e então determina-se a direção que fornece uma melhora no valor da função. 

Figura 2.1: Região de Confiança 

Dado um ponto xk, uma cota máxima de passo Ak e uma aproximação qk(d) da 

função objetivo em torno de xk,numa iteração em um algoritmo de Região de Confiança 

para otimização irrestrita, o passo dk será obtido solucionando o subproblema 

onde V fk  = V f (xk) é o gradiente da função f no ponto xk, Bk = V2 f (xk) OU uma 

aproximação dela e 1 1  . 11 é a norma euclidiana. 

Os métodos de Região de Confiança têm origem com os trabalhos de Levenberg 

([Lev44]) e Marquardt ([Mar63]) para problemas de mínimos quadrados não lineares. A 
primeira abordagem para o problema geral foi feita por [GQT66]. Powell ([Pow70]) e Tho- 

mas ([Tho75]) aplicaram a teoria de convergência global em Regiões de Confiança para 
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situações gerais com iterações de Quase Newton. Reinsh ([Rei71]) e Hebden ([Heb73]) fize- 

ram observações computacionais importantes para a implementação do método. Em 1978 

Moré ([Mor78]) voltou a trabalhar com o problema de mínimos quadrados não lineares. 

Fletcher ([Fle81]) e Sorensen ([Sor82]) provaram propriedades de convergência global para 

algoritmos de Região de Confiança usando informações de segunda ordem. Gay ([Gay81]) 

acrescentou caracterizações teóricas e observações computacionais para o problema de 

minimização irrestrita com Hessiana indefinida. Shultz, Schnabel e Byrd ([SSB85]) apre- 

sentaram uma generalização para o trabalho de convergência global de Sorensen. 

2.2 O Passo de Região de Confiança 

O problema 2.2 é o subproblema básico dos métodos com estratégia de Região de Con- 

fiança. A solução de 2.2 é dada pelo teorema a seguir, que foi provado em [GQT66]. 

Teorema 2.2.1 Seja V k  = V f (xk) E ?JP, Bk E Xnxn  matriz simétrica, Ak > O .  Seja 
A1 E 8 o menor autovalor d e  Br, e v1 E Xn seu autovetor correspondente. Então, se BI, 

é definida positiva e 1 1  BF'V f k  I[ 5 Ak, dk  = BL'V f k  é a única solução de  2.2. Caso 
contrário, a solução para 2.2 satisfaz 1 1  dk  II= Ak e 

para algum ,LL~ 2 0, onde Bk + pkI é ,no mhimo, semi-definida positiva. Além disso, ou 

Bk + pkI é definida positiva e 

para o único pk > max{O, -Ai) para o qual 1 1  dk  I [= Ak;  ou pk  = -A1 e 

onde denota a pseudoinversa e w E ?I? é escolhido tal que 1 1  dk ]I= Ak. 

Se BI, é definida positiva, a solução deve ser dada por 2.4; o caso 2.5 ocorre 

somente se B k  é indefinida e 1 1  ( B k  + pkI ) - lV fk  I [ <  Ak para todo pk > -A1. 

O útltimo caso, ( 2.5), é denominado "caso difícil" por Moré e Sorensen ([MS83]). 
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Do teorema acima (equação 2.4) vemos que, mesmo que Bk seja definida po- 

sitiva, o passo de Região de Confiança não é sempre na direção de Newton -B;'V~~. 

Pode-se mostrar que para todo p 2 max(0, -A1) a função 

é monot onicament e decrescente em p. Esta propriedade é facilmente verificada quando 

Bk é definida positiva. Neste caso, d(p) = (Bk $ pI)-'Vfk pode ser escrito como d(p) = 

C a;v;/(X; + p) , onde {(A;, v;)) é o conjunto de auto-valores e auto-vetores de Bk, estes 

supostos auto-normais. De 1 1  d(p) 1 1 2 =  C a!/(& + p)2 se obtém diretamente a monotonia 

decrescente ([MS83]). Isto implica que 1 1  d(p) 1 1  = Ak tem uma única solução, que deve 

ser solução de 2.2. 

Uma outra propriedade interessante da estratégia de Região de Confiança é o 

comportamento de d(p) para p + ca (ou A -+ O). Tem-se 

para p suficientemente grande 

logo, quando Ak + 0,p + co,-(Bk+pI)-'Vfk + -IVfk 
P isto é, dk tende à direção 

oposta à do gradiente. Para estudos mais detalhados ver [DS83]. 

Desta forma vemos que para Ak pequeno, a direção fornecida é aproximada- 

mente a de descida máxima (Cauchy); enquanto que, quando Ak aumenta, a direçào de 

Região de Confiança se aproxima, e por fim se torna, a direção de Newton (fig. 2.2). 

Note duas propriedades atrativas dos métodos de Região de Confiança: a pri- 

meira é esta que acabamos de citar, de que passos pequenos são dados na direção de descida 

máxima, em geral, a melhor direção para modelos locais pouco confiáveis; enquanto que o 

passo de Newton é usado, em geral, próximo do ótimo, quando ele está dentro da Região 

de Confiança e Bk é definida positiva e deste modo, preserva-se a rápida convergência 

local. A segunda é que os métodos de Região de Confiança trabalham naturalmente com 

matrizes Hessianas indefinidas. 
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Figura 2.2: Curva d ( p )  

Entretanto, o passo de Região de Confiança, descrito pelo Teorema 2.2.1 é 

difícil de calcular, principalmente porque não há uma fórmula exata que forneça o único 

pk 2 max(0, A I )  tal que 1 1  (Bk + pkI)-lV f k  1 1  = Ak. Assim, implementações eficientes 

de algoritmos de Região de Confiança devem determinar , L L ~  aproximadamente, através 

de um processo iterativo. Veremos mais adiante os principais métodos que solucionam 

2.2 de forma aproximada. Vejamos, agora, um esquema global de um método de Região 

de Confiança para Otimização Irrestrita, incluindo ajuste do raio de confiança Ak, e 

as propriedades de convergência de métodos que usam este esquema solucionando 2.2 

exatamente. Essas propriedades ainda são válidas quando se calcula o passo aproximado 

por métodos eficientes. 

Uma vez calculada a direção d k ,  num algoritmo de Região de Confiança, deve-se 

verificar se x k  + d k  é uma próxima iterada melhor. Ela não será satisfatória se o modelo 

quadrático não estiver representando bem a função dentro da Região de Confiança. Neste 

caso, o raio de confiança é diminuído e o passo recalculado. Caso contrário, xk + dk torna- 

se a próxima iterada x k + l  = x k  + d k  e um novo raio é calculado. A seguir, um algoritmo 

conceitual de Região de Confiança ([D S891). 
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ALGORITMO RCP - Iteração de Região de Confiança 

Dados f : 8" -z 8, xk, f (xk), g(xk) = V f (xk), Hessiana (ou aproximação) Bk, raio de 

confiança .Ak > 0, O < a1 < a 2  < 1, O < q1 < 712 < 1 < 713 < 714 

aceito: =falso 

REPITA 

dk := solução exata ou aproximada de 2.2 

calcule f (xk + dk) 

are& := f (xk + &) - f (xk) 

predk := g ( ~ k ) ~ d k  $ SdiBkdk 

Se aredk 5 alpredk então 

aceito := verdade 

Se aredk 5 a2predk então 

a+ := aumenta-delta(Ak) (* a+ E [v3, r/4]Ak *) 
senão A+ := Ak (* ou A+ E [vi, lIAk *) 

senão Ak := diminui-delta(Ak) (* novoAk E [r/l, y2]velhoAk*) 

ATE QUE aceito = verdade. 

Note que o passo será aceito se a redução real (ared) for suficientemente menor 

que a prevista pelo modelo (pred). Para isso, testa-se a condição 

onde al = 10-4 é o valor típico usado. Se a inequação 2.6 não for satisfeita, diminui-se o 

raio e soluciona-se o mesmo modelo, agora dentro de uma região menor. Caso contrário, 

testa-se uma outra condição, a saber: 

ared 5 a2pred, (2-7) 

onde a 2  = 0.75 é o valor típico. Essa condição indica quão bem a função está representada 

pelo modelo na região. Se a desigualdade 2.7 é satisfeita, o raio de Região de Confiança 

é aumentado; senão, toma-se Ak+1 = Ak. O fato de se aumentar o raio é porque em 

iterações anteriores ele pode ter-se tornado pequeno. Isto é devido a que a função não 
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era bem representada pelo modelo quadrático, sendo necessário tomar regiões pequenas, e 

atualmente se está num ponto em que a função pode ser bem aproximada por t a1 modelo. 

Todavia, este procedimento de aumentar o raio de confiança, apesar de trazer vantagens 

práticas, não influi nas propriedades teóricas do método. 

O teorema, a seguir, fornece as principais propriedades de convergência de um 

método baseado na iteração dada pelo Algoritmo RCP, no caso em que 2.2 é resolvido 

exatamente. Ele mostra convergência a pontos que satisfazem às condições de primeira 

ordem para mínimo local do problema original 2.2, e, se são usadas derivadas de segunda 

ordem exatas, obtém-se condições necessárias de segunda ordem. O teorema diz também 

que, próximo de um mínimo local x, com Hessiana H(x,) definida positiva, assintoti- 

camente, a restrição de Região de Confiança torna-se inativa, de modo que são dados 

somente passos de Newton e assim a convergência quadrática local é mantida. Resultados 

semelhantes podem ser encontrados em várias referências, incluindo [Fle81], [Gay81] e 

[Sor82]. 

Teorema 2.2.2 Suponha f : Xn + X duas vezes continuamente diferenciável e limitada 

inferiormente. Para xo E Xn e P1, P2 > 0, seja H(x) uniformemente continua e satis- 

fazendo 1 1  H(x) 115 P1 para todo x com f(x)  5 f(xo).  Seja {xk) a sequência de pontos 

produzida pelas iterações do Algoritmo RCP partindo de xo, usando Bk = H(xk) ou qual- 

quer aproximação simétrica com 1 1  Bk 1 1  5 ,&, em cada iteração e dr, solução exata de 2.2. 
Então, 

S e  além disso, cada Bk = H(xh) (a hessiana é efetivamente usada), então para qualquer 

ponto limite x, da sequência {xk), Vf(x,) = O e H(x,) é, no mz'nimo, semi-definida 

positiva. Mais ainda, se cada Bk = H(xk), então, s e  xk converge para x,, H(x,) é 
definida positiva e H(x) é Lipschitz-continua em torno de H($,), a taxa de convergência 

é q-quadrática. 

Para resolver 2.2 há duas relaxações usualmente utilizadas: uma aproximação 

linear da equação não linear em p 2.3 (ou equivalente), para utilizar o método de Newton; 

ou uma aproximação poligonal (plana) da curva (em Xn) p + d(p), para p 2 O. Cor- 

respondendo a cada uma destas relaxações temos duas classes importantes de métodos, 

respectivamente: os métodos de passo ótimo local aproximado (Hook Step) e os métodos 

Dogleg. Nas próximas seções será visto um resumo de cada uma destas classes de métodos. 
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2.2.1 O Método Hook Step 

Hebden ([Heb73]) e Moré ([Mor78]) desenvolveram um procedimento para encontrar p > O 

onde B k  é definida positiva e 1 1  BL'V fk I [ >  Ak. Note que o que se procura ao tentar 
resolver 2.8 é encontrar um zero da função unidimensional 

Para tanto, aplica-se o método de Newton para determinar zeros de funções. Hebden 

([Heb73]) e Reinsch ([ReiTl]) observaram que a função 1 1  d(p) ] I 2  é uma função racional 

com polos de segunda ordem no conjunto { -Aj  : Xj é autovalor de Bk). Assim sendo, 

seria mais eficiente aplicar o método (de linearização local) de Newton para a função 

que não tem polos e é "quase" linear perto da solução. Temos que 

Em termos de +(p) =I[ d(p) 1 1  -Ak, obtemos: 

Portanto, a diferença entre usar 4 e + está no termo 1 1  d(p) 1 1  /Ak, que modificará a 

inclinação da reta de aproximação, constituindo um fator de aceleração na busca do valor 

desejado. Com efeito, se 1 1  d(pk) I ( >  Ak, como 1 1  d(p) 1 1  é monótona decrescente temos: 

pk < p*, onde p* é a solução de 1 1  d(p*) I [ =  A,. Assim, v > 1 , e teremos a situação 

representada pela figura 2.3. Por outro lado, se 11 d(pk) ((< Ak, teremos pk > p, e a 

iteração se comporta como na figura 2.4. 
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1 - aproximaç~o obtida 
2 - aproximação obtida 

t 

P 

Figura 2.3: Aproximação 1 para 1 1  d ( p )  1 1  

1 - aproximação obtida por 
2 - aproximação obtida por a? 

Figura 2.4: Aproximação 2 para I (  d ( ~ )  1 1  
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Assim sendo, uma solução aproximada para 2.2 é encontrada através de um 

algoritmo baseado no método de Newton em p 

onde d(p) = -(Bk + pI)-'V fk. Tipicamente, a restrição de confiança é relaxada satisfa- 

zendo 1 1  dk 1 1  E [0.9, l.l]Ak; com isto, normalmente um ou dois passos de Hook Step são 

necessários para cada iteração do algoritmo. 

Vários autores, como Gay ([Gaygl]), Sorensen([Sor82]) e Moré e Sorensen 

([MS83]) fazem generalizações de métodos tipo Hook Step estendendo para o caso em que 

Bk não é definida positiva. Moré e Sorensen apresentam um algoritmo eficiente e provam 

que a solução aproximada de 2.2 reduz o modelo quadrático qk(d) em, no mínimo, y vezes 

a quantidade que a solução exata reduziria; onde y > 1 é uma constante fixada. Eles mos- 

tram que seu método também requer, geralmente 1 ou 2 p-iterações por iteração global e 

que mantém as propriedades de convergência do Teorema 2.2.2. As idéias expostas aqui 

foram baseadas em Dennis e Schnabel([DS89]). 

2.2.2 O Método Dogleg 

O Método de Dogleg original foi proposto por Poweli([Pow70]). Como no Método Hook 

Step, ele também encontra uma solução aproximada para 2.2. Entretanto, ao invés de 

determinar um ponto xk+l = xk + dk sobre a curva d(p) tal que 1 1  xk+l - xi, 1 1  N Ak, o 

método de Powell aproxima a curva d(p) pela poligonal obtida ligando xk, o ponto de 

Cauchyl xCP e o ponto de Newton xN. Então xk+l é escolhido como sendo o ponto sobre 

esta poligonal tal que 1 1  xk+l - xk ] I =  Ak, exceto se 1 1  BklVfk I <  Ak, em cujo caso 

xk+l é O ponto de Newton (fig. 2.5). Iremos supor daqui até o final desta seção que Bk 

é definida positiva. Para justificar que o método é bem definido devemos mostrar que 

1 1  xCP - xk I 15 1 1  xN - xk 1 1  e que a interseção da curva Dogleg com a esfera de confiança 

é única. Com efeito, 

' 0  ponto de Cauchy é dado pelo mínimo do modelo quadrático na direção de descida mínima -Vfk 

a partir de 2 5 ,  OU seja, xCP = x k  - X,Vfk, onde A* = argminA 1 1  V f k  11' + $ X ' V ~ : B ~ V ~ ~ ,  portanto 
- l l z f k 1 1 2  * -  V f k  B k V f k .  
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Figura 2.5: Curva Dogleg 

mas 

= [(O fxB!)(Bii0 fx)l2 
- < [ I I  vfxd l l  1 1  vfxB,-+ [ [ I 2  
[(vf~~kofk)'/~((of~~~,~~f~)'/~]~ 

= (ofF~kOfk)(~f:~i'~ fk) 

e segue-se que 

A* 1 1  vfk 1 1 < 1 1  BilOfk 1 1  
Concluímos, assim, que a interseção da curva de Dogleg com a esfera de raio Ak é única. 

Note que se tem duas situações possíveis: o ponto de Cauchy estar dentro da 

esfera de confiança ou cair fora dela. No segundo caso, tem-se 

e tomamos 
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obtendo 

temos 

Por outro lado, se o ponto de Cauchy estiver dentro da Região de Confiança, 

e então calcula-se dk tal que 1 1  dk 1 1  = Ak e xk+l = xk + dk está sobre a linha que une xCP 
e xN. 

Powell ([Pow7O]) mostra que: se f é limitada inferiormente e a norma da matriz 

Hessiana da função e das matrizes que aproximam as hessianas nos pontos xk são limitadas 

superiormente, então seu algoritmo obtém x, tal que 1 )  V f, ) I  < e, para uma precisão e 

dada. 
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2.2.3 O Duplo Dogleg 

Dennis e Mei ([DM79]) fizeram uma melhora no método de Powell ([Pow70]), o Duplo Do- 

gleg, que aproxima a curva d(p) por uma poligonal obtida ligando os pontos xk, xCP, yxN e 

xN, onde y < 1, escolhendo, então, o novo ponto como sendo o ponto sobre esta poligonal 

que satisfaz ( 1  d k  ((= Ak (fig. 2.6). 

Figura 2.6: Curva Duplo Dogleg 

Há duas propriedades importantes da curva Duplo Dogleg: primeiro, quando se 

caminha ao longo dela, a distância para x k cresce monotonicamente. Desta forma, quando 

Ak 5 1 1  BF'V f k  1 1 ,  há um único ponto x+ sobre a poligonal tal que 1 1  x+ - xk I [ =  Ak, o que 

mostra que o processo está bem definido. Segundo, o modelo quadrático qk(d) decresce 

monotonicamente quando se vai de xk em direqão a xN sobre a curva, isto torna o processo 

razoável. Para mais detalhes veja [DS83]. 

Considere dTN, dN e dCP tais que yxN = xk+dyN, xN = xk+dN, xCP = xk+dCP, 

respectivamente. Do que foi visto na seção anterior, temos que 

onde 

Isto justifica a primeira propriedade do parágrafo anterior. O ponto yxN sobre a curva 

Duplo Dogleg é escolhido para algum y satisfazendo: 
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2. o modelo decresça monotonicamente ao longo da reta de xCP a yxN.  

Temos que qk(d) decresce monotonicamente de xk a xcP e de yxN a xN (pela 

escolha de y ) .  Se a condição (2) for satisfeita teremos, então, que o modelo decresce 

monotonicamente ao longo de toda a curva Duplo Dogleg. 

Para satisfazer (2), y  deve ser escolhido tal que a derivada direcional de qk(d)  
seja negativa em todo ponto do segmento de reta que liga xCP a yxN . A representação 

deste segmento é 

x(X)  = X k  + dCP + X(ydN - dCP) 

para O < X < 1. A derivada direcional de qk(d) ao longo deste segmento em um ponto 

arbitrário x(X) é dada por 

onde v = - y B k l V f k  + X * V f k  e w = -X*Vfk. Como Bk é definida positiva, vTBkv > 0, 

o que implica que D(X) é função crescente de A. Assim, precisamos provar somente que 

D(1)  é negativo para obter que D(X)  < O para todo O < X 5 1. Com efeito, 

Os métodos Dogleg tomam passos pequenos na direção de descida máxima, 

quando Ak é suficientemente pequeno; tomam passos de Newton quando Ak é grande; e 

uma combinação linear dessas duas direções nos outros casos. Devido ao uso de passos 

na direção de descida máxima quando Ak 5 1 1  xCP - xk 1 1  e do descréscimo monotônico 

do modelo quadrático ao longo de toda sua curva, os métodos Dogleg sempre obtêm, no 

mínimo, tanto decréscimo no modelo quanto o melhor passo na direção de descida máxima 

de tamanho máximo A k .  Assim, se garante convergência global de primeira ordem, ou 

seja, a sequência de gradientes nas iteradas converge para zero. 
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Algoritmos que utilizam as técnicas de Dogleg e Duplo Dogleg apresentam 

melhor performance que aqueles que usam Hook Step. Sendo, ainda, o Duplo Dogleg 

melhor que o Dogleg, é o método efetivamente aplicado em algoritmos de Região de 

Confiança. 

aprox. Duplo Dogleg 

Figura 2.7: Curvas Dogleg e Duplo Dogleg 



Capitulo 3 

Região de Confian~a para 

Problemas Restritos 

3.1 Introdução 

O problema que será estudado neste trabalho é o de minimização de uma função não 

linear, sujeita a restrições não lineares de igualdade 

( N E P )  min f ( x )  

s.a c Z ( x )  = O 

i =  1, . . . ,  m 

onde f : 3" -, 3, c" 8" + 3, i  = 1,. . . , m são funções duas vezes continuamente 

diferenciáveis. 

Vejamos a notação e algumas definições que serão usadas aqui: 

0 (J(x) é o vetor gradiente de f ( x )  e V 2  f ( x )  sua matriz Hessiana; 

o C(.) = ( c l ( x ) ,  . . . , cm(x) )  é O vetor de restrições, ai(x)  E 3" 0 gradiente de ci (x)  e 

V 2 c i ( x )  sua matriz Hessiana; 
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A($) é a matriz n x m formada pelos vetores coluna ai(x), com i = 1, . . . , m, suposta 

de posto completo 'd x; 

uma solução de (NEP) é denotada por x, e o multiplicador de Lagrange correspon- 

dente por A, ; 

para qualquer x, seja Z = Z(x) uma matriz n x (n - m) cujas colunas formam 

uma base ortonormal para o espaço nulo de A ( x ) ~ ,  OU seja, A ( x ) ~ Z ( X )  = O e 

Z ( X ) ~ Z ( X )  = I, onde I é a matriz identidade; 

1 1  . 1 1  é a norma euclidiana em ?Rn; 

a função Lagrangeana associada ao problema (NEP) é dada por 

e a função Lagrangeano Aumentado é 

onde A E %m é o vetor dos multiplicadores de Lagrange e p é um parâmetro de 

penalidade não negativo; 

B = V2 L(x, A)  ou uma aproximação dela; se B = V2 L(x, A) ,  então ZT B Z  é dita a 

Hessiana Reduzida; 

a estimativa de primeira ordem do vetor dos multiplicadores de Lagrange, A(x), é 
dada por 

A ( X )  = - [ A ( x ) ~ A ( x ) ] - ~ A ( x ) * ~ ( x )  

( isto é obtido diretamente das condições de otimalidade para (NEP) ); 

se B é uma matriz simétrica, vl(B) denota seu menor autovalor; 

sub-índices denotam o valor da função em um ponto da sequência de iteradas (i. 

é, gk = g(xk), f k  = f (xk), Ak = A(xk))), enquanto que expoentes denotam a com- 

ponente particular de um vetor ou uma matriz (por ex., a; é a i-ésima coluna de 

A(xk)); 

x é um ponto estacionário do problema (NEP) se satisfaz à condição 
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onde P(x)  é o operador de projeção dado por 

1 T 
P(X)  = I - A(X) [A*(x)A(x)] - A (x). 

3.1.1 Solução para o Problema (NEP) 

Métodos bastante usados para resolver o problema (NEP) são os baseados em Programação 

Quadrática Sequencial (SQP). Eles geralmente envolvem a minirnização iterativa de um 

modelo quadrático em torno do ponto corrente xk, sujeito a aproximações lineares das 

restrições. Este modelo é obtido, por exemplo, através da aproximação de primeira ordem 

das condições necessárias de otimalidade de 

onde g(xk + d) + C X;Vc;(xk + d) = O é substituído por gk + V2fkd+ C; &[ak + V2ckdl = 0. 
Ou seja, em xk resolve-se o problema 

Uma solução dfP do problema acima é chamada direção (SQP) e o multipli- 

cador de Lagrange associado A*'. Um elemento que se faz claramente importante na 

formulação de (QP) é a escolha de Bk. Podemos analisar duas situações: quando as deri- 

vadas segundas exatas de f (x) e c(x) são calculáveis e quando não são. No primeiro caso, 

a escolha "ideal" óbvia para Bk, perto da solução, será a própria Hessiana da Lagrangeana 

V2L(xk, X k )  , onde xk e Xk são aproximações correntes para x, e A,. Com esta escolha, o 

método (SQP) "puro", definido por 

(com a k  = 1 e dk direção de busca) produzirá convergência local quadrática em x e X . 
Se Bk = V2L(xk, X k ) ,  e a Hessiana Reduzida Z:BkZk for definida positiva, então (QP) 

tem um único minimizador dbP. Contudo, se ZrBkZk for indefinida, o problema (QP) 

não terá solução limitada (ver [GMSW89]). No caso em que as derivadas segundas não 
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são calculáveis, a estratégia mais comum para se obter Bk é usar aproximações de quase 

Newton da Hessiana da função Lagrangeana, através de métodos como BFGS, DFP, etc. 

Note duas dificuldades no problema (QP): as restrições linearizadas podem ser 

inconsistentes se Ak não tiver posto completo; e a direção de busca pode "explodir" em 

tamanho se as linhas de Ak são "quase" linearmente dependentes. Muitos autores sugerem 

modificações na estrutura básica do método SQP a fim de vencer estas dificuldades (SQP- 

relacionados) (Veja, por ex., [Fle81] ,[Fle85]). Os métodos SQP e SQP-relacionados são os 

métodos gerais mais eficientes para a soluçáo de (NEP). 

Uma das maiores dificuldades em Otimização Restrita não Linear é decidir se 

o novo ponto gerado x+ = xk + dk é uma melhor aproximação da solução que o anterior 

xk. Diante disto, é importante se ter uma maneira de medir quando uma estimativa é 
"melhor" que a anterior. No caso de minimização irrestrita, uma medida de progresso 

natural é fornecida pela própria função objetivo. Parece razoável exigir, neste caso, um 

decréscimo na função objetivo em cada iteração e impor a condição f ( x ~ + ~ )  < f (xk) , 
'6% 2 O. Um método que usa esta condição é dito Método de Descida. 

Para se solucionar um problema restrito, como era de se esperar, a situação se 

complica. E praticamente impossível, nesse caso, gerar uma sequência de iteradas viáveis 

com valores decrescentes da função objetivo. Diversas estratégias muito usadas não man- 

têm a viabilidade (i.é, geram pontos não necessariamente viáveis) ; depois, para decidir se 

o novo ponto obtido é uma "melhor" aproximação para a solução do problema, usam uma 

função (dita Função Mérito) que, de alguma maneira, equilibra o conflito entre o desejo 

de decrescer a função objetivo e satisfazer às restrições. As funções mérito mais comuns 

são: a Função Penalidade Exata 

onde ,ui's são constantes positivas chamadas coeficientes de penalidade ; e a função La- 

grangeano Aumentado, definida na seção anterior ( que também é exata). 

O interesse nos métodos (SQP) surgiu com a descoberta de que dfp é direção 

de descida para as funções mérito que acabamos de descrever, garantindo nestes casos, 

sob condições razoáveis, a convergência global para pontos estacionários (mínimo ou sela). 

Os métodos SQP e SQP-Relacionados associados a funções mérito são os métodos gerais 

mais eficientes para solução de (NEP). 



3.2 Solução de (NEP) via Região de Confiança 25 

Uma observação importante é que o uso de funções Mérito não diferenciável tipo 

4, pode causar dificuldades na convergência. Uma delas é o chamado "Efeito Maratos" 

que foi notado por Maratos ([Mar78]), Chamberlain ([CLHP82]), e num contexto de Região 

de Confiança por Yuan ([Yua84]). Essa dificuldade aparece quando os pesos p; são muito 

grandes e assim a função 4 é mais influenciada pelas restrições c ( x )  que pela função 

objetivo, ficando portanto com curvas de nível alongadas muito parecidas com as das 

restrições (fig. 3.1). As direções de descida dfP para 4 podem tender a tangenciar a 

superfície das restrições. Desta forma, a condição # ( x ~ + ~ )  < $(xk) requer que os passos 

perto da solução sejam bem pequenos, e assim, a convergêcia superlinear não ocorrerá. 

aJ (x) = f (x) + I C(X) I = cte 

Figura 3.1: Efeito Maratos 

3.2 Solução de (NEP) via Região de Confiança 

Para solucionar o problema (NEP) usando a metodologia de Região de Confiança, a 

maneira mais natural é acrescentar a restrição de confiança ao problema (QP), ou seja, 

na k-ésima iteração resolve-se um subproblema do tipo 

1 
min g r d + S d T ~ k d  
dEB" 
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Uma dificuldade aparece claramente no modelo acima: as restrições ck + Akd = O e 

1 1  d 1 1  5 Ak podem ser incompatíveis. Para resolvê-la, há duas metodologias descritas na 

literatura: uma delas (proposta por Vardi ([Var85]) é fazer uma relaxação das restrições 

linearizadas, ou seja, substitui-se ck + Akd = O por ack + Akd = O , onde O < cr 5 1 é um 

parâmetro escolhido tal que {d; ck + Akd = O }  n {d; 11 d I / <  Ak} f 0 e que deve tender 

para 1. A outra (introduzida por Celis ([CDT85]) é forçar progressivamente a viabilidade 

através do controle de 1 1  ck + AEd 1 1  solucionando o subproblema 

onde Ok é uma constante positiva. Assim, o modelo quadrático está sujeito a um decrés- 

cimo na 1 1  ck + Akd 1 1 ,  controlando mais diretamente a viabilidade das restrições aproxi- 

madas. Nos próximos capítulos veremos mais detalhes de cada uma dessas metodologias. 

Para decidir se o novo ponto obtido x+ = xk + dk será aceito, faz-se um proce- 

dimento análogo ao que foi descrito para Otimização Irrestrita, usando agora uma função 

Mérito 4 como em (SQP). Calcula-se a redução real na função Mérito quando se vai de xk 

para x+ = xk + dk e compara-se com a redução prevista pelo modelo local. Se for obtido 

um decréscimo suficiente para 4, x+ é aceito como nova iterada xk+l e atualiza-se O raio 

de confiança; senão, x+ é rejeitado e a Região de Confiança diminuída. Veremos alguns 

algoritmos de Região de Confiança onde serão discutidas essas questões, entre outras, e 

como resolvê-las. 



Capítulo 4 

O Algoritmo de Vardi 

4.1 Introdução 

Vardi ([Var85]) foi o primeiro a propor um algoritmo de Região de Confiança para pro- 

blemas com restrições de igualdade. Seu algoritmo combina o uso de direções de quase 

Newton com a estratégia de Região de Confiança . É usada uma função Penalidade Exata 

como função Mérito e para evitar as dificuldades de velocidade de convergência local, 

causadas por esse tipo de função, Vardi propõe que, quando se estiver próximo de um 

mínimo, seja usada a função Lagrangeana convencional no lugar da função Penalidade 

Exata. Com isso, ele obtém convegência global e convergência local superlinear para seu 

algoritmo. A fim de resolver o problema da incompatibilidade entre as restrições, Vardi 

faz uma relaxação das restrições linearizadas de modo a garantir que a interseção entre 

o conjunto viável e a Região de Confiança seja não vazia (fig. 4.1). Nas seções seguintes 

serão vistos detalhes do algoritmo de Vardi. 

4.1.1 Um Passo de Quase Newton 

Deseja-se solucionar o problema de minimização não linear (NEP). Pelas condições de 

otimalidade para (NEP), se (x,, A,) é tal que VL(x,, A,) = O, c(x,) = O e V2L(x,, A,) 
é definida positiva, então x, é mínimo local de (NEP). Assim sendo, a fim de encontrar 
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Figura 4.1: Subproblema de Vardi 

uma solução para o problema original devemos resolver 

min L(x ,X)  

s.a c ( x )  = 0, 

onde L ( x ,  A )  = f ( x )  + XTc(x) é a função Lagrangeana associada ao problema (NEP). O 
gradiente de L é dado por 

onde 

A matriz Hessiana de L será denotada por 
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Suponha que para todo z E Xn tal que A(x,)~z = 0, tem-se zTVZxL(x,, X,)z > 
O (lembre-se que, por hipótese, A tem posto completo). Admita também, por enquan- 

to, que c ( x )  tem posto completo 'v'x E Xn;  mais adiante, será visto como lidar com o 

caso em que essa condição não é satisfeita. Considere aproximações definidas positivas 

B N VZXL(x, h), então, aproximações para a matriz V2L(x, h) serão do tipo: 

Com isso, um passo de quase Newton para 4.1 é dado por 

No processo iterativo, Bk é atualizada a cada iteração através da fórmula BFGS. 

A matriz VZ,L(x, A)  não é necessariamente definida positiva, mas o uso de aproximações 

definidas positivas garantem direções de descida sem interferir na convergência local. Os 

métodos de quase Newton, normalmente, depois de determinar a direção d fazem uma 

busca linear para determinar um O < a, 5 1 tal que xk+l = xk + ad, Xk+l = X k  + aAhk 

satisfazem um certo critério (como um decréscimo na função penalidade). Neste caso, 

porém, isto não será feito uma vez que é usada a metodologia de Região de Confiança. 

Uma maneira equivalente de calcular o passo de Newton, descrito acima, é re- 

solver o problema de minimização da função Lagrangeana com multiplicador X k ,  sujeito às 

restrições originais linearizadas no ponto xk, ou seja, solucionar o modelo de Programação 

Quadrática 

min L(sk, Ai) + v ,L(x~ ,  hk)Td + I d ' ~ d  
d 2 

Isto é, essencialmente, o modelo (SQP) descrito em 3.1.1. Desta forma, tem-se que d é a 

solução de 4.2 e AX o vetor dos multiplicadores de Lagrange correspondentes às restrições 

lineares. Isto pode ser visto facilmente observando as condições de otimalidade para 4.2. 
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4.2 Descrição do Algoritmo 

Na seção anterior obtivemos o modelo quadrático que será usado para solucionar (NEP). 

Acrescentando a restrição de Região de Confiança ao problema 4.2, temos 

Para resolver a possível incompatibilidade das restrições, substitui-se ck + A k d  = O por 

ack + A k d  = 0, onde a! depende de Ak e é escolhido de modo que { d ;  ack + A z d  = O) n 
j d ;  1 1  112 Ak} # 0. 

Das condições de otimalidade para um mínimo local d  de 4.3, devemos ter 

onde AX é o vetor dos multiplicadores de Lagrange das restrições linearizadas e p é o 

multiplicador da restrição de confiança. Isto motiva o seguinte passo de quase Newton 

para o problema 4.3: 

e p  é escolhido de modo que I [  d ( p )  112 Ak; Q é uma matriz ortogonal, IT uma matriz de 

permutação e T matriz m x n triangular superior não singular, obtidas da decomposição 

de A ( x )  tais que 

O teorema a seguir, provado por Vardi, mostra que d ( p )  e A X ( p )  + X k  não 

dependem de X k ;  isto é interessante porque nos diz que o modelo quadrático da próxima 

iteração não depende da escolha do multiplicador de Lagrange do subproblema anterior. 
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Além disso, o teorema estabelece que 11 d ( p )  11 é uma função monótona decrescente de 

p > 0, repetindo, em essência, a relação de ( 1  d( . )  ( 1  com o raio A*. Este fato é também 

importante para estudo da convergência. O teorema e mostra, ainda, o comportamento 

assintótico de d ( p )  e A X ( p )  + X k  quando p 4 m. 

Teorema 4.2.1 Considere o passo ( d ( p ) ,  A A ( p ) )  definido e m  4.4. E n t ã o  d ( p )  e X + 
A X ( p )  n ã o  dependem de X para todo p > O. Quando p -t m, ( A  + A X ( p ) )  + i+ E 

[A(x)~A(x)] - ' [c ( . )  - A ( x ) ~ v ~ ( x ) ]  e d ( p )  - $VL(X ,  i+) -t O. Finalmente ,  11 d ( p )  11 é 
u m a  função m o n ó t o n a  decrescente de  p 2 O .  

A aceitação de um novo ponto é, como foi visto no caso irrestrito, determinada 

através de uma função mérito, no caso, a Penalidade Exata 

onde os pi's são constantes fixas chamadas coeficientes de penalidade. A seguir, uma 

descrição do algoritmo de Vardi. 

ALGORITMO I - Conceitual 

PASSO 1 : Inicialize com xo, Ao, AO, Bo, k  = -1; 

PASSO 2 : k = k + l ;  

PASSO 3 : Encontre pk (tente primeiro pr, = O )  e d k ,  AXk tal que 

PASSO 4 : Cheque se P L ( x k  + d k )  < P L ( x k ) .  Se não, reduza Al, e volte para o passo 

3 i 

PASSO 5 : Cheque a convergência. Se não verificada, continue; 

PASSO 6 : Compare a aproximação quadrática da Lagrangeana L com seu valor real e 

de seus gradientes em ( x k  + d k ,  AI, + A&), dependendo, aumente ou diminua 
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PASSO 7 : Calcule y k  = VzL(xk + dk, X k  + AXk) - VzL(xk, X k  + AXk) e atualize BkS1 = 

BFGS(Bk, dk ~ k )  ; 

PASSO 8 : xk+l = xk + dk; X k f l  = X k  + A&: vá para o passo 2. 

Para garantir que o algoritmo está bem definido é importante mostrar que, em 

cada it eração, haverá um (raio suficientemente pequeno ou) p > O suficientemente grande, 

tal que a função Penalidade PL(x) 4.5 diminuirá. Isto é estabelecido pelo teorema a 

seguir, provado em [Var 8 51. 

Teorema 4.2.2 S e  (d, AX) é calculado como em 4.4 e VL(x, i+) # 0, então existe p > O 

suficientemente grande tal que L(x + d(p), X + AX(p)) < L(x, X + AX(p)). Além disso, 

suponha queV i = 1,. . . ,m  

então, existe p > O suficientemente grande tal que PL(x + d(p)) < PL(x), onde P L  é 

definida por 4.5. 

Uma escolha semelhante para os p;'s é feita por Han em [Han77]. 

Enfatizamos duas boas propriedades do algoritmo de Vardi : 

1. quando o raio de confiança A é suficientemente grande, a restrição de Região 

de Confiança torna-se inativa, o passo de quase Newton completo é tomado e 

p = O. Quando A é muito pequeno, e consequentemente, p é muito grande, 

d FZ -LV,L(x, i+) que é uma direção de descida máxima na minimização de 
CL 

L(x, i + ) .  Como foi estabelecido no Teorema 4.2.1, i+ não depende de B e tem sido 

usado, inclusive, em outros algoritmos para Otimização com restrições de igualdade 

(por ex. [Tap77]); 

2. se for conhecida uma cota para o lado direito de 4.7 , pode-se fixar os parâmetros p;'s 

na função Penalidade e não há necessidade de trocá-los no processo de convergência. 
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4.3 Resultados de Convergência 

Para estabelecer o teorema de convergência de seu algoritmo, Vardi faz uma mudança 

no procedimento de escolha de pk, em cada iteração, da seguinte forma: admite que no 

passo 3 do Algoritmo I, ao invés de se tomar pk tal que 1 1  dk (pk) 1 1  5 Ak, escolhe-se pk que 

minimize a função Penalidade P L(xk, dk(pk)) (isto é possível devido ao Teorema 4.2.2). 

Assim, pode-se substituir os passos 3 e 4 do Algoritmo I por: 

(Isto será denotado por "busca p-exata"). Com este procedimento, Vardi obtém um 

algoritmo semelhante ao de Han ([Han77]) e, assim sendo, o teorema que estabelece as 

propriedades de convergência global de seu algoritmo é similar ao estabelecido por Han. 

Teorema 4.3.1 Suponha que o Algoritmo I é executado com busca p-exata e existem dois 

números positivos a, e ,B tais que a,zTz 5 zTBkz _< PzTz para cada k e qualquer z E ?Rn. 
Admita, também, que p;, i = 1,. . . , m satisfazem a desigualdade 4.7 em todos os pontos 

xk gerados pelo Algoritmo e o conjunto {x : f (x) +C pi I c;(x) I< f (xo) +C p; 1 c;(x0) 1) é 
limitado. Então, a sequência {xk) se mantém limitada, e se 5 é um ponto de acumulação 

qualquer, e(5) = O e existe X E ?Rrn tal que g(2) + A ( ~ ) X  = 0. 

prova: [Var85]. 

O teorema acima garante, portanto, que qualquer ponto de acumulação da 

sequência {xk) gerada pelo Algoritmo I é um ponto de Kuhn-Tucker para (NEP). 

Será visto, agora, as propriedades locais do Algoritmo I. Suponha que 

lim{(xk, Xk))  = (x*, A*) é uma solução local e que dk # O V k .  Admite-se, por enquanto, 

que Vi,L(x,, A,) é uma matriz definida positiva; o caso contrário será discutido poste- 

riormente. 

Foi visto no Capítulo 3 que o uso de funções penalidade do tipo P L  pode in- 

terferir na convergência local, ocorrendo que, mesmo quando se está próximo da solução, 

o uso de P L  pode impedir a convergência superlinear (Veja por ex. [CLHP82]). Para 

solucionar esta dificuldade, Vardi propõe uma mudança na função Mérito quando se 
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está numa vizinhança de pontos viáveis, substituindo P L(x) pela função Lagrangeana 

L(x, A)  = f (x) + XT ~ ( x ) .  No entanto, quando não se estiver numa vizinhança de um 
ponto viável, será usada a função Penalidade PL,  a fim de se manter as propriedades glo- 

bais do Algoritmo. Assim sendo, para estudar as propriedades locais, usa-se o Algoritmo 

11, dado a seguir, que é uma variante do Algoritmo I em que L(x, A) é usada no lugar da 

função P L (3). 

ALGORITMO I1 

PASSO 1 : Inicialize com xo, Ao, AO, Bo, k = 1; 

PASSO 2 : k = k + l ;  

PASSO 3 e 4 : Determine Ak tal que, o passo dk, calculado pela fórmula 4.6, satisfaz 

(Tente primeiro Ak =(( ( B ) - ~ v L ( x ~ , x ~ )  11, isto é, verifique se o passo de Quase 

Newton satisfaz à condição acima); 

PASSO 5 : Cheque a convergência. Se não for verificada, continue; 

PASSO 6 : Calcule yk = VxL(xk + dk, X k  +AXk) -VXL(xk, Ak + AXk) e atualize Bk+l = 

BFGS(Bk, dk, yk); 

PASSO 7 : xk+l = xk + dk; XkS1 = X k  + AAk; vá para o passo 2; 

Os principais instrumentos usados por Vardi, para estabelecer os resultados de 

convergência local de seu algoritmo, estão em [BDM73]. A seguir, sáo dados os resultados 

mais importantes da teoria de convergência local para o Algoritmo 11. Antes, defina M = 

[V:xL(~*7 A*)]' e 1 1  A I[M=ll MAM 1 1 ~ 7  onde 1 1  d / I F =  Jm- 
Teorema 4.3.2 Existem e e S positivos tais que, se 
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1 1  B,;', - V2,L(x,, A*)-' 1 1  < 26, b'k. Finalmente,  / I  ( x ~ + I  , h+i) - (x*, h) 1 1  C t I I (xt , Ar) - 
(x,, A,) I( para a lgum O < t < 1, de tal  forma que {(xk, A k ) )  converge para (z,, A,) 
l inearmente.  

O teorema acima nos diz que, na vizinhança de uma solução local do problema 

(NEP), o Algoritmo I1 toma passos de Quase Newton e converge linearmente para a 

solução (x*, A*). 

Teorema 4.3.3 E x i s t e m  c e S positivos t a i s  que, se 

e o Algor i tmo 11 é seguido, então a convergência superlinear e m  {(xk, A k ) )  é atingida. 

Para o caso em que VjC,L(x,, A,) não é definida positiva, não se pode falar em 

( 1  Bõl - VjC,L(x,, A,)-' ( I M <  S no Teorema 4.3.2. Note, porém, que a hipótese de que 

b'z tal que A ( x , ) ~ ~  = 0, zTV;, L(x,, A*)z > O, em termos da decomposição &-R 

- - 
e da partição Q, = é equivalente a dizer que Q,v~,L(x*, L)Q, é uma matriz 

definida positiva. De acordo com [Pow78], é suficiente supor que (Q,BQ~)-' da de- 
- 

composição Q-R de A(to)) está próxima de (Q,v&L(~,, A,)&,) para se obter convergência 

local rápida. 

Na próxima seção, serão vistos algoritmos variantes que usam a metodologia 

de Vardi. 
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4.4 Variantes do Algoritmo de Vardi 

4.4.1 O Algoritmo de Byrd, Schnabel e Shultz 

Byrd, Schnabel e Shultz ([BSS87]) propõem uma variante do Algoritmo de Vardi em que 

o subproblema, 

1 
min p k ( d ) = g z d + S d T ~ k d  
dE%" (4.9) 

ç.a I Y C ~  +Akd = O 

II d IIL A k  

é reduzido a um problema do tipo Região de Confiança Irrestrita, através de uma projeção 

no espaço tangente às restrições. A direção d é decomposta em 

onde Zk é uma base ortonormal para o espaço nulo de AT, u E .!Rn-" é a componente de d 

no espaço nulo de AT e vk E I m A  é a componente no espaço imagem de A. Substituindo 

Figura 4.2: Direção de Byrd-Schnabel-Shult z 

4.10 na equação ack + Akd = O obtemos 

vk = - A ~ ( A ; A ~ ) - ~ C ~ .  

Em termos da decomposição 4.10 o subproblema 4.9 é equivalente a 

1 ,  T min iL c j k T Z k u + ~ u  Z k B k Z k u  

s.a 1 1  24 / I 2 <  A: - (a  1 1  vk 
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com fk = gk + Bkavk, cuj a solução pode ser obtida pelos métodos descritos no Capítulo 

A escolha de a está ligada ao controle da componente vk. Observe que a 

restrição de Região de Confiança requer, em particular, que 

Para garantir que é obtido um progresso significativo, no sentido de satisfazer às restrições, 

a cada iteração exige-se também que, quando a < 1, o passo no espaço imagem das 

restrições não seja muito pequeno com relação à Região de Confiança, ou seja, 

onde 0 > O é uma constante. A reunião dessas duas condições fornece o seguinte intervalo 

Este intervalo é usado para a escolha de a no passo ( 5 )  do algoritmo, descrito a seguir. 

ALGORITMO B-S-S 

Dados 7 E (0, I), 0 E (O,  11, E E (O, O) ,  TI, r 2  E (O, I), p > O e p E ?Rn com p > 0. 

PASSO 1: Faça k = O e entre com xo; 

PASSO 2: Calcule fk,gk, ck, Ak, Zk e Bk E ?Rnxn;  

PASSO 3: Se Zrgk = O e ck = 0, então PARE; 

PASSO 4: Tome A 2 Ak-1 inicial, e (qualquer) Ao > O se k = 0; 

PASSO 5: Calcule v k  = -Ak(ATAk)-'ck; 

PASSO 6: Escolha a k  E [min{l, 0(A/ 1 1  v k  Il)},min{l, A/ 1 1  v k  \ I } ] ;  

PASSO 7: Calcule Ã = (A2 - a: 1 1  vk l12)$; 
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PASSO 8: Encontre o passo uk que resolve 

PASSO 9: Calcule ,!ik = - (AzAr)- lAr(g i ,  + !prBkvk);  para cada i, se ,u"<I & I + p ,  

então faça ,ui = I  2 I +2p > I  ,!i: I +p;  

PASSO 10: Calcule predk = -gzdk + 2d:Brdr + Ci,, p'{l C: I - I C; + ( ~ k ) ~ d k  I}; 

PASSO 11: Calcule f+ = f ( x k  + d k )  e c+ = c (xk  + d k ) ;  

PASSO 12: Calcule aredk = fk - f+ - ,ui{I c% I - I c+ 1); 

PASSO 13: Se 

então faça X ~ + I  := xk + dk; 7 := 7 + 1 e vá para o passo 2; senão, se 1 1  v I / <  JA então 

m 

are& = f r  - f ( x r  +dr + w )  -Cp"[ C; I - 1 ci(xr + d k  + w )  I}, 

onde w = -Ak(AEAK)-lc+.  

Se 3 2 q então faça xr+l = xh + dk + W ,  k = k + 1 e vá para o passo 2; faça 

A := TA para algum T E [ T ~ ,  r2] e vá para o passo 5 .  

Note que a condição 1 1  v 115 [A, no passo (13), garante que a correção de 

segunda ordem w é tomada somente se a componente vk é pequena com relação a A, 

e a condição [ E (O,  d ) ,  imposta no início, implica que a correção é feita somente se as 

restrições linearizadas não estão relaxadas, ou seja, se se está próximo da região viável. 

Em resumo, o algoritmo não faz uma correção de segunda ordem a cada iteração, mas 

somente quando ocorrem os seguintes fatos: 

a direção d não decresce a função Mérito suficientemente (i. é, quando % < q ) ;  

0 as restrições não estão relaxadas e 1 1  vr, ) I  é, no máximo, uma fração fixa de Ar. 
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A função mérito usada aqui é : 

onde os pi 's são pesos positivos. Estes pesos serão aumentados, se necessário, em qualquer 

iteração, mas poderão eventualmente permanecer fixos. Byrd, Schnabel e Shultz fazem 

uma hipótese sobre o tamanho dos ,ui 's que envolve as quantidades 

que expressam o equilíbrio entre a mudança na função objetivo e a mudança nas restrições. 

Hipóteses semelhantes a estas são necessárias em algoritmos que fazem busca linear na 

função Mérito (veja, por ex., [Han77]). 

A fim de evitar as dificuldades na convergência local causadas pelo uso de 

funções Mérito não diferenciáveis do tipo $(I) (Efeito Maratos por ex.), Byrd, Schnabel 

e Shultz fazem uma correção de segunda ordem wk = -Ak(A:Ak)-lc(xk + dk) e mostram 

que isso é suficiente para superar as possíveis dificuldades. Para o estabelecimento dos 

resultados de convergência de seu algoritmo, impõem (além das hipóteses padrão relacio- 

nadas com limites e continuidade do problema (NEP)) condições sobre a componente u 

da direção d, análogas às condições dadas em [SSB85] para o caso irrestrito. Em resumo, 

essas condições dizem que: 

o passo no espaço nulo de AT fornece um decréscimo suficiente no modelo (condição 

necessária em todos os resultados de convergência); 

u decrescerá o modelo significativamente se uma direção de curvatura negativa está 

presente (condição necessária para o resultado de convergência global de segunda 

ordem); 

0 se o minimizador exato do modelo sujeito às restrições linearizadas está dentro da 

Região de Confiança, então essa será a direção tomada (condição necessária para o 

resultado de convergência local) (Veja [BSS87]). 

Com isso, Byrd, Schnabel e Shultz provam convergência local superlinear e convergência 

global com condições de segunda ordem (eles foram os primeiros a obter tal resultado para 

um algoritmo de otimização não linear restrito). As principais propriedades estabelecidas 

por eles são: 
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o o algoritmo está bem definido, no sentido em que cada iteração terminará com um 

passo aceitável depois de um número finito de iterações; 

o qualquer ponto de acumulação x, da sequência de iteradas {xk), gerada pelo Al- 

goritmo B-S-S, satisfaz às condições necessárias de primeira ordem para solução de 

(NEP), isto é, c(x,) = O e Z ( X , ) ~ ~ ( X , )  = 0; 

o a sequência de iteradas, se convergir, converge para um ponto que satisfaz às 

condições necessárias de segunda ordem para um mínimo local de (NEP); 

o usando uma boa aproximação da Hessiana da Lagrangeana, a correção de segunda 

ordem permite provar que a restrição de Região de Confiança tornar-se-á inativa, 

na vizinhança de um ponto que satisfaz às condições suficientes de segunda ordem 

para uma solução de (NEP). Assim, se a sequência de iteradas chega suficientemente 

perto de t a1 ponto, ela convergirá q-quadraticament e. 

4.4.2 OAlgoritmodeZhangeZhu 

Zhang e Zhu ([ZZgO]) usam a estratégia de Região de Confiança para obter convergência 

global para o método (tipo Quase-Newton) de Nocedal e Overton ([N085]). A principal 

diferença entre o método de Nocedal e Overton e os métodos de Quase-Newton usuais 

é que, no primeiro, a matriz atualizada em cada iteração é uma aproximação da matriz 

quadrada Z ( X ) ~ B ( X ,  A)  Z(x) de ordem t,  onde B(x, A )  = V:, L(x, A ) ,  enquanto que, nos 

métodos Quase-Newton são atualizadas aproximações da matriz V:,L(x, A). Em cada 

iteração, o algoritmo de Nocedal e Overton parte de uma decomposição de Ak do tipo 

Ak = [%Zk][Rk0]* e resolve as equações lineares 

obtendo pz e pf ;  faz dz = KpZ7 df = Zkpf e toma xk+i = xk + dk, onde dk = dz + d:. 
O algoritmo termina quando 

1 1  Ck 1 1  + 1 1  g g k  115 E ,  

onde e é uma tolerância de convergência. A matriz Bk é atualizada usando as fórmulas 

DFP ou BFGS. Veja [NO851 para detalhes. 
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Uma das vantagens desse método é que o tamanho da matriz atualizada Bk pode 

ser reduzido consideravelmente. Além disso, para a análise da convergência é preciso supor 

somente que a Projeção Bilateral Z:B,Z, é definida positiva, onde B, = B(x,, A,). Como 

a direção dk é obtida via decomposição nos subespaços complementares N(AT) e Im(A), 
o subproblema é decomposto em dois subproblemas menores, tornando os cálculos mais 

simples. Diante disso, o método é promissor, principalmente para problemas grandes. 

Nocedal e Overton discutiram a convergência local e provaram que se o ponto 

inicial xo está suficientemente próximo da solução x,, e se Bo F=: Z:B,Z,, então a sequência 

de iteradas {xk) gerada por seu algoritmo converge para x,. Sob a hipótese 

e algumas outras condições, é provada a convergência q-superlinear passo dois, ou seja 

lim I I  (xk+l -x* I I  = O. 
I c + ~  1 1  xk-1 - x* 1 1  

Zhang e Zhu provam que o uso de Região de Confiança não interfere na convergência 

q-superlinear do método de Nocedal e Overton. 

O subproblema que Zhang e Zhu resolvem é do tipo que aparece em minimização 

irrestrita e para resolver o problema de incompatibilidade das restrições é usada a técnica 

de Vardi. Em cada iteração é resolvido o subproblema quadrático 

obtido através da projeção da direção de busca no espaço tangente às restrições. Se p f  é 

a solução de 4.12, seja 

8 dk = zkpk (4.13) 

e 
Y dk = ~ l l c y k ~ l c ,  (4.14) 

onde uk = - R ~ ~ c ~  (isto porque ck + A ~ V ~  = ek - ~ z ~ ~ ~ f i  ~i~~~ = O).  O valor de a k  é 
determinado pela seguinte minimização unidimensional 



4.4 Variantes do Algoritmo de Vardi 42 

Claramente, a k  é dado por 

Note que a k  E (O, 11, e que se ck = O, dc = O qualquer que seja o valor de a k ,  

assim, por conveniência, foi definido ar, = 1 se ck = 0. O Algoritmo usa o Lagrangeano 

Aumentado LA(x, A ,  7) como função Mérito ($), e o parâmetro 7 é atualizado a cada 

iteração. 

Algoritmo Z-Z 

PASSO O: Escolha €1 > 0,O < 71 < 7 2  < 1, 5' > O,  A, > O, v > 1 , O  < ,B < i. Tome 

xo E ?Rn, Ao > O, e uma matriz definida positiva Bo (pode-se tomar Bo = I). Faça 

k = O , j = l , ~ = ~ ~ .  

PASSO 1: Calcule f k ,  ck, gk, Ak. Faça uma decomposição de Ak 

Obtenha A k  = R ; ~ Y ~ ~ ~ .  

então pare. Caso contrário, se 

PASSO 3: Resolva o subproblema 4.12 para obter sua solução prima1 pf. Faça df = 

zkpf. 

PASSO 4: Obtenha ar, de 4.15 e determine dr  por 4.14. Faça dk = df + d r  

PASSO 5: Calcule f ,  c, g, A, A, em xk + df e xk + dk respectivamente. 
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PASSO 6: Calcule 

então vá para o Passo 7. Caso contrário, faça Ak := Ak/v e vá para o Passo 3. 

PASSO 7: Obtenha aredk = $(xk $ dk, ,ok) - $(xk, ,ok) e calcule = aredklpredk. 

PASSO 8: Faça 

xk+dk = & > O  
Xk+l = 

caso contrário, 

Ak+i = 
caso contrário, 

PASSO 9: Atualize Bk por DFP, BFGS ou PSB para obter Bktl. Faça k = k + 1 e volte 

para o Passo 2. 

Zhang e Zhu mostram que a sequência {xk) obtida pelo Algoritmo Z-Z tem 

ponto de acumulação x, que satisfaz às condições de Kunh-Tucker (c, = O, 2Tg, = O) ,  

e mostram também que, depois de um número finito de iterações, a condição 4.17 será 

satisfeita, não importando quão pequeno seja 6. Na prática, ao invés de 4.16, o Algoritmo 

deve parar quando 4.17 for satisfeita. O valor típico do parâmetro P ,  no Passo 6, é 10-6 

e se a condição 4.18 não for satisfeita o raio de Região de Confiança é reduzido e dk e 

predk recalculados. Zhang e Zhu provam ainda que, depois de decrescer Ak um número 

finito de vezes, a desigualdade 4.18 será satisfeita, o que torna o processo bem definido. 

Sob hipóteses usuais, são provadas propriedades de convergência global e de convergência 

local superlinear passo dois para o Algoritmo 2-2. 
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O algoritmo de Zhang e Zhu tem algumas características em comum com o al- 

goritmo de Powell e Yuan ([PYgl]) (seção 5.6.1): por ex., ambos usam função penalidade 

diferenciável (Lagrangeano Aumentado) para controlar a convergência, entretanto, os sub- 

problemas resolvidos por cada um deles são distintos. Enquanto Powell e Yuan resolvem 

um subproblema quadrático com duas restrições quadráticas (que exige uma técnica es- 

pecial para solução), Zhang e Zhu resolvem um subproblema quadrático semelhante ao 

que se tem em Otimização Irrestrita. O teorema de convergência global de Powell e Yuan 

mostra que seu algoritmo deve parar em um ponto xk com dk corrrespondente igual a zero. 

Embora isso garanta gk + AkXk = O para um vetor de multiplicadores Xk,  não exclui a 

possibilidade de ck # 0, assim, o ponto de parada xk pode não ser viável. Essa terminação 

não ocorre no algoritmo de Zhang e Zhu (veja [ZZgO]). Por outro lado, o algoritmo de 

Powell e Yuan tem uma taxa de convergência q-superlinear passo um, enquanto que Zhang 

e Zhu garantem somente taxa q-superlinear passo dois e, para isso, precisam ainda de um 

cálculo extra no ponto xk + df (que Powell e Yuan não fazem). 

As hipóteses impostas por Zhang e Zhu para análise de convergência são seme- 

lhantes às usadas em [BSS87]; apesar de ambos obterem um subproblema tipo Região de 

Confiança Irrestrita, é difícil fazer uma comparação clara entre seus algoritmos (como foi 

feita para Powell e Yuan). Isto porque Nocedal e Overton, de que se originou o trabalho 

de Zhang e Zhu, utilizam a decomposição do espaço através de N ( A ~ )  e Im(A) para a 

representação do gradiente de f ,  ao passo que Byrd, Schnabel e Shultz o fazem para a 

decomposição da direção d. 

4.4.3 Proposta de uma Variante do Algoritmo de Vardi 

O subproblema tratado por Vardi ([Var85]) é 

1 
(PV) min akd + - d T ~ d  

d 2 

onde ak = V,L(xk, Xk). Nossa proposta é reduzir o subproblema (PV) (que é quadrático 

com restrições lineares e uma quadrática) a um problema quadrático com somente res- 

'a restrição de confiança 1 1  d 115 Ak é substituída pela desigualdade equivalente 1 1  d [I2< Z. 'A2 k ,  afim 
de evitar problemas de não diferenciabilidade inerentes à primeira. 



4.4 Variantes do Algoritmo de Vardi 4 5 

trições lineares, cuja solução pode ser obtida por métodos bem conhecidos. Para isso, 

fazemos uma penalização da restrição de Região de Confiança e obtemos o seguinte pro- 

blema: 

onde t 2 O é um número convenientemente escolhido. Note que (Pt) pode ser escrito 

como: 

1 
min d akd + - d T ( ~  + t I )d  

2 
s.a ack + ~ k d  = 0, 

É fácil ver que (Pt) e (PV) são equivalentes, comparando suas condições de 

otimalidade de primeira ordem. Com efeito, seja Lpv a Lagrangeana associada a (PV) 

dada por 

e seu gradiente em relação a d 

logo, a condição TJdLpv(d, A, p) = O nos dá 

Por outro lado, se Lpt é a Lagrangeana associada a (Pt), temos 

e 

VdL~t(d,  A)  = ak + ( B k  + t I )d  + AkA. 

Portanto, VdLPt(d, A )  = O implica 

As equações 4.19 e 4.20 são iguais se tomarmos t = p, onde p é o multiplicador de 

Lagrange da restrição quadrática em (PV). 
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Uma solução d = d(t) para o problema (Pt) (que depende obviamente do t 

escolhido) satisfaz a equação (ver [Gay81] e [Sor82]) 

Suponha que a matriz B seja definida positiva, então (B + t I )  também o é, e 

Se d(t) é definida por 4.21, 1 1  d(t) 1 1  é uma função monótona decrescente de t. Com efeito, 

seja {(i, w;)i=l,...,n o conjunto de autovalores e autovetores de B. Então, {ti + t ,  w~)~=~, . . . , ,  

e {h,~i>~}~=~,...,~ são, respectivamente, os conjuntos de autovalores e autovetores das 

matrizes B + t I  e (B + tI)-l.  Podemos escrever: 

Assim, supondo os w 's ort onormais, temos: 

= C . O 
i (ti + t)2 

Além disso, se d(t) é solução de (Pt) devemos ter 

(veja [DS83]). O que nos fornece a seguinte relação entre o raio de Região de Confiança 

A, e o parâmetro t: ,. 
a; = C a p 

((i + t )2 '  

Se B não for definida positiva, a escolha de t > -mim$; garante os resultados 

acima, bem como justifica o algoritmo. A seguir, é dado um algoritmo para determinar 

d(t). 
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Algoritmo I 

PASSO O: Inicie com t E (t,;,,t,,,). 

PASSO 1: Resolva (Pt) para obter d(t). 

PASSO 2: Se ( 1  d(t) I ( <  Ak pare; senão, calcule um n 

e vá para o Passo 1. 

Considerando a função Penalidade Exata 

or Dicot omia, por exemplo) 

como função Mérito, temos o algoritmo: 

ALGORITMO - Conceitual 

PASSO O: Inicie com xo, AO, k = -1. 

PASSO 1: Faça k = lc + 1. 

PASSO 2: Determine dk = d(t) através do Algoritmo I. 

PASSO 3: Se PL(xk + dk) < PL(xk), vá para o Passo 4; senão, faça Ax = ;Ak e vá 

para o Passo 2. 

PASSO 4: Se convergiu, pare; senão, faça x k + l  = x k  + dk, atualize a matriz Bk para 

Bk+l usando a fórmula BFGS e vá para o Passo 1. 

Uma idéia similar a que expomos aqui é feita por Zhang em [Zha92] para o 

subproblema de Celis-Dennis-Tapia (veja Cap. 5 ) .  



Capítulo 5 

O Algorit mo de Celis-Dennis-Tapia 

5.1 Introdução 

Será visto neste capítulo o método de Região de Confiança para a solução de (NEP) pro- 

posto por Maria Rosa Celis em sua tese de Doutorado. Celis ([Ce185]) introduz uma nova 

(diferente da proposta por Vardi) técnica para resolver a incompatibilidade entre as res- 

trições linearizadas e a Restrição de Confiança. Ela sugere que se substitua o subproblema 

de Região de Confiança padrão, associado a (NEP) 

min a g T d + S d T ~ d  

por um outro um pouco diferente. A motivação para a escolha deste novo subproblema é 

a seguinte: suponha que se quer resolver c(x) = O usando Região de Confiança. Tem-se 

ponto corrente xk e um limite Ak do tamanho do passo que se quer dar a partir de 

Em cada iteração k ,  a direção é calculada resolvendo 

1 
min - 1 1  ck + ~ k d  1 1 2  

d 2 ( 5 4  
s.a I (  d 115 Ak. 

É usado 11 ck + Azd 1 1 2 ,  ao invés do modelo de Newton de 1 1  c(xk + d) 1 1  dado por 

T c, ck + 2czA:d + dT(AkA$ + v2ckck)dk. 
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As duas expressões diferem somente pelo termo V2ckck ,  incluido pelo modelo de Newton 

na matriz Hessiana ( AkAk + V2ckck), mas omitido em 1 1  ck + Akd 1 1  2 .  Entretanto, como se 

está resolvendo o problema c(x )  = 0, tem-se que na solução x,, V2c(x,)c(x,) = O. Desta 

forma, usando 1 1  ck + Akd 1 1 2  tem-se as mesmas propriedades de convergência que se teria 

caso fosse usado o modelo de Newton, com a vantagem de se evitar o uso de informações 

de segunda ordem de c(x) .  

Tomando o passo de descida máxima para o modelo 5.1 (ou seja, o passo 

de Cauchy dCP),  sob hipóteses razoáveis, pode-se demonstrar convergência de primeira 

ordem. Para formalizar esse resultado, Celis aplica a teoria de Shultz, Schnabel e Byrd 

([SSB85]) para o problema de minimização da função F ( x )  = ~ C ( X ) ~ C ( X ) ,  cujo teorema 

principal é dado a seguir. 

Teorema 5.1.1 Considere o passo dk  em cada iteração dado por dk = x k + ~  - xk e a 

redução prevista 
1 

predk(d) = - v F ( x ~ ) ~ ~  - - d T ~ k d ,  
2 

onde V F ( x k )  = Akck, Bk = AkAk, k = 0,1,2, ... . Seja c : Sn + Sm duas vezes 

continuamente diferenciável, F ( x )  como definida acima, e a Hessiana de  F ( x )  limitada 

no espaço todo. Seja { x k ) ,  xk E W, k = 0,1,2, ... uma sequência de  pontos gerada pela 

aplicação d e  um algoritmo d e  Região d e  Confiança padrão ao problema d e  minimização 

d e  F ( x ) ,  com ponto inicial xo E Xn. Se em cada iteração a direção dk satisfaz 

e Bk é uniformemente limitada em k ,  então, V F ( x k )  converge para zero. 

Com base no teorema acima, são escolhidos passos que satisfazem à condição 

Isto significa que o passo tomado deve ser, no mínimo, tão linear viável quanto o passo 

de Cauchy dcp para minimização de i cT(x )e (x ) .  Agora, considere o conjunto 

ou seja, DCp é o conjunto dos passos de xk que estão dentro da Região de Confiança e dão, 

no mínimo, tanto decréscimo na norma euclidiana dos resíduos das restrições linearizadas, 
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quanto o passo de Cauchy. Escolhendo qualquer ponto em DCp, em cada iteração, será 

gerada uma sequência {xk) que, sob hipóteses razoáveis, deverá convergir para um ponto 

viável. Celis tira vantagem dessa liberdade tomando uma direção d que minimiza algum 

modelo quadrático da função objetivo sobre DCp (fig. 5.1). 

Figura 5.1: O Passo CDT 

Assim sendo, o passo é calculado solucionando o problema 

1 
(SPCDT) min qk(d) = akd + - d T ~ k d  2 

onde ak E ?Rn, Bk E ?Rnxn é simétrica não singular, dk = 1 1  ck i- AkdCP 11. O problema acima 

é conhecido como Su bpro blema de Celis-Dennis- Tapia (devido a um artigo publicado por 

eles) e sua solução é dada pelo teorema: 
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Teorema 5.1.2 Se d,  resolve o subproblema SPCDT, então d ,  é uma solução para a 

equaçâo 

(B + PI + r l ~ ~ T ) d ,  = -(a + Aw) 

Na próxima seção será discutido o algoritmo para determinar uma solução de (SPCDT). 

5.2 Solução do Subproblema SPCDT 

A fim de determinar uma solução de (SPCDT), Celis procede da seguinte maneira: verifica 

primeiro se a solqão d f P  do subproblema quadrático 

está dentro da Região de Confiança, se 1 1  d f p  1 1  5 Ak, então d  = d f P  é a solução de 

(SPCDT). Supondo que 1 1  d f P  I> Ak , são consideradas três possibilidades: somente 

a Região de Confiança é ativa; somente a restrição de 0-viabilidade é ativa; ambas as 

restrições são ativas. Para determinar se somente a restrição 1 1  d  I [ <  Ak é ativa, Celis 

encontra a solução d A  do problema de Região de Confiança Irrestrita 

usando as técnicas já conhecidas para este caso. Se d A  é tal que 

então, a restrição de viabilidade não é ativa e d A  é a solução de (SPCDT). Caso contrário, 

é solucionado o problema 

para determinar se somente a restrição de viabilidade é ativa na solução. Celis resolve esse 

problema através de uma técnica tipo Hook Step, obtendo a solução de. Se 1 1  de 112 Ak, 
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então de é a solução de (SPCDT). Senão, é o caso em que ambas as restrições são ativas 

e será necessário resolver o problema (SPCDT) completo; novamente, Celis usa o método 

Hook Step. Entretanto, ela sugere também o uso de métodos Dogleg, propondo uma curva 

Dogleg e uma tipo Duplo Dogleg (para detalhes [Ce185]). O algoritmo a seguir, define 

uma iteração para determinar uma solução aproximada de (SPCDT), resumindo o que foi 

exposto acima. 

ALGORITMO I: Solução Aproximada d e  (SPCDT). 

PASSO 1: Determine uma solução aproximada da para o problema 5.2. 

PASSO 2: Se 1 1  c + ATda 115 19 então d := da; PARE. 

PASSO 3: Determine uma solução aproximada do para o problema 5.3. 

PASSO 4: Se 1 1  de 115 A então d := de; PARE. 

PASSO 5: Determine uma solução aproximada d para o problema (SPCDT). 

5.3 Aceitação 

Confiança 

do Passo e Atualização da Região de 

A função Mérito usada por Celis é o Lagrangeano Aumentado 

onde o parâmetro 'I é determinado pela solução de (SPCDT). Com o uso de uma função 

Mérito diferenciável são evitados problemas de velocidade de convergência que aparecem 

quando se usa funções não diferenciáveis (por ex. o Efeito Maratos) . 

Um passo x+ será aceito como próximo iterado se 

onde A+ e v+ são, respectivamente, o vetor multiplicador e a constante de penalidade 

associados à direção dk, e E é uma constante positiva no intervalo (0, i). Se x+ não 
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satisfaz 5.4, a Região de Confiança é reduzida por um fator entre e f ,  e torna-se a 

calcular uma direção numa região menor. Por outro lado, uma vez aceita x+ como nova 

iterada, Celis analisa se deve ou não aumentar a Região de Confiança. Para isto, compara 

a redução real 

ALA E L A ( ~ + ,  A+, r]+) - L A ( x ~ ,  A+, V+), (5-5) 

com a redução prevista 

onde Hk = Bk + v A A ~  e Bk = Vi,L(xk, X k )  OU alguma aproximação dela. Se o ajuste é 

tal que 

onde p = 0.1 , ou a redução real em LA é muito grande, isto é, 

então, a Região de Confiança é aumentada e um novo x+ é calculado, usando o modelo 

corrente sujeito a essa região maior. O valor de dk é guardado, pois se a nova direção 

obtida não satisfizer 5.4, volta-se ao último valor aceito. Para atualizar o raio de Região 

de Confiança, Celis usa o mesmo procedimento da minimização irrestrita. O novo raio A+ 

é obtido em função do raio anterior e de 1 1  dk 1 ) .  O parâmetro de penalidade é escolhido 

dentro do conjunto 

dependendo de quão bem o modelo estima a função mérito. A seguir, o algoritmo de 

aceitação do passo e atualização da Região de Confiança. 

ALGORITMO 11: Aceitação d e  um Passo e Atualização da Região de  Confiança. 

Seja O < a1 < õ 2  < 1 e O < r1 < r2 < 1 < 73 constantes dadas. Defina Nk como no 

parágrafo anterior e 
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PASSO 1: Se c k  + Azdk = 0 ,  então, 

o faça X+ = X Q P  

o determine Nk 

senao 

o faça A+ = O e 

Nk = (7k) 

PASSO 2: Se Nk = 0, então 

PASSO 3: Determine Ndec 

PASSO 4: Se Nk n Ndec = 0 então 

PASSO 5: Aceite x+ = xk + d k ,  escolha v+ E Nk n Ndec 

PASSO 6: Determine Nin, 

PASSO 7: Se NknN;,, # 0 então 

escolha v+ E Nk n N;,, 

A+ E [ A k ,  nAk] 

o PARE 

PASSO 8: Determine Nsme 

o escolha v+ E Nk n Nsme 

A+ = a, 
senão 
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5.4 O Algoritmo CDT 

O Algoritmo de Celis-Dennis-Tapia (CDT) toma um passo SQP sempre que 1 1  dfp I / <  A, 

a fim de manter a rápida convergência local. Quando um passo SQP completo não pode 

ser tomado, resolve-se o problema (SPCDT) obtendo o passo dk. Como foi visto na 

seção anterior, a função Lagrangeano Aumentado é usada para determinar a aceitação do 

passo e para atualizar a Região de Confiança . A constante de penalidade 7 é obtida na 

solução de (SPCDT) (ela é o multiplicador de Lagrange da restrição de viabilidade) ou 

pelo procedimento descrito na seção anterior. Para a implementação preliminar de seu 

algoritmo, Celis usa informações de segunda ordem. 

Em cada iteração o problema (QP) é definido por 

1 2  2 min grd + Sd VXxL(xi, h ) d  
d 

e o problema (SPCDT) 

1 
min g:d+-dT~kd 

2 

onde Bk = VPxL(xk, Xk) se 0k = O e B k  = V2f(xk) caso contrário. Isto permite que se 

tenha passos tão próximos quanto possível do passo SQP, se as restrições linearizadas são 

satisfeitas. A escolha do multiplicador usado na matriz Hessiana VZxL(xk, X k )  depende 

da última direção tomada. Se dk-l satisfaz às restrições linearizadas, escolhe-se Xk como 

sendo o multiplicador associado ao passo SQP, isto é, X k  = XQP. Essa escolha é motivada 

pelo fato de que XQP é o único multiplicador que permite que as restrições linearizadas 

sejam satisfeitas. Por outro lado, se dk-l não satisfaz às restrições linearizadas, é escolhido 

o multiplicador pela fórmula 

que, na prática, é bem sucedida (veja, por ex., [MMLC72]). A estimativa inicial Ao 
também é escolhida dessa maneira. Finalmente, o raio de Região de Confiança inicial 

Ao é escolhido como sendo uma percentagem do tamanho do passo de Cauchy para o 

problema 2.1. Essa escolha segue da estratégia sugerida por Powell ([Pow7O]) para o caso 

irrestrito. Vejamos a descrição formal do algoritmo. 



5.5 Variantes do Algoritmo CDT 56 

ALGORITMO CDT 

Dado xo E .!Rn, determine A o ,  Ao. Para Ic = 0,1,2, . . . até convergir faça: 

PASSO 1: calcule gk, V2 f k ,  Ak, V;=L(xk, X k ) ;  

PASSO 2: determine a solução dfP (e ~ f ~ )  do problema (QP); 

PASSO 3: se 1 1  dfp I ]<  A,, então dk = dfP e vá para 5; 

PASSO 4: encontre uma solução aproximada dk para o problema (SPCDT) pelo Algo- 

ritmo I; 

PASSO 5: x+ = xk + d k  

PASSO 6: decida se x+ é aceito e calcule um novo valor para Ak pelo Algoritmo 11; 

PASSO 7: se x+ não é aceito, então vá para 4, caso contrário xk+l = x+ e Ak+l = Ak. 

5.5 Variantes do Algoritmo CDT 

Celis faz uma implementação preliminar de seu algoritmo, que embora necessite de um pro- 

cedimento mais eficiente para solucionar o subproblema (SPCDT), fornece testes que são 

importantes para mostrar que o método é robusto. Vários autores propõem modificações 

para o método de Celis-Dennis-Tapia a fim de obter boas propriedades de convergência, 

mas o ponto crucial para que se consiga um algoritmo computacionalmente eficiente é 

um procedimento para solucionar o subproblema (SPCDT); isto é estudado por Yuan em 

[YuaSO], e por Zhang em [Zha92], que propõe um algoritmo para solução de (SPCDT). 

Nas próximas seções serão estudadas algumas variantes do Algoritmo CDT, encontradas 

na literatura (incluindo o algoritmo de Zhang mencionado acima). 

5.5.1 Algoritmo de Zhang para solução de SPCDT 

Sem a restrição de @-viabilidade o subproblema SPCDT é equivalente ao subproblema de 

otimização irrestrita 
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(SPI) min gTd + S d T ~ d  

s.a 11 d 115 A. 

Para o caso sem restrições, tem-se condições (fortes) de otimalidade necessárias e suficien- 

tes para uma solução global do subproblema irrestrito (veja Capítulo 2). Com base nessas 

condições foram construídos vários algoritmos eficientes (tipo Newton) para solução de 

(SPI), entretanto, quando a restrição 1 1  c+ ~~d 11 é acrescentada, uma condição de otima- 

lidade necessária e suficiente similar não pode ser obtida, como foi provado em [Yua9O]. 

A semi-definição positiva da matriz B + p I + q AAT (Teorema 5.1.2) pode não ser garan- 

tida para matrizes simétricas gerais B.  Yuan ([Yua9O]) dá exemplos demonstrando que a 

matriz B + p I +  rlAAT pode ter um autovalor negativo quando p e q são únicos e pode até 

mesmo ter dois autovalores negativos numa situação desfavorável. A falta de condições de 

otimalidade necessárias e suficientes e de uma Hessiana da Lagrangeana (com relação a d)  

semi-definida positiva faz com que se torne mais difícil construir algoritmos eficientes para 

a solução do problema SPCDT. Yuan fornece condições suficientes para uma solução de 

SPCDT, sob a hipótese de que a Hessiana da Lagrangeana com relação a d é semi-definida 

positiva em d,. A seguir é dado o teorema estabelecido por Yuan, com o resultado de 

unicidade acrescentado por Zhang em [Zha92]. 

Teorema 5.5.1 A condição 

onde 

p = O e 1 1  d, ]I< A ou p > O e 1 1  d, I [ =  A (5.10) 

e a semi-definição positiva da matriz ( B  + p I  + r l ~ ~ T )  são suficientes para d, viável ser 

solução do problema SPCDT. Além disso, se B + p I  + qAAT é definida positiva, então a 

solução é Única. 

Zhang ([Zha92]) propõe um método para solução de SPCDT que trata a res- 

trição de &viabilidade sob uma perspectiva proximal e reduz o problema original a um 

problema tipo Região de Confiança Irrestrita, dado por 
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onde q(d) = gTd + !#~d e $(d) = !(]I c + ATd / I 2  -O2) E W. Uma solução para P(v) 
será denotada por d(q). 

A estratégia de Zhang é motivada pela seguinte observação: se a restrição de 

O-viabilidade do problema SPCDT é ativa (ele mostra que esse é o caso que interessa) e 

se é possível definir p como uma função de 7, tal que p(v) sempre satisfaz à condição de 

viabilidade 

I1 d M d >  v) 112 A 

e a condição de complementaridade 5.10 que é equivalente a 

então, a solução do problema SPCDT se reduz a resolver a condição de complementaridade 

5.11, ou equivalent ement e, solucionar a equação univariacional 

Observando as condições de otimalidade para P(v), Zhang obtem a função p(v) 

de maneira natural (veja [Zha92]). Ele mostra que $(v) = $(d(p(q), v))  e q((d(p(v), v))  
são funções contínuas e monótonas; e que ,u(v), e consequentemente, d(p(v), 7) e $ (v), são, 

no mínimo diferenciáveis por partes (condição necessária a fim de que se possa aplicar a 

método de Newton para a equação $(v) = O.) Assim, Zhang reformula o problema SPCDT 

para o problema de encontrar um zero de uma função monotonicamente decrescente e, no 

mínimo, diferenciável por partes . 

Na prática, substitui-se $(v) = O por S(v) = 0, onde 

A função !@(v) ainda é monótona e possui as mesmas propriedades de $(v). E' fácil ver 

que W(ll) = $'(v)/ 1 1  C + ~ ~ d ( v )  ] I 3 ,  e que !@(r)), normalmente, é mais próxima de uma 

função linear do que $(v). 

Zhang implementa um algoritmo para solução de !@(v) que é, basicamente, o 

método de Newton com uma forma de salvaguarda. 
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ALGORITMO Z-I - Solução de  Q(7)  = O 

Dada uma tolerância 71, seja 7 = O ,  q~ = O e q~ = oo. 

PASSO 1: Resolva P(7)  para obter d(7) e calcule 9 ( 7 ) .  

PASSO 2: Se (7 = O e Q(q)  > O )  ou ( ( ( I  c + ATd ( 1  -6 I / d  5 rl), faça d* = d(7) e pare. - 

PASSO 3: Se Q(7)  < 0, então V L  = 7 e QL = Q(7);  senão V R =  7 e QR = Q(7) .  

PASSO 4: Calcule o passo de Newton 

7 := 7 - %)/Q1(7).  

PASSO 5 :  Se 7 E ( r l L ,  qR), use o passo da Regula Falsi 

7 := 7L - ~ ( V R  - ~ ] L ) / Q R  - *L-  

PASSO 6: Vá para o Passo 1. 

A fim de solucionar P(q)  usando a estratégia Hook Step é necessário resolver 

a equação 
1 1 

para p, quando 7 é fixo. Para isso, Zhang utiliza o método de Newton como foi dado 

em [MS84], adicionando a restrição p 2 E e usando um critério de parada prático. O 
algoritmo é dado a seguir. 

ALGORITMO Z-II- Solução de T ( 7 )  = O para u m  7 fixo. 

PASSO 1: Seja H = B $ qAAT $ p I  e resolva Hd = -g para d. 

PASSO 2: Se ( p  = E e 1 1  d 112 A) ou ( 1 1 1  d 1 1  -A I /A 2 r2),então faça d,  = d e pare. - 
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PASSO 3: Calcule o passo de Newton restrito 

PASSO 4: Vá para o Passo 1. 

Quando B é definida positiva, pode ser usado e = O no algoritmo acima. En- 

tretanto, o e um pouco maior que epsilon da máquina deverá ser utilizado quando B é 
somente semi-definida positiva, a fim de garantir que a matriz H no Passo 1 é numerica- 

mente não-singular. Do ponto de vista prático, o efeito de tal perturbação sobre a solução 

é insignificante. 

Se ambas as restrições 5.10 e 5.11 são ativas o algoritmo de Zhang pode ser 

resumido (de forma bem simplificada) como o seguinte: o problema SPCDT se reduz ao 

sistema não-linear de duas equações com duas variáveis: 

A variável p é eliminada solucionando a primeira equação para um 7 fixo. Depois, por 

substituição, o sistema é reduzido a única equação 9(p(q),  7 )  = O. Felizmente, ambas 

as equações (a primeira, para p fixo, e a segunda, depois da substituição p = ~ ( 7 ) )  são 

funções monótonas bem comportadas e fáceis de resolver. 

Zhang compara seu algoritmo com o de Yuan em [Yua88] (único existente na 

época para cálculo de um passo de Região de Confiança para o problema SPCDT na 

norma euclidiana) e conclui que o seu é conceitualmente mais simples. Os experimentos 

computacionais indicam que o Algoritmo de Zhang é confiável, robusto e produz bons 

passos para problemas pequenos (n 5 20). 

5.5.2 O Algoritmo de Powell e Yuan 

Powell e Yuan propõem uma escolha diferente para a cota 0 no Algoritmo CDT. Eles 

tomam Ok, na iteração k, como sendo o menor valor de 1 1  ck + Akd 1 1  sujeito a 1 1  d 1 1  < b&, 

para algum b E [b2,  bi], onde bl, b2 são constantes pré-fixadas tais que O < b2 5 bl < 1. 
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Figura 5.2: O Problema de Powell e Yuan 

Ou seja, Ok é um número que satisfaz 

Com isso obtêm a vantagem de que Ok é zero em mais iterações, quando um mau condi- 

cionamento torna o passo de Cauchy pequeno (fig. 5.2). 

Na k-ésima iteração, se xk não satisfaz às condições de Kuhn-Tucker, o al- 

goritmo de Powell e Yuan calcula uma tentativa de passo solucionando o subproblema 

(SPCDT) com o novo valor de Ok ,  como foi definido acima. O multplicador X(x) E 32" 
minimiza a soma dos quadrados dos resíduos das condições de Kuhn-Tucker (aproximação 

de primeira ordem): 

II 9(x) - A(+ 1 1 2  
A função Mérito (q5) usada é o Lagrangeano Aumentado. Para decidir a aceitação do 

passo, Powell e Yuan definem uma mundança Mk na função Mérito, dada por: 
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onde ~ ) k  é escolhido tal que Mk < O e âk é a projepão ortogonal de dk no espaço nulo de 

Ar;  e definem a razão 

'rk = 4k(xk + dk) - 4k(~k)  
Mk 

da mudança real para a mudança prevista. A direção dk será aceita se rk > 0, caso 

contrário, toma-se xk+l = xk. A escolha do próximo raio Ak+l depende de Ak, 1 1  dk 1 1  e 

'rk. Uma matriz Bk+l é definida e isso completa a iteração. 

Na definição de Mk, o vetor dk aparece porque a condição usada por Powell 

e Yuan para as matrizes {Bk : k = 1,2,3, ...I, a fim de forçar a convergência superli- 

near, não é que a razão 1 1  (Bk - B,)dk 1 1  / 1 1  dk 1 1  tende a zero quando T -, oo (com 

B, = V;,L(x,, A,)), é a condição mais fraca: 1 1  W ~ ( B I ,  - W,)dk 1 1  / 1 1  dk [I-, O (onde wk 

é qualquer vetor normalizado tal que Akwk = O). Com isso, eles provam convergência 

q-superlinear para seu algoritmo. O parâmetro de penalidade ~ ) k  é ajustado automatica- 

mente e só é aumentado quando o passo de xk para xk+l fornece um aumento na parte 

Lagrangeana da função Mérito. Além disso, o uso de A(xk + dk), na expressão que define 

Mk, conduz a um ajuste conveniente do parâmetro de penalidade sem o cálculo de quais- 

quer derivadas segundas (ver [PY91] para detalhes). A seguir, uma descrição formal do 

algoritmo de Powell e Yuan. 

ALGORITMO P-Y 

PASSO O :  Dados xl E Xn,B1 E XnXn,Al > 0,0 < b2 < bl < 1. Escolha > O  e~ > O 
pequeno. Faça k = 1. 

PASSO 1: Se 1 1  ck 1 1  + 1 1  gk-AkAk [I< E então PARE. Caso contrário, resolva o problema 

(SPCDT) para obter dk. 

PASSO 2: Calcule Mk pela fórmula 5.12. Se a desigualdade 
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não é satisfeita, então aumente o valor de q k  como a seguir 

anterior qktual = 2qk + 1 1  c k  I /  c k  $ ~ k d k  [ I 2 ) ,  

que garante que o novo valor de Mk satisfaz à desigualdade acima. 

PASSO 3: Calcule a razão r k .  Faça 

X k f l  = 
caso contrário 

Obtenha Bk+l. Faça q k + 1  = q k ,  k = k + 1 e vá para o PASSO 1. 

Para o desenvolvimento de sua teoria de convergência, Powell e Yuan admitem 

as seguintes Hipóteses: 

H1: Existe um conjunto convexo R C Sn fechado e limitado tal que x k  e x k  + dk estão 

em R 'dk; 

H2: A(x) tem posto coluna completo para todo x E R; 

H3: As matrizes {Bk : k = 1,2, ...) são uniformemente limitadas em R. 

, 
E provado que o algoritmo termina em um número finito de iterações, com e no passo 

1, qualquer constante positiva. Powell e Yuan obtêm um limite superior para Mk,  isto é 
importante para o teste que aumenta o valor de q k  , no sentido de garantir que a desigual- 

dade do PASSO 2 será satisfeita em algum momento. Eles mostram ainda que a sequência 

{vk  : k = 1,2, ..) é limitada (fato importante para o estabelecimento das propriedades de 

convergência do algoritmo). A seguir, é dado o resultado de convergência global para o 

Algoritmo P-Y. 

Teorema 5.5.2 Sob as Hipóteses H1, H2 e H3, o Algoritmo P-Y termina depois de u m  

número finito de iterações. E m  outras palavras, se removermos o teste de convergência 

do passo 1, então dk = O para algum k ou o limite 
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é obtido, o qual garante que a sequência {xk : 5 = 1,2, ...} n ã o  é l imitada longe de pontos 

estacionários do  problema original (NEP). 

Supondo E = O, Powell e Yuan provam a convergência superlinear de seu Algo- 

ritmo usando resultados provados por Boggs, Tolle e W a n g  em [BTW73] e por Powell  em 

[Pow83], demonstrando que tais resultados continuam válidos quando se usa estratégia 

de Região de Confiança. A necessidade de calcular X(x) para qualquer x introduz sérias 

dificuldades no Algoritmo P-Y, se os gradientes das restrições se tornam linearmente de- 

pendentes. Para remediar essa situação, Powell e Yuan fazem uma mudança na definição 

de Xk observando que as propriedades demonstradas continuam válidas depois da mu- 

dança. Apesar de ter sido desenvolvido a partir de um procedimento que foi testado 

computacionalmente, o algoritmo de Powell e Yuan não foi usado ainda para cálculos 

numéricos por apresentar procedimentos complicados para implementação, sendo uma 

das principais dificuldades a solução do subproblema CDT. 

5.5.3 O Algoritmo de Mahmoud El-Alem 

M a h m o u d  E l -A lem ([EAgl]) apresenta uma teoria de convergência global para uma va- 

riante do algoritmo de Celis-Dennis-Tapia, cujas principais diferenças em relação ao 

método original estão no esquema de atualização do parâmetro de penalidade e na es- 

colha do limite O no subproblema. El-Alem escolhe Ok,  na k-ésima iteração, como sendo 

para algum O < .r 5 1, onde d c P  é a direção de Cauchy. Essa escolha foi sugerida por 

Celis e t  al. em [CDM+89] e tem a vantagem de assegurar considerável liberdade no con- 

junto viável do subproblema, em comparação com a escolha original no Algoritmo CDT, 

permitindo ainda que cada iterada (obtida pela solução do subproblema) seja "puxada" 

em direção ao ponto ótimo de (NEP), ao invés de avançar muito na direção da viabilidade 

não linear às custas da otimalidade. 

O algoritmo de El-Alem faz o seguinte: em cada iteraçáo obtém a direção d f p  

e o multiplicador A)* resolvendo o subproblema de Programação Quadrática 



5.5 Variantes do Algoritmo CDT 65 

se dfP está dentro da Região de Confiança, i.é, 1 1  dfP 1 1  < A,, então 4 = dfp e A I k  = 

AX~',  onde dk é a tentativa de passo e AJk  o multiplicador de Lagrange correspondente. 

Caso contrário, se xk não é viável, então o subproblema (SPCDT) é solucionado, com 

o valor de Ok escolhido como foi descrito no parágrafo anterior; por outro lado, se xk é 

viável, resolve-se o subproblema de Região de Confiança 

(SP  RC) 
1 

min v,L(x~, ~ k ) ~ d  + ? d T ~ k d  
d 

ç.a ck + AZd = O 

1 1  d I [ <  Ak. 

Note que, quando xk é viável, Ok = O e o subproblema (SPCDT) se reduz ao 

subproblema (SPRC). A função Mérito escolhida é o Lagrangeano Aumentado. Através 

de experimentos numéricos, El- Alem percebeu que o algoritmo obtém melhor performance 

quando o parâmetro de penalidade é mantido o menor possível. Para o desenvolvimento 

da teoria de convergência global, é necessário que a sequência {vk), dos coeficientes de 

penalidade, seja não decrescente e que a redução prevista na função Mérito em cada 

iteração seja, no mínimo, tanto quanto uma fração do decréscimo de Cauchy na norma 

euclidiana das restrições linearizadas. Portanto, a idéia é manter o parâmetro 7 o menor 

possível, sujeito a essas duas condições. El-Alem parte de 7 = 1 e aumenta esse valor 

somente quando for necessário para satisfazer essas condições. 

Observe que, se a tentativa de passo for obtida pela solução de (SPRC) ou 

(SPCDT), a escolha do multiplicador de Lagrange requer que seja resolvido o seguinte 

sistema linear: 

A ~ A X ~  = - (vL~ + ~ ~ 2 ~ ) .  

Powell e Yuan ([PYgl]) usam a estimativa do multiplicador de mínimo quadrado como 

fórmula de atualização do multiplicador de Lagrange. Com essa fórmula, o seguinte sis- 

tema linear tem que ser resolvido 

A escolha de Powell e Yuan é mais cara, pois requer uma fatorização de A ( x ~ + $ )  em cada 

tentativa de passo, enquanto a escolha de El-Alem requer fatorização somente quando o 

algoritmo vai para um novo ponto depois de encontrar um passo aceitável. E se o passo é 
na direção dQP o multiplicador é obtido sem nenhum custo extra, porque ele é o próprio 

multiplicador S QP. 
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Sob as mesmas hipóteses assumidas por Powell e Yuan, El-Alem estabelece a 

convergência global de seu algoritmo. Os principais resultados são enunciados abaixo. 

Teorema 5.5.3 Sob as  Hipóteses enunciadas n a  seção anterior,  e m  qualquer ponto (xk, X k )  
gerado pelo algoritmo de El-Alem, o u  a condição de terminação será satisfeita o u  u m  passo 

aceitável será  encontrado. 

O teorema acima diz, portanto, que o algoritmo está bem definido no sentido 

em que ele sempre encontra um passo aceitável, a partir de qualquer ponto que não 

satisfaça o critério de terminação. O resultado seguinte mostra que o algoritmo termina 

bem sucedido, ou seja ele gera uma sequência de iteradas convergindo para, no mínimo, 

um ponto estacionário do problema original. 

Teorema 5.5.4 Sob as  hipóteses do teorema anterior, o algoritmo de E l -A lem produz 

iteradas {xk) que sa t i s fazem 

O propósito de El-Alem foi desenvolver uma teoria de convergência para uma 

variante do Algoritmo CDT, portanto, as considerações que ele faz sobre experimentos 

numéricos são similares às feitas por Powell e Yuan. 



Capítulo 6 

Vimos que uma das principais dificuldades encontradas, quando se usa Região de Con- 

fiança para Otimização Restrita, é que o subproblema obtido (que deverá ser resolvido a 

cada iteração) pode ser de difícil solução. São encontradas na literatura várias propostas 

para tratar essa questão, mas não se tem ainda uma que seja comprovadamente a melhor, 

sobretudo no que diz respeito ao aspecto computacional. Nossa proposta de algoritmo a- 

presenta uma característica interessante, que é o fato de que o subproblema a ser resolvido 

a cada iteração é quadrático com restrições lineares. Como há métodos bem conhecidos e 

eficientes para solução de tais problemas, isso simplifica o trabalho computacional. Acre- 

ditamos, portanto, que se pode obter bons resultados com essa metodologia. 

Trabalhos futuros que podem ser realizados a partir da proposta feita aqui'são: 

testes comput acionais e estabelecimento das propriedades de convergêcia do algoritmo. 
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