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Realizamos um estudo comparativo de algoritmos de Regido de Confianga para
problemas de Programacao Nao-Linear com restri¢des de igualdade. Os algoritmos estu-
dados sdo classificados de acordo com a estratégia que utilizam para resolver a possivel
incompatibilidade entre as restri¢des do subproblema (de Regido de Confianga) obtido.
Analisamos as técnicas de resolucdo desses subproblemas, e as vantagens e desvantagens
de um método em relacdo a outro. Propomos um algoritmo variante, dentro de uma das
classes estudadas, cuja caracteristica interessante é que o subproblema a ser resolvido em

cada iteracao é simples.
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This work presents a comparative study of trust region algorithms for nonlinear
programming problems with equality constraints. We classify the algorithms, according to
their strategy to solve a possible incompatibiblity among the constraints of the associated

subproblems.

The solution techniques for the aforementioned subproblems, and also the ad-
vantages and drawbacks of each method with respect to each other, are investigated. A
variant method is proposed. An interesting characteristic of the algorithm proposed is

that the associated subproblem to be solved in each iteration is reasonably simple.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho é feito um estudo comparativo de algoritmos encontrados na literatura, que
usam a metodologia de Regido de Confianga para solucionar o problema de Otimizacao
N3ao-Linear Restrito

mn  f(2)

s.a  c¢lz)=0i=1,...,m

onde f e ¢;,i = 1,...,m sdo fun¢des duas vezes continuamente diferenciaveis. Os algo-
ritmos estudados sido divididos em duas categorias principais segundo a maneira como
resolvem o problema de incompatibilidade entre restricdes, que aparece quando se usa
Regido de Conflanga para Otimizagdo Restrita. Dentro de cada uma dessas categorias sao
estudados alguns algoritmos variantes, observando qual a motivagdo para as mudancas
propostas e as vantagens/desvantagens de cada uma. Propomos uma variante de um

algoritmo dentro de uma dessas classes.

O Capitulo 2 apresenta a metodologia de Regido de Confianca para Otimizagio
Irrestrita, abordando os métodos de Hook Step, Doglege Duplo Dogleg. No terceiro capitulo
é visto como aplicar a estratégia de Regido de Confianca para problemas com restrigdes de
Igualdade, observando as dificuldades inerentes a esse caso e quais as principais propostas
de solugao encontradas na literatura. Nesse ponto, é feita a divisido dos algoritmos em duas
categorias: os que usam a solugdo proposta por Vardi ([Var85]) e os que usam a solugio
de Celis ([Cel85]). O Capitulo 4 trata da metodologia de Vardi e algumas variantes de

seu algoritmo, enquanto que o Capitulo 5 faz o mesmo para a estratégia de Celis. Uma



proposta de algoritmo variante, dentro da classe de Vardi, encontra-se no quarto capitulo.

As conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros aparecem no Capitulo 6.



Capitulo 2

Meétodos de Regiao de Confianca

para Otimizacao Irrestrita

2.1 Introducao

Considere o problema de minimizagio de uma funcio nao linear de n varidveis reais:

min f(z),z € R (2.1)

Métodos de Regido de Confianga constituem uma importante classe de métodos
com convergéncia global para a solugdo de problemas de Otimizagdo. A diferenca funda-
mental entre os métodos de Regido de Confianca e os de Busca Linear estd no modo como

eles combinam o uso do modelo quadratico com a determinagao da direcao de busca.

Nos métodos de Busca Linear, minimiza-se um modelo quadritico da funcio
objetivo, em torno do ponto corrente zy, para encontrar uma direcdo de busca di; calcula-
se, entdo, um tamanho de passo ay > 0 tal que f(zx + ardi) < f(zi), através de um

modelo unidimensional (por exemplo, ciibico ou quadratico). Veja, por exemplo, [DS89].

A idéia basica dos métodos de Regido de Confianga é estimar uma regido onde
se pode confiar num modelo quadratico como uma boa aproximagao de uma funcao. Dada
essa estimativa, toma-se a direcdo (com comprimento dado) que minimiza tal modelo. O

passo obtido serd aceito ou rejeitado e a Regido de Confianca atualizada, dependendo de
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quio bem o modelo representa a fungdo naquela regiao.

Quando se faz busca linear, o modelo de aproximacao é usado para determinar
uma diregio e a partir daf, encontra-se um passo que obtenha uma melhora de alguma
funcao mérito no novo ponto. Na metodologia de Regido de Confianca, primeiro se deter-
mina um tamanho méximo de passo (regido onde se confia que o modelo aproxima bem

a fungdo) e entdo determina-se a dire¢do que fornece uma melhora no valor da fungao.

Figura 2.1: Regido de Confianga

Dado um ponto z, uma cota méxima de passo A e uma aproximagio gx(d) da
funcao objetivo em torno de zx,numa iteragio em um algoritmo de Regido de Confianca

para otimizagdo irrestrita, o passo di sera obtido solucionando o subproblema

min gx(d) = Vfid+ %dTBkd (2-2)

dERn
s.a ] d || Ag,

onde Vf, = Vf(zg) é o gradiente da fungdo f no ponto zz, Br = V2f(z;) ou uma
aproximacao dela e || . || é a norma euclidiana.

Os métodos de Regido de Confianca tém origem com os trabalhos de Levenberg
([Lev44]) e Marquardt ([Mar63]) para problemas de minimos quadrados ndo lineares. A
primeira abordagem para o problema geral foi feita por [GQT66]. Powell ([Pow70]) e Tho-

mas ([Tho75]) aplicaram a teoria de convergéncia global em Regides de Confianca para
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situagdes gerais com iteragdes de Quase Newton. Reinsh ([Rei71]) e Hebden ([HebT73]) fize-
ram observagles computacionais importantes para a implementacio do método. Em 1978
Moré ([Mor78]) voltou a trabalhar com o problema de minimos quadrados nio lineares.
Fletcher ([Fle81]) e Sorensen ([Sor82]) provaram propriedades de convergéncia global para
algoritmos de Regido de Confianga usando informacdes de segunda ordem. Gay ([Gay81])
acrescentou caracterizagdes tedricas e observacdes computacionais para o problema de
minimizagao irrestrita com Hessiana indefinida. Shultz, Schnabel e Byrd ([SSB85]) apre-

sentaram uma generalizacido para o trabalho de convergéncia global de Sorensen.

2.2 O Passo de Regiao de Confiancga

O problema 2.2 é o subproblema bésico dos métodos com estratégia de Regido de Con-

flanca. A solugdo de 2.2 é dada pelo teorema a seguir, que foi provado em [GQT66].

Teorema 2.2.1 Seja Vi = Vf(zi) € R*, By € R™™ matriz simétrica, Ay > 0. Seja
A1 € R o menor autovalor de By e v1 € R" seu autovetor correspondente. Entdo, se By
€ definida positiva e || By'Vfi ||< Ak, dr = B;'V i € a tnica solucio de 2.2. Caso
contrdrio, a solugcdo para 2.2 satisfaz || di |= Ak e

(B + uel)de = =V fy, (23)

para algum pr > 0, onde By + prl € ,no minimo, semi-definida positiva. Além disso, ou
By + pil € definida positiva e

dr = —(Bx + ) 'V £ (2.4)

para o unico pr > max{0,—A1} para o qual || di ||= Dg; ou ur = —X; e
dy = —(Br = M)V fi + win, (2.5)

onde 1 denota a pseudoinversa e w € R € escolhido tal que || di, ||= Ay.

Se By € definida positiva, a solu¢do deve ser dada por 2.4; o caso 2.5 ocorre
somente se By € indefinida e || (B + prl) 'V i ||< Ak para todo pr > —);.

O ttltimo caso, ( 2.5), é denominado “caso dificil” por Moré e Sorensen ([MS83]).
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Do teorema acima (equagdo 2.4) vemos que, mesmo que By seja definida po-
sitiva, o passo de Regifo de Confianca nio é sempre na diregio de Newton —B;'V f;.

Pode-se mostrar que para todo g > max{0,—A;} a fungio

Il d(e) =11 (B + D)™V fie ||

é monotonicamente decrescente em p. Esta propriedade é facilmente verificada quando
By, é definida positiva. Neste caso, d(p) = (By + pd) "1V fi, pode ser escrito como d(u) =
> oivi/(Ai + i) , onde {(A;,v;)} é o conjunto de auto-valores e auto-vetores de By, estes
supostos auto-normais. De || d(y) ||?= X a?/(A; + u)? se obtém diretamente a monotonia
decrescente ([MS83]). Isto implica que || d(x) ||= Ar tem uma tnica solugio, que deve

ser solucao de 2.2.

Uma outra propriedade interessante da estratégia de Regido de Confianga é o

comportamento de d(u) para g — oo (ou A — 0). Tem-se

dp = —(Bk+pI)"1ka

para p suficientemente grande
dy = —[I—-——+4+—S—-..)Vfi
@
= dy — ——

logo, quando Ax — 0, — oo, —(Bx + uI)"'Vfi, — —%ka, isto é, di tende & diregio
oposta a do gradiente. Para estudos mais detalhados ver [DS83].

Desta forma vemos que para Ay pequeno, a diregdo fornecida é aproximada-
mente a de descida méaxima (Cauchy); enquanto que, quando A} aumenta, a direcao de

Regido de Confianca se aproxima, e por fim se torna, a diregdo de Newton (fig. 2.2).

Note duas propriedades atrativas dos métodos de Regido de Confianca: a pri-
meira é esta que acabamos de citar, de que passos pequenos sdo dados na direcdo de descida
maéxima, em geral, a melhor direcido para modelos locais pouco confidveis; enquanto que o
passo de Newton ¢ usado, em geral, préximo do étimo, quando ele estd dentro da Regido
de Confianga e B é definida positiva e deste modo, preserva-se a rdpida convergéncia
local. A segunda é que os métodos de Regido de Confianca trabalham naturalmente com

matrizes Hessianas indefinidas.
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Figura 2.2: Curva d(u)

Entretanto, o passo de Regido de Confianca, descrito pelo Teorema 2.2.1 é
dificil de calcular, principalmente porque néo h4 uma férmula exata que forneca o tnico
px > max{0, A} tal que || (Bg + pxl)"IVfi ||= Ag. Assim, implementacdes eficientes
de algoritmos de Regido de Confilanca devem determinar pj aproximadamente, através
de um processo iterativo. Veremos mais adiante os principais métodos que solucionam
2.2 de forma aproximada. Vejamos, agora, um esquema global de um método de Regido
de Confianga para Otimizagdo Irrestrita, incluindo ajuste do raio de confianca Ag, e
as propriedades de convergéncia de métodos que usam este esquema solucionando 2.2
exatamente. Essas propriedades ainda sdo validas quando se calcula o passo aproximado

por métodos eficientes.

Uma vez calculada a diregdo dj, num algoritmo de Regiao de Confianga, deve-se
verificar se zx + di é uma préxima iterada melhor. Ela nao sera satisfatéria se o modelo
quadratico nao estiver representando bem a funcdo dentro da Regido de Confianca. Neste
caso, o raio de conflanca é diminuido e o passo recalculado. Caso contrario, z; + dy torna-
se a préxima iterada zx1 = z; + dx e um novo raio é calculado. A seguir, um algoritmo

conceitual de Regido de Confianca ([DS89]).
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ALGORITMO RCP - Iteracdo de Regiao de Confianca

Dados f : R" — R,z f(zx),9(zx) = Vf(zk), Hessiana (ou aproximagao) By, raio de
conflanga Ay >0, 0 <y <o <1, 0<m<n<l<ns<n

aceito:=falso
REPITA
dy, := solu¢do exata ou aproximada de 2.2
calcule f(zy + d)
aredy := f(zx + di) — f(zx)
predy == g(z)Tdy + 3df Brdy
Se aredy, < aypred; entdo
aceito := verdade
T4 =z + dg
Se aredy < appred) entdo
Ay := aumenta-delta(A;) (* Ay € [9s,74)Ax ¥)
sendo Ay := Ag (* ou Ay € [, 1]Ar *)
sendo A := diminui-delta(Az) (¥ novoAy € [, n2]velhoAL*)
ATE QUE aceito = verdade.

Note que o passo serd aceito se a redugio real (ared) for suficientemente menor
que a prevista pelo modelo (pred). Para isso, testa-se a condigéo

ared < aypred, (2.6)

onde oy = 107% é o valor tipico usado. Se a inequacio 2.6 nao for satisfeita, diminui-se o
raio e soluciona-se o mesmo modelo, agora dentro de uma regido menor. Caso contrario,

testa-se uma outra condicao, a saber:
ared < appred, (2.7)

onde ay = 0.75 é o valor tipico. Essa condi¢do indica quao bem a funcao estd representada
pelo modelo na regido. Se a desigualdade 2.7 é satisfeita, o raio de Regido de Confianca
é aumentado; sendo, toma-se Ary; = Ay, O fato de se aumentar o raio é porque em

iteracdes anteriores ele pode ter-se tornado pequeno. Isto é devido a que a fungao nao
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era bem representada pelo modelo quadratico, sendo necessario tomar regides pequenas, e
atualmente se estd num ponto em que a fungado pode ser bem aproximada por tal modelo.
Todavia, este procedimento de aumentar o raio de confianca, apesar de trazer vantagens

praticas, nao influi nas propriedades tedricas do método.

O teorema, a seguir, fornece as principais propriedades de convergéncia de um
método baseado na iteracdo dada pelo Algoritmo RCP, no caso em que 2.2 é resolvido
exatamente. Ele mostra convergéncia a pontos que satisfazem as condi¢es de primeira
ordem para minimo local do problema original 2.2, e, se sdo usadas derivadas de segunda
ordem exatas, obtém-se condigdes necessarias de segunda ordem. O teorema diz também
que, préximo de um minimo local z, com Hessiana H(z,) definida positiva, assintoti-
camente, a restricio de Regido de Confianca torna-se inativa, de modo que sio dados
somente passos de Newton e assim a convergéncia quadratica local é mantida. Resultados

semelhantes podem ser encontrados em vérias referéncias, incluindo [Fle81], [Gay8l] e
[Sor82].

Teorema 2.2.2 Suponha f : R™ — R duas vezes continuamente diferencidvel e limitada
inferiormente. Para zq € R™ € (1,02 > 0, seja H(z) uniformemente continua e satis-
fazendo || H(z) ||< B1 para todo z com f(z) < f(zo). Seja {zx} a sequéncia de pontos
produzida pelas iteragées do Algoritmo RCP partindo de zo, usando By = H(zx) ou qual-
quer aprozimagcdo simétrica com || By ||< B, em cada iteracdo e di, solugdo ezata de 2.2.
Entdo,

lim | V£(a2) =0

Se além disso, cada By, = H(zy) (a hessiana € efetivamente usada), entdo para qualquer
ponto limite z, da sequéncia {zx},Vf(zx) = 0 e H(zy) é no minimo, semi-definida
positiva. Mais ainda, se cada By = H(zy), entdo, se z3 converge para z., H(z,) €
definida positiva e H(z) € Lipschitz-continua em torno de H(z,), a taza de convergéncia

€ g-quadrdtica.

Para resolver 2.2 ha duas relaxacoes usualmente utilizadas: uma aproximacao
linear da equagdo nao linear em g 2.3 (ou equivalente), para utilizar o método de Newton;
ou uma aproximagio poligonal (plana) da curva (em ®") p — d(u), para u > 0. Cor-
respondendo a cada uma destas relaxagdes temos duas classes importantes de métodos,
respectivamente: os métodos de passo dtimo local aprozimado (Hook Step) e os métodos

Dogleg. Nas préximas secbes serd visto um resumo de cada uma destas classes de métodos.
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2.2.1 O Método Hook Step

Hebden ([Heb73]) e Moré ([Mor78]) desenvolveram um procedimento para encontrar g > 0
tal que
I d(e) I=1 (Bx + wI) 7V fi ||~ A, (2.8)

onde By é definida positiva e || By'Vfi ||> Ar. Note que o que se procura ao tentar

resolver 2.8 é encontrar um zero da fungdo unidimensional

¢(u) =l d(p) || —Ax

Para tanto, aplica-se 0 método de Newton para determinar zeros de funcbes. Hebden
([Heb73]) e Reinsch ([ReiTl]) observaram que a funcdo || d(x) ||* é uma funcdo racional
com polos de segunda ordem no conjunto { —X; : A; é autovalor de By}. Assim sendo,

seria mais eficiente aplicar o método (de linearizacdo local) de Newton para a fungéo

1 1
Y= R T T

que nio tem polos e é “quase” linear perto da solu¢ao. Temos que

_, ¥
A= BT gy
ou seja,
o1 —d(u)T (Bx + pI)™)d(p)
k= b T T Taw P
Em termos de ¢(p) =|| d(p) || —Ak, obtemos:
() || —A
Sl en® (W)
o || dp) || ¢(w)
Ar¢' (1)

Portanto, a diferenca entre usar ¢ e 1 estd no termo || d(g) || /Ax, que modificard a
inclinagdo da reta de aproximagao, constituindo um fator de aceleragao na busca do valor
desejado. Com efeito, se || d(ur) ||> Ak, como || d(x) || é monétona decrescente temos:
pr < P, onde uy é a solugdo de || d(uy) ||= Ag. Assim, Mli‘—k’“m > 1, e teremos a situacao
representada pela figura 2.3. Por outro lado, se || d(ux) ||< A, teremos pr > pu € a
iteracdo se comporta como na figura 2.4.
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d(n) 4

1 - aproximagdo obtida por W
------ 2 - aproximagao obtida por @

Figura 2.3: Aproximacao 1 para || d(u) ||

dw 4

1 - aproximagao obtida por W
2 - aproximag&o obtida por @

Figura 2.4: Aproximagéo 2 para || d(u) ||
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Assim sendo, uma solug¢do aproximada para 2.2 é encontrada através de um

algoritmo baseado no método de Newton em y

_ () I ) 1| =Ak)
Ard(p)T(By + pI)~d(p)’

onde d(p) = —(By, + pI) 'V fi. Tipicamente, a restricio de confianca é relaxada satisfa-
zendo || di ||€ [0.9,1.1]Ay; com isto, normalmente um ou dois passos de Hook Step sdo

necessarios para cada iteragdo do algoritmo.

Vérios autores, como Gay ([Gay81]), Sorensen([Sor82]) e Moré e Sorensen
([MS83]) fazem generalizagdes de métodos tipo Hook Step estendendo para o caso em que
By nao é definida positiva. Moré e Sorensen apresentam um algoritmo eficiente e provam
que a solucdo aproximada de 2.2 reduz o modelo quadratico gx(d) em, no minimo, v vezes
a quantidade que a solucao exata reduziria; onde v > 1 é uma constante fixada. Eles mos-
tram que seu método também requer, geralmente 1 ou 2 p-iteragdes por iteracao global e

que mantém as propriedades de convergéncia do Teorema 2.2.2. As idéias expostas aqui
foram baseadas em Dennis e Schnabel([DS89]).

2.2.2 O Meétodo Dogleg

O Método de Dogleg original foi proposto por Powell([Pow70]). Como no Método Hook
Step, ele também encontra uma solugido aproximada para 2.2. Entretanto, ao invés de
determinar um ponto zx41 = zx + di sobre a curva d(u) tal que || zx11 — zx ||= Ak, 0
método de Powell aproxima a curva d(x) pela poligonal obtida ligando zj, o ponto de
Cauchy' z°F e o ponto de Newton V. Entdo z141 é escolhido como sendo o ponto sobre
esta poligonal tal que || zx11 — zx ||= Ak, exceto se || By 'V i |[[< Ag, em cujo caso
Zr+1 € o ponto de Newton (fig. 2.5). Iremos supor daqui até o final desta segdo que By
é definida positiva. Para justificar que o método é bem definido devemos mostrar que
| 2% — 21, ||<|| 2V — 2 || € que a intersecdo da curva Dogleg com a esfera de confianca
é dnica. Com efeito,

127 — e [|<]l 2™ = 2k l= A || Ve 1] BV i |

10 ponto de Cauchy ¢ dado pelo minimo do modelo quadratico na direcdo de descida minima —V fi
a partir de z, ou seja, %% = 2 — A Vi, onde Ay = argmin) || Vi ||2 +1232V T By Vi, portanto

—_ Y £
Ae = Vi BeVir®
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Figura 2.5: Curva Dogleg

mas
VE P
Al Ve VITBV fx
LV i I1*1l BV S |l (2.9)

| V|t = [VFAVHE
= (VA B})(B VA
< I VAEBE I VB |
= (VAT BV f) (VT BV )
= (VI BVA)VITBV )

€ segue-se que

A VE NI BV |

Concluimos, assim, que a intersegédo da curva de Dogleg com a esfera de raio Ay é dnica.

Note que se tem duas situacdes possiveis: o ponto de Cauchy estar dentro da

esfera de confianga ou cair fora dela. No segundo caso, tem-se

| V£ P
— " > A
VITBVf = TF
e tomamos o
4o A, VI

IVl
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obtendo

Vi
I fe |l

Tht1 = Tk — Ak

Por outro lado, se o ponto de Cauchy estiver dentro da Regido de Confianga,

temos 3
oTp oy, = Ak
V fi BeV fi
e entdo calcula-se di tal que || di, ||= Ag e k41 = Tk + di estd sobre a linha que une z%F
N
ez.

Powell ([Pow70]) mostra que: se f é limitada inferiormente e a norma da matriz
Hessiana da fungio e das matrizes que aproximam as hessianas nos pontos zy sdo limitadas

superiormente, entdo seu algoritmo obtém z, tal que || Vf, ||< &, para uma precisio ¢
dada.
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2.2.3 O Duplo Dogleg

Dennis e Mei ([DM79]) fizeram uma melhora no método de Powell ([Pow70]), o Duplo Do-
gleg, que aproxima a curva d(u) por uma poligonal obtida ligando os pontos zy, zCF vzl e
zV, onde v < 1, escolhendo, entdo, o novo ponto como sendo o ponto sobre esta poligonal
que satisfaz || di ||= Ay (fig. 2.6).

Figura 2.6: Curva Duplo Dogleg

H4 duas propriedades importantes da curva Duplo Dogleg: primeiro, quando se
caminha ao longo dela, a distincia para zj cresce monotonicamente. Desta forma, quando
Ay <|| Be'V £ ||, héd um tinico ponto z sobre a poligonal tal que || z —zx ||= A, 0 que
mostra que o processo estd bem definido. Segundo, o modelo quadratico gx(d) decresce
monotonicamente quando se vai de z em direcio a 'V sobre a curva, isto torna o processo

razoavel. Para mais detalhes veja [DS83].

Considere d,y, &V e d°F tais que vz = zp+d,n, 2V = zp+dV, 2% = zp+d°T,

respectivamente. Do que foi visto na segao anterior, temos que
[Pl n |l a (1<)l ¥ |

onde
n = | V£ |
(VBN f)( VBV i)

Isto justifica a primeira propriedade do parigrafo anterior. O ponto vz sobre a curva

Duplo Dogleg é escolhido para algum + satisfazendo:

Ln<y< 1
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2. o modelo decresca monotonicamente ao longo da reta de z°F a vz¥.

Temos que gx(d) decresce monotonicamente de zj a zF e de yz¥ a zV (pela
escolha de 7). Se a condicdo (2) for satisfeita teremos, entdo, que o modelo decresce

monotonicamente ao longo de toda a curva Duplo Dogleg.

Para satisfazer (2), v deve ser escolhido tal que a derivada direcional de gx(d)
seja negativa em todo ponto do segmento de reta que liga % a vz . A representacio

deste segmento é
() = 23, + d°F + A\(vd" — d°F)

para 0 < A < 1. A derivada direcional de gx(d) ao longo deste segmento em um ponto

arbitrario z(\) é dada por

D(A) = Vau(z(X) = zi)" (e — )
= [Vfi+ Bi(dF + A(vd" = dF))JF (vd" - d°F)
= [Vfi+ Be(w + )T
= [Vfi+ Brw] v+ 2T By

onde v = —vB;'Vfi + A Vi e w = =\ Vfi. Como By é definida positiva, vT Byv > 0,
o que implica que D(A) é funcdo crescente de A. Assim, precisamos provar somente que
D(1) é negativo para obter que D(A) < 0 para todo 0 < X < 1. Com efeito,

D(1) = (Vfi+ Bpd°F)T(yd" — dF) + (vd" — d°F)T By (ydN — d°F)
= —AViBI Vi + MNVIV fi + ¥V i BV i — YAV LIV fi
= (L= (VB + MVFIVS) <0

para qualquer 7 < v < 1, pois n =|| Vfi |[* (VB Vi) (VEB 'V i) e A =|| Vi |2
/(Y fE BV fi).

Os métodos Dogleg tomam passos pequenos na direcio de descida maxima,
quando Ay é suficientemente pequeno; tomam passos de Newton quando Ay é grande; e
uma combinagado linear dessas duas direcdes nos outros casos. Devido ao uso de passos
na direcdo de descida méxima quando Ay <|| z°F — z;, || e do descréscimo monotdnico
do modelo quadratico ao longo de toda sua curva, os métodos Dogleg sempre obtém, no
minimo, tanto decréscimo no modelo quanto o melhor passo na direcao de descida méxima
de tamanho maximo Aj. Assim, se garante convergéncia global de primeira ordem, ou

seja, a sequéncia de gradientes nas iteradas converge para zero.
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Algoritmos que utilizam as técnicas de Dogleg e Duplo Dogleg apresentam
melhor performance que aqueles que usam Hook Step. Sendo, ainda, o Duplo Dogleg
melhor que o Dogleg, é o método efetivamente aplicado em algoritmos de Regiao de
Confianca.

aprox. Dogleg
solugdo exata

XN

aprox. Duplo Dogleg

Figura 2.7: Curvas Dogleg e Duplo Dogleg



Capitulo 3

Regiao de Confianca para

Problemas Restritos

3.1 Introducao

O problema que serd estudado neste trabalho é o de minimizacdo de uma fungdo nao

linear, sujeita a restri¢gdes ndo lineares de igualdade

(NEP) min  f(z)
(z

onde f : ®" — R, : " — R, = 1,...,m sdo fungdes duas vezes continuamente

diferenciaveis.

Vejamos a notacao e algumas defini¢des que serdo usadas aqui:

e g(z) é o vetor gradiente de f(z) e V?f(z) sua matriz Hessiana;

o c(z) = ((z),...,c™(2)) é o vetor de restrigdes, a’(z) € R" o gradiente de c'(z) e

V2c'(z) sua matriz Hessiana;
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o A(z) é a matriz n x m formada pelos vetores coluna a’(z), com i = 1,...,m, suposta

de posto completo V z;

e uma solucdo de (NEP) é denotada por z, e o multiplicador de Lagrange correspon-

dente por Ay ;

e para qualquer z, seja Z = Z(z) uma matriz n X (n — m) cujas colunas formam
uma base ortonormal para o espago nulo de A(z)T, ou seja, A(z)TZ(z) = 0 e
Z(z)YZ(z) = I, onde I é a matriz identidade;

e || . || é a norma euclidiana em R";
e a funcdo Lagrangeana associada ao problema (NEP) é dada por
L(z,)) = f(z) + (),
e a funcdo Lagrangeano Aumentado é

La(z, ) p0) = f(2) + M Te(z) + -;—pc(:v)Tc(cc)

onde A € R™ é o vetor dos multiplicadores de Lagrange e p é um pardmetro de
penalidade nao negativo;

e B =V?L(z,)) ou uma aproximacio dela; se B = V2L(z,)\), entdo ZTBZ é dita a

Hessiana Reduzida;

¢ a estimativa de primeira ordem do vetor dos multiplicadores de Lagrange, A(z), é
dada por

Mz) = —[A(2)" A(z)] " A(2) g(=)
(isto é obtido diretamente das condi¢es de otimalidade para (NEP) );

e se B é uma matriz simétrica, v1(B) denota seu menor autovalor;

e sub-indices denotam o valor da funcdo em um ponto da sequéncia de iteradas (i.
é, gr = 9(zk), fr = f(zx), Ax = A(zk))), enquanto que expoentes denotam a com-

ponente particular de um vetor ou uma matriz (por ex., a%, é a i-ésima coluna de

A(zr));

e z é um ponto estacionario do problema (NEP) se satisfaz & condigio

Ie(z) || + 1| P(z)g(z) ||=0
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onde P(z) é o operador de proje¢do dado por

P(z) = I — A(z)[AT(2) A(z)] 72 AT ().

3.1.1 Solucao para o Problema (NEP)

Métodos bastante usados para resolver o problema (NEP) séo os baseados em Programacdo
Quadrdtica Sequencial (SQP). Eles geralmente envolvem a minimizagao iterativa de um
modelo quadratico em torno do ponto corrente zj, sujeito a aproximacdes lineares das
restricoes. Este modelo é obtido, por exemplo, através da aproximacio de primeira ordem

das condi¢Oes necessarias de otimalidade de

min  f(zx + d)
s.a  c(zpg+d)=0

te=1,...,m

onde g(zx+d)+ X A\ Vei(zr +d) = 0 é substituido por gx + V2 fid+3; Ai[ar +V3cid] = 0.

Ou seja, em z3, resolve-se o problema

1
. T LT
(@P) min  gyd+od Bid
s.a e+ Afd=0.

Uma solugio d¢* do problema acima é chamada dirego (SQP) e o multipli-
cador de Lagrange associado )\fP. Um elemento que se faz claramente importante na
formulagdo de (QP) é a escolha de By. Podemos analisar duas situages: quando as deri-
vadas segundas exatas de f(z) e ¢(z) sio calculdveis e quando ndo sdo. No primeiro caso,
a escolha “ideal” 6bvia para By, perto da solugdo, serd a prépria Hessiana da Lagrangeana
V2L(zk, M) , onde zx e A, sdo aproximagdes correntes para ., e A.. Com esta escolha, o
método (SQP) “puro”, definido por

Thi1 = g + axdy,

(com a; = 1 e dj direcdo de busca) produzird convergéncia local quadratica em = e X .
Se By = V2L(zk, Ax), € a Hessiana Reduzida ZF By Z; for definida positiva, entio (QP)
tem um Unico minimizador dfP. Contudo, se ZF ByZ;, for indefinida, o problema (QP)

néo terd solugdo limitada (ver [GMSW89]). No caso em que as derivadas segundas nio
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sdo calculaveis, a estratégia mais comum para se obter By é usar aproximacdes de quase

Newton da Hesslana da funcao Lagrangeana, através de métodos como BFGS, DFP, etc.

Note duas dificuldades no problema (QP): as restri¢des linearizadas podem ser
inconsistentes se Ay ndo tiver posto completo; e a direcdo de busca pode “explodir” em
tamanho se as linhas de A sao “quase” linearmente dependentes. Muitos autores sugerem
modificagbes na estrutura bésica do método SQP a fim de vencer estas dificuldades (SQP-
relacionados) (Veja, por ex., [Fle81],[Fle85]). Os métodos SQP e SQP-relacionados sao os

métodos gerais mais eficientes para a solugio de (NEP).

Uma das maiores dificuldades em Otimizacdo Restrita ndo Linear é decidir se
o novo ponto gerado z4 = zx + di € uma melhor aproximacao da solu¢do que o anterior
zg. Diante disto, é importante se ter uma maneira de medir quando uma estimativa é
“melhor” que a anterior. No caso de minimizacdo irrestrita, uma medida de progresso
natural é fornecida pela prépria funcao objetivo. Parece razodvel exigir, neste caso, um
decréscimo na fungdo objetivo em cada iteracdo e impor a condi¢do f(zp+1) < flzg) ,

Vk > 0. Um método que usa esta condicdo é dito Método de Descida.

Para se solucionar um problema restrito, como era de se esperar, a situagao se
complica. E praticamente impossivel, nesse caso, gerar uma sequéncia de iteradas vidveis
com valores decrescentes da funcao objetivo. Diversas estratégias muito usadas ndo man-
tém a viabilidade (i.é, geram pontos ndo necessariamente vigveis); depois, para decidir se
o novo ponto obtido é uma “melhor” aproximacao para a solu¢do do problema, usam uma
fungao (dita Fungdo Mérito) que, de alguma maneira, equilibra o conflito entre o desejo
de decrescer a funcgéo objetivo e satisfazer as restrigbes. As funcbes mérito mais comuns

sao: a Func¢do Penalidade Ezata

8(z) = fz) + 24" | (2) |
i=1
onde u'’s sdo constantes positivas chamadas coeficientes de penalidade ; e a funcio La-

grangeano Aumentado, definida na segio anterior ( que também é exata).

O interesse nos métodos (SQP) surgiu com a descoberta de que de* é direcso
de descida para as fun¢des mérito que acabamos de descrever, garantindo nestes casos,
sob condigbes razoaveis, a convergéncia global para pontos estacionarios (minimo ou sela).
Os métodos SQP e SQP-Relacionados associados a fun¢des mérito sdo os métodos gerais

mais eficientes para solugao de (NEP).
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Uma observagao importante é que o uso de fungbes Mérito nao diferenciavel tipo
¢, pode causar dificuldades na convergéncia. Uma delas é o chamado “Efeito Maratos”
que foi notado por Maratos ([Mar78]),Chamberlain ([CLHP82]), e num contexto de Regido
de Confianca por Yuan ([Yua84]). Essa dificuldade aparece quando os pesos y; sdo muito
grandes e assim a funcdo ¢ é mais influenciada pelas restricbes c(z) que pela funcao
objetivo, ficando portanto com curvas de nivel alongadas muito parecidas com as das
restrigbes (fig. 3.1). As diregdes de descida d,?P para ¢ podem tender a tangenciar a
superficie das restricdes. Desta forma, a condigdo ¢(zx41) < ¢(zx) Tequer que os passos

perto da solugdo sejam bem pequenos, e assim, a convergécia superlinear ndo ocorrera.

PX @ (x) = () + plek)| = cte

Figura 3.1: Efeito Maratos

3.2 Solucgao de (NEP) via Regiao de Confianga

Para solucionar o problema (NEP) usando a metodologia de Regido de Confianca, a
maneira mais natural é acrescentar a restricdo de conflanca ao problema (QP), ou seja,
na k-ésima iteragao resolve-se um subproblema do tipo
1
. T, , L
Toin gk d+ 2d Byd
s.a ¢+ Afd=0

| d]I< Ag.



3.2 Solugao de (NEP) via Regido de Confianga 26

Uma dificuldade aparece claramente no modelo acima: as restricdes ¢ + Afd = 0 e
|| d ||< Ar podem ser incompativeis. Para resolvé-la, h4 duas metodologias descritas na
literatura: uma delas (proposta por Vardi ([Var85]) é fazer uma relaxacao das restrigdes
linearizadas, ou seja, substitui-se ¢t + ATd = 0 por ac; + A¥d =0, onde 0 < < 1éum
pardmetro escolhido tal que {d;c; + ATd = 0} N {d; ]| d ||< Ax} # 0 e que deve tender
para 1. A outra (introduzida por Celis ([CDT85]) é forgar progressivamente a viabilidade
através do controle de || ¢ + A¥d || solucionando o subproblema

1
: T T
rin g9 d+ 2d Bid

s.a e+ Afd 1< 65
” d HS Aka

onde §; é uma constante positiva. Assim, o modelo quadratico estd sujeito a um decrés-
cimo na || ¢x + AZd ||, controlando mais diretamente a viabilidade das restrigdes aproxi-

madas. Nos préximos capitulos veremos mais detalhes de cada uma dessas metodologias.

Para decidir se o novo ponto obtido z4 = zj + dj serd aceito, faz-se um proce-
dimento analogo ao que foi descrito para Otimizagdo Irrestrita, usando agora uma funcao
Mérito ¢ como em (SQP). Calcula-se a reducdo real na funcao Mérito quando se vai de zy
para 4 = zj + di e compara-se com a reduc¢do prevista pelo modelo local. Se for obtido
um decréscimo suficiente para ¢, £ € aceito como nova iterada zyy; e atualiza-se o raio
de confianca; sendo, z4 é rejeitado e a Regido de Confian¢a diminuida. Veremos alguns
algoritmos de Regido de Confianga onde serdo discutidas essas questdes, entre outras, e

como resolve-las.



Capitulo 4

O Algoritmo de Vardi

4.1 Introducao

Vardi ([Var85]) foi o primeiro a propor um algoritmo de Regido de Confianca para pro-
blemas com restri¢des de igualdade. Seu algoritmo combina o uso de direc¢des de quase
Newton com a estratégia de Regiso de Confianca . E usada uma fun¢do Penalidade Exata
como fungdo Mérito e para evitar as dificuldades de velocidade de comvergéncia local,
causadas por esse tipo de fun¢do, Vardi propde que, quando se estiver préximo de um
minimo, seja usada a fungdo Lagrangeana convencional no lugar da fungiao Penalidade
Exata. Com isso, ele obtém convegéncia global e convergéncia local superlinear para seu
algoritmo. A fim de resolver o problema da incompatibilidade entre as restrigdes, Vardi
faz uma relaxacdo das restrigbes linearizadas de modo a garantir que a intersecdo entre
o conjunto viavel e a Regido de Conflanca seja ndo vazia (fig. 4.1). Nas segdes seguintes

serdo vistos detalhes do algoritmo de Vardi.

4.1.1 Um Passo de Quase Newton

Deseja-se solucionar o problema de minimiza¢do néo linear (NEP). Pelas condicdes de
otimalidade para (NEP), se (2., ) é tal que VL(z, M) = 0, ¢(zs) = 0 e V2L(z4, As)

é definida positiva, entdo z, é minimo local de (NEP). Assim sendo, a fim de encontrar
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Figura 4.1: Subproblema de Vardi

uma solugdo para o problema original devemos resolver

min  L(z, ) (4.1)

s.a  c(z)=0,

onde L(z,)) = f(z) + AT¢(z) é a fungdo Lagrangeana associada ao problema (NEP). O
gradiente de L é dado por

VL(e)) = ( V.L(z,)) ) _ ( Vi(z) + A(z)A )

ViL(z,A) c(z)
onde
3f(z) 8e1(z) dem(z)
Oz 8zy °°° 8m
Vi(z)= : e A= .
f(=) 8ci(x) Bem(x)
EEN Ozn """ Ozn

A matriz Hessiana de L serd denotada por

ViL(z,2) vaLcc,A))z(v2f<x>+zzﬁ;1xz-v2q<x> A)

VZL(m,)\)=( ) , .
Vi L(z,A) V3,L(z, ) A 0

com

V2f(z) = [ 1 (z) ]k,l=1,...,n e Vici(z) = [ j—2—°L(:c) ]k,l=1,...,ni =1,...,m.

9z, 0z 8z 0z
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Suponha que para todo z € R" tal que A(z.)Tz = 0, tem-se 2T VZ_L(z,, \.)z >
0 (lembre-se que, por hipétese, A tem posto completo). Admita também, por enquan-
to, que c¢(z) tem posto completo Yz € R"; mais adiante, serd visto como lidar com o
caso em que essa condi¢ido ndo é satisfeita. Considere aproximacdes definidas positivas

B~ V2_L(z, ), entdo, aproximacdes para a matriz V2L(z, \) serdo do tipo:

B:( B A@))WZLW):(%L@,A) A<x>)_
AT 0 A(z)” 0

Com isso, um passo de quase Newton para 4.1 é dado por

-1
d _ A ArA
= -—B_1VL(:L'1¢,/\1¢) = — B § 9e + Ak .
A AT 0 c(zx)

No processo iterativo, By é atualizada a cada iteragao através da férmula BFGS.
A matriz V2_L(z, \) ndo é necessariamente definida positiva, mas o uso de aproximacdes
definidas positivas garantem dire¢des de descida sem interferir na convergéncia local. Os
métodos de quase Newton, normalmente, depois de determinar a dire¢do d fazem uma
busca linear para determinar um 0 < o <1 tal que zp41 = 2 + ad, gy = Ak + Al
satisfazem um certo critério (como um decréscimo na fungédo penalidade). Neste caso,

porém, isto nao sera feito uma vez que é usada a metodologia de Regido de Confianca.

Uma maneira equivalente de calcular o passo de Newton, descrito acima, é re-
solver o problema de minimizagado da fungao Lagrangeana com multiplicador Ak, sujeito as
restri¢Oes originais linearizadas no ponto z, ou seja, solucionar o modelo de Programacao

Quadratica

1
min  Lzx, M) + Ve L(zr, )Td + 5czTBcz (4.2)
s.a  c+AFd=0
Isto é, essencialmente, o modelo (SQP) descrito em 3.1.1. Desta forma, tem-se que d é a

solucdo de 4.2 e AX o vetor dos multiplicadores de Lagrange correspondentes as restri¢des

lineares. Isto pode ser visto facilmente observando as condic¢oes de otimalidade para 4.2.
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4.2 Descricao do Algoritmo

Na segéo anterior obtivemos o modelo quadratico que serd usado para solucionar (NEP).

Acrescentando a restricio de Regido de Confianga ao problema 4.2, temos

min Lz, M) + VeL(zt, A)Td + %dTBkd (4.3)
S.G cr + Ade =0
| d[|< Ag

Para resolver a possivel incompatibilidade das restrigdes, substitui-se ¢ + A¥d = 0 por
acy + A¥d = 0, onde « depende de Ay e é escolhido de modo que {d; acy + ATd = 0} N
(&1 1< Bk} #0.

Das condigbes de otimalidade para um minimo local d de 4.3, devemos ter
(Bk + /LI)d + ApAX, + VmL(:Bk, )\k) =0

ack + A%d =0,

onde AX é o vetor dos multiplicadores de Lagrange das restri¢oes linearizadas e p é o
multiplicador da restricdo de confianga. Isto motiva o seguinte passo de quase Newton

para o problema 4.3:
( d(p) ) =_(B-{-uf Ak)_l(me(:L‘k,)\k))’ (4.4)
AX(u) Ap 0 alp)e

1 1B QVi=) H}}
pp* || T-TIh(z) |

e 1 é escolhido de modo que || d(p) ||[< Ag; @ é uma matriz ortogonal, II uma matriz de

onde

o(p) = min{l,max{

permutagdo e T' matriz m X n triangular superior nao singular, obtidas da decomposicao

de A(z) tais que
QA(x)TT = (€ ) .

O teorema a seguir, provado por Vardi, mostra que d(p) e AX(g) + Ax nio
dependem de Ag; isto é interessante porque nos diz que o modelo quadratico da préxima

iteracao nao depende da escolha do multiplicador de Lagrange do subproblema anterior.
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Além disso, o teorema estabelece que || d(x) || é uma fun¢do monétona decrescente de
¢ > 0, repetindo, em esséncia, a relagéo de || d(.) || com o raio Ak. Este fato é também
importante para estudo da convergéncia. O teorema e mostra, ainda, o comportamento
assintético de d(p) e AA(p) + Ax quando p — oo.

Teorema 4.2.1 Considere o passo (d(p), AM(p)) definido em 4.4. Entdo d(p) e A +
AX(p) ndo dependem de X para todo p > 0. Quando p — oo, (A + AX(p)) — At =
[A(z)TA(2)]  e(z) — A(z)TV f(2)] e d(u) — %VL(.I,S\.;.) — 0. Finalmente, || d(p) || €

uma funcdo mondtona decrescente de u > 0.

A aceitacdo de um novo ponto é, como foi visto no caso irrestrito, determinada

através de uma fun¢io mérito, no caso, a Penalidade Exata

PL(z) = f(z) + 3 pi | ei(@) |, (4.5)

=1
onde os p;’s sdo constantes fixas chamadas coeficientes de penalidade. A seguir, uma

descricdo do algoritmo de Vardi.
ALGORITMO I - Conceitual

PASSO 1 : Inicialize com zg, A9, Ag, Bo, k = —1;
PASSO 2 : k=k+1;

PASSO 3 : Encontre uj (tente primeiro pr = 0) e di, AXg tal que

-1
de \ _ | Betul Ay gk + ArAk (4.6)
A AT 0 alpr) e '

| de 1< Aky e >0 e (|l di || =A%) =05

PASSO 4 : Cheque se PL(xy + dr) < PL(z). Se ndo, reduza Ay e volte para o passo
3

PASSO 5 : Cheque a convergéncia. Se nao verificada, continue;

PASSO 6 : Compare a aproximacgio quadratica da Lagrangeana L com seu valor real e

de seus gradientes em (zx + di, Ax + AXg), dependendo, aumente ou diminua Agig;
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PASSO 7 : Calcule yx = VoL(zx +di, Ak + AX) — Vo L(zr, Ae + AXg) € atualize Bryy =
BFGS(Bk,dk,yk);

PASSO 8 : 741 = ok + di; Age1 = Mg + A)g: vé para o passo 2.

Para garantir que o algoritmo estd bem definido é importante mostrar que, em
cada iteragio, haverd um (raio suficientemente pequeno ou) p > 0 suficientemente grande,
tal que a fungido Penalidade PL(z) 4.5 diminuird. Isto é estabelecido pelo teorema a

seguir, provado em [Var85].

Teorema 4.2.2 Se (d, A)) € calculado como em 4.4 e VL(z,).) # 0, entdo eziste p > 0
suficientemente grande tal que L(z + d(p), A + AX(p)) < L(z, A + AX(p)). Além disso,
suponha queVi=1,...,m

pi >| ()i [=| [(Al2)T A=) 7 (el) — A(2)TV f (@) | (4.7)

entdo, existe p > 0 suficientemente grande tal que PL(z + d(p)) < PL(z), onde PL ¢
definida por 4.5.

Uma escolha semelhante para os p;’s é feita por Han em [Han77].

Enfatizamos duas boas propriedades do algoritmo de Vardi :

1. quando o raio de confianca A é suficientemente grande, a restri¢io de Regido
de Confianca torna-se inativa, o passo de quase Newton completo é tomado e
g = 0. Quando A é muito pequeno, e consequentemente, y é muito grande,
d ~ ——%VzL(a:,jq_) que é uma diregdo de descida maéxima na minimizagao de
L(z,\+). Como foi estabelecido no Teorema 4.2.1, A, n3o depende de B e tem sido

usado, inclusive, em outros algoritmos para Otimizacdo com restrigdes de igualdade
(por ex. [Tap77));

2. se for conhecida uma cota para o lado direito de 4.7 , pode-se fixar os pardmetros p;’s

na funcdo Penalidade e ndo hd necessidade de trocé-los no processo de convergéncia.
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4.3 Resultados de Convergéncia

Para estabelecer o teorema de convergéncia de seu algoritmo, Vardi faz uma mudanca
no procedimento de escolha de ui, em cada iteragao, da seguinte forma: admite que no
passo 3 do Algoritmo I, ao invés de se tomar uj tal que || di(px) ||< Ak, escolhe-se ug que
minimize a funcdo Penalidade PL(zk, dx(ux)) (isto é possivel devido ao Teorema 4.2.2).

Assim, pode-se substituir os passos 3 e 4 do Algoritmo I por:

Ache pr, dp(pr) € Adp(px) tal que
PL(zy + dyp(ur)) = min PL(ex + di (1))

(Isto serd demotado por “busca p-erata”). Com este procedimento, Vardi obtém um
algoritmo semelhante ao de Han ([Han77]) e, assim sendo, o teorema que estabelece as

propriedades de convergéncia global de seu algoritmo é similar ao estabelecido por Han.

Teorema 4.3.1 Suponha que o Algoritmo I € executado com busca p-ezata e existem dois
nimeros positivos a e B tais que az’z < 2T Brz < 82Tz para cada k e qualquer z € R".
Admita, também, que p;, 1 = 1,...,m satisfazem a desigualdade 4.7 em todos os pontos
z, gerados pelo Algoritmo e o conjunto {z : f(z)+X pi | ci(z) |< f(zo) + 3 ps | ci(zo) |} €
limitado. Entdo, a sequéncia {z)} se mantém limitada, e se & € um ponto de acumulagdo
qualquer, ¢(Z) = 0 e eziste A € R™ tal que g(z) + A(Z))A = 0.

prova: [Var83].

O teorema acima garante, portanto, que qualquer ponto de acumulagio da

sequéncia {z;} gerada pelo Algoritmo I é um ponto de Kuhn-Tucker para (NEP).

Sera visto, agora, as propriedades locais do Algoritmo I. Suponha que
lim{(zk, \e)} = (2%, Ax) € uma solugéo local e que dy # 0 Vk. Admite-se, por enquanto,
que V2, L(z., \) é uma matriz definida positiva; o caso contrario serd discutido poste-

riormente.

Foi visto no Capitulo 3 que o uso de funcdes penalidade do tipo PL pode in-
terferir na convergéncia local, ocorrendo que, mesmo quando se estd préximo da solugdo,
o uso de PL pode impedir a convergéncia superlinear (Veja por ex. [CLHP82]). Para

solucionar esta dificuldade, Vardi propée uma mudanca na fungdo Mérito quando se
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est4 numa vizinhanca de pontos vidveis, substituindo PL(z) pela funcio Lagrangeana
L(z,A\) = f(z) + Me¢(z). No entanto, quando néo se estiver numa vizinhanca de um
ponto vidvel, sera usada a fungao Penalidade PL, a fim de se manter as propriedades glo-
bais do Algoritmo. Assim sendo, para estudar as propriedades locais, usa-se o Algoritmo

II, dado a seguir, que é uma variante do Algoritmo I em que L(z, A) é usada no lugar da
funcao PL(z).

ALGORITMO II

PASSO 1 : Inicialize com zq, Ag, Ao, Bo, & = 1;

PASSO 2 : k=k+1;

PASSO 3 e 4 : Determine Ay tal que, o passo di, calculado pela férmula 4.6, satisfaz
L(zy + di, M + AXg) < L{zg, Ak + A)g) (4.8)

(Tente primeiro Ay =|| (B)"*VL(zk, A) ||, isto é, verifique se o passo de Quase

Newton satisfaz & condi¢do acima);

PASSO 5 : Cheque a convergéncia. Se nao for verificada, continue;

PASSO 6 : Calcule y; = VxL(xk—i—dk, Ak + A)\k) — vxL(Ik, A+ A)\k) e atualize Byy =
BFGS (B, di, yx);

PASSO 7 : zpy1 = 2k + di; Apy1 = A + Adg; va para o passo 2;
Os principais instrumentos usados por Vardi, para estabelecer os resultados de

convergéncia local de seu algoritmo, estdo em [BDMT73]. A seguir, sdo dados os resultados

mais importantes da teoria de convergéncia local para o Algoritmo II. Antes, defina M =
[V2,L(z4 A)]7 € || A |lr=]| MAM ||7, onde || d ||p= /5y d%-
Teorema 4.3.2 Ezistem € e § positivos tais que, se

[ (20, X0) = (@A) lI< € € || By = Vo Lz, M) ™ [lae< 6,

entdo ¥V k Ay, =|| (Br)"*VL(zg, \i) || € aceito. Além disso, se (Tiy1, Aet1) = (Thy A) —
(Bi) 'V IL(zk, &) € Bry1 = BFGS(Br,dx,yx), entdo || (Trs1, Aes1) — (T M) [[< € €
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| Bith = V2, L(zw, M)t ||< 26, VE. Finalmente, || (e, Aeg1) — (2 M) |< 2| (25, Ak) —
(4, X)) || para algum 0 < t < 1, de tal forma que {(zr,Ax)} converge para (z.,A:)

linearmente.

O teorema acima nos diz que, na vizinhanca de uma solugao local do problema
(NEP), o Algoritmo II toma passos de Quase Newton e converge linearmente para a

solucdo (z., Ax).

Teorema 4.3.3 Ezistem € e § positivos tais que, se
Il (20, 20) = (2, M) I< € & || Be™ — Vo, L@, M) 7" le< 6

e o Algoritmo II € seguido, entdo a convergéncia superlinear em {(zx, \x)} € atingida.

Para o caso em que V2_L(z4, A:) ndo é definida positiva, ndo se pode falar em
| Ba' — V2, L(z4, M) |[m< § no Teorema 4.3.2. Note, porém, que a hipétese de que
Vz tal que A(z, )Tz =0, 2TV _L(z4, \)z > 0, em termos da decomposigio Q-R

T T
Q*A(:C*) = ( 0 )

e da particdo @, = l: g* j| é equivalente a dizer que Q V2 L(z, /\*)é , € uma matriz

*

definida positiva. De acordo com [Pow78], é suficiente supor que (QoBQ,)t (Q, da de-
composicao Q-R de A(zo)) esta préxima de (Q, V2_L(z., \+)@,) para se obter convergéncia

local rapida.

Na préxima secdo, serdo vistos algoritmos variantes que usam a metodologia

de Vardi.
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4.4 Variantes do Algoritmo de Vardi

4.4.1 O Algoritmo de Byrd, Schnabel e Shultz

Byrd, Schnabel e Shultz ([BSS87]) propdem uma variante do Algoritmo de Vardi em que

o subproblema,

. 1
min  gi(d) = grd+ EdTBkd (4.9)
s.a  acg+ATd=0

]l A

é reduzido a um problema do tipo Regido de Confianca Irrestrita, através de uma projecio

no espaco tangente as restricdes. A direcdo d é decomposta em
d = avg + Zyu (4.10)

onde Z; é uma base ortonormal para o espaco nulo de A7, u € R*~™ é a componente de d

no espaco nulo de AT e v, € ImA é a componente no espaco imagem de A. Substituindo

ITmA
T
Ck+Akd=O

/'\ aCk+A-;d=O

OLVk 1
4* dy, Azd =0
|

Figura 4.2: Diregdo de Byrd-Schnabel-Shultz

4.10 na equagdo acy + ATd = 0 obtemos
Ve — —-Ak(A;'CAk)_lck. (411)
Em termos da decomposicdo 4.10 o subproblema 4.9 é equivalente a

1
n’tin jkTZku + EUTZ]?B]CZ]CU

sa JulP< AR (e ]l o I
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com g = gx + Bravy, cuja solugdo pode ser obtida pelos métodos descritos no Capitulo
2.

A escolha de « estd ligada ao controle da componente vy. Observe que a

restricido de Regido de Confianga requer, em particular, que
« “ Vk H< Ag.

Para garantir que é obtido um progresso significativo, no sentido de satisfazer as restrigdes,
a cada iteragdo exige-se também que, quando & < 1, o passo no espago imagem das

restrigdes ndo seja muito pequeno com relagdo a Regido de Confianca, ou seja,
@ ” Vk HZ 0Ak7

onde # > 0 é uma constante. A reunido dessas duas condic¢des fornece o seguinte intervalo

para « :

04 <a< Ak

(R

Este intervalo é usado para a escolha de « no passo (5) do algoritmo, descrito a seguir.

ALGORITMO B-S-S

Dados 5 € (0,1),0 € (0,1],£ € (0,8),71,72 € (0,1), p>0e p € R™ com p > 0.
PASSO 1: Faca k = 0 e entre com zo;
PASSO 2: Calcule f%, gx, ¢k, Ak, Zr € By € R™*";
PASSO 3: Se ZF g, = 0 e ¢, = 0, entdao PARE;
PASSO 4: Tome A > Ay—; inicial, e (qualquer) Ag > 0 se k = 0;
PASSO 5: Calcule vy = —Ax(AF Ar)Yex;
PASSO 6: Escolha oy € [min{1,8(A/ || ve |)}, min{1, A/ || vk |[}};

PASSO 7: Calcule A = (A? — of || v |[)%;
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PASSO 8: Encontre o passo ux que resolve
1

2UTZ£Bkau

min  (gk + o Brok)" Zpu +
s.a u? < A?

e faca

dr = agvr + Zruk;

PASSO 9: Calcule fix = —(A7Ar) " AL (gx + s Brvk); para cada ¢, se u* <| fil, | +p,
entdo faca p* =| i}, | +2p >| i | +p;

PASSO 10: Calcule predy = —gidy + 3df Bede + 27 ] ¢ | — | & + (a5)Tdx |}
PASSO 11: Calcule f} = f(zx + di) € cy = c(zr + di);
PASSO 12: Calcule aredy = fr — fo — X2y p'{l ¢k | = | ¢4 |}

PASSO 13: Se
aredy,

predy — 7

entdo faca Try1 = Tr+di; k := k+1 e va para o passo 2; sendo, se || v ||< £A entdo

aredy, = fi — f(zx +de +w) = > _p{| ¢ | — | ¢z + dx +w) |},

=1
onde w = — A, (AT Ax) ey

Se Z:—zjf > n entao faca zxy1 = zx + dr + w,k = £+ 1 e va para o passo 2; faca

A := 7A para algum 7 € |1y, 2] e V4 para o passo 3.

Note que a condigdo || v ||< €A, no passo (13), garante que a correcio de
segunda ordem w é tomada somente se a componente vy € pequena com relacao a A,
e a condigdo ¢ € (0,6), imposta no inicio, implica que a correcao é feita somente se as
restrigdes linearizadas ndo estao relaxadas, ou seja, se se estd préximo da regido vidvel.
Em resumo, o algoritmo nao faz uma correcdo de segunda ordem a cada iteracao, mas

somente quando ocorrem os seguintes fatos:

e a direcdo d ndo decresce a funcdo Mérito suficientemente (i. é, quando ;:Zj <n);

e as restrigdes nio estdo relaxadas e || vx || é, no maximo, uma fragio fixa de Ag.
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A funcio mérito usada aqui € :

8(z) = F(2) + 206 | ¢(2) |

=1

onde os p* ’s sdo pesos positivos. Estes pesos serdo aumentados, se necessario, em qualquer
iteragido, mas poderdo eventualmente permanecer fixos. Byrd, Schnabel e Shultz fazem

uma hipétese sobre o tamanho dos x* ’s que envolve as quantidades
~ - 1
e = —(ALAr) T Ak (9 + 5 Bkvr)

que expressam o equilibrio entre a mudanca na funcdo objetivo e a mudanga nas restrigoes.
Hipdteses semelhantes a estas sdo necessarias em algoritmos que fazem busca linear na

funcéo Mérito (veja, por ex., [Han77]).

A fim de evitar as dificuldades na convergéncia local causadas pelo uso de
funges Mérito nao diferencidveis do tipo é(z) (Efeito Maratos por ex.), Byrd, Schnabel
e Shultz fazem uma corregio de segunda ordem wy, = —Ax(AF Ag)~tc(zk + di) e mostram
que isso é suficiente para superar as possiveis dificuldades. Para o estabelecimento dos
resultados de convergéncia de seu algoritmo, impdem (além das hipéteses padrao relacio-
nadas com limites e continuidade do problema (NEP)) condi¢des sobre a componente u
da direcdo d, andlogas as condi¢bes dadas em [SSB85] para o caso irrestrito. Em resumo,

essas condigdes dizem que:

e 0 passo no espaco nulo de AT fornece um decréscimo suficiente no modelo (condigio

necessdria em todos os resultados de convergéncia);

e u decrescerd o modelo significativamente se uma direcao de curvatura negativa esta
presente (condicdo necesséria para o resultado de convergéncia global de segunda

ordem);

e se o minimizador exato do modelo sujeito as restri¢bes linearizadas estd dentro da
Regido de Confianga, entdo essa serd a direcao tomada (condigdo necessaria para o
resultado de convergéncia local) (Veja [BSS87]).

Com isso, Byrd, Schnabel e Shultz provam convergéncia local superlinear e convergéncia
global com condigdes de segunda ordem (eles foram os primeiros a obter tal resultado para
um algoritmo de otimizagado nao linear restrito). As principais propriedades estabelecidas

por eles sdo:
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e 0 algoritmo estd bem definido, no sentido em que cada iteracdo terminard com um

passo aceitavel depois de um nimero finito de iteracoes;

e qualquer ponto de acumula¢do z, da sequéncia de iteradas {zj}, gerada pelo Al-
goritmo B-S-S, satisfaz as condigGes necessarias de primeira ordem para solucao de
(NEP), isto é, c(z+) = 0 e Z(z,)Tg(z,) = 0;

e a sequéncia de iteradas, se convergir, converge para um ponto que satisfaz as

condi¢des necesséarias de segunda ordem para um minimo local de (NEP);

e usando uma boa aproximacao da Hessiana da Lagrangeana, a correcio de segunda
ordem permite provar que a restricdo de Regido de Confianga tornar-se-4 inativa,
na vizinhanga de um ponto que satisfaz as condigdes suficientes de segunda ordem
para uma solugdo de (NEP). Assim, se a sequéncia de iteradas chega suficientemente

perto de tal ponto, ela convergird q-quadraticamente.

4.4.2 O Algoritmo de Zhang e Zhu

Zhang e Zhu ([2Z90]) usam a estratégia de Regido de Confianca para obter convergéncia
global para o método (tipo Quase-Newton) de Nocedal ¢ Overton ([NO85]). A principal
diferenca entre o método de Nocedal e Overton e os métodos de Quase-Newton usuais
é que, no primeiro, a matriz atualizada em cada iteracio é uma aproximacao da matriz
quadrada Z(z)TB(z,))Z(z) de ordem ¢, onde B(z,)\) = V2_L(z, ), enquanto que, nos
métodos Quase-Newton sdo atualizadas aproximagdes da matriz VZ_L(z,)). Em cada
iteragdo, o algoritmo de Nocedal e Overton parte de uma decomposi¢do de A; do tipo

A = [YiZi][Ri0]" e resolve as equacdes lineares

Ripf = —c
T Z T
Bipr = —Zj gk,

obtendo p} e p?; faz df = YipY, dZ = Zyp? e toma 311 = z% + di, onde dj, = ¥ +d2.

O algoritmo termina quando
Fer I+ 1l Zigr II< e,

onde € é uma tolerancia de convergéncia. A matriz By é atualizada usando as férmulas
DFP ou BFGS. Veja [NO85] para detalhes.
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Uma das vantagens desse método é que o tamanho da matriz atualizada By, pode
ser reduzido consideravelmente. Além disso, para a anélise da convergéncia é preciso supor
somente que a Projecdo Bilateral ZT B, Z, é definida positiva, onde B, = B(z,, A«). Como
a direcio dj é obtida via decomposicio nos subespagos complementares N(AT) e Im(A),
o subproblema é decomposto em dois subproblemas menores, tornando os calculos mais

simples. Diante disso, o método é promissor, principalmente para problemas grandes.

Nocedal e Overton discutiram a convergéncia local e provaram que se o ponto
inicial z¢ esté suficientemente préximo da solugao z, e se By =~ ZIB,Z,, entdo a sequéncia
de iteradas {z;} gerada por seu algoritmo converge para x,. Sob a hipétese

(B = ZTBZYE |
1im =
= A

e algumas outras condicdes, é provada a convergéncia g-superlinear passo dois, ou seja

0

po e =2l _
% it = o |

Zhang e Zhu provam que o uso de Regido de Confianga nao interfere na convergéncia

g-superlinear do método de Nocedal e Overton.

O subproblema que Zhang e Zhu resolvem é do tipo que aparece em minimizagao
irrestrita e para resolver o problema de incompatibilidade das restrigdes é usada a técnica
de Vardi. Em cada iteracao é resolvido o subproblema quadratico
1

5 (0”) Bip” (4.12)

n;izn (ZF ) p” +
sa || 97 |I< A

obtido através da projecio da direcio de busca no espaco tangente as restrigdes. Se pZ é

a solugdo de 4.12, seja

@ = Zip} (4.13)
e
& = aYiu, (4.14)
onde u; = —R;Tck (isto porque ¢ + Afvk = ¢ — RfYkTY}cR,:Tck = 0). O valor de o4 é

determinado pela seguinte minimizag¢ao unidimensional
e = min| ¢+ aAfY}cuk ||2
min 1—-0) | e |2
o< BTt @) ek

(I =) e |-
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Claramente, oy é dado por

1, secp, =0
ay = 1,seck7éOe“—ﬁ:T|21 (4.15)
Arf || ||, se B <1

Note que ax € (0,1], e que se ¢z = 0,dY = 0 qualquer que seja o valor de ay,
assim, por conveniéncia, foi definido o = 1 se ¢ = 0. O Algoritmo usa o Lagrangeano
Aumentado Ly(z,),n) como funcio Mérito (4), e o pardmetro n é atualizado a cada

iteracdo.
Algoritmo Z-Z

PASSO 0: Escolha ¢; > 0,0 <1 <2 < 1,8 > 0,A, > 0,v > 1,0 < 8 < ;. Tome
zo € R", Ag > 0, e uma matriz definida positiva By (pode-se tomar By = I). Faga
k=0,5=1,e= €.

PASSO 1: Calcule f,ck, gk, Ar. Faca uma decomposicao de Ay

R
A=Y Ze ]| "
0
Obtenha A, = R;lY}cgk.
PASSO 2: Se
ler |l +1 Zige |=0 (4.16)
entao pare. Caso contrario, se
lerll + 1l ZEge lI< e (4.17)

entdo faca €:= €41 = min{|| ¢ || + || ZFgr ||, &;/v}ej =5+ 1.

PASSO 3: Resolva o subproblema 4.12 para obter sua solugdo primal pZ. Faga d? =
kaf.

PASSO 4: Obtenha oy de 4.15 e determine d}: por 4.14. Faca di = de + d}:.

PASSO 5: Calcule f,c,g,4, A, em z + dZ e x; + d, respectivamente.
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PASSO 6: Calcule

2
1
— Mk +dr) — M) (e + gAfdk) +pu(ll ex + Afdi I = || e |1%).

1 1
predi = (Z%gi)pf + =(pZ)T Bp? + 5[/\(% +dZ) — AL dy

Se
pred, < —felg, (4.18)

entdo va para o Passo 7. Caso contrario, faca Ag := Ay/v e va para o Passo 3.
PASSO 7: Obtenha aredy = ¢(zx, + di, pr) — ¢(zk, px) € calcule & = aredy/predy.

PASSO 8: Faca

Ty caso contrario,

{ zr +dr  se §k>0
Tp+1 =

Mzg+dr) seér >0

M1 = ;.
Ak caso contrario,
Alv sefp<m

Appr =19 vAr seér>mevAr <A,

Ag outro caso

PASSO 9: Atualize B por DFP, BFGS ou PSB para obter Biy;. Faca k = k+1 e volte

para o Passo 2.

Zhang e Zhu mostram que a sequéncia {zx} obtida pelo Algoritmo Z-Z tem
ponto de acumulagio , que satisfaz s condigdes de Kunh-Tucker (¢, = 0, Z%g, = 0),
e mostram também que, depois de um nimero finito de iteracdes, a condicao 4.17 serd
satisfeita, ndo importando quio pequeno seja e. Na pratica, ao invés de 4.16, o Algoritmo
deve parar quando 4.17 for satisfeita. O valor tipico do pardmetro 4, no Passo 6, é 10~°
e se a condigdo 4.18 nao for satisfeita o raio de Regido de Confianca é reduzido e di e
predy recalculados. Zhang e Zhu provam ainda que, depois de decrescer Ay um ndmero
finito de vezes, a desigualdade 4.18 sera satisfeita, o que torna o processo bem definido.
Sob hipéteses usuais, sdo provadas propriedades de convergéncia global e de convergéncia

local superlinear passo dois para o Algoritmo Z-Z.
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O algoritmo de Zhang e Zhu tem algumas caracteristicas em comum com o al-
goritmo de Powell e Yuan ([PY91]) (secdo 5.6.1): por ex., ambos usam funcio penalidade
diferenciivel (Lagrangeano Aumentado) para controlar a convergéncia, entretanto, os sub-
problemas resolvidos por cada um deles sdo distintos. Enquanto Powell e Yuan resolvem
um subproblema quadratico com duas restrigdes quadraticas (que exige uma técnica es-
pecial para solugdo), Zhang e Zhu resolvem um subproblema quadrético semelhante ao
que se tem em Otimizagdo Irrestrita. O teorema de convergéncia global de Powell e Yuan
mostra que seu algoritmo deve parar em um ponto zj com d corrrespondente igual a zero.
Embora isso garanta gx + AZ A\ = 0 para um vetor de multiplicadores Ay, n&o exclui a
possibilidade de ¢ # 0, assim, o ponto de parada z; pode nao ser vidvel. Essa terminacio
nao ocorre no algoritmo de Zhang e Zhu (veja [ZZ90]). Por outro lado, o algoritmo de
Powell e Yuan tem uma taxa de convergéncia g-superlinear passo um, enquanto que Zhang
e Zhu garantem somente taxa g-superlinear passo dois e, para isso, precisam ainda de um

célculo extra no ponto zx + dZ (que Powell e Yuan nio fazem).

As hipéteses impostas por Zhang e Zhu para analise de convergéncia sio seme-
lhantes as usadas em [BSS87]; apesar de ambos obterem um subproblema tipo Regido de
Confianca Irrestrita, é dificil fazer uma comparacio clara entre seus algoritmos (como foi
feita para Powell e Yuan). Isto porque Nocedal e Overton, de que se originou o trabalho
de Zhang e Zhu, utilizam a decomposi¢do do espago através de N(AT) e Im(A) para a

representagdo do gradiente de f, ao passo que Byrd, Schnabel e Shultz o fazem para a

decomposicio da diregio d.

4.4.3 Proposta de uma Variante do Algoritmo de Vardi

O subproblema tratado por Vardi ([Var85]) é !

1
(PV) min afd+ —2—dTBd
s.a ac+ALd=0
1 a1 s
d <z
SldlPs aad
onde a; = V L(zk, A\t). Nossa proposta é reduzir o subproblema (PV) (que é quadrético

com restrigdes lineares e uma quadratica) a um problema quadrtico com somente res-

‘a restrigio de confianga || d [|< Ay é substituida pela desigualdade equivalente 1 || d ||>< 1 A2, a fim

de evitar problemas de nio diferenciabilidade inerentes & primeira.
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trigdes lineares, cuja solugido pode ser obtida por métodos bem conhecidos. Para isso,
fazemos uma penalizacdo da restricdo de Regido de Confianga e obtemos o seguinte pro-

blema:
o1, Lo t 2
(Pt) min akd-i-Ed Bd+-2-||d]|
s.a  ac+ALd=0,

onde ¢ > 0 é um ndmero convenientemente escolhido. Note que (Pt) pode ser escrito

como:
1
min atd+ 5dT(B +tI)d
s.a  ac+ ALd =0,
E facil ver que (Pt) e (PV) sdo equivalentes, comparando suas condiges de

otimalidade de primeira ordem. Com efeito, seja Lpy a Lagrangeana associada a (PV)

dada por
Lev(d, ), ) = afd-+ 5d" Bud + X (ocs + ATd) + () d | -7,
e seu gradiente em relagio a d
Valpv(d, A, 1) = ar + Brd + A + pud,
logo, a condigdo VyLpv(d, A, 1) = 0 nos da
(B + pI)d = —(ar + Ax)). (4.19)
Por outro lado, se Lp; é a Lagrangeana associada a (Pt), temos

1
Lpi(d,\) = afd+ EdT(Bk +tI)d + AT (acy + AL d)

Vdet(d, /\) =ay + (Bk + tI)d + AgA.
Portanto, V4Lps(d, A) = 0 implica

(Bk + tI)d = —(ak + Ak/\) (4.20)

As equagbes 4.19 e 4.20 sdo iguais se tomarmos ¢t = u, onde y é o multiplicador de

Lagrange da restri¢do quadréatica em (PV).
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Uma solucdo d = d(t) para o problema (Pt) (que depende obviamente do ¢
escolhido) satisfaz a equacdo (ver [Gay81] e [Sor82])

(B +tI)d = —(ar + ArA).
Suponha que a matriz B seja definida positiva, entdo (B + ¢tI) também o &, e
d=d(t) = —(B+tI) }ar + A )). (4.21)

Se d(t) é definida por 4.21, || d(t) ||* é uma funcio monétona decrescente de t. Com efeito,

seja {&i,wi}i=1,..n 0 conjunto de autovalores e autovetores de B. Entdo, {£ + ¢, w; }iz1

yeensTl
e {Efl_—t,wi},-ﬂ,__,,n sao, respectivamente, os conjuntos de autovalores e autovetores das
matrizes B +tI e (B +tI)™!. Podemos escrever:

T
a + Ak)‘ = Zaiwi.
B
Assim, supondo os w’s ortonormais, temos:

@) I = | =(B+tD) ™ (ar+ AL |
= [ (B+)7 ) ow; ||?

. w;
I3 |
2

R

Além disso, se d(t) é solugdo de (Pt) devemos ter
Id(2) |IP= A%,

(veja [DS83]). O que nos fornece a seguinte relagio entre o raio de Regido de Confianca

Ay e o parametro t:
2

o
A = .

7

Se B nao for definida positiva, a escolha de ¢t > —min¢; garante os resultados

acima, bem como justifica o algoritmo. A seguir, é dado um algoritmo para determinar

d(t).
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Algoritmo I

PASSO 0: Inicie com t € (tmin, tmaz)-
PASSO 1: Resolva (Pt) para obter d(t).

PASSO 2: Se || d(t) ||< Ak pare; sendo, calcule um novo t (por Dicotomia, por exemplo)

e va para o Passo 1.

Considerando a funcido Penalidade Exata
PL(z) = (&) + X | (o) |

como fungdo Mérito, temos o algoritmo:
ALGORITMO - Conceitual

PASSO 0: Inicie com zg, Ao, k = —1.
PASSO 1: Fagca k =k + 1.
PASSO 2: Determine d; = d(t) através do Algoritmo 1.

PASSO 3: Se PL(z). + di) < PL(zy), va para o Passo 4; sendo, faga Ay = 1A, e v4

para o Passo 2.

PASSO 4: Se convergiu, pare; sendo, faca zx+1 = z + di, atualize a matriz By, para

By.41 usando a férmula BFGS e v4 para o Passo 1.

Uma idéia similar a que expomos aqui é feita por Zhang em [Zha92| para o
subproblema de Celis-Dennis-Tapia (veja Cap. 3).



Capitulo 5

O Algoritmo de Celis-Dennis-Tapia

5.1 Introducgao

Serd visto neste capitulo o método de Regido de Confianga para a solugio de (NEP) pro-
posto por Maria Rosa Celis em sua tese de Doutorado. Celis ([Cel85]) introduz uma nova
(diferente da proposta por Vardi) técnica para resolver a incompatibilidade entre as res-
trigdes linearizadas e a Restricdo de Confianca. Ela sugere que se substitua o subproblema
de Regido de Confianca padrdo, associado a (NEP)
1
min gTd+ —2—dTBd
s.a c+ATd=0

ldll<A

por um outro um pouco diferente. A motivacdo para a escolha deste novo subproblema é
a seguinte: suponha que se quer resolver ¢(z) = 0 usando Regido de Confianca. Tem-se
um ponto corrente z; e um limite Ay do tamanho do passo que se quer dar a partir de
zr. Em cada iteracdo k, a direcao é calculada resolvendo
min et AT CBY
s.a || d|< Ax.

E usado || ¢ + ATd ||?, a0 invés do modelo de Newton de || c(zx + d) ||*> dado por

c;fck —+ 2C£A£d + dT(AkAg —+ V2ckck)dk.



5.1 Introducao 49

As duas expressbes diferem somente pelo termo V2¢jcy, incluido pelo modelo de Newton
na matriz Hessiana (Az AT 4+ VZciey), mas omitido em || ¢z + AF d ||2. Entretanto, como se
esta resolvendo o problema ¢(z) = 0, tem-se que na solugao z,, VZ¢c(z,)c(z,) = 0. Desta
forma, usando || cx + AFd ||? tem-se as mesmas propriedades de convergéncia que se teria
caso fosse usado o modelo de Newton, com a vantagem de se evitar o uso de informacdes
de segunda ordem de ¢(z).

Tomando o passo de descida méaxima para o modelo 5.1 (ou seja, o passo
de Cauchy d°F), sob hipéteses razodveis, pode-se demonstrar convergéncia de primeira
ordem. Para formalizar esse resultado, Celis aplica a teoria de Shultz, Schnabel e Byrd
([SSB85]) para o problema de minimizacdo da fungdo F(z) = c(z)Tc(z), cujo teorema

principal é dado a seguir.

Teorema 5.1.1 Considere o passo di em cada iteracio dado por dr, = zri1 — Tk € a

reducdo prevista

predy(d) = —VF(z)Td %dTBkd,
onde VF(zr) = Ay, By = AzAL, k = 0,1,2,... . Seja ¢ : R* — R™ duas vezes

continuamente diferencidvel, F(z) como definida acima, e a Hessiana de F(z) limitada
no espago todo. Seja {z}, zr € R, k =0,1,2,... uma sequéncia de pontos gerada pela
aplicacdo de um algoritmo de RegiGo de Confianca padrdo ao problema de minimizagdo

de F(z), com ponto inicial zo € R*. Se em cada iteracdo a direcdo dy, satisfaz
predi(di) < predk(dcp)

e By € uniformemente limitada em k, entdo, VF(z}) converge para zero.

Com base no teorema acima, sdo escolhidos passos que satisfazem 3 condicao
T T 4CP
| ex + Agd ||<|| ex + Ay d™ || -

Isto significa que o passo tomado deve ser, no minimo, tdo linear vidvel quanto o passo

de Cauchy dop para minimizacéo de 3¢ (z)c(z). Agora, considere o conjunto
Dop={d:||d|< Axe || cx+A7d||I<| ex + AFF |1},

ou seja, Dgp é o conjunto dos passos de z que estdo dentro da Regido de Confianca e dio,

no minimo, tanto decréscimo na norma euclidiana dos residuos das restrigées linearizadas,
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quanto o passo de Cauchy. Escolhendo qualquer ponto em D¢p, em cada iteracio, serd
gerada uma sequéncia {zx} que, sob hipSteses razodveis, devera convergir para um ponto
vidvel. Celis tira vantagem dessa liberdade tomando uma dire¢io d que minimiza algum

modelo quadratico da fungio objetivo sobre Dcp (fig. 5.1).

2
llc # A, dl|=cte

/

Figura 5.1: O Passo CDT

Assim sendo, o passo é calculado solucionando o problema

| 1
(SPCDT) min  gx(d) = afd + 5dTBkd
s.a || d]|< A
I ex + A7d ||< 6y,

onde a; € ", By € R"*" é simétrica ndo singular, 8 =|| ¢ +ATd°? ||. O problema acima
é conhecido como Subproblema de Celis-Dennis-Tapia (devido a um artigo publicado por

eles) e sua solucdo é dada pelo teorema:
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Teorema 5.1.2 Se d, resolve o subproblema SPCDT, entdo d, € uma solu¢do para a
equacdo
(B+ ul +nAATYd, = —(a + Anc)

com p,7 20, || de IS A, p(A= | di]) =0, [[ e+ ATd||< 6 e n(6— || c+ ATd, ||= 0.

Na préxima secio serd discutido o algoritmo para determinar uma solu¢do de (SPCDT).

5.2 Solucao do Subproblema SPCDT

A fim de determinar uma solucdo de (SPCDT), Celis procede da seguinte maneira: verifica
primeiro se a solugdo dSP do subproblema quadratico
1
min grd+ §dTBkd
s.a g+ ALd=0
estd dentro da Regiio de Confianca, se || d¥F ||< Ay, entio d = d2¥ é a solugio de
(SPCDT). Supondo que || d¥F ||> A, , séo consideradas trés possibilidades: somente
a Regido de Confianca é ativa; somente a restricdo de #-viabilidade é ativa; ambas as
restricbes sdo ativas. Para determinar se somente a restrigdo || d ||< Ay € ativa, Celis
encontra a solugdo da do problema de Regido de Confianca Irrestrita
1
min grd+ EdTBkd (5.2)
s.a || d||< Ag,

usando as técnicas ja conhecidas para este caso. Se da € tal que
| e+ ATda ||< b5,

entao, a restri¢do de viabilidade ndo é ativa e da é a solugdo de (SPCDT). Caso contrario,

é solucionado o problema
min gid+ %dT Bid (5.3)
s.a | e+ ALd||< 6,

para determinar se somente a restricdo de viabilidade € ativa na solucdo. Celis resolve esse

problema através de uma técnica tipo Hook Step, obtendo a solugéo dy. Se || dg ||< Ay,
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entdo dp é a solugdo de (SPCDT). Sendo, é o caso em que ambas as restri¢des sdo ativas
e ser4 necessario resolver o problema (SPCDT) completo; novamente, Celis usa o método
Hook Step. Entretanto, ela sugere também o uso de métodos Dogleg, propondo uma curva
Dogleg e uma tipo Duplo Dogleg (para detalhes [Cel85]). O algoritmo a seguir, define
uma iteracio para determinar uma solucdo aproximada de (SPCDT), resumindo o que foi

exposto acima.

ALGORITMO I: Solugio Aprozimada de (SPCDT).

PASSO 1: Determine uma solu¢iao aproximada da para o problema 5.2.
PASSO 2: Se || ¢+ ATdn ||< 8 entdao d := da; PARE.

PASSO 3: Determine uma solug¢ao aproximada dyp para o problema 5.3.
PASSO 4: Se || dy ||< A entdo d := dg; PARE.

PASSO 5: Determine uma solugio aproximada d para o problema (SPCDT).

5.3 Aceitagao do Passo e Atualizacao da Regiao de

Confianca

A funcdo Mérito usada por Celis é o Lagrangeano Aumentado
1
La(@,\,n) = (z) + W e(z) + 5ne(z)Te(a),

onde o paradmetro n é determinado pela solugao de (SPCDT). Com o uso de uma fungio
Mérito diferenciavel sao evitados problemas de velocidade de convergéncia que aparecem

quando se usa fungdes nio diferencidveis (por ex. o Efeito Maratos).

Um passo z. serd aceito como préximo iterado se

LA($+7 ’\+7 77+) < LA("Ek, ’\+1 77+) + fvxLA(xka /\+a 77+)Tdk7 (54)

onde A+ e 1,4 sdo, respectivamente, o vetor multiplicador e a constante de penalidade

associados & direcio di, e £ é uma constante positiva no intervalo (0,1). Se z; ndo
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satisfaz 5.4, a Regido de Confianca é reduzida por um fator entre 11—0 e %, e torna-se a
calcular uma diregdo numa regido menor. Por outro lado, uma vez aceita 4 como nova
iterada, Celis analisa se deve ou ndo aumentar a Regido de Confianca. Para isto, compara
a redugdo real

ALy = La(zy, A, 14) — La(@r, Ay 74), (5.5)

com a reducdo prevista
1
A(La)prea = VoL (zr, A4 ) (24 — 1) + 5(@+ = zx) Hi(ey —z1),  (5.6)

onde Hy = By, + nAAT e By, = V2 _L(zk, M) ou alguma aproximacéo dela. Se o ajuste é
tal que
I A(LA)p'recl - ALA IS ﬁ l ALA ]7 (57)

onde B = 0.1, ou a reducdo real em L, é muito grande, isto &,

LA(.’IJ+, /\+7 77+) < LA(xlﬁ /\+7 77+) + szA(xlw /\+7 77+)a (58)

entao, a Regido de Confianca é aumentada e um novo z, é calculado, usando o modelo
corrente sujeito a essa regido maior. O valor de dj é guardado, pois se a nova diregao
obtida nao satisfizer 5.4, volta-se ao tltimo valor aceito. Para atualizar o raio de Regiao
de Confianca, Celis usa o mesmo procedimento da minimizagao irrestrita. O novo raio A,
é obtido em funcdo do raio anterior e de || di ||. O parametro de penalidade é escolhido

dentro do conjunto

Ne = {,’7 . __l H szA(xk7/\+777+) H4
¢ ‘ 2foLA(xka/\+7"7+)T-HkszA(xk7/\+777+)
1
2 vxLA(xh /\+777+)Tdk + §d£dek}

dependendo de qudo bem o modelo estima a funcdo mérito. A seguir, o algoritmo de

aceitacdo do passo € atualizagdo da Regido de Confianga.
ALGORITMO II: Aceitacdo de um Passo e Atualizagio da Regido de Confianga.

Seja0 <oy <02 <1lel <7 <7 <1< 73 constantes dadas. Defina Vi como no
paragrafo anterior e

Nagw = {n:| A(La)prea — AL4 | B | ALy | ou ALy < 09A(La)pred)
Nine =1{n: ALx < 03A(L4)pred}

Neme = {1 : 01A(La)prea < ALg < 02A(La)pred}

Nuee = {0 : La(z4, 24,14) < La(@e, Ay, 14) + EVaLa(zr, A, ne) T di}.
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PASSO 1: Se ¢ + Afdi = 0, entao,

o faga A = \@F

e determine N,
senao
o faca Ay =0e
o Np = {m:}
PASSO 2: Se N = 0, entao

o escolha Ag € [my || di ||, 72 || dk |]]

e calcule um novo dj
PASSO 3: Determine Ny,
PASSO 4: Se Ni(\Nge. = 0 entdo

o escolha Ag € [m || di ||, 72 || dk |[]

e calcule um novo dg
PASSO 5: Aceite z, = z} + di, escolha ny € Ni () Ngec
PASSO 6: Determine NV,
PASSO 7: Se Ni(\Nin. # 0 entdo

e escolha N+ € Nk ﬂMnc
o A, € [Ak,TgAk]
o PARE

PASSO 8: Determine Np,.
PASSO 9: Se Ny Nyme # 0 entao

e escolha Ny € Nk ﬂNsme
[ A+ = Ak

Senao

o escolha A € [my || di ||, 72 || 2k |I]-
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54 O Algoritmo CDT

O Algoritmo de Celis-Dennis-Tapia (CDT) toma um passo SQP sempre que || d2¥ [|< A,
a fim de manter a rapida convergéncia local. Quando um passo SQP completo nio pode
ser tomado, resolve-se o problema (SPCDT) obtendo o passo di. Como foi visto na
secao anterior, a funcao Lagrangeano Aumentado é usada para determinar a aceitacio do
passo e para atualizar a Regido de Confianga . A constante de penalidade n é obtida na
solugdo de (SPCDT) (ela é o multiplicador de Lagrange da restrigio de viabilidade) ou
pelo procedimento descrito na segdo anterior. Para a implementacdo preliminar de seu

algoritmo, Celis usa informagcdes de segunda ordem.
Em cada iteragdo o problema (QP) é definido por
min gad+ %dTVizL(:ck, A)d
s.a ¢+ A,{d =0
e o problema (SPCDT)
min g,?d + %dTBkd
s.aa | o +ATd||< 6,
[ dlI< A,

onde By = V2_L(zk, \t) se 0y = 0 e By = V2f(x;) caso contrério. Isto permite que se
tenha passos tao préximos quanto possivel do passo SQP, se as restri¢des linearizadas s3o
satisfeitas. A escolha do multiplicador usado na matriz Hessiana V2 L(zx, A\r) depende
da dltima dire¢do tomada. Se di_; satisfaz as restrigoes linearizadas, escolhe-se A como
sendo o multiplicador associado ao passo SQP, isto é, A\, = A9T. Essa escolha é motivada
pelo fato de que A9F ¢ o tinico multiplicador que permite que as restricdes linearizadas
sejam satisfeitas. Por outro lado, se dr_; nao satisfaz as restri¢des linearizadas, é escolhido

o multiplicador pela férmula
Mk = (Ax Ar) ™ er — Afgr),

que, na pratica, é bem sucedida (veja, por ex., [MMLC72]). A estimativa inicial Ao
também é escolhida dessa maneira. Finalmente, o raio de Regido de Confianca inicial
Ap é escolhido como sendo uma percentagem do tamanho do passo de Cauchy para o
problema 2.1. Essa escolha segue da estratégia sugerida por Powell ([Pow70]) para o caso

irrestrito. Vejamos a descri¢ao formal do algoritmo.
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ALGORITMO CDT
Dado zo € R", determine XA, Ag. Para k£ =0,1,2,... até convergir faca:

PASSO 1: calcule gi, V2fx, Ax, Vz.xL(:ck, Ak);
PASSO 2: determine a solugio df° (e A?”) do problema (QP);
PASSO 3: se || d?F ||< Ay, entdo di = d¥F e v4 para 5;

PASSO 4: encontre uma solugéo aproximada dj para o problema (SPCDT) pelo Algo-

ritmo I;
PASSO 5: 2z, = 2 + d;
PASSO 6: decida se = é aceito e calcule um novo valor para Ay, pelo Algoritmo II;

PASSO 7: se z, ndo ¢é aceito, entio va para 4, caso contrario zx41 = z4 € Apyy = Ap.

5.5 Variantes do Algoritmo CDT

Celis faz uma implementacéo preliminar de seu algoritmo, que embora necessite de um pro-
cedimento mais eficiente para solucionar o subproblema (SPCDT), fornece testes que so
importantes para mostrar que o método é robusto. Varios autores propdem modificacdes
para o método de Celis-Dennis-Tapia a fim de obter boas propriedades de convergéncia,
mas o ponto crucial para que se consiga um algoritmo computacionalmente eficiente é
um procedimento para solucionar o subproblema (SPCDT); isto é estudado por Yuan em
[Yua90], e por Zhang em [Zha92], que propde um algoritmo para solucio de (SPCDT).
Nas préximas segdes serdo estudadas algumas variantes do Algoritmo CDT, encontradas

na literatura (incluindo o algoritmo de Zhang mencionado acima).

5.5.1 Algoritmo de Zhang para solugao de SPCDT

Sem a restricdo de #-viabilidade o subproblema SPCDT é equivalente ao subproblema de

otimizacao irrestrita
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(SPI) min  ¢Td+ %dTBd
s.a || d|<A.

Para o caso sem restri¢es, tem-se condigdes (fortes) de otimalidade necessérias e suficien-
tes para uma solugado global do subproblema irrestrito (veja Capitulo 2). Com base nessas
condigdes foram construidos vérios algoritmos eficientes (tipo Newton) para solugdo de
(SPI), entretanto, quando a restrigio || c+ ATd || é acrescentada, uma condicio de otima-
lidade necessaria e suficiente similar nao pode ser obtida, como foi provado em [Yua90].
A semi-definigio positiva da matriz B + uI + nAAT (Teorema 5.1.2) pode nio ser garan-
tida para matrizes simétricas gerais B. Yuan ([Yua90]) d4 exemplos demonstrando que a
matriz B + ul +nAAT pode ter um autovalor negativo quando u e 7 s&o dnicos e pode até
mesmo ter dois autovalores negativos numa situagéo desfavoravel. A falta de condigdes de
otimalidade necessarias e suficientes e de uma Hessiana da Lagrangeana (com relagdo a d)
semi-definida positiva faz com que se torne mais dificil construir algoritmos eficientes para
a solucdo do problema SPCDT. Yuan fornece condigGes suficientes para uma solucio de
SPCDT, sob a hipdtese de que a Hessiana da Lagrangeana com relacio a d é semi-definida
positiva em d,. A seguir é dado o teorema estabelecido por Yuan, com o resultado de

unicidade acrescentado por Zhang em [Zha92].

Teorema 5.5.1 A condicdo

(B + pI +nAAT)d, = —(g + nAc) (5.9)

onde
p=0ce [[dif[<Aoup>0e | d|=A (5.10)
n=0¢ |c+ATd, |[<foun>0e [[c+ATd, |=6 (5.11)

e a semi-defini¢do positiva da matriz (B + ul +nAAT) sdo suficientes para d, vidvel ser
solugdo do problema SPCDT. Além disso, se B + ul +nAAT ¢ definida positiva, entdo a

solucdo € inica.

Zhang ([Zha92]) propde um método para solugao de SPCDT que trata a res-
tricdo de #-viabilidade sob uma perspectiva proximal e reduz o problema original a um
problema tipo Regido de Confianga Irrestrita, dado por

P(n) min  ¢(d) +79(d)

s.a | d]I< A,
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onde ¢(d) = gTd + 1d*Bd e 1(d) = (|| c+ ATd ||> —6%) € R. Uma solucio para P(7)
serd denotada por d(n).

A estratégia de Zhang é motivada pela seguinte observacao: se a restricio de
f-viabilidade do problema SPCDT é ativa (ele mostra que esse é o caso que interessa) e

se é possivel definir y como uma func¢éo de 7, tal que u(n) sempre satisfaz a condicdo de
viabilidade

| d(p(n),m) IS A

e a condicido de complementaridade 5.10 que é equivalente a

p(n) =0o0u || d(u(n),n) || —A =0,

entdo, a solucao do problema SPCDT se reduz a resolver a condi¢ao de complementaridade

5.11, ou equivalentemente, solucionar a equagio univariacional

P(n) =0.

Observando as condigdes de otimalidade para P(7), Zhang obtem a funcio u(n)
de maneira natural (veja [Zha92]). Ele mostra que ¥(n) = ¥(d(x(n),n)) e ¢((d(x(n),7))
sdo fungbes continuas e mondtonas; e que x(7), e consequentemente, d(u(n), n) e ¥ (n), sio,
no minimo diferencidveis por partes (condicio necessiria a fim de que se possa aplicar a
método de Newton para a equagéo ¥(n) = 0.) Assim, Zhang reformula o problema SPCDT
para o problema de encontrar um zero de uma fun¢io monotonicamente decrescente e, no

minimo, diferencidvel por partes.

Na pratica, substitui-se ¢(n) = 0 por ¥(n) = 0, onde

1 1

Y0 = e

A funcio ¥(n) ainda é mondtona e possui as mesmas propriedades de ¥(n). E’ ficil ver
que U'(n) = ¥'(n)/ || ¢+ ATd(n) ||°, e que ¥(n), normalmente, é mais préxima de uma
funcdo linear do que ¥(7n).

Zhang implementa um algoritmo para solu¢do de ¥(n) que é, basicamente, o

método de Newton com uma forma de salvaguarda.
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ALGORITMO Z-I - Soluggo de ¥(n) =0
Dada uma tolerancia 71, sejan =0, n; =0 e nr = o0.

PASSO 1: Resolva P(n) para obter d(n) e calcule ¥(n).
PASSO 2: Se (n=0¢e ¥(n) > 0) ou (||| c+ ATd || -0 | /6 < 71), faca d. = d(n) e pare.
PASSO 3: Se U(n) <0, entdo np, = n e U, = Y(n); sendo nr =1n e Yr = Y(n).
PASSO 4: Calcule o passo de Newton
n i=n—¥(n)/¥(n).
PASSO 5: Se n € (n5,nr), use o passo da Regula Falsi
n:=n;—Y(nr—n)/¥r — ¥Ysr.

PASSO 6: V& para o Passo 1.

A fim de solucionar P(n) usando a estratégia Hook Step é necessério resolver
a equacao
1 1 _,
BECOIE

para g, quando 7 é fixo. Para isso, Zhang utiliza o método de Newton como foi dado
em [MS84], adicionando a restricdo p > € e usando um critério de parada pratico. O

algoritmo é dado a seguir.
ALGORITMO Z-II - Solugio de T(n) = 0 para um n fizo.
Dado n,e > 0em >0, seja p > €.

PASSO 1: Seja H = B+ nAAT + uI e resolva Hd = —g para d.

PASSO 2: Se (p=ce| d]|[<A)ou(|]|d|| —A | /A < 7),entdo faca d, = d e pare.
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PASSO 3: Calcule o passo de Newton restrito

d¥d || d| —A)
dTH-1d A '

g = max(e, g +

PASSO 4: Va para o Passo 1.

Quando B ¢ definida positiva, pode ser usado € = 0 no algoritmo acima. En-
tretanto, o € um pouco maior que epsilon da maquina devera ser utilizado quando B é
somente semi-definida positiva, a fim de garantir que a matriz H no Passo 1 é numerica-
mente nio-singular. Do ponto de vista pratico, o efeito de tal perturbacao sobre a solucio

é insignificante.

Se ambas as restri¢oes 5.10 e 5.11 s@o ativas o algoritmo de Zhang pode ser
resumido (de forma bem simplificada) como o seguinte: o problema SPCDT se reduz ao

sistema nao-linear de duas equacdes com duas variaveis:

T(u,n) =0

U(p,n) =0.

A varidvel p é eliminada solucionando a primeira equacdo para um 7 fixo. Depois, por
substitui¢do, o sistema é reduzido a dnica equagdo W(u(n),n) = 0. Felizmente, ambas
as equagbes (a primeira, para y fixo, e a segunda, depois da substitui¢do x = u(n)) séo

func¢bes mondtonas bem comportadas e faceis de resolver.

Zhang compara seu algoritmo com o de Yuan em [Yua88] (dnico existente na
época para calculo de um passo de Regido de Confianca para o problema SPCDT na
norma euclidiana) e conclui que o seu é conceitualmente mais simples. Os experimentos
computacionais indicam que o Algoritmo de Zhang é confidvel, robusto e produz bons

passos para problemas pequenos (n < 20).

5.5.2 O Algoritmo de Powell e Yuan

Powell e Yuan propdem uma escolha diferente para a cota § no Algoritmo CDT. Eles
tomam %, na iteracéo k, como sendo o menor valor de || c; + A% d || sujeito a || d ||< bAy,

para algum b € [by, b;], onde by, by sdo constantes pré-fixadas tais que 0 < by < b < 1.
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Figura 5.2: O Problema de Powell e Yuan

Ou seja, 0; é um numero que satisfaz

min || c;+ AFd||[< O < min ||+ AFd ]|
a2, o T AR O s ity T+ Ad]

Com isso obtém a vantagem de que 0y é zero em mais iteragdes, quando um mau condi-

cionamento torna o passo de Cauchy pequeno (fig. 5.2).

Na k-ésima iteracdo, se zp nao satisfaz as condi¢oes de Kuhn-Tucker, o al-
goritmo de Powell e Yuan calcula uma tentativa de passo solucionando o subproblema
(SPCDT) com o novo valor de 0, como foi definido acima. O multplicador A(z) € R™
minimiza a soma dos quadrados dos residuos das condigdes de Kuhn-Tucker (aproximagcao

de primeira ordem):
I g(z) — A(z)A | -
A fungio Mérito (¢) usada é o Lagrangeano Aumentado. Para decidir a aceitacdo do

passo, Powell e Yuan definem uma mundanga My na fungdo Mérito, dada por:
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. X A
My = (gk—AkAk)Tdk+§d£Bkdk (5.12)

~ [N+ di) = Ml (e + SATd) + ma(l s + ATd |2 — | e |P),

onde n; é escolhido tal que My < 0 e dy é a projegdo ortogonal de d; no espago nulo de

A¥; e definem a razdo

ox(zk + di) — dr(zk)
My

da mudanga real para a mudanga prevista. A direcdo dj serd aceita se rp > 0, caso

Ty =

contrario, toma-se zx;; = zx. A escolha do préximo raio Aryy depende de Ay, || di || e

rx. Uma matriz By, € definida e isso completa a iteragao.

Na definicdo de M, o vetor dy aparece porque a condigcao usada por Powell
e Yuan para as matrizes {Bx : £k = 1,2,3,...}, a fim de for¢ar a convergéncia superli-
near, ndo é que a razdo || (Bx — B.)di || / || dk || tende a zero quando k¥ — oo (com
B, = V?_L(z4,\)), é a condigdo mais fraca: || wl(By — W.)dx || / || di ||— 0 (onde wy
é qualquer vetor normalizado tal que Afw; = 0). Com isso, eles provam convergéncia
g-superlinear para seu algoritmo. O parametro de penalidade 7 é ajustado automatica-
mente e s6 é aumentado quando o passo de z; para zpy; fornece um aumento na parte
Lagrangeana da fungdo Mérito. Além disso, o uso de A(zy + di), na expressio que define
My, conduz a um ajuste conveniente do parametro de penalidade sem o célculo de quais-
quer derivadas segundas (ver [PY91] para detalhes). A seguir, uma descrigdo formal do

algoritmo de Powell e Yuan.
ALGORITMO P-Y

PASSO 0: Dados z; € 8", B; € R"*", A1 > 0,0 < by < b <1. Escolhan; >0eec >0
pequeno. Faga k= 1.

PASSO 1: Se || ¢k | + || 9r — AxAx || < € entdo PARE. Caso contrario, resolva o problema
(SPCDT) para obter dg.

PASSO 2: Calcule My, pela férmula 5.12. Se a desigualdade

1
M < el e+ ATy | = | cx )
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nao é satisfeita, entdo aumente o valor de n; como a seguir
nz‘tua,l — 277;:77.167‘1'07‘ +max{0, 2M;Czn‘te7‘io7‘/ || Ck ”)2__ H Ck +A]1c1dk ||2}’
que garante que o novo valor de M}, satisfaz a desigualdade acima.
PASSO 3: Calcule a razao r;. Faga

zr +dy sery >0,
Tk41 =

Tk caso contrario
e
max[Ag, 4 || di ||] se rp > 0.9,
Ak+1 = Ak se 0.1 S TL S 0.9

min[Ax/4, | dk || /2] serr <0.1.
Obtenha By.;. Faca ngr1 = mr, k =k + 1 e v4 para o PASSO 1.

Para o desenvolvimento de sua teoria de convergéncia, Powell e Yuan admitem

as seguintes Hipéteses:

H1: Existe um conjunto convexo £ C R" fechado e limitado tal que z; e zj + di estdo
em {) Vk;

H2: A(z) tem posto coluna completo para todo z € ;

H3: As matrizes {By : k = 1,2, ...} sdo uniformemente limitadas em ().

E provado que o algoritmo termina em um ndimero finito de iteragdes, com € no passo
1, qualquer constante positiva. Powell e Yuan obtém um limite superior para My, isto é
importante para o teste que aumenta o valor de 7, no sentido de garantir que a desigual-
dade do PASSO 2 sera satisfeita em algum momento. Eles mostram ainda que a sequéncia
{nx : k=1,2,..} é limitada (fato importante para o estabelecimento das propriedades de

convergéncia do algoritmo). A seguir, é dado o resultado de convergéncia global para o
Algoritmo P-Y.

Teorema 5.5.2 Sob as Hipdteses H1, H2 e HS3, o Algoritmo P-Y termina depois de um
nimero finito de iteracées. Em outras palavras, se removermos o teste de convergéncia

do passo 1, entdo dy = 0 para algum k ou o limite

Lim inf[|| ex | + [| Pege ] =0
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€ obtido, o qual garante que a sequéncia {z : k = 1,2,...} ndo € limitada longe de pontos

estaciondrios do problema original (NEP).

Supondo € = 0, Powell e Yuan provam a convergéncia superlinear de seu Algo-
ritmo usando resultados provados por Boggs, Tolle e Wang em [BTWT73] e por Powell em
[Pow83], demonstrando que tais resultados continuam validos quando se usa estratégia
de Regidao de Confianga. A necessidade de calcular A(z) para qualquer z introduz sérias
dificuldades no Algoritmo P-Y, se os gradientes das restrigdes se tornam linearmente de-
pendentes. Para remediar essa situacdo, Powell e Yuan fazem uma mudanca na definigio
de )\ observando que as propriedades demonstradas continuam vélidas depois da mu-
danca. Apesar de ter sido desenvolvido a partir de um procedimento que foi testado
computacionalmente, o algoritmo de Powell e Yuan ndo foi usado ainda para calculos
numéricos por apresentar procedimentos complicados para implementacdo, sendo uma

das principais dificuldades a solugdo do subproblema CDT.

5.5.3 O Algoritmo de Mahmoud El-Alem

Mahmoud El-Alem ([EA91]) apresenta uma teoria de convergéncia global para uma va-
riante do algoritmo de Celis-Dennis-Tapia, cujas principais diferencas em relacdo ao
método original estdao no esquema de atualizagdo do parametro de penalidade e na es-

colha do limite # no subproblema. El-Alem escolhe 6, na k-ésima iteragdo, como sendo
O =(1—7) |l ce || +7 || e + Az i |, (5.13)

para algum 0 < 7 < 1, onde d¢F & a diregdo de Cauchy. Essa escolha foi sugerida por
Celis et al. em [CDM*89] e tem a vantagem de assegurar consideravel liberdade no con-
junto viavel do subproblema, em comparagido com a escolha original no Algoritmo CDT,
permitindo ainda que cada iterada (obtida pela solu¢do do subproblema) seja “puxada”
em direcdo ao ponto 6timo de (NEP), ao invés de avangar muito na diregao da viabilidade

nao linear as custas da otimalidade.

O algoritmo de El-Alem faz o seguinte: em cada iteragdo obtém a direcio ng

e o multiplicador A2 resolvendo o subproblema de Programacio Quadratica
k g ¢

(SQP) min  V.L(zk, )T d+ -;—dTBkd
s.a ¢+ A:,Cd = 0;
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se d2F est4 dentro da Regifio de Confianga, i.¢, || d?F ||< Ay, entdo di = dPF e A); =
A)\SP, onde dy, é a tentativa de passo e A\, o multiplicador de Lagrange correspondente.
Caso contrario, se z; nao é vidvel, entdo o subproblema (SPCDT) é solucionado, com
o valor de 8 escolhido como foi descrito no pardgrafo anterior; por outro lado, se zj é

vidvel, resolve-se o subproblema de Regido de Confianca

1
(SPRO) min  ViL(zz, M)Td + —idTBkd
s.a cr + Afd =0
| d]|< A

Note que, quando zj é vidvel, 6 = 0 e o subproblema (SPCDT) se reduz ao
subproblema (SPRC). A funcdo Mérito escolhida é o Lagrangeano Aumentado. Através
de experimentos numéricos, El-Alem percebeu que o algoritmo obtém melhor performance
quando o pardmetro de penalidade é mantido o menor possivel. Para o desenvolvimento
da teoria de convergéncia global, é necessirio que a sequéncia {n;}, dos coeficientes de
penalidade, seja nao decrescente e que a reducdo prevista na func¢do Mérito em cada
iteracdo seja, no minimo, tanto quanto uma fracdo do decréscimo de Cauchy na norma
euclidiana das restri¢des linearizadas. Portanto, a idéia é manter o pardmetro n o menor
possivel, sujeito a essas duas condicbes. El-Alem parte de n = 1 e aumenta esse valor

somente quando for necessario para satisfazer essas condigdes.

Observe que, se a tentativa de passo for obtida pela solugdo de (SPRC) ou
(SPCDT), a escolha do multiplicador de Lagrange requer que seja resolvido o seguinte

sistema linear:

AkAj\k = —(VLk + Bdek).

Powell e Yuan ([PY91]) usam a estimativa do multiplicador de minimo quadrado como
férmula de atualizacao do multiplicador de Lagrange. Com essa férmula, o seguinte sis-

tema linear tem que ser resolvido
A(:I:k + Cik)Aj\k = ——(g(:z;k + Jk) — A(.’Ek + Jk))\k)-

A escolha de Powell e Yuan é mais cara, pois requer uma fatorizacdo de A(z k—}-dAk) em cada
tentativa de passo, enquanto a escolha de El-Alem requer fatorizacdo somente quando o
algoritmo vai para um novo ponto depois de encontrar um passo aceitavel. E se o passo é

na diregio d?F o multiplicador é obtido sem nenhum custo extra, porque ele é o préprio
multiplicador SQP.
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Sob as mesmas hipéteses assumidas por Powell e Yuan, El-Alem estabelece a

convergéncia global de seu algoritmo. Os principais resultados sdo enunciados abaixo.

Teorema 5.5.3 Sob as Hipéteses enunciadas na segio anterior, em qualguer ponto (z, \¢)
gerado pelo algoritmo de El-Alem, ou a condi¢do de terminacdo serd satisfeita ou um passo

acettavel serd encontrado.

O teorema acima diz, portanto, que o algoritmo est4 bem definido no sentido
em que ele sempre encontra um passo aceitivel, a partir de qualquer ponto que nao
satisfaga o critério de terminacao. O resultado seguinte mostra que o algoritmo termina
bem sucedido, ou seja ele gera uma sequéncia de iteradas convergindo para, no minimo,

um ponto estacionario do problema original.
Teorema 5.5.4 Sob as hipdteses do teorema anterior, o algoritmo de El-Alem produz
iteradas {z1} que satisfazem
Jim inf{l| e || + || Pegn fl] = 0.
—00
O propésito de El-Alem foi desenvolver uma teoria de convergéncia para uma

variante do Algoritmo CDT, portanto, as consideracdes que ele faz sobre experimentos

numéricos sdo similares as feitas por Powell e Yuan.



Capitulo 6

Conclusoes

Vimos que uma das principais dificuldades encontradas, quando se usa Regido de Con-
fianga para Otimizagdo Restrita, é que o subproblema obtido (que devera ser resolvido a
cada iteragdo) pode ser de dificil solugdo. Sao encontradas na literatura vérias propostas
para tratar essa questao, mas nao se tem ainda uma que seja comprovadamente a melhor,
sobretudo no que diz respeito ao aspecto computacional. Nossa proposta de algoritmo a-
presenta uma caracteristica interessante, que é o fato de que o subproblema a ser resolvido
a cada iteragdo é quadratico com restri¢des lineares. Como hé métodos bem conhecidos e
eficientes para solucdo de tais problemas, isso simplifica o trabalho computacional. Acre-

ditamos, portanto, que se pode obter bons resultados com essa metodologia.

Trabalhos futuros que podem ser realizados a partir da proposta feita aqui sao:

testes computacionais e estabelecimento das propriedades de convergécia do algoritmo.
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