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Existem duas maneiras usuais de se definir um esquema de axiomas em
uma linguagem de primeira ordem £: uma devida a Frege e a outra devida a
Von Neumann. No sentido de Von Neumann, um esquema de axiomas é um
conjunto de sentencas de £ que possuem a mesma forma. No sentido de Frege,
um esquema € uma expressdo bem formada em uma extensdo (néo elementar)
de L. Neste trabalho, apresentamos uma formalizagao onde os esquemas, em
ambos os sentidos, podem ser definidos e comparados. Caracterizamos os
esquemas no sentido de Frege, de modo que esquemas no sentido de Von
Neumann possam ser obtidos por aplicagdo de esquemas no sentido de Frege
a extensoes (elementares) de £. Alguns resultados sobre o papel de esquemas
de axiomas na especificacio de subteorias da aritmética elementar sao também

apresentados.
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Usually there are two approaches to define axiom schemata in a first order
language L: one due to Frege and the other due to Von Neumann. The Von
Neumann approach considers an axiom schem as a set of sentences of £ which
has a common form, while in the approach due to Frege a schem is a well
formed formula in a (non elementary) extension of £. In this work we present
a formalization to represent both schemata so that they can be compared. We
characterize Frege’s approach so that schemata in the Von Neumann sense
can be obtained by application of Frege schemata to (elementar) extensions
of L. Some results on the role of axiom schemata on the specification of

subtheories of number theory are also presented.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar, de maneira sistemética, alguns
conceitos e resultados referentes ao uso de esquemas de axiomas na definicao
de teorias axiomaticas.

Nossa motivacao é decorrente do estudo de alguns trabalhos, sobre o papel
desempenhado por esquemas de axiomas esquemas de indugdo, em subteorias
da aritmética elementar [4, 13].

Inicialmente, fazemos uma distingio formal entre o principio de indugao,
o azioma de indugdo, ou seja a expressdo do principio de inducdo em uma
linguagem de segunda ordem e o esquema de axiomas de indugdo, ou seja, a
expressao de parte do conteiddo de principio de indugao em uma linguagem
de primeira ordem.

Em seguida, discutimos as duas maneiras usuais de se considerar a no¢ao
de esquema de axiomas.

A primeira maneira, introduzida por Frege em 1879, apresenta o esquema
de axiomas através da no¢ao de teoria esquemdtica.

Um exemplo de teoria esquemaética que pode ser utilizado em estudos
sobre aritmética formal, contém entre seus axiomas os usuais para 0, S, + €
- e em sua linguagem, £(V,s4.), além dos simbolos usuais da aritmética uma
varidvel esquemdtica X. Nesta teoria o esquema de indugao matematica pode

ser definido como a expressao
EIM. Xo| AVz (X[z] = X[sz]) — Vz X[z,

Associando a X uma nogdo de substitui¢do de varidveis esquematicas por

férmulas da linguagem da aritmética, o esquema de axiomas €, entdo, aplicado



a L(Vos+.), definindo um conjunto de sentencas da forma

Alo] AVz (Alz] — Alsz]) — Vz Alz],

obtidas pela substitui¢io de X em EIM por férmulas A[z] sobre £(Vost.),
cuja unica variavel livre € z.

A segunda maneira, introduzida por Von Neumann em 1927, difere da
primeira quanto a metodologia, mas n&o ao conteido. O esquema de axiomas
é, simplesmente, definido como o conjunto de sentencas da linguagem, que
possuem a forma de EIM.

A distinc¢io entre os dois modos de se considerar o esquema de axiomas
é que, para o primeiro, existe uma nogdo formal de aplicacdo do esquema
a qualquer linguagem L que possua entre seus simbolos a ocorréncia dos
simbolos primitivos que ocorrem no esquema. Como veremos, isto acarreta
uma distingado no poder de prova de teorias obtidas por extensao da teoria
original.

Neste trabalho, apresentamos uma formalizacdo dos conceitos envolvidos
na discussdo acima e fazemos uma comparacdo entre as duas maneiras usuais
de se considerar o conceito de esquema de axiomas e, em particular, o de
esquema, de axiomas de indugdo.

Este trabalho estd organizado em sete capitulos.

No capitulo 1, que ¢ esta introdugdo, apresentamos os objetivos gerais e
uma lista das principais defini¢oes, resultados e notagoes pressupostos para a
leitura dos capitulos seguintes.

No capitulo 2, apresentamos as nogoes de estrutura indutiva e principio
de inducdo. Nosso objetivo é mostrar a correspondéncia que existe entre estes
dois conceitos.

No capitulo 3, discutimos, através de um exemplo particular, o problema
‘de expressarmos principios de induc¢do em linguagens formais.

O exemplo apresentado é a aritmética dos nimeros naturais e sua escolha,
se deve aos seguintes motivos: Em primeiro lugar, é bem conhecido o papel
do axioma de indugdo e de diversos esquemas de axiomas de indugdo, nesta
teoria [6, 8, 9, 12, 13]. Em segundo, existem diversos problemas em Teoria

da Computacao que se relacionam a questdes referentes ao uso de esquemas
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de axiomas de inducdo em subteorias da aritmética formal [8], motivando
assim um estudo detalhado dos conceitos subjacentes ao tratamento destes
esquemas. Em dltimo lugar, as questoes tratadas neste capitulo podem ser
estendidas para o caso de principios de indugdo, em geral [6].

Apresentamos uma nogio de esquema de aztomas e salientamos uma dis-
tincao importante quanto a seu uso na defini¢do de teorias axiomaticas.

No capitulo 4, apresentamos as nog¢des de linguagem esquemdtica e teo-
ria esquemdtica. Mostramos como podemos, utilizando tais linguagens, for-
malizar as duas maneiras usuais de se considerar a nogao de esquema de
axiomas. Provamos alguns resultados que justificam o uso das linguagens es-
quemaéticas na definicao de teorias axioméaticas e, em particular, uma relagao
existente entre as duas maneiras de se considerar o conceito de esquemas de
axiomas.

Nos capitulos 5 e 6, iniciamos o estudo do papel de alguns esquemas de
inducgdo na especificacdo de subteorias da aritmética elementar. Tratamos da
teoria T'h(IN,0,5), onde IN, 0 e S sdo usuais. Esta é uma teoria bastante
simples e nosso interesse em estuda-la é que os resultados obtidos podem ser
aplicados no estudo de teorias mais complexas.

Finalmente, no capitulo 7, concluimos com propostas para futuras pesqui-
sas.

Apresentamos agora uma lista das principais defini¢bes, conceitos e nota-
¢Oes pressupostas para a leitura dos capitulos seguintes.

Uma estrutura consistira de um conjunto ndo vazio N, chamado dominio,
de algumas relacoes e operacoes em N e de alguns elementos distinguidos de
N.

Estruturas serdo denotadas pelas letras N ¢ M, indexadas ou néo e seus
respectivos dominios pelas letras N ou M, seguidas do mesmo indice associado
as letras caligraficas.

Dado N, relagbes e operacoes em N serdo, respectivamente, denotadas
por Py ou fy, indexadas ou nao.

Se N for uma estrutura, N o dominio de N, P4, ..., Pk, as rclacbes de

N, fhy ..., fx, as operagdes de M e ck,. .., ck, os elementos distinguidos de

N, entdo N serd denotada (N, Pk,..., Py, fa, ... ,f]{,, chryeeesch).
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Um vocabuldrio serd um conjunto de simbolos particionado em predi-
cadores, funtores e constantes individuais.

Predicadores, funtores e constantes individuais serdao denotados, respec-
tivamente, pelas letras P, f ou ¢, indexadas ou ndo. Associado a cada predi-
cador P (ou funtor f) existird um ntmero natural ndo nulo, chamado o peso
de P (ou f). Um predicador (ou funtor) m-drio serd um predicador (ou
funtor) de peso m.

Vocabulédrios serdo denotados pela letra ¥, indexada ou ndo. Um vo-
cabulério finito, ¥ = {Py,..., B, f1,-.., fjs¢1,. - -, Ck}, serd também denotado
VP Piy iy 5161 e

Dados N uma estrutura e ¥ um vocabuldrio, V seré adequado para N
se pudermos associar a cada predicador m-ario P de )V uma relagdo m-aria
Py de N, a cada funtor m-drio f de V uma operagio m-dria fy de M e a
cada constante individual ¢ de ¥V um elemento distinguido ¢y de M. N serd
adequada para V se V for adequado para V.

Dado um vocabulério V, a linguagem de primeira ordem (com igualdade)
sobre V, denotada L£(V), e a linguagem de segunda ordem (com igunaldade)
sobre V, denotada £2(V), serao definidas de maneira usual, considerando-se
os elementos de V como os simbolos ndo ldgicos.

Admitiremos como conhecidos os conceitos basicos referentes a sintaxe e
a semantica destas linguagens, tais como sao apresentados, por exemplo, em
[2].

Uma estrutura serd adequada para uma linguagem se for adequada para
seu vocabulério.

Seja £ uma linguagem de primeira ordem, N uma estrutura adequada
para £, t um termo de £ e A uma fdrmula de £. Denotaremos por VI(A) o
conjunto das varidveis livres de A. Por Alzy,...,%,] uma féormula, tal que
VI(A) = {z1,...,2n}. A serd uma sentenca se VI(A) = 0. Se A for uma
sentenca, |=u A significard que A é verdadeira em N. Neste caso, diremos
também que A é um modelo de A. Se % for um conjunto de sentencas de £,
um modelo de % serd um modelo de cada um dos elementos de X.. A serd uma
consegiéncia semantica de ¥, denotado ¥ |= A, se toda estrutura adequada

para L que for um modelo de %, também for um modelo de A. A serd vdlida,
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denotado = A, se § = A.

Uma nocao de demonstragdo a partir de um conjunto de hipdteses, tal
como & apresentada, por exemplo, em [2], é admitida. Uma senfenca A serd
uma consequéncia sintdtica de um conjunto de sentengas 3, denotado % - A, V
se existir uma demonstracio de A a partir de X. A serd um teorema, denotado
A sef A

O resultado seguinte expressa a equivaléncia enfre os conceitos de con-

seqliéncia semantica e sintatica:

Teorema 1.1 (da completude) Se £ for uma linguagem de primeira or-
dem, A uma sentenca de L e X um conjunto de sentencas de L, entdo as
segquintes condigdes serdo equivalentes:

a) X | A

b) X+ A.

Assim, usaremos indistintamente os simbolos |= e |-, sempre que acharmos
conveniente. Diremos simplesmente A é conseqiiéncia de > e denotaremos
A e Cn(X).

Uma teoria (elementar) sobre uma linguagem de primeira ordem L serd
um conjunto de sentencas de L, fechado para a relacdo de conseqiiéncia.
Existem duas maneiras usuais de se definir uma teoria sobre uma lingunagem
L: semantica e sintaticamente.

Semanticamente, uma teoria é definida como o conjunto de todas as sen-
tencas de L que sdo verdadeiras em uma classe K de estruturas adequadas
para L. A teoria definida a partir de K ser4 chamada a teoria de K e deno-
tada Th(K). Se K = {N}, entéo a teoria de K serd denotada simplesmente
Th(N). Se N = (N, PY,..., Py, [y, fa iy, ¢k, entdo Th(N) serd
denotada Th(N, P, ..., P, fr. oy FlEhy .., ko).

Sintaticamente, uma teoria é definida do seguinte modo:

(1) Fixamos um determinado conjunto recursivo Az de sentencas de L;
(2) Definimos a teoria como o conjunto de todas as sentencas de £ que sdo
consequéncia dos elementos de Axz.

Az serd chamado um conjunto de aziomas para a teoria. Uma teoria

T sera axiomatizdvel se existir um conjunto Az de axiomas para 1'. Serd
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finitamente aziomatizdvel se for axiomatizavel e Az for finito. (Podemos
dizer que este trabalho, consiste do estudo de duas maneiras distintas de se
definir um conjunto de axiomas para uma teoria axiomatizavel.)

Uma teoria 7 serd completa se para qualquer sentenca A de sua lin-

guagem, T F A ou 7 F —A. Serd consistente se para nenhuma sentenca A de

sua linguagem, 7 - Ae7  —A.



Capitulo 2

Principios de Inducao

Neste capitulo, descrevemos uma construgio algébrica que pode ser efe-
tuada em uma dada estrutura N, dados B C N e R e F, respectivamente,
conjuntos de relagdes e operacdes de N. O resultado desta construcio seré
uma subestrutura de A, chamada a estrutura gerada em N, a partir de B,
por R e F. Em particular, nosso objetivo é mostrar que a toda estrutura
definida por este processo corresponde um enunciado, chamado o principio
de indu¢do associado a B, R e F. Reciprocamente, veremos que a todo
principio de indugdo associado a B, R e F corresponde uma estrutura gerada,
a partir de B por R e F.

Os resultados deste capitulo sdo bem conhecidos e encontram-se reunidos,

por exemplo, em [2].

2.1 Alguns exemplos da aritmética

Seja N uma estrutura, B C N, R e F, respectivamente, conjuntos de
relagdes e operagdes de N. O dominio C' da subestrutura de N que queremos
construir, devera conter:

1) todos os elementos de B;

2) todos os elementos b € N para os quais existem by,...,b, € C e
Py € R, (m + 1)-4ria, de modo que Py (b, ..., bm,b);
3) todos os elementos b € N para os quais existem by,...,b, € C e

fv € F, m-éria, de modo que b = fn(b1,...,bn).

A idéia é que sdo dados em 1) certos elementos iniciais, com os quais
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podemos iniciar a construcdo de C. Em 2) e 3) certos modos de se combi-
nar estes elementos, obtendo novos elementos de €. De uma maneira geral,
os elementos obtidos por aplicagdes dos passos 2) e 3) ndo sdo, necessaria-
mente, distintos. Mas o que queremos é que C contenha exatamente todos

os elementos que somos habilitados a construir.

EXEMPLO Considerando a estrutura Z = (%, S, <,+,-),onde Z, S, <, +
e - s30 usuais, podemos construir IV C % de quatro maneiras distintas:

a) Tomando como elementos inicial o nimero 0 e aplicando sucessivamente a
operagao undria S. Os elementos de IV serdo os nimeros inteiros 0, S(0) = 1,
S(S(0)) =2, S(S(S(0))) =3, .... Neste caso, B ={0}, R=0e F = {S};
b) Tomando como elementos inicial o ndmero 0 e utilizando a relagio < para
“selecionar” os niumeros naturais dentre os niumeros inteiros. Os elementos
de IN serdo os nimeros inteiros ndo negativos 0 < 1 < 2 < 3 < .... Neste
caso, B={0} R={<}eF =0

¢) Tomando como elementos iniciais os niimeros 0 e 1 e aplicando sucessiva-
mente a operagao binaria 4. Os elementos de IV serdo os ndmeros inteiros 0,
L,14+1=2,1+141=3,.... Neste caso, B={0,1}, R=0e F = {+};
d) Tomando como elementos iniciais o nimero 0, o ndmero 1, todos os
nimeros primos positivos e aplicando sucessivamente a operagao bindria -.
Os elementos de IV serdo 0, 1 e os nimeros inteiros que podem ser decom-
postos em um produto de nimeros primos positivos. Denotando o conjunto

dos ntimeros primos por II, neste caso, teremos B = {0,1}UIl, R = 0 e
F=A{}

Dados NV, B, R e F, para definir C' de maneira formal, podemos escolher
entre duas op¢oes: o método Top-down e o método Bottom-up. Passaremos

agora a examinar cada um destes métodos.

2.2 Top-down

No método top-down definimos C' como o menor subconjunto de N que
contenha B e que tenha como elementos cada um dos elementos de N que

pode ser obtido a partir de elementos que ja estejam em C, por aplicacio das
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relacdes e operacoes “construtoras”. Teremos, entdo as seguintes definigoes:

Defini¢do Seja N uma estrutura, X C N, Py uma relagdo (m+1)-aria
de NV e fy uma operagiao m-aria de N.

i) X serd fechado para Py se para todos by,...,bn,b € N, tivemos que
bi,...,bm € X € Py(by,...,bn,b) acarretam b € X;

i) X serd fechado para fy se para todos by,...,b, € N, tivermos que

bi,...,bm € X € fn(b1,...,by) = b acarretam b € X.

Assim, X serd fechado para uma relagao ou operagdo se ndo pudermos

“sair” de X por aplicagbes sucessivas desta relagdo ou operacdo a elementos

de X.

Definicdo Seja N uma estrutura, B € N, R um conjunto de relagbes
de N e F um conjunto de operagdes de A'. Um subconjunto X de N sera
estdvel com relagao a B, R e F se satisfizer as seguintes condigGes:

i) BC X,

it) X é fechado para cada uma das relagoes de R;

iii) X é fechado para cada uma das operagdes de F.

A proposicio seguinte € imediata das defini¢des:

Proposigao 2.1 Se NV, B, R ¢ F, forem como na defini¢io anterior, entdo

N serd estdvel com relagio a B, R e F.

Prova:

Obviamente, B C N e N ¢ fechado para cada elemento de RU F. =

Assim, a familia dos subconjuntos estaveis com relagio a B, R e F, de
uma dada estrutura A, é ndo vazia.

Isto motiva a seguinte definigdo:

Definigao Seja N, B, R e F como nas definicdes anteriores. O conjunto
gerado a partir de B pelas relagdes de R e operagdes de F, denotado Cf » 7,
serd definido pela seguinte igualdade:

Chrr=Nxcn{X : X ¢é estavel em N com relagio a B,R e F}.

9



Os resultados seguintes mostram que C§ 5 # é, na verdade, o subconjunto

C' que estamos procurando.

Proposigao 2.2 Se N, B, R e F forem como nas definicoes anteriores,

entdo C p 5 serd estdvel.

Prova:
i)Sex € Be X C N for estavel, entdo como B C X, teremos z € X. Assim,
para todo X C N, estével, z € X, ou seja z € CF rg;
i) Seja Py uma relacdo (m + 1)-dria de R e by,...,by,0 € N, tais que
bi, .. bm € Chpre Pu(bi,. .., bm,b).

Se X C N for estivel, entdao by,...,b, € X € Py(b1,...,bm,b). Dali,
b€ X. Assim, para todo X C N, estével, b € X, ou seja, b € Cg x r;
i) Seja fy uma operagdo m-aria de F e by,...,bp,b € N, de modo que
biyoo s bm € Chr e fr(by,...,bn) = b

Se X C N for estdvel, entao by,...,b, € X e fn(bi,...,bn) = b. Dai,
b€ X. Assim, para todo X € N, estavel, b € X, ouseja b€ Cf. n

» ~ . . * P . /
A proposigao acima garante que Cj 5 » é um subconjunto estavel de N,

com relagdo a B, R e F.

Proposicdo 2.3 Se N, B, R ¢ F forem como nas definicies anteriores e

X C N for estdvel com relagio a B, R ¢ F, entio Chpr » C X.
Prova:

Chrr=Nxcn{X : X é estavel com relagioa B, Re F} C X. u

A proposigdo acima garante que C'% é 0 menor subconjunto estavel de

N, com relagdao a B, R ¢ F.

2.3 Bottom-up

No método bottom-up definimos C' como o subconjunto de N que con-
tenha B e que tenha como elementos todos os elementos de N que podem ser
alcancados a partir dos elementos de B, por um nimero finito de aplicacdes

das operagdes construtoras. Temos, entdo, as seguintes defini¢oes:
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Definicao Seja N uma estrutura, B C N, R um conjunto de relagbes
de N e F um cojunto de operagdes de N'. Uma seqiiéncia finita (ay, ..., am)
de elementos de N serd uma sequéncia de constru¢io em relacdo a B, R e
F se para cada indice 7, 1 < ¢ < m, tivermos ao menos uma das seguintes
condicdes:

i) a; € B;

i) existem a;1, ..., a;, anteriores a a; na seqiiéncia e Ry uma relagio
(k + 1)-4ria de R, tais que Ry(as,. .., ai, a;);

iii) existem a1, ..., ay, anteriores a @; na seqiiéncia e fy uma operagao

k-éria em F, tal que fy(ai,...,ax) = a;.

Uma seqiiéncia de construgao descreve como podemos gerar um elemento

de C a partir dos elementos de B, por aplicagdo das operacoes construtoras.

Definigdo Seja N, B, R e F como na defini¢do anterior ¢ @ € N.

i) Uma seqiéncia de construgio de a em relagio a B, R e F serd uma
seqiiéncia de construgdo em relagdo a B, R e F que termina em a;

it) O conjunto gerado a partir de B pelas relacbes de R e operacdes de
F, denotado CB ™7 gerd definido pela seguinte ignaldade:

Cf’R’j: —

B, R e F}.

{a € N : existe uma seqiiéncia de construcdo de a em relacdo a

BR,F
Coe

Denotamos por ao conjunto dos elementos de N para os quais

existe uma seqiiéncia de construcao de comprimento m.

B,R,F
C,

Os resultados seguintes mostram que é, na verdade, o subconjunto

C' que estamos procurando.

Proposicio 2.4 CP*7 = B.

Prova:

Para cada elemento b € B, (b) é uma seqiiéncia de construgdo de b em

relacdgoa B, R, F. =

Proposigio 2.5 Se m for um nimero natural ndo nulo, entdo CBR7 C

BR,F
Cm+1 »
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Prova:

Se a € CBRF entdo existird (ay,...an) uma seqiiéncia de construgio
de ¢ em relacdo a B, R e F, de comprimento m. E facil verificar que
(a1,...,0m,a) serd uma seqiiéncia de construgdo para a em relagdo a B, R e
F, de comprimento m + 1. =

BR,F BR,F
C; Coro,

Proposicao 2.6 = Upnen*

Prova:

(=) Se a € CBR¥ | entdo existird uma seqiiéncia de construgio para a em
relagdo a B, R e F. Como toda seqiiéncia de construgao é finita, a € CBR7
para algum nimero natural ndo nulo m.

(<) Se existir um nimero natural ndo nulo m, tal que a € CBR7 | entdo
existira uma seqiiéncia de consti’ugéo de @ em relagdo a B, R e F, de com-

primento m. Assim, a € CBR7 . u

2.4 Conjuntos gerados finitamente

Agora que temos duas maneiras distintas de construir o subconjunto C,

resta-nos provar o seguinte resultado:

Proposigao 2.7 Se N for uma estrutura, B C N, R wm conjunto de rela-
OBRF
Pkl

¢oes de N e F um conjunto de operagdes de N, entdo Cp p r =
Prova:
(=) Para provar que C§  » C CF®7 basta mostrar que CP®7 & indutivo.
Isto é, que B C CBRF ¢ que CBR¥ ¢ fechado para todas as relagoes de R
e operagdes de F.

i) B=C; C CBRF,

) Se by,...,bm,0 € N e Ry(by,...,bnm,b), entdo existird uma seqiiéncia
de construgédo de b em relagdo a B, R e F.

Agora, se by,...,b, € CBR7T | existirdo, (bir,...,b1m,), (baty- .., b2m,),

voy (bm1y - -« bmm,, ) seqiiéncias de construgdo de by, ..., b, em relacio a B,
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R e F. E facil verificar que (b1, -+, Btmys 021s- -« » D2mas - - - 5 binty - - - > bumy,) 6
uma, seqiiéncia de construgio de b em relagio a B, R ¢ F.
(«=) Se a € CBR7 | existird uma seqiiéncia de construgio (a1,...,0y) de a,
em relagdo a B, R e F. Vamos provar por inducdo em m que cada um dos
ai, 1 <1 <m, éum elemento de Cf 5 ».
Base: Sem =1, teremos a = a1 € BC Cf 5 7
Hipdtese: Suponhamos que para cada ¢, 1 < <k a; € Ch g 7
Passo: Como (ay,. . .,a,) é uma seqiiéncia de construgdo, teremos dois casos:
12 caso: Existem @ma,...,0mk, anteriores a ar na seqiiéncia e Ity uma
relagio (my, + 1)-4ria em R, tais que Ry(am1, .-+, Gmk, Ok)-
29 caso: Existem api,...,ank, anteriores a a na seqiéncia e fy uma
operacio my-aria em JF, tais que fn(ami, ..., Gmk) = k.

Agora, pela hipétese de indugéo, dpi,...,emp € Ch g 5 € como O x é

indutivo, em ambos os casos teremos ar, € Ch g 7. w

Assim, dada uma estrutura A', B C N, R um conjunto de relacdes de A/
e F um conjunto de operacdes de N, o resultado acima pode ser sumarizado

nas seguintes igualdades:

({X : X é indutivo em relagdo a B,Re F} = Chp = CPRT = | C,.
XCN neN*

Temos, finalmente, a seguinte definicao:

Definigdo  Seja N for uma estrutura, B C N, R um conjunto de
relacdes de N e F um conjunto de operagoes de N. O conjunto gerado em N
a partir de B, pelas relagoes de R e operagoes de F, denotado C(B, R, F),

sera definido pela seguintes igualdades:

C(B,R,F)=Chpr= CBRF

*

2.5 Principios de indugao

Dada uma estrutura A/, B C N, R um conjunto de relagdes de N e F um
conjunto de operagoes de A, podemos utilizar o conjunto C(B,R,F) para

definir uma subestrutura de V.
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Definicdo Seja N uma estrutura, B € N, R um conjunto de relacdes
de N e F um conjunto de operacgbes de N. A subestrutura indutiva de N
com relacgao a B, R e F, serd a estrutura M, definida do seguinte modo:

¢) Dominio: M = C(B,R,F);

ii) Relacbes distinguidas: Para cada Ry € R, a restricio de By a
C(B,R,F);

i11) Operagdes distinguidas: Para cada fy € F, a restricdo de fiv a
C(B,R,F);

iv) Elementos distinguidos: Os elementos de B.

Definicao Sejam N, B, R e F como na defini¢io anterior e M C N.
O principio de indug¢do associado a M com relagdo a B, R e F, denotado
I(M), serd o seguinte enunciado: Se X for um subconjunto indutivo de M

com relagio a B, R e F, entdo X = M.

Temos, entao, o seguinte resultado:

Proposigao 2.8 Se N, M, B, R e F forem como nas defini¢ées anteriores,
e B, R e F forem, respectivamente, os conjuntos de elementos, relagoes e
operagoes distinguidas de M, entdo as sequintes condi¢ées serdo equivalentes:
a) M é indutiva com relagdo o B, R e F;
b) M satisfaz a I(M).

Prova:

(=) Se M for indutiva com relagao a B, R e F, e X for um subconjunto
indutivo de M com relagio a B, R e F, teremos M = C(B,R,F) C X.
Como X C M, teremos X = M, ou seja, M satisfaz a [(M).

(<=) Como C(B,R,F) é indutivo com relagio a B, R e F se M satisfizer a
I(M), entao C(B,R,F) = M. Dai, M serd indutiva com relagdo a B, R e
F.m

EXEMPLO Considerando Z = (7%, 5, <,+, ), onde Z, S, <, + e - sdo usuais,
temos:

a) (IN,0,S5) é indutiva em Z com relagio a {0} e {S};
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b) (IN,0,<) também é indutiva em 7 mas com relagio a {0} e {<};
¢) (IN,0,1,+) é indutiva em Z com relagdo a {0,1} e {+1};
d) (IN,{0,1} UII,-) é indutiva em Z com relagio a {0,1}UIl e {-}.

Assim, associado a cada uma destas estruturas temos um principio de
inducdo:
a) No caso de (IV, 0, S), temos o conhecido principio de indugio matemdtica,
I(IN,0,5), que pode ser enunciando do seguinte modo: Se X C N for tal que
0€ X eS(z) € X sempre que z € X, entdo X = IN;
b) No caso de (IV,0, <), temos o principio de indugdo completa, ou por curso
de valores, I(IN, 0, <), que pode ser enunciando do seguinte modo: Se X C N
fortal que 0 € X ey € X sempre que z € X ez <y, entio X = IN;
¢) No caso da estrutura (IV,0,1,+), temos o principio de indugio para a
adi¢do, I(IN,0,1,+), que pode ser enunciando do seguinte modo: Se X C N
for tal que 0,1 € X ex+y € X sempre que z,y € X, entio X = IN;
d) Finalmente, no caso da estrutura (IV,{0,1} UTI,-), temos o principio de
indugdo para o multiplicacdo, 1(IN,{0,1} UIL, ), que pode ser enunciando do
seguinte modo: Se X C N for tal que 0,1 € X, p € X sempre que p for
primo ez -y € X sempre que x,y € X, entdo X = IN.
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Capitulo 3

Aritmética Elementar dos
Niumeros Naturais e Esquemas
de Inducao

Como vimos no capitulo anterior, a toda estrutura indutiva estd associ-
ado um principio de indugdo e a todo principio de inducgio corresponde uma
estrutura indutiva. Em outras palavras, podemos considerar um principio de
inducdo como um enunciado informal de que uma dada estrutura pode ser
obtida como o resultado de uma determinada construcdo algébrica. A saber,
se NV for uma estrutura e M C N for uma subestrutura com relacio a R e F,
entdo o principio de indugdo [(M) afirma que M é a subestrutura indutiva
de N, com relagéo a B, R e F.

Neste capitulo, pelo estudo de um exemplo particular, consideramos o
problema de expressar o conteiido de um principio de indugao em uma lin-

guagem formal.

3.1 Axiomas de Peano

Na axiomatizacao da aritmética dos nimeros naturais, usualmente, con-
sideramos os chamados aziomas de Peano. Estes axiomas dizem respeito aos
conceitos primitivos nimero natural, zero e sucessdo, e em termos informais,

podem ser enunciados do seguinte modo:

Py. Zero é um ntimero natural;

P,. Sucessao é uma operacao que efetuada sobre um nitmero natural z,
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fornece como resultado um nimero natural, chamado o sucessor de z;

S1. Zero nao é sucessor de nenhum nimero natural;

S9. Ndimeros naturais distintos possuem sucessores distintos;

IM. Qualquer subconjunto do conjunto dos nimeros naturais, que con-
tenha o zero e que contenha o sucessor de cada um de seus elementos, conterd

todos os nimeros naturais.

Intuitivamente, os axiomas P; e P, afirmam que ao menos zero, o sucessor
de zero, o sucessor do sucessor de zero, etc., sdo niimeros naturais. Os axiomas
51 e Sy afirmam que todos os nimeros naturais obtidos acima sao distintos.
F o axioma IM, na verdade o principio de inducdo associado a estrutura
indutiva (IN,0,S5), afirma que estes sdo os dnicos mimeros naturais.

Formalmente, prescindimos dos axiomas P; e P». Em seu lugar, pode-
mos considerar o vocabuldrio V,; = {0, s} pois uma estrutura adequada para
L(V,s) deverd conter em seu dominio N um elemento distinguido 0 e, definida
em IV, uma operagdo unéria 9.

Na linguagem L£(V,s), S1 € Ss podem ser enunciados do seguinte modo:

S1. Va sz # o;
Se. VaVy (se = sy — z =y).

De fato, dada uma estrutura N' = (N,0,5), onde N # §, 0 € N e
S : N — N é uma operacdo, podemos interpretar os axiomas S; e Sz, do

seguinte modo:

S1. Afirma que 0 nao estd na imagem de S, isto ¢, 0 ndo é sucessor de
nenhum ndmero natural;

Sa. Afirma que a operagdo S € injetiva.

Assim, ao efetuarmos esta operacdo sobre um ndmero natural, obtemos
como resultado um nimero natural que ainda néo foi gerado e, em particular,
aplicando S sucessivamente a partir do zero, obtemos uma seqiiéncia infinita

de nimeros naturais distintos.

O axioma IM, chamado azioma de indugcdo matemdtica, é um enun-
ciado sobre subconjuntos arbitrarios de N e pode ser formalizado na lin-
guagem L2(V,;), onde quantificamos varidveis cujos valores sdo subconjuntos

do dominio de interpretacio:
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IM. VX (X[o] AVz (X[z] — X[sz]) — Vz X[z]).

Assim, teremos as seguintes defini¢oes:

Definicdo Chamamos aritmética de Peano, denotada P, a teoria de
segunda ordem definida do seguinte modo:

i) Vocabulario: V,,;

i1) Sentengas: Todas as conseqiiéncias dos seguintes axiomas:

Sy. Vx sz # o;

Sy. VaVy (sz = sy — z = y);

IM. VX (X[o] AVz (X[z] = X[sz]) — Yz X][z]).

Um modelo de Peano serd uma estrutura N = (N,0,S5), onde N # §,

0 NeS:N— N éuma operagio, que satisfaga aos axiomas Sy, S2 e I M.

Investigamos a seguir alguns resultados fundamentais que serdo utilizados

na escolha de axiomas para subteorias elementares da aritmética de Peano.

O teorema do homomorfismo

O principal resultado decorrente dos axiomas de Peano fornece uma carac-
terizagio dos modelos de Peano, na classe das estruturas do tipo de (IV, 0, S),
isto é, estruturas N = (N,0,5) onde N # 0,0 e NeS: N — N é uma

operacao.

Teorema 3.1 (do homomorfismo) Se N = (N,0,S) for uma estrutura do
tipo de (IN,0,5), entdo as seguintes condi¢des serdo equivalentes:

a) N é um modelo de Peano;

b) Para toda estrutura N' = (N',0',5") do tipo de (IN,0,S5), existe um
dnico homomorfismo de N' em N, isto é, existe uma unica funcio ® : N —
N', satisfazendo as sequintes condigies:

i) ©(0) =0

it) para todo z € N, ®(S(z)) = 5'(D(z)).

Prova:
(=) Euxisténcia: H4, basicamente, duas maneiras de se provar a existéncia da

funcéo ®.
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e Bottom-up: Definimos um segmento de N como um subconjunto X de N,
que satisfaca as seguintes condigoes: 0 € X e para todo z € N, se S(z) € X,
entdo € X. Definimos uma funcdo parcial como uma fungio f : X — N',
que satisfaca as seguintes condi¢des: X é um segmento de N, f(0) = 0’ e
para todo z € N, tal que S(z) € X, f(S(z)) = S'(f(z)).

Usando os axiomas Sy, S3 e IM, que sdo verdadeiros em N, podemos
provar que para toda fungdo parcial f, f(0) = (', que todo elemento z € N
estd no dominio de alguma fung¢do parcial e que se f; e fy forem fungoes
parciais e z € Dom(f1) N Dom(fs), entdo f(z1) = f(x2).

Combinando estes resultados, podemos provar que para todo z € N,

existe um vnico y € N', tal que f(z) = y, para alguma funcdo parcial f.
Assim, definimos ® : N — N', tal que para cada z € N, ®(z) é o tinico
y € N' que satisfaz a condigdo anterior. 15 imediato provar que ® satisfaz s
condigbes 1) e ii).
o Top-down: Definimos um conjunto regular de A como um subconjunto
X de N x N que satisfaga as seguintes definigdes: (0,0") € X e para todo
(z,y) € N x N, se (z,y) € X, entdo (S(z),S5"(y) € X. Existem conjuntos
regulares pois, por exemplo, N x N’ é regular. E imediato que X*, a intersecdo
de todos os conjuntos regulares é regular e que é o menor (com relacdo a
inclusdo) dos conjuntos regulares.

Usando os axiomas Si, Sy e IM que sdo verdadeiros em N, podemos
provar que para todo o € N, existe um tnico y € N, tal que (z,y) € X*.
Assim, definimos ® : N — N’, tal que para todo £ € N, ®(z) é o unico
y € N' que satisfaz a condicao anterior, Usando a fato que X™ ¢é regular é
imediato provar que ® satisfaz as condigbes ¢) e ).

Unicidade: A prova de unicidade de ® ndo apresenta dificuldades.

(<) Se N = (N,0,5) satisfizer a condigio b) do teorema, vamos mostrar que
N satisfard também a Sy, Sz e IM.

IM: Seja X C N, tal que 0 € X e para todo z € N, se z € X, entdo
S(z) € X. Se X # N, ou seja, se Y = N\ X # 0, entdo poderfamos
escolher de manecira adequada um conjunto M de mesma cardinalidade que
Y e disjunto de N, de modo a definir uma bijegéo f : ¥ — M. Tomando,
agora, N’ = M U N, poderiamos definir S' : N' — N’, do seguinte modo,
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para todo z € N”:
S(z sex € N

)
S'(z)=1 f(S(y)) sexz=f(y),yeYeSly)eY
S(y) sez=[f(y)yeYes(y)eX.

Definindo, agora, N/ = (N',0,5"), do mesmo tipo que (IV,0,5); @, :
N — N’ tal que, para todo z € N, ®1(z) =z e &3 : N — N’ tal que, para
todo z € N,

T sex € X
®s(z) = { S'(z) sez €Y,

poderfamos mostrar que ®, e ®, sio homomorfismos distintos de N' em N.
Assim, X = N.

S e Sy Utilizando o fato que N satisfaz a I M podemos mostrar que existe
um homomorfismo ®; : IN — N. Por outro lado, a condi¢do b) assegura que
existe um homomorfismo ®; : N — IN. E um raciocinio padréo [6] mostrar
que @1 o P é um homomorfismo bijetor de IV em IN e que dai, ®; € um

isomorfismo de IN em N. »

Categoricidade da aritmética de Peano

A nocédo de categoricidade estd relacionada com o poder de expressio de

uma teoria.

Definigdo Uma teoria serd categorica se quaisquer dois de seus modelos

forem isomorfos.

O resultado seguinte expressa uma importante relagio entre os conceitos

de completude e categoricidade:
Proposigao 3.1 Se T for uma teoria categorica, entio T serd completa.

Como um corolério do teorema do homomorfismo, temos o seguinte re-

sultado:

Teorema 3.2 (de Dedekind) Quaisquer dois modelos de Peano sio iso-

morfos.

Prova:
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Se M e N'! forem modelos de Peano, entao existirao ® e ® homomorfismos
de N em N’ e de N em N, respectivamente. Provando que ® o & é um

homomorfismo bijetor de /' em N concluimos que ® é um isomorfismo. m

O Teorema de Dedekind, no contexto de linguagens de segunda ordem,
é um resultado positivo, pois estabelece a completude de P, a partir de sua
categoricidade. A principal conseqiiéncia metamatematica do Teorema de
Dedekind é que para um conjunto relativamente grande de sentengas, de uma
linguagem cujo vocabulario é V,, qualquer sentenca que seja verdadeira em
um modelo de Peano, serd também verdadeira em todos os outros modelos de
Peano. Assim, se uma dada sentenca for verdadeira em um modelo de Peano
particular, tal como o modelo (IV,0,.S) dos nimeros naturais, serd também
uma conseqiiéncia l6gica dos axiomas de Peano. Em particular, isto se aplica a
uma quantidade expressiva de sentencas reconhecidamente verdadeiras sobre
numeros naturais.

No nosso caso, entretanto, o Teorema de Dedekind afirma que o axioma
de indugdo mateméatica nio encontra equivalente em linguagens de primeira
ordem, uma vez que, devido ao teorema LST nenhuma teoria elementar que
possua somente modelos infinitos sera categérica. De fato, o préximo resul-
tado afirma que, para linguagens de primeira ordem, a nog¢do de categoricidade

é trivial.

Proposicao 3.2 Se 7 for uma teoria consistente, entdo as sequinies condi-
¢oes serdo equivalentes:

a) T € categorica;

b) eziste um nimero natural m tal que todo modelo de T tem cardinalidade

m.

Prova:

(=) Se 7 for categdrica, como quaisquer dois modelos de 7 serdo isomorfos,
eles terdo a mesma cardinalidade ¢. Se ¢ > ¥y, como 7 é consistente, 7 pos-
suiria um modelo A que, de acordo com o teorema LST, teria uma extensio
elementar de cardinalidade maior que ¢ e que também seria um modelo de 7.

(<) Imediata. w
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Definicoes por recursao primitiva em modelos de Peano

Outra conseqiiéncia fundamental do Teorema do Homomorfismo que pode
ser usada na escolha de axiomas para subteorias elementares da aeritmética
de Peano ¢ o fato de que, por seu intermédio, podemos definir, em modelos

de Peano, operacdes por recursdo primitiva.

Defini¢do  Seja M = (N,0,5) uma estrutura do tipo de (IV,0, ),
g: N“t' > N, f: N - Neh:N“" — N operacdes em N. f seré
definida por recursio primitiva a partir de g e h se satisfizer as seguintes
condic¢oes, para todos z1,zs,...,%, € N:

i) flz1,...,2n-1,0) = g(@1,. ..y Tpe1);

i) f(®1,. ooy Tnot, S(20)) = (21, o s Ty [(T1, T2, - .+, Tnr))-

Teremos, entdo o seguinte resultado:

Proposic¢io 3.3 Se N = (N,0,S5) for um modelo de Peano, g : N*™! — N
e h : N*t' — N operacées em N, entdo existird uma unica operacdo f :

N™ — N, que € definida por recursdo primitiva a partir de g e h.

Como principais coroldrios da proposigao acima, temos as definicoes de

adicao, multiplicagdo e exponenciagéo, em modelos de Peano.

Definicdo Seja /' = (N,0,5) uma estrutura do tipo de (IV,0,5) e
f: N? — N uma operacdo bindria em N:
i) f serd uma adi¢do em N se satisfizer as seguintes condicdes, para todos
z,y € N:
A1) f(=,0) = =;
43) f(=,5(y)) = S(f(=,y)).
#) f serd uma multiplicagio em N se satisfizer as seguintes condigoes,
para todos z,y € N:
M) f(=,0) =0;
M) f(z,5(y)) = 9(f(=,y),y), onde g é uma adicio em N.
ii) f serd uma ezponenciagio em N se satisfizer as seguintes condicdes,

para todos z,y € N:
E1) f(z,0) = S(0);

23



By f(z,5()) = 9(f(=,y),y), onde g é uma multiplicagio em N.

Proposigao 3.4 Se N = (N,0,5) for um modelo de Peano, entio existird

uma unica adicdo, uma unica multiplicacdo e uma unica exponenciacio em

N.

As operagoes obtidas no teorema acima sio, usualmente, denotadas + 7,

‘w € Fp e sempre que ndo houver ambigiiidade, simplesmente, +, - ¢ E.

A regra de indugao matematica

Uma outra propriedade importante de P é que, por intermédio de I M,
podemos introduzir uma regra derivada que nos permite provar propriedades

que sejam verdadeiras, para todos os nimeros naturais. De fato, teremos:

Regra de indugdao matematica: Para provar que todos os ndmeros na-

turais possuem uma determinada propriedade X(z), é suficiente provar o

seguinte:

i) Base de indugdo: 0 possui a propriedade, ou seja, X (0);

it) Passo de indugdo: Para todo ndmero natural z, X () acarreta X (sz).
Parailustrar uma distin¢do importante, podemos agora, utilizando a regra

acima, provar algumas propriedades referentes a modelos de Peano.

EXEMPLO 1 Um passo fundamental na prova do Teorema do Homomorfismo
é mostrar que se N = (N, 0, S) for um modelo de Peano, entio todo elemento
de N estard no dominio de alguma fungao parcial. Isto pode ser feito do
seguinte modo, utilizando a regra de indugdo matemaética:

Se X(z) for a propriedade “existe f : N — N, tal que f é parcial e
z € Dom(f)”, teremos:
Base: X(0) é verdadeira, pois 0 € {0} e f: {0} — N, tal que f(0) =0 ¢é
parcial.
Passo: Supondo que X(z), ou seja, que existe f : N — N, tal que f é parcial
e ¢ € Dom(f), podemos definir f' : X U {S(z)} — N, tal que para todo
y € XU{S(z)},

s ) f(=) sey €x
J) = { S(f(4)) sey=S)
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e provar, facilmente, que f’ é parcial. Assim, teremos X (.5(z)).
Aplicando, agora, a regra de indugdo matemadtica, temos que todo ndmero

natural possui a propriedade X(z). w

EXEMPLO 2 Numa construcao sistemética da aritmética a partir dos axio-
mas de Peano, usualmente definimos a relagdo de ordem e provamos suas

principais propriedades, a partir das principais propriedades da adigdo:
Definigao VaVy (z <y « 3z (z 4+ S(2) = y).

Podemos agora provar, por exemplo, que se N' = (&N, 0, S) for um modelo
de Peano e a,b € N, ao menos uma das seguintes condi¢Ges serd verdadeira:
a<boua=>boub< a Isto pode ser feito do seguinte modo, utilizando a
regra de indugdo matematica:

Se X(z) for a propriedade “para todo y, ¢ < y ou z = y ou y < 27,
teremos:

Base: X(0) é verdadeiro pois, dado y, teremos dois casos:

12 caso: Se 0 = y, entdao obviamente, 0 < y ou 0 =y ou y < 0;

22 caso: Se 0 # y,entdo 0+y =y ey = 5(z) para algum z. Assim, 0 <y
oul=youy<0.

Passo: Supondo que X(z), ou seja, que para todo y, ¢ < y ou ¢ = y ou
y < x, teremos trés casos a considerar:

12 caso: Se z < y, entdo existird z, tal que £+ 5(z) =y. Dal, S(z)+ 2=y
e teremos dois subcasos:

a) Se z = 0, entdo S(z) = y; b) Se z # 0, entdo z = S(w), para algum w, o
que acarretard S(z) + S(w) =y, ou seja, S(z) < y.

22 caso: Se z =y, entdo S(z) = S(y) =y +1. Assim, y + S(0) = S(z) e
dai, y < S(z).

82 caso: Sey < x, entdo exisistird z, tal que y+5(z) = z. Dal, S(y+5(z)) =
S(z) e y+ S(S(2)) = s(z), o que acarreta y < S(z).

Em todos os casos, S(z) < y ou S(z) = y ouy < S(z). Assim X(z)
acarreta X (sz).

Aplicando, agora, a regra de indu¢do matematica, temos que todo niimero

25



natural possui a propriedade X(z). u

Os exemplos acima ilustram diferengas importantes entre as propriedades
que podem ser provadas por meio da regra de indugdo matematica.

Em primeiro lugar, a propriedade X(z) do exemplo 1, a saber, “todo
elemento estd no dominio de alguma funcéo parcial” é uma propriedade de
segunda ordem. Por outro lado, a propriedade X(z) do exemplo 2, a saber,
“para quaisquer z e y, ao menos uma das condigbes ¢ <youzx =youy <
é verdadeira e, claramente, de primeira ordem.

Em segundo lugar, utilizando os fatos anteriores, podemos mostrar que
a prova de que todo elemento de N possui a propriedade X(z) do exemplo
2, pode ser inteiramente formalizada no céalculo quantificacional classico, ao
passo que a prova de que todo elemento de NV possui a propriedade X (z) do
exemplo 1, ndo pode ser assim formalizada.

Em terceiro e dltimo lugar, enquanto a propriedade provada no exemplo
2 é uma propriedade aritmética usual, a propriedade provada no exemplo 1
€ uma propriedade algébrica dos modelos de Peano, necessaria para a prova
do Teorema do Homomorfismo.

Assim, concluimos que existem varios contextos distintos em que a regra
de indugdo matematica pode ser utilizada para a prova de propriedades da

aritmética dos nidmeros naturais.

3.2 Aritmética elementar

A aritmética elementar, também chamada aritmética de primeira ordem,
I . £ . ’ . .
¢ a parte da aritmética dos numeros naturais que pode ser formalizada em
uma linguagem de primeira ordem apropriada. Para caracterizar esta teoria
de maneira precisa, consideramos a estrutura (IV,0, S, <, +,-), onde IN, 0, 5,
<, -+ e - sd0 usuais, definimos uma linguagem de primeira ordem apropriada
para esta estrutura e estipulamos que a aritmética elementar consiste de todas
as sentencas da linguagem que sdo verdadeiras em (INV,0,5, <,+,-). Assim,

temos a seguinte definigao:
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Definicdo Chamamos aritmética elementar, denotada Th(IN,0, 5, <,
+,+), a teoria definida do seguinte modo:

i) Vocabuldrio: Vy;<i. = {0,8,<,+,-}, onde 0 é uma constante indi-
vidual, s é um funtor de peso 1, < é um predicador de peso 2 e + e - s&o
funtores de peso 2;

ii) Sentengas: todas as sentencas da linguagem L£(V,s<4.) que sdo ver-

dadeiras na estrutura N’ = (IV, 0, S, <, +, -).

A teoria Th(IN,0,S,<,+,-) é consistente e completa, pois é o conjunto
das sentengas de L(V,5<+.) que sdo verdadeiras em uma tnica estrutura.

Outras metapropriedades importantes da teoria T'A(IV, 0,5, <,+,+) séo
as seguintes: T'h(IN,0,S,<,+,) ndo é axiomatizavel [5], representa todas
as fungodes recursivas [5], é indecidivel [1] (na verdade, essencialmente inde-
cidivel) e possui modelos ndo padrao de todas as cardinalidades infinitas [14].

Diante dos resultados negativos acima, uma questio natural que se coloca
é a de estudar subteorias axiomatizdveis de T'h(IV,0,S5,<,+,-) que sejam
relevantes como teorias sobre aritmética elementar, ou seja, que provem uma
quantidade razodvel de teoremas expressivos da aritmética. Uma fonte inspi-
radora para a definicdo de tais teorias sdo os conceitos e resultados apresen-

tados na se¢do anterior, relativos aos axiomas de Peano.

3.3 Aritmética elementar de Peano

O teorema de Dedekind e a regra de indugio matematica, isto é, o fato
de que IM nao pode ser expresso em linguagens de primeira ordem e o de
que I'M introduz um método util para a prova de propriedades referentes
a nimeros naturais, nos remetem, naturalmente, & questio de considerar o
quanto de I M poderia ser expresso em linguagens elementares e que métodos
de prova associados, poderiamos introduzir, na teoria considerada.

A abordagem tomada, no estudo da teoria que é usualmente conhecida
como aritmélica elementar de Peano, decorre da observagio que uma grande
quantidade de resultados relevantes da aritmética dos niimeros naturais, even-

tualmente obtidos pelo uso da regra de indugao matemadtica, podem ser ex-
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pressos em linguagens de primeira ordem. Também ¢é digno de nota que uma
quantidade relevante de problemas em aberto, na aritmética dos ndmeros
naturais, tais como, por exemplo, a Conjectura de Goldbach, podem ser ex-
pressos em linguagens elementares. Assim, uma restricio de P somente a
enunciados de primeira ordem conteria uma quantidade relevante de resul-
tados (e quem sabe até alguns problemas em aberto) e seria digna de ser
estudada como uma subteoria da aritmética elementar. Assim, uma resposta
interessante para a questio acima seria restringir o axioma de indugdo de
modo que apliquemos a regra de inducao matematica somente a propriedades
de IN que possam ser definidas, de uma maneira concreta, por formulas de

L(Vss<y.). Teremos, entao a seguinte definicao:

Definigdo Chamaremos aritmélica elementar de Peano, denotada P A,
a teoria definida do seguinte modo:

i) Vocabuldrio: V,y.;

it) Axiomas: Todas as conseqiiéncias dos seguintes axiomas:

Sy. Vz sz # o;

Sy VaVy (sz = sy — z =y);

A Ve z+o0 =z

Ay VaVy z + sy = s(z +y);

M. Vz z 0= o

My Nz z-sy=a-y+uy;

EIM. Todas as sentencas da forma

Alo] AVz (Alz] — Alsz]) — Vz Alz],
onde A[z] é uma férmula de L(Vos5¢4-.).

PA é, entdo, a teoria de primeira ordem que obtemos quando acrescen-
tamos a S1 e Sy as definicdes recursivas de + e - e tanto quanto do axioma
de indugdo seja possivel, de modo a permanecer na linguagem £(V,s4.) € 0o
escopo da l6gica de primeira ordem.

Fsta teoria é consistente pois possui um modelo. Outras metaproprieda-
des importantes de PA sdo as seguintes: PA é incompleta [5], ndo é finita-

mente axiomatizavel [12], representa todas as fungdes recursivas, é indecidivel

[1] e, na verdade, essencialmente indecidivel.
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O esquema de axiomas FIM, acima, é chamado o esquema de ariomas de
indugio e dada uma férmula Alz] em £(V,s+.), a sentenga Afo] A Vz (Alz] —
Alsz]) — Vz Alz] é chamada o azioma de indugdo associado a Alz]. Em
relacdo ao axioma de indugdo associado, Alz] serd a férmula de indugdo e x
a varidvel de indugdo.

De acordo com o teorema LST, PA é mais fraca que P e n&o caracteriza a
estrutura (IN,0, 5, <, +, ), uma vez que possui modelos ndo padréo de todas
as cardinalidades infinitas.

Existem, agora, duas observagdes importantes a serem feitas. A primeira
é que enquanto o axioma de indugdo /M é dado por uma tUnica sentenca
de segunda ordem, EIM é dado por um esquema de aziomas, ou seja, um
conjunto de férmulas da linguagem de primeira ordem £(V,s4.), que possuem
a mesma forma. Assim, PA é recursivamente axiomatizavel, isto é, existe
um procedimento recursivo para decidir se uma dada sentenca A é, ou nao,
um axioma de PA. A segundo observacio é que a presenca do esquema
de axiomas de inducio em PA nos permite introduzir uma regra derivada

semelhante aquela introduzida pela presenga do axioma de inducao em P.

Definigao Chamaremos regra elementar de indu¢do matemdtica a regra:
Alo], Yz (Alz] — Alsz])
Vz Alz] ’
onde A[z] é uma férmula de £L(Vosy.).

Utilizando a regra acima, podemos provar em PA quase toda a extensao

do que é hoje conhecido como teoria elementar dos nimeros e combinatoria

finita [8, 9].

3.4 Esquemas de axiomas

Nesta segéo, investigamos mais detalhadamente a expressao dos principios
de inducao em linguagens de primeira ordem.

Usualmente, expressamos parte do conteudo de um principio de indugio
em uma linguagem elementar, de uma maneira construtiva, restringindo a

aplicagdo do principio somente a propriedades que possam ser expressas na

linguagem considerada.
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ExEMPLO Na aritmética clementar de Peano, PA, a expressdo do principio
de indugio matemética, I(IN,0,S5) em L(V,s+.) é o esquema de axiomas de
inducdo matemadtica, EIM, definido como o conjunto de todas as sentencas

de L(V,s4.) da seguinte forma;
Alo] AVz (Alz] — Alsz]) — Yz Alz],

onde Alz] é uma férmula de L(Vops<s ).
Assim, o esquema de axiomas de inducdo matematica, é introduzido como
o conjunto recursivo das sentencas de L(Vost.) que possuem a forma do

principio em questao,

Neste caso, definimos o esquema de axiomas, mediante os seguintes pas-
s08:
(1) Selecionamos um determinado conjunto recursivo I' de férmulas da lin-
guagem L(Vos1.);
(2) Associamos a cada férmula A de T', uma sentenga I(A);
(3) Tomamos I(T') = {I(A) : A é uma férmula de I'}.

EXEMPLO  Kspecificamente, EIM ¢é definido tomando-se I' como o con-
junto das férmulas de £(V,s4.) que possuem a ocorréncia de exatamente uma
varidvel livre e associando-se a cada férmula A(z) de I' a sentenga de L(V,s4.)

que possui a seguinte forma:
Alo) AVz (A(z) — A(sz)) — Vo A(z).

Observamos ainda que, no exemplo acima, consideramos o esquema de
axiomas como o préprio conjunto I(I'). Mas existem situagdes em que é
conveniente considerarmos o esquema de uma forma um pouco mais geral.

Seja L(V,s) a sublinguagem de £(V,s4.) cujo vocabuldrio consiste apenas
de 0 ¢ s. Seja T, a teoria sobre L(V,;), definida pelos seguintes axiomas:

S1. YV sz # o;

Sy VaVy (sz = sy — =z = y);

EIM(V,s). Todas as sentencas de E(Vos) da seguinte forma:

Alo] AVz (Alz] — Alsz]) — Vz Alz].
EIM (Vos)Aé o conjunto de sentencas obtido por aplica¢do de IM ao con-
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junto das férmulas de £(V,s) que possuem a ocorréncia de, exatamente, uma
variavel livre.

No capitulo 5, mostraremos que 7, ¢ a teoria da estrutura (IV, 0, S), onde
IN, 0 e S sdo usuais. Caracterizaremos todos os seus modelos e decorrerd dai
que entre estes se encontra a estrutura N = (N, Oy, Sy ), definida do seguinte
modo (e € a base dos logaritmos neperianos):

i) Dominio: N=INUX, onde X ={e":n € Z};

ii) Elemento distinguido: 0y = 0;

iti) Operacao distinguida: Sy : INUX — INUX é a operagdo definida
do seguinte modo, para todo ¢ € IV U X:

_Ja+1 seac N
SN(G)_{e-a sea € X.

Podemos considerar a possibilidade de estendermos 7, a uma nova teoria
7,54+ acrescentando a S1, Sy € a0 esquema, os seguintes axiomas, que expres-
sam a definicdo recursiva da adi¢do, a partir de o e s:

Ai. Ve z 4+ 0= z;

Ag. VaVy x + sy = s(z + y).

Teremos entao, a seguinte questdo: que propriedades usuais (associativi-
dade, regularidade, existéncia do elemento neutro, comutatividade, etc.) da
operagao de adicao, poderiam ser provadas na teoria 7,7 Como veremos,
existem duas respostas a esta pergunta, dependendo do modo como conside-
ramos o esquema de axiomas.

Se consideramos o esquema apenas como o conjunto das sentencas de
L(V,s) que possuem a forma de I(IV,0,S5), nenhum dos seus exemplares,
quando considerado como um axioma de 7, , possuird ocorréncia do simbolo

+. Decorrera dai que as propriedades usuais acima ndo estdo asseguradas.

EXEMPLO E fcil verificar que a estrutura N7 = (N',0nv, Snr, +n1), definida
abaixo € um modelo de 7,54 e que +nr ndo é associativa.

i) N',0pn, Sy sdo como em N

it) +n+ é a operagdo bindria em N’, definida do seguinte modo, para

a,be N:
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a se b= 10

a+b se a, b€ IN
a+y b=+ e° seacNebeX
e’ seac Xebe N

|Ina +1Inb| se a,b€ X.

Por outro lado, quando passamos de 7,5 a o5y, € usual considerarmos
a extensdo dos axiomas ndo somente pelo acréscimo de Ay e Ay a Sy, Sz €
EITM(V,,), mas também pelo acréscimo de todas as sentengas de L(Vosy.) da
forma de I(IN,0,5) que possuem a ocorréncia do simbolo +. Neste caso, a
teoria 7T,y é definida pelos seguintes axiomas:

S1. Vz sz # o;

Sy. YVaVy (sz = sy — = =y);

Ay Ve x+o=ux;

Ag. VaVy z + sy = s(z + y);

EIM(V,s4). Todas as sentencas de L£(V,s4) da seguinte forma:

Alo] AVz (Alz] — Alsz]) — Vz Alz].

I facil verificar que a teoria acima prova todas as propriedades usuais da
adigéo [9].

Assim, podemos considerar um esquema de axiomas de duas maneiras
distintas:

(1) Como um conjunto I(T") de sentencas de uma linguagem de primeira
ordem £, obtido pela aplicagdo de uma func¢do / a um conjunto recursivo de
férmulas de £;

(2) Como uma fungéo I que nos permite, dada uma linguagem de primeira or-
dem L (satisfazendo a determinadas condi¢es) e um conjunto I' de férmulas
de £ (satisfazendo uma determinada condigdo recursiva), construir um con-
junto de sentencas de L.

No primeiro caso, temos a nocao de esquema devida a Von Neumann,
onde o axioma é definido como o conjunto das férmulas da linguagem que
possuem uma dada forma.

No segundo caso, temos uma no¢do mais geral de esquema que incorpora,
como a de Frege, o conceito de aplicagao do esquema a extensdes da linguagem

que contém os simbolos elementares que ocorrem no esquema.
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Capitulo 4

Linguagens Esquematicas e
Especificacao de Teorias

Como vimos nos capitulos anteriores, a toda estrutura indutiva esté as-
sociado um principio de indugdo e a todo principio de indugdo corresponde
uma estrutura indutiva. Um axioma de indugéo é a expressao de um principio
de indug¢do em uma linguagem formal. Dada uma estrutura indutiva N, sua
teoria T'h(N) e o principio de indugio I(N) associado, devido as limitagdes
inerentes ao poder de expressao das linguagens de primeira ordem, sé podemos
expressar em T'h(N) parte do conteddo de I(A'). Com o objetivo de expressar
parte do contetdo do principio de indugdo em T'h(N), introduzimos a nogéo
de esquema de axiomas de inducdo como o conjunto das sentengas de L(N)
que possuem a forma do principio considerado, ou ainda, as sentengas obti-
das por aplicacio de I(N) somente a propriedades que possam ser espressas
em L(N). No capitulo anterior, exemplificamos duas maneiras distintas em
que podemos considerar um esquema de axiomas. Neste capitulo, estudamos
as duas maneiras usuais de se expressar parte do contelddo dos principios
de indugdo em linguagens de primeira ordem: os esquemas de aziomas e as
formulas esquemdticas.

Os principais conceitos e resultados aqui apresentados encontram-se dis-
persos na literatura e seu fratamento sistemético foi uma de nossas prin-
cipais motivacdes. Foi somente no decorrer de nossos estudos, quando ja
haviamos elaborado este capitulo, que tomamos contato com [3], onde, pelas

informagoes que pudemos angariar, tais conceitos e resultados encontram-se
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pela primeira vez reunidos.

4.1 Linguagens esquematicas

Nesta secdo, apresentamos o conceito de as linguagem esquemdtica. Lin-
guagens esquematicas serdo extensoOes das linguagens de primeira ordem que
possuem entre as suas ebfs férmulas especiais, chamadas formulas esquemdti-
cas. Dentre as formulas esquematicas destacam-se as sentencas esquemdticas
que desempenhardo um papel fundamental na definicdo e na aplicacdo de

esquemas de axiomas e, em particular, dos esquemas de axiomas de indug&o.

Definigao Uma linguagem esquemdtica associada a uma linguagem de
primeira ordem £, denotada LE, consistird do seguinte:

i) Simbolos: Os simbolos de LE s3o:

a) Os simbolos de £;

b) As varidveis esquemdlicas: Uma quantidade ndo nula, de sfmbolos
distintos dos simbolos de L.

Variaveis esquematicas serdo denotadas pelas letras X, Y ou Z, indexa-
das ou ndo. Associado a cada variavel esquematica X existird um niimero
natural chamado o peso ou aridade de X. Uma varidvel esquemética serd
n-dria se for de peso n.

c) Os sinais de pontuagdo: | (abre colchetes) e ] (fecha colchetes).

i) Expressbes bem formadas: As expressoes bem formadas (ebfs) de
LE s3o:

a) As ebfs de £;

b) As expressdes sobre o alfabeto de LE, dadas pela seguinte defini¢do
indutiva:

Rf1) Se o for uma varidvel esquemdtica de peson ety, ..., t, forem termos
de L, entdo afty,...,t,] serd uma ebf de LE;

Rf;) Se o for uma ebf de LE, entdo (—a) serd uma ebf de LE;

Rf3) Se o e B forem ebfs de LFE, entao (o — B) serd uma ebf de LE;

Rf4) Se a for uma ebf de LE e z for uma varigvel individual de £, entao

Vzo serd uma ebf de LF.
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As ebfs de LFE serdo também chamadas férmulas esquemdticas. Formulas

esquematicas serdo denotadas pelas letras a, f ou §, indexadas, ou nao.

Definicao Uma férmula esquematica sera:

i) atomica se for obtida por aplicacdo da regra Rf;

i) uma negagdo esquemdtica se for obtida por aplicagdo da regra Rf;;

4i1) uma tmplicagdo esquemdtica se for obtida por aplicacdo da regra Rfs;

iv) uma generaliza¢do esquemdtica se for obtida por aplicagdo da regra
Rfs;

v) estrita se possuir ao menos uma ocorréncia de variavel esquematica.

Analogamente as linguagens de primeira ordem, teremos as seguintes

abreviacoes:

Definigdo Seja LFE un a linguagem esquemética, x uma variavel de £
e a, B formulas esquematicas de LF:

1) (@ A B) =der ~(a = —B);

i) (@ V B) =des (ma — B);

i4i) Jz o =ge5 "V -0

Definimos também as no¢oes de ocorréncias livres e ligadas de variadveis

individuais de £ em férmulas esquematicas de LE:

Definigao Seja LF uma linguagem esquemética e @ uma férmula es-
quematica de LE. O conjunto das varidveis livres de a, denotado VI(«), serd
definido pelas seguintes regras:

Vi) Se « for uma férmula A de £, entdo Vi(a) = VI(A);

Vlip) Se a for X|[ty,...,t,], onde X é uma varidvel esquemética de peso
n, entdo Vi(a) = VI(t) U ... UVI(L,);

Vl3) Se a for (=), entéo Vi(e) = VI();

V1) Se a for (f — 6), entdo VI(a) = VI(B) U VI(6);

Vls) Se o for Vz B, entdo Vi(a) = VI(B) \ {z}.

Finalmente, temos a seguinte definigao:

Definigao Seja LF uma linguagem esquemética, £ uma varidvel de £
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e a uma formula esqueméatica de LF.
i) & ocorrerd livre em « se z € Vi(a);
i) & ocorrerd ligada em « se z ocorrer em o e z & Vi(a).
#41) a serd uma sentenca esquemdtica se ndo possuir ocorréncias livres de

varidveis individuais.

EXEMPLO Algumas linguagens esquematicas sobre L£(V,s) sdo as seguintes:
a) L(Vos)E, definida do seguinte modo:
i) Vocabulario: V,;
it) Variavel esquematica: X, de peso I;
Exemplos de sentengas esquematicas sobre L£(V,;)E sdo os seguintes:
o1. X[o] AVz (X[z] — X[sz]) — Vz X][z];
az. X[o] AVz X[sz]) — Vz X[z];
ay. X{o] AVz (X[a:] & X[sz]) — Vo Xz]
b) L(V,s)E’, definida do seguinte modo:
i) Vocabuldrio: V,;
i) Variavel esquemadtica: Y, de peso 2.
Exemplos de sentencas esquematicas sobre £{V,)E’ séo os seguintes:
B1. Y]o,0]l AV2Vy (Y[z,y] — Y|sz,y] A Y[z, sy]) — VzVy Y]z, y].
Ba. Yz Yz, 0] AVy Y]o,y] AVaVy (Y]z,y] — Y[sz,sy]) — VaVy Y]z, y].

4.2 Substituicao

Dada uma linguagem esquemética LF, podemos definir uma nogao de
substituigdo de varidveis esquemadticas por férmulas esquemdticas, obtendo
como resultado férmulas esquematicas de LF.

Inicialmente, faremos as seguintes convencoes:

¢ Denotaremos por afzy,..., <] uma férmula de LF, tal que Vi(a) =
{:Ul, ey :Em}.

e Denotaremos por a(Xj,. .., X, ), uma férmula esquemética de LI, que
possua, no maximo, ocorréncias das varidveis esquemdticas Xy, ..., Xp,.
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e Denotaremos por aft1, ..., t,] a férmula esquemética de LFE, obtida por
substituicao simultanea de zi,...,2z, por t1,...,%,, respectivamente,

em afzy, ..., Tyl

Definicdo Seja LE uma linguagem esquemética, X uma varidvel es-
quemadtica de peso m de LE, a(X) e (x4, ..., Tsn) f6rmulas esqueméticas de
LE. A substitui¢do adequada de X por f em «, denotada (B/X)a e lida “B
no lugar de X em «”, é dada pela seguinte definicao recursiva:

Rsy1) Se a for Y(t4,...,tm), entdo (B/X)a serd B(ly,...,tn), se X =Y
ou Y(t1,...,tm), se X #Y;

Rs,) Se a for (=), entdo (B/X)a serd (—(8/X)7);

Rs3) Se a for (y — §), entdo (B/X)a serd ((B/X)y — (B/X)é);

Rs4) Se « for Yary, entdo (B/X)a serd Vy(((y/z)B)/X)((y/z)v), onde y

¢ a primeira variavel individual de £ que ndo ocorre livre em f3.

A substituicao de = por y em RSy é feita de modo a evitar a colisdo de
variaveis. Na defini¢do acima, X sera chamada a varidvel de substitui¢do, o
a formula substituida, B a formula subtituta e (f/X)a o resultado da substi-
tui¢cdo de f no lugar de X em a.

A nogéo acima pode ser facilmente generalizada para a substituigao si-
multanea de varidveis esquematicas por férmulas esquemadticas de LF. Assim,

faremos também a seguinte convengao:

e Denotaremos por a(fi,...,H,) a férmula obtida por substituicdo si-
multanea das varidveis esquematicas Xy, ..., X, por B1,..., B, respec-
tivamente, em a(X1,...,Xn).

4.3 Esquemas de féormulas

Intuitivamente, um esquema de formulas, de uma linguagem de primeira
ordem L, é um conjunto de férmulas de £, que possuem a mesma forma.

Se LFE for uma linguagem esquemédtica, poderemos definir de maneira
formal esquemas de £, utilizando formulas esquematicas de LF. Agora que

temos uma nocao de substituicdo de varidveis esquematicas por férmulas es-
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quematicas, isto pode ser feito se restringirmos a nocao de substituicao so-

mente a formulas de £, obtendo como resultados férmulas de L.

Definigao Secja £ uma linguagem de primeira ordem, £ F uma linguagem
esquematica associada a £ e o Xy, ..., Xin) uma férmula esquemética de LE.

i) O esquema de férmulas de L, gerado por «(Xi, ..., Xy), denotado &,,
sera o conjunto de todas as formulas de £, obtidas por substituicido adequada
de varigveis esqueméticas de (X, ..., X,,) por férmulas de L.

%) Um elemento de um esquema & serd chamado uma instdncia de E.

Assim, o esquema de formulas gerado por « é o conjunto de todas as
instancias que podem ser obtidas por substitui¢do adequada das varidveis
esquematicas de « por férmulas de £, ou seja, é o conjunto de todas as
férmulas de £ que possuem a forma determinada por a. Obviamente, se £

for um esquema de f6rmulas, entido £ sera decidivel.

Definigdo Um esquema de férmulas serd implicativo se for gerado por

uma implicagdo esquematica.

4.4 Regras de inferéncia

Seja m um numero natural e £ uma linguagem de primeira ordem. Uma

regra de inferéncia em L é uma relacdo (m + 1)-4ria entre férmulas de L.

Como é usual, se Ay,..., An, B forem férmulas de £, escrevemos
Ag,..., A R
— 2"k ou Ay,...,A,=B
B ’ ? m
ao invés de (Ay,...,An,B) € R. Neste caso, diremos que B é conseqiéncia

de {A4,..., A} por R.
Se LE for uma linguagem esquemética, analogamente aos esquemas de
axiomas, poderemos definir de maneira formal regras em £, utilizando se-

giéncias de férmulas esquematicas de L.

Definigao Seja £ uma linguagem de primeira ordem, £E uma linguagem
esquematica associadaa L e B = (o, ..., @m, f) uma (m+1)-upla de férmulas

esquematicas de LE. A regra de inferéncia em L gerada por R serd o conjunto
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de todas as (m+1)-uplas de férmulas de £, obtidas por substituicdo adequada

das varidveis esquematicas de oy,. .., Qup, f por férmulas de L.

De maneira andloga a anterior, se ay, . . ., @, 3 forem esquemas de férmu-

las, definiremos uma regra pelas expressoes

Gy X R

——L—ﬁ’—m—R oU  Qy...,Qy —> f.
EXEMPLO  Se L for uma linguagem de primeira ordem qualquer e se em
LE ocorrerem ao menos as varidveis esquematicas X e Y, ambas de peso 0,
exemplos bésicos de regras de inferéncia que podem ser definidas utilizando-se
férmulas esquematicas de LF, sio a Modus Ponens (MP) e a Generalizacdo

(GEN), definidas respectivamente por:

X, XY X
vy "¢ x

GEN

Definicdo Uma regra serd wvdlida se preservar a validade de férmulas,
isto é, se para todas as férmulas Ai,...,An, B de L,|= A1,...,F A, e
A, .. A 2L B implicar em |= B. Uma regra serd ndo ldgica se ndo for

valida.

EXEMPLO  Modus ponens e generalizagdo sdo exemplos de regras validas.
Um exemplo simples de regra ndo légica é a Eliminagdo do v (EV):
XvY
X

Devemos ainda observar que associada, de modo natural, a cada im-

Ev

plicagao esquemaética cujo antecedente ¢ uma conjuncio, existe uma regra
de inferéncia. A saber, se o for (oq A ... A ay — B), entdo a regra associada

a @ sera:

Decorre dai que associada a cada esquema de férmulas implicativo, existe
uma regra. A saber, se £ for um esquema de axiomas gerado pela férmula
esquematica (g A ... Ay — ), entdo R, A .. A am—sp) SCI a Tegra asso-
ciada a &.

A reciproca também acontece, ou seja, associada a cada regra de in-

feréncia, gerada por uma seqiiéncia de férmulas esquematicas existe uma im-
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plicagdo esquematica e dai, um esquema de formulas. A saber, se R for
iy ey, Oy

entio a féormula esquemdtica associada a R serd (a3 A ... Aoy, — ) eo

R

esquema de férmulas associado a R, serd E; A ... A am—p)-

4.5 Especificacao de teorias

Nesta se¢ao, mostramos como podemos, dada uma linguagem de primeira
ordem L, utilizar linguagens esqueméticas, definidas sobre £, para definir
teorias de primeira ordem, sobre L.

Uma, teoria de primeira ordem sobre £ é um conjunto de formulas de £,
fechado para a relagdo de conseqiéncia l6gica. Fxistem duas maneiras usuais
de se definir teorias sobre £: semdntica ou sintalicamente.

Uma teoria é definida semanticamente como o conjunto das férmulas de £
que sao verdadeiras em uma classe de estruturas. Sintaticamente, uma teoria
¢ definida como o conjunto de todas as férmulas de £ que sdo conseqliéncia
de um determinado conjunto recursivo Az, de férmulas de L.

No segundo caso, dizemos que Az especifica a teoria 7 ou que Az é
um conjunto de aziomas para 7. Dependendo do modo como o conjunto
Az pode ser definido, teremos duas maneiras de, dada uma linguagem de

primeira ordem L, especificar uma teoria sobre L.

Definicao Uma especificagdo usual Spc serd um par ordenado (£, Az),
onde:
i) £ é uma linguagem de primeira ordem;

i) Az € um conjunto recursivo (possivelmente vazio) de sentencas de L.

Especificagbes usuais podem ser consideradas como o primeiro modo de

definirmos teorias sobre L.

Definicdo Seja £ uma linguagem de primeira ordem e Az um conjunto
recursivo de formulas de L.

i) A teoria definida pela especificagio usual Spc = (£, Az) serd o conjunto

Cn(Az).
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i) Um elemento de Az serd chamado um azioma extra légico de Cn(Az).

#i) Uma teoria 7, sobre £, serd aziomatizivel (no sentido usual) se existir
uma especificacio usual, Spc = (L, Az), tal que Cn(Az) =7T.

iv) Uma teoria T serd finitamente aziomatizdvel (no sentido usual) se for

axiomatizdvel por um conjunto finito.

EXEMPLO Denotaremos por Th(IN,0,.5) a teoria definida do seguinte modo:

i) Linguagem: L,;

ii) Sentengas: Todas as sentengas de L,, que sdo verdadeiras na estru-
tura (IV,0, 5).

Denotamos por Spc,s a especificagio usual definida do seguinte modo:

i) Linguagem: L,;; |

i) Axiomas: Az, = {51,532, 53,541,542+ - -, Sany - - -}, ODdeE:

S1. Va sz # o;

Sy. VaVy (sz = sy — = =y);

Ss. Vz (z # 0 — Jy sy = z);

Si1. YV sz # x;

S4z. VT 883 # z;

San. VT 85...8% # z;

No capitulo 5, mostramos que Spc,s é uma especificagao usual para a teo-

ria da estrutura (IN,0,S). Em outras palavras, mostramos que Cn(Azys) =

Th(IN,0, S).

Defini¢cido Uma especificagio esquemdtica Spck serd um terno ordenado
(LE,Az,R), onde:

i) LE é uma linguagem esquematica;

it) Az é um conjunto recursivo (possivelmente vazio) de férmulas es-

quematicas de LF;

#44) R é um conjunto recursivo (possivelmente vazio) de seqliéncias finitas

de férmulas esqueméticas estritas de LF.

Para que possamos considerar uma especificagio esquematica como a
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defini¢do de uma teoria sobre £ devemos, em primeiro lugar, munir LF de

uma relacdo de conseqiiéncia logica.

Definigao Seja £LE uma linguagem esquematica, z,y varidveis de L
e o, fB,6 férmulas esquematicas de LE. Um azioma ldgico de LE serd uma
férmula esquemaética, obtida por aplicagdo de uma das seguintes regras:

Ray. o — (f — o) é um axioma légico de LE;

Ray. o = (B — 6) — ((@ = f) — (@ — §)) é um axioma légico de LE;

Ras. (ma — =) — (B — «a) é um axioma légico de LE;

Ray. Se z for substituivel por ¢ em o, entdo Vo @ — (¢/z)a serd um
axioma logico de LF;

Ras. Yz (a — B) — (Vz @ — Yz ) é um axioma légico de LE;

Rag. Se = ¢ VI(a), entdo oo — Vz « serd um axioma légico de LF;

Ra7. ¢ = ¢ é um axioma légico de LF;

Rag. Se a for atomica e o for obtida a partir de « pela troca de z por
¥ em uma ou mais ocorréncias de  em «, entdo z =y — (o — ) serd um
axioma logico de LE;

Rag. Se « for um axioma légico de LFE, entdo Vz a serd um axioma légico

de LF.

Definigdo Seja Spck = (LF, Az, R) uma especificagdo esquemitica.
Uma derivagdo em Spck serd uma seqiiéncia finita d = (aq,...,a,) de
férmulas esqueméticas de LFE, tal que para todo indice 7, 1 < i < m, ao
menos uma das seguintes condi¢des seja satisfeita:

i) a; é um axioma légico de LE;

Sy . A . MP
i) existem «; e ay, anteriores a «; na seqiiéncia, tais que Qj, 0 = Oy,

i) a; € Axz;
iv) existem a1, . . ., iy, anteriores a o; na seqiiéncia e R € R, de aridade
n+ 1, tais que R = (o1, .. ., Ctin, @4);

v) existe o, anterior a a; na seqiiéncia, tal que ¢; é obtida a partir de o;

por substitui¢io adequada, o que serd denotado «; ELCEY o,

Definicdo Se o for uma férmula esquematica de LF, uma derivacdo de
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o em SpcE serd uma derivagao em Spck, tal que o, seja o.

Assim, especificagbes esquemdticas podem ser consideradas como defini-

¢Oes de teorias em LF.

Definicdo Seja LF uma linguagem esquematica, Az um conjunto recur-
sivo de férmulas esquemadticas de LE e R um conjunto recursivo de seqiiéncias
finitas de férmulas esquematicas de LE.

i) A teoria esquemdtica definida pela especificagdo esquematica Spcl =
(LE, Az, R) serd o conjunto Cn(SpcE) = {a/ existe uma derivagdo de oz em
SpckE}, sobre LE;

i) Um azioma ndo légico de SpcE serd um elemento de Az;

iii) Uma regra ndo logica de Spck serd um elemento de R;

w) Um esquema de aziomas de SpcE serd uma férmula esquemética de
Az que possua ocorréncia de a0 menos uma varidvel esquematica de LF;

v) Um esquema de regras de SpckE serd um elemento de R que possua

ocorréncia de ao menos uma variavel esquematica de LF.

EXEMPLO 1 Denotamos por Spcesra a especificacdo esquematica definida
do seguinte modo:

i) Linguagem esquemadtica: L,;F, obtida pela extensiio de £,, pela
varigvel esquematica X, de peso 1;

it) Axiomas: Az,sir = {51, S2, FIM},

onde:

S1. Yz sz # o;

Sy. VaVy (sz = sy — & = y);

EIM. X(0o) AVz (X(z) — X(sz)) — Vz X(2);

i) Regras: Nenhuma.

Por definigdo, Spcysiy € a especificagao de uma, teoria sobre L, F.

EXEMPLO 2 Denotamos por Spe,spivm a especificagio esquematica definida

do seguinte modo:
i) Linguagem esquematica: L, E;

i) Axiomas: Az,spir = {S1,5:};
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iit) Regras: RIM, definida do seguinte modo:
X(0),¥a (X(2) = X(s2))
Vo X(z) '

Por definicdo, Spcysriar € a especificacao de uma teoria sobre L, F.
G20, Y PCosR P G

4.6 Comparacao de especificagoes

Como vimos anteriormente, dado um esquema implicativo cujo anteceden-
te seja uma conjunc¢io, poderemos tanto definir uma axioma esquema, quanto
uma regra de inferéncia em L. Assim, dado « deste tipo e Az um conjunto

recursivo de sentencgas de £, podemos definir as seguintes especificagoes:
o (L, & U Az);
o (LE,{a}U Az);

o (LE, Az, {R,}).

Em particular, estamos interessados em comparar as teorias sobre £ que

cada uma delas define.

Definicdo Seja Spck uma especificagio esquemética.
i) Spck serd de primeiro tipo se R = §;
it) Spck serd de sequndo tipo se R # .

Assim, especificagdes esquematicas de primeiro tipo podem ser identifi-
cadas com o par (LE, Az).
Como nosso principal objetivo é utilizar especificagdes esquematicas para

definir especificacOes usuais sobre extensoes de £, temos a seguinte definigao:

Definicdo Seja SpcE = (LE, Az) uma especificagio esquemdtica de
primeiro tipo e £' D L. A aplicagio de SpcE a L', serd. a especificagio usual
Spcli(L') = (L4, A1), definida do seguinte modo:

i) L1 =L

i) Azy = {oAy,...,An) @ o(Xi,...,Xn) € Az e Ay,..., A, sio fér-
mulas de L}.
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Assim, especificacdes esquemaéticas de primeiro tipo podem ser consider-
adas como funcdes de linguagens em especificacdes usuais. A aplicacdo de
uma especificacdo esquematica sobre LE a uma lingunagem L' D L é a especi-
ficacio usual obtida tomando-se como axiomas todas as sentencas de £ que
forem axiomas de LF e todas as sentencas de £ que possuam a mesma forma
dos esquemas de axiomas de LF.

Os resultados seguintes justificam o uso de especificagbes esquematicas de

primeiro tipo como definigbes de especificagbes usuais.

Proposigio 4.1 Se Spck = (LE, Az) for uma especificagdo esquemdtica de
primeiro tipo e L' D L, entdo para cada férmule esquemdtica o Xy, ..., Xn)
de LE e Aq,...,An de L', teremos:

Se SpcE F a(Xy ..., X)), entdo SpeE(L') F a(Ay,. .., An).

Prova:

Seja d = (1 (X1, ...y, Xim)y - -y 0n (X1, ..., X)), uma derivagdo de o em
SpcE. Vamos provar por indugdo em teoremas de SpcE que para cada indice
i,1 <1 <m, SpcE(L") F a;(A1,...,An).

Base: Se 1 = 1, entdo a;(Xi,...,X,) serd um axioma de SpcE e dai, pela
defini¢do, a;(As, ..., An) serd um axioma de SpcE(L').

Hipotlese: Suponhamos que para cada indice j, 1 < j < 1, o resultado seja
verdadeiro.

Passo: Teremos dois casos a considerar:

1% caso:  Se existirem o; e ag, 1 < j,k < 1, tais que o, o ME oy,
entdo teremos: ap é (a; — ;). Pela hipétese de indugdo, SpcE(L') F
aij(A1,...,Am) e SpeE(L") F aj(A1, ..., An) = oi(Ay, ..., Ap). Assim, por
MP em SpcE(L'), teremos Spck(L') F oy(Ay,. .., An).

22 caso: Se existir j, 1 < § < 4, tal que «; U8 o;, entao teremos: Exis-
tem Bi,...,Bm, férmulas esqueméticas de LE, tais que o; é a;j(B1,- .., Bm)
Pela hipétese de indugio e pela composigio de substituigtes, SpcE(L') +
aj(B1(A1,. 5 Am))s -y (Bm(As, ..., An)).  Assim, teremos finalmente que
SpcE (L) F ai(A1y ..., Ap) =
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Proposigao 4.2 Se SpcE = (LE, Az) for uma especificacdo esquemdtica de
primeiro tipo € T = Cn(SpcE(L)), entdo SpcE serd uma extensio conser-

vativa de T .

Prova:
Ja sabemos que 7 C Spck. Agora, se A for uma férmula de £, tal que
Spck - A, entao de acordo com a proposigdo anterior SpcE(L)H A. m

Proposigao 4.3 Se Spck = (LE, Az) for wma especificagio esquemdtica de
primeiro tipo e L' O L, entdo SpcE(L') serd uma extensio conservativa de

SpcE(L).

Prova:

Se existisse uma férmula A de £, tal que SpcE(L') F A e Spck(L) i/ A,
terfamos SpcE F A e SpcE(L) i A, uma contradigdo. m

Definigdo Seja Spck uma especificagio esquematica de primeiro tipo,
com esquema, implicativo «. A regraliza¢io de SpcE por «, serd a especi-

ficagdo esquemdtica de segundo tipo SpcEr(a) = (LE, Az \ {a},{Ra}).

Definicdo Seja SpcE uma especificagio esquemética de segundo tipo,
com regra invalida R,. A esquematizag¢io de SpcE por R, serd a especificacdo

esquematica de primeiro tipo Spcle(Ro) = (LF, Az U {a}).

Proposicdo 4.4 Se Spck = (L, Az) for uma especificagio esquemdtica de
primeiro tipo com esquema implicativo ¢, entdo Cn(SpcEr(a)) C Cn(Spck).

Prova:

Seja B € Cn(Spckr(a)) e d = (B1,...,0s) uma derivagio de § em
SpcEr(a). Vamos provar, por indugio em teoremas de SpcEg(a), que para
cada indice 7, 1 <7 < n, Spck t f;.

Base: Se 1 =1, entdo B, € Az \ {a} e assim, serd uma axiona de SpckE.

Hipdtese: Suponhamos que para cada indice 7, 1 < j < 1, o resultado seja
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verdadeiro.

Passo: Teremos dois casos a considerar:

12 caso: Se fB; for obtido de anteriores na seqliéncia por uma aplicacido de
MP ou SUB, nada ha a demonstrar, pois estas regras também atuam em
SpckE.

22 caso: Se existirem i, ..., B, anteriores a fB; na seqiiéncia, tais que
Bity -+ Pin L, B1, entdo pela hipotese de indugdo, teremos que Spck F
Bity ..., Spck I Bin. Dai, Spcll = iy A ... ABimecomo, Big A ... A S — [
é um exemplar de «a, por M P em SpcE, teremos SpcE F ;. u
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Capitulo 5

Aritmética Elementar com Zero
e Sucessao

5.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos algumas metapropriedades da teoria da estru-
tura (IN,0,5), denotada Th(IN,0,5). Em particular, caracterizamos todos
os seus modelos, provamos que é axiomatizavel e que ndo € finitamente ax-
iomatizavel. Nosso objetivo é utilizar estes resultados para estudar o papel
de alguns esquemas de axiomas de indugio na especificacio de Th(IV,0,.5).

Excetuando-se as relacdes de independéncia entre os axiomas que especifi-
cam Th(IN,0,.5), um esboco de todos os resultados deste capitulo encontram-

se em [2].

5.2 As teorias Th(IN,0,5) e Cn(Az,s)

A aritmética elementar com zero e sucessdo é a parte da aritmética dos
nimeros naturais que pode ser formalizada numa linguagem de primeira or-
dem adequada, cujo vocabulédrio consiste de o, e s. Para definir esta teoria de
maneira precisa, consideramos a estrutura N' = (IN,0, S), onde IV, 0 ¢ S séo
usuais e estipulamos que a aritmética elementar com zero e sucessao consiste

de todas as sentengas de L(V,s) que sdo verdadeiras em N.

Definicao Chamaremos aritmética elementar com zero e sucessdo, de-
notada T'h(IV,0, S), a teoria definida do seguinte modo:

i) Vocabulario: V,;
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ii) Sentencas: todas as sentengas da linguagem L(V,s) que sdo ver-

dadeiras na estrutura A' = (IV, 0, S).

Th(IN,0,S5) é consistente e completa, pois é o conjunto de todas as sen-
tencas de £(V,s) que sdo verdadeiras em uma tnica estrutura. Vamos agora
mostrar que é axiomatizdvel. Para isto, definiremos axiomaticamente uma
subteoria de Th(IN,0,5) e mostraremos que, na verdade, ambas as teorias

sdo iguais. Adotaremos ainda, a seguinte abreviagao:

Definicdo Se m for um numero natural, s™ serd s...s a sequéncia
constituida de m ocorréncias do funtor unéario s. Admitiremos também o

caso limite em que m = 0.
Assim, temos a seguinte defini¢do:

Definicado Chamaremos Spc,s a seguinte especificagdo usual:

i) Vocabuldrio: V,,;

i) Axiomas: Agz,; = {51, 52,53} U £S4, onde:

S1. Yo sz # o;

Sy. VaVy (sz = sy — = = y);

S3. Vz (z # 0 — Jy sy = z);

ES,. Todas as sentengas da forma Vo s"z # z, onde n é um namero

natural nao nulo.

Denotamos por Az,s ao conjunto consistindo de todos os axiomas especi-

ficados acima. Deste modo, a teoria definida por Spc,,s serd também denotada
Cn(Azs).

O resultado seguinte é imediato das definigdes:

Proposigao 5.1 Cn(Az.) C Th(IV,0,S).

Prova:

Todos os elementos de Az, sdo verdadeiros em (IV,0,5). u
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5.3 Modelos de Cn(Az,;)

Para provar que a reciproca da inclusao acima também € verdadeira, ou
seja, que Agz,; 6 um conjunto de axiomas para T'h(IN,0, S), vamos descrever

o comportamento algébrico dos modelos de Cn(Az,s).

Definigio Seja N = (N, 0y, Sy) uma estrutura adequada para £(V,,)
ea,be N.
i) b serd o sucessor de a em N se Sy(a) = b;

i) a serd o antecessor de b em A se b for o sucessor de a em N.

Assim, se N' = (N, 0n, Sy) for um modelo de Az,s, podemos interpretar
os elementos de Az,, em N, do seguinte modo:

S1. Afirma que On nao estd na imagem de Sy, isto é, que O ndo possui
antecessor em N .

So. Afirma que Sy é uma funcao injetiva em IV, isto ¢, elementos distintos
de N possuem sucessores distintos em N .

Ss. Afirma que Sy é uma fungdo sobrejetiva de N em N \ {On}, isto é,
que todo elementos nio nulo de N possui um antecessor em N

Decorre de Sy € S3 que o antecessor de todo elemento a € N, distinto de

Oy, existe e € unico.
Proposigao 5.2 53,53 FVz (z # 0 — Jly sy = z).

Prova:
FEzisténcia: (axioma Ss).

Unicidade: (axioma S3). m

Para interpretarmos o esquema de axiomas £y, necessitamos da seguinte

definicao:

Definicdo Seja N = (N, 0y, Sn) uma estrutura adequada para £(V,s),
m um numero natural ndo nulo.

i) Um m-ciclo de N serd uma seqiiéncia (ai,as,...,an) de elementos
distintos de IV, tal que S(am) = a1 e para todo i, 1 <i <m—1, S(a;) = aiy1;

) Um ciclo de N ser4 uma seqiiéncia de elementos de N que seja um
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m-ciclo, para algum nimero natural m.

Assim, se N = (N, Oy, Sy) for um modelo de Az,,, teremos:

ES4. Afirma que nenhuma restrigio de S a um subconjunto de N seréd
um ciclo.

E um fato bem conhecido [10] que existe uma estreita relacdo entre teorias
que possuem axiomas como S, Sy e S3 € a estrutura que pode, naturalmente,
ser associada ao conjunto de termos de sua linguagem. Vejamos esta relagao
mais detalhadamente no caso de Cn(Az,,), para introduzir alguns conceitos

bhésicos.

Ntmeros naturais padrao

Os termos de £(V,s) sdo de quatro tipos:

i) a constante individual o;

i3) as varigveis individuais da linguagem;

i45) s™o ou s™z, onde z é uma varidvel individual.

Os termos da forma s™o, serdo chamados numerais. O m-ésimo numeral

pode ser definido recursivamente do seguinte modo:

Definicdo Seja t um termo de L(V,,).

i) t serd o 0-ésimo numeral se t for o;

i) Se t for o m-ésimo numeral, entdo st serd o (m + 1)-ésimo numeral.
i) t serd um numeral se existir wmn ndmero natural m, tal que ¢ seja o

m-ésimo numeral.

Obviamente, para cada natural m, o m-ésimo numeral é tinico e é deno-
tado s™o. Todo numeral é livre de varidveis, assim, se N' = (IV, Oy, Sy) for
um modelo de Cn(Az,;) e m um nimero natural, o numeral s™o denotara
um elemento ST (0n) especifico de N. O resultado seguinte nos diz que isto

se da de maneira tinica.

Proposigao 5.3 Se m e n forem nimeros naturais, entio as sequintes con-
di¢des serdo equivalentes:
a) m=n;

b) S1, 5, F s™o = s™o.
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Prova:
(=) Imediata.
(<) (axiomas S1 € S3). =

A proposicao 5.3 motiva a seguinte definigao:

Definigao A algebra dos numerais, com zero e sucessGo sera a estrutura
Nos = (N, 0n, Sy), definida do seguinte modo:

i) N = {o, so, s%0,s%,...};

it) Oy = o;

t— st

O resultado seguinte é imediato.

Proposicao 5.4
1) Nys € um modelo de Cn(Az,s).
i) N, 2 (IV, 0, ).

Assim, se N' = (N, 0y, Sn) for um modelo de Cn(Az,;), os numerais
de L(V,s) definirdo em A um subconjunto N’ de elementos de N, que serd o
dominio de uma subestrutura de AV, isomorfa & estrutura padrio dos nimeros
naturais com zero e sucessdo. Os elementos de N’ serdo exatamente os ele-
mentos de N que sdo denotados por algum (e exatamente um) numeral de
L(Vos), Ou seja, On, Sn(0n), S&(0n), etc, ou ainda, aqueles que podem ser
alcancados a partir de Oy por um nimero finito de aplicagdes da operagio

IS’N-

Definicdo Seja N = (N, 0y, Sy) um modelo de Cn(A4,) e a € N.

i) a serd um ndmero natural padrdo de N se existir um ndmero natural
m, tal que S (0n) seja a.

i) A parte padrdo de N serd a estrutura Npadrio = (N, 0%, S%), definida.
do seguinte modo:

1) N' = {a € N : a é um nimero natural padrio};

2) 0§v = ON;
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3)S'=N — N

a — Sn(a).

Os seguintes resultados sdo imediatos.

Proposigio 5.5 Se N' = (N,0y,Sy) for um modelo de Cn(Az,,), entdo
Npadrio = N,,.

Proposigao 5.6 N,, € um modelo minimal de Cn(Az,s).

Proposigao 5.7 Todo modelo de Cn(Awz,s) € infinito.

Niimeros naturais infinitos

Os resultados acima sdo um primeiro passo na descri¢do do comporta-
mento algébrico dos modelos de Cn(Az,s). Em conjunto, nos dizem que‘
todo modelo de Cn(Az,;) possui uma parte padrdo, isomorfa a estrutura
(IN,0,S), dos ntumeros naturais com zero e sucessdo. Fm alguns casos esta
serd a unica parte que estes modelos possuem. Mas, de acordo com os teo-
remas limitadores do formalismo, sabemos que a maior parte dos modelos
de Cn(Az,s) possuird também outros “nimeros naturais”, além dos nimeros
naturais padrio. Nosso objetivo, daqui por diante, serd descrever o compor-

tamento destes outros “numeros naturais”, de modo a determinar como s&o

os modelos de Cn(Agz,s).

Definigdo Seja N = (N, 0y, Sy) um modelo de Cn(Az,s) ea € N. a
ser4 um nimero natural infinito de N se ndo for um nimero natural padrio

de V.

Assim, dado um modelo N de Cn(Az,), os nimeros naturais infinitos
de N, se existirem, serdo os elementos do dominio de N que nio podem ser
alcangados a partir de Oy por um nudmero finito de aplicagtes da operagao
Sn. Em particular, nenhum deles é Oy (axioma S7). Agora, como Sy é total,
sabemos que, mesmo para um ndmero natural infinito ¢ de N, existirdo o
sucessor de a, o sucessor do sucessor de «, etc. Todos estes elementos serdo

distintos de Oy (axioma .5;) e distintos de qualquer ndmero natural padrio
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(axioma S3). Por outro lado, como todo elemento distinto de Oy possui um
antecessor (axioma Ss) e como este serd também distinto de zero pois, caso
contrdrio, ¢ nao seria um nimero natural infinito, existirdo o predecessor de
a, o predecessor do predecessor de a, etc. Agora, dado a, todos os elementos
acima serdo distintos, (esquema de axiomas ES,) e, assim, estardo arranja-
dos numa cadeia discreta, sem primeiro e ltimo elementos. Obviamente,
qualquer ndmero destas cadeias é possivel. Todas as cadeias serdo disjuntas
(axioma Sy) e todas as cadeias serdo distintas da parte padréo (axioma Ss).

Se o leitor j& estiver convencido de que os modelos de Cn(Az,,) terdo
todos a forma descrita acima poderd, sem nenhum prejuizo, saltar imediata-
mente para o teorema 5.1, pois o que faremos daqui até aquele ponto sera

apenas enunciar e provar de maneira formal o que ja foi dito acima.

As relacgoes — e ~

Considerando que os elementos de N se dividem em ndmeros naturais
padrdo e nimeros naturais infinitos e que, para todos estes, existirao elemen-
tos que podem alcangé-los por um numero finito de aplicagdes da operagao

S, € natural considerarmos a seguinte definigio:

Definigdo Seja N = (N,0y,Sy) um modelo de Cn(Az,s) e a € b
elementos de N. Diremos que a alcanca b, e denotaremos a~—b, se existir
um ndmero natural n, tal que S¥(a) = b, isto é, se a funcdo S aplicada um

nimero finito de vezes a a fornecer b.

Proposicéo 5.8 Se N = (N,0n, Sy) for um modelo de Cn(A,;) ea, b ec
forem elementos de N, entdo teremos as sequintes propriedades:
a) a—a;

b) Se a—b e b—c, entdo a—s-c.

Prova:
@) Basta tomar n = 0;
b) Segue imediatamente do seguinte resultado, que se prova por inducio

(na metalinguagem) em n:
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Se m e n forem nimeros naturais, entdo 51,59, F VaVyVz s™(z) =

yAs“(y)=z—s""(z) =2 =n

A proposigdo acima nos diz que a relagdo <, definida em N € uma relagio

de pré-ordem.

Definigio Seja N = (N,0y,Sy) um modelo de Cn(Az,,) € a e b
elementos de N. Diremos que a e b sdo equivalentes, denotado a ~ b, se a—b
ou b—a, isto é, dois elementos serdo equivalentes se a partir de algum deles

pudermos alcancgar o outro.

Proposigio 5.9 Se N = (N,0n,Sn) for um modelo de Cn(Az,) ea, bec
forem elementos de N, enido teremos as sequinies propriedades:

a) a~a;

b) Se a~b, entio b~ a;

¢) Sea~bebn~c, entioan~c.

A proposi¢ao acima nos diz que a relagdo ~, definida em N, é uma relacéo
de equivaléncia. Assim, ~ define uma particdo N/~ = {d : a € N} de N,
em classes de equivaléncia. Descrevendo o comportamento algébrico de cada

uma destas classes, teremos descrito o comportamento algébrico dos modelos

de Cn(Az,s).

IN-cépias e Z-cadeias

Proposigao 5.10 Se N = (N, 0y, Sn) for um modelo de Cn(Az,,), N/~ o
conjunto quociente de N por ~ e & um elemento de N/~, entdo as seguinies
condicdes serdo equivalentes:

a) Oy € d;

b) Para todo b € &, existe um nimero natural n, tal que S%(On) = b.

Prova:

(=) Temos dois casos:

12 caso: Se b= Oy, basta tomar n = 0.

2% caso: Se b# Oy endo existisse um nimero natural n tal que SH{0y) = b,

como b € @ e Oy € @, terfamos b € On. Dal, existiria um ndmero natural m,
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tal que S (b) = On. Agora, como b # Op, terfamos m # 0 e dai m = k + 1,
o que acarretaria Sy(S% (b)) = On, uma contradigio (axioma Si).

(<) Basta tomar b = a. u

O resultado acima nos diz que Oy, a classe de Onr, € exatamente o conjunto

dos nimeros naturais padrao de V.

Proposigéo 5.11 Se N = (N, 0y, Sy) for um modelo de Cn(Az,), N/~ o
conjunto quociente de N por ~ ¢ & um elemento de N/~, entdo as sequintes
condicoes serdo equivalentes:

a) Oy & @;

b) A relagdo Py C G x G, definida pela propriedade
(*) Para todos b e c em &, (b,c) € Py se e somente se Sy(c) = b,

7/ ~
€ uma func¢do.

Prova:

(=) Suponhamos que O ¢ @. Seja Py C G x @ definida pela propriedade (*)
e b € @, Temos que mostrar a existéncia e a unicidade de Py(b).

Faisténcia: Como b # Oy, existird ¢ € N, tal que Sy(c) = b (axioma S3).
Obviamente, ¢ € @. Dai, Py(b) = c.

Unicidade: Suponhamos que existam ¢; e ¢; € @, tais que Py(b) = ¢ ¢
Pyn(b) = ¢;. Dai, Sy(e1) = b, Sn(c2) = b e Sy(c1) = Sn(ez). Como Sy é
injetiva (axioma Sz), ¢; = ca.

(<«=) Suponhamos que Py C & X &, definida pela propriedade (*) seja uma
funcdo. Se Oy € &, terfamos a existéncia de b € @, tal que Py(On) = b. Isto

acarretaria que Sy(b) = Oy, uma contradigdo (axioma S). =

Proposicio 5.12 Se N' = (N, 0y, Sn) for um modelo de Cn(Az,s), N/~ o
conjunto quociente de N por ~ e & um elemento de N/~ entio teremos as
seguintes propriedades:

a) Oy € G se e somente se (@,0n,Sn) = (IN,0,5);

b) O & @ se e somente se (&, Sy, Pn) & (%,S5,571).

Prova:
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a)(=) Pelo Teorema da Recurséo, existe um homomorfismo ® : IV — &,

definido do seguinte modo, para todo nimero natural z:

sex=10
®(z) = { Sn(B(y)) se S(y) ==

Vamos mostrar, por induc¢do (na metalinguagem) que para todo nimero
natural z, ®(z) = S%(0n).
Base: Se z =0, ®(z) = Oy = S¥(On).
Hipdtese: Suponhamos que @(z) = SF(0n).
Passo: Dai, ®(S(z)) = Sn(®(z)) = Sn(S%(0n)) = S5 (0x).

Podemos agora, mostrar que ® é uma bije¢io.
Injetividade: Suponhamos que ¢ € Nuc(®), ou seja ®(z) = Oy. Se z # 0,
exisitiria um ndmero natural y, tal que S(y) = z. Dali, ®(z) = Sn(®(y)) e
isto acarretaria que Sy(®(y)) = On, uma contradi¢go. Logo, z = 0.
Sobrejetividade: Seja b € a. Se b = Oy, tomando z = 0, teremos ®(z) = y.
Se b # Oy, existe um nimero natural ndo nulo n, tal que SR (0) = b. Assim,
tomando z = n, teremos: ®(z) = ®(n) = SH(0) = b.
(<) Imediata.

b)(=) Se b € d, existem ndmeros naturais m ¢ n, tais que SH(b) = a ou
St(a) = b. Agora, podemos aprimorar nossos conhecimentos em relagdo a
este fato. Em primeiro lugar, as duas possibilidades acima sdo exclusivas.
De fato, se existissem m e n tais que SH(b) = a ¢ SH(a) = b, terfamos
(5% (a)) = a e daf, S§*"(a) = a, uma contradigio (esquemas de axiomas

ES4). Por dltimo, das duas possibllidades acima, a que acontece se dé de
maneira unica. De fato, se existissem numeros naturais m; e mgy, tais que
Sy (b) =ae Sy (b) = a, a injetividade de Sy acarretaria que my; = mq
(axioma S3). Analogamente, para o outro caso.

Assim, podemos definir @ : ¢ — Z do seguinte modo, para todo z € a:

w0 ={ " e

Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo de (@, Sy, Py) em (%, S, 5™1)

e que é uma bijecdo.

& é homomorfismo: Se x© € a, teremos dois casos a considerar:
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19 caso: Se x = a, como ®(z) = 0, teremos: ®(Sy(z)) =1 = 5(0) = S(®(z))
e ®(Py(z)) = -1 = 5740) = S~ (®(z)).

22 caso: Se T # a, teremos dois subcasos:

Se S (z) = a, m # 0 e daf, S§~'(Sn(z)) = a e ST (Pn(z)) = a. Logo,
O(Sy(z)) = —m+1 = S(—m) = S(®(z)) e ®(Pn(z)) = —m —1 =
S7H—m) = S7H®(x)).

Se S%(a) = =z, analogamente, teremos: ®(Sy(z)) = S(P(z)) ¢ ®(Pn(z)) =
P(®(z)).

® ¢ injetiva: Sejam z,y € @, tais que ®(z) = P(y). Teremos dois casos a
considerar:

12 caso: Se ®(z) > 0, entdo existem nimeros naturais m e n, m = n, tais que
ST (z) = a e Sy(y) = a. Decorre entdo, da injetividade de Sy, que z = y.
22 caso: Se ®(z) < 0, analogamente, teremos = = y.

® ¢ sobrejetiva: Seja z € Z. Teremos trés casos a considerar:

12 caso: Se z = 0, tomando = = a, teremos ®(z) = 2.

22 caso: Se z > 0, tomando z = S%a, teremos @(z) = 2.

82 caso: Se z < 0, tomando z = P7*(a), teremos 5*(a) = z e dai, ®(z) =
—(—2) ==

(<) Imediata. =

Definigdo  Seja N' = (N,0p, Sy) um modelo de Cn(Az,s), N/~ o
conjunto quociente de N por ~ e @ um elemento de N/~. Diremos que @ é
uma IN-e¢dpia ou parte padrio de N se 0 € a. Caso contrério, isto é, se 0 & @,

diremos que @ é uma Z-cadeia ou parte ndo padrdo de N.

A proposicao 5.12 afirma que um modelo qualquer de Cn(Az,;s) consiste
de uma IN-cépia juntamente com um certo nimero de Z-cadeias. O axioma
S3 nos garante que a IN-cdpia é inica. Verificando que cada um dos axiomas
apresentados é verdadeiro em um modelo, independente do numero de partes
néo padrdo que ele possua, concluimos que o conjunto de Z-cadeias de um
modelo de Cn(Azx,;) pode ser de qualquer cardinalidade. Temos, assim, ca-

racterizados todos os modelos de Cn(Az,s).
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Teorema 5.1 Se N = (N,0y,Sn) for uma estrutura onde Oy € N e Sy €
uma operacio undria em N, entdo as sequintes condigbes serdo equivalentes:
a) N € um modelo de Cn(Az,,);

b) N pode ser decomposto em uma IN-copia e em wm nimero de Z-

cadeias.

Prova:

(=) Se N = (N,0p,Sy) for um modelo de Cn(Az,,) a relacio ~ em N
definird uma particdo de N em elementos Oy, dy, ds, . . ., cuja cardinalidade

depende da cardinalidade de V. Agora, segundo a proposi¢do 5.12 o primeiro
destes elementos é uma INV-cépia e os outros sio Z-cadeias.

(<) Se NV puder ser decomposto em uma IV-cépia e um nimero qualquer de
Z-cadeias, a simples verificagdo de que Sy, Sq, S3 € 54 sdo verdadeiras em

N mostrard, que ' é um modelo de Cn(Az,). =

O teorema acima fornece, entdo, uma caracterizacao algébrica dos mo-
delos de Cn(Az,s). Em outras palavras, afirma que dada um modelo N de
Cn(Az,s), existird um conjunto de indices I, tal que N/~ = {INo}UUier Zi,
onde INg é a IN-cépia de N e para cada i € I, Z; é uma Z-cadeia de V.

5.4 Algumas metapropriedades de Cn(Az,;)

Nesta se¢do mostramos que Cn(Az,s) é completa e investigamos a inde-

pendéncia dos elementos de Az,,.

Completude
A prova da completude de Cn(Azx,,) baseia-se no seguinte conceito:

Definicao Seja £ uma linguagem de primeira ordem, 7 uma teoria
sobre £ e ¢ um nimero cardinal. 7 serd categérica em poténcia c, denotada

c-categorica, se todos os modelos de 7, de cardinalidade ¢, forem isomorfos.

A importancia do conceito de c-categoricidade decorre do seguinte resul-

tado:
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Teorema 5.2 (Teste de Lés-Vaught) Se uma teoria T possuir somente
modelos infinitos e for categdrica em alguma poténcia c, entdo T serd com-

pleta.

J4 sabemos que Cn(Agx,s) possui somente modelos infinitos. Vamos

agora, investigar se ¢ categdrica em alguma poténcia.

Proposicio 5.13 Se N e N forem modelos de Cn(Az,;) que possuem o

mesmo nimero de Z-cadeias, entio N =2 N,

Prova:

Sejam N = (N,0n,Sn) e N' = (N',0%,S)), modelos de Cn(Az,) e
N [~, N'/~, respectivamente, os conjuntos quocientes de N e A/’ por ~ em
N e N'. De acordo com o teorema 5.1, existirdo conjuntos de indices I e J,
tais que N/~ = {INo} UUser Z; e N'[~ = {INy} U U;e5 Z;.

Agora, se N e N7 possuirem a mesma quantidade de Z-cadeias, existird
uma bijecdo f : I — J. Por outro lado, existem isomorfismos F' : INg — IV
e, para cada i € I, ®; : Z; — Z ;).

Definiremos, entao, ® : N — N’ do seguinte modo, para todo a € N:

_ F(a) sea€ Ny
®(a) = { ®;(a) sea€ Z;.

Vamos mostrar que ® é um isomorfismo de M em N”.
Injetividade: Se a,b € N forem tais que ®(a) = ®(b), teremos dois casos:
12 caso: Se a,b € INy, entdo F(a) = F(b) e como F' é injetiva, a = b.
22 caso: Se existir ¢ € I, tal que a,b € Z;, entdo P;(a) = ®;(b) e como P; é
injetiva, a = b.
Todos os outros casos sdo excluidos pela defini¢ao de .
Sobrejetividade: Se b € N, teremos dois casos:
12 caso: Se b € INy, entdo como F' é sobrejetiva, existird a € INy, tal que
F'(a) = b, ou seja, ®(a) = b.
2% caso: Se exisitir i € I, tal que b € Z y(;), entdo como ®; é sobrejetiva,
existird a € Z;, tal que ®;(a) = b, ou seja ®(a) = b.
® ¢ homomorfismo:

0,) @(ON) = F(ON) = ONI.
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b) Se a € N e a # Oy, teremos dois casos:

12 caso: Se a € INy, entao ®(Sy(a)) = F(Sn(a)) = Syi(F(a)).

22 caso: Se existir ¢ € I, tal que a € %;, entao ®(Sy(a)) = ®;(Sn(a)) =
Sni(®i(a)). =

Proposigéo 5.14 Cn(Az,;) ¢ categdrica em toda poténcia inconldvel, ou
seja, se N' e N' forem modelos incontdveis de Cn(Az,s) de mesma cardina-

lidade, entdo N = N,

Prova:

De acordo com o teorema 5.1, se M e N’ forem modelos de Cn(Az,s),
entdo existirdo conjuntos de indices I e J, tais que N/~ = {IN,} UlU;e1 Zi
N[~ ={IN,}UU;es Z ;. Assim, denotando a cardinalidade de um conjunto
X por #X, teremos #N =N, + #1 -V, e #N' =R, + #J - R,. Agora, como
H#N =H#N' e #N = #N' > RN,, a aritmética cardinal acarretard #1 = #J e
N e N possuirao a mesma quantidade de Z-cadeias. Usando a proposigéo

5.13, teremos N = N'. u

Teorema 5.3 Cn(Az,,) ¢ completa.

Prova:
Cn(Az,s) possui somente modelos infinitos e é categérica na cardinalidade

do continuo. Assim, pelo Teste de 1Lés-Vaught, é completa. m

Independéncia

Definigdo Seja £ uma linguagem de primeira ordem e Y um conjunto de

férmulas de L. % serd independente se para toda férmula A € 3, X\ {A} £ A.

Isto é, ¥ é independente se nenhuma férmula de ¥ é uma conseqiiéncia
das demais.
Podemos mostrar que Az,; ndo é um conjunto independente de axiomas

para Cn(Az,s) mas como, no préximo capitulo, estaremos interesados na
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relagdo de dependéncia entre os conjuntos {S1}, {S2}, {S3} e £S5, provaremos

os seguintes resultados:
Proposicao 5.15 {S,} U{S5} U ESy [~ Si.

Prova:

Basta considerar a estrutura M = (N, Oy, Sy ), definida do seguinte modo:

i) N =7,

i) Oy = 0;

i4i) Sy é a fungéo definida do seguinte modo, para todo m € Z: Sy(m) =
m + 1.

Teremos, entao:

1) ten S1, pois Sy(—1) = 0;

2) En Sa, pois Sy é injetiva;

3) l=n S5, pois dado m € Z*, Sy(m — 1) = m;

" 4) Ear ES., pois nenhuma restricio de Sy a um subconjunto de Z é um

ciclo. m

Proposigao 5.16 {S;} U {S5} U ES, |~ S,.

Prowva:

Basta considerar a estrutura /' = (N, Oy, Sy ), definida do seguinte modo:
i) N =IN;

i) O = 0;

i) Sy é a fungio definida do seguinte modo, para todo m € Z:.

Sn(m) = 1 sem =10,2oud
M 71U m—2 sem #0,2ou 3.

Teremos, entdo:

1) |=w 51, pois para todo m € IV, Sy(m) # 0;

2) W Sa, pois Sy néo é injetiva;

3) w3, pois se m # 0, teremos: Sy(0) = m, se m =1 ou Sy(m+2) =
m, se m # 1.

4) l=n ES4, pois nenhuma restrigio de Sy a um subconjunto de A é um

ciclo. m
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Proposigao 5.17 {51} U {5} U ES, [~ Ss.

Prova:

Basta considerar a estrutura N' = (IV, O, Sy ), definida do seguinte modo:

i) N = IN;

it) Oy = 0;

#41) Sy é a fungio definida do seguinte modo, para todo m € N: Sy(m) =
m+ 2.

Teremos, entao:

1) |=n S1, pois para todo m € IV, Sy(m) =m +2 # 0;

2) En Sa, pois Sy é injetiva;

3) Fn Ss, pois para todo m € N, Sy(m) =m +2 £ 1;

4) En ES4, pois nenhuma restrigio de Sy a um subconjunto de INé um

ciclo. w

Proposigao 5.18 {51} U {S2} U{Ss3} [£ ESy.

Prova:
Basta considerar a estrutura N = (N, O, Sy ), definida do seguinte modo:
i) N=ZU{V2};
i) O = 0;
#1) Sy é a funcéo definida do seguinte modo, para todo m € Z U {v/2}:

V2 sem=+/2
SN(m)_{ m+1 sen#+/2,

Teremos, entdo:

1) Ex S1, pois v/2 # 0 e para todo m € N, m + 1 + 0;

2) l=x Sa, pois Sy é injetiva;

8) f=xr Ss, pois dado m € N*U {+/2}, se m = /2, entéio Sy(m —1) = m;
4) ¥w ES4, pois a restricio de Sy a {v/2} é um ciclo. m

5.5 Algumas metapropriedades de Th(IV,0, 5)

Podemos agora provar algumas propriedades metamateméticas impor-

tantes de T'A(IN,0, S), a partir da completude de Cn(Az,,).
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Axiomatizabilidade

Neste parégrafo, mostramos que Spc,s é uma especificagio usual para
Th(IN,0,5), ou seja, que Az,, é um conjunto de axiomas para a aritmeética

dos niimeros naturais com zero e sucessao.

Teorema 5.4 Az,, € um conjunto de axiomas para Th(IN,0,S), ou seja,
Th(IN,0,S) € aziomatizdvel.

Prova:
Sabemos que Cn(Az,s) C Th(IN,0,5) e que as duas teorias sdo comple-
tas. Dai, Cn(Az,s) = Th(IN,0,5). =

Podemos, agora, mostrar que Th(IV,0,S) ndo é finitamente axioma-
tizdvel. De fato, isto é equivalente a provar que Cn(Az,,) néo é finitamente
axiomatizavel, o que pode ser feito mostrando-se que nenhum subconjunto

finito de Az,, é suficiente para isto.
Proposigao 5.19 Th(IN,0,S5) ndo € finitamente aziomatizavel.

Prova:

Seja, & C Az,s, tal que X seja finito. Seja n o maior nimero natural tal
que Yz S™z # x ocorra em Y. Daf, tomando a estrutura N' = (N, Oy, Si)
definida por

i) N=INU{a1,as,...,0n, Gny1};

ZZ) ON = O;
it) Sy : N — N, tal que para todo = € N,
S(z) sex €N
Sn(z) =% a1 sez=a;,1<i<n
aq 8¢ T = G441,

teremos que A é um modelo de X mas ndo é um modelo de Cn(Az,s), pois

possui um ciclo. m

Decidibilidade

Neste pardgrafo mostramos a existéncia de um algoritmo que decide a

pertinéncia de uma sentenca de L(V,,) a Th(IV,0,S).
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Definicdo Uma teoria 7 serd decidivel se existir um algoritmo tal que,
dada uma sentenca A de £(7), o algoritmo responde se A pertence, ou ndo,

a 7.

A prova que Th(IN,0,5) é decidivel baseia-se no seguinte resultado:

Teorema 5.5 (de Janicak) Se 7 for uma teoria consistente e completa,
entdo as sequintes condicdes serdo equivalentes:
a) T € axiomatizdvel;

b) T € decidivel.

Assim, como um corolério imediato da completude e da axiomatizabili-

dade de T'h(IN,0,.5), temos o seguinte resultado:

Teorema 5.6 Th(IV,0,S) € decidivel.

Prova:

Th(IN,0,S) é consistente, é completa e é axiomatizdvel. m
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Capitulo 6

Esquemas de Axiomas de

Inducao em Th(IN,0,5)

Neste capitulo, estudamos o papel de alguns esquemas de axiomas de
. - . ~ o g . . ..
inducao na especificagdo da aritmética elementar, cujos conceitos primitivos

830 zero e sucessdo.

6.1 O esquema de axiomas EIM(V,)

Seja L(V,s)E, alinguagem esquemética definida sobre £(V,;), pela adi¢do
de uma varidvel esquematica X, de peso 1. Chamaremos esquema de inducdo

matemdtica a seguinte férmula de L(V,,) E:
EIM. X(o) AVz (X(z) — X(sz)) — Vo X(z).

Nesta se¢do, estudamos o papel desempenhado pelo esquema de axiomas
definido pela aplicaciio de EIM a L(V,s), na especificacdo de T'h(IV,0, S).

Dado um esquema de axiomas em uma linguagem esquemaética qualquer,
para respondermos satisfatoriamente que papel este esquema desempenha na
especificagdo de uma teoria, devemos levar em conta, pelo menos, a consid-

eracdo das seguintes questoes:

e Qual o papel desempenhado pela aplicagdo do esquema de axiomas na

especificacdo da teoria considerada;

e Qual o papel desempenhado pela aplicagio do esquema de axiomas em

especificacoes de extensdes da teoria considerada;
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o Que outros esquemas de axiomas de indugio poderiam ser considerados

nesta mesma linguagem;
e Qual a relacdo existente entre os novos esquemas e o esquema original;

e Qual o papel desempenhado pela aplicagdo destes novos esquemas em

especificagdo de extensdes da teoria original.

Agora que temos uma axioméatica para T'h(IV,0,S), podemos dar uma
resposta para a primeira destas questdes, verificando quais axiomas de Aw,;
podem ser suprimidos, na presenca de IM(V,,;). Em outras palavras, com-
parando Spc,s com a aplicagdo do esquema EIM a L(V,s).

Temos, entdo, o seguinte resultado:

Proposigao 6.1

a) BEIM(V,s) b= Sty

b) EIM(V,s) = Sa;

c) EIM(V,;) F Ss;

d) Se m for um nimero natural nio nulo, entdo S1,S9, EIM(V,s) |= Va
s™z £, ou seja, Si,S%, EIM(V,s) F ESs.

Prova:
a) Basta tomar a estrutura /' = (N, Oy, Sy), definida do seguinte modo:
i) N = {0}
i) O = 0;
i) Sy : N — N é tal que Sy(0n) = On.
Obviamente, 0 EIM(V,s) mas Feu Si.
b) Basta tomar a estrutura M = (N, 0y, Sn), definida do seguinte modo:
i) N ={0,1};
i) Oy = 0;

i) Sy é a fungdo definida pelo seguinte diagrama:

®.

¢ —>4

0 1
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Obviamente, =y EIM(V,;) mas [Ep Ss.
¢) Denotando a férmula z # 0 — Jy sy = z por A(z), temos:
Base: Obviamente o # o — Jy sy = o, ou seja, A(0).
Passo: Também é um fato imediato que sz # 0 — Jy sy = sz, ou seja A(sz).
Dai, A(0) A Vz (A(z) — A(sz)), acarretando Vz A(z).
d) Seja m = k+1, onde k é um ndmero natural qualquer e A(z) a férmula
smx £ x.
Base: Temos s™o = s*t10 = s(s*0) # o (axioma ;). Assim, A(o).
Hipdtese: Suponhamos A(z).
Passo: Dai, s™(sz) # sz que é A(sz). m

15 um fato bem conhecido que no caso das linguagens de segunda ordem,
os axiomas S1, S ¢ EIM ndo sdo independentes. Isto acontece porque em
todos os modelos do axioma de indugdo ao menos um dos axiomas S; ou Sy
é verdadeiro [6]. Os resultados anteriores nos mostram que isto néo acontece,

no caso de Th(IN,0,S).

A proposi¢io 6.1 motiva a seguinte defini¢go:

Definicao Chamaremos ESpc,sprpm a seguinte especificagdo esquema-
tica:

i) Vocabuldrio: V,;

i) Variavel esquematica: X, de peso 1;

iii) Axiomas: S1 e So;

iv) Esquema de axiomas: KIM.

Temos, entao o seguinte resultado:

Proposigao 6.2 A aplicacio ESpc,suim(Vos) € wma especificagcdo usual para
a teoria Th(IN,0, 5). '

6.2 O esquema de axiomas EIF(V,)

Na, secao anterior, confrontamos o esquema EIM(V,;) com a axiomética
anteriormente obtida e investigamos o papel da aplicagdo de EIM a L(V,s)

na especificacdio de T'h(IN,0,5). Nesta se¢io e na préxima, investigamos
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de maneira andloga o papel de dois outros esquemas definidos por outras
duas férmulas esquemadticas que podem ser interpretadas como formalizando
formas fracas de principios de indugdo, em estruturas que possuem zero e
sucessao entre seus conceitos primitivos.
A introducdo destes novos esquemas decorre de uma analise do método
de prova introduzido pela presenca de I M na especificacdo de uma teoria.
Uma prova por indugao matemaética, numa teoria formal 7, de uma sen-

tenca Vz A(z) consiste, usualmente, na prova de dois lemas independentes:
Lema 6.1 (Base de indugéo) Mostrar que 7 A(o).
Lema 6.2 (Clausula do fecho) Mostrar que 1 Vz (A(z) — A(sz)).

O objetivo dos lemas 6.1 e 6.2 é provar a conjungao das sentencas A(o) e
Vz (A(z) — A(sz)), que nos permite provar Vz A(z), usando um exemplar
de EIM e Modus Ponens.

A prova do lema 6.1 pode ser feita ou diretamente dos axiomas, pelos
métodos usuais de prova ou, no caso de propriedades aritméticas aparente-
mente mais complexas da forma Vz B(z), pelo préprio método de inducdo
matemética aplicado a z e B(z), como varidvel e férmula de indugéo, respec-
tivamente.

A prova do lema 6.2 se faz, usualmente, efetuando-se trés passos bésicos:

1) Hipdtese de indugdo: Supor A(z);

2) Passo de indugao: Provar que A(z) b7 A(sz);

3) Concluir que F7 A(z) — A(sz), pelo Teorema da Deducdo e que
Fr Vo (A(z) — A(sz)), por Generalizacio.

Nao é dificil mostrar que, em alguns casos particulares, a prova do lema
6.2 nao necessita da execugdo dos trés passos acima. Por exemplo, na prova
de S5 a partir de FIM(V,;) provamos que sz # o — Jy sy = sz sem usar,
necessariamente, s # 0 — dy sy = x.

Assim, para algumas propriedades aparentemente mais simples, podemos
mostrar que Fr Yz (A(z) — A(sz)) provando diretamente que 7 A(sz) e
introduzindo A(z) ou pela monotonicidade do b em conjunto com o Teorema

da Deducio ou pela Afirmagdo do Conseqiiente.
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Parece, entdo, natural considerarmos um outro tipo de esquema de axio-
mas de inducdo que pode ser expresso em L(V,s)E. A saber, aquele definido

pela seguinte férmula esquematica:
EIF. X(o) AVz X(sz) — YV X(z).

A férmula acima pode ser considerada como obtida a partir de BKIM
por um enfraquecimento da cldusula do fecho ¢, analogamente a EIM, d&
origem a um método de prova que, como veremos adiante, pode ser aplicado
4 prova de todas as propriedades decorrentes do fato de que em modelos de
Th(IN,0,S), S é sobrejetiva em IV \ {0}. Tal férmula seréd chamada indugdo
fraca e o esquema de axiomas obtido pela aplicacio de KIF a uma linguagem
adequada L, serd chamado de esquema fraco de indugdo de L.

Temos, entao, o seguinte resultado:

Proposigao 6.3

a) EIF(Vos) b= St

b) EIF(V,s) b~ So.

c) EIF(Vs) - Ss.

d) Se n for um nimero natural nio nulo, entio EIF [V sz # z, ou
seja, EIF If ESy.

Prova:

a) e b) Os mesmos modelos apresentados na proposigao 6.1.

c) Denotando a férmula & # o — Jysy = z, ou seja, A(o), teremos:
Base: Obviamente, 0 # o — Jysy = o, ou s¢ja, A(o);
Passo: E imediato que sz # o — Jysy = sy, ou seja A(sz).

Daf, A(o) A VzA(sz) e assim, VzA(z) (esquema ETF).

d) Basta considerar a estrutura A" = (N,0p,Sy), definida do seguinte

modo;
i) N = {ai,as2,...,a,};
it) On = a;

iti) Sy : N — N definida do seguinte modo, para todo 7,1 <1 < n :

Sn(ai) = aiy1 set<n
¢ a; sei=n,
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Fm resumo, N é exatamente um n-ciclo que o axioma Vz s"z # z exclui
dos modelos de T#(IN,0,.5).

Teremos, entao:

1) En EIF, pois em um ciclo todos os elementos sdo sucessores;

2) Ven Vz s™z # x, pois, por exemplo, s"a; = ay. m
O resultado acima motiva a seguinte definigdo:

Definigdo Chamaremos ESpc,sgrp a seguinte especificagao esquemati-
ca:

i) Vocabulario: V,,;

it) Varidvel esquematica: X, de peso 1;

#it) Axiomas: S1, S2, Sa2, -y Samy -+ -}

iv) Esquema de axiomas: EIF.

Temos, entdo o seguinte resultado:

Proposigio 6.4 A aplicacio ESpcosgrr(Vos) € uma especificagéo usual para
a teoria Th(IN,0,5).

6.3 O esquema de axiomas EIS(V,)

Continuando a andlise efetuada na segio anterior um pouco adiante,
podemos obter um outro tipo de enfraquecimento da clausula do fecho, con-
siderando aquelas propriedades aritméticas para as quais, além de provarmos
que A(z) b7 A(sz), poderfamos também provar que A(sz) b1 A(x).

Assim, podemos considerar ainda um outro tipo de axioma de inducao que
pode ser expresso em L(V,;), a saber, aquele definido pela seguinte férmula

esquematica:
EIS. X(o) AVz (X(z) & X(sz)) — Yz X(z).

Tal férmula serd chamada indug¢do simélrica e o esquema de axiomas
obtido por aplicagdo de EIS a uma linguagem adequada L, sera chamado

esquema simétrico de indugdo de L.
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Proposigao 6.5

a) EIS(V,s) = S1;
b) ELS(Vos) [ Sa;
c) EIS(Vos) F~ Ss;
d) Sy, S5, EIF(V,s) F4 ESs.

Prova:

c) Sendo m um ndmero natural ndo nulo, basta considerar a estrutura

N = (IN,0p, Sn), definida do seguinte modo:

i) N=INU{v2};
ZZ) ON = 0;
i1) Sy : N — N definida do seguinte modo, para todo n € N:

_m sen =+/2
SN(n)_{n-l—l sen € IN,

Teremos, entao:
a) Fen Ss, pois para todo n € IN, n + 1 # /2, ou seja, Sy(n) £ V2;
b) e EIS(V,s). De fato, seja A(z) uma formula de £(V,s), tal que

=u Ao), En Vz (A(z) & A(sz)) e n Yz A(z). »

ca:

O resultado acima motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao Chamaremos ESpc,sgrs a seguinte especificacao esquemati-
i) Vocabulario: V,;

i1) Variavel esquematica: X, de peso 1;

i) Axiomas: Sy, Sy e Ss;

w) Esquema de axiomas: EIS.

Temos, entdo o seguinte resultado:

Proposicao 6.6 A aplicagio ESpc,sgrs(L(V,s)) € uma especificacio usual
para a teoria Th(IN,0,5). '
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6.4 A relacao entre as aplicagoes EIM(V,,),
EIF(V,s) € EIS(V,s)

Nesta secao, investigamos a relacdo existente entre as aplicagdes dos es-

quemas EIM, EIF e EIS a L(V,s).
Proposicao 6.7 51,5, EIF(V,s), EIS(V,s) b 51, S2, EIM(V,s).

Prova:

(=) Segue dos resultados anteriores que Sy, S, EIF(V,s) € EIS(V,s) F
51,592,593 e ES4. Agora, S51,5,,53 € ES4 F 51,5, ¢ EIM(V,s). Logo, da
transitividade do |-, temos o resultado desejado.

(«=) Segue dos resultados anteriores que 53,52 € EIM(V,,) F 51,52,5; e
ESs. Agora, 51,52,53 e ESy = 51,5, e EIM(V,;). Logo, da transitividade

do I, temos o resultado desejado. »

Observe que a prova da proposi¢do 6.7 nao é feita no calculo esquematico

e depende diretamente da axiomatica apresentada.
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Capitulo 7

Conclusoes

Este trabalho é uma introducio ao estudo dos esquemas de axiomas de
inducao na especificacdo de teorias elementares.

Existem duas motivagdes bésicas para a introdugio deste tipo de axioma
na especificacio de uma teoria. Em primeiro lugar, dada uma estrutura in-
dutiva A e uma linguagem de primeira ordem £, adequada para N, podemos
estar interessados em investigar o quanto do principio de indugéo associado
a N, pode ser expresso em L. Conseqiientemente, interessa determinar o
quanto de T'h(N) esta porgéo do principio de indugdo consegue assegurar.

Por outro lado, podemos introduzir o esquema como uma maneira de
garantir que determinados métodos de prova estejam diponiveis para Th(N).
Conseqiientemente, interessa também investigar o quanto de Th(N) estes
métodos de prova conseguem assegurar.

A abordagem iniciada neste trabalho a ambas as questoes colocadas acima
nos conduzem ao problema de comparar a aplicagio do esquema de axiomas
associado a I(N') com uma axiomética independenﬁe para N. Como con-
sequiiéncia, dada uma estrutura indutiva A/, somos levados a considerar as
seguintes questoes:

(1) De que formas podemos definir N indutivamente?

(2) E Th(N) axiomatiz4vel? Caso a resposta a esta questio seja afirma-
tiva, encontrar uma axiomdtica independente para Th(/N);

(3) Investigar o papel de cada axioma na caracterizagio algébrica dos

modelos de NV;

(4) Comparar a aplicagido dos esquemas de axiomas de indugo associados
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aos principios de indugio encontrados no item (1) com a axiomadtica obtida;

(5) Com as informagdes obtidas acima, determinar o papel de cada es-
quema de axiomas na especificagdo de Th(MN) e comparar os esquemas entre
si.

Neste trabalho, apresentamos alguns elementos necessarios para a consi-
deragao destas questées. Em particular, iniciamos a execugio do plano acima,
para subteorias axiomatizdveis da aritmética elementar, tratando da teoria
Th(IN,O,S). Como extensdo imediata, indicamos o estudo das teorias das

seguintes estruturas: (IV, <), (IN,+), (IV,-).
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