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ESPECIALIZACOES DE HIPERGRAFOS ORIENTADOS

Joisa de Souza Oliveira

abril de 1994

Orientadora: Lilian Markenzon

Programa: Engenharia de Sistemas e Computacio

O objeto de estudo desse trabalho é uma classe particular de hipergrafos orienta-
dos, a 2-grafos orientados. Da-se destaque a uma subclasse da mesma, a BF-grafos.
As classes 2-grafos e BF-grafos sdo utilizadas na modelagem de problemas que a-
parecem em Ciéncia da Computagdo e Pesquisa Operacional, como os grafos E/OU

em Inteligéncia Artificial e os FD-grafos em Banco de Dados Relacional.

Sao estudados e analisados esquemas de representagio para 2-grafos, a partir
das representacdes mais utilizadas para grafos. Serd descrito um conjunto de ope-
ragOes mais freqlientes, a ser utilizado na avaliagdo comparativa das representacdes.
Objetiva-se a escolha de uma estrutura que permita que essas operacdes sejam feitas

com a maior eficiéncia possivel,
Definigdes e resultados para casos particulares encontrados no estudo de algumas
aplicacOes estao relacionados.

Ao final, é feita uma analise sobre a conceituagdo e obtengdo de caminhos (hi-

percaminhos) e drvores em BF-grafos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment of the require-
ments for the degree of Master of Science (M.Sc.).

PROPERTIES AND ALGORITHMS FOR RESTRICTIONS OF
DIRECTED HYPERGRAPHS

Joisa de Souza Oliveira
April, 1994

Thesis Supervisor: Lilian Markenzon

Department : Systems Engineering and Computing

The object of study of this work is a particular class of directed hypergraphs, the
directed 2-graphs. Special emphasis is given to one of its subclasses, the BF-graphs.
The 2-graphs and BF-graphs are used in the modelling of problems that appear
in Computer Science and Operational Research, such as the AND/OR graphs in
Artificial Intelligence and the FD-graphs in relational data bases.

Schemes of representation for the 2-graphs are studied and analyzed from the
most used representations for graphs. A basic set of the most frequent operations
is presented to be used in the comparative evaluation of the representations. The
purpose of this is to choose a structure that allows those operations to have the
most efficient performance possible.

Definitions and results for particular cases found in the study of some of the
aplications are presented.

Finally, an analysis of the conception and the obtention of paths(hyperpaths)

and trees in BF-graphs is done.



Indice

I Introdugao
L1 APTesentacio . . .« v v v v v i e e e e e e
1.2 Nogdes Bésicas Sobre Grafos . . . .. .. .. ... .. ... ...,
1.3 Conceitos Fundamentais de Hipergrafos Orientados . . . . . .. ...
131  As classes 2-grafos e BF-grafos . . . . ... .... ... ...,
1.3.2 Caminho e Cicloem BF-Grafos . . . ... .. .. .......
1.3.3 Hipercaminhos em BF-grafos . ... ... ...........

II Representagdes para 2-grafos
II.1 Um conjunto béasico de operagbes . . . . . . .. .. L
I1.2 Representagoes tradicionais para grafos . . . . .. .. ... ... ...
11.2.1 Matriz de Adjacénecia . . . . . . ..o oo
11.2.2 Listas de Adjacéncia . . . . . .. .. ...
1123 Alfernativas . . . . . . . . .. . .. e
11.2.4 A Matriz de Incidéncia . . . . . . .. ... ... .
11.2.5 A Matriz de Incidéncia Modificada. . . . . . ... .. ... ..

I1.3 Conclusdes . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e

ITIRepresentagoes com as arestas explicitas
I11.1 Estruturas para Hiper-Arestas . . . . . . . . ... ... .. ... ..
I11.2 Listas de Incidéncia BS(v) e FS(v) . .. .. ... .. ... ... ...
IIL.3 As Quatro Listas: Cabega(e), Rabo(e), BS(v) e FS(v) . . . ... ...
[IL4 O Digrafo D(H) . . . . . . oo oot
IIL5 Conclusdes . . . . . v v v i i e e e e e e e e e e e

IV Casos Particulares de 2-Grafos
IVIIntrodugao . . . v v v v i e e e e e e e e e e e e

10
11
11
12
13
16
22
29

31
31
41
49
35
62

68



vi-

IV.2 Hipergrafos Orientados Segundo Ausiello . . . . ... ... ... ...
IV.2.1 Principais Defini¢ées . . . . . . . . ... .. .
IV.2.2 FD-grafos . . . . .. . . 0 i
1V.2.3 Minimalidade e Equivaléncia Forte . . . ... ... ... ...
IV.2.4 Correspondéncia de Terminologias e Extensoes . . . . . . . ..

IV.3 Manutencéo dindmica de hipergrafos orientados . . . . . .. .. ...
1V.3.1 Fechamentode Néssimples . . . .. ... ... ... .. ...
1V.3.2 Nés simples: manutenc¢do dinamica do fechamento . . . . . . .

IV.4 Representacio utilizando nds compostos para casos particulares de

2-grafos . . ... Lo e
IV.5 Grafos E/Ou e Grafos E/Ou Generalizados . . . . .. .. .......
V.51 Grafos E/Ou . .. .. .. ... . oo e
IV.5.2 Grafos E/Ou Generalizados . . ... ... ...........
IV.5.3 GEOs e GEOGs como Hipergrafos . .. ... .........
IV.6 Arborescéncia de Woeginger . . . . . .. ... ... ..
IV.6.1 Arborescéncia . . . . . . . . . .o i i

V Caminhos, Arvores e Visitas em 2-Grafos Orientados
V.1 Introdugdo . . . . . .« o o i i e e
V.2 B-Caminhoe B-visita . . . . . .. .. ... ... ... . ... ...
V.3 B-4rvore . . . . . . e e e e e
V.4 BF-caminho . . . . . . . .. . e

VI Conclusoes



Capitulo 1

Introducao

I.1 Apresentagao

Hipergrafos sdo uma generalizagdo do conceito de grafos e possuem um numeroso
conjunto de aplicagGes nas mais variadas 4reas de Ciéncia da Computacao e Oti-
mizagao Combinatéria. O objeto de estudo desse trabalho é uma classe particular
de hipergrafos orientados, a classe dos 2-grafos, com enfoque sendo dado a uma
subclasse da mesma, a BF-grafos. Para esta classe, serdo considerados e analisados
problemas como representagdo interna, buscas e defini¢dio ¢ obtencdo de caminhos e
arvores. _

A motivacao para o estudo da 2-grafos e da BF-grafos € a sua utilizacdo na mo-
delagem de diversos problemas em Ciéncia da Computacdo e em Pesquisa Operacio-
nal, as vezes com nomes diferentes. Fles aparecem na representacdo de dependéncias
funcionais (FD-grafos) em Banco de Dados Relacional ([Ausiello 86], [Ausiello 90],
[Date 91]) , como os grafos E/Ou em Inteligéncia Artificial ([Nilsson 80], [Rich88],
[Levi 76]) ou na descrigdo do comportamento de sistemas concorrentes ([Markenzon
91]), por exemplo.

Nesse primeiro capitulo sdo apresentados os conceitos fundamentais de hiper-
grafos orientados, precedidos de algumas nocgGes bésicas de grafos necessarias ao
estabelecimento da terminologia adotada.

Nos dois capitulos seguintes sdo estudados e analisados esquemas de represen-
tacdo para a classe 2-grafos. No capitulo II é apresentado o conceito de represen-
tacdo de um hipergrafo, apds o que é descrito um conjunto basico de operagoes a
ser utilizado na avaliacdo comparativa dos diferentes esquemas. Nesse capitulo sdo
consideradas extensOes das mais tradicionais representagoes para grafos.

No capitulo III sdo analisados esquemas de representagdo em que existem estru-

turas especiais para as arestas. Em ambos os capitulos, para cada representacdo sdo
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apresentados definigio, exemplos e os algoritmos para o conjunto de operagoes, com
as respectivas comp.lexida,des.

No capitulo IV é feito um estudo de alguns casos particulares encontrados na
literatura, como os hipergrafos dos trabalhos de Ausiello ([Ausiello 83], [Ausiello 85],
[Ausiello86], [Ausiello 90]) e de Woeginger ([Woeginger 92]) e os grafos E/OU em
Inteligéncia Artificial ([Nilsson 80], [Rich88], [Levi 76]).

No capitulo V é feita uma analise sobre conceituacao e obtencdo de caminhos,
ciclos e drvores, com base nos trabalhos de Gallo ([Gallo 90}[Gallo 93]) e Markenzon
([Markenzon 91]). '

I.2 Nogcoes Basicas Sobre Grafos

Um grafo é um par G(V, E), onde V é um conjunto finito ndo vazio de elemen-
tos denominados vértices ou nés e F é um conjunto de pares ndo ordenados de
elementos distintos de V', chamados arestas.

Um grafo direcionado (ou digrafo) é um par D(V, E), onde V é um conjunto
finito ndo vazio (os vértices) e E um conjunto de pares ordenados de vértices distintos
(as arestas).

Seja D(V, ) um digrafo. Dada uma aresta (v,w) € E, o vértice v é dito
predecessor de w e w € o sucessor de v.

Seja D(V, E) um digrafo. Um caminho de um vértice v; a um vértice vy é uma
sequéncia de vértices vy, ..., vy tal que (v;,vj41) € B, 1 <j<k—1. Ovalork—1éo
comprimento do caminho. Diz-se nesse caso que v; alcanga v;. Um caminho é dito
simples se todas as suas arestas forem distintas. Se todos os vértices de um caminho
simples forem distintos, ele ¢ dito elementar. Um ciclo é um caminho vy, ..., v; tal
que v; = vi. Um digrafo sem ciclos é chamado aciclico.

Seja. S um conjunto e S C 5. Dizse que S’ é minimal (maximal) em re-
lagdo a uma certa propriedade P quando S’ satisfaz a propriedade P e ndo existe
subconjunto S” C 5 (S” D 5’) que também satisfaz P.

Seja D(V, E) um digrafo aciclico. Denomina-se fechamento transitivo de D
ao maior digrafo D;(V, E}) que preserva a alcangabilidade de D. Isto é, para todo
v,w € V, se v alcanca w em D entdo (v,w) € E;. De forma andloga, a redugio
transitiva de D é o menor digrafo D,(V, E,) que preserva a alcancabilidade de D.

Um grafo é denominado rotulado em vértices (ou arestas) quando a cada vértice

(ou aresta) estiver associado um identificador, denominado rétulo.
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I.3 Conceitos Fundamentais de Hipergrafos O-

rientados

As definigbes adotadas nesse trabalho sdo as encontradas em [Gallo 93]. Um hiper-
grafo é um par H(V, E), onde V é o conjunto de vértices e E = {e1,...,en}, ¢, TV
para z =1,...,m, € o conjunto das hiper-arestas.

Nesse trabalho somente hipergrafos orientados sdo considerados, ou seja, hiper-
grafos em que todas as hiper-arestas sejam orientadas.

Uma hiper-aresta orientada ou hiperarco e¢ = (I, Ls,..., ;) é uma se-
quéncia ordenada de r subconjuntos de vértices ndo vazios e disjuntos. Os con-
juntos L; sdo denominados camadas do hiperarco, sendo as camadas extremas do
hiperarco denominadas rabo(e) = Ly e cabega(e) = L, respectivamente.

Um hiperarco sem camadas é o hiperarco vazio, enquanto o hiperarco com uma

tinica camada é chamado lago.

I1.3.1 As classes 2-grafos e BF-grafos

Def.1.1: 2-grafos sdo os hipergrafos cujos hiperarcos possuem exatamente duas

camadas (2-arcos). O hipergrafo da Fig.I.1 é um 2-grafo.

Figura 1.1: Um 2-grafo

Essa é a classe de interesse desse trabalho, com enfoque sendo dado a uma
sub-classe da 2-grafos, a BI'-grafos. Para caracterizar a BF-grafos sdo necessarias

algumas defini¢oes, apresentadas em seguida.
Def.1.2: Um 2-arco e tal que | cabeca(e) |= 1 é chamado um B-arco (Fig.1.2(a)).
Def.1.3: Um 2-arco e tal que | rabo(e) |= 1 é um F-arco (Fig.1.2(b)).

Def.1.4: O 2-grafo H(V, F) tal que todo hiperarco ¢ € E é um B-arco é chamado
B-grafo.
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Figura [.2: Um B-arco (Fig.1.2(a)) ¢ um F-arco (Fig.1.2(b))

Def.1.5: De maneira andloga, um F-grafo é o 2-grafo H(V, E) tal que todo

hiperarco ¢ € E é um F-arco.

Def.I.6: Um BF-grafo é o 2-grafo cujos hiperarcos sdo ou B-arcos ou F-arcos

(Fig.1.3).

Figura 1.3: Um BF-grafo

E interessante observar que todo 2-grafo pode ser transformado em um BF-grafo
mediante a introdug¢do de um novo vértice entre as duas camadas de cada um dos

arcos do 2-grafo (Fig.I.4).

O
=

Figura I.4: Transformacdo de um 2-arco em um B-arco e um F-arco

Def.1.7: Dado um 2-grafo H(V, E), a sua imagem simétrica é o hipergrafo
H,(V,E;) onde (X,Y) estd em F, se (Y,X) € E. A imagem simétrica de um
B-grafo é um F-grafo e vice-versa.

Seja H(V, E) um 2-grafo. Com relagio a um determinado vértice v € V podemos

distinguir trés subconjuntos de F. Sao eles:



BS(v) = e € E tq v € cabega(e) ;
FS(w)= e€ Etqgv € rabo(e) ;
ST(v) = e€ E tqv € cabega(e) ou v € rabo(e) .
Ou seja ST'(v) = BS(v) U FS(v).
Considere o 2-grafo H(V, E). Define-se:
size(E) = Y (] cabega(e) | + | rabo(e) |)
ecE

Observa-se que :

S| cabega(e) | + | rabo(e) ) = (1 BS() | +1 FS(@) )

ecl veV

Verifica-se informalmente a validade dessa igualdade observando-se que nos dois
somaitorios é considerada uma tUnica vez a pertinéncia de um determinado vértice v a
uma determinada aresta e (v € cabega(e) Urabo(e)), para todos os vértices e arestas
do 2-grafo. Mais adiante, a apresentagdo de uma das propostas de representagao, a
matriz de incidéncias, torna esse fato de facil visualizacdo, ja que nos dois somatorios
contabiliza-se a ocorréncias dos elementos da matriz diferentes de 0, o primeiro sendo

feito nas colunas e o segundo nas linhas da matriz.

1.3.2 Caminho e Ciclo em BF-Grafos

Generalizando a nogdo existente para grafos, define-se o que é caminho em um BF-

grafo H(V, E), identificando-se tipos de caminhos com caracteristicas especiais:
Def.1.8: Um caminho de comprimento g é uma sequéncia alternada de vértices

v; e de arestas e;. O caminho P que vai do vértice origem s ao vértice destino ¢ é

entao:
Py = (v1 = s,€1,02, €3, ..., €q, Vgq1 = 1)
onde
s € rabo(e1),t € cabeca(ey),v; € cabeca(e;_1) Nrabo(e;),7 = 2...q

Um possivel caminho de vy a vg no BF-grafo H da Fig.I.3 aparece em destaque
na Fig.L.5,

O vértice s é dito a origem de Py, enquanto ¢ é dito o destino de Py;.

Dados dois vértices z,y € V, dizemos que y é conectado a z se existe um ca-
minho P, em H. Deve-se observar que, em um BF-grafo orientado, y ser conectado

a z nao implica necessariamente z conectado a y.



Figura 1.5: Um caminho de v; a vg no BF-grafo H

z conectado a y <=1 Py, em H

Def.1.9: Um ciclo em um BF-grafo é um caminho P,; = (v1 = 8, €1, 09, €9, ..., €g, Vg1 =
1), tal que t € rabo(eq) .

Exemplo: O ciclo vy, eq, v7, €5, v, €7, U5 na Fig.1.6

Figura 1.6: Ciclo num BF-grafo

Seja C um ciclo de H. Entdo para qualquer par de vértices (z,y) € C, z,y # s,
z estd conectado a y e y esta conectado a z.

Um caminho é dito simples se todos os seus hiperarcos sao distintos, e um cami-
nho simples é dito elementar se todos os seus vértices sdo distintos. Analogamente,
define-se ciclo simples e ciclo elementar. Um caminho € dito aciclico se ele nao

contém qualquer subcaminho que seja um ciclo.

1.3.3 Hipercaminhos em BF-grafos

Nos BF-grafos podem ser identificados caminhos especiais que se destacam pela
seguinte caracteristica: se um determinado hiperarco e pertence ao caminho, entao
todos os vértices de cabega(e) U rabo(e) pertencem ao caminho. Esses caminhos sgo

chamados hipercaminhos.
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Def.1.10: Um hipercaminho de origem s e destino ¢ é o BF-grafo minimal
H, = (V,, E,) tal que: )

(7)) V,CVeE,CFE;

(42) 5,2 € Vp = Ueen, &

(zi1) t é conectado a s mediante um caminho simples;

Existem trés tipos distintos de hipercaminhos: B-caminhos, F-caminhos e BI-
caminhos. As respectivas definigbes sdo apresentadas em seguida, sendo conveniente
esclarecer a priori a ndo obviedade das mesmas, ou seja, um B-caminho nio é sim-
plesmente um caminho formado por B-arcos.

Def.1.11: B-caminho de origem s e destino  :

Um B-caminho de origem s e destino ¢ é o BF-grafo minimal H; = (V}, E3) tal
que:

(1) By CE;

(¢2) 8,1t € Vo = Ueer, &

(212) se ¢ € V; entdo = é conectado a s em H, mediante um caminho simples
aciclico;

Observe que a defini¢do ndo implica aciclicidade do B-caminho; para todo vértice
v do B-caminho existe um caminho sem ciclos da origem s até v. O BF-grafo da
Fig.I.7(a) é um B-caminho; existem caminhos simples de v; a todos os nés do B-
caminho, que nio contém o ciclo (va, €4, vs, €5,v4) como subcaminho. No caso do
BF-grafo da Fig.1.7(b), nao existe caminho simples de v; a v3 que ndo contenha o

ciclo (vg, €3, v4, €2,vs). Logo, ele ndo é um B-caminho.

Figura 1.7: Um B-caminho(a) e um BF-grafo que n&o é B-caminho(b)
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A definicio de F-caminho apresentada a seguir é obtida utilizando-se a nogéo
de imagem simétrica introduzida na defini¢ao L.7.

Def.1.12: Um BF-grafo é um F-caminho de s a t se a sua imagem simétrica é
um B-caminho de ¢ a s.

I importante observar que um vértice = ser conectado a ¢ por um caminho
simples aciclico na imagem inversa de H é diferente de ¢ ser conectado a z por um
caminho simples aciclico em .

O BF-grafo da Fig.1.8 é um F-caminho de v, a vs.

Figura 1.8: Um F-caminho

Def.I1.13: Um BF-caminho de s a t é o BF-grafo que é ao mesmo tempo um

B-caminho e um F-caminho de s a ¢.

O BF-grafo da Fig.1.9 é um BF-caminho de vy a v.

Figura 1.9: Um BF-caminho

Dados um BF-grafo H(V, E) e dois vértices z,y € V, dizemos que o vértice x é
B { F, BF }-conectado a y se existe umn B {F, BF}-caminho Py, em H.

Def.1.14: Dados um 2-grafo H(V, E) e dois vértices z,y € V, uma aresta ¢ € F

é chamada aresta de ligacfio entre = e y se x € rabo(e) e y € cabega(e).



Capitulo 11

Representacoes para 2-grafos

A representacdo de hipergrafos orientados em computador constitui o objeto de
estudo desse capitulo. Mais especificamente, estaremos interessados em esquemas
de representacao para a classe 2-grafos.

O conceito de representa¢do de um hipergrafo (orientado ou néo) aqui utilizado
é estabelecido de modo anédlogo ao conceito de representacio de um grafo descri-
to em [Pombo 79]: considere um hipergrafo (orientado) H e a estrutura Ry que
descreve esse hipergrafo (orientado). Ry é dita uma representagio de H se todas
as informacOes de H sdo unicamente determinadas a partir exclusivamente de Ry.
Dessa forma, dados dois hipergrafos orientados distintos Hy e Hj, suas respectivas
representacoes Ry e Ry sdo necessariamente distintas.

Serdo estudados e analisados diferentes esquemas de representacio interna pa-
ra a classe 2-grafo. B importante observar que qualquer esquema de representacio
valido deverd atender & condigdo fundamental do conceito de representacao estabe-
lecido acima: a biunivocidade entre um 2-grafo e sua representacido. A avaliacao da
adequacgao de uma representacio é feita objetivando-se a escolha de uma estrutura
que permita que as operagdes mais freqiientes, como determinar quais os vértices do
rabo de uma determinada aresta, sejam feitas com a maior eficiéncia possivel.

Na proxima segao sera descrito um conjunto béasico de operagdes a ser utilizado

na comparagdo dos diferentes esquemas de representagio interna.

Um estudo inicial é feito a partir das principais e mais comuns representacdes de
grafos, como matriz e lista de adjacéncia, quando da sua utilizacdo para representar
2-grafos, verificando que nem sempre isso € possivel e apresentando modificagGes

que possam viabilizar essa utilizacao.
Para cada representacgio sera apresentada sua defini¢do, exemplos e os algoritmos

que implementam cada uma das operacoes do conjunto basico, juntamente com a

complexidade de cada um deles.
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II.1 Um conjunto basico de operagoes

A partir do conjunto bésico de operacdes abaixo sera feito um estudo comparativo
de eficiéncia para as representagdes apresentadas em seguida. As operaces desse
conjunto sdo as mais comumente utilizadas em algoritmos para problemas classicos,
como, por exemplo, buscas e obtencdo de caminhos em 2-grafos.

Podemos identificar dois tipos de operac¢Oes: as estruturais e as de manutencio
dindmica do 2-grafo.

No primeiro grupo se encontram as operagoes de pertinéncia de vértices ¢ arestas,
determinacao de cabeca e rabo de uma aresta, determinagdo de BS ¢ I'S de um

vértice.

O grupo de manutengio dindmica consiste das operacdes de insercao e remogao

de vértices e arestas.

Seja. um 2-grafo H = (V, E) cujos n vértices e m arestas sdo rotulados. Dados

v € V ee€ E, as operagdes mais comuns seriam:
1) Identificar se v € cabega (e).
Observe que e € BS(v) sse v € cabega(e). Assim sendo, determinar se e € BS(v)

é equivalente a saber se v € cabega (€), ndo havendo a necessidade de considerarmos

uma, operacdo distinta para cada caso.
2) Identificar se v € rabo(e).

Nesse caso e € F'S(v) sse v € rabo(e), ou seja, determinar se e € F.S(v) é

equivalente a saber se v € rabo(e).
3) Determinar cabega(e).
Obter todos os vértices v € V tg v € cabega(e).
4) Determinar rabo(e).
Obter todos os vértices v € V tq v € rabo(e).
5) Determinar BS(v), dado um vértice v € V.
Obter todos as arestas e € E tq v € cabega(e).
6) Determinar F'S(v), dado um vértice v € V.
Obter todos as arestas e € £ tq v € rabo(e).
7) Inserir em H um vértice v.
8) Inserir em H uma aresta (rabo(e),cabeca(e)), rabo(e), cabeca(e)C V.
9) Remover de H um vértice v, v € V.

Deve-se notar que essa operagdo inclui a remogio de todas as arestas que tenham

v em seus conjuntos rabo ou cabega.
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10) Remover de H uma aresta e,e € E.

Existe ainda um terceiro grupo, com duas outras operagdes, que poderiam ser
classificadas como compostas. Essas operagbes sdo as que estabelecem a existéncia
de ligagdo entre vértices (ou conjuntos de vértices) no 2-grafo. Podem servir como
critérito de desempate em alguns casos em que duas representacdes distintas equi-
valem em termos de eficiéncia com relagio as operacdes dos dois outros grupos. Séo
importantes para vérias aplicagGes.

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais sdo as arestas de ligacio entre v
ewem H.

Pela defini¢dio 1.14 a aresta e € E é chamada aresta de ligagao entre v e w se
v € rabo(e) e w € cabega(e).

12) Dados dois conjuntos de vértices V; e V;, determinar se (V4,V;) € E.

I1.2 Representacoes tradicionais para grafos

11.2.1 Matriz de Adjacéncia

Numa primeira tentativa de se estabelecer um esquema de representacao para um
2-grafo orientado é bastante razodvel levar-se em consideragio a mais usual repre-
sentacio de grafos (digrafos) encontrada na literatura ([Pombo 79], [Szwarcfiter 84]),
que é a matriz de adjacéncia. Dessa forma, estendendo a nogao de matriz de ad-
jacéncia para um 2-grafo orientado H = (V, F) cujos n vértices estdo rotulados,

define-se a matriz A,xn, onde o elemento ¢; ;, para i, j = 1...n, é:
1, se existe aresta e € F tq v; € rabo(e) e v; € cabega(e);
ai" = R
! 0, caso contrario.

Counsidere o 2-grafo H da figura II.1.

A matriz de adjacéncia para H seria:

M1 V2 U3 Vs Vs Vs

vv 0 1 1 1 0 O
vp 0 0 0 0 1 O
v3 0 0 0 0 1 1
vey 0 0 0 0 0 1
vs 0 0 0 0 0 0
v 0 0 0 0 0 O

Observa-se que a matriz de adjacéncia ndo atende 3 propriedade fundamental de

representacio (correspondéncia um-pra-um). Considere o 2-grafo H’ da figura I1.2.
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Figura 11.1: O hipergrafo A

(2)
\\@

e2

Figura I1.2: O hipergrafo H’

E imediato verificar que a matriz de adjacéncia de H’ é a mesma de H, ndo
havendo forma de diferenciar a existéncia de uma dnica aresta de ({vq, vs}, {vs})
em H e duas arestas distintas ({vs}, {vs} ) e ({vs}, {vs} ) em H".

I1.2.2 Listas de Adjacéncia

Analogamente ao que foi feito para matriz de adjacéncia, estende-se aqui a nogao
de listas de adjacéncia para hipergrafos. Nessa representacio cada vértice v aponta
para uma lista encadeada composta pelos vértices w tal que exista uma aresta de

ligacdo entre v e w.
Lista de v: {w €V, Je€ E tqv € rabo(e) e w Ecabegale) } .

E natural esperar que o problema anterior ocorra também para listas de ad-

jacéncia, j& que essas sfio uma representacdo compacta (evitando espagos desper-
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digados com tantos 0’s) da matriz de adjacéncia. Na verdade, as listas de adjacéncia
pdem ser obtidas a partir da matriz de adjacéncia por uma transformagao bem de-
finida, onde para cada linha da matriz ligamos todos os vértices cujos elementos
correspondentes nessa linha tém valor 1. Assim sendo, podemos comprovar a o-
corréncia do mesmo problema simplesmente verificando que as listas da figura 11.3

sdo representagdes tanto de H como de H'(figuras IL.1 e I1.2).

v2

v3 | TP va "1

vo ™

v53

mity)

vb6

SPTPTT

Figura I1.3: Listas de Adjacéncia de H e H’

11.2.3 Alternativas
11.2.3.1 Matriz de Adjacéncia Modificada

Modificagoes na matriz de adjacéncia que possibilitem a sua utilizagdo devem ser
consideradas. Uma primeira idéia seria representar o 2-grafo H, cujos n vértices e
m arestas estdo rotulados, por uma matriz A,x,, onde o elemento a;; contém, ao

invés do valor 1, a aresta que liga v; a v;.

Para o 2-grafo H ter{iamos entao:



01
V2
U3
2

Vs

o O O O O O

Vs

V2

o O O O O
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Enquanto para H’ a nova matriz seria:

1
U1
V2
U3
V4

Vs

o O O O O O

Ve

Dessa forma terfamos representagbes distintas para os dois hipergrafos.
O problema que se coloca agora é como representar duas arestas distintas que
fazem a ligagdo entre o mesmo par de vértices. Sejam v;,v; € V, e,,e, € E, tais que

v; € rabo(e,) Nrabo(e,) e v; € cabega(ey) Ncabega(e,). A representagio apresentada

exige a escolha a; j=e, ou a; j=e,

Por exemplo, consideremos o 2-grafo H” abaixo.

V2

€2

o O O O O

(%]

€1

oo o O

0

V4

€1

(== e T e N eno B e

Vs

€3

€3

Us
0
€3
€5
0
0
0

Vs

€4

€4

Vs

€4

€4

Figura IL.4: O hipergrafo H”

Se considerarmos os vértices vz € vs, ag 5 56 poderd conter ou e3 ou es, caracterizando-

se perda de informacao.
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A solucdo é fazer a célula da matriz apontar para uma lista das arestas que ligam
v; a v;, observando que uma mesma aresta pode aparecer em duas ou mais listas

diferentes.

A representacao do hipergrafo H” da figura I1.4 seria entdo a da figura IL.5.

vl v2 v3 vi v5 vo6

vl 0 el el el 0 0

v2 0 0 0

il
¥

va 0 0 0 0 0 el EQEZEF—q

v5 0 0 0 0 0 0

v6 0 0 0 0 0 0
Figura I1.5: Matriz de Adjacéncia com apontadores externos

Se a bidimensionalidade de uma matriz de adjacéncia ja pode tornar proibitiva
a sua utilizagdo em alguns casos, dada a quantidade de memdria necessaria para
armazena-la, a tridimensionalidade dessa nossa representagdo a torna ainda pior.
Isso porque, em caso de empate ou proximidade das complexidades das operacGes
para duas representagoes Ry e Ry, o critério de escolha é a complexidade de memoria,

necessaria para cada representacao. Nao devemos, entretanto, desconsidera-la.

11.2.3.2 Listas de Adjacéncia Modificadas

De maneira analoga a que foi feita para matriz de adjacéncia, procuraremos mu-
dancas que viabilizem a utilizacdo das listas de adjacéncia. A idéia é que um vértice
v; esteja na lista de v; um ndmero de vezes igual ao nimero de arestas e pertencentes
a F tal que v; € rabo(e) e v; € cabega(e). Além do campo para o vértice v; e um
ponteiro para o proximo vértice adjacente, uma posi¢io extra deverd ser utilizada
para guardar a aresta que foi considerada na colocagdo de v; na lista. A essas listas
chamaremos listas de adjacéncia modificadas. Por exemplo, para o hipergrafo H”
da figura I1.4, terfamos as listas da figura I1.6.



-16-

v5

}
I -

v5 fe3 v5 feb

v6 fed -'}

ve let | TP ve les 1-}

PPTTTT

Figura IL1.6: Listas de Adjacéncia Modificadas de H”

As complexidades para as operagbes de obtencdo de todos os vértices pertencen-
tes & cabeca (ou rabo) de uma aresta e as arestas do BS de um vértice sdo muito
grandes, pois nesses casos seria necessirio percorrer até o fim todas as listas de
adjacéncia de todos os vértices. Isso compromete tambem operagdes como delegio
de vértices/arestas, que envolvem (explicitamente ou néo) as operagdes acima. Isso
justifica o ndo aprofundamento do estudo das complexidades para o nosso conjun-
to bésico de operagoes no momento. No proximo capitulo, quando trataremos de
casos que utilizam estruturas especiais auxiliares para a representacao de arestas,
voltaremos a falar em listas de adjacéncia modificadas.

A utilizagao das duas representac¢Oes mais tradicionais de grafos na tentativa de
representar hipergrafos parece natural e simples. No entanto, conforme anterior-
mente mostrado, isso pode ser incorreto ou, com algumas modificagdes estruturais,
complexo. Veremos agora como se comporta uma outra proposta de representacéo,

que embora conhecida para grafos, ndo é uma das representacoes mais usadas.

11.2.4 A Matriz de Incidéncia
A matriz de incidéncia para 2-grafos é a matriz Amxn, onde o elemento a; ; é:

-1, sev; € rabo(e;),
a;; =4 1, sew; € cabeca(e;),

0, caso contrario.
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Exemplo: a matriz de incidéncia para o hipergrafo H’da figura 11.2

€1 €2 €3 €4 €5

vw -1 -1 0 0 0

v, 0 1 -1 0 -1
v3 1 0 -1 -1 0
vy 1 0 0 -1 0
vs 0 0 1 0 1
v 0 0 0 1 O

A matriz de incidéncia é muito provavelmente o esquema de representacao mais
simples e natural em que se pode pensar para um 2-grafo H, e j4 aparece como tal nos
trabalhos [Berge 70][Gallo 90] ¢ [Markenzon 91]. I bastante facil a identificacio das
caracteristicas estruturais de H na matriz Ay que o representa, havendo basicamente
as desvantagens de qualquer esquema matricial, que é a complexidade de espago em
memoria possivelmente proibitiva e o fato das operagoes de insercio de vértices e

arestas poder causar o redimensionamento da matriz.

A seguir, apresentaremos as rotinas para o conjunto bésico de operacdes e suas

respectivas complexidades.

Operagoes para a Matriz de Incidéncia;
1) Identificar se v € cabega(e).

rotina Pertence_Cabeca(v,e)

pertence := falso,
se a,. = 1 entéo pertence:= verdade
sendo perience := falso;

retorna(pertence);
complex: O(1).

A rotina (1) possui complexidade constante, bastando consultar a posigio a, .

da matriz e testar o valor (no caso se igual a 1) para resolver de imediato a questao.

2) Identificar se v € rabo(e)

rotina Pertence Rabo(v,e)
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pertence := falso;
8€ Gye = -1 entdo pertence:= verdade
sendo pertence := falso;

retorna(pertence);

complex: O(1).

A rotina (2) é obtida de maneira andloga & anterior, sofrendo modifica¢ao somen-

te no teste (agora igual a -1). Logo se mantém a complexidade, também constante.

3) Determinar cabeca(e).

rotina Obtem_Cabeca(e)
C_Cabega ;= 0;
para todo v € V faga
se a,,. = 1 entéo
incluir v em C_Cabega ;
retorna(C_Cabega);

complex: O(n).

A rotina consiste em percorrer toda a coluna relativa a e, incluindo no conjunto
o vértice cujo elemento correspondente na coluna for igual a 1, ou seja, é feito um
teste com complexidade constante para cada vértice.A complexidade no caso é da

ordem do niimero méaximo de vértices no 2-grafo (ou ndmero de linhas da matriz):

O(n).
4) Determinar rabo(e).

rotina Obtem_Rabo(e)
C_Rabo:=
para todo v € V faga
se a,. = -1 entéo
incluir v em C'_Rabo ;

retorna(C_Rabo);
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complex: O(n).

Procede-se de forma semelhante a rotina anterior (3), considerando para incluséo

os vértices com valor igual a -1 na coluna da aresta em questdo.

5) Determinar BS(v)

rotina Obtem BS(v)
C_BS := 0;
para todae € F faga
se a,. = 1 entdo
incluir e em C_BS
retorna(C_BS);

complex: O(m).

A rotina consiste em percorrer a linha relativa a v, incluindo em BS(v) a aresta
cujo elemento correspondente na linha for igual a 1. It feito um teste (tempo cons-
tante) para cada aresta do 2-grafo. Complexidade é da ordem do niimero méximo

de arestas (ou ndmero de colunas), O(m).

6) Determinar F'S(v)

rotina Obtem FS(v)
C_FS :=
para toda e € I faga
se aye = -1 entéo
incluir e em C_F'S
retorna(C_FS);

complex: O(m).

Rotina andloga a anterior que, para toda a aresta e do 2-grafo, testa em tempo

constante se o valor na posigao a,. ¢ igual a -1. A complexidade é também O(m).
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7) Inserir em H um vértice v tqv ¢ V.

rotina Insere_Vertice(v, H)
nlivre:= nlivre + 1;
v:= nlivre;

nn :=nn +1

complex: O(1).

A rotina para insercdo de vértice ndo prevé situagio de erro, como o esgotamento
do espago reservado e o conseqiiente redimensionamento da matriz. Assim sendo,
consiste simplesmente em associar ao vértice a ser inserido uma linha livre na matriz,
e incrementar o nimero de vértices no 2-grafo, o que é feito em tempo constante. A
variavel nlivre (mlivre) é utilizada para guardar qual a posicio livre para atribuir
ao vértice (aresta) que estd sendo inserido. O nidmero real de vértices (arestas)
no grafo é mantido em nn (mm). Isso porque as posi¢cdes ocupadas por vértices

(arestas) deletados ndo sdo liberadas.

8) Inserir em H a aresta (rabo(e),cabega(e))

rotina Insere(rabo(e),cabega(e), H)

mlivre := mlivre + 1;

e := mlivre;

mm = mm +1;

tt para todo v € cabega(e) faga
Oy i= 1

para todo v € rabo(c) faga
Qye 1= -1;

k)

complex: O(stze,)

A rotina acima associa uma coluna livre da matriz a aresta a ser inserida. Depois
disso, atualiza a informacéo de | rabo(e) | + | cabeca(e) | posicdes da matriz. A

complexidade é O(size,.), onde size, =| rabo(e) | + |cabeca(e) |.

9) Remover de H um vértice v, v € V.
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rotina Remove_Vertice(v,H)
para toda e € I/ faga
se Gy # 0 entdo
Remove_Aresta(e, H)
Uy, = 0;

nn:= nn-1;

complex: O(m + st X n)

Deve-se observar que essa operagdo inclui a remocao de todas as arestas que te-
nham v em seus rabos ou cabegas. A rotina acima consiste em percorrer toda a linha
de v (O(m)), para determinar ST'(v), isto é, as arestas que devem ser removidas. A
remocao de uma aresta é feita com complexidade O(n) ( ver a rotina 10 a seguir).

Séo feitas no total st remogdes. A complexidade total nesse caso é O(m + (st X n)),
onde st =| ST'(v) |.

10) Remover de H uma aresta e, e € F.

rotina Remove_ Aresta(e,H)
para todo v €V faga
Ay, = 0;

mm := mm-1;

complex: O(n).

Para remover uma aresta e percorre-se toda a coluna relativa a e, atribuindo-se
a todo elemento nessa coluna o valor 0. Cada atribuicao é feita em tempo constante

e no total sdo feitas n atribui¢bes. A complexidade da rotina é O(n).
11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligacio entre v e w

rotina Obtem_Arestas_Ligacio(v,w)
C_Aresta_Ligagio :=
para toda e € F faga
se a;,,e =—1leaye =1 entdo

incluir e em C_Aresta_Ligagao;
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retorna( C_Aresta_Ligagdo);

complex: O(m)

Percorre-se as duas linhas da matriz relativas a v e w. No total sdo consulta-
das 2 posicbes por aresta (ay. € Gy,.e), para todas as arestas do 2-grafo. Logo, a

complexidade é O(m).
12) Dados dois conjuntos de vértices V4, V3, determinar se (V4,V2) € E?

rotina Existe_Aresta(V4,V2);

aresta := 0 ;

parat; € Vi e hy € V; faga
Obtem_Arestas_Ligacio(t1,hq)

enquanto aresta = 0 e C_Aresta_Ligagio # | faga
retira e € CLAresta_Ligagao
Obtem_Cabeca(e); Obtem_Rabo(e)
se C_Cabeca = V4 e C_Rabo = V, entdo

aresta := e;

retorna (aresta);

complex: O(m + kn)

Inicialmente obtém-se um conjunto de ligagdo para um par de vértices ({4, hy),
o que ¢é feito para qualquer par de vértices em tempo O(m). O pior caso é conside-
rarmos a selegdo de um par (1, k1), tal que o conjunto de arestas de ligacdo para
esse par tenha a maior cardinalidade possivel, dentre os conjuntos de ligagao para
qualquer par (t,2) tq ¢t € V4 e h € V5. Seja k essa cardinalidade méxima, & < m.
Para cada uma das k arestas desse conjunto de ligagio, tem que se obter o conjunto
rabo e o conjunto cabega, o que é feito em ambos os casos com complexidade O(n)
(rotinas 4 ¢ 3). A complexidade no total é O(m + kn).

I1.2.5 A Matriz de Incidéncia Modificada

A matriz de incidéncia pode ser redefinida de modo a melhorar a complexidade de

algumas das operagGes. Para isso os elementos a; ; diferentes de 0 conterdo, além da
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informacdo de pertinéncia do vértice v; & cabega (sinal +) ou rabo (sinal -) da aresta
e;, qual o préximo vértice pertencente a esse mesmo conjunto. Ou seja, desse modo
cada conjunto cabega ou rabo de uma aresta e fica representado explicitamente como
uma lista circular cujos elementos pertencem obrigatoriamente a mesma coluna na
matriz (relativa a e). Além disso serdo utilizados dois vetores auxiliares PCab e
PRab,de tamanho m, tais que PCab[i] e PRabi] contém os primeiros elementos de

cabeca e rabo da aresta e; respectivamente.

Com essa modificagio, a nova matriz de incidéncia A,,x, € assim definida:

—k, /[vg é o préximo vértice do rabo(e;), se v; € rabo(e;)
a;; = k, vk é o préximo vértice de cabega(e;), se v; € cabega(e;),

0, caso contrario
A matriz modificada para o grafo do exemplo anterior é:

€t €2 €3 €4 €5

vw =1 -1 0 0 0

v, 0 2 -3 0 -2
v3 4 0 -2 —4 0
vy 3 0 0 -3 0
vs 0 0 5 0 5
vs 0 0 0 6 0

Como ¢é previsivel, os algoritmos pertinentes ao conjunto de operagoes basico
para a matriz de incidéncia modificada sdo semelhantes ao da matriz de incidéncia
original. As diferencas ocorrerdao nas rotinas que envolvam a obtencéo do conjunto
cabeca(e) ou rabo(e).

As operacOes para a Matriz de incidéncia Modificada:

1) Identificar se v € cabega(e)

rotina Pertence_Cabeca(v,e)
perience := falso;
se a, > 0 entdo pertence:= verdade
sendo perience := falso;

retorna(pertence);

complex: O(1).
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A rotina tem complexidade constante, bastando fazer uma consulta a posicao

Oyc-

2) Identificar se v € rabo(e)
rotina Pertence Rabo(v,e)

pertence := falso;
se a,,. < 0 entdo pertence:= verdade
sendo pertence := falso;

retorna(pertence);

complex: O(1).

Rotina com complexidade constante, caso andlogo a da rotina anterior.

3) Determinar cabeca(e)

rotina Obtem_Cabeca(e)

C_Cabega := 0;

primetro := PCable];

incluir primeiro em C.Cabeca;

prd:vimo ‘= Uprimeiro,e

enquanto prozimo # primeiro faga
incluir prézimo em C_Cabega;
pro’m’mo ‘= Oprézimo,es

retorna(C_Cabega);

complex: O(]| cabega(e) |).

Como os vértices de cabega(e) estido agora encadeados circularmente na prépria
coluna, nfio é mais necessério consultar todos os elementos da coluna. E suficiente
determinar em PCable] o primeiro vértice do conjunto e a partir dai, cada vértice da
cabega(e) terd no seu elemento correspondente na coluna de e o préximo vértice que
também esta no conjunto. S&o consultadas somente as posigdes relativas a vértices
pertencentes a cabega(e), logo a complexidade é de ordem igual a cardinalidade desse

conjunto.
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4) Determinar rabo(e)

rotina Obtem Rabo(e)

C_Rabo := {;

primeiro := P Rable];

incluir primeiro em C_Rabo;

p'r‘émimo ‘= - Uprimeiroe

enquanto prézimo # primeiro faga
incluir prézimo em C'_Rabo;
pro’a:imo (= - OGprézimo,e)

retorna(C_Rabo)

complex: O(| rabo(e) |)

De modo semelhante ao da rotina anterior, sé serdo consultadas as posi¢des
relativas a vértices que estdo no conjunto rabo(e), a partir de um primeiro vértice

guardado em PRable]. A complexidade é de tamanho igual a cardinalidade do
conjunto.

5) Determinar BS(v)

rotina Obtem BS(v)
C_BS = {;
para toda e € IY faga
se ay. > 0 entdo
incluir e em C_BS
retorna(C_BS);

complex: O(m).

As modifica¢bes na matriz de incidéncia néo afetam a complexidade dessa ope-
racao, que continua sendo feita como na matriz de incidéncia original, a menos da
mudanga no teste da posi¢do. Continua sendo necessario percorrer toda a linha de v.

Assim sendo é consultada uma posigio por aresta, para todas as arestas do 2-grafo.

A complexidade é O(m).
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6) Determinar F'.S(v)

rotina Obtem_FS(v)
Cn_FS := (;
para toda e € F faga
se a,. < 0 entdo
incluir e em C_F'S
retorna(C_F'S);

complex: O(m).

Com comportamento idéntico ao da rotina anterior, para obtengédo de F'S(v),
essa também néo sofre mudancas na sua complexidade com relagao a matriz original.

Continua sendo necessdario percorrer toda a linha de v. Mantém-se a complexidade,

O(m).
7) Inserir em H um vértice v tq v ¢ V.

rotina Insere(v,H)
nlivre:= nlivre + 1;
nn :=nn + 1;

v:= nlivre

complex: O(1).

Rotina idéntica a rotina de inser¢do de um vértice na matriz de incidéncia origi-

nal.

8) Inserir em H a aresta (rabo(e),cabeca(e))

rotina Insere(rabo(e),cabega(e), H)
mlivre := mlivre + 1;
e := mlivre;
mm := mm + 1;
PCable] := hy;
para i := 1 até |cabega(e)| —1 faga
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corrente := hy;;
Qcorrentee *= Nit1;
corrente := h;;
Qeorrente,e = C’ab[e];
PRable] := 1y
parai:=1 até | rabo(e) | —1 faga
corrente := 1;;
Georrente,e = - Lit1;
corrente := 1;;

Qcorrentee ~— - PRa’b[e]7

complex: O(size,)

Para cada vértice v pertencente ao conjunto cabega(e), a posi¢do a,, é modifica-
da, passando a armazenar o préximo vértice desse mesmo conjunto. Procede-se da
mesma maneira para os vértices do conjunto rabo(e). I feito um acesso por vértice
pertencente a rabo(e)U cabega(e). A complexidade ¢ igual a cardinalidade da uniao

dos conjuntos, ou seja, O(size.).
9)Remover de H um vértice v, v € V.

rotina Remove Vertice(v,H)
para toda e em I\ faga
8e dye # 0 entdo
Remove_Aresta(e,H)
Qe i=0;

nn ;= nn - 1;

complex:O(m + st X size,)

Na remogao de um vértice continua sendo necessario percorrer toda a linha de
v na matriz, para obter ST'(v), o que requer tempo O(m). Sdo removidas st a-
restas, cada remogio sendo feita em O(size.) (rotina 10 abaixo). Assim sendo, a

complexidade total é O(m + st X size,).

10) Remover de H uma aresta e,e € E.
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rotina Remove_Aresta(e,H)

Obtem_Cabeca(e); Obtem Rabo(e);
para todo v € C_Cabeca U C_Rabo faga
Oy 1= 0

mm := mm-1;

complex: O(size,)

A obtengao dos conjuntos cabega(e) e rabo(e) é feitaem | rabo(e) | + |cabega(e) |,

que é igual a size.. Depois, para cada vértice v na unido desses conjuntos, acessa-se,

em tempo constante, a posicao a, . para atribuic¢io do valor 0. Logo, a complexidade

é da ordem da cardinalidade da unido desses conjuntos, e igual a size,.

11) Dados dois vértices v e w, relacionar quais as arestas de ligagdo e

tais que v € rabo(e) e w € cabega(e) .

rotina Obtem_Arestas_Ligacio(v,w)
C_Aresta_Ligagio := ()
para toda e € I faga
se aye > 0A aye <0 entéo
incluir e em C_Aresta_Ligagdo,

retorna(C Aresta_Ligagio);

complex: O(m)

Y
A excecgao dos testes para a inclusdo da aresta no conjunto, a rotina é idéntica

ao que ¢é feito para o caso da matriz de incidéncia original, sendo mantida a com-

plexidade.

12) Dados dois conjuntos de vértices V4, Va,determinar se (Vi, V;) € E.

rotina Existe_Aresta(V4,V3);
aresta := 0 ;
parats € Vi e hy € V; faga
Obtem_Arestas_Ligacao(t1,h1)
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enquanto aresta = 0 e C_Aresta_Ligagio # ) faga
retira e € C_Aresta_Ligagdo
Obtem_Cabeca(e); Obtem_Rabo(e)
se C_Cabeca = V; e C_Rabo = V, entdo
aresta := e;

retorna (aresta);

complex: O(m + k X size,)

Obtém-se, em tempo O(m), um conjunto de ligagdo para um par de vértices
(t1,h1). Considera-se k como definido para a mesma rotina (12) para a matriz de
incidéncia original, ou seja, a cardinalidade méxima de um conjunto de ligacdo para
qualquer dentre os possiveis pares (¢,h), tqt € V4 e h € V5. Para cada uma das
k arestas desse conjunto de ligacdo, deve-se obter o conjunto rabo e o cabega, o
que, diferente do caso da matriz de incidéncia original, é feito com complexidade

O(| rabo(e) | + | cabega(e) ). A complexidade no total é O(m + k x size,).

II.3 Conclusoes

As mais conhecidas representagdes de grafos, a matriz e as listas de adjacéncia, se
mostram pouco adequadas & representagéo de 2-grafos orientados. As modificacoes
que viabilizam sua utilizac8o para representar 2-grafos, tornam-as de dificil mani-
pulagéo e, no caso da matriz de adjacéncia, acarretam uma complexidade de espaco
indesejavel.

Em contrapartida, a matriz de incidéncia que, apesar de conhecida para gra-
fos, era pouco utilizada, se revela bastante apropriada para a representacio de 2-
grafos. Apresenta, como qualquer esquema matricial, limitacdes quanto a insercio
de vértices e arestas. Outro problema é a complexidade de espago, eventualmente,
proibitiva.

Algumas mudancas podem ser consideradas, objetivando-se maior eficiéncia em
algumas das operacbes. I esse o caso da matriz de incidéncia modificada.

E importante levar em consideragdo que a matriz de incidéncia tem uma ca-
racteristica que a diferencia da matriz ¢ listas de adjacéncia: é um esquema de

representacao orientado a arestas.

Pensar em esquemas em que existam estruturas para as arestas é um caminho

a ser considerado. Ele sera o ponto de partida para as representagdes do préximo
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capitulo.
O quadro a seguir apresenta os resultados, em termos das complexidades dos

algoritmos, para a matriz de incidéncia e a matriz de incidéncia modificada.

Estruturas
Operagoes Matriz de Incidéncia | Matriz de Incidéncia
' Modificada
1) Identificar se 0(1) o@1)
v € cabeca(e)
2) Identificar se 0O(1) O(1)
v € rabo(e)
3) Determinar O(n) O(| cabega(e)|)
cabega(e)
4) Determinar O(n) O(| rabo(e) |)
rabo(e)
5) Determinar O(m) O(m)
BS(v)
6) Determinar O(m) O(m)
FS(v)
7) Insercdo de 0O(1) O(1)
vértice
8) Insergao de O(size.) O(size.)
aresta
9) Delegio de O(m + st X n) O(m + st X sizee)
vértice
10) Delegéo de O(n) O(stzee)
aresta
11) Obtencdo das O(m) O(m)
arestas de ligagéo
entre v e w
12) Determinar se O(m+k xn) O(m + k X size,)
(W, V2) e E
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Capitulo II1

Representacoes com as arestas

explicitas

ITI1.1 Estruturas para Hiper-Arestas

No capitulo anterior verificou-se que a matriz de adjacéncia e as listas de adjacéncia,
as mais utilizadas representagbes de grafos, ndo sdo adequadas & representacao de
2-grafos, enquanto a matriz de incidéncia se mostrou uma alternativa a ser conside-
rada.

I interessante observar que a entidade aresta (hiper-aresta) se mostra mais com-
plexa quando tratamos de hipergrafos do que quando tratidvamos de grafos. Em
grafos a presenca de uma aresta entre v e w 86 caracterizava a existéncia de uma de-
terminada relacdo entre eles. No caso da hiper-aresta ficam estabelecidas miltiplas
relagbes, uma para cada par de vértices da aresta, podendo ser identificada a o-
corréncia de dois tipos de relacao: uma quando v e w pertencem ao mesmo conjunto
(cabega ou rabo) e a outra quando v e w estdo em conjuntos diferentes.

Dessa forma, é interessante pensar em esquemas de representagdo nos quais a
aresta esteja explicitamente representada. A matriz de incidéncia j& apresentava
esta caracteristica. Uma outra alternativa € a utilizacao de estruturas especiais para
a representagio das hiper-arestas como as estruturas propostas em [Markenzon 90]
e apresentadas em seguida:

Um vetor Arestas contendo, para cada aresta e;, o conjunto de vértices que
forma rabo(e;) e cabega(e;);

Um vetor PontCab, onde a posicdo PontCabli] contém o indice para obter o
primeiro vértice de cabeca(e;) em Arestas;

Um vetor PontRab, onde a posicdo PontRab[i] contém o indice para obter o

primeiro vértice de rabo(e;) em Arestas.
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Para o 2-grafo H” da figura IIL.1, as estruturas para as arestas seriam as da

figura I11.2.

Figura III.1: O hipergrafo H”

hiper-arestas do 2-grafo H” .(I11.2)

Arestas 113 411 2 213 51 314 6] 2 5 315 6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

PontRab 1la] 6]lo] 1214

PontCab 2] 5| 8|11] 13|15

Figura II1.2: teste da figura

Essas estruturas sdo por si s6 uma representagio (faz-se necessirio somente o
acréscimo da relagao de vértices, por exemplo, num vetor, que permita a identifi-
cagao dos vértices isolados do 2-grafo). Entretanto, quase toda operagio que envolva
a obtencdo de informagéo sobre um vértice v, & excecao de pertinéncia a uma de-
terminada aresta e, terd custo muito grande. Na maioria desses casos, como, por
exemplo, identificar se existe aresta de ligacdo entre v e w ou obter os conjuntos
BS(v) e F'S(v), faz-se necessario obter as cabegas (os rabos) de todas as arestas do
2-grafo, consultando-se um grande nimero (ou a totalidade) de posicdes do vetor

Arestas.
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Dessa forma, a idéia é associar estruturas especificamente dedicadas as hiper-
arestas a um outro esquema de representaciao que se baseie em informacoes dos
vértices.

Consideraremos inicialmente a associagio as listas de adjacéncia modificadas do
capitulo anterior. Um nd na lista de um vértice v contém dois tipos de informagao:
adjacéncia (w tal que existe aresta de ligagio entre v e w), e incidéncia (a aresta e
tal que v € rabo(e) e w € cabega(e)).

A andlise das rotinas para as operagoes e as complexidades envolvidas nos mos-
trardo ser incidéncia a informagcao realmente relevante, que ndo é mantida eficien-
temente nas listas de adjacéncia modificadas, j4 que a mesma aresta e aparece um
nimero de vezes igual a |cabega(e) | na lista de v.

As listas para o hipergrafo H” da figura III.1, com os vetores Arestas, PontCab
e PontRab, sdo:

v2 fe2 I 13 lo1 | T=P]va ez "J

v Je3 I v5 fed ™

l\J

d
v5 fe3 -_>v5 e6

vo el

999977

Figura II1.3: Listas de Adjacéncia Modificadas de H”

A seguinte notacéo € utilizada na analise das complexidades das rotinas para as

operagoes do conjunto basico.
size, =| rabo(e)+ | cabega(e)|, e € E.
st(v) =| ST'(v) |, onde ST(v) = F'S(v)U BS(v),v € V.
nlig(v) = Yeers() lcabeca(e)|.

1) Identificar se v € cabega(e).
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rotina Pertence_Cabega(v,e)
pertence :—= falso;
se PontCable] # PontRable] entdo
auz:= PontCable];
enquanto auz # PontRable + 1] e ndo pertence faca
se v = Arestas[auz] ent8o
pertence := verdade ;
auz:=auzr + 1;

retorna(pertence);

complex: O(] cabega(e) |).

Utiliza as informacOes das estruturas para arestas. Consiste em testar se v é
igual a algum dos vértices no vetor Arestas que estdo nas posigoes ocupadas pelos
elementos de cabeca(e). Tais posigdes sdo as que tém indices compreendidos entre
PontCable] e PontRable 4+ 1]—1. Serdo testados, no méximo, | cabega(e) | vértices.

Seré feito, em tempo constante, um acesso e um teste por vértice. A complexidade

total & O(| cabega(e) |)

2) Identificar se v € rabo(e).

rotina Pertence_Rabo(v,e)
pertence := falso;
se PontCable] # PontRable] entdo
auz:= PontRable];
enquanto auz # PontCable] e ndo pertence faga
se v = Arestas[auz] ent8o
pertence 1= verdade ;
auz:=auz + 1;

retorna(pertence);
complex: O([ rabo(e) |).

Semelhante a rofina anterior, consiste em testar os elementos, do vetor Arestas,

nas posi¢bes com indices compreendidos entre PontRable] e PontCable]—1. Sao

feitos, no méximo, | rabo(e) | acessos.
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3) Determinar cabega(e).

rotina Obtem_Cabega(e)
C_Cabega := {;
se PontCable] # PontRable] entdo
auz:= PontCable];
enquanto auz # PontRable + 1] faga
incluir Arestas[auz] em C_Cabeca;
auz:=aux + 1;
retorna(C_Cabega);

complex: O(| cabega(e) |).

O vértices de cabega(e) sdo obtidos nas posigdes consecutivas no vetor Arestas,
cujos indices estdo compreendidos entre PontCable] e PontRab[e +1]—1. Sao aces-

sadas, no total, | cabega(e) | posigdes, com tempo constante por acesso.

4) Determinar rabo(e)

rotina Obtem._Rabo(e)
Crabo := 0 ;
se PontCable] # PontRable] entdo
auz:= PontRablel;
enquanto auz # PontCable] faga
incluir Arestas[auz]| em C'_Rabo;
auz:=aux + 1;
retorna(C _Rabo);

complex: O(| rabo(e) |).

Analogamente & rotina anterior, sio incluidos no conjunto os vértices obtidos
nas posigoes consecutivas no vetor Arestas, cujos indices estio compreendidos entre

PontRable] ¢ PontCable]—1. Séo acessadas, no total, | rabo(e) | posicdes.

5) Determinar BS(v).
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rotina Obtem BS(v)
C_BS := 0
parae=1, .., m faga
auz := PontCablel;
enquanto auz # PontRable + 1] faga
se Arestas[auz] = v ent&o
incluir e em C_BS;
auz = qux +1;

retorna(C_BS);

complex: O(X.cx | cabecale) |).

Para cada aresta e do 2-grafo, consulta-se no vetor Arestas todas posigbes com
os vértices de cabega(e). Para cada uma das m arestas, sdo feitos Y .cp | cabeca(e) |

aCe8s08.

6) Determinar F'S(v)

rotina Obtem FS(v)
C_FS := 0
auz = LA[v];
enquanto auz # NIL faga
se auzT.aresta ndo estd em C'_F'S entéo
incluir euz{.aresta em C_F'S;
auz = quz.prox;
retorna(C _F'S);

complex : O(n_lig(v))

A rotina consiste em percorrer a lista de v e incluir a aresta e no conjunto
quando encontrar sua primeira ocorréncia de e na lista. Um percurso numa lista é
feito com complexidade da ordem do tamanho da lista. No caso a lista de adjacéncia
modificada de v, O(F crs() | cabegale) |), ou seja, O(n_lig(v)).

Deve-se considerar que a informagao utilizada na lista é a aresta do né, havendo

aumento da complexidade causada pelas |cabeca(e) | repeticbes da aresta e na lista.

7) Inserir em H um vértice v tqv ¢ V.










































































































































































































































