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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade o estudo de uma clas
se de sistemas de controle auto-adaptativos: os sistemas de contro-

le a estrutura variavel.

Um sistema de controle & dito a estrutura variavel se
a estrutura e/ou os parametros do controlador variam, sendo descon-
tinuas as variacdes de parametros, em funcao do estado, e/ou das

perturbacoes do sistema controlado.

Para o estudo desses sistemas, sao usados alguns resul
tados obtidos por Filippov sobre as equacoes diferenciais com segun
do membro descontinuo, as quais regem o comportamento dinamico dos

referidos sistemas.

E feita uma analise detalhada para o caso de sistemas
lineares monodimensionais, visando por em evidencia as caracteristi
cas e as vantagens principais dos sistemas de controle a estrutura
variavel. Uma caracteristica essencial desses sistemas € a possibi
lidade de aparecimento do regime de escorregamento, no qual o siste

ma controlado se torna invariante.

No estudo da estabilidade, € utilizada uma extensao
do segundo método de Liapunovpara analisar a relagdo entre a condi
cao de aparecimento do regime de escorregamento, e a estabilidade
de um conjunto invariante, que € a propria superficie de escorrega

mento.
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ABSTRACT

The objective of this work is the study of a class

of adaptive control systems: the Variable Structure Control Systems.

A control system is said to be of variable structure
if the structure and/or the parameters of the controller varies,
the parameters variations being discontinuous, depending on the

state, and/or the perturbations of the controlled system.

For this study, some results obtained by Fillipov about
the differential equations with discontinuous right-hand side are

used.

For the case of single input-single output linear
systems, a detailed analysis of the essential properties and advantages

of variable structure control systems is done.

An important characteristic of these systems, is the
possibility of sliding regimes, when the controlled system becomes

invariant.

An extension of Liapunov's second method is used for
the stability study, and the analysis of the relationship between
the sliding regime condition, and the stability of an invariant set,

which is the sliding surface itself.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os sistemas de controle em malha fechada devem
ser calculados de maneira a satisfazer certos indices de desempe-
nho. De acordo com o caso, um indice de desempenho (funcional ob
jetivo) & escolhido, e o sistema deve ser projetado de maneira a
minimizar esse indice.

Nao existe uma regra para a escolha do indice de
desempenho, mas, de uma maneira geral, deseja-se obter uma preci-
sao tao boa quanto possivel, de forma que o erro (desvio entre a
referéncia e a grandeza controlada) sempre aparece na expressao da

quele indice.

Além disso, os sistemas de controle em malha fe
chada devem satisfazer a outras especificacoes, em geral contradi
torias. Por um lado, devem ter um amortecimento suficientemente
forte, de maneira que a grandeza controlada nao seja submetida a
grandes oscilagoes. Por outro lado, devem ser bastante rapidos ,
sensiveis ds variagGes do sinal de erro. O que se faz & estabele

cer uma solugao de compromisso.

A precisao de um sistema de controle em malha
fechada pode ser melhorada aumentando-se o ganho do controlador .
Entretanto, o aumento do ganho € limitado pelas propriedades dina
micas do sistema a ser controlado; haveria uma quebra do compro -

misso estabelecido anteriormente. Em certos casos, o aumento de-



masiado do ganho leva o sistema a instabilidade, e sé em alguns ca
sos € possivel aumentar bastante o ganho, sem comprometer a estahi

lidade.

Uma das possibilidades de se aumentar o ganho do re-
gulador sem comprometer as propriedades dinamicas do sistema, & a
introdugao da derivada na lei de controle. De qualquer forma, che
ga-se a um compromisso quanto ao valor do ganho dessa derivada, e,

de uma maneira geral, o sistema fica mais lento.

O aumento do ganho n@o & proibido apenas por questdes
de estabilidade. Em sistemas reais, quando o ganho aumenta muito
(ou deve aumentar muito) , entram em jogo as limitacodes naturais(sa
turacao, preco, etc), e aparece a influéncia dos pequenos parame -
tros, das nao linearidades, desprezados de inicio, no modelo; isto
€, a "estrutura fina'" do sistema. Sem o conhecimento dessas carac
teristicas, € impossivel garantir o aumento do ganho. Ademais, os
parametros sao submetidos a variagOes aleatdrias. Portanto, as pos
sibilidades de realizacao de sistemas de controle em malha fechada,
de alta qualidade, a partir de ganhos elevados, sao bastante redu-

zidas.

Outro intuito quando se pensa em aumentar muito o ga
nho do controlador, € tornar as propriedades estaticas e dinamicas
do sistema global independentes dos parametros do sistema a ser con
trolado. Isso porque, em certos casos, esses parametros variam con
sideravelmente (ou sao mal identificados, o que €& equivalente ao ni
vel do projeto), o que implica numa deterioracao da dinamica global.

Nesses casos, os sistemas de controle PID classicos nao resolvenm



mais o problema, principélmente por causa da limitacao que sempre
existe no ganho. Uma manéira de resolver esse problema € medir os
parametros do sistema a ser controlado e corrigir continuamente os
parametros do controlador (sistemas auto-adaptativos com modelo) .
Mas a medida dos parametros envolve dificuldades técnicas enormes,
e os orgaos de cdlculo sao compléxos, de forma que é dificil a im-

plementacao desses sistemas de controle.

Por outro lado, deseja-se, em muitos casos, que 0s
sistemas sejam insensiveis as perturbacdes (sinais externos indese
javeis). 1Isso pode ser conseguido através de uma compensacao das
perturbacoes. Mede-se as perturbagdes e introduz-se um sinal no
sistema, fungao dessa medida, de modo a anular o efeito daquelas .
Introduz-se, portanto, uma malha aberta de correcao no sistema.Mas
também & dificil, em muitos casos, medir as perturbacdes, e conhe-
cer a maneira pela qual elas agem no sistema, de forma que € com -

plicada a implementacao desses sistemas de controle.

Entao o problema & projetar controladores que garan-
tam o desempenho desejado para uma grande classe de sistemas dina-
micos, com parametros variaveis, e continuamente perturbados, isto
€, que tornem o comportamento do sistema independente da influén -

cia das variacdes dos parametros e das perturbacoes.

Essas propriedades podem ser obtidas se, ao invés de
sistemas com ganhos muito elevados, e compensacao de perturbacgoes,

usar-se relés operando em regime de escorregamento.

Entretanto, o regime de escorregamento nao & caracte

ristico apenas de sistemas a relé. Ele pode ocorrer em qualquer



sistema dinamico descrito por um sistema de equacoes diferenciais
com segundo membro descontinuo. Os sistemas de controle a estru-
tura variavel sao regidos por este tipo de equacdo, onde o sinal

de controle pode variar de uma maneira descontinua.

Desde 1957 apareceram, na literatura, artigos sobre
o assunto, mas s6 depois de 1962 & que comegaram a aparecer as i-
déias importantes. Em 1960, foi publicado um trabalho do matema-
tico A.F. Filippov |1| sobre equagoes diferenciais com segundo mem
bro descontinuo, e entao o professor Yemel'yanov e sua equipe (Utkin,
Taran, Kostyleva, Grichenko, etc), com a assistencia do académico
Petrov, em Moscou, e o professor E.A. Barbashin |9 | e sua equipe
(Pechorina, Eidinov, Tabueva, Gerashchenko, Badkoy, etc), em Sverd-
losvsk , iniciaram as pesquisas para a aplicacao, em controle, dos
resultados obtidos por Filippov. Em 1966, algumas idéias para a a
plicagdo em controle das propriedades dessas equacoOes ja haviam si

do apresentadas, e comecaram entdo as aplicagdes praticas.

Este trabalho tem como objetivo uma sintese dos estu
dos ja feitos, com uma caracterizacgdo mais definida dos sistemas de
controle a estrutura variavel, mostrando a potencialidade destes,e
procurando fornecer os elementos necessarios a sua andlise e seupro

jeto. Ele se divide em tres partes principais:

Na primeira parte € apresentado um resumo da teoria
de Filippov, com algumas interpretacoes e exemploS que caracteri -
zam 0 seu conceito de solucao de uma equagao diferencial, e mos -
tram o seu interesse em sistemas de controle. Sao apresentados es

pecificamente alguns resultados concernentes as equagoes diferenciais



de segundo membro continuo por partes, e suas aplicacgoes em con -

trole.

Na segunda parte sao definidos os sistemas de contro
le a estrutura varidvel, e, através de um exemplo de um sistema de
segunda ordem, sdo evidenciadas as suas caracteristicas principais.
Em seguida & feita uma analise completa do projeto de um controla-
dor a estrutura variavel para um sistema linear, com parametros va

riaveis, e continuamente perturbado.

Na terceira parte sao analisadas as condigoes de in-
variancia, e € feito um estudo da estabilidade dos sistemas de con
trole a estrutura variavel. Esse estudo, comparativo, mostra a re
lagao entre as condigoes do regime de escorregamento, e a estabili

dade dos referidos sistemas.

NOTAGAO
R" - espaco euclideano de dimensdo n
x - vetor do R"
X; - i-€sima componente de x , para i=1,2,...,n
n
<X,y> = ) x;y; - Pproduto escalar
i=1
1/2
[Ix]]= <x,x> - mnorma de X
- _ dx
X = 3t
X<y X5 <Y5 , 1i=1,2,...,n
X<y X5y , 1=1,2,...,n



Dados dois conjuntos A e B , contidos em R? , 0 PTro

duto cartesiano & définido por:

21’1!

AXB = {(x,y) € R Xx€ A , ye B}

A fungao sinal & definida por:

+1 se x>0
sinal x = 0 se x=0

-1 se x<0

.3 - existe

\f - para todo

d(x,y) - distancia de x a vy d(x,y) = |Ix-yl]|
T
X~ - vetor Xx transposto
n
X(n) . d'x

ath



CAPITULO 2

APLICACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS COM SEGUNDO MEMBRO DES-

CONTINUO AOS SISTEMAS DE CONTROLE

Neste capitulo serao apresentados os principais re-
sultados obtidos por A.F. Filippov|1l| sobre as equacbes diferenci-
ais com segundo membro descontinuo, e mostradas suas aplicacgdes aos

sistemas de controle.

Filippov apresentou uma nova definicao de solucao de
uma equacao diferencial, e estudou as propriedades dessa solucao
(existeéncia, unicidade, prolongabilidade, dependencia continua das
condicbes iniciais, etc...). O seu conceito de solucao resolve o
problema da prolongabilidade de uma solugao quando esta se encon -
tra numa superficie de descontinuidade (definida pelo segundo mem-
bro da equacao) e nao pode deixa-la. Pela definigao de Filippov ,
quando isto ocorre, a solugéé € prolongavel, de uma maneira deter-
minada, ao longo da superficie de descontinuidade. O movimento na
superficie, como prolongamento da solugao, € chamado escorregamen-
to, e tem propriedades interessantes que podem ser aplicadas aos

sistemas de controle.

2.1 - Definicao de Solucao de uma Equacao Diferencial

Seja a equagao:

%% = £(x,t) (2.1)



onde:
x(t)€ ¢ , 6 < rR%
Xt (ty,ty)) — G £ 1 GX(ty,t,) — R"
t — x(t) X,t —  f(x,t)

Classicamente, diz-se que x(t) ¢é solugao da equa-

cdo (2.1) se X(t) = £(x(t),t) e x()€G ; Yte (tq.t,)

Para garantir a existéncia e a unicidade da solucao
de (2.1), no sentido classico, exige-se que a funcdo f seja con
tinua, e satisfaca a uma condicdo de Lipschitz para todo x,t ,is

to &, que exista k>0 tal que

[1£0e,t) - £0,0) ] < X [x-y ]| x,y€ 6, tea (t,t,)

Portanto, se f & descontinua, nao se pode garan -
tir a existéncia da solugdo classica da equagao (2.1). Entretan-
to, muitos sistemas fisicos sfo modelados através de equacles di-
ferenciais com segundo membro descontinuo, como, por exemplo, os
sistemas de controle em malha fechada a relé. Dai o interesse de
se elaborar uma teoria que permita o estudo dessas equagoes, e poOS
sibilite pois uma melhor compreensao do comportamento dos siste -

mas fisicos por elas descritos.

2.2 - Definicao de Solugao de FilippoV

Filippov estendeu o conceito da solugao de uma equa
cao diferencial do tipo da (2.1). Segundo sua definigao, x(t) &

solucdo da equacao (2.1) se x(t) pertence a um certo conjunto



K{f(x(t),t)} ; definido por

k(e(x(e), )1 = [\ [\ & F(U(x(D)) - N,t)  (2.2)
§>0 uN=0
t fixado

onde:

N : conjunto de medida nula;
u : medida de Lebesgue
Us(x(t)) : vizinhanca, de raio §, do ponto x(t), isto é:

Us(x()) = {ye GeR™ | []y-x(t)|| < &}

co : aderencia da envoltdria convexa.

No caso em que f €& continua, K{f(x(t),t)}={f(x(t),t}},

e entao a solucdo de Filippov coincide com a solugao classica.

Sera indicada em seguida a ideia da prova desse fato.

Suponha, por absurdo, que f €& continua em x(t), mas
existe ye€K {f(x(t),t)} , y # f(x(t),t). Seja e > 0 tal que
)rnge(f(x(t),t). Por continuidade de f em x(t), existe 8§ > 0

tal que f(Us(x(t),t) C:EB'f(U6(x(t),t)c: Ua(f(x(t),t)).

Pela definicao de ¢ e pela relagao acima, resulta:
)r¢,53 £(Ug(x(t)),t). Em particular, se NC R" tem medida nula:
y’% co f(UG(x(t))—N,t), o que contradiz a hipotese de /
y e f{f(x(t),t)}. Pode-se mostrar que f(x(t),t)E€ K{f(x(t),t)} ,

o que implicari em que K{f(x(t),t)} = {f(x(t).t)}

De uma maneira geral, se f & descontinua, o conjunto
K{f(x(t),t)} ndo sera necessariamente um ponto. Esse conjunto

(imagem) dependera da maneira pela qual as trajetOrias se aproxi-
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mam do conjunto N de medida nula, e também do tipo de éonjunto
N . No caso dos sistemas de controle a estrutura variavel nos
quais ocorre o escorregamento, o conjunto K{f(x(t),t)} , em pon
tos da superficie de descontinuidade, & uma combinacao convexa de

dois vetores.

Seja qual for a situacao, supOe-se sempre que, pa-
ra quase todo t € (ty.t,) , a parte do dominio de definicdo da
fungdo f que estd numa vizinhanca de dimensao n arbitraria -
mente pequena do ponto x(t) , no plano t=constante , tem medi-
da positiva. Caso contrario, o conjunto K{f(x(t),t)} seria va-
zio, e a definicao da solucao nao teria sentido. A definicdo de

Filippov &€ a seguinte:

"Uma fungao vetorial x , definida no intervalo
(tl,tz), ¢ dita solucao da equacdo (2.1), se ela & absolutamente
continua e se para quase todo t é:(tl,tz), e para 6>0 arbitra-
rio, o vetor %% pertence ao menor conjunto CONvexo fechado-(do
espaco de dimensdo n ) que contém todos os valores da funcao
vetorial £ , quando x assume quase todos os valores da vizi-

nhanca de raio & do ponto x(t), no espaco dos x (t fixado)'.

Deve-se ter portanto:

dx(t)
——g——— & K{f(x(t),t)} para quase todo t,e(tl,tz)
t

2.3 - Interpretacao da Definigado da Solucao de Filippoy

Para melhor compreensao da definigdo, serd analisa-

do um sistema de segunda ordem e determinado o conjunto
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K{f(x(t),t)} em pontos de descontinuidade.

Considere-se o0 sistema:

x = f(x)
X : R — RZ £ : R o R?
t — x(t) x = f(x)

Suponha que f apresenta uma descontinuidade de

N . - a 1 2
primelra especlie em Xx"&€ R

Sera tomada uma condigdo inicial x°e R? tal que a
trajetoria, no espagco dos x , passe, a medida que o tempo evo -
a_ pno . -
lue, pelo ponto X € R". A figura (2.1 a) mostra uma possivel con

figuracdo da trajetdria.

T

¥.4A -_— ?4'3

o

Figura 2.1 a Figura 2.1 b
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Em cada ponto da trajetdria, o Vetor velocidade
f(x(t)) € tangente a mesma naquele ponto. Quando se chega ao
ponto x? , a tangente ndo mais existe; tudo se passa como se,ao
se passar pelo ponto x? , o vetor velocidade mudasse abruptamen
te (com velocidade infinita) da posigao A para a posicao B
No contradominio da f ter-se-ia a composicado de dois movimen -
tos: um da f,, até f,5 » e outro de f£,, até fip + O movi
mento resultante seria, pois, sobre o segmento que une as extre-
midades dos vetores £, e fp , no sentido de A para B . BEs
se movimento se processa em um intervalo de tempo nulo, isto & ,
no instante ta . Entao, no instante ta , Sabe-se que o vetor
f(x(ta)) tem sua extremidade no segmento que une as extremida-
des de fA e
definicao de Filippov.

fB . Este segmento & o conjunto K{f(x(t))} da

Considere-se entao o sistema:

X1
X

X2 (2.3)
—4x1 sinal {xl(x2+x1)} - 2x1

As retas x2+x1 =0 e X = o ., S1 e S2 res -

pectivamente, definem quatro regices no espago dos x(t)

X, >0 X, <0 X, %0 x4 <0
1 471 11 (1 111 1 v {1
x2+x1>0 x2+x1<0 x2+x1<0 x2+x1>0
a -1
Seja o ponto Xx~ = e considere-se o proble-
1

ma de determinar o conjunto K{f (xa)}.



Figura 2.2
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O ponto considerado encontra-se em S1 , que € um

conjunto de medida nula, e portanto nao interessa a definicdo de

f naquele ponto.

Seja
Uy (x*(t))= (x(t) € R |
e
S1 T Xt X
Para x(t) € Us(xa) )
+
f, = 1lim x =
1 §+0 2
sl>0
f; = linm
§->0
sl>0
Para x(t) € UG(Xa )

f. = 1lim x, =
1 550 2
51<0

tais que

1

tais que S

1

S

{—4x1 sinal [xl(x2+x1j] - le} =

< 0 ,

I!x(t)—x%t)'{ < 8§}, 6€R, &>0

1>O tem-se

-4(-1)(-1)-2(-1)=
= -2

tem-se
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£ = éi‘{; {-4x; sinal xl(x2+x1)] ~2x;} = =4(-1) (1)-2(-1)=6

Sl<0

Nota: Tomando o limite quando §-+0, acha-se a intersecao de todos

0s f(Ué(xa) ~, §>0 , isto €, acha-se:
N £(U, (x*)
§>0

que € a intersecao de todas as imagens das vizinhancgas de
raio §>0 , do ponto x(t) considerado, excetuando os conjun
tos de medida nula que & a reta S

Ma R
6 t-—-—2 ?

1

Segundo .~ Filippov, o vetor
velocidade tem sua extremidade so-

bre o segmento AB , que une as ex-

tremidades de £ e f'

Portanto , Nesse Ccaso

y g -1 -
2 K{£( )} = KB

1
: +
- & ou seja
o F
Figura 2.3
K{£( [-ﬂ )} = { y I y = >\f+( ['ﬂ Y+ (1-A)F ( ['ﬂ ),
» € [0,1] 3
KLE( [}] By oy = x[_é] +(1-2) [é] RS LBIE
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Obs.: Note que fI = fi nesse caso.

Seja agora o ponto xb = [g} , € considere-se o
problema de determinar o conjunto K{f(xb)} .+ O novo ponto en-
contra-se em S2 , que € um conjunto de medida nula, e portanto nao

interessa o0 valor da fungao f naquele ponto,para o calculo de
K .

Seja
b - n b
Us(x7) . = {x(t) € R Pl x(t)-x"()]] <86 , 8€R , 8§50
e
27 %
Para x(t) é;Ué(xb) tals que sz>0 , tem-se
+
f = lim x = 1
1 §+0 2
sz>0
+ . . _ _ _
fz = %ig {-4x1 sinal [Xl(x2+x12] —le} = -4x0x1-2x0 0
52>0

Para x(t) € Us(xb) , tais que s,<0, tem-se

2

f = lim x = 1
1 §-0 2
52<O
£, = éi% {-4x; sinal [Xl(x2+x12] ~2xq} = =4x0x(-1)-2x0=0
sz<0
Nesse caso, a funcao f €& descontinua no ponto
x(t) = xb , € 0 conjunto Kff(xb;t)} reduz-se a um ponto, pois
£ =€ =1 e fr=£ =0 . Logo,
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K{£(xP (£))} = {£7) = (£} ='{ [é] }

O'segmento' que une as extremidades de f e f

reduz-se a um ponto.

+
Py
Figura 2.4 5 ?f* ?
1

2.4 - Razoes para o estudo de equacoes diferenciais com segundo men

bro descontinuo

Filippov generalizou o conceito de solucao de uma e-
quagao diferencial. Na sua definigao nao € necessario que f seja
continua; & necessario que f seja mensuravel. No seu estudo, Fi-
lippov foi motivado por problemas de controle, que naturalmente le-

vam a equacoes com segundo membro descontinuo.

Considere-se um sistema de controle da forma:

Tt = f(x(t),ulx(t))) (2.4)
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x: R — RM : f: Rn+r — R
t +— x(t) 7,y = £(z,y)
u Rn - Q
z +=> u(z)
S — alvo sc [0,») XR" , <R .

Se f ¢ limitada e satisfaz a uma condicao de Lips-
chitz em ambos os argumentos, e u satisfaz também a uma condicgiao
de Lipschitz, entao o problema do valor inicial da equagao (4) ,com
x(o) = x° , tem solucdo Gnica. No instante t , a solugdao tera um
valor ¢(t,0,x°) . Suponha que ¢(t1,0,x0) € S . O problema consi
derado & o seguinte:

Se dim S <n , existira um valor t(x) ,

o

Y x € U(xo)<: R s U(xo) sendo uma vizinhanga de x~ , 0<t(x)<= ,

tal que p(t(x), 0 x=8 *?

Do ponto de vista de sistemas de controle seria in -
teressante que essa pergunta tivesse uma resposta afirmativa. En -
tretanto, para u satisfazendo a uma condigao de Lipschitz ( u con
tinua), demonstra-se |2| que a resposta € negativa; o conjunto de
pontos iniciais a partir do qual S pode ser atingido, tem dimen -

sao menor do que 1.

Logo, & importante o estudo das equacoes diferenci -

ais com segundo membro descontinuo.
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Seja agora o problema da sintese de um controle oti
mo para um caso particular de um sistema de segunda ordem. Atra -
vés desse exemplo se pode vizualizar melhor as caracteristicas da

solugdo no sentido de Filippov, comparando-a com a solugdo classi-

ca.
Seja o sistema
X, = u
o (2.5)
X, = u,
com 0 < |uy| + Ju,| <1, x(0) € R
O problema consiste em escolher u de maneira a

trazer o sistema de uma condigao inicial qualquer até o alvo:

S = {(t,x5,x,) |t >0, x;=0, x, =01}

num tempo minimo.

Supondo u constante, e integrando as equacoes da-

das, tem-se:

xl(t) = ugt + xl(O)
xz(t) = u,t + XZ(O)
No alvo
0 = u;t+x;(0) -u; t=x, (0) [u1!t=!x1(0)!
0 = u,t+x,(0) -u,t=x, (0) ]u2|t=!x2(0)l

(t>0)

(lug[+]u, Dt =[x (0)[+]x,(0) ]
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Mas Max(lu1|+[u2|) = 1 . Entao toin = ]xl(O)l+lxz(O)]

Considere-se duas estratégias que darao o mesmo tem

po minimo encontrado acima:

Estratégia 1

([-1]
[ 0 se x1>0, Xy 2 0
0] se x,<0 X, > 0
1 —1’ 1: i 2
u(x) = 1)
TO, se x1<0, Xy < 0
0] se Xx,>0 X, < 0
1] 1= 2
0] _ _
K [0‘ se xl—O, X, = 0
Graficamente, no espaco dos x , tem-se:

Y
=
S rer— e
e 5 s
x
-_— 4
e it LS,

Figura 2.5
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Estratégia 2

(o 5
0
Ll, se X, > 0
-
[‘1 =0 0 ’
) 0] se X, = . Xq 2>
u“(x) = PN
1 -
0] se X, = 0o , xq < 0
0
J; se X, < 0
fd~
\ k se X, = 0 ., Xq = 0

Graficamente, no espaco dos x , tem-se

hxy
v V
Figura 2.6 : > < S
I2)
oA x4

Em ambas as estratégias, para qualquer condicao ini-
cial, a solucao classica das equagoes existe, € unica, depende con-
tinuamente das condigOes iniciais, e atinge a origem num tempo mini
mo.

Entretanto, se se considerar a solucao no sentido de
Filippov, as propriedades acima s0 serao todas verdadeiras na estra
tégia 1. No caso da estratégia 2, as solucdes de Filippov "termi -

nam" (chegam a um ponto final, ou terminal) quando um estado no
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qual X2=O € alcancado. Isto acontece porque u%(x) € quase sem-
pre zero, isto €, € zero , exceto num conjunto de medida nula, que
é o eixo dos X,

Do ponto de vista pratico, como o sinal de controle
¢ determinado a partir de uma medida do estado, nao faz sentido pen
sar que conjuntos de estados de medida nula influenciem a solucgao.
Sob esse ponto de vista, o conceito de solugao de Filippov oferece

uma nocao mais realista.

De fato, pois para a implementacdo pratica da estra
tégia 2, os instrumentos de medida deveriam ter precisao infinita,
e os O0rgaos de comutacdao deveriam ter retardo nulo. Isso seria im
possivél, e o maximo que se poderia fazer, seria utilizar um dispo

sitivo de comutagao a tres valores, que daria:

u%(x) = -1 se xzéi(—s;e),e>0 . e x; > 0
u%(x) = 1 se xzei(—e,e),e>0 , e X < 0
) X, < -g
2 , 2
ul(x) = 0 se xzfz(-s,e),e>0, ou seja, se ou
X, > ¢

Logo, do ponto de vista pratico, a estratégia 1,que
admite solugdes de Filippov, € mais importante. Com ela se pode u

sar 6rgaos de comutagao a dois valores.

No seu artigo, Hermes |2| introduz o conceito de es
tabilidade com relacao a medida (apendicell),e prova que se f é
estiavel em relacdo a medida, entdo toda solugdao classica € uma so-
lugcao de Filippov.

No exemplo acima, apenas a estratégia 1 conduz a um

sistema estavel em relagao a medida.
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2.5 - 0 segundo método de Liapunov e as equacoes c/segundo membro

descontinuo

Um outro caminho que conduz as equacoes com segundo
membro descontinuo, € o projeto de sistemas de controle a partir do

segundo método de Liapunov( |3|, pag. 389).

Uma vantagem do emprego desse método em projeto, &

que obtém-se, automaticamente, um sistema de controle estavel.
Considere-se o sistema:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.6)

onde

]ui(t)! < a; <o i=1,2,...,m a; € R .

0 problema & levar qualquer estado inicial para a
origem, escolhendo wu(t) de maneira a otimizar o comportamento

transitorio do sistema.

Em |3| & apresentado um método que fornece um pro-
cedimento simples de projeto, mas de significado pratico. O méto-

do € o seguinte:

Escolha Q definida positiva arbitrariamente, e pe
la relagao:

ATP + PA = -Q (Teorema de Liapunov)

obtenha P definida positiva.

Obtem-se entao V(x) = X Px , que € uma funcao de

Liapunov para o sistema (2.6), com u(t) = 0



23

Agora escolha u(t) de maneira que V(x) seja a

mais negativa possivel. Tem-se
T(x(t),t) = -x'Qx + 2ul(t)BIPx(t)

Logo, V(x(t),t) serd mais negativa quando:
se x>0
u;(t) = -a, sinal{BTPx(t)}i , onde sinal x =Y 0 se x=0

-1 se x<0

Obs.: Esse método nao conduz necessariamente ao &timo quando A
também depende de u , pois:
Min (—&x(t).u) < V(x(t),i) - Min —0©>
u’ -V(x(t),u) - u -V(x(t) ,u)

onde u € o minimizador de (—'\'/'(x(’c),u))—’1 .

Substituindo o valor de wu(t) encontrado acima, na
equagao (2.6), obtem-se entao uma equacao diferencial com segundo

membro descontinuo.

No caso, chega-se a um sistema de controle a relé ;
mais adiante ver-se-a que, colocando ui(t) = —aixi(t)sinal{BTPx(t)}i,

sendo {BT

Px(t)}i=()umasuperficie definida no espaco dos x(t), se
pode obter sistemas de controle de melhor desempenho: os sistemas

de controle a estrutura variavel.

2.6 - Resultados obtidos por Filippov, e sua aplicacdao aos sistemas

de controle

Seja o sistema (2.1)
x = f(x,t)
Partindo da hipotese que f ¢& mensuravel, e satis-

faz a uma condigao B (Apeéndice T) Filippov demonstrou a existéncia
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local da solucao. Em seguida demonstrou sua prolongabilidade, e

outras propriedades.

No final do artigo, ele estudou as equagOes nas quais
f & continua por partes. Essas equacOes sao importantes no estu-
do de sistemas fisicos, como por exemplo, os sistemas de controle

a rele.

Sera visto agora como aplicar os resultados obtidos so-
bre as equacgdes nas quais f & continua por partes, ao estudo dos
sistemas de controle. Em particular, sera ressaltado o fenomeno do

escorregamento.

Considere-se a equacao (2.1). Suponha-se que o conjun
to de pontos de descontinuidade de f forma uma superficie suave

S definida por:
S = {x€G | s(x)=0} (2.7)

onde

s : R®* —~ R & de classe c2
X b= s(x)

Essa superficie divide G em dois dominios, supostos

nao vazios:

G = {xeG | s(x) < 0}
+ (2.8)

G = {xeG | s(x) > 0}
Suponha-se que existem os limites de f quando x se
aproxima de qualquer ponto de S , por 6™ ou G , definindo as

funcoes
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£f 18X (t1.t)) — R"
x,t +—— £ (x,t) = lim f(y,t)
y — X€8§
yeG

£ 18 X (ty,t,)) — R
X,t t— £ (x,t) = lim f(y,t)
y — X€E€S
+
yeG
. n
h : S X (tl,tz) —+ R (2.9)
X,t — h(x,t) = £ (x,t) - £ (x,t)

Considere-se f& e fg as projecoes de f e f+, res

pectivamente, na normal a superficie S

fN D ¢ (tl,tz) - R

x,t b—> f&(x,t) = < vs(x),f (x,t) >
£ 1 S X t R
N (t1.t) =

< Vs(x),f+(x,t) >

x,t | f;\}(xvt)

Observe-se que o sentido da normal, dado por Vs(x), €

de G para 6"

Suponha-se que f & diferencidvel em G U ", e que
exista K > 0 tal que :
of, (x,1) Y xec U gt
AT <k i,j=1,2,...,n
x4 Vte(ty,t,)

Finalmente, suponha-se que f satisfaca a condicdo B

(Apendice I). A partir dessas hipoteses, Filippov demonstrou o

seguinte teorema :



26

TEOREMA 2.1 - Seja a equagao (2.1) satisfazendo as hipGteses aci-
ma. Suponha que s & tal que a equagio s(x)=0 pode ser resolvi
da, numa vizinhanca de cada ponto de S , para uma de suas coorde-

nadas, sendo a solugao dada por x; = g(xl,...,x. onde

1+1"“’Xn)’
a funcao g €& duas vézes continuamente diferenciavel. Suponha que
as fungoes f& e fg sao continuas em x , para X€S , e que h
€ continuamente diferencidvel. Se pelo menos uma das desigualda -
des f&(x,t) > 0 ou f&(x,t) < 0 €& satisfeita em cada ponto de
S ,nao necessariamente a mesma em todos os pontos da superficie,eg

tao, no doéminio G , ter-se-a unicidade unilateral e dependéncia

continua da solugdo * nas condigdes iniciais.

* Observacao : A solucgao existe, pois f satisfaz a condicao B,

por hipotese. -

Suponha-se agora que as condigoes f&(x,t) >0 e

fg(x,t) < 0 sao satisfeitas simultaneamente em todo ponto de S .

Intuitivamente se pode ver que, para condigoes inici -
ais tomadas sobre a superficie S , o estado nao poderda mais sair

de S .

Em seguida sera mostrado que, se aquelas duas condi -
goes forem satisfeitas simultaneamente, a superficie S sera atra
tiva, para condicoes iniciais tomadas numa sua vizinhanca. ©No ca-
so de condigOes iniciais em S , a solucdo classica nao existe, e

esses pontos sobre S sao chamados de pontos finais, ou pontos ter

minais |5

Por hipGtese, s & de classe c2 , € se pode definir:
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s(x,t) = < vs(x),f(x,t) > (2.10)

No limite, quando se se aproxima de S por G e G

ter-se-a, respectivamente:

lim  $(y,t) = lim < vs(y),f(y,t) > = <vs(x),f (x,t)> =
y>X €S y+X€ 5

yeG y€G™

f&(x,t)

1im S(y,t) = 1im <vs(y),f(y,t)> = <vs(x),.f (x,t)> = fr(x,t).
N

y>X y+x S
y G y Gt

+n

Como, por hipotese fﬁ(x,t) >0 e f+(x,t) <0 em S,

da definicao de limite e das expressoes acima conclui-se que:

\/xses, 33>O tal que

s(y,t) > 0 Vyé G N 3B_(x.)
S(y,t) < 0 Vye ¢" N (x)
onde
B_(x.) = {x R™ | | x-x_|]| < €} e>0 , x € S
Como vye& G"f\BE(xS) implica em s(y) < 0 e
}'G.G+/A\B€(xs) implica em s(y) > 0 , tem-se
\*/xASG S 3 e > 0 tal que
5(y)s(y,t) <0 \J>fefg(xs) - S (2.11)

Mas se ss < 0 numa vizinhanga de S , entao S sera

atrativa para pontos pertencentes a essa vizinhancga. Entretanto

?

nao necessariamente (para condigoOes iniciais tomadas nessa vizinhan
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ca) as trajetérias alcangarao a superficie S em tempo finito.

Uma condicao suficiente para que as trajetorias alcan-

cem S em tempo finito, & dada na seguinte proposigao:

PROPOSICAO 2.1 - Suponha-se que as hipdteses do teorema 2.1 sao sa

tisfeitas. Suponha-se ainda que existe ¢ > 0 tal que \JXWEG
s(x)é(x,t) = s(x) <vs(x),f(x,t)> < - |s(x)| ¢
Entao, para qualquer estado inicial em G, a solugao da
equacdo (2.1) alcanca a superficie S em tempo finito.

Demonstragao

Seja x°c G um estado inicial qualquer. Pelo teorema

2.1, existe uma uUnica solugao x(t) da equagao (2.1), passando por

O
X em ¢t .
0

se x°e S , nada ha a provar.

Suponha-se que x°c G* . Entdo, pela hipdtese da pro-
posicao, tem-se:
s(x(t)) <
Logo, \Jt > tO

A
1
m

t
s(x(t)) = s(x°) + j $(x(t))dr

to

< s(x%) - e(t-t)

o
Portanto, para t > t_ + §L§—l resulta s(x(t)) < 0.
e

Finalmente, como s continua, a solucdo & absoluta-

mente continua e s(x°) > 0 , entdo existe T € R ity 2T 2t #

0o
+ "—S(i ) tal que s(x(T)) = 0 , ou seja, x(T)€S
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A demonstracdao € analoga no caso em que x*e ¢ .
Observe-se a hipdtese da proposicao (2.1) que implica
em ss < 0 , e pelo método de Liapunov (Capitulo 4), se pode mos -

trar que a superficie S & atrativa.

Por outro lado, se f apresenta uma descontinuidade
de primeira espécie |14| Vxes , tal que £ (x,t) # Af (x,t) ,A#0,

A€R , entao:

ss < 0 VXEBECXS) /\(G_UG+) \V/xSGS => fI:I(X’t) > 0 ou

+
fN(x,t) < 0
. - - + . -
pois os limites f e £ quando se se aproxima de S por G e
G+, respectivamente, tém valores diferentes, e portanto f&(x,t) e
f+(x,t) nao poderiam ser ambos nulos. Logo, pelo teorema 2.1 , a

solucao de Fillipov & unica em G

/
De qualquer maneira € facil verificar se as condigoes

do teorema (2.1), isto €, f&(x,t) e f&(x,t) < 0 , sao satisfei-

tas.

Considere-se, por exemplo, o sistema (2.3) e seja o
problema de verificar se a solucao de Filippov é Unica, para pon -

tos sobre a superficie de descontinuidade S1 (exceto a origem).

Tem-se:

X2
(2.3)

kz = -4xq sinal{xl(x2+x1)} - 2%y
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S1 = {xe R} ] Sl(x) = Xytxy = 0}

0s limites £ (x) e £ (x) de £(x), quando x+Sq

sao
[ %]
f (x) = ZXU se X1>O ;T (x) =—6X1 se x1<0
k L. ’
-~ - r -~
X X
f+(x) = —6i se x1>0 ; f+(x) = 2x2 se x1<0
N U X Q

0O vetor normal a S1 ¢ dado por:

N = Vsl(x) ='[%]

As projecoes f&(x) e f&(x) serao, portanto:

_ X, se Xx;>0
£y0x) = < NE (x)> = 1 1 Yxe s
—7x1 se x1<0‘
-7x, se x,>0
g0 = N> = 1 T Yxes

x1 se x1<0
Note-se que, VxeSl . x2‘= -Xy

. e - + -
Logo, as condigoes fN(x) > 0 e fN(x) < 0 sao sa

tisfeitas A, X€S, - {[8]} , e a solugao de Filippov € uUnica.
Uma vez em S1 , 0 estado nao podera mais abandona-
la, e qualquer movimento posterior so poderad ocorrer dentro da su-
perficie, que nesse caso sera chamada de superficie de escorrega -

mento.,.

Resumindo os resultados, se pode enunciar o seguin-

te teorema:
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TEOREMA 2.2 - Seja o sistema (2.1) tal que } ax l < K ER

K> 0, no qual f apresenta uma descontinu1dade de primeira es

pécie em pontos de uma superficie S definida por S={x€ G!s(x)

= 0}, sendo s como no teorema (2.1), tal que f (x,t) # Af+(x,t),
A#0, A&R. Se f satisfaz a condicdo B , e se numa vizi

nhanca de S a desigualdade ss < 0 & verificada, e a funcdo h &

continuamente diferenciavel, entdo a solucgdo existird, sera {inica u

nilateralmente, dependera continuamente das condicdes iniciais, e

se para t=t , x(t)<€S , entdo \Vlt>’E, x(t) € 8
Note-se agora o que acontece quando a solucao atinge
a superficie S . Intuitivamente € facil notar que a solucao pro-

longar-se-3 pela superficie, sendo o vetor velocidade (MP) (figura

2.7) sempre tangente a superficie.

Figura 2.7

Pela definicao de Filippov, a extremidade (P) do ve-
tor velocidade esta sobre o segmento que une as extremidades de
£(x,t) e £ (x,t) . A partir desses dois fatos, Filippov |1]

enunciou um lema que permite obter a equacao que descreve o movi-
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mento sobre a superficie de descontinuidade. Esse movimento cha-

ma-se escorregamento, ou regime de escorregamento , e a condicgdo

necessdria e suficiente para que S seja uma superficie de escor

regamento, € que na sua vizinhanga seja satisfeita a condigéo

ss < 0 .
LEMA 2.1 - Seja o sistema (2.1) satisfazendo as hipoteses do te-
orema (2.1). Suponha que f €& limitada, e seja x absolutamen-

te continua. Para t; 2

t < t2 , suponha que x(t)€&€ S . Para
que x(t) seja uma solugdo da equagao (2.1), & necessdrio e sufi

ciente que para quase todo t G:[tl,tzj ,

) = 20, 1)
onde
£ . s ¥ (tl,tz) — R"
x,t = fO>x,t) = aof (x,t) + (l-a)f (x,t)
sendo _
o = et , o € [0,1]

£ (x,t) - f&(x,t)

Entao, quando a trajetéria atinge a superficie S ,
ou para condicoes iniciais tomadas sobre a superficie S , a solu
cao da equagao (2.1) coincide com a solugdo da equacio:

dx

T = £ (x,t) (2.13)

Se a=1 ou o=0 , o movimento &€ chamado regime de

- ) . + - e
escorregamento limite , e f serd igual a f ou f , respecti
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vamente.

Suponha-se que f dependa de um parametro a , is-
to &, que seu valor seja dado por f(x(t),t,a). Ora, se £° nio
depender de a , quando a solugao de (2.1) atingir a superficie S,
o sistema tornar-se-a invariante em relacao ao parametro a . Pa

. - . . o ~ .
ra isso € necessario que afl e a#0, ou seja, que £ nao seja

igual a f° nema f

Essa propriedade € muito interessante, e pode ser
aproveitada em sistemas de controle em malha fechada. Basta se in
troduzir um controle u descontinuo, de maneira a levar o siste-

ma ao escorregamento numa superficie escolhida a priori.

Para fixar as idéias, considere-se o sistema:

d
H% = Ax + Bu + Dp
onde - ~ o P
1 0 c.eenn ..0 0
0 1 0 el 0 0
A = e . ceaes0 ; B = ; D o=1|. ;
0 0 R ¢ 0
_ao —al P . _an_l L j \1‘
~ -~
Y
X1
X = .
p(t) — perturbacdes (referidas a
|
entrada) y

E possivel escolher u=u(x(t)) descontinuo, de for-

ma que o sistema entre em regime de escorregamento (mais adiante
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sera visto como isso pode ser feito) sobre o hiperplano definido

por:

n
sx(e)) = ] e

Uma vez em escorregamento, o sistema passa a ser re

gido pela equagao de ordem n-1 ;

)
c.x. = 0
=5
Pela forma da matriz A , ve-se que X =%s 41 o
i=1,...,n-1 epode-se obter aequagao do escorregamento :
r 3 P
0 1 O { Xq A
0 0 ) .
dx(t) _ ="
I = P x(t) , x =l
0 O | .
t:cl TCh eeeseereees TCo g \Fn'l

Em regime de escorregamento, o movimento se proces-
sa num subespaco de dimensao n-1 , e a equacdo do escorregamento
nao depende dos parametros a; do sistema controlado; depende dos
parametros c; do hiperplano de comutagao, os quais se pode esco
lher a priori. Também, no escorregamento, o sistema controlado

tornar-se-a insensivel as perturbacdes.

Logo, as perturbacOes externas e as variacoes de pa
rametros interferem no movimento apenas antes da trajetdria encon
trar o hiperplano de escorregamento, e determinam pois as condi -

coes iniciais da equagao do escorregamento.
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Se a parte do transitdrio antes do escorregamento &
bem menor que durante o escorregamento, ter-se-a entdao um sistema

de baixa sensibilidade.

2.7 - Problema de Controle Otimo

Sera apresentado agora um problema de controle oti-
mo que nao admite solucfo Otima no sentido de Filippov. O exem -
plo serve para mostrar que, mesmo que o problema nao admita solu
cdo de Filippov otima, € interessante aplicar estratégias que ad
mitam solucoes de Filippov. Com elas se pode obter solugoes sub-
otimas, de implementag@o pratica bem mais facil, e com vantagens

adicionais, como por exemplo, invariancia.

Considere-se o sistema:

-
ConTROLADOR. u A Agkﬁf
AT+ A

Figura 2.8

X1 5% u(t) € R
%, = -x;-u
2 1x2(0) + x2(0)| < 4
1 2 A
tf
J = uz(x +x3)dt t, >0
2% £ 2
0

0 problema € escolher u(t) de maneira a levar o

sistema de uma condigdo inicial dada até a origem, minimizando o
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funcional objetivo J .

Estratégia 1

3
0 se Xy+X] # 0
u(x) = s
(3x1x2-1)x1 se X, *x] = 0
Entao, dada uma condigao inicial QUalquer fora da pa
rabola ciibica x2+xi = 0 , o ponto se desloca sobre um arco de cir

cunferéncia (u=0) até encontrar a parabola clibica. Nessa parte do
trajeto o custo € nulo, pois u=0 . Em seguida, com u=(3xlxz-1)x1,
o ponto segue a parabola clibica até a origem. Também nesse traje-

to o custo € nulo, pois x2+xi =0 .
*2
Nesse caso, K{f(x(t))} = -x, pois u(x)=(3xl—
|

-l)x1 apenas num conjunto de medida nula P={x(t) R x2+xi=0},

e a solucao de Filippov correspondente ndo alcangara a origem.

Pela forma do funcional objetivo, vé-se que para
qualquer funcao u tal que a solucao de Filippov aleance a ori-
gem, ter-se-a um custo positivo. Enta0 , nesse caso, nio existe
controle 6timo em malha fechada para solucGes no sentido de Fi-

lippov * .

* Buyakas |15| determinou as condigdes de existéncia do contro-
le 6timo em malha fechada (para solugdes de Filippov) para funcio

nais objetivo da forma: J = f:<x,Qx>dt, Q definida positiva.



37

/"’ﬂ'_§~ = S,
4
e \‘
Vi “
/ \
/ \
{ t
Figura 2.9 1 : —
g ~q o I x
v / 1
A\ /
\ 7/
~ 4
Y
\\ —‘/

Como, em malha fechada, o sinal de controle € deter
minado por uma medida do estado, a implementacdo pratica da estra
tégia seria impossivel. Ja foi chamada a atencao para esse fato
no primeiro exemplo de controle o6timo, usado para caracterizar so

lugoes no sentido de Filippov.

Considere-se agora a elaboracao de outra estratégia,
admitindo soluc6es de Filippov, que levara a um controle sub-oti-
mo em malha fechada, porém, de implementacdo mais fiacil, e com van
tagens adicionais (invariancia), em relacdo a estratégia 1. Na no
va estratégia, as leis de comutagao seriao determinadas a partir

de relacoes de desigualdade, tendo, portanto, mais sentido fisico.

Estratégia 2

Seja
2

s(x) = X,*+CXq S {x(t)ER” | s(x)=0}

p (x) (x(t)eR® | p(x)=0}

L}
”
N9
+
o]
e
v
"
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A idéia € forcar o sistema a escorregar sobre a pa-

rabola clbica P . A lei de controle sera, pois
s(x(t))>0 s(x(t))<0
0 se ou
p(x(t))>0 p(x(t))<0
u(x) =
s(x(t))>0 s(x(t))<0
—le se ou
p(x(t))<0 p(x(t))>0

KE€R , K>1

Quando u=—Kx1,tem—se:

LI}

Xl X

X2

2
-x1+Kx1

%q = (K=1)x=0

As trajetdrias serao hipérboles

. Lol e
cujas assintotas sao:

Xz = VK—]. Xl
X, =-/K~1 Xq
Figura 2.10
E preciso escolher VK-1 > ¢, e c deve ser esco

lhido de tal maneira que a reta S intercepte a parabola cubica
P num ponto fora do circulo x§+x% = 4 ., Assim, ter-se-a um re
gime de escorregamento (solucao de Filippov) garantido sobre a pa

rabola P , mesmo que K e c e os parametros do sistema contro-
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lado, variem numa certa faixa. Note que, sabendo a priori a fai-
xa de variacao dos parametros, se pode escolher convenientemente
K e c¢c. Depois, mesmo que K e ¢ variem (envelhecimento, etc,

faixa também conhecida a priori), ter-se-a garantia do escorrega -

mento.

A vantagem aqui € que tudo & determinado a partir de

relacoes de desigualdade.

S6 haverd custo positivo para condi
goes iniciais situados na parte ha-

churada (excluindo os pontos de P),

N isto €, quando u=Kx, . Note - se
que a parte restante € bem maior

que a parte hachurada.

Figura 2.11 )
demais, quando o sistema entra em escorregamento, a

equagao do movimento se modifica; a trajetoria passa a ser a pard
bola P , e o sistema torna-se entao invariante. Do ponto de vis
ta da engenharia, € portanto, vantajoso, quando admissivel, o em-

prego de estratégias que admitam solucGes de Filippov.

2.8 - Discussao sobre as Descontinuidades e o Regime de Escorrega

mento

No paragrafo (2.1) foi salientado que se o segundo mem
bro da equacao (2.1) for descontinuo, ndo ha garantia quanto a e-

xisténcia de solucgbes dessa equacao.
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Um procedimento usado para contornar essa dificulda
de & substituir as funcgoes descontinuas por funcées continuas que
variam bruscamente nas regioes de descontinuidade das primeiras .
Por exemplo |3] , uma fungdo sinal é substituida por uma funcao
saturacdo. Com esse procedimento garante-se, pois, a existéncia
e a unicidade das solucgoes, e o estudo da estabilidade e feito le
vando-se em consideracdao os parametros que definem as variacoOes
bruscas. Consegue-se um dominio de raio ¢ , sendo e funcao dos
parametros, em torno do ponto de equilibrio, no qual a solugao e

confinada.

Um outro enfoque (Alimov |17, | 6 1), € substituir
as descontinuidades por curvas, ou seja, supOe-se que, nos pontos
de descontinuidade, a funcao assume todos os valores (nao € mais
funcdo) entre os dois limites, isto €, considera-se um mapeamento
ponto conjunto. Com esse método, garante-se a existéncia mas nao
a unicidade das solucodes da equacao, e o estudo da estabilidade po
de ser feito através de algumas extensoes dos teoremas de estabi-

lidade de Liapunov.

A definicao da solugao de Filipppov nao apenas resol
ve o problema tedtico da existéncia e unicidade das solugoes, mas
também permite uma melhor interpretacdo dos fenoménos que ocorrem
em sistemas fisicos, como, por exemplo, nos sistemas de controle
em malha fechada, com sinal de controle descontinuo, nos quais o-
corre o escorregamento. O teorema de existencia & bem geral (A -
pendice I), o que possibilita abordar uma grande classe de proble
mas. O teorema de unicidade (2.1) abrange os casos em que

- + - +
£ N(x,t) > 0 e fN(x,t) > 0, fN(x,t) >0 e fN(x,t) <0,














































































































































































































































































