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RESUMD

0 objetivo deste trabalho ¢ o estudo de estabilidade de
redes RC n3c lineares. Uma rede RC é considerada assintdticamen-
te estavel gquando a carga dos capacitores converge a uma carga de

. (4 .
equilibrio.

0 estudo & desenvolvido a partir da analise do comporta=-
mento de redes resistivas., Em todo trabalho é admitida a hipote-
se dos resistores possuirem curvas caracteristicas crescentes,com
0 que; formular os problemas de redes resistivas como problemas /
de otimizag30 em grafos, Técnicas de dualidade sao utilizadas na

deducao de alguns resultados.,

Hipdteses adicionais sobre os resistores, dependentes da
estrutura da rede,permitirao representar-se as solugoes da rede /
como solucbes de um sistema de equagoes diferenciais onde a exis=
téncia e unicidade de solugoes & garantida,O método de Liapunov e
o instrumento basico na anadlise de estabilidade deste sistema de

equacoes.



iv

ABSTRACT

The main goal of this work is the study of non=linear
RC netuork stability, An RC network is considered assymptotically

stable when the capacitor charges converge to equilibrium charges,

The study is developed from the analysis of the be=
havior of resistive networks, It is assumed that all resistors
have increasing characteristics curves, from which it is possible
to formulate resistive network problems as optimization problems
on graphs, Duality techniques are used in the proof of certain

results,

Additional hypothesis on the resistors, depending oan
the network structure, will permit representation of the netuworks
solutions as solutions of a system of differential equations for
which the existence and unigueness of soclutions is guaranteed,
Liapunov's method is the basic tool in the stability analysis of

this system of equations,
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capPpfTuUuLO I

INTRODUCAO.

~ .
Estudaremos uma classe de redes RL com resistores
. ~ - ’ .
e capacitores nao lineares, classe esta que e caracterizada
pelo tipo de nao linearidade permitida: resistores com cur=-
[ 4 . ~ . .
vas caracteristicas crescentes ( nao necessariamente estrita
. ~ 4 . .
mente) e capacitores com fungoes caracteristicas estritamen-

te crescentes,

. . ~ ’ . - ~
0 objetivo desse estudo e determinar condigoes de
modo gque o comportamento dessas redes possam ser representa-
das por um sistema de equagoes diferenciais na forma normal

e a partir désse sistema estudar a estabilidade da rede.

Diremos que o sistema €& assintdticamente "estavel™
se para qualquer condigao inicial a solucao do sistema de
equacoes diferenciais existe, e (nica em um intervalo de tem
po infinito, e converge para um estado de equil{brio do sis=-

tema,

»~ ~ ~
Como no modelo de redes usaremos nogoes de grafos,

definigoes e resultados da teoria de grafos sao apresentados



no cap{tulo II.

0 capftulo seguinte aborda inicialmente a modela-
gem de réedes resistivas e rédes RC. Depois e formulado um
problema de otimizagao em grafos que € relacionado ao proble

~ . . N .~ . °~ .
ma de rede resistiva, Estudamos ainda condigoes de existencia

e unicidade de solucao desses problemas,

No cap{tulo IV iniciamos a analise de rédes RC .
Para garantirmos a representacao do comportamento da rede RC
por um sistema de equacgoes diferenciais, estudaremos dois ti
pos de problemas, 0 primeiro consiste em buscar solugoes da
rede resistiva,resultante da retirada dos capacitores da re-
de RC. O segundo envolve a resolugac da rede resistiva ob-
tida pela substituicdo dos capacitores da réde por fontes de
tensaoc. Veremos gue a existéncia e unicidade de solugao des-—
ses problemas garantem a possibilidade dessa representagao .
0 relacionamento entre éstes dois problemas & fFeito atraveés
de técnicas de dualidade em programacgao convexa., Ainda neste
capituloc abordamos a questao da existeéncia e unicidade de sg

lugcao da equacao de estado da rede,

Fimnalmente, no cap{tulo V apresentamos a prova da

estabilidade da réde RC.

Notagao.

. . ’ n
Para cada inteiro D nos denotamos por E{_ 0 es

pago euclidiano n dimensional, cujos elementos sao  N=tu -



’ . ’ .
plas ordenadas de numeros reais, gue nos consideramos como

vetores colunas.

Se x ¢ IR", ent3o para i = 1,2,.0e.,0, x; de-

nota a i-gésima componente de x. Se X, yegﬁin denotamos

o produto escalar por

n
1 {xy ¥y = g X;¥; -
i=1

A norma para cada X Q‘W{n ¢ denotada por

1/2
2 i x\\ = X xj> .

Se x, Yy g]R_n, nos usamos a notagao x < y para

indicar que, para i=1,2,..e0n, X; < Yy Anélogamente, XY
significa que, para i=1,2,ee0n, X;€ Ve
3 Se a, b gﬂ%.n denotaremos por [a,b], (a,B], &a,b)

e (a,b) os conjuntos:

Tt
[sV]

o
L
1]
—
x
~

pu
)]
l//AN
x
A
Y

Seja Z ={ il’ iz,...i% el {1,2,...%} tal que



. . . ~ \ m
lj> i, para j>e. Entao seLPE’T{ s, denotamos por \?Z, Q
seguinte vetor de E{Z

L J

Dados dois conjuntos A e B de R", BCA, deng
tamos por A=-B o0 conjunto:
5 A—B:{x{Afx/éB}.

Dados dois conjuntos A e B<C uwn denotamos a
produto cartesiano por:

am

6 AxB=[(x,y)€R‘xeA, ygB}

Dados n conjuntos, Il, 12,...1n denotamos por

X 12 Xeoeo X 1

- Ll 3
ao produto cartesiano destes conjuntos,

~ -~ *»
Acrescentamos algumas observagoes sobre as referen

o 4 .
cias., 0Os capitulos numeramos em algarismos romanosj expres—



soes e parégrafos em algarismos arabicos, Com algarismo aré
bico entre parénteses indicamos uma referencia a uma ExXpres—
sao ou paragrafoc no mesmo capitulo. Para referenciar expres
soes em outro cap{tulo, colocamos a numeracgao do cap{tulo se
guida da numeracao da expressao (por exemplo (II-10)). As
referencias ao apéndice sao feitas através de letras seguidas
do nimero da expressao, Exemplo: (ver A-15).
A bibliografia e apresentada no fim do trabalho,

em ordem alfabetica por nome de autor, A referéncia biblio-
gréfica € apresentada entre parenteses e indica a data de pu

blicagac do trabalho. Exemplo: GEOFFRION(71).



capfTUuLO 1II

DEFINICOES E TEOREMAS DA TEORIA DOS GRAFOS.

Introducao.

Faremos neste cap{tulo um resumo da teoria dos
grafos finitos, procurando nos limitar aos conceitos que, de
uma forma ou de outra, empregaremos no decorrer deste traba-
lho., Para isto, recorreremos fundamentalmente a duas obras:
a do BERGE (62) que apresenta um estudo geral de grafos, e
PERSIANO (71) gue se limita a alguns conceitos, porém numa

formalizacao bastante precisa.

Definicao de grafos.

Vamos comecgar dizendo o que entendemos por grafos
simples.

1 DeFinigEo: Um grafo simples & um par ordenado

(Ny,A), onde N & um conjunto finito e ACN x N,
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Us elementos de N s3o os nos do grafo simples.

E os elementos de A os ramos do mesmo,

A Definigao (1) pode ser melhor interpretada medi

ante um exemplo,

Exemplo I: Seja um grafo simples G =(N,A) onde:

N = { a, by, c, d, e, F}

b =)
1l

[ (2150, (6,6), (6,60, (d,2),(8,0), (550), (a,0), (o, )}

3 ’ -
Podemos representar G, por uma figura geometrica
’ ~ . . 4
onde os nos sao simbolizadeos por circulos e cada ramo por
. . » ’ »
segmento de linha compreendido entre dois nos, conforme Figu

ra 1,

Figura 1.

As setas da figura sao fundamentais porque indi -
cam a orientac3o dos ramos: os ramos (b,d) e (d,b) de A sao

considerados ramos distintos.



Fagcamos agora um raciocinio inverso. Isto &: dada
uma figura geométrica composta de circulos e de segmentos de
linha orientados entre os circulos, estamos interessados em
saber se esta figura pode ou nao representar um grafo simples

Para esclarecer, tomemos um exemplo,

Exemplo II: Seja a Figura 2. Ela difere da Figu

. . . 4
ra 1 por um segmento de linha orientado a mais, entre os cir-
culos b e d. Vejamos se ela pode ou nao representar um grafo

simples.

Figura 2.

. . 4 . ’ . [4
Aplicando um raciocinio analogo diriamos: o0s seg-
mentos de linha devem representar os ramos de um grafo sim -
. [4 4 4 ~
ples G', assim como os circulos, seus nos, Teriamos entao ¢

G' = (N',A') onde:

N'= {.a, by, c, d, &, f }

A'= { (a,b),(b,c),(d,c),(d,a),(d,b),(b,d),(b,d),(a,c),(e,f‘)}




Tivemos que duplicar (b,d) em uma tentativa de
caracterizar como ramo, o segmento de linha que acrescenta-
mos entre b e d. Acontece gue o conjunto A' e 1igual ao
conjunte A do exemplo anterior, assim como o conjunto N' e
igual a N., Em outras palavras: o referido segmento de 1i
nha ficou descaracterizadoc como um novo ramo, Portanto, a Fi
gura 2 nao representa um grafo simples,

Na modelagem de sistemas, muitas situagoes SO po=-
dem ou devem ser representadas gréficamente por esquemas com
caracterf{sticas semelhantes ao da Figura 2. Portanto, € ne-
cessario extender o conceito de grafos de modo a abranger
também estes casos, e, desenvolver uma teoria baseada neste
conceito. Na realidade isto ja foi feito sob diversas formas

e por diversos autores tais como: BERGE(62), IRI(69),etc.

~ rd . . ’ .
Um grafo como este e dito possuir ramos multiplaos.

~ ’ .
Em nosso trabalho, salvo mengao em contrario, os grafos tra-

tados podem ter ramos mﬁltiplos.

2 Definiggoz Um grafo e uma tripla ordenada
(N,A,K) onde N & um conjunto finito; K €&  um

conjunto finito, contido no conjunto dos naturais

e AC N x N x K,

3 . ~ » ’ . 3
A Definigao 2 extende a ideia de grafo simples ,
. . . ~ . 4 . . . ’
permitindo a existencia de varios ramos unindo dois nos :

(a,b,1), (a,b,2), eeo ,(aybyk) € A sao ramos distintos, /
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Mantém, por outro lado, a orientacao dos ramos:
(ayb,1) e (by,a,l) € A sao ramos distintos que

. ' d . ~ .
unem os mesmos dois nos a e b com orientagaoc inversa,

Se voltarmos agora para a figura 2 veremos que, /
de acordo com a Definig3ao 2, ela representa o grafo (N,A,K),

onde:

b ]
n

{(a,bsl)y(b’C’l)’(Cyd1l)’(dya,l)a(aQC’l)sgbzdzl)9
gbzd1221(d’bvl)1(e’f‘9l)}

Formalmente, grafos simples nao sao grafos; mas ,
um grafo simples (N',A'), pode ser identificado com o grafo

(NyA,K) onde:

N = N?
K={l}
A = A' x K

Através desta identificagao consideraremos grafos
simples como grafos,

Inversamente, um grafo G = (N,A,K) sera dito gra
fo simples, e denotado por (N,A), quando G satisfizer a:

(a,b,k) € A=3>(%F § € Ky jAK) (a,b,§) § A
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Ou seja: quando G nao possuir ramos multiplos.,

Um sub-grafo de G = (N,A,K) & um grafo (X,U,K)
onde X< N e U & constitufdo de todos os ramos de A que

ligam dois nds de X. Por sua vez, um grafo parcial de G e

um grafo (N,V,K) onde VC A,

Dado um ramo ¢ = ((?l, ’?2, j) € A de um grafo

(N,A,K) denominam=-se (?l e (?2 extremidades do ramo X ,

Como existe uma orientacao de r?l para 1?2, ‘Pl € cha

mado extremidade inicial e ‘?2 extremidade terminal,

Dado um grafo (N,A,K) chama-se ramo emergente do

4

no '? € N, a todo ramo com extremidade inicial '? . Ao pas

. ’ ’ 3
so gque, ramo imergente ao no “7 e todo ramo com extremida

de terminal fp . 0 conjunto dos ramos imergentes a ‘P € N

representaremos por W (P ) e o conjunto dos ramos emergen

tes por W ('P ). Ou seja:

¥ € N,keK}
6Q N,keK}

3 (\)+('P) (r?’K9k)

(F 29, k)

Denotaremos por (Y ) o conjunto:

-

{o(e A |

4 W(7) {o(éA’lx

s WP = WM U WJ(D)

. ~ - » - Lad .
Podemos generalizar este conceito de incidencia ,

para um sub-conjunto X C N definindo:
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s w0 ={, Y nen | oo ke P g ]
7 m‘(x)={(’?,1§,k)eA‘?ﬁx,keK,Ke x}
8 WEx)= (x) U J(x)

Dizemos que dois nés quaisquer P , § €N so

nos adjacentes se (a)('?) nkﬂ(x)isé e o , p € A
sao ramos adjacentes se 3 rP € N tal que K € (.O(rP)

e (3 e W (’? ). Dizemos também que um no (‘? € N e adja-
cente ao ramo XK€ A, se X € L\)(‘? ).

Exemplo IIT : Considerando o grafo representado

pela Figura 2:

Lx)+( b ) = { (byd:l)’(b’d92)9(b:‘39l)}
Wb )= { (2,6,1),(a,0,1)
0 né a eo no b sao ad jacentes, ao passo que

’ ~ ~
os Nos a e & nao 0 sao.
Os ramos (a,b,l) e (dya,l) sao adjacentes, mas

os ramos (b,d,1) e (a,c,1) nao o sao.

Cadeias e ciclos.

De agora em diante guando nos referirmos a um
grafo G = (N,A,K) estaremos supondo que N possue n ele

mentos e A m., E convencionaremos:

N = {‘?1’ (95 eee @}
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Se jam 2{ e 2) dois nos de G.

Definicaao: Uma famflia ( Gsi)j.e v 1 =~{l,2...d}

’, . .
de ramos de A, & uma cadeia de ¥ a © se exis

tir uma familia (46 j)jE.J’ J = {l,2...q + l} de

nos de N tal gue:

a)?ff?Y ® Wq*l=&

b) 63i (4 b)( a/i) (\ bJ( 6‘i + 1)7 i= 112..0 q

4 ~ . . . . .
0s nos ~K e 8 sac ditos extremidades 1inicial e

terminal da cadeia, respectivamente,

Um grafo (N,A,K) & dito conexo, se para cada

par de nos ﬂ?i, ﬂ?j € A i, j=1,2,.., n existir uma ca=

deia unindo ’?i a WE.

nexos.

10

Em nosso trabalho trataremos apenas de grafos cg

Definigcao: Um ciclo de um grafo (N,A,K) &€ uma
cadeia formada por ramos distintos de A em que

as extremidades inicial e terminal coincidem,

Em outros termos: uma cadeia ( @;i) i =1,2...qQ

do grafo (N,A,K) é um ciclo quando:
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Existe uma sequéncia ( D/j)j c 7! J = {l,Z,...,q} tal que:
B e WY e Pae WYy
b) @i’ (bi + 1 € w(-b/l + l) i= 1,2... q-l

VR FE Py A

11 Um ciclo é elementar quando a sequenc:La UJ jed

na Definicdo (10) é constitufda de nos distintos.

Dado um ciclo é= ( G) de um grafo G e o
J7jed

conjunto N(é) = {Ul’ 62 cee ‘6q} C. N de nos de G

pelos quais passa o ciclo 6 (ver 10), consideremos o vetor
T‘ ¢ R™ definido por:

12 r.l seCX.:(?)

1

Pi= -1 se X (‘))j e Pje W ( Kj) Jé{l,Z...q}

.

Para algum

0 se o‘i#@j XN oj=1,2... g

0 cicle G fica bem caracterizado pelo vetor
f ¢ R™ definido em (12) pois os ramos de O s30 distintos.
Isto significa que um ciclo pode ser representado vetorial -
mente, De agora em diante, quando nos referenciarmos a um
ciclo, usaremos indistintamente a letra r\ para designar ,
seja a familia seja o vetor ciclo,

Dado um grafo G = (N,A,K) os ciclos fkl, r2... rr
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de G sao ciclos dependentes quando:3 a’#D, ae€ 1R_r tal

que:

a; T*l + a, f‘z +oeee A vr = 0 . Caso

’, . ~ ~ . .
contrario eles sao ditos independentes.

13 DeFinigEo: Uma base fundamental de ciclos de um

grafo G, e um conjunto B de ciclos elementa -
res independentes, tal que, qualguer ciclo de G

pode ser escrito como uma combinagao linear de B.

Em seguida, enunciamos um teorema que estabele=-

ce a dimensao de uma base fundamental de ciclos,

4

14 Teorema: Seja G um grafo conexo com n nos e
m ramos. A dimensao de qualquer base de ciclos

de G €: r(G) =m-=n+ 1

Demonstracao: Ver BERGE(62) pag. 126.

Ve r
Arvores e Coarvores,

- . . ~ ’ ’ .
15 Definicao: Uma arvore e um grafo simples conexo

. . ['4 . ,
e sem ciclos constituido de peloc menos dois nos,

Dizer que um grafo simples H = (X,U) com pelo

4

: ’ ’ -
menos dols nos e uma arvore equ1vale as

a) H nao possui cicles e tem n - 1 ramos,.

ou

4 .
b) H e conexo e possui n- 1 ramos.
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ou

c) H nao possui ciclos e acrescentando-se um

N . -~
ramo cria-se um ciclo, e somente um,

Exemplo IV: No grafo representado pela Figura 2

o sub-grafo parcial H = (X,U) onde:

{'a, by, c, d } e

{(a,b,l),(b,c,l),(c,d,l)}

>
[l

[song
i

’
representa uma arvore.

Uma arvore H & uma arvore de G, se H & um
grafo parcial de G. Para que um grafo qualquer G = (N,A,K)

admita uma arvore H = (N,U) basta que G seja conexo.

16 Teoremas: Se jam um grafo conexo G = (N,A,K) e
uma arvore (N,U) de G. Ent3o para e i € A-U o
grafo (NﬂJU\e(j} , K) possue um e somente um
ciclo ri. 0 conjunto de todos os ciclos assim

obtidos forma uma base fundamental de ciclos deG.

~ . i o~ .
Demonstracao: 0s ciclos r sao independentes,

pois cada um contem pelo menos um ramo que nao pertence aos

demais.
’ . i , ,
0 numero de ciclos ﬂ formados, sera: numerc de
’ .
ramos de A menos numero de ramocs de U . Ou seja:
m=-(n-1)= m~n+1=r1(G), pois U tem n -1 ramos,

De acordo com o Teorema (14) e a Definigao (13) os diver -
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i .
s0Ss r formam uma base fundamental de ciclos,

17 Definigao: Dado um grafo conexo G =(N,A,K), um
grafo parcial (N,B,K) de G & uma coarvore de G

se (N,A=B,K) e uma arvore.,

Como toda arvore (N,U) de um grafo G = (N,A,K)
tem (n - 1) ramos (N tem n nds), ent3o tadda coarvare de G
temm - n + 1 = r(G) ramos. Revendo o Teorema (16), conclui

. ’ »
se ainda que cada ramo de uma dada coarvore de G, determina
. hY . .
biunivocamente um ciclo de uma base fundamental de ciclos

de 6 .

Fluxos e Tensoes.

. - » ’ . - 3
Iniciemos este paragrafo introduzindo o conceito

. . . L . .~
de matriz de incidencia. Como teremos ocasiao de observar ,

~ - . 3 " - . ~ .
a nogao de matriz de incidencia de um grafo, nao exige que o

mesmo seja conexo.

Seja G = (N,A,K) um grafo qualguer onde:

N = {”?1’ Py oee '?n}

KCWN

I O «_}

4

i m .
Construamos um vetor bJ e R associado a um no

(Yje,N, onde cada componente bi, i=1,2 o0 m e definida
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poT
18 1 se °<i € W ‘?J)
bg = 94-1 se X . ¢ W ( P

0 seoX; £ W ( (Yj)

Por (18), verificamos gue o vetor bJ caracteriza
bem o conjunto de ramos incidentes (imergentes e/ou emergen-
tes no X N. Deésse d conjunt . assa

) ao O(?JE modo, O nj 0 (,O(“?J) P
a ter uma representagao vetorial, 0 sfmbola W ( W>j) sera
empregado, dependendo da conveniéencia, seja para representar

o vetor bJ, seja o conjunto.

De (18), variando j de 1 a caracterizamos a

estrutura topolégica do grafo G. Isto e: o conjunto de ve
tores W( Q?j) ¢R", j=1,2 ... n define as relagoes de

. Lod . ’,
adjacencias entre nos e ramos do grafo G.

A topologia de G pode ser representada por wuma

matriz M, n x m, cujos elementos Mji y J= 1, 2 4ee Ny
i= 1, 2 ... m sao definidos por:
¢ = . . .
19 M= W ( ,?J)
A matriz M €& a matriz de incidencia do grafo
(NyA,K)

0 conceito de matriz de incidencia nos permite dg

finir fluxos e tensoes de um grafo, numa forma mais elegan-
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. ’
te. De agora em diante a letra M sera reservada para

. . 3 ~ »
representar matriz de incidencia.

20 Definiggo: Um vetor LPE “\T e um fluxo de um

grafo (N,A,K) se

21 M W

Cada componente 0, do vetor k? ¢ R™ ¢é chamada

de fluxo do ramo o(i.

Na realidade a condigao (21) €& semelhante a lei
de Kirchhoff para correntes elétricas (ver III-s(a ). Isto é:
impoe conservacao de fluxo em cada no de G. De fato, se

observarmos a Definigdo (19) e a condigao (21) concluimos:

22 ZLP ZL& i=1,2... n.

X € W () ), € W (m5)

A equacao (22) nos diz que, para cada no ﬂ?j € N
de G, a soma dos fluxos nos ramos emergentes e igual a so

ma dos fluxos nos ramos imergentes.,

0 Teorema apresentado em seguida, que nos sera
Util no Cap. III, estabelece uma relacdao entre o espaco de
fluxos de um grafo e uma base fundamental de ciclos déste

grafo,
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Teorema: Sejam um grafo conexo G = (N,A,K) com
m ramos e N nos e H = (N,B) uma arvore de G,

Seja {‘ll, vz, coey ﬂ? } a base fun

damental de ciclos gerada pelos ramos de
A8 2{% X x }
l’ 2’ ® o o r [ ]

Todo fluxo LP S “RW de G €& univocamente deter-

3 *»
minado por seus valores nos ramaos de A-B pela

© - 3y

expressao:

Inversamente, toda combinagi3o linear dos ciclos{}

’
e um fluxa,

Demonstracao: Ver BERGE(62) pag. 144,

seja B = {.vl, Vz, cees vr } uma base funda=-

- 4
mental de ciclos de um grafo conexo G com m ramos N NOS.

A matriz fundamental de G gerada pela base B € a matriz ’

m X T,

24

dada por:

I
P2 P2 e

Lt
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Exemplo V: Seja G = (N,A,K) o grafo conexo
com S5 nds e 10 ramos, N = {a,b,c,d,e} H K = { 1,2} e

A = {(b,a,l),(b,a,Z),(b,c,l),(b,c,2),(a,d,l),(a,e,l),
(d,6,1),(d,e,1), (c,e,1), (e, 9, 1)}

representado pela Figura 3,

Consideremos a arvore H = (N,B) onde:

B = {(ayerl),(e9d91),(d:b’l)9(‘3,9’l)}

Fagamos:

0<l = (b,a,l), Q<2 (b,a,2), 0(3= (byc,1), O<4=(b9092)’

x5 = (a,dy1), X, = (d,yc,1).

f

X7 = (a,e,1), X g (e,d,1), X g™ (dyb,l)’O<10=(C’e’l)'

No caso, os ramos O . i=1,2...6 € A=-B e

i=17,8,9,10 € B.
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A matriz fundamental de

+1 0 0
0 +1 0
0 0 +1
0 0 0
0 0 0

S =
0 0 0

+1 +1 0

+1 +1 +1

+1 +1 +1
0 0 +1

+1
+1

+1

+1

-1

4 ~
sera entao:

+1
0
+1
0

+1

11

De uma maneira geral, a lei de formagao da matriz

fundamental de um grafo G

- eam Emae s Ew m= W em mm o e e @ e

Por I representamos a matriz identidade

nos permite escrever:
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4

Pelo Teorema (23), podemos concluir que \-?E—l?\_m e

um fluxo se e sO se LP = SL—P para algum CP é—er.

’

26 Definig'é'o: Dado um grafo G com n nos e m

. m ~
ramos dizemos que o vetoreQTP\_ e uma tensao

de G se

!

27 6=-Mp

para algum pé—“{_n.

Cada componente ei do vetor Q¢ an e chamada

de tensao do ramo K 4 de G.

Chamamos vetor potencial de G, ao vetor p ¢ Rn

da expressao (27). A componente p‘j de p é dita potencial
do no . N.
T3¢

Dado um grafo G = (N,A,K) e X, = ( (‘?t,(?S,k)eA
entao de (19) e (27):

28 ©i = Ps = Pg,

A expressao (28) nos diz gue a tensao Gi do ramo

X i de G € igual a diferenga entre os potenciais dos nos

V?s e r?t ¢ N, respectivamente,

Se L?emm & um fluxo de G e © (R™ uma tens3o

podemos afirmar gue:

1

29 <g,\§>7 -<p,ML{J>= 0.
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A condicdo (29) é facilmente verificada por (21)
e (27).
Uma maneira equivalente de dizer que um vetor

Q¢ ka € uma tens3oc de um grafo G € dizer que:

!

30 S8 = 0

onde S & a matriz fundamental de G .

.~ ’ . . .
A condicgao (30) e uma maneira resumida de dizer

que:s

31 <YA ,’97: 0 para gualquer ciclo ‘A de G.

A condigdo (31) é semelhante a lei de Kirchhoff
para tensoes elétricas (Ver III-6()). Isto e: tal como
nos circuitos elétricos, a soma das tensoes ao longo dos
ramos de um ciclo de um grafo € zero,

Sse (N, B ) & uma arvore do grafo G pode-se
demonstrar ( ver BERGE(62) pag. 153 ) que existe uma matriz
D, mx (n=1) , tal que toda tensac© de G pode ser represen

tada por:

32 8= DBB

’ . ~ ~
onde 95 e 0 vetor cujas componentes sao tensoes dos ramos da

arvore ( N, B ).
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capfTUuLO III

REDES RESISTIVAS E OTIMIZACRO,

SECCAC 1 - INTRODUCAC.

. . ~ 4 A .
Iniciamos neste capitulo o estudo de redes resis-
. "~ . . ~
tivas, Problemas de redes resistivas serac formulados como
3 - ’, »
problemas em grafos: primeiramente, como um problema algebri

co, e, em seguida, como um problema de otimizagao,

Na Secgaoc 2, apresentamos um modélo de redes e-
létricas, dizendo o que entendemos por resistores e capacito
res e formulamos problemas de rédes elétricas como problemas
em grafos. Na Secgao 3, apresentamos o problema de transpor
te gue € um problema de otimizagac em grafos, e, mostramos
na Seccao 4, como um problema de rede resistiva, sob certas
hipéteses, pode ser transformado em um problema de transpor=-
te.

A Secgao 5 aborda a questao de existéncia e unici
dade de solugao de problemas de transporte, o que servira
de base para o estabelecimento de condigces de existencia e

3 . ~ »~ . .
unicidade de solugac de redes resistivas,
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seccho 2 - MODELOS DE CIRCUITOS.

Apresentaremos primordialmente nesta secgao dois
tipos de modelos para "dispositivos gletricos": um que cha-
maremos de resistor e o outro de capacitor, Em seguida intrg
duziremos o conceito de rede resistiva, para depois definir
problema e solucao de rede resistiva, No final, definiremos

» .
rede RC e alguns problemas correlacionados.

Antes de apresentar o conceito de resistor, vamos

dizer o que entendemos por curva,

1 DeFinigEo: Uma curva € um conjunto C C—W{Z com

interior vazio, tal que:
C = f(I)

onde f: I—R% & uma funcdo continua e injeto-

ra e I wum intervalo deﬂ{.

Uma curva pode ser representada pelo desenho de
uma "linha" no plano. A Definigao (1) garante gue esta li=-

’ 's ~
nha e continua & nao possue lagos,

y B y y

—1 L N
X X X

(a) (b) (c)
Figqura 1

N
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Por (1) as figuras 1l-(a) e 1=(b) representam

curvas ao passo que l=(c) nao.

. [4 2 -~
2 Um resistor e uma curva em W{ . Por wvezes nos

. ~ [ 4 . .
referimos a curva como curva caracteristica do resistor. Se

(8,¥)e C onde C é um resistor entdoc © € uma diferencga

de potencial (ou tensaoc) do resistor e %9 uma corrente (ou

’ .
fluxo) atraves do resistor.

3 Uma curva C C R 2 e um resistor controlado por

tensdao se existir um intervalo ICTW e uma fungao h:I-RR
tal que se (B ,W ) ¢ C entao Q = h(6 ). Analogamente, ccR?

[4 . . . .
e um resistor controlado por corrente se existir um interva

lo JCB e uma fungdo w: J—TK tal gue se (@,\P ye C
entac 8 = u(?)

No caso de "circuitos eletricos", diferengas de
potencial e correntes sao entidades fisicas. Costuma-se cha-
mar de "resistor" ao dispositivo onde os valores de diferen-
cas de potencial e corrente, "admissiveis simultaneamente",

2 a . .
geram uma curva emﬁ{ . 0 comportamento deste tipo de dispgo
sitivo, quando interconctado em algum circuito, pode ser per
feitamente determinado com auxilio desta curva. Ela represen
ta um modelo para o dispositivo e & a ésse modeélo que chama-
mos de resistor,

Devido sua importéncia, certos tipos de resistores

. ¢ .
tomam nomes particulares. A titulo de exemplo consideremos os
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dois resistores abaixo, onde 9 e I? eWK .
L= e, | s
C2={(99(P) ! QP

[yp]
]

it
3]
®
—6
=)
—_J

]

E? e 9 (m

PRI

0 resistor C; ¢ chamado fonte de d.p. de valor®
e o resistor C2 fonte de corrente de valﬁrz? . Em particy
lar Cl & um resistor controlado por corrente ao passo que

C, € controlado por tensio,

Uma vez que caracterizamos resistor, definamos

-~ 3 -
rede resistiva,

4 Uma réde resistiva & um par (G,F) onde G é um

grafo e F: A*——>P(]{?), onde A € o conjunto de ramos de
G, e tal que para cada X ¢ A F(X) € um resistor.,

Se A ={s<l,0<2,...b<m} e C; = F(D<i), i=1,24...m

. ’ N N ,
dizemos gue Ci e o resistor associadoc ao ramo CKi e G e

o grafo associado a rede (G,f).

»~ . - ’ .
Portanto uma rede resistiva e um grafo com resis=
tores associados a seus ramos,
3 ". ’ .
Quando os elementos de um circuito eletrico pude-
. ~ . . ’
rem ser modelados por resistores, a rede resistiva sera um

-~ "~ - .
bom modelo para este circuito,

Se ja uma rede resistiva com um grafo associado G.

’ ’
Suponha que G possua m ramos, n nos e que M e a sua
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3 3 3 » . -~ *
matriz de incidencia., 0 problema fundamental de redes resis

. 4
tivas e formulado como:

5 (PFR) Encontrar, se existir, um par
(é ,T‘P ) ¢ Rm X ’\le tal que
a) MI? =0
b) © =-Mp para algum p ¢ R"

o) (85, ;) ¢ C; i=1,2,..m

se (9 ;q’) satisfaz as condigoes a), b), e c)

entio (O ;? ) € dito solucso da rede resistiva ou solucao
do (PFR). Ainda nésse caso, dizemos que © € a tensao so-

lucao de (PFR) e CP o fluxo (ou corrente), solucao de (PFR)

0 (PFR) e o problema de encontrar correntes e
. . . . ’ . . [4
diferengas de potencial em um circuito eletrico, constituido
. . . £ . ~ .
por dispositivos passiveis de representagaoc por resistores ,

sao problemas equivalentes.

. . ’ . -~ .
De fato, num circuito eletrico deste tipo, estamos
interessados em encontrar pares de d.p. e correntes satisfa
zendo cada dispositivo isoladamente e gque ao mesmo tempo sa-

tisfagam as leis de interconexao abaixo.

6 a) Lei de Kirchhoff para corrente: A soma

td

’ . ’
algebrica das correntes entrando em um no e
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zero em qualguer instante.

b) Lei de Kirchhoff para d.p.: A soma alge

brica das d. p. ao longo de qualgquer ciclo

"~ ’ .
na rede, e zero em qualquer instante,

No (PFR) estamos interessados em encontrar pares
(gjﬂ(?i)’ i=1, 2,...m, soObre uma curva C; (resistor) /
que satisfagam conjuntamente as condicoes a) e b) de (5) .
Porém 5-(a) e 5-(b) s3oc segundo (II-20 e I1I-31) as leis de

Kirchhoff,

Ve jamos agora o significado de capacitor.

7 Um capacitor é um par (T,g) onde T € um in-

tervalo real dito intervalo de tempo e g:R—R uma fungio

4 . . ’
continua, estritamente crescente. A carga do capacitor e
um real,

Se a carga do capacitor for q g“{ ent3ao a tensaoc do

capacitor para esse valor de carga e g(a)e“{ . A funcao g

’ . ~ [ 4 . .
e dita fupcao caracteristica do capacitor.

Suponha que T = [t0,75) ( 25 possivelmente infini
to) e sejalP :[ tgs t)—1R, conm tos-ﬁsia , uma fungao
integravel qualquer., Ent3o Q(t) para t 4t <t e dito

corrente do capacitor no instante t e

t

q = X*{(Oﬁ)do« + q"
t

0
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4 . . .
e a carga do capacitor no instante t devido a corrente P ’

sendo qogﬂ{ a carga inicial do capacitor.

. S -
Em nosso trabalho consideraremos somente capacitg
res em gue T =“{ s € portanto, os capacitores ficarao carac

. . ~ (4 .
terizados exclusivamente pela sua fungao caracteristica,

- . . ’ .
0 conceito de capacitor envolve duas variaveis a
- - 3 . . ’
mais do que o conceito de resistor., Ou seja, a variavel tem

- ’ .
po e a variavel carga do capacitor,

Fstamos interessados em construir um modelo para
uma classe de circuitos elétricos: aquéles "constituidos por
uma interconexao" de dispositivos pass{veis de serem modela
dos por resistores ou capacitores. A este modelo, desenvol

. . . -~
vido em seguida, denominamos rede RC.

8 Consideremos um grafo G com conjunto de ramos
A =[CK1,CXZ,...Q{a} . Sejam Ci_C_@{z para i= 1,2,...4 k,

k { m resistores e &% = (W{, gj) J=k+l,..., m capacito

res, Denominamos rede RC a uma tripla da forma

( 6, (Ci)i=l,2,...,k , <@j>j=k+l,m’m ) .

~ ’ R ~ ~ ’
Nesse caso L e o grafc asscciado a rede RC; Ci € 0 re=

sistor associado ao ramo X ; € %gj o capacitor associado

aoc ramo C(j.

Os ramos D<i de G, i =1,2,... k, aos quais es-

tao associados resistores, chamamos de ramos resistivos Os
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demais ramos de G saoc chamados ramos capacitivos.

~ ’ ~ . 4
Rede RC e um modelo constituido por um grafo onde
’ - . -
a cada ramo esta associado um capacitor ou um resistor, No
. . , . , .
caso de representar um circuiteo eletrico, G e que caracterji

za a interconexac dos dispositivos do circuito.

Suponha que o grafo associado a rede RC possui'm

’ ’ . . . ~ .
ramos, n nos e gque M e sua matriz de incidencia,
. . 4 . .
Se ja Z ={ 1e_hl\ Q<i e um ramo capa01t1vo}

e

’

E ={ ieN | Nki e um ramo resistivo}

Sejam (o =[_t0, t) ( t possivelmente infinito)
um intervalo de tempo e qU 4 “{Z onde z & o nUmero de
ramos capacitivos do grafo G. O problema que enunciamos em

seguida ¢ o Problema fundamental de redes RC,

9 (PFRC) Encontrar, se existir, fungoes

9:6—R", P:ib—R" ¢ 3:5—R
ande Lp € integravel em qualquer compacto cgntido €M
2; , tais qgue : para cada t e G

t
a) qi(t) = \[ %Di(CX) dX  + qg i¢ 2z
to

b) (O;(8), Q;(8)) ¢ ¢y iecE
c)©;(t) = 9,(aq;(t)) ie¢ Z
d) I"lkP(t) =0

e) B (t) —-m p para algum p e'ﬂin .
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Nésse caso (E),LP, q) € dito solucdo da rede RC,

. . 0
no intervalo 25 , Com carga inicial g~ .

’ 4
Nem sempre e possivel colocar o (PFRC) no forma
. ~ . . . ’ ’
to de um sistema de equagoes diferenciais., No entanto nos so

N 4 [4 . .
estudaremos os casos onde isto e possivel, garantindo assim,

a existencia de uma fungao H:W{%——;mf tal que Qﬂiﬁl: H(g(t))
dt

Pelo simbolo da(t) _ H(g(t)) estamos representan
dt

do a seguinte equacao integral:

t
q(t) = j H(g(x)) dx  + q° .

to

Outro problema de interesse relacionado a rede RC,

e chamado problema de ponto de equil{brio para rédes RC, e o

sequinte:

10 (PRCE) Encontrar (B ,q))e “KT x“{ ™ tal que

— | . -
d) 8 = =M p para algum p¢R" .

Os vetores © ,Q Qﬂ{m tais que, (® j? ) resolve

o (PRCE), sao chamados respectivamente, de tensdes e fluxos
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. 4 . ~ - . .
de equilibrio. E os valores Qi i€ Z, de carga nos capaci

tores tais que © i = gi(ai), sao chamados cargas de equili-

brios, 0 vetor qc¢ QKZ com componentes EiLaZ € dito esta

do de equilfbrio da rede RC .

Note-se que a condigdo (a) do (PRCE) e equivalen
te a:

(8.,0.) < cC; y 1e¢ Z onde
i i i

SRINCH BRI )

ou seja, Ci € a curva caracterfstica de uma fonte de corren
te com valor nulo, A condigao (c), por outro lado, exige
apenas que [? e @ ﬂKm sejam, respectivamente, fluxo e ten
sao de G.

Com essas observagaes, o (PRCE) passa a ser iden
tificado como um problema fundamental de reédes elétricas re-
sistivas (PFR) (5), gerado a partir da rede RC, onde os
capacitores foram substituidos por fontes de corrente com
valores nulos (circuitc aberto). Néste caso, podemos lancar

~ ’ . ~ ~ . .
mao das tecnicas de resolugao de redes resistivas, com o ob-

jetivo de determinar os pontos de equilfbrio de uma rede RC.

Na Seccac 4 apresentaremos uma tecnica para resol
-~ 3 - .
ver o problema fundamental de uma rede resistiva, usando oti
. ~ ’ . I ’
mizagao, Veremos que esta tecnica so podera ser usada caso
4 . . .
as curvas caracteristicas dos resistores sejam crescentes, e,

s 43 . . PR ’
admitindo que esta hipotese seja verificada, nos transforma=-
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remos o (PRCE) (10) em um problema de otimizagao (ver Exem
plo II).

Apresentaremos agora as definigoes de estabilida-
de de redes RC que usaremos no trabalho.
11 Uma réde RC e assintoticamente estavel em

G = [to, + 20), ty¢W » se para qualquer carga inicial qg,

i¢ Z, tivermos:
a) Existir solugao (O ,Q , q) do (PFRC) com
q:Zb“**“R? dnico.

b) A fungBo g € limitada e satisfaz &i@)q(t)=a

onde g§ € um estado de equilibrio da rede.

“ ’ . N . ’ ~
Uma rede RC e assintoticamente estavel em tensao

e corrente se:

a) A réde é assintoticamente estavel.
b) Para gualquer carga inicial qg, i« Z, a rede
possui solucdo Unica em C;:[ﬁo, +Q0 ), t067ﬁi .

c) A solugdo (©,0, q) e limitada e satisfaz a

—

1im © (t) =S
t-> 0
i -

—

onde (é ﬁ?) & um ponto de equilibrioc da rede

RC.,

SECCAD 3 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE TRANSPORTE E  ALGUNS

RESULTADOS CONCERNENTES,

Como teremos ocasiao de estudar na proxima secgao,

c problema fundamental de. redes resistivas (7) com
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curvas caracteristicas crescentes, pode ser formulado por meio
de um problema de transporte. Sera sob esta formulagao que de
senvolveremos todo nosso trabalhao,

0 problema de transporte e um problema de otimiza
cao em grafos,., Existem varios déste tipo e cada um sendo ca=-
racterizado pela estrutura particular do grafo, tipos de res
tricoes impostas ao fluxo, ou pelo tipo de funcional objetiva
0 problema de transporte que apresentaremos a seguir, & sufi

cientemente geral para englobar grande parte désses problemas

12 Seja um grafo conexo G = (N,A,K) onde

N:{azl, 7 grees pn} e A={D<l, D<2,...t><m}

tendo M por matriz de incidéncia. A cada ramo C{i ¢ A,

i=1, 2 ... my fagamos corresponder uma fungao convexa

F£. 2 I.-—>ﬁ{ onde I. é um intervalo fechadao.
i i i

0 problema de transporte e definido como:

13 (PT) Mian: f‘i(L?i)
T

1=

sujeito a: \% € X onde

14 x={\]OJPL'“S q)ie Ijy i=1, 2,00emy e MY =o}

0 (PT) definido em (13) é um problema de otimiza-
gao com fungao objetivo e conjunto de restrigoes XCfE{m con
vexos, Ou seja, o (PT) & um problema convexo. Cada fungao i

. 4 ~ ~
i=1,2...my, € chamada funcao custoc e fornece o valor do "cus

to" devido a passagem de um fluxo \Pi no ramo Q(i € A. A pa=-

lavra custo aqui empregada tem um sentido mais amplo que 0
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~ ’ ~ R . a R
usual. Nao esta necessariamente ligada a prego podendo sig-

nificar energia, tempo, etc.

’

Dizer que um fluxoPeR"™ & vidvel para (PT), e
1

dizer que\?e Xe Enfim, o problema de transporte consiste em
encontrar um fluxo viavel com custo total minimo.

Nem sempre existira um fluxo vidvel para (PT). O
teorema devido a HOFFMAN(60) gue apresentaremos a seguir, da
condicoes de necessidade e suficiéncia para existéncia de um

fluxo viavel para (PT).

15 Teorema: Dados ai,bigﬂz ’ aig bi, i= 1424400 M
com Ii = x:ai,bi] sy O conjunto X definido em

(14) & n3o vazioc se e somente se para todo QCN,

. ’ -
N o conjunto de nos de G, tivermos:

16 ; bi > ég}:j'ak e

D(ig LJ(Q) k QLS(Q)

17 % bi > § ak

Demonstracao: Ver BERGE(62) pag. 159,

A condicaoc (16) do Teorema nos diz que a maxima
quantidade de fluxo que pode sair de @ & maior ou igual a mi
nima quantidade de fluxo que pode entrar em Q, E a condigao
(17) que a maxima quantidade de fluxo que pode entrar em Q &
maior ou igual a minima quantidade de fluxo gue pode sair de

Q. Entendemos por quantidade de fluxo a soma dos valOres de
fluxos nos ramos de W (Q) (II-6) ou W (Q) (I11-7).
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Podemos formular um outro problema de otimizagao
no grafo G, conhecido como problema de potencial, semelhante
ao (PT), gue trata com tensoes em vez de fluxos de G. £ con
veniente enuncia-lo agqui, uma vez que éste problema surge co
mo uma alternativa para a resolugao de uma classe de proble-

A ’ .
mas de rede eletrica,

18 Associemos a cada ramo O<i€ A, i = 1,2... my, do

grafo G uma fungao convexa h; : J,—R , onde J; e um ipn

tervalo fechado. O problema de potencial € definideo como:

m

19 (PP) Min Z: h, (©)

i=1

sujeito a:
B ey

onde

20 Y ={9eTk\m lei € J;, i=1,2...m e (3 pe R™M| © =-np}

Um vetor eé/ﬂm € uma tensdo viavel para (PP) se

©¢ Y. Analogamente ao teorema (15) o teorema seguinte for-
. ~ . ~ . ~ . ?
nece condigoes que garantem a existencia de uma tensao via-

vel para (PP),.

21 Teorema: Dados Ci dig“{ ’ cig_d. i= 1,2.,4em,

i?

cam Ji = [ Cis di] o conjunto Y definido em
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’ ~ . . .
(20) e nao vazio se e somente se para todo ciclo

elementar (II-11) P de G tivermos:

22 % di ;> % c:i e
- +

uia(&l Xy ef*
* ) us ) °1
. € M . ¢ f‘-

Demonstracao: Ver BERGE(62) pag. 157.

SECCAD 4 - REDES RESISTIVAS E 0O PROBLEMA DE TRANSPORTE,

~ A
24 Quando da formulagao do problema fundamental de re
. . ~ . . ’ ~
de resistiva (5) nao fizemos hipoteses sobre as cur-
4 . . ~
vas caracteristicas dos resistores, Nesta secgao, mostraremos
. ’ 4 . ~
sob a hipotese de gue as curvas caracteristicas sao crescen=-
~
tes, gque aguele problema pode ser formulado como um problema
de transporte ou um problema de potencial,

Precisemos o conceito de curva crescente,

25 DeFinigEo: Uma curva C<:“{2 ¢ uma curva cres-

cente qguando:

a) (VF (xt,yl), («%,y5)ec) (xt=x)(y'-y%)> O

b) (V"xe® ) (3 (x,y) € C) x+y =X

A condicaoc (a) significa que a curva nao possue
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inclinagao negativa: a "resistencia dinamica" de um resistor
com curva "caracteristica crescente" & n3o-negativa. A con-
digi3o (b) exige que qualquer reta com inclinag3c de  135°
corte a curva em um Unico ponto. Néste caso, se a projecao
vertical da curva for limitada superiormente (inferiormente)
entao a projecao horizontal da curva sera ilimitada superior

mente (inferiormente).

A Figura 2 abaixo representa varias curvas. Note-
se que 2=(a), 2-(b), 2(c) e 2-(d) representam curvas cres-
centes, ao passo que 2-(e) e 2-(f) naoc representam, porque

nao satisfazem (25-(b)).
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Dada uma curva C Cﬂzz denominamos projecao hori

zontal de C ao conjunto:

26 PH (C) = {x « R l (3 vy eR) (x,y) ¢ C}

e projecao vertical de C ao conjunto:

27 v (©) & [yeR ] (3 xR () < cf

~ . ’ 4
Como a fungao que define uma curva e continua en-

tao as projegoes de uma curva sao intervalos reais.

Dada uma curva CC®Z2 e um ponto x ¢R a ima-

. ’ ’ .
gem vertical de x atraves de C e o conjunto:

TV (x) & {y R |,y e C}

enquanto imagem horizontal de vy através de C € o conjunto:

IH(y) & {x «R (xyy) ¢ C}

’ ~
Note-se que se LC e uma curva crescente, entao

IV(x) e IH(x) s3ao intervalos fechados.

Mostraremos em seguida gue a toda curva crescente
2 . 1
em § podemos associar univocamente, a menos de uma constan

te, uma fungao convexa de PVY(C) em {{ e outra de PH(C) em

R.
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Dada uma curva crescente C C‘R? (ver Figura 3)
com projecoes J = PH(C) e I = PV(C), consideremos duas

funcoes quaisquer

@: 1—R e q): I—NR tais que:

28 @ (Pre () e PG 1(O)

@
?é»
|
|
!
|
|
|
|
|
|
1
|
I
|

PH(C)J ! l/

A~~~

B
A

Figura 3.

fvidentemente, as fungoes ® e i} sao crescen
~ ¢
tes e pode-se demonstrar que saoc continuas, exceto em um
. ’ S .
subconjunto enumeravel de seus dominios, sendo portanto intg

graveis (Ver ROCKAFELLAR(70) secc3o 24).

Se jam UF € 1 e B € J, definamaos:
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¥

>

29 f () () dy (¥ 9 e1)

-~

Hp

\.F

o
30 h () j @(e)de (" © ¢ 3)
6

Pode-se demonstrar que as fungoes f e h defi=
nidos acima, sao convexas, continuas e subdiferenciaveis em
seus respectivos dominios (ver ROCKAFELLAR(70), Além disso,

as subdiferenciais (A=7 ) de f e h sao dadas por:

Bf-‘(\?) IH(\\?) V‘?EI

dh(9) V(O ) X o €3

Para esclarecer melhor tomemos um exemplo.

31 Exemplo 1I: Se jam as curvas crescentes represen=
tadas pela Figura 4. Determinemos aplicando (29)

as respectivas fungOes convexas.
S] S}
A “A }

AT

0N

Y
—§)
oY

Y

Figura 4 .
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A Figura 4-(a) representa uma fonte de d.p. de
valor é-, a Figura 4-(b) wuma fonte de corrente de valﬁr\g

e a Figura 4-(c) um resistor linear,

Para a fonte de d.p. temos:

(D) {6*} i K?&T\{ logo

32 ®W)=8* T PR
Pa;a a fonte de corrente

IH(gf) = WK entao, podemos tomar
33 ® (\é&) = O onde © & um real fixo

gualquer.

E para o resistor linear

IH(HD) Hk\?} <t %QR logo
34 ® () k@ P e

De posse de (32), (33) e (34) e aplicando (29),

teremos:

35 Fonte de d.p.

Tomando = 0
U 7 ¢ A
f“(\?) 4 Sk d&? = 9*‘?

0

e*\g

~6‘L
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36 Fonte de corrente

Tomando q)= %D*

£
F(9) 2| 9dp =0
— 3
37 Resistor linear ?
Tomando—\? = 0
2
£ 4 Lk
PR ey - kg 2
0
— -
i

Note-se gque as fungoes obtidas em (35),(36) e(37)

sao fungoes convexas.,

As fungoes f e h nao sao independentes e se I e

J sao intervalos fechados, entao:
FIY)
PP)

+

() £ 89 T 83 ¥ e

+

h(B) = e\p se © QIH(Y) ou(?eIV(@)

e

sup{@LP—hL@leQJ} L?el
o fog - (9] ¢ e 1} e < 3

F(P)
h(©)

1

Ver 1IRI(69) pag. 22.



46 ITI

Observe-se que as fungoes f e h definidas em (25)
e (26) independem das fungoes & e é@ desde gue estas satis

fagam a (24)., De fato, f e h dependem somente da curva C e

dos pontos \P e © escolhidos arbitrariamente. Se em (25)
utilizarmos outro ponto KP* ¢ I em lugar de ?’ a nova fun-
cao sera igual a anterior a menos de uma constante. Nesse
sentido as fungbes f e h s3o univocamente determinadas por
C.

Em seguida, formularemos o problema de rede resis
tiva (5) como um problema de transporte.

Seja agora, uma reéde resistiva qualguer com resis
tores possuindo curvas caracteristicas crescentes com proje-
coes verticais fechadas. Seja G um grafo associado a esta
rede possuindo m ramos., Tomemos cada curva caracteristica
Ci , i=1,2...my, e determinemos as respectivas fungoes /
convexas Fi: Iirﬁaﬁ{ conforme (29),., Como jé vimos, o domi-
nio I, de cada uma destas funcoes Fy sao as projegoes ver

. . . [ 4 .
ticais das respectivas curvas caracteristicas,

38 Chamamos de problema de transporte associado a ré

de (PTA), ao problema de transporte (13) onde as Fioi=ly2um.m
s3o as fungoes convexas obtidas acima e M €& a matriz de

. . ”~ . . ~ ~
incidencia do grafo G associado a rede.

Note-se gue:

39 S; ¢ Bf‘i(k%?i)zt—tb(ﬁii,\?i) ¢ €., i=1,2...m.
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A titulo de exemplo tomemos o problema de ponto
de equilfbrio (PRCE) e vejamos como se constroi o problema

de transporte associado.

40 Exemplo II: Seja o (PRCE) da rede RC dado em

(10). Como jé vimos, éste problema pode ser encarado como
um problema de rede resistiva onde os capacitores sao substi
tufdos por fontes de corrente com valor nulo. Admitindo que
na respectiva rede RC todos os resistores possuam curvas
caracteristicas crescentes, com projecoes verticais fechadas
e,levando em conta que fontes de corrente satisfazem esta /
condicao, poderemos entao construir um problema de transpor-

. [4
te associado. Passemos a construi-lo,

Os ramos capacitivos de G foram substitufdos par
fontes de corrente com valor nulo, e, de acordo com (36) te

remos:

*/: Ii“"*W{ e a fungao que:
41 Y () =0, Ii={o}, T i ¢ z (9)
€ para os demais resistores teremos:

42 For I, >R i ¢ E, definida pela integral(29)

De posse de (41) e (42) e revendo a formulagao do

problema de transporte (13), o problema de transporte asso=-

ciadeo fica:
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43 (PTA=PRCE) P’Iin} Fy (&Pi) + 0

i€k

sujeito a:

ksei=0 N oiez

\P € X onde

LPiQIi,V*iQE, e mx{):o}

44 X = {L? «R"

Com o Exemplo II, vimos como se constroi um pro-
blema de transporte associado a uma rede resistiva. fste e~
xemplo nos sera Util na secgao 2 do capftulo IV onde langare
mos mao do (PTA~PRCE), que encarado como um problema primal
nos permitiré, usando dualidade, tirar algumas conclusbes U=

teis para a analise de réedes RC.

0 teorema que apresentamos em seguida permite es
tabelecer a equivaléncia entre o problema de transporte assg
ciado a uma réede resistiva, com curvas caracteristicas cres-
centes, e o problema fundamental desta réede, FEste teorema €

apresentado em BERGE(62) pag. 165.

45 Teorema: Suponhamos que o PT(13) e estavel,

Um fluxo (P € X & uma solucdo de (PT) se e so-

. . ~ P m .
mente se existir uma tensao O é“{ satisfazendo:

46 0.« Bfi(ﬁi) i = 1,2y0eem,

1
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Demonstracao: Ver PERSIANO(71) pag. 20.

0 conceito.de estabilidade para problemas de oti-
mizagc3o se encontra em (A-17).

0 (PTA)(38) €& um problema de transporte com fun
coes custo subdiferenciaveis (por construgao) e com todos os
vinculos lineares, Portanto, de acorde com o Teorema (A=21),
a existencia de solucao do (PTA) implica em estabilidade. Lo
go, pelo Teorema (45) e por (39), todo fluxo solugao do pro-
blema fundamental de uma rede resistiva, com curvas caracte-
risticas crescentes e projegoes verticais fechadas, € solugao

do problema de transporte associado e vice-versa,

A uma rede resistiva com curvas caracterfsticas/
crescentes e projecoes horizontais fechadas podemos associar
um problema de potencial associado (PPA) com fungoes custo
obtidas conforme (30). Pode~se demonstrar por meio de um teg
orema apresentado em BERGE(62) pag. 167 (semelhante ao 45),
gue: toda solugao do problema de potencial associado a wuma
réde resistiva € uma tensao solucao do problema fundamental
desta reéde e vice-versa. Apesar desta nova equivaléncia for
mar mais uma alternativa para o estudo das rédes eletricas ’

4 ~ . .
nos nao a utilizaremos em nosso estudo.

Na secgdo seguinte daremos condigOes que garantem
. A . . . ~
a existencia e unicidade de solugao de (PT), Estabeleceremos
4 . ™~ . »~ . . .
dai, condigoes gue garantem a existencia e unicidade de solu

~ - , . . . . 4
cao de redes eletricas resistivas possuindo curvas caracteris
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ticas crescentes com projegoes verticais fechadas,

SECCAD 5 - EXISTENCIA E UNICIDADE DE SoLuUcAD Do (PT).

* ~ .
De acordo com o Teorema (45) a existencia de solu
~ . -~ L - -
gao do problema de transporte associado a rede, implica em
. ~ . ~ ~
existencia de solugao do problema fundamental desta rede e
- [od ~ [
vice-~versa, No entanto, este teorema nao nos fornece os meios
de garantir existéncia e unicidade de solugao., Trabalharemos
- - - ~ - »~ .
aqul no sentido de fornecer condigoes que garantam existencia

e unicidade de solucao de (PT).

Primeiramente apresentemos um teorema de unicida=-

de.

47 Teoremas Seja G o grafo sobre o qual o (PT)(13)
foi definido., Suponhamos gue exista uma coarvore
H =(N,B) de G tal que as funcgoes f; associa=-
das aos ramos CXi € By, sejam estritamente conve-
xas., A solucao do (PT) (caso exista) sera entio

’ .
unicae.

Demonstracao: Ver BERGE(62) pag.l69.

Com o Teorema (47), e admitindo existéncia de so-
lugao, podemos garantir a unicidade do fluxo solucac de (PT)

Aplicando o Teorema (45), temos unicidade de solugao de um
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problema de transporte associado a uma réede se e somente se
existir um dnico fluxo solugao do problema fundamental desta
rede.

Pela construcao de (PTA)(38), a uma curva carac
teristica estritamente crescente correspondera uma fungao es
tritamente convexa. Uma curva caracterfstica & dita estrita
mente crescente quando € uma curva crescente sem "natamares
horizontais", Um resistor gue possua curva caracteristica /
estritamente crescente € um resistor controlado por tensao,
Teremos portanto, unicidade de fluxo solugao do problema fun
damental de uma réde resistiva com curvas caracteristicas /

crescentes, quando:

. » ’ . ~
48 Existir uma coarvore do grafo associado a rede on
de todos 0s resistores assocciados a ramos desta

L4 "~
coarvore forem controlados por tensao,

0 Teorema (47) garante unicidade de solugao do
(PT) pressupondo, no entanto, a existéncia de solucgao, 0
teorema que apresentaremos a seguir, fornece condigoes que

. » . ~ ’
garantem a existencia de solucaoc de (PT). Para demonstra-lo
utilizaremos o conceito de funcao convexa "quase suave" (ver

A‘-39) .

49 Teorema: Consideremos o PT(13) com fungoes cus

» * ’ 3
to subdiferenciaveis, correspondente a um grafo

G =(Ny,A,K) com n nos e m ramos, Suponhamas
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. ,
que exista uma coarvore H de G tal gue as fun
coes custo associadas a ramos de H sejam fungoes
convexas quase suaves. Entao existe solugaoc do

’

(PT) se e somente se X ¥ 95 ou seja o (PT) e

.’
viavel,

Demonstracao: (&= ) Neste sentido a demonstra

¢do € evidente, Se existe €BR™ solugio do (PT)==>{? € X,

’ ~ .
Logo X e nao vazio.

(=>) x #¢.
Primeiramente reformularemos o (PT), colocando=-o

numa forma mais conveniente,

seja (N,B) a arvore de G correspondente a co-

’ . .
arvore H , Definamos os conjuntos:

CoA A {iem‘ui ¢ A-B]
e

Ar & { i&Nl D<i € B}

. ’ . f .
0 conjunto LoA e o conjunto dos 1ndices gue ca=-
: ’ . [4
racterizam os ramos da coarvore H e Ar o conjunto dos 1n

. - ’ ' d
dices que caracterizam os ramos de G na arvore (N,B).

Seja S a matriz fundamental de G construida a

partir da coarvore H (ver II-24), Sendo r a dimens3ao da
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base de ciclos de G, um fluxo ‘P (ﬁ{m de G pode ser re-

presentado por:

50 P = sp

um vetor de H{r.

M-

onde p = UPCUA

Chamemos de Si a i-gésima linha da matriz S.

Uma componente %>i y 1 =1,2,..m , de um fluxo ﬁ7 de G po

de ser expressa como:

51 \Pi <Si,p>
i

Devido a (50) e (51) temos: §; = e para 1€ CoA

i - 4 - -
onde el ¢ RF, & 0 i=gésimo vetor da base canonica deﬂ{z.

Com a observagao acima e por (50) e (51), o (PT)

(13) pode ser reescrito como:

52 (PTM) Min g fi(<5i,p>)+ g f‘i(pi)

i€Ar ieCoA

sujeito a p ¢ Xy

onde
53 Xu= { P g'@?l <:Si,p> € Ii,V‘ i= l,2...m}

0 (PTM) e o (PT) sao problemas equivalentes:
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¢ solucao de (PTM) se e somente se

o!
G
o)
[w]
>
”
H
(L]

K.P: SEPCOA ¢ '\P\m é solucao de (PT) ; e os conjuntos X
(14) e X (52) sao tais que: X = ¢)4=® Xu =ﬂ§. Note-se

ainda que: I. , i=1,2...m & um intervalo fechado(ver-

12) o que implica Xy ser fechado.

Como estamos supondo X #:¢ entao XM%¢ . De

finamos as fungoes  F: Xm—-ﬂK e G: I—(:

54 F(p) = ) P ((550))

i¢ Ar

55 s(p) &) F; (py)

i¢ CoA

i . Note-se que ) SV G |

De posse de (54) e (55) o (PTM) fica reduzido

56 (PTM) Min F(p) + G(p).
P& Xy

Mostraremos que o (PTM) possue um ponto de mini
mo. As fungdes F e G , definidas em (54) e (55), sao con

. .’ . [ S
vexas e subdiferenciaveis em seus dominios. Temos:

Ve(p) = x O f,(p;)

i¢ CoA
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. L4 . ’ ~
e como Fi’ para i € CoA, e por hipotese guase suave entao:

U e =U  x oy

pel pel ieCoA

X U Bfl(pl) =RI‘

i€CoA  p¢I

’
provandoe que G e guase suave em I,

Entao pelo Teorema (A=47), F + G € quase suave

em X Logo, pelo Lema (A=-4l), F + G possue ponto de

me
minimo em Xys Provando a tese, (c.q.D)

0 Teorema (49) fornece condigoes que garantem a
existéncia de solugao de um problema de transporte com fun-
coes custo subdiferencidveis. No (PTA) as fungoes custo
sao subdiferenciaveis. Portanto, se o problema de transporte
associado a uma réde satisfizer as hipoteses do Teorema (49),
a existéncia de solugao sera garantida., Logo, pelo Teorema
(45) garantimos a existéncia de solugao do problema fundamen
tal da rede,

Revendo a construgao do (PTA) (38) e com as con
digOes de existéncia de solugdo do Teorema (48) podemos afir
mar que o problema fundamental de uma rede resistiva pOsSsue

solugao se:

. [ 4 .
57 i) as curvas caracteristicas forem crescentes e

possuirem projecoes verticais fechadas.,

. o . 3 - ’ ~ -
ii) Existir uma corrente viavel na rede (fluxo vi
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avel para o problema de transporte associado).

. . - - -» ’ 3
iii) Existir uma coarvore H do grafo associado a
rede onde os resistores associados a ramos de

H sao "resistores suaves",

58 Chamamos de resistor suave, a todo resistor que

possue uma curva caracteristica crescente onde a projeggo ver
tical é fechada e a projecao horizontal € a reta real, Isto é:
gualguer d.p. aplicada aos terminais de um resistor suave
fara circular uma corrente. Note-se gue uma fonte de corren

4 .
te constante e um resistor suave.

A condicao (57-(i)) permite a construcao do pro-
blema de transporte associado a rede, A condicao (ii) garan-
te a viabilidade déste problema. E a condicdo (iii) implica
gue as fungoes convexas associadas aos ramos de H, sejam fun

¢goes convexas suaves,

Uma rede resistiva que além de satisfazer (57) sa
tisfizer também a condicdo de unicidade (49), tera garantida
a existencia de pelo menos um par (8 ,S)) (tensao,fluxo), com

(? Gnico, solugao do problema fundamental,

0 teorema devido a IRI(69) que enunciamos em se-
guida, fornece outras condigoOes para garantia de existéencia
de solugao de um (PTA). Este teorema relaxa, sob certos as

pectos, as hipéteses do Teorema (49) e restringe sobre outros

59 Teorema: Consideremos o (PTA) (38) corresponden
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te ao grafo associado 'a rede G. Suponhamos que as
projecoes verticais e horizontais das curvas carac
ter{sticas dos resistores sejam intervalos fecha-
dos. Ent3o existira Z?gﬂ{m solugcao do (PTA) se

LY
e somente se:

i) Existir um fluxo viavel para G.

L) Q3 - ~ i3 ’
ii) Existir uma tensao viavel para G.

Demonstracao: Ver 1IRI(69) pag. 100.

0 Teorema (59) garante existeéncia de solucao do
(PTA) sem necessitar da hipotese de funcao convexa guase sua
ve usada no Teorema (49)., Por outro lado, impoe que todas as
curvas caracteristicas tenham projecoes horizontais fechadas,
eliminando assim a possibilidade de curvas caracteristicas /
com assintotas horizontais, permitido no Teorema (49). Jun -
tos, eésses dois teoremas ampliam as condicoes de existéencia
de (PT).

Uma réde resistiva constituida por fontes de d.p.
e diodos ideais, satisfaz as hipéteses do Teorema (59) e por
tanto podemos verificar também a existéncia de solugao do pro
blema fundamental déste tipo de rede. Isto naoc seria permi
tido, caso nos limitassemos apenas as condigoes do Teorema
(49) expressas em (57), pois fontes de d.p. e diodos ide-
ais nao sao resistores suaves, tornando impossfvel a verifi-

cagao da condigao (57-(iii)).
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SECCAD - CONCLUSAQ.

0 estudo que fizemos neste cap{tulo, tratando prg
blemas de reédes resistivas como problemas de transporte, per
mitiu encontrar condigdes que garantem existéncia de tens3o
e fluxo (com unicidade de fluxo) solugao do problema fundamen
tal de uma classe de redes resistivas., Podemos garantir tam
bém a unicidade da tensao, por meio de um teorema anélogo ao

(47) apresentado também em BERGE(62) pag.l69, bastando que:

- ’ 0 ~
60 Exista uma arvore do grafo associado a rede ande
13 » ’
todos os resistores associados a ramos desta arve

re sejam resistores controlados por corrente,

Juntando as condigaes de existeéncia (57) com as con
digoes de unicidade de fluxo (48) e tensao (60), determina
mos uma classe de rede onde existe sempre um Gnico par (9 }P)

solucao do problema fundamental,

Diversos autores vem se dedicando (ltimamente ao
estudo de rédes resistivas ndo lineares. O objetivo desses
estudos & em particular, a procura de condigcoes que garantam
existéncia e unicidade de solugifo do problema fundamental, e

. . 4
algoritimos para encontra-=la.

No que diz respeito a redes resistivas

[4 . . . 4

com curvas caracteristicas crescentes, o que foi obtido ate
pouco tempo com relagac a existencia e unicidade, pode ser /

considerado como uma generalizacao dos trabalhos de DUFFIN
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(47) sobre o assunto. SANDBERG E WILLSON(72) apresentam con
dicoes menos restritivas, porem sem englobar totalmente as jé
obtidas por DESOER E KATZENELSON(65). As condicoes obtidas
aqui (existéncia e unicidade de solugao do (PFR)), permitem
a presenga de resistores n3o controlados além de incluir as

condigoes dadas por Desoer e Katzenelson, e de certa forma,

as de Sandberg e Willson .,
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capfTULO 1V

REDES RC E OTIMIZACRAO.

SECCAD 1 - INTRODUCAOD.

Vimos no cap{tulo anterior que os problemas de
"ponto de equilfbrio" de uma classe de redes RC podiam ser
tratados como problemas de transporte. Desenvolveremos agora
baseando-nos nesta identificagao, um estudo sobre esta classe

de rédes RC.

Na Seccao 2, estudaremos certos detalhes dessa
classe de rédes RC, que serao fundamentais para a elabora-
cao do modélo dinamico (Secgao-3) e para o estudo da estabi=-

lidade, assunto do capftulo seguinte,

Bad - ~ . ’ . »
0 modelo dinamico sera caracterizado por um sistg
ma de equagoes diferenciais, na forma normal, tendo como va-

. ’ > .
riaveis de estado, cargas de capacitores.

Na Seccao 4 abordaremos a gquestao de existencia e

- . ~ ~ 13 ~ - » .
unicidade de solucao desse sistema de equagoes diferenciais,
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SECCAD 2 - DUALIDADE, PROBLEMA DE TRANSPORTE E REDES RC.

Nesta seccao, estudaremos dois problemas de otimi

zaggo, com formato de problemas de transporte, associados a
~ ’ ~ .,

uma rede RC. Atraves desse estudo, obteremos uma serie de
. "~ * » ~

propriedades de uma classe de redes RC, que permitirao nas

~ . ”~ . ~ . "~
secgoes seguintes, obtermos o modelo dinamico da rede, e con
. ~ R "~ . ~ . . A .
digoes para a existencia de soclugao do sistema dinamico re-

sultante,

0 primeiro deésses problemas esta associado a bus-
ca de fluxos (correntes) de equilibrio da réde; enquanto o
sequndo fornece, como solugao, a "resposta" da rede, em tér-
mos de fluxo, aos valores de carga dos capacitores. O0s dois
problemas serao interrelaciocnados através de resultados de

dualidade GEOFFRION(71).

Em todo o capftulo, consideraremos uma réde RC,
modelada por um grafo G com n nos e m ramos. Denotare-
mos por Z o conjunto dos indices i dos ramos capacitivos
X 5 de G, E denotaremos por E o respectivo conjunto dos
ramos resistivos. Supomos haver "z" capacitores e "e" ra

. s .’ . ’ P
mos resistivos., A hipotese abaixo sera suposta valida em tg

do o restante do trabalho:

1 (H1) Todos os resistores da réde possuem curvas carac
4 . . ~ - .
teristicas crescentes com projegoes verticais fg

chadas .
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Um dos problemas importantes na analise de rédes
RC € a determinagao das correntes e diferengas de potenci-
ais de equilibrio, problema que enunciamos em (III~10) sob o
nome (PRCE)., Em (III-40), vimos gue, sob a (H1l), o (PRCE) /
podia ser transformado em um problema de transporte, que rg

produzimos abaixo para facilitar a consulta:

2 (PTA=PRCE) Min Z f‘i( \?i)

ie E
sujeito a

LPi=U Tt iez

onde

3 X={LPele LPieIi, i¢E e MP=0

Lembramos que nesse problema M representa a ma
- . 3 » . ~ » ~ » >
triz de incidencia de G, Ii sao as projegoes verticais das
4 . . ~
curvas caracteristicas dos resistores, e Fi as fungoes con

. . ~
vexas associadas aos resistores da rede.

—

Todo vetor \? e“{ﬁ, solugcao de (PTA-PRCE) sera
um fluxo de equilfbrio da rede RC., Como o estudo de estabi
lidade da réde perde o sentido caso (2) nao tenha  solugao,

. . . » . o~
iremos limitar nosso estudo a redes em que as condigoes de

existéncia do Teorema (III-49) sao satisfeitas, Aquelas con
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digOes, aplicadas ao (PTA-PRCE), resultam nas condigOes abai

. . . ’
x0 que admitiremos como hipotese:

4 (H2) 0 conjuntao X € nao vazio e existe \ch com
P, =0
(H3) Existe uma coarvore de G constitufda exclusiva

mente de ramos assoclados a resistores suaves ou

capacitores,

A equivaléncia entre (H2)=(H3) e as condigoes do
Teorema (III~49) fica evidenciada por: a) fontes ideais de
corrente sao resistores suaves e b)- o (PRCE) é equivalente
ao problema de buscar solucoes da rede na gual capacitores /

s30 substitufdos por fontes de corrente (de valor nula).

Um segundo problema de interésse € o problema de
determinar o valdr instantdneo da corrente na réde RC, a par
tir dos valores instantaneos das diferengas de potencial pre
sentes nos capacitores. Em outros térmos: dados os valores
das diferengas de potencial nos capacitores encontrar as cor
rentes na reéde. Mas éste problema equivale a buscar as solu
coes de uma réde resistiva: a réde obtida pela substituigao
dos capacitores por fontes de tensaoc com os valGores da d.p.
dos capacitores. Construamos o problema de transporte associ

’ . ~ . .
ado a esta ultima rede resistiva,

Seja Gj_ o valor da dif, de pot. no ramo capaci=-

. ~ ~ . -
tivo 0(i de G. Entao, a fungao convexa associada a esse ra
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mo sera fi(KPi) = 'QiX\?i(ié Z). Nos ramos resistivos as
funcoes convexas sao fi’ i¢ E. Entaoc, o problema de trans

porte associado fica:

5 (PTA-PS,) Min Z_ f‘i(L?i) +Z %ix \?i

ie E ie Z
sujeito a UEQ X

Portanto, se Eﬁz QTRZ & o valor da dif. de pot,

nos capacitores, e L? e uma soluc3o de (PTA-PGZ) ent3o ¥

¢ o valdr do fluxo na réde devido a Eaz.

Para garantirmos gue a réde possue solucao para
qualquer valor de d.p. nos capacitores, admitiremos que as
condigoes de existéncia do Teorema (III-49) s3o0 verificadas
por (PTA—PEBZ) para quaisquer valodres de EBZ. Ou seja, vamos

supor que a rede satisfaz as hipateses (H1),(H2) e

6 (H4) Existe uma coarvore de G constituida exclusiva

mente de ramos associados a resistores suaves,

Observe-se que por (H4) a coarvore nao pode conter
ramos capacitivos, Isto se deve ao fato de que, em (PTA—P@ZL
0s ramos capacitivos estarem associados a fontes de dep. que

nao sao resistores suaves.

Outra observagao: a hipotese (H4) impede que te-

-~ . . 4 . .
nhamos na rede um ciclo constituido exclusivamente de capaci
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tores. Se tal ciclo existisse entao, evidentemente, as compo

nentes de QZ nao seriam independentes.

Uma terceira observacao: a hipotese (H4) implica
em (H3). Portanto, (H2) e (H4) ni3o so implicam na existéncia

de solugao de (PTA=-PQ como de (PTA-PRCE). Portante a hi

7)
potese (H3) pode ser abandonada e adotaremos somente a (H4),
A condigaoc abaixo exprime uma forma alternativa de

enunciarmos (H4):

. ’
7 (H4a) Existe uma arvore de G contendo todos os ramos
capacitivos e todos os ramos associados a resise-

tores nao suaves.

Embora, sob as hipdteses expostas, o (PTA—P()Z )
tenha solugao, nada pode ser dito da unicidade dessa solucaa
Portanto, as d.p. nos capacitores nao necessariamente deter

. ~
minam a corrente na rede.

0 Teorema (III-47) nos fornece meios de garantir
a unicidade de solucao de (PTA—PQZ). Para tanto, basta que a

rede satisfacga a:

. ’ . [4 h .
8 (H5) Existe uma coarvore de G constituida unicamente
de ramos associados a resistores controlados por

tensao.

Garantida a existencia e unicidade de solugao de

(PTA—PGZ) para cada QEZQ'ELZ, podemos definir a fungao
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é:'[R_Z.*> "Rz que associa a cada O ,¢ R” o vetor

\—FZ = é (—ez) gue € a parte correspondente aos ramos capaci
tivos da solugao LP de (PTA—PSZ) com ©, = B+ A fungao
representa a "resposta" da parte resistiva da rede RC as va

. ~ . I d ~
riagoes de d.p. nos capacitores, Atraves dessa fungao de-

. ~ . ~ ~
duziremos na secgao seguinte a equagao de estado da rede.

Rgora, usaremos alguns resultados de dualidade
(ver apéndice A ) com o que obteremos relagoes entre os

problemas (PTA=PRCE),(PTA-P@,) e a fungdo @

Retomemos o (PTA-PRCE) que sera considerado pro
blema primal, Dualizemos este problema em relacao a restri-

cao LPZ = 0. O dual sera, portanto,

9 (DTA=~PRCE) Max u(gz)
92 e R?

onde U:’IRZ__;‘R_ ¢ dada por:

10 u(e,) = Inf-‘i Z_ F () + § ©; @ P ¢ x}
iet ie?

Observe~-se que o valor da fungdo W em ezém z
€ exatamente o vallr do problema (PTA-—PeZ). Como pelas hipg
teses supostas, eéste problema possue solucao, entao o {nfimo
pode ser substitufdo por minimo em (10), O lema que se segue

» ~ . -'
caracteriza W como uma funcao diferenciavel e @ como sua

diferencial,



67 TV

11 Lema Suponha que a rede RC satisfaz as hipc’:-

teses (H1),(H2),(H4) e (H5). Entao:

’ . .’
a) W e diferenciavel

0) §(8,) =V u(8,) ¥ 8,¢W

c) _éZ é solucdo de (DTA-PRCE) se e sO se

&(B,) =0

Demonstracao:

A condicdo c¢) & consequéncia imediata de a) e b)
pois W & cbncava (ver A-14). Como as hipoteses (H1),(H2),
(H4) e (H5) implicam na existencia e unicidade de  solugao
do minimo em (10), ent3o, pelo Teorema (A-30) decorre a di
ferenciabilidade de W, Ainda por ésse teorema conclui~se

que se LF € solucdo de (PTA-P@Z) entao
LFZ = VU(GZ)

o que, pela definigao de@ , implica em b). (c.0.D)

Os resultados do Lema (11) facilitarao a obtencao
de diversos resultados na elaboragao e analise do modélo di-
namico da rede e no estudo de sua estabilidade, Uma aplica-

cdo do Lema (11) € feita na demonstragao do teorema abaixo.

12 Teorema: Suponha que a rede satisfaz as hipét_ez
ses (H1),(H2),(H4) e (H5). Se © ZQ‘RZ € solucao

de (DTA-PRCE) entao a soluc;'é’o(? de (PTA-PQ,) com
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’

9, = iéz e solucido de (PTA=-PRCE) ou seja, & um

fluxo de equilibrio,

Demonstracao:

seja ©, solugao do dual e E? a Gnica solugao de

(PTA-PQ.,) com O, = BO.. Ent'é'o,— € X e pelo Lema (11)
Z Z Z

13 T?Z=o

Logo, Lf e viavel para (PTA=PRCE).

Como _L{_) resolve (PTA—PSZ):'V L?eX

14 ) P () +{ 9 —L—Vﬁé > (9 W8P
ieE iet
e em particular para %’e X, com LPZ = 0 (ou seja,%’ viavel pa

ra (PTA-PRCE))

de (13) e (14) resulta:

Fi(?i) £ P (P3)

provando a otimalidade de LP (c.0.D).

0 Teorema (12) embora caracterize as solugoes do
dual (DTA-PRCE) nZo garante que éste (ltimo problema possue
solugao, 0 teorema sequinte assegura essa existéncia sem hi-

’ . . .
poteses adicionais.

15 Teorema: Suponha que as hipéteses do Teorema(l2)

sao verificadas. Entao, o (DTA-PRCE) possue solucaa
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Demonstracao:

Por construgao, as fungoes f ie £ sao subdi-

i’
ferenciaveis., Como X & um politopo e a restricao L?Z = 0

é linear, pelo Teorema (A=21) o (PTA-PRCE) & um problema es
tavel, Logo, pelo Teorema de dualidade (A=19) o dual possue

solugao (C.Q.D).

Os resultados gue obtivemos nesta seccao tiveram
como objetivo aproveitar certas "ferramentas" da otimizagao
para analisar redes RC., O que fizemos foi, de certa forma,
uma analise do comportamento estatico: demos condigGes para
se determinar fluxos a partir do conhecimento das tensoes nos
ramos capacitivos,. Porém nada foi feito no sentido de deter
minar‘como estas tensoes variam no tempo.

0 esquema que apresentamos abaixo, da uma idéia do
comportamento geral de uma rede RC que satisfaz as hipote-
ses mencionadas nesta seccao, e sugere como determinar o com
portamento de E;Z ao longo do tempo., Gostariamos de ressal

tar que o estudo detalhado déste assunto sera objeto da sec-

~ . 't .
cao seguinte kPE(t)
Fungoes ca-
q(t) racteristi- eZ(t) (PTA-PGZ) LP(t
T cas dos ca- . Cz; z )
pacitores f 0, = (t)
g(q) | £t
| ————
LD, (1) 3 e — - e e -
CARGA DOS CAPACITORES j‘

INTEGRADORES
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’ . .
Este esquema podera ser usado inclusive como pon-

to de partida para uma simulagao analégica ou digital de uma

rede RC satisfazendo as hipoteses (H1),(H2),(H4a)e (HS).

SEcCAo 3 - DINAMICA DA REDE  RC.

Nesta secgao, representaremos o comportamento di-
namico das rédes RC por um sistema de equacoes diferenciais
na forma normal. As hipoteses (H1),(H2),(H4a) e (H5) ser3o
admitidas aqui e caracterizam a classe das redes RC cujo
modélo dinamico desenvolveremas.Para esta classe, a modela
gem seguiré um procedimento dnico. 0 modélo obtido se pres-—
tara de imediato, para gue alguns conceitos de dualidade se-
jam dteis na determinacdo de certas caracteristicas da redg

fundamentais para o estudo da estabilidade,

No gue concerne a interpretacao fisica das rédes
RC, o trabalho de CHUA(69) nos fornece alguns resultados e

definigoes,

» ~ . - s ’
Um sistema de equagoes diferenciais esta na forma

normal guando € descrito por equagoes do tipo:

dx ( )
—— = F X ,X ,...,X ,t
dt 1 1772 n
16 . .
L J *
dxn

f-‘r—] (xl,ngooo,xn’t)
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ou seja
. ~ ’
i) No lado esquerdo das equacoes sO aparecem de-
- 3 . . ’ -
rivadas de primeira ordem das variaveis de es

tado X19Xpseee9X 5 COM respeito ao tempo.

. o [ad 3 .
ii) Nenhum termo de derivadas com respeito ao tem

po aparece no lado direito das equacoes.

» & @ a’ *> - (3 k3
iii) As variaveis dependentes coincidem com as vari

[4 -
aveis de estado que aparecem do lado esquerdo.

£ sob esta forma que estamos interessados em repre
sentar o comportamento dinamico da rede RC. As fontes de d.p
e corrente presentes na nossa classe de redes, sao fontes i-
deais e os componentes possuem caracteristicas invariantes
no tempo., Isto faz com que o comportamento dinamico da rede
RC possa ser representado por um sistema de equacoes dife =
renciais do tipo (17), também na forma normal onde a varia -

vel independente t, nao aparega explicitamente no membro di-

reito das equacgoes.

= ( )

— = f Xi9XngeeeX

dt 1 1272 n
17 ) .

Pn ( )

— 2 f X 9 Xy eeeX

gt n 1'72 n

0 sistema (17) & dito sistema autonomo e a rede

’ -~ ~
RC correspondente e uma rede autonoma,














































































































































































