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RESUMO 

Visando otimizar-se um sistema decomponfvel não - 
- l inear ,  estuda-se um a l g o r i  tmo prima1 de direções v iáve is .  

No decurso desse estudo formalizam-se e demons- 

tram-se alguns resul tados  conhecidos e  desenvolvem-se i n t e r  -.c 

pre tações economicas. 

Um c r i t e r i o  para t e s t a r  a di ferenciabi l idade das 

funções pertubação envolvidas no algoritmo é desenvolvido, 

podendo ta l  propriedade s e r  u t i l i z a d a  com vantagens compu- 

tac ionais .  

Rapidamente se  discute  o  conceito de f -a t iv ida  - 
de de vinculos  l igado à convergência do algoritmo. 

Finalmente, apresenta-se uma subrotina em FOR- 

TRAN I V  que obtém, em cada i t e ração  do algori-tmo, uma dire-  

ção v iáve l .  



ABSTRACT 

A prima1 f e a s i b l e  d i r e c t i o n s  a l g o r i t h m  i s  stu- 

d i e d  t o  op t imize  n o n - l i n e a r  decomposable systems.  In t h e  

cou r se  of t h e s e  s t u d i e s  some known r e s u l t s  a r e  fo rma l i zed  

and  proved,  and economical  i n t e r p r e t a t i o n s  a r e  developed.  

A c r i t e r i o n  i s  d e r i v e d  t o  d e t e c t  t h e  d i f f e r e n -  

t i a b i l i t y  of t h e  p e r t u b a t i o n  f u n c t i o n s  i nvo lved  i n  t h e  al- 

go r i t hm,  and t h i s  p r o p e r t y  i s  used w i t h  some computa t iona l  

advan t age  S. 

The concept  o f  6 - a c t i v i t y  o f  c o n s t r a i n t s  i s  

d i s c u s s e d ,  and r e l a t e d  t o  t h e  convergente of  t h e  a lgo r i t hm.  

P i n a l l y ,  a FORTRAN IV s u b r o u t i n e  i s  p re sen t ed  

capab le  o f  f i n d i n g  a f e a s i b l e  d i r e c t i o n  i n  each  i t e r a t i o n  

o f  t h e  a lgo r i t hm.  
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C A P I T U L O  I 

O desenvolvimento de t d c n i c a s  e f i c i e n t e s  de o- 

t imização p a r a  problemas e s  t ru tu rados ,  6 de grande impor- 

t â n c i a  por  s u a s  a p l i c a ç õ e s  à Engenharia,e &. Economia, ra- 

zão p e l a  qual  muitos a r t i g o s  e l i w r o s  foram publicados n a  

&.tima d6cada S O ~ T ~  e s s a  materia. 

A expressão problemas es t ru tu rados ,  normalmen 

t e ,  s e  a s s o c i a  a o s  problemas de grande por te ,  o s  qua i s  

queremos lembrar,  não s e  carac ter izam unicamente p e l a  sua 

dimensão, m a s  p e l a  combinação dimensão-estrutura. Aliás, 

e x p l o r a r  a e s t r u t u r a  em problemas de grande por te  6 f r e -  

quentemente uma imposição pa ra  sua  resolução. 

Destacamos que a presença do grande número 

de v a r i & e i s  e r e s t r i ç õ e s ,  pode r e s u l t a r  não somente da 

e s t r u t u r a  i n t r í n s e c a  do problema, mas tambdm de sua  re- 

presentação. Como observa Geoffr ion 10 1 , problemas com 

poucas não-l inearidades,  p o r  exemplo, podem s e r  expres- 

s o s  por  programas l i n e a r e s  a t r a v d s  de aproximações de ftg 

çÕee e conjuntos,  aumentando sobremodo a dimensgdo pro- 

blema, p o s s i b i l i t a n d o ,  no entanto ,  sua resolução por  tdc- 

c a s  conhecidas:. 



Ent re  o s  mais comuns t i p o s  de e s t r u t u r a s  encon - 
tradas em s i s t emas  de grande por te ,  destacam-se: mult idivk 

s i o n a l ,  combinator ial ,  dinâmico e es$ocdst ico , 
Par t icu larmente  nos  dedicaremos a o s  problemas 

de grande p o r t e  de e s t r u t u r a  m u l t i d i v i s i o n a l  ou decornponi- 

v e l o  

Problemas decomponfveis consistem numa coleção 

de subsis temas i n t e r r e l a c i o n a d o s  a serem o timizados. O s  i 

sulh is temas  podem ser, p o r  exemplo, mbdulos de um s is tema 

de engenharia,  r e s e r v a t ó r i o s  de um s is tema de abastecimep 

t o  de Bgua, departamentos ou d i v i s õ e s  de uma organização, 

s e t o r e s  de uma economia e t c ,  

Uma c l a s s e  b a s t a n t e  importante  de problemas 

denominados problemas de alocacão de recursos ,  são englo- 

bados pe los  problemas de e s t r u t u r a  decomponivel, Nesse c g  

so ,  do ponto de vis ta  da  o t imimção ,  após d e f i n i r - s e  o 

s i s tema produt ivo,  pretiende-se de t e n n i n a r  a alocação de 

recursos  que l e v a  ao melhor desempenho do s is tema,  o 

qua l  pode s e r  medido p o r  funções ob je t ivo .  Nesse caso, o 

s i s tema decomponivel e s t a r i a  ca rac te r i zado  por  um conjun- 

t o  de subsis temas que s e  encontram fracamente coesos p e l a  

necessidade dos r ecursos  escassos.  

Abaixo apresentamos i n t e r e s s a n t e  exemplo de 

o t imiaação de um s is tema decomponivel, 

Exemplo - Problema 80 c o r t e  de f l o r e s t a s  : grande número 

de p lan tações  &o c l a s s i f i c a d a s  para  o c o r t e  num período 

m anos. Cada subsistema 6 wna p a r t i c u l a r  p lantação  ou 

f l a r e  s ta. A s  enWadas nos subs i  s%emas são rep resen tadas  pe 

Ias capacidades de c o r t e  nos  d i f e r e n t e s  anais. 



Suponhamos d p l a n t a ç õ e s  e m anos. S e j a  : 

C . -  : produção da plantação j s e  o c o r t e  efe- Y 
tuar-se no ano i; 

: número d e  h e c t a r e s ,  d a  p lantação  j ; 

q : capacidade de c o r t e  medida em h e c t a r e s ,  

no ano i ; 

xrJ' : f r ação  da plantação j que s e r á  co r t ada  

no ano i ; 

O problema do c o r t e  de f l o r e s t a s  pode s e r  for -  

mulado a m o  segue: 

Im m' 

Maxirniaar 1 Cg z,J s.a 
&I j.i 

A d i s t i n ç ã o  de subsis temas que operam quase i2 

dependentemente, compondo um s is tema de grande p o r t e  d e c ~  

ponivel, conduz, em ot imização,  à p o s s i b i l i d a d e  de s e  a p l i  

c a r  t d c n i c a s  e s p e c i a i s  p a r a  sua resolução. Essas  tdcn icas ,  

são s in te t i camente  ap resen tadas  no c a p i t u l o  11, onde s e  a - 
borda a Teor ia  das  Equipes e 01s Mgtodos Coordenação, 

Ent re  o s  metodos de coordenação há duas opções 

impor tantes ,  a e a Primal. Ambas visam a resolução  



dos  problemas de ot imização de s i s t emas  decomponiveis, que 

brando-os numa s é r i e  de subqroblemas menores associados  

a o s  subsistemas. No c a p i t u l o  11, são comentados o s  d'ois rnk 
todos  de coordenação mencionados, dando-se maior destaque 

ao  primal, que ser% o propbsi-to do presente  t r aba lho ,  que 

e s t u d a  o s  a spec tos  computacionais rela-kivos a um a lgo-  

r i tmo pr imal  de d i r e ç õ e s  v i&ve i s ,  

Não nos r e s t r ing i remos  ao caso l i n e a r  exempli- 

f i cado  pe lo  c o r t e  de f l o r e s t a s ,  assumiremos, no entanto ,  

algumas h i p b t e s e s  decididamente importantes ,  e comuns no 

t ratamento de s i s temas  de grande por te .  Tais h i p b t e s e s  

proporcionam-nos s é r i e  de resul-bados, expolstos no capitu- 

10 111, n e c e s s á r i o s  pa ra  o estudo de um algori tmo desen- 

volv ido  por  Geoffrion, e que s e  a p r e s e n t a  como escopo do 

presente  t r aba lho ,  

O s  problemas aqu i  estudados pressupor& as 

h i p b t e s e s  de compacidade, convexidade-concavidade e - d i fe -  

r e n c i a b i l i d a d e ,  b a s t a n t e  comuns pr incipalmente em proble- 

mas econ8micos. 

Algoritmos primais  de d i r e ç õ e s  v i d v e i s  

Uma c l a s s e  de a lgor i tmos  b a s t a n t e  e f i c a z e s  na  

resolução de problemas d i f  e renc idve i s  e convexos de o ti- 

mização, são o s  a l g o r i  tmos de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  d e f i n i d o s  

no c a p i t u l o  111, No t i p o  de problemas que estamos consi- 

derando, e s s e s  a lgor i tmos  nao p o d e s o ,  no entanto ,  s e r  a- 

p l i cados  d i re tamente  ao problema o r i g i n a l ,  devido a s e u  

por te ,  Pa ra  t i r a rmos  provei  t o  da e s t r u t u r a  decomponfvel do 

problema de o t imização proposto (problema que denominare- 

mos pr imal  ou o r i g i n a l ) ,  com ganho no t r aba lho  computacio- 



n a l ,  recaímos num problema manipulado c u j a  função o b j e t i v o  

não 6, necessariamente,  d i f e r e n c i á v e l ,  mesmo que todas  fun  - 
ções  do problema o r i g i n a l  o sejam. Referimo-nos &s funções 

pertubaçao que t e g o  importante  papel  nesse  t r aba lho  ( d e f i  - 
n i d a s  no apêndice A ) . 

Como mostra em [ 11 ] , Geoffr ion,  baseado n a s  

propriedades de concavidade das  funções pertubação a s s o c i a  - 
d a s  a o s  subsistemas,  pôde d e r i v a r  um programa l i n e a r ,  vi- 

sando o b t e r  uma boa d i reção  v i d v e l  de incremento l o c a l  pa- 

ra a função o b j e t i v o  do problema manipulado. 

Convere;.ência. 

Quando 

função o b j e t i v o  da 

guns casos exis tem 

não 6 g a r a n t i d a  a d i f e r e n c i a b i l i d a d e  da 

problema de otimização, somente em al- 

a lgor i tmos  de d i r e ç õ e s  v i & v e i s ,  cu$a 

convergência f o i  provada, traüando-se de problema a b e r t o  

n o u t r o s  casos,  

Recente t r aba lho  desenvolvido por  Hogan [ 16 1, 
levou  & prova da convergência para  wi algori tmo de Fmnk- 

-VP'olfe no caso não d i fe renc iáve l .  

A s  propriedades de convergência do algori tmo 

que nos propusemas a e s t u d a r  são problemas em aber to ,  ra- 

zão p e l a  qual  tem merecido e s p e c i a l  atenção p o r  v á r i o s  pes  

qui sado r e  S. 

No c a p i t u i o  I V  como p a r t e  de nossas  pesquisas ,  

estudaremos as implicaçÕes computacionais advindas da d i f e  

r e n c i a b i l i d a d e  l o c a l  de algumas funções pertubação, bem c 2  

mo s e  expõe um c r i t d r i o  pa ra  de terminar  a ocor rênc ia  da 62 

f e r e n c i a b i l i d a d e  l o c a l  da função pertubaçao. 

Com a f i n a l i d a d e  de &mS!o%W a e f i c i ê n c i a  do 



algorftmo proposto por  Geoffr ion,  a l tkraremos ,  quando pos - 
s f v e l ,  a d i reção  v i á v e l  o b t i d a  pelo programa l i n e a r ,  que 

fornece a d i reção  v i á v e l .  O concei to  de 6 -a t iv idade  k 

também in t roduz ido  às r e s t r i ç õ e s  do r e f e r i d o  programa. 

A p a r t e  computacional do r e f e r i d o  t r aba lho  a- 

presentada no c a p i t u l o  V ,  levou & elaboração de uma subro - 
t i n a ,  que obtém a d i r e ç ã o  v i á v e l  para  o problema manipula -. 

do, estando i n c l u i d a s  algumas das  modIficaçÕes ob je t iva -  

das no capf t u l o  IV. 

Preferimos c i t a r  o s  t r a b a l h o s  nos pontos da 

d i s s e r t a ç ã o  onde foram ut i l izados ,No entanto  ,dada a f m p ~  

tância de alguns t r a b a l h o s  faz-se m i s t e r  c i  t4-10s. 

Como indicação  em a n á l i s e  convexa temos Rocka- 

f e l l a r  [ 32 I e S t o e r  e  Witzgs11[34 1. Em programação mate- 

m l t i c a  de grande por te  ~ a s d o n [  21 I,, além dos impor tantes  

t r aba lhos  de G e o f f r i o n [ l ~  I,[ 11 ],[ 1 2  l e r 1 3  1. 
Tratando m a i s  dos a s p e c t o s  e s p e c f f i c o s  aos  me- 

todos de decen t ra l i zação  na  resolução de problemas de a l o  - 
cação de recursos ,  citamos a t e s e  de Jennergren[ 1 7  I. 
Algorf tmos de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  podem ser encontrados 

de ta lhados  para programação l i n e a r  como em não l i n e a r  c02 

vexa em Zoutendi jk[ 38 I ;  na  p a r t e  de a lgor i tmos  são t a m  - 
r -1 

b6m impor tantes  o s  t r a b a l h o s  de ~ o l a k l  29 J e  Zangwill 
r 7 



O con jun to  dos n6mero s n a t u r a i s  (não i n c l u i n d o  

o  número z e r o )  e  dos  números r e a i s  s e r ã o  a q u i  denotados  

r e spec t ivamen te  p o r  PJ e e . 
0 s  v e t o r e s  s e r ã o  m a t r i z e s  co lunas  de números 

r e a i s .  O s u p e r i n d i c e  t a s s o c i a d o  a um v e t o r ,  i n d i c a  que 

o  mesmo f o i  t r a n s p o s t o ,  passando a r e p r e s e n t a r  uma m a t r i z  

l i n h a  de  números r e a i s .  O s u p e r i n d i c e  t a s s o c i a d o  a uma 

m a t r i z  qua lque r ,  i n d i c a r á  que es tamos considerando a sua  

t r a n s p o s t a .  
R 

Se x e  y são v e t o r e s  do R , x h  y ( x a  y j  

i n d i c a  que cada componente de x 6 menor ou- i g u a l  (ma- 

i o r  ou i g u a l )  à cor respondente  componente de y. Denota- 

remos x  > y ( x  < y)  quando cada componente de x 6 maior  

(menor) que a cor respondente  conponente de y. 

O i n t e r i o r  de um conjun to  A s e r á  i n d i c a d o  po r  

I n t  A ,  e  a f r o n t e i r a  do mesmo con jun to  po r  F r o n t  A. 

S e j a  f  :iRn-rR .Por f ( x ) ,  x c  [RR, ind icaremos  

o  v a l o r  da  função f no  ponto  x. Se ,  no e n t a n t o ,  qu izer -  

mos e x p l i c i  tar  que e  stamos consi6terando x como v a r i á v e l ,  

denotaremos f (  .) . P o r  o u t r o  l ado  , s e  não houver  qua lque r  

preocupação em p r e c i s a r  qua lque r  dos  d o i s  s e n t i d o s  a c i -  

m a ,  s implesmente denotaremos f . O g r a d i e n t e  da  função f 

num ponto xC R" s e  e x i s t i r ,  s e r á  um v e t o r  co luna  i n d i c s  

do p o r  V f ( x ) .  A i -ésima componente d e s s e  v e t o r  s e r á  i n d i  - 
cada p o r  af ( x ) .  A d e r i v a d a  d i r e c i o n a l  d a  função f 

(br.1 
no ponto x c  p, e n a  d i r e ç ã o  z € R" , s e r á  i n d i c a d a  p o r  

f '  ( x ; z )  . 
m m 

S e j a  g :RdR  .Essa função k um v e t o r  c u j a s  com 

ponentes  são funções  g i  ( i = l . .  .m) d e f i n i d a s  no Rrn com v a  - 
lares em R . Ou s e j a ,  



Por v g ( x j .  , ~ E R ' ,  indicaremos,se  e x i s t i r , a  mat r iz  cu ja  

i-6sima l i n h a  6  c o n s t i t u í d a  p e l a s  componentes de Vg. (x) .  
C 

I s t o  6 ,  

Por tanto ,  v g ( x )  6 uma matr iz  mxn. 

Se A f o r  ma mat r i z ,  o  elemento da I - d s i m a  l i n h a  

e J-ésirna coluna s e r á  indicado por 

O símbolo 2 i n d i c a r 6  i g u a l  por d e f i n i ç ã o ,  sendo 

a expressão i s t o  6  ind icada  s in te t i camente  por  - i . e  . 
Usaremos para  supremo a indicação Sup, para 

f i m 0  , I n f ,  para  máximo, max,e para  mínimo, mine 

O v e t o r  nulo  é indicado por  o. 
Em re lação  às r e f e r ê n c i a s  temos: 



- c a p f t u l o s  s e r ã o  numerados com a l g a r i s m o s  ro- 

mano s ; 

- expre s sões  e s u b t i t u l o s  s e r ã o  numerados com 

a l g a r i s m o s  a r á b i c o s .  

A r e f e r ê n c i a  a uma expre s são  ou  s u b t í t u l o  do me2 

mo c a p i t u l o  , 6 f e i t a  colocando-se o n h e r o  de r e f e r ê n c i a  

e n t r e  p a r e n t e s e s  ( p o r  exemplo, (13)  ) . R e f e r ê n c i a s  a expres-  

s õ e s  ou  s u b t í t u l o s  em o u t r o s  capitulas, s e r ã o  f e i t a s  gra- 

fando-se o n h e r o  do cap5t;ulo (em a l g a r i s m o s  romanos), um 

ponto,  o número d a  s e c ~ ã o ,  um ponto,  e  o número da expreg  

são ou s u b t i t u l o  ( For  exemplo, 111 .3 -44). R e f e r ê n c i a s  bk 

b l i o g r g f i c a s  são  a p r e s e n t a d a s  e n t r e  co . lchêtes  ( p o r  exem- 

p l o ,  ~ e o f f r i o n L 1 0  1 ) .  

A s e g u i r  daremos uma breve  n o t a  a r e s p e i t o  do 

apêndice  A. 

Apêndice A. 

Antes  de i n i c i a r m o s  a ap re sen t ação  do p r e s e n t e  

t r a b a l h o ,  s e r á  i n t e r e s s a n t e  i n d i c a r  que as d e f i n i ç õ e s  bem 

como alguns teoremas que ut i l izaremos,podem s e r  e n c o n t r a  

dos  no Apêndice A . 





O PROBLEMA GERAL DE A L O C A C ~  DE RECURSOS, M&TO 

DOS HANIPULACÃO E TEORENAS DE EQUIVALENCIA, - 9  - - 

~ n t r o d u ç ã o  . 
In ic ia lmen te ,  enuncia-se o problema g e r a l  de - a 

locação de recursos ,  o qual  6 i n t e r p r e t a d o  segundo tr&s 

formas d i v e r s a s  de abordagens, pr imal ,  dua l  e t e o r i a  das  5 

quipes,  optando-se pelo desenvolvimento do priimal, 

A secção 2 coloca o problema g e r a l  de alocação 

de recursos  numa forma b a s t a n t e  adequada do ponto de v i s t a  

computacional, gerando o problema mestre  de alocação de 

cursos ,  poss fve l  pelo emprego de uma t d c n i c a  de manipula- 

ção: projeçãol 

Conveniente é a secção que s e  segue, j& que d e  

monstra a e q u i v a l t h c i a  e n t r e  o s  problemas g e r a l  de aloca- 

$0 de recursos  e o problema mestre,  no sen t ido  dos teore- 

mas a serem apresentado s, sal ientando-se a perda p a r c i a l  

da d i f e r e n c i a b i l i d a d e  

SECÇÃO 1 - PROBLENA GERAL DE A L O C A Ç ~ O  DE RECURSOS, METODOS 

Consideremos o problema g e r a l  de alocação de 



recursos ,  que s e  i d e n t i f i c a  com a otimização de um s is tema 
* 

de grande por te  formado p o r  subsis temas in te r re lac ionados , ,  

c u j a  e s t r u t u r a  particular,multidivisional, Q frequentemente r e  

f e r i d a  na t e o r i a  de programação matemática como de componf- 

v e l .  Por tanto  associaremos a pa lavra  decomponivel a um si2 

tema cu ja  otimização 6 um problema da  forma: 

Maximi z a r  
Y 

I = [1,2,..., k ; 

x t E  v e t o r  a t i v i d a d e  de dimensão n; , as- 

sociado com o i-ésimo subsistema. ; 

XiC IRMi , representando o conjunto dos progra- 

mas de operação (conjunto ou região v i&ve l )  pa 

ra o i-dsimo subsistema, associado com x; ; 

* 
P o r  subsis temas i n t e r r e l a c i o n a d o s  poderemos,neste caso,  

en tender  como subsis temas quase autihomos, que s e  acham 

dependentes a um comando c e n t r a l ,  que mantdm a e s t r u t u r a  

não separdvel ,  pe la  d i s t r i b u i ç ã o  de recursos  n e c e s s á r i o s  

ao funcionamento de cada um. Se, no entanto ,  cada subsis-  

tema não carecesse  de ta is  recursos  para  o completo funci-  

onamento, o  s is tema s e r i a  completamente separáve l  em 

subsitemas cada um somente dependente ao seu  própr io  co- 

mando c e n t r a l .  



4 : Xi+ R , função o b j e t i v o  do i-6simo suã ' s i s  

tema assoc iada  com x i  ; 

$( . I=  (giA (.),...s, glni(.)), funçgo v e t o r i a n  c 2  

jo domfnio 6 Xi., associada  com x i ,  gi: x ~ ~ R ~ ;  
b f l  , v e  t o r  m- dimensional que denominare- 

mos ve tor -  r ecursos  c u j a s  componentes são o s  r2 

cursos  conruns a o s  subsistemas,  

2 H'5póteses Adicionais. 

In ic i a lmen te  iremos supor  as h i p b t e s e s  de con- 

cavidade, convexidade e compacidade, aldm de todas  var i&-  

v e i s  xi pertencerem a o s  espaços e u c l i d i a n o s  r L b ~ e s t a r t e ,  

as funções fi são supos tas  cbncavas nos  conjuntos conve- 

xos e compactos Xi, e cada componente gy ( 'O)  ( j=l. , .m)da 

função v e t o r i a l  gi ( i = l k )  s e r á  supos ta  convexa em 

Xi ( i=l . .  .k) . Finalmente, supomos que o programa ( 1 )  tem 

ma solução v iáve l .  Ou t ras  h i p ó t e s e s  sobre as funções se- 

r ão  impostas  quando necessár ia .  (111.2). 

A s  funções f i  ( i= l . .  .k) medem a representa t ivA 

dade de cada subsistema, ou  s e j a ,  a sua cont r ibuição  para 

o b e n e f i c i o  g loba l ,  sendo diretamente dependente do progra 

m a  de produção do subsistema, razão p e l a  qual devem s e r  

convenientemente obt idas .  

O s i s tema opera  com d o i s  t i p o s  de r e s t r i ç õ e s .  

O pr imeiro,  expresso p e l a  desigualdade v e t o r i a l ,  
W 

gi (xA )d$ b, advém do uso comum de c e r t o s  r e c u r s o s  pe los  
4:s 

subsistemas,  sendo por  i s s o  chamada r e s t r i ç ã o  de acopla- 

mento ou de corporação. Podemos então i n t e r p r e t a r  

g;. ( . ) (i=l.. .k) como função ve t o r i a l  que mede o n i v e l  de 

recurso  de acoplamento ( suposto ve  tor ia lmente  ) ,necess&rio 



p a r a  manter o sutksistema operando s e g u n b  o programa x; . 
Conseqüentemente, a r e s t r i ç ã o  de acoplamento exprimirá ,  

v ia  ve  tor-recursos,  a d i spon ib i l idade  dos r ecursos  de ati- 

l i d a d e  comum. O segundo t i p o  de r e s t r i ç õ e s  associa-se a o s  

conjuntos Xl ( i= i . .  .k). O conjunto X; contdm o s  pontos n a s  

q u a i s  o i- esirno subsis tema pode operar ,  por  i s s o  6 f r e -  

quentemente denominado conjunto (ou  reg ião)  v i á v e l  (ou de 

operação),  sendo p a r t i c u l a r  para cada subsistema, razão pe 

la  qual  d genericamente representado.  N a  t e o r i a  da  aloca- 

ção de recursos  6 associado com as r e s t r i ç õ e s  e r ecursos  

d i v i s i o n a i s  (ou  dos subs is temas) ,  sendo dependente da tecno - 
l o g i a  do subsistema. 

A resolução do problema ( 1 )  pode s e r  encarado 

do ponto de vis ta  da t e o r i a  d a s  equipes.  Definamos equipe: 

uma equipe, como estamos acostumados a pensar,  refere-se a 

um grupo de membros de uma organização, que controlam de- 

terminadas v a r i á v e i s  em campos de ação d iversos ,  e sob u- 
f e r e n t e s  informações tomam suas decisões ,  es tando,  no e n t ~  

t o ,  l ' igados pe lo  mesmo ob je t ivo .  Uma equipe acerca-se de 

d o i s  problemas fundamentais: 

319) Quais. as p o s s í v e i s  opções de e s t r u t u r a s  i n  - 
f o r m a c i a a i  s;; 

29 ) Como deve cada membro a t u a r  de modo a maxA 

mizar  a comum preferência .  

Uma equipe, ao c o n t r á r i o  do que ocor re  nos me- 
todos  de coordenação ( a  serem poster tormente d i s c u t i d o s ) ,  

não s e  preocupa com a e s t r u t u r a  p a r t i c u l a r  da função ob je- 

t ivo .  Preocupa-se, e n t r e  t a n t o ,  em d e r i v a r  expl ic i tamente  o 

cus to  da  t r a n s f e r ê n c i a  de informações e n t r e  seus  membros 

na busca do btimo. Citamos Marchak e Radner L 25 1 como ig 



p o r t a n t e  r e f e r e n c i a  e ~ a r a i y d 3 5  1 , que possui  v a s t a  bi-  

b l i o g r a f i a  sobre o assunto ,  

Desde que d i f e r e n t e s  caminhos são acionados a 

f i m  de s e  o b t e r  um mesmo o b j e t i v o  (maximizar função ob j e t i  

vo  ou  p r e f e r ê n c i a  comum do s i s tema) ,  parece-nos i n t e r e s s a n  - 
t e  a consideração do ponto de v i s t a  da Teoria  das  Equipes, 

de vez  que s e  pode pensar  n a  h ibr id izaç&o desse mdtodo com 

o s  de coordenação, ou simplesmente, u t i l i z a r  r e s u l t a d o s  

q u a l i t a t i v o s  de c e r t o s  mdtodos no melhor entendimento dos 

caminhos gerados pe los  o u t r o s ,  

A p a r t i c u l a r  e s t r u t u r a  de um s is tema decomponl 

v e l  (funçao o b j e t i v o  e r e s t r i ç õ e s  de acoplamento l inearmen - 
t e  sepa ráve i s  por  subsis temas) ,  l e v a  a p o s s i b i l i d a d e  de s e  

o b t e r  a s i tuação  g l o b a l  dtima (resolver-se  (i)), a p a r t i r  

da  coordenação das  s i t u a ç õ e s  btimas de cada subsis tema 

(subot imizações)  . O s  m6todos l i g a d o s  $s t d c n i c a s  de com- 

denação geram subproblemas parametrizados separáve i s  ( i.e, 

de resoluçÕes independentes) ,  e s e  desenval~rern da i d d i a  de 

de terminar  v a l o r e s  dos p a r h e t r o s ,  pa ra  o s  quais  alguma 

con t r ibu ição  das  subo t imizações l e v a  ao 6 timo g lobal .  A 

e x i s t ê n c i a  de tais  s i t u a ç õ e s  conduz a o s  v a l o r e s  btimos dos 

parâmetros. Tais parãmetros bem como a forma dos subproble 

mas derivam da p a r t i c u l a r  escollia do método de coordenaçãa 

H4 d o i s  procedimentos p r i n c i p a i s  pa ra  s e  coordenar as res- 

p o s t a s  b timas dos subsis temas parametrizados: 

- dual ; 

- primal,  

Nosso t r aba lho  s e  preocupará mais de p e r t o  com 

o mdtodo de coordenação v i a  primal,  que s e  d i f e r e n c i a  do 

d u a l  basicamente por  que, naquele são d i s t r i b u f d o s  (sem a 



p o s s i b i l i d a d e  de consumo e x t r a )  recursos ,  e  n e s t e  são f i x s  

dos o s  preços  dos mesmos, d e i x a n d o a e  o  n f v e l  de aqu i s i ção  

a cargo do subsistema. Passemos a L - m a  breve desc r i ção  da 

coordenação via dua l  . 
coordenação v i a  Dual. 

O d u a l  envolve a determinação i t e r a t i v a  de um 

v e t o r  do IRrn , ta is  que as soluçÕes ótimas dos subproblz 

mas h -parame tri zado s , 

r e so lve  (1). Essa forma de s e  t e n t a r  a solução ótima, h& 

muito tem merecido e s p e c i a l  a tenção p e l o s  economistas, que 

primitivamente concebiam uma economia min ia tu r i zada  

(March e  Simon [ 24 ] 8 H i r s H e i f e r  r14 1 ) com s is tema de 

preços,  r e f e r e n t e s  a uma organização. Essa forma de e n c a r a r  

o  problema rev i t a l i zou-se  com a descober ta  de que o s  mÚLt& 

p l i c a d o r e s  de Lagrange dos problemas de programação matem4 

t i c a ,  poderiam s e r  convenientemente i n t e r p r e t a d o s  como p r e  

ços. O ve t o r  m-dimeensional h em (3 ) , 6 assim, f requentemen- 

t e  chamado e  i n t e r p r e t a d o  como o  vetor-preços dos r ecursos  

de acoplamento 1, denominação que se lhe  cabe na tura l  da f2 

Suponhamos pa ra  e f e i t o  de i n t e r p r e t a ç ã o ,  uma 

companhia c o n s t i t u i d a  de n d i v i s õ e s  e  uma d i reção  cen t ra l .  

Uma de terminada i teração  r e p r e s e n t a  a f ixação,  p e l a  d i re -  

ção c e n t r a l ,  do preço h ,  p a r a  o s  r ecursos  de acoplamen8o. 

O dese jo  das d i v i s õ e s  6 de & t e r  wn programa x,. que maxi- 

mize a e f i c i é n c i a  de u t i l i z a ç ã o  de tais recursos ,  medida 



p e l a  d i f e r e n ç a  e n t r e  a coninibuição da  d i v i s ã o  (ou  sulisis- 

tema), fi (xr  ) , e o preço pago pe lo  n í v e l  de recurso  co- 
t 

nium (ou  de a c o p l m e n t o )  requerido,  & ( x i ) .  A subotimisa- 

ção ( 3 )  m i n i s t r a ,  então,  o  programa, xi f Xi, mais conveni 

e n t e  ao subsistema. A d i r e ç ã o  c e n t r a l  6 informada dos nf- 

v e i s  de recurso,  gz ( x f )  =..k), requer idos ,  associando 

a o s  r ecursos  não to ta lmente  u t i l i z a d o s  o preço zero,  reca& 

ciilando, convenientemente, 0,s demai S. A r e a h i a l i  zação dos 

preços  dos r ecursos  i e v a ,  dependendo da algori tmo p a r t i c s  

l a m e n t e  u t i l i z a d o ,  à resolução  de d i f e r e n t e s  problemas, - 

que podem s e r  chamados problemas d i r e t o r e s ,  p o i s  s e  acham 

ao  n i v e l  da d i reção  c e n t r a l .  Novos preços são f i x a d o s  e  

novas subo t i m i  zaçÕes são e  f e  tuadas. A t r o c a  de informações 

direção-divi  sÕes pretende,  i teratiwamente,  & t e r  o s  preços 

que otbmizam o funcionamento da companhia, i.e, o s  preços 

btimos, 

A forma de r e a t u a l i z a r  o-s preços que 

a d i reçgo possa,  s e  necessá r io ,  a d q u i r i r  novas quant idades 

de recursos ,  para  s u p r i r  o  n i v e l  t o t a l  de r ecursos  de aco- 

plamento, 2 gi ( x z ) ,  requer ido  numa determinada i t e r a ç ã o .  
i: l 

F i c a  desde j6, evidente  , que a v i a b i l i d a d e  pr imal  de uti- 

l i z a ç ã o  dos  r ecursos  comuns não 6 considerada.  Diz-se em 

programaçao m a t e d t i c a  que não 4 ,garantidamente,  mantida e  

a v i a b i l i d a d e  primal. Sob determinadas condições (Geoffrion 

L 1 2  1 ), a si tuação g l o l h l  õt ima i t e r a t i w m e n t e  conseguida 

p o r  e s s e  t i p o  de coordenação, não i n v i a b i l i z a  a r e s t r i ç ã o  

de d i s p o n i b i l i d a d e  dos r e c u r s o s  comuns, garant indo,  assiq 

a v i a b i l i d a d e  primal da solução obt ida .  

Dependendo da e s t r u t u r a  infonnacional  ( i n t e r a -  

$0 d i reção  cen t ra l -d iv i  sões )  par t icu larmente  considerada,  



derivam-se d i v e r s a s  t e o r i a s  ( c e n t r a l i z a ç ã o  e d e c e n t r a l i z g  

ção)  a r e s p e i t o  dos  mdtodos usados ,  

Como c i t a  ~ e n n e r ~ r e n [ l l l l ,  o mod&lo o r g a n i z a c i  

o n a l  u t i l i z a d o  , p a r a  i n t e r p r e t a ç ã o  econ8mica do dual, bem 

como a t e r m i n o l o g i a  u sada ,  f o r a  o r ig ina lmen te  empregada p o r  

B a m o l  e ~ a b i a n [  4 ]e tamb ém p o r  ~ s c h a u b 9 1 .  l n t e r p r e  t ação  u- 

s ada  p o r  Gale [ 8 1 , Korna i  e L i p t a k  [ 1.91 ,Malinvaud r 2 2 3  

e ~ e i t z m a n [ 3 6  1 d quase e q ~ 2 ~ v a l e n t e .  E s s e s  a u t o r e s  supoem 

uma economia cen t r a lmen te  d i r i g i d a ,  c o n s t i t u í d a  de um8 a- 

g e n c i a  de planejamento e n f i r m a s  ou companhias.Ainda d e v i  

do a o  mesmo pesqu i sado r ,  poucos a l g o r i  tmos s e  fundamentam 

n a  i d d i a  de a ju s t amen to  de p reços(dua1) .  

A s é r i a  desvantagem advinda  da  a p l i c a ç ã o  de 

a l g o r i t m o s  do t i p o  a j u s t e  de p reços  d que, não s e  g a r a n t e  

a v i a b i l i d a d e  d a s  r e s t r i ç õ e s  de acoplamento,  

coordenação v i a  Pr imal .  

A p a r  da d i f i c u l d a d e  a n t e r i o r m e n t e  expos t a ,  

foram desenvo lv idos  o s  mdtodos p r i m a i s , i , e ,  aqtxeIes que 

rantem a v i a b i l i d a d e  d a s  r e s t r i ç õ e s  r e f e r e n t e s  a o  proble-  

m a  o r i g i n a l m e n t e  p ropos to ,  

E s s e s  mdtodos de a t aque  a o  problema o r i g i n a l  

(no p r e s e n t e  caso (1) ) , t ive ram desenvolvimento b a s t a n t e  

r á p i d o  a p a r t i r  da  d e s c o b e r t a  do P r i n c í p i o  d a  Decomposi- 

ção de Dantzig-Violfe, v i s a n d o  queb ra r  um problema numa s i  

r i e  de subproblemas menores, Criaram n o  8mbito d a  progra-  

mação matemát ica ,  a T e o r i a  d a  ~ e c o m p o s i ç ã o  que s e  d e s e n v o l  

v e u  sobremodo na ddcada de 60, conduzindo cada v e z  mais a 

novos  caminhos e a p l i c a ç õ e s ,  dada a a t e n ç ã o  e s p e c i a l  que 

a tua lmen te  s e  l a n ç a  ao Estudo d a  Otimização de S i s t e m a s  de 



Grande P o r t e  . ~ a r a i y a b $ e m  r e c e n t e  p e s q u i s a  sob re  a tend8n - 
tia d a  t e o r i a  d a  d e c i s ã o  em s i s t e m a s  de grande p o r t e ,  vem 

r a t i f i c a r  a impor t anc i a  d e s s e  campo da  T e o r i a  da  Programa- 

ção Matemática. 

Nossa d i s s e r t a ç ã o  v e r s a r á  sob re  o mbtodo de 

coordenação pr ima1 de d i r e c i  onamen t o  de r e c u r s o s  devido a 

G e o f f r i o n  [11 1. 
A i n t e r p r e t a ç ã o  v i a  pr ima1 t o r n a r á  c l a r a  a ga 

rantia da  v i a b i l i d a d e  d a s  s o l u ç õ e s  g e r a d a s  p o r  ele.No pre  - 
s e n t e  caso ,  as in formações  t r a n s f e r i d a s  p a r a  as d i v i s õ e s  

(supondo mantermos o mesmo modêlo i n s t i t u c i o n a l  que no du  - 
a l ) ,  al teram-se.Neste caso ,  o p lane  j a d o r  não f i x a  o s  pre  - 
ços ,  mas a l o c a  d i r e t a m e n t e  o l i m i t e  s u p e r i o r  do n í v e l  de 

r e c u r s o  pa ra  cada d i v i s ã o  ( e s t e  f a t o  de te rmina  o nome co- 

mumente usado n a  denominação do problema ( 1 )  : Problema e 
ral  de A l o c a ~ ã o  de Recursos  ). Desta  forma, o subs i s t ema  

t? obr igado  a o t i m i z a r  s e u  funcionamento enquanto s e  mantdm, 

ga ran t idamen te ,  a v i a b i l i d a d e  do problema ( 1 )  f a c e  a d i s -  

p o n i b i l i d a d e  de r e c u r s o s  comuns( r e p r e s e n t a d a  p e l o  v e  t o r -  

- r ecu r sos  b )  . 
D a  i n t e r p r e t a ç ã o  e s t a b e l e c i d a , d o i s  f a t o s  podem, 

i n t u i t i v a m e n t e ,  de  t e r m i n a r  o caminho pe lo  q u a l  t r a t a r e m o s  

o problema ( 1 ) .  Em p r ime i ro  l u g a r ,  a a l o c a ~ ã o  de  r e c u r s o s  

comuns a o s  subs i s t emas  l e v a  cada subs i s t ema  & independenc ia  

d e  funcionamento,podendo, assim, o p e r a r  da  melhor  maneira  

p o s s i v e l ,  sem qua lque r  i n t e r a ç ã o  com o s  demais. Fr isamos 

que i s s o  é p o s s í v e l  dada a e s t r u t u r a  decomponfvel do sis- 

tema.Cada subs i s tema , c ~ n s e ~ u e n t e m e n t e  , o t i m i z a  s e u  f u n c i o  - 
namento p e l o s  meios mais adequados.Como veremos n a  secção  

2, e s s e  a s p e c t o  p a r t i c u l a r  poderá s e r  explorado a p l i c a n d o  



a o  problema ( 1 )  a t é c n i c a  de manipulação cBamada pro jeção .  

F ina lmente ,  pa rece  não d i f f c i l  n o t a r  que a a l o c a ç ã o  de re -  

c u r s o s  poderá r e s u l t a r  d a  obtenção de d i r e ç õ e s  v i d v e i s  ,i. e ,  

o coordenador  v ê  o s i s t e m a  f u n c i o n d o  segundo de te rminada  

a l o c a ç ã o  de r e c u r s o s ,  t e n t a  r e d e f i n i r  o s  n i v e i s  s u p e r i o r e s  

de  r e c u r s o s  comuns p a r a  cada subs i s tema,  levando em con ta  

o problema fundamental:  

de posse  d a s  informações  d i v i s i o n a i s  a 

r e s p e i t o  do funcionamento ótimo p a r a  

o s  n í v e i s  de  r e c u r s o s  f i x a d o s ,  em q u a i s  

" d i r e ç õ e s  é p o s s í v e l  d e s l o c a r  a o f e y  

ta  de  r e c u r s o s  comuns, a f im de  melhorar  

o funcionamento g l o b a l  do s i s t ema .  

E s s a  forma de r a c i o c i n a r  n o s  l e v a r á  a a p l i c a r  

. a e s t r a t é g i a  de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  ao  problema manipulado 

( i . e ,  ao  problema, n e s t e  caso ,  p ron to  p a r 8  s e r  de sacop la  

do )  com a conseqüente  s e p a r a b i l i d a d e  de cada subs i s tema,  

O p rocesso  6 ,  p o r t a n t o ,  i t e r a t i v o  e p r e t ende  levar ao  btimo 

g l o b a l  p e l a  t r o c a  c o n s t a n t e  de in fomiações  e n t r e  as d i v i -  

s õ e s  e a coordenação;  a coordenação p rocu ra  d i r e ç õ e s  so- 

b r e  as q u a i s  poder& a l t e r a r  as o f e r t a s  de  r e c u r s o s  p a r a  

cada d i v i s ã o , a  f i m  de  me lho ra r  a s i t u a ç ã o  g l o b a l ,  Des ta r -  

t e ,  a coordenação pe lo  mdtodo pr ima1 c o n s i s t e  em s e  o b t e r  
m 

k v e t o r e s  do R tais que as so luções  dos  subproblemas yc- 

-parame t r i z a d o s  , 



r e s o l v a  ( 1 ) .  O v e t o r  y i€  R m r e p r e s e n t a  o n f v e l  de  r e c u r s o s  

a l o c a d o s  a o  i-6simo subsis tema.  

Neste  caso ,  qua lque r  r e g r a  de parada  convenien - 
t e  usada ,  g e r a  so lução  v i á v e l  não p i o r  que a o r i g i n a l  

( i  .e, so lução  v i á v e l  u t i l i z a d a  p a r a  p a r t i d a  do a l g o r i t m o ) .  

Como teremos opo r tun idade  de v e r i f i c a r  o a lgo-  

rf tmo de decomposição, que s e r á  implementado, não pode ' 

s e r  cons iderado  como r e s r e s e n t a n t e  de um Mgtodo de  Decen - 
t r a l i z a ç ã o ,  embora s e j a  computacionalmente f o r t e  : dimi- 

n u i  o t r a b a l h o  computacional ,  a o  mesmo tempo que p o s s i b i  - 
l i t a  a r e s o l u ç ã o  de problemas c u j o  p o r t e  t o r n a  i n v i d v e l  

a computação p o r  mdtodos d i r e t o s .  

A secção 2 preocupar-se-á com a manipulação do 

programa ( L )  v i s ando  d e r i v a r  um programa m e s t r e ,  c u j a  

t i ru tu ra  decomponfvel poder&, pos t e r io rmen te ,  s e r  e x p l o r a  - 
d a  p e l a  a p l i c a ç ã o  d a  e s t r a t d g i a  d a s  d i r e ç õ e s  v i á v e i s  ( c a  - 
p f t u l o  111 ) .  

Frequentemente sucedem d e s a c ê r t o s  p r 6 t i c o s  na 

r e so lução  d i r e t a  de  um problemz grande p o r t e .  Tais 

problemas podem, dependendo da  p a r t i c u l a r  e s t r u t u r a  que 

englobem, s e r  t rans formados  n o u t r o s  e q u i v a l e n t e s  p o r  

meio de  manipuleçÕes que o b j e t i v a m [ l ~  ;pg 1 2 1  : 

( a )  e x p l o r a r  a e s t r u t u r a  p a r t i c u l a r  do prob- 

m a  ; 

(b )  l i n e a r i z a r  as p a r t e s  não l i n e a r e s  do pro- 

blema ; 

( c )  i n d u z i r  separação .  



Manipulando-se o problema ( 1 )  po r  meio d a  t 6 ~  

n i c a  de p ro j eção  , o i t e m  ( a )  conduz a ( c ) ,  dev ido  a es-  

t r u t u r a  decomponivel do s i s tema.  O programa o b t i d o  d e s s a  

manipulação B r e f e r i d o  na l i t e r a t u r a  como problema mesL 

t r e .  

Reescrevendo o problema ( 1 )  após  i n t r o d u z i r  

o s  v e t o r e s  y, . . .y, de IRrn ,vem: 

Pilaximizar fi ( f i )  s.a 
k X'y Crb 

O problema ( 4 )  d i f e r e  do problema ( 1 )  po r  a c z  

p l a r  o s  subs i s t emas  a t r a v 6 s  d a s  v a r i á v e i s ,  yi ( i = l .  . *k) , 
i n t r o d u z i d a s ,  r e s t a n d o  um problema com v a r i á v e i s  de aco  

plamento,  ao  i n v 6 s  de r e s t r i ç õ e s  de acoplamento.Como po- 

deremos n o t a r  mais aba ixo ,  yi , poderá  s e r  i n t e r p r e t a d o  

como r e c u r s o  d i r e c i o n a d o  a o  i-ésimo subs i s tema.  Se 

y=(yI , . . . , yK ) f 6 r  temporar iamente  f ixado ,ob te remos  um 
programa sepa ráve l .  

P ro j e t ando  o programa ( 4 )  ( [lo-'; pg 111 ) no 

espaço d a s  v a r i & v e i s  y,  vem: 

ou a i n d a ,  observando-se a s e p a r a b i l i d a d e  l i n e a r  d a  fun- 



ção o b j e t i v o  do programa ( 1 )  ,vem: 

Maximizar 
Y E sUp{{i <xiI~-a. ~i t X; A 9 i c r i ~ r 3  

K C s 4  

A r e s p e i t o  do programa ( 6 )  teceremos alguns 

comentár ios .  Em p r ime i ro  l u g a r ,  há de  s e  n o t a r  a forma 

i m p l í c i t a  d a s  r e s t r i ç õ e s  yit Pi ( i = l .  ..k), onde: 

Ao i n v d s  d e  t o r n á - l a s  e x p l i c i t a s ,  podesse o p t a r  p e l a  f o y  

m a  a l t e r n a d a  ( i m p l i c i  t a )  que convenciona o v a l o r  -a 

p a r a  o supremo de uma função num conjun to  v a z i o .  

A i n t e r p r e t a ç ã o  ecbnomica a n t e r i o r m e n t e  dada 

ao  problema prima1 ( 1 )  f i c a ,  observando-se ( 6 ) ,  n a t u r a l -  

mente i n t r o d u z i d a .  O p l ane  j ado r  f i x a  uma a l o c a ç ã o  de r2 

c u r s o s  d e n t r o  da  d i s p o n i b i l i d a d e  p r e v i s t a  ( f i x a ç ã o  de 
K - 

y t a l  que Z J  b ) ;  a s e g u i r ,  cada subs i s tema o t i m i s a  s e u  
2.6 

funcionamento (obtenção de Sup J t i ( ~ i A  ~;(ri)& si } 
p a r a  i=l.. .k) , sendo que supremos no v a l o r  -m r e f l e t e m  

a inadequação dos  n f v e i s  de  r e c u r s o s  d i s t r i b u í d o s ;  o s  

subs i s t emas  comunicam à coordenação s u a s  r e s p o s t a s  6 t i -  

mas, pondo a coordenação a p a r  do r e s u l t a d o  g l o b a l  
k 

( C  ~ u p ( f . ( ~ ~ ) s . a  xi€Y; A ji (JCi)J 3i ] ) .O r e c a l c u l o  
42% C 

d a s  Qovas a l o c a ç õ e s  com base  n a s  r e s p o s t a s  ó t imas  dos  suk  

s i s t e m a s  4 de t r a t amen to  mais d e l i c a d o ,  r azão  p e l a  q u a l ,  

após  obtermos o programa (9 )  , passaremos a t a l  d i s c u s s ã o  . 



4 a 
Supondo-se vi ( yi ) o v a l o r  6 timo do programa 

paramet r izado  em y; : 

Maximizar I; C X ' )  s.a g; cri) 63; 
xi6;Cxi 

o problema ( 6 )  poderá s e r  colocadg n a  forma e q u i v a l e n t e  

(9 )  , como s e  m o s t r a r á  em ( l O ) ,  

0 b s e r v a ç ã o . A ~  h i p ó t e s e s  ( 2 )  não garantem a e x i s t ê n c i a  da  

so lução  ó t ima  de (8 ) .  Com as h i p ó t e s e s  de d i f e r e n c i a b i -  

dade sob re  as funções  f z  , gi e y4 t I n t  Yi n e c e s s á r i a s  

ao ,desenvolv imento  de (111.2) e mais campacidade de  X i  

( impos ta  em ( 2 )  ), garan te -se  a e x i s t ê n c i a  p a r a  a so lu-  

ção 6 t ima  p a r a  ( 8 ) ,  e  conseqüentemente,  v a l o r  f i n i t o  pa - 
ra v; (yi 1. 

O programa ( 9 )  o b t i d o  d a  p ro j eção  de  (I), re-  

p r e s e n t a  n e s s e  caso o programa m e s t r e ,  sendo uma forma 

modif icada de s e  a p r e s e n t a r  o problema g e r a l  de a locação  

de r e c u r s o s  ( 1 ) .  

Do ponto de v i s t a  da h i e r a r q u i z a ç ã o  d i s t inguem 

-se d o i s  n i v e i s :  

1 
A função q (y; ) = S q  {{i (;ci) s.a 9; (*i) 4 y; ] 6 deno- 

XiG Y i e 
minada função per tubaçao  a s s o c i a d a  com P: , sendo,  por- - 
t a n t o ,  c a r a c t e r f s t i c a  do s u b s i s  tema cons iderado ,  Essa fe 

ção s e r á  fundamental  n o  p r e s e n t e  t r a b a l h o .  
2 

V a l o r  ót imo do programa < B  o v a l o r  de (.) no pon- 



1 )  n i v e l  de coordenação,  r ep re sen t ado  p e l o s  

d e v e r e s  e x p l í c i t o s  em ( 9 ) ;  

2)  n f v e l  d e  d i v i s ã o ,  r ep re sen t ado ,  i m p l i c i  ta- 

mente, em (9 ) ,  p e l a s  subotimizaçÕes P' t 
( i= l . . , k ) .  

O progrctma mes t r e  o b t i d o  p o s s u i  e x p l i c i t a m e n t e ,  

somente, r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  sendo a função o b j e t i v o  não 

l i n e a r  g e r a l .  De forma i m p l í c i t a  temos as r e s t r i ç õ e s  não 

l i n e a r e s  yi E YL ( i  , k )  r ep re sen t ando  a v i a b i l i d a d e  do 

r e c u r s o  comum a locado  p a r a  o  i-dsimo subs i s t ema ,  Excetu- 

ando-se problemas l i n e a r e s  ou q u a d r á t i c o s ,  exp re s sões  e s  

p l i c i  tas p a r a  v i  ( i = l . .  .k) são p ra t i camen te  imposs fve i s ,  

a menos que a dimensão do v e t o r - r e c u r s o s  b s e j a  mui to  pe  

quena [ 211, No caso g e r a l ,  v a l o r e s  de vi são dependentes  
i d a  r e s o l u ç ã o  dos  subproblemas P ( i = l . .  .k) . Por&, a v- % 

tagem de  ( 9 )  em r e l a ç ã o  a ( 1 )  torna-se  p a r t i c u l a r m e n t e  

i n t e r e s s a n t e  quando o  n h e r o  t o t a l  de  r e s t r i ç õ e s  que d e  

terminam o s  con jun tos  Xd (i=l,, ,k) d grande e m  r e l a ç ã o  

ao  número de  r e s t r i ç õ e s  que acoplam o s  subs i s t emas ,  jd 

que a a p l i c a ç ã o  de e s t r a t d g i a  convenien te  pe rmi t e  o b t e r  

a so lução  de (I), p e l a s  r e s o l u ç õ e s  independentes  dos  p r c  
i 

blemas P;(i=l...k).Fica,portanto, dec id ido  que n o s  d e d i  % 
caremos a mdtodos que visam a resolu.ção i t e r a t i v a  de ( 9 )  

a t r a v é s  de s d r i e  de o t imizações .  

Realocação de Recursos ,  

Como a n t e r i o r m e n t e  c i t amos ,  passamos a i n t e r -  

p r e t a r  mais de p e r t o  a r ea locação  de r e c u r s o s  com base  

no programa ( 9 ) .  Suponhamos que a r e s p o s t a  ó t ima  do 



subsistema s e j a ,  agora ,  dada n a  forma de produt ividade 

marginal,  i. e ,  va r i ação  da cont r ibuição  6 tima com a v a r i a  

ção u n i t á r i a  dos r ecursos  alocados ( e s s a s  quant idades 

são r e f e r i d a s ,  para  um determinado subsistema--,  aos  re-  

cursos  comuns, componentes do ve  t o r  b )  ,Tais quant idades 

capacitam o coordenador, com base na  d i spon ib i l idade  ,dos  

r ecursos  comuns, a o b t e r  ma d i reção  ( pode e x i s t i r  uma 

i n f i n i d a d e )  de r e a l o  c a ç ã ~  que conduza ao maior incremento 

l o c a l  na con t r ibu ição  g loba l .  

O b s e r v a ~ ã o  : não in te ressam ao coordenador v a l o r e s  6timos 

das  con t r ibu ições  dos subsis temas,  mas tão  somente i n f o r -  

mações que l h e  permitam deduz i r  uma nova d i reção  de rea- 

locação,  que conduza a melhora g lobal .  

Sucess ivas  subo t imizações e  rea locações  prossg 

guem,at6 que o s  e f e i t o s  d a s  v a r i a ç õ e s  marginais  dos re- 

cursos  comuns na  cont r ibuição  6 tima, s e  j a m  equiparados 

para todas  d i v i s õ e s  (condição de ot imalidade quando v ,  

d d i fe renc iAve l , i= l . .  .k, que provaremos no capf tu10 1V). 

Quando as funções vd forem d i f e r e n c i h e i s ,  as 

produt iv idades  marginais  do recurso  j para o subsistema 

i em y; , são expressas  p e l a s  componentes dos g r a d i e n t e s  

de v-* ( , ) em ,i .e, (yd ) r e p r e s e n t a r á  a produt iv idg  

de marginal do recurso j ( j = l .  ..m) r e l a t i v o  ao subs i s t e -  

m a  i (l=l ... k) .  

Acontece, no entanto ,  que v ,  (.) não 6 necessa- 

riamente d i f e r e n c i á v e l  em Yi ( ~ o c k a f e l l a r [ 3 2 ] ) .  Essa 

d i f i c u l d a d e  6 parcialmente removida dada a concavidade 

das  funções vL ( i = l . .  .k) , como verenos  n a  secção 3, levan - 
do à e x i s t ê n c i a  das der ivadas  d i r e c i o n a i s  em todas  as d& 

reçÕes, e  em todos pontos i n t e r i o r e s  de Yd. e s s e  f a t o  



que p e r m i t i r á  o  desenvolvimento do t rabalho  medsante a 

e s t r a t d g i a  das  d i r e ç õ e s  v i á v e i s . I s s o  mostra desde j% o  

importante  papel  exercido p e l a s  h i p b t e s e s  c8ncavo-conve- 

xas. 

A maior con t r ibu ição  de Geoffr ion f o i  d e r i v a r  

um programa l i n e a r  e x p l í c i t o ,  que mediante algumas su- 

posições,  l e v a  à obtenção da d i reção  v i á v e l  que maximiza 

o aumento i n i c i a l  da função o b j e t i v o  do programa ( g ) , i . e ,  

a d i reção  ob t ida  conduz ao v a l o r  mgximo da der ivada  d i r e  - 
c i o m l  da função o b j e t i v o  de ( 9 )  . 

Notemos f ina lmente  que o  t ra tamento pode s e r  

s impl i f i cado  nos pontos onde v( (.) ( = l )  6 d i f e r e n c i o  

dvel.Esses pontos não são exceções nos conjuntos Yi 

( i = k ) ,  já que o s  pontos em que vi i . k )  8 50 
d i f e r e k e i á v e l  consti tuem um subcon junto de Yd (i=l,. .k) 

de medida nu la ,  Por e s s a  razão s e r á  exposta no c a p í t u l o  

I V ,  pesquisa visando o b t e r  a melhor d i reção  v i d v e l  de a u  - 
mento da função o b j e t i v o  de ( g ) ,  t i r a n d o  p rove i to  da d i -  

f e r e n c i a b i l i d a d e  das  funções v i  , onde i s s o  ocorrer .  Tal 

f a t o  r e d u z i r á  consideravelmente as dirnensõe s do programa 

l i n e a r  u t i l i z a d o  na busca dessas  d i r e  çÕes v i á v e i s .  

A secção segu in te  conduz-nos a r e s u l t a d o s  b a s  

t a n t e  adequados,ou s e j a ,  a equiva lência  e n t r e  o s  progxg 

mas ( 1 )  e  (9 )  no sen t ido  dos teoremas a serem dernonstrg 

dos. Embora perdida parcialmente a d i f e r e n c i a b i l i d a d e  , 
resta-nos a poss ib i l idade  de a p l i c a r  e s t r a t é g i a  conveni 

en te  ( d i r e ç õ e s  v i á v e i s ) ,  que l e v a  a uma sequência de sub - 
programas concavos d i f e r e n c i d v e i s  . 
SEC($O 3 - TEOREXAS DE EQUIVALENCIA. 



Dois teoremas de fundamental i m p o r t h c i a  serão 

aqu i  desenvolvidos,  O teorema da equiva lencia  propriamer 

t e  d i t o ,  mostrará  como s e  relacionam as soluções 6t imas 

de ( 1 )  , problema cu ja resolução f o r a  in ic i a lmen te  propos 

t a , e ,  o problema (9 )  r e su l t ado  da  projeção de ( 1 )  sobre 

o espaço d a s  v a r i d v e i s  y, Embora e s t e  teorema s e j a  de 

uso f requente , sua  demonstração não s e  encont ra  n a  l i t e r a  

t u r a  geralmente c i t a d a ,  O segundo teorema refere-se  a 

propriedades dos conjuntos  Yi ( i= l . . ,k )  e à concavidade 

d a s  funções v ( i = l .  . .k) n e s s e s  conjuntos [10 ;pg 16 1 . 
O teorema de equiva lência  propriamente d i t o  se 

r& provado para  o caso g e r a l ,  para  t a n t o  não serão  neces  - 
sárias hip6  t e s e s  de concavidade-convexidade e compacida- 

de. 

A s  h i p 6 t e s e s  u t i l i z a d a s  para  obtenção das  pro- 

pr iedades  dos conjuntos Yi e funções vi s e r ã o  mencionadas 

n a s  r e s p e c t i v a s  provas,  

Para  a prova do teorema abaixo,  expl ic i ta remos  

o s  conjuntos Yi associados  ao programa mestre ( 9 ) .  

1 0  Teorema. s ã o  v á l i d a s  as quatro a s se rções  abaixo: 

A )  O programa (1) 6 i n v i á v e i  se , e  somente s e ,  

( 9 )  tambdm o f 8 r ;  

E) 0 programa ( 1 )  tem v a l o r  btimo+mse , e  somen- 

t e  s e ,  ( 9 )  tambem o t i v e r ;  

C )  Se o programa ( 1 )  t i v e r  solução ótima 

xO= ( x , . , )  então ( 9 )  t e r á  solução 6 t i -  

m a  yO ,e ,  x( ( i= l . .  .k) s e r 6  solução 6tima.de 
i 

P ( i=l . , ,k ) , sendo g i (x ; ) ($ ( i= lb . .k )  e 2qb; $ &i 1 i' 
D) Se (9)  t i v e r  solução 6tima yO e $ (i=l,. .k) 



f $ r  solução ótima de P ( i= l . .  .h), então 
8. 

xO= ( x ,  . . . x ) será  solução 6tima de (1 ) .  

~ s s e r ~ ã o  A. Formalmente teremos: 

ou equivalentemente,  
Y K 

Demonstração,=): s e j a ,  por hipótese,X v i á v e l  em ( I ) ,  

i . e ,  
K 

Definindo 7. = gi (Ei ) para  todo i I, , obtem-se de (11) 

e ,  pe la  d e f i n i ç ã o  de yC ( i [  I ~ ) ,  

Logo de (12) e (13) i 4 v i á v e l  em (g ) ,ou  s e j a ,  



o que completa a prova da condição s u f i c i e n t e .  

c=:: s e  ja ,por  h i p d t e s e ,  7 t a l  que 

( L  6 3 € x v,) 
D a  condição icx e (14) decorre  

De (14)  e (15) vem: 

A 
~ s s e r ç ã o  B, Se voa r e p r e s e n t a r  o v a l o r  btimo do programa 

(a), teremos: 

~ e m o n s t r a ~ ã o .  ) :  supondo, por  h ipb  t e  se ,  vOl=+oc> , te -  

mos (1) 6 vi&vel .Para cada z v i á v e l  em (1) facamos: 



D a  v iab i l idade  de X em ( 1 )  e def in ição de ?,vem: 

Logo para cada 2 v i á v e l  em (I),  temos: 

Como por (16)  

Logo para F v iáve l  em (I), 

e ,  portan to ,  



- e  ( . como, por  h i p ó t e s e ,  v 0 9 = + a ,  (9) 

O conjunto Q ( y) 6 não vazio dado que 7 Y ,  sendo evidente  

a inc lusão  Q( )cA, para  todo Y n x  .Logo, 7 
K K 

&Y(&) = sUP {CJ;&) lXC@ ~ i ) }  \< 
i= Y i=A 

4 Sup{~f,.(xr)l~ E A  } para todo ~6 Y(IC. 
d"=t  

Como YnCé fechado, decorre  de (19) : 

OU s e j a ,  



v.09 ,( v01 

logo 

~ s s e r ç ã o  C. Se xO = (x;, . . .,x<i) 6 solução ótima de ( I ) ,  

então e x i s t e  y0 ' solução dtima de ( 9 )  sa- 
k .- 

fazendo gL (x')( y$'(i=i.. .k) e  C ?:$ b, e ,  
Cri. ' 

x B solução 6 tima de P< para  todo i € I . 
2 

~ e m o n s t r a ~ ã o .  Como x0 6 v i á v e l  em ( I ) ,  fazendo para todo 

i~ I~ , g i ( ~ S ) ~ ~ ~ v e m ,  

e ,  por tanto ,  y0 6 v i d v e l  em (9). 

L' 
a)Provemos que xi 6 btimo em para  todo i 6  Ix,  

p o r  redução ao absurdo, i.e, 

decorre  que 



conclui-se que xo não é solução ótima de (1); o que con- 

traria a hipótese .  Logo, ( v i E I ) ( G  4 solupão btima de 
i P ) e por tanto ,  v4 (yf )=f i (xz) .  Y1 

$)Provemos que yo 6 solução 6tima de (9)  por  r2 

dução ao absurdo, i.e, 

Definindo 

já que 56C , vem: 



11.3 

Mas 

l o g o  de  ( 2 1 )  e ( 2 2 ) ,  vem: 

Como, p e l o  i t e m  A ,  

de  ( 2 3 ) ,  depreende-se 

o que 6 um absurdo  p o r  (20).  Logo y0 6 so lução  b t ima  e m  

(9)  

A 

~ s s e r c ã o  De Provemos que : 



Dernonstracão. Suponhamos ,por  absurdo, que x0 = (xi, l . e ,$) 
k 

não s e j a  solução 6tima de (1) .Ou s e j a ,  

Se i 2 (gi (xi) , ., . ,gL (x;) ) , segue p e l a  v i a b i l i d a d e  de 

xA em (1) que: 

Como, por  h ipd tese ,  y0 4 solução ótima de ( 6 )  e x: 

(i=l...k) solução ótima de pi ( i = L e e . k ) ,  vem: 2: 



o que r e s u l t a ,  observando-se ( 24) num absurdo.  Conclui-se, 

p o r t a n t o ,  que x0 6 so lução  bt ima de  ( 1 ) .  
A 

27 Teorema. O s  con jun tos  Yi são  não v a z i o s ,  fechados  e con- 

vexosL. A s  funções  v4 são  cdncavas em ,i=l.. .E, 
sendo -a, n o s  pontos  não p e r t e n c e n t e s  a Yd , 
i=l,, .k, s e  levarmos em c o n t a  que o supremo de 

uma função num conjun to  v a z i o  6 -cu . Finalmen - 
t e ,  as funções  v- são não d e c r e s c e n t e s , i . e ,  

yL ,  y2 ( Y e Y=) y3,vem v< (ys) ,  p. (Y% 

A) Y1 6 não v a z i o ,  i = l e r . k r  

DemonstraCãoe Consideremos a d e f i n i ç ã o  de Yi dada na s e c  

ção 2' 

P e l a s  h i p ó t e s e s  em ( 2 ) ,  problema (1) tem so lução  vi- 

á v e l ,  l o g o ,  

jB. que p e l a  secção 1 g i ( . )  6 d e f i n i d a  e m  Xi,seja 

Nessas  condições ,  



e ,  por t an to ,  

A 
B )  YL 4 fechado para  todo it I, . 
Demonstracão. Eliminemos o s  i n d i c e s  i .Seja (rw) wna 

sequencia qualquer  em Y ,  convergente para um ponto yaD. 

Provemos que ym ( Y. Por  de f in ição  de Y! a cada yu E Y 

pode-se a s s o c i a r  um v e t o r  xk ( X t a l  que g(xK) 6 yT 
A s s i m  procedendo-se, cons t ro i -se  uma sequencia (xu) em X. 

Como X é compacto, tomando-se subsequencias de (x" ) s e  

necessá r io ,  pode-se cons ide ra r  que 

Como g Q cont inua em X e g(xK)  Q yk para todo k€M 

v em 

L 
@ i i m  y C x ] = y  (X ) r y  

Logo, y* € Y. 

D a  proposição a n t e r i o r  concluimos que 



Esse resu l t ado  6 importante  e s e r á  usado para  

g a r a n t i r  a compacidade do conjunto v i á v e l  do problema mes 

t r e  r e s t r i t o .  Alem d i s s o  como provaremos em III ,2 .18 , 

Essa propriedade e mais o f a t o  de Yi s e r  fecha - 
do, conduz a 

C )  Y4* 6 convexo para todo ic I* 

~ e m o n s t r a c ã o . ~ e  j a m  yi e y pe r t encen tes  a Y . 
2 

orno gi 6 convexa em X1 convexo, vem: 



11.3 

Como XC 6 convexo, 

Z= &'+ (í-i9)xZ E x , *  

Finalmente,  temos: 

) Y 6 convexo) 

D )  A s  funções são não decrescentes .  

2 f Demonstracão. D a  de f in ição  de 3 segue que s e  y a y , 
temos 

logo 

ou s e j a  



Logo as funções vi são não decrescentes no 

sentido anteriormente exposto. 

E )  A s  funções y são cóncavas nos conjuntos Yi . 
Demonstracão. A definição de vi anteriormente mencionada 

6 dada abaixo: 

para Q C YÇ . 
Já que o v a l o r  de v -  pode s e r  +a em Y;, s e r á  adequado 

u s a r  o hipografo de v; p a r a  provarmos a concavidade da 

função v -  . A def inição de hipografo 6 dada abaixo: 

A concavidade de pode, então, s e r  depreendida 

da convexidade de seu hipografo. Eliminemos o s  fndices  i. 

Provemos ,por tanto ,  a convexidade do hipografo de v ,  ou 

s e j a ,  dados (y',).tL) e (y2,+) emy e dado G E  [0,1] , 
provemos que 

onde 6 = 1-8, ou, equivalentemente, 



I1 a 3  

ou, f inalmente,  pe la  de f in ição  de hipografo de v,  

Pe la  de f in ição  de função pertubação, vem: 

Como X 6 convexo, decorre:  

(usando a convexidade de g em X e a concavidade de f em 

x) 

D a  de f in ição  de hipografo de v ,  temos: 

Logo, as funções pertubação v,* assoc iadas  a o s  subproble- 

mas P," são c6ncavas nos  conjuntos Yt. 



O s  teoremas a n t e r i o r e s  demonstraram a e q u i v a l ê n  - 
tia e n t r e  ( 1 )  e ( 9 ) .  

Pode, no e n t a n t o  p a r e c e r  que consideramos ( 9 )  

com i n t u i t o ,  em p a r t e ,  de o b t e r  condições  de o t ima l idade  ma 
i s  convenien tes .  Tal f a t o  não sucede ,  dado que ( 1 )  p o r  s e r  

um programa d i  f e r e n c i á v e l ,  Xeva a condiçÕe s de o t i m a l i d a d e  

e x p r e s s a s  mais convenientemente s e  usarmos g r a d i e n t e s .  

O que faremos s e r á  c o n s t r u i r  a l g o r i t m o s  que r e s o l  c 

vam ( 9  ) , que,  como mencionamos, 6 computacionalmente mais 

i n t e r e s s a n t e ,  podendo-se u t i l i z a r  as condições  de o t i m a l i d s  

de p a r a  ( 1 )  como r e g r a  de parada.  De f a t o ,  o teorema de equ2 

valentia s e r v e  pa,ra p r o v a r  que as condições  de o t i m a l i d a d e  - 
p a r a  ( 1 )  são s u f i c i e n t e s  p a r a  ( 9 ) .  Ou s e j a ,  suponhamos y 

cand ida to  a so lução  ó t ima  em (9 ) .  S e j a  ( i = l . .  .k) a solu-  

@o ót ima de P' . Se as condições  de o t ima l idade  de  Kuhn- B - 
-Tucker p a r a  ( 1 )  forem s a t i s f e i t a s  no ponto = (ZL, ...,xK), 

p e l a  condição s u f i c i e n t e  do Peorema de Kuhn-Tucker [ ~ 3 ; ~ ~  741 

Zemos que X é solução ó t ima  de ( 1 ) .  Decorre p e l a  a s s e r ç ã o  

C do teorema de e q u i v a l ê n c i a  (10)  que 7 6 so lução  6 t ima  de 

( 9 )  

~ o n s e q b t e m e n t e ,  desde que s e  ob tenha  uma s o l u  - 
ção btima p a r a  ( 9 )  , imediatamente temos d i s p o n í v e l  uma s o l u  - 
ção ót ima p a r a  ( 1 )  .ISSO n o s  g a r a n t i r á ,  em p a r t e ,  a conveni- 

ê n c i a  do método u t i l i z a d o  p a r a  a so lução  de ( 9 ) .  

No c a p i t u l o  que segue,  t r a t a r e m o s  d a  base  t e -  

ó r i c a  do método e s c o l h i d o  p a r a  r e so lução  do problema mes t re  

(g), r e s s a l t a n d o  que p e l a  cons ideração  d a s  condições  de com - 
pacidade d o s  con jun tos  Xi , o r i g i n a l m e n t e  não impos t a s  p o r  

Geof f r i on ,  obtém-se a compacidade d a  r e g i ã o  v i á v e l  do pro- 

blema mes t r e ,  como veremos. 





C A P I T U L O  I 1 1  

Introdução . 
Nas secçÕes que se  seguem s e r á  exposto um m t l t g  

do de reso1uça"o. do problema 11.2.9, r e e s c r i t o  abaixo: 
k 

1 Maximi z a r  Y' 
\ 

já que pelo teorema de equ iva lênc ia  11.3.10, teremos a so- 

lução  6tima do problema o r i g i n a l  11.1.1, a p a r t i r  da reso- 

lução  do problema mestre ( l ) ,  v i a  subproblemas P ,' 11.2.8, A 

Maximi z a r  tl: C h. a .  CxL,) 6A, BL. 
E%,, 

O mdtodo a s e r  u t i l i z a d o ,  c l a s s i f i c a - s e  comp 

prima1 & d i r e ç õ e s  v i d v e i s  já que produz uma sequencia  de 

pontos v i á v e i s  em (1). 

O a l g o r h n o  de d i r e ç õ e s  v i & v e i s  a p l i c g v e l  ao 

problema ( I ) ,  p a r t e  de um ponto y no i n t e r i o r  de Y ,  de te r -  

minando ma di reção  v i d v e l  de máximo crescimento l o c a l  na  

função o b j e t i v o  de ( 1 )  .Executa-se, a segu i r ,  maximização 

da função o b j e t i v o  de ( 1 )  na  d i reção  ob t ida ,  encontrando- 



-se um novo ponto,  P a r a  que a i t e r a ç ã o  s e g u i n t e ,  pos sa  s e r  

execu tada ,  e  o  p rocesso  i t e r a t i v o  t e r  con t inu idade ,  o  pon- 

t o  de p a r t i d a  p a r a  a i t e r a ç ã o  s e g u i n t e  deverá  também e s t a r  

no i n t e r i o r  de Y; e s t a  imposição que c o n s t i t u i  l i m i t a ç ã o  

s e v e r a  do mdtodo, s e r á  s a t i s f e i t a  i n t r o d u z i n d o  per tubação  

na busca  u n i d i r e c i o n a l ,  a s e r  d i s c u t i d a  na secção  3 . I s t o  6  

n e c e s s á r i o  devido a d i f i c u l d a d e  e x i s t e n t e  no t r a t amen to  de 

pon tos  de f r o n t e i r a  do domínio de funções  contavas. De fa- 

t o ,  mesmo que o  conjun to  d a s  d i r e ç õ e s  v i á v e i s  p a r t i n d o  de 

um ponto f r o n t e i r a  de Y pudesse  s e r  d e s c r i t o ,  não conseguL 

r iamos  g a r a n t i r  a e x i s t ê n c i a  d a  d i r e ç ã o  de máximo c r e s c i -  

mento l o c a l ,  Um exemplo em que t a l  d i r e ç ã o  não e x i s t e ,  en- 

con t ra -se  em C8 ] , sendo o  e s tudo  de ta i s  c a s o s  a i n d a  um 

problema em a b e r t o ,  

P o r t a n t o ,  y c IntY 6 uma g a r a n t i a  de que t o d a s  

d i r e ç õ e s  a p a r t i r  de y são v i á v e i s  em Y. O u t r a s  impl ica -  

ç õ e s  advém d e s s a  supos ição  sendo d i s c u t i d a s  em ( 1 7 )  e  

(30 )  

A secção  1 d e f i n e  o  método de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  

expondo resumidamente o s  a s p e c t o s  mais impor t an t e s ,  a l d m  

de d i s c u t i r  a e x i s t e n c i a  d a  so lução  ót ima p a r a  o  problema 

o r i g i n a l  , 
Teoremas e  resuEtados  fundamentais  são  apre -  

s e n t a d o s  na secção 2,  r e s sa l t ando- se  as imp l i cações  de ca- 

d a  h i p ó t e s e  assumida,  s o b r e  as q u a i s  s e  e s t r u t u r a  a secção 

s e g u i n t e ;  a i  s e  c a r a c t e r i z a  a ob tenção  de uma boa  d i r e ç ã o  

v i á v e l ,  culminando-se com a a p r e s e n t a ç ã o  do teorema que 

l e v a  & determinação d e s s a  d i r eção .  Ainda n e s s a  s e c ~ ã o ,  d i s  

cute-se  a o t imização  na d i r e ç ã o  o b t i d a  (o t imização  u n i d i r e  - 
c i o n a l  ou problema mes t r e  r e s t r i t o ) ,  expondo-se um p r o c e d i  



mento de e l iminação  dos  pontos  f r o n t e i r a  de Y ,  caso  o ótimo 

do problema mes t r e  r e s t r i t o  p e r t e n ç a  a e l a ,  Como produto  d a  

o t im ização  u n i d i r e c i o n a l  são  a n a l i s a d o s  o s  subproblemas en- 

v o l v i d o s ,  bem como as h i p ó t e s e s  que garantem as s o l u ç õ e s  6- 

timas dos  mesmos, 

P o r  f i m ,  na secção 4 esquematiza-se o a l g o r i t m o  

o b t i d o  do método d a s  d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

SECÇÃO 1 - MbTODO DAS DIREÇÕES VIAVEIS. EXISTEMCIA DAS SOLU 
ÇÕES ÓTIMAS, 

Algor i tmos de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  p a r a  r e so lução  

de  problemas não l i n e a r e s  de o t imização ,  foram o r ig ina lmen  - 
t e  de senvo lv idos  p o r  Zoutendi  jk em 1959, e indepen- 

dentemente p o r  Z u k h o v i t s k i i  [40] em 1962 - 1963, t endo  s i d o  

p reced idos  p e l o  método dos  c e n t r o s  e o a l g o r i t m o  de Topkis 

e V e i n o t t ,  n o s  q u a i s  s e  apresen tam i d e a l i z a d o s .  

S e j a  o problema de o t imização  abaixo:  

onde f L' (i=O.. .m) são funções   de^" em/R. S e j a  C a r e g i ã o  

v i á v e l ,  i , e ,  

Um a l g o r i t m o  que r e s o l v a  ( 3 )  6 d i t o  de d i r e -  

ç õ e s  v i á v e i s ,  se  dado um ponto xLE C ,  e l e  de t e rmina  uma 

semi-re ta ,  { I sz X ~ + P ~ ~ * P + O } ,  passando pe lo  i n t e r i o r  

( r e l a t i v o )  de C ,  e n e s s a  semi-re ta  um ponto x,;y,C C ta l  



o 
que f  ( x ~ , ~ )  > f 0  ( x i ) .  T a l  mdtodo a r e s suaõe  que IntC+jd. 

A l g o r i  tmos de  d i r e ç õ e s  v i á v e i s  surg i ram da  

vantagem e x i s t e n t e  em s e  c o n s i d e r a r  apenas  o  comportamen 

t o  l o c a l  d a s  funções  c r i t é r i o  e  v f n c u l o s ,  e ,  de não s e  
i 

envolverem t o d a s  as funções  f ( i= l , . .m) ,  em cada i t e r a ó  

$0 quando s e  c a l c u l a  o  v e t o r  hid; que d e f i n e  a semi-re A 

ta  p a r a  cada xc 6 C. Conlmdo, a e l iminação  d a s  fuhçaes  

fi ( i = i .  .;m) tais que k ( Q )  c O ( v f n c u l o s  i n a t i v o s )  , l e  

vava a a l g o r i t m o s  não convergen tes ,  mesmo em c a s o s  t o t a l  - 
mente d i f e r e n c i á v e i s .  Nesses  ca sos ,  6 p o s s f v e l  c o n s t r u i r  

exemplos n o s  q u a i s  fen8menos de z iguezague levam a pontos  

que não obedecem as condições  de o t ima l idade  de Kuhn-Tu- 

c k e r ,  embora o s  problemas s a t i s f a ç a m  a condição de qual& 

f i c a ç ã o  de S l a t e r .  
i 

A in t rodução  do c o n c e i t o  de v f n c u l o s  f  € - a t i v o s ,  
i 

i . e ,  f ( i=l . . ,m) é d i t o  € - a t i v o  em Q , s e  

l e v o u  Zoutendi  jk a a l g o r i t m o s  convergen tes .  O s  a l g o r i t -  

mos de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  a p l i c á v e i s  a (3)  pressupÕem, pa- 

ra s e  mante r  as condições  de converg&ncia ,  c e r t a s  condiz  

ções.  E n t r e  tais condições ,  des taca-se  a d i f e r e n c i a b i l i -  
i 

dade c o n t i n u a  d a s  funções  f (i=~...m).Tomadas, p o r t a n t o ,  

as d e v i d a s  , t a i s  . a l g o r i  tmos podem s e r  emprega- 

dos  n a  r e s o l u ç ã o  de I I . l . l , o  problema de a l o c a ç ã o  de r e -  

c u r s o s  .No e n t a n t o ,  como já t ivemos opor tun idade  de o b s e r  - 
var, o  t r a b a l h o  computacional  pode c r e s c e r  assustadora me^ 
t e  ,aidm d i s s o  não t i r a r í a m o s  p rove i  t o  da  e s t r u t u r a  p a r t i  

c u l a r  do problema, f a t o r  fundamental  p a r a  sua  r e so lução .  

Po r  o u t r o  l a d o ,  t a i s  a l g o r i t m o s  não  podem s e r  a p l i c a d o s  



aos problemas ( I ) ,  já que as funções vi (i=l. . .k) não 

são necessariamente d i fe renc idve is  em t o d o s  os  pontos de 

A busca da direção v i áve l  que ut i l izaremos,  a- 

p l icáve l  a problemas em que a função obje t ivo 6 não di-  

fe renc iáve l ,  deve-se a Geoffrion [ 11 I, fundamentando-se 

nas  propriedades de concavidade das  funções v; e na r e l a  - 
ção en t re  ve to re s  mul t ip l icadores  btimos e supergradien- 

t e s  (serão def in idos  na secção 2). 8 por i s s o  que vol ta-  

mos a mencionar que as hipóteses  de concavidade-convexi- 

dade, tem aqui  papel fundamentalmente importante,  sem as 

quais ,  com a s  ferramentas de que se dispõe atualmente, o 

desenvolvimento desse trabalho não poderia s egu i r  t a l  

l i nha ,  

O programa l i n e a r  proposto p o r  Geoffrion para 

busca da direção v igve l  pressupõe perda t o t a l  da d i f e r en  e 

c iab i l idade  das funções v;, baseado na i dd i a  de que o nd - 
mero de pontos onde a função 6 di fe renc idve l ,  tende a d i  - 
minuir na busca do btimo, 

Existência das soluções ótimas, 

Com as h ipb teses  de compacidade dos conjuntos 

Xk (i=l.. .k) teremos a compacidade da região v i á v e l  do 

problema de alocação de recursos II,1,1 .Com as hipbteses  

de d i fe renc iab i l idade  sobre as f i  ( i=l . .  .L) em X; ( i=l . .  .k) , 
que assumiremos na secção 2, temos a continuidade de fi 

na região v i á v e l  compacta, e ,  poCtanto , a garan t ia  da e x i s  

t ênc ia  da solução btima de 11.1.1. Pelo teorema 11.3.10, 

e s t á  conseqüentemente, garant ida  a solução b t i m a  do pro - 
blema mestre (1) e dos subproblemas envolvidos, 

A secção seguinte tratará dos teoremas e r e s u l  



t ados  que garantem a e x i s t ê n c i a  da der ivada  d i r e c i o n a l  das  

+ funções pertubação v; ( i= l . .  .k), bem como dos v e t o r e s  m u i -  
i 

t i p l i c a d o r e s  6 timos assoc iados  a o s  subproblemas P (2). s: 
Tais f a t o s  são fundamentais já que s e  proporá o b t e r  na  

secção 3 uma d i reção  v i á v e l  de incremento l o c a l  pa ra  fun- 

ção o b j e t i v o  de ( 1 )  com base  em sua der ivada  d i r e c i o n a l .  

SECÇKO 2 - TEOREMAS E RESULTADOS FUNDABPEJNIAIS 

O primeiro teorema importante  que segue, r e l a -  
C' 

c iona  o v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  dtimo dos subproblemas P- 
'@ 

R m  para  i=l.. .k) associados  com as r e s t r i ç õ e s  g,.$J 6 
I , ( i = l . .  .k), com o supergradiente  da  função pertu-  - 
bação y , dbf in ida  no apgndice A ,  ( i = l . .  .k), no ponto y; 
(i=l.. .k). 

6 Teorema: [12;pg 2 4  . Suponhamos que P4 ( 2 )  tenha  solução 
8. 

6tima q. . Bntão hicg" 6 v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  d t i -  
L' C 

mo parap- associado com as gi (xi)\b y. , s e ,  e so- 
A: C 

mente s e ,  . 8 um supergradiente  de vi ( . ) para  
L - - - 5 - 5  , ou s e j a ,  o p a r  (5; A .  ) s a t i s f a z  as con 

L 
- 

diçÕes de Buhn-Tucker, 

-t 
s e ,  e somente s e ,  v ( 1 4  @.(-)+Ai %-i) para  todo - E a* 

i &  4 6: 



Observação: a condição ( i v )  de ( 7 )  6 dispensável  p o i s  por 
L. 

h i p ó t e s e  X,* 4 btimo p a r a  P- . k 
Demonstração,=) : eliminemos o s  f n d i c e s  i e suponhamos - 
que )i s e j a  v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  dtimo para  Pj associado com - 
g(x)é f . Logo , ) s a t i s f a z  as condições de ot imalidade 

de Kuhn-Tucker supra mencionadas. D a  c e n d i ~ ã o  (i) temos: 

De ( 8 )  e  ( i i ) ,  vem: 

usando a condição ( i i i ) ,  p a r a  cada y€Y, temos: 

obtendo o supremo do 20 membro para  o s  v a l o r e s  de x indica-  

dos, teremos: 



j4 que Z é solução 6tima de P temos f(X)=~(f), e, J 
para todo ycY. 

Se y$ Y temos v (y)= -a , e, poxtanto, 

o que completa a prova da condição suficiente. 

: supondo-se ainda a remoção dos fndices i, se 

ja A um supergradiente de v em I. Provemos que (x,X) sa- 
tisfaz as condições de Kuhn-Tucker (i)-(iv). Como X 6 sou 

ção ótima de PJ ,vem : 

justificando (iv-) . 
Sabemos que: 

- 
Façamos em (9) y = y+ e~~ , onde e 6%- tendo a j-Bsirna 1 
componente unitária e as demais nulas. 

Temos, / ,  



como v( . )  e? não decrescente ,  vem: 

f 
Fazendo j v a r i a r  de 1 a m teremos provada' a condição ( i i i )  . 
Fazendo em ( 9 )  y= g ( 2 )  vem: 

onde a igualdade ocorre ,  p o i s  decrescendo 5 para g ( 5 )  em 

PY não haverá a l t e r a ç ã o  na  ot imalidade de x; p e l a  condição 
-t^ 

( i i i )  e v i a b i l i d a d e  de X em Py, temos, /) l f ( X ) - /  J& 
Essa dltima desigualdade e (10) levam condição ( i i ) .  Fi- 

nalmente, es tabeleceremos ( i )  fazendo-se y = g ( x ) ,  em (g), 

para qualquer  xcX. Logo: 

p o i s  



o que, observando-se ( i i ) ,  l e v a  a ( i ) .  

Observacão: o restãltado que normalmente s e  obtdm a p a r t i r  

do teorema a n t e r i o r ,  6 a equiva lência  e n t r e  v e t o r  m u l t i -  

p l i c a d o r  ótimo e o negat ivo  do supergradiente .  A var iação  

o b t i d a  pelo teorema a n t e r i o r ,  decorre  da mudança f e i t a  na 

f o m a l i z a ç ã o  do enunciado do problema I1 .I .1, op tando-se 

p o r  g (x)& 5 , e não g ( x ) b  f como normalmente s e  encont ra  

n o s  problema de maximização I1 .l.l.Optou-se p e l a s  funções 

gd convexas, dada a f a c i l i d a d e  em i n t e r p r e t a r  o v e t o r  y 

como recursos ,  sem qualquer  complicação maior. 

Pa ra  e s c l a r e c e r  melhor e s t e  ponto, mostramos 

a s e g u i r  as v a r i a ç õ e s  o b t i d a s  na função ~ e r t u b a ç ã o  decox 

r e n t e s  dessa  va r i ação  no problema de otimiaação. Seja:  

l a x i m i z a r  f ( x )  S. a g ( x ) %  y 
1i 

Maximizar - f (x) S. a - g ( x ) $ ~  



V E (r) = sup{f (x)  s u j e i t o  a x C ~ n - ~ < r > ~ ~ I  

O s  problemas (11) e (14 )  coincidem. Vejamos qual  

a re lação  e n t r e  as funções pertubação (13) e (16) ,  associa-  

d a s  a o s  problemas (12) e (15) pertubados. 

a )  v, e v2 , supos tas  as condições de concavi- 

dade-convexidade, são c8ncavas; 

b )  V, Q não c rescen te ,  e v2 não decrescente ,  co 

mo provamos em 11.3 ,V; 

c )  v, (y)  = v, (-y) para  todo y ( imediato das  

d e f i n i ç õ e s  de v, e v~); 

d )  nos pontos y e n a s  d i r e ç õ e s  z em que as de - 
r ivadas  d i r e c i o n a i s  de vl e v2 existam, te-  

mos: 

E s t a  propriedade decorre  da de f in ição  de der ivada  d i r e c i o n a l  

e da propriedade ( c ) ,  como abaixo verif icamoe:  

Hipbteses  para g a r a n t i a  da e x i s t h c i a  dos v e t o r e s  mÚLtiel& 

cadores  btimos, 



O teorema ( 6 )  somente r e l a c i o n a  as quant idades 

envolvidas,  hd, no entanto ,  de g a r a n t i r  a e x i s t ê n c i a  d a s  

mesmas. Abaixo apresentamos h i p ó t e s e s  s u f i c i e n t e s  pa ra  g a  

r a n t i r  a exis-Mncia dos v e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  btimos as- 

sociados  com as r e s t r i ç õ e s  g i  ( x L < ) &  $ ehi(XLo))g. 

17 Hipótese 1 : 5 6 IntYi ( i =  l...k), onde Yi , lembramos, 

é def in ido  em 11.2.7. , i . e ,  IntYL #@. 

A necessidade dessa  condição f o r a  já d i s c u t i -  

d a  n a  introdução,  evi tando l i d a r  com pontos da  f r o n t e i r a .  

dos conjuntos Yt . 
Essa mesma h i p b t e s e  a t u a  como fundamental na 

g a r a n t i a  dos v e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  btimos assoc iados  com 
L' 

as r e s t r i ç õ e s  g; (xd . )$  dos subproblemas P- , o que f& f i  
c a  c l a r o  do s i g n i f i c a d o  a segui r .  

S e j a  - 1 v e t o r  do R~ c u j a s  componentes são a un& 

dade. Temo-s: 

Conclufmos, assim, que a h i p b t e s e  1 (17) res- 

ta  em: o s  v i n c u l o s  gi sa t i s fazem a condição de q u a l i f i c a -  

ção de S l a t e r  sobre X; ( i  = l...k). 



No entanto ,  o  maior i n t e r e s s e  e s t á  em u s a r  a 

condição de q u a l i f i c a ç ã o  de S l a t e r  p a r a  g a r a n t i r  yd 6 IntYi . 
Ou s e j a ,  s e  

sendo e s s a  dltima proposição equiva lente  a yE1nt;Y . 
Para provamos a implicação acima s e j a ,  para  

L.C& ' 

O conjunto A; possui  as propriedades abaixo: 
4 

A i B r& vaz io  (yi 6 A L ) ,  além de convexo e  fechado; 

19 A; C Y i  ( imed ia to ) ;  



- I -  2 20 y;E Int .  Ai p o i s  yi 4 y; ( p o r  h i p ó t e s e s )  e c- < y,. ( p o r  

construção).  De (19) e (20)  vem : 

Queremos, f inalmente,  a n t e c i p a r  que, dada a 

concavidade de v,. em Y; , a h ipb tese  ii € In%Yi~i 6 su f i c i en -  

te para  g a r a n t i r  a e x i s t ê n c i a  das  de r ivadas  d i r e c i o n a i s  da  
-C 

função v,* em y; , como mostraremos em (30). 

21 Hipóteses  2 : suponhanos que o s  conjuntos  X; sejam c a r a c t e  - 
r i z a d o s  p e l a s  funções h'* : #? ? + R*L' c8n- 

cavas, i .e ,  

O s  conjuntos X; são t a i s  que 

Segue, como em (l7), que as funções h; satisfg 

zem a condição de c p a l i f i c a ç ã o  de S l a t e r  sobre R%'. 

22 Hipóteses  2 : as funções f,. e g; são supos tas  d e f i n i d a s  no 

R* e d i ferenciAveis  em X; . A s  funções h 

supos tas  d i f e r e n c i d v e i s  em XL* ( i= l . .  .k). 

Essas  t r ê s  h i p ó t e s e s  e mais as h i p b t e s e s  de 



concavidade-convexidade (h ip6  t e s e s  a d i c i o n a i s  11 .I, 2)  ga- 

r a n t i r ã o  a e x i s t ê n c i a  dos v e t o r e s  mul t ip l i cadores  6timos 

como veremos a segu i r ,  

23 E x i s t e m i a  dos  v e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  associados  com - 
( L  s; . 

e 

S e j a  x i c l R .  solução btima do problema Pf6f , 

A e x i s t g n c i a  da  solução 6tima 6 g a r a n t i d a  p e l a  

compacidade dos conjuntos X L O  ( h i p ó t e s e s  11.1.2) e p e l a  c02 

t inu idade  d a s  funções f L r  ( h i p b t e s e s  3 ) .  P e l a  condição ne- 

c e s s á r i a  do teorema de o t imal idade  do ponto de s e l a  de 

Kuhn-Tucker [ 23 ; pg 791 , Jd que X; 4 convexo, f,. cbnca- 

va em X; , g; convexa em XLt e gce s a t i s f a z  a condiçgo de 

q u a l i f i c a ç ã o  de S l a t e r  sobre  X; (h ip6 tese  l ) ,  vem: 

- 
e x i s t e  A ; E R ~  tal que, 

-L 
( i )  Zi rnaximiza f L a  Ig, (%4-$ J 

sobrre X;; 



- 
Logo, ,&e v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo associado com as r e s t a  

L - 
ções  gi(x,$ = yi. 

26 Exis tgnc ia  dos v e  t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  btimos associados  com 

D a  condição (i) em ( 2 5 )  temos que Z''reso1ve o 

problema: 

- 
onde A; s a t i s f a z  as  condições ( i i )  e  ( i i i )  em (25). 

C -6 
D a  h ip6 tese  3, + ( . ) - C d 7 e  h, (.) são d e f i n i d a s  

e r n ~ @ ~ ;  h i  (.) e  fL( . )+Ai  ( q(.)-%] são d i f e r e n c i s v e i s  

em X i E  Xd-, e  hl. s a t i s f a z  a condição de S l a t e r  sobre i -- - 

( h i p 6 t e s e  2) logo p e l a  condição n e c e s s t h i a  do teorema de 

Kuhn-Tucker, temos : 

A s  condições em (28) garantem, por tanto ,  a e x i g  

t ê n c i a  dos ~ e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  ótimos associados  com als 

r e s t r i ç õ e s  hla ( x i ) % g  . 



De (23)  e  ( 2 6 )  concluimos que o s  conjuntos dos 

v e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  associados  &s r e s t r i ç õ e s  g r ( x ; ) ~ y L  
L' 

e  hi(xi)&2 de P$ , ficam, conse$Úentemente, c a r a c t e r i z a d o s  

por: 

A s e g u i r  expoem-se alguns r e s u l t a d o s  a respei -  

t o  d a s  de r ivadas  d i r e c i o n a i s  das  funções pertubação e;-. 

30 Derivadas d i r e c i o n a i s  da s  funqÕes pertubacão 

Funções concavas possuem der ivadas  d i r e d o n a i  s 

em todas  as d i r e ç õ e s  e  em todos o s  pontos i n t k r i o r e s  ao 

s e u  dominio onde são f i n i t a s .  Em tal caso, a obtenção das  

de r ivadas  d i r e c i o n a i s  reduz-se a um problema de minimização. 

Supondo-se v i  (;i) f i n i t a ,  com InB; , s e  v;' (?fizL# ) f 8 r  

a der ivada  d i r e c i o n a l  da função ~ e r t u b a ç ã o  no ponto $ e  na 

di reção&€ R* , temos:(ver apêndice A )  : 

Nesse problema (31) o  minimo sempre exis%e,  
t 

pois ,+ 2; 6 cont inua ( p o i s  6 l i n e a r )  e  o  conjunto dos su- 

pergrad ien tes  de v(#( .) em 6 não v a z i o  e  compacto (aldm 



de convexo); J8 que o minimo ocorre  p a r a  um2. c&"", vem: 

Depreende-se de (32) que a d i reção  que maximi- 

z a  a der ivada  d i r e c i o n a l  num ponto <*€R* 6 a d i reção  dada 

p o r  um supergradiente  da função ~ e r t u b a ç ã o  em I,-, o que o 

t o r n a  uma genera l ização  do g rad ien te ,  Resul ta  d a i  que s e  - L' 
p e r t u r b a m o s  as r e s t r i ç õ e s  gi(x;)& yLs do problema P$ na 

d i reção  desse  supergradiente ,  obteremos a maior va r i ação  
C' 

c a l  no v a l o r  btimo do problema P~L. Essa i d 6 i a  6 i n t e r e s s e  

t e  e v a l o r i z a  sobremodo o concei to  de supergradiente .  Ainda 

e s s e  f a t o  torna-se mais evidente  s e  a função v~ f 8 r  d i feren-  

c i 6 v e l  em , o que ocor re  s e ,  e somente se ,  t i v e r  um úni- 

co supergradiente  nesse  ponto; nesse  caso, para  qualquer  d& 

reçãof i  E. R 6 ~ n t ~ ~ e )  , vem, 

4 
onde pL r e p r e s e n t a  o h i c o  supergradiente ,  chamado, nesse c2 

so p a r t i c u l a r ,  g rad ien te  e indicado por  v<. (Y;.) . Parece 2 

gora  bem mais evid-ente que a direpão que maximiza .) 
f 

4 a d i reção  deh8  =Vq pib) . NO capi  tu10 IV exploraremos es- 

s e  ponto de vista,  b e m  como depreenderemos quando a d i f e r e n  

c i a b i l i d a d e  ocorre .  

O teorema que segue mostra  como s e  o b t e r á  a de- 

r i v a d a  d i r e c i o n a l  da função pertubação vj no ponto z.€ IntYc 
e em qualquer  d i reção ,  bem como as h i p ó t e s e s  que garantem a 

sua e x i s t ê n c i a  e transformação com base  nos v e t o r e s  mui%i- 
L' 

p l i c a d o r e s  6timos assoc iados  com as r e s t r i ç õ e s  de P$#. 



Esses  r e s u l t a d o s  serão  u t i l i z a d o s  na  secção segu in te  para  

obtenção d a s  der ivadas  d i r e c i o n a i s  cons tan tes  d a  formulação 

do c r i t d r i o  (40). 

- .  - I  

33 ~ e o r e m a : J l l ; g g  51 .Sejb ?i solução ótima de P%. , sendo váli 

das  as h i p 6 t e s e s  1 , 2  e  3. Então para  t o d o b ; . g ~ *  

. d igual ao v a l o r  ótimo do programa l i n e a r :  
4 

i f 

~ e m o n s t r a c ã o  . D a  h i p 6 t e s e  1, da e x i s t h c i a  da solução 6t& 

m a  para  $k , usando as o%servaçÕes (30) sobre funções c&- 

cavas, pa ra  uma d i reção  dada, tern0.s: 8 

P o r  ouDro l ado ,  como são v á l i d a s  as h i p b t e s e s  1.2 e  3 e  

m a i s  as h i p 6 t e s e s  de concavidade-convexidade, aplicando-se 

o teorema 4,  vem: 



7 

vi (fl.;i)= min Ai& um v e t o r  m u i t i p l i c a d o r  
1 

L 
6 timo de Py. associado- com 

7 - 
ou a inda  usando ( 29) , v' ( 3 zd ) 6 O v a l o r  6 timo do pro- 

grana (34) ,  o que completa a demonstração. 

Escrevendo (34)  n a  forma m a t r i c i a l  &e progra- 
t 

m a  l i n e a r  ( m i , [ ~ ~ ~  . I ! O x t ~ =  b 3 ) ,  temos:%+ 
,- e 

Antes de e l i m i n a m o s  algumas r e s t r i ç õ e s  do p? 

grama l i n e a r  (35 ) ,llembrames serem conhecidas as soluções 

ót imas 3 dos subpmblernas P$ , a n t e s  de s e  r e s o l v e r  o 

programa (35 ) . Nessas condições, pade-se de terminar  qua i s  

v fncu los  g.-  (i =...k) e hg (i = 1.. .h) são i n a t i v o s  em 
'4 

( 2  = k ) ,  o que impl ica  n a  exclusão das  condiçóes 

de complementaridade (29-i i )  de (35) ,  já que : 

e ,  com e l a s  eliminam-se os g r a d i e n t e s  e v/., dos vfncu- 09, 3' 
10s g. e h.- tais que (36) e (37) ,  mantendo-se em v (Fi) c/ 'J ti 



e v& (zl) somente o s  g r a d i e n t e s  dos v íncu los  gLj e hLI a- 

v o s  em F L ;  a inda  d a s  condições (36) e (37) manteremos em 

A; e p somente as componentes não necessar iamente n u l a s ;  

e, f inalmente,  em .z; somente as componentes c o r r e  spondentea 

a o s  v l n c u l o s  gij attivos em 3Q , i .e, tais quwg.. (Zi)=Fq. 
9 

A s  componentes zg r e t i r a d a s  do programa (35) receberão 

t ratamento e s p e c i a l  apresentando em IV. 2,Um t ra tamento 

s impl i f i cado  dessas  componentes s e r á  v i s t o  a d i a n t e ,  nes- 

ta secção. A s s i m  sendo, (35) 6 e s c r i t o  n a  forma abaixo: 

O v a l o r  btimo de (38) nos  m i n i s t r a r &  a deriva-  

da  d i r e c i o n a l  da função v8 no ponto $ €  I n t Y  e na  d i re-  

ção z l  E R*, originalmente proposta. 

Como podemos perceber,  e s s e  programa (38) não 

s e  a p r e s e n t a  numa forma adequada, p o i s  a d i reção  %i apa- 

r ece  como c o e f i c i e n t e  de custo,  parametrizando (38). 

Se nosso i r r ten to  E8r rnaximizar a der ivada  d i r e  

c i o n a l  vi (5 ; .) t eremos, praticamente , uma i n f i n i d a -  

de de d i r e ç õ e s  a t e s t a r ,  o que, obviamente, 6 inadequada 

Por  e s s a  razão, ao problema (38) s e  a p l i c a r &  a t é c n i c a  

de manipulação chamada dual ização,  r e su l t ando  wn problema 

em que a d i reção  aparece,  convenientemente, como v e h r  V& 

r i&ve l .  

D u a l i z a ~ ã o  do programa l i n e a r .  

A dualiização do programa l i n e a r  (38) ,  l e v a r á  



& p o s s i b i l i d a d e  de s e  cons ide ra r  a d i reção  z como v e t o r  

va r idve l .  P o r  out ro  l ado ,  e s s a  t d c n i c a  de manipulação é 

plenamente j u s t i f i c á v e l ,  já que pe lo  teorema de Dualida- 

de  em ~rogramação  Linear ,  o problema (38) tem solução 6% 

m a  se ,  e somente se ,  o s e u  dual  3ambém t i v e r ,  sendo que 

nesse  caso o s  v a l o r e s  6 timos coincidem. Esse r e su l t ado  4 

al tamente d e s e j á v e l  o que t o r n a  s a t i s f a t ó r i a  a manipuia- 

Cão, p o i s  por  h i p b t e s e  T d é 1 n t ~ i  e da  concavidade de vCte 

mos g a r a n t i d a  a exis i@ncia  de v$($;$ para  todo I;, como 

destacamos em (30).  

S e j a  w 'e  v e t o r  de v a r i á v e i s  duais.Dualiz- 

do-se (38) ,  vem : 

ou, então,  

Por tanto ,  encarando z; como ve  t o r  v a r i á v e l ,  fa- 

ci lmente depreendemos que a solução btima do programa 



(39 ) ,  conduz 8i obtenção da d i reção  que maximiza %((i * .), L ;  
e  o  v a l o r  do r e f e r i d o  programa o  v a l o r  máximo da derivada 

d i r e c i o n a l .  

Baseado nesse  importante  r e su l t ado ,  partimos 

para  secção 3 ,  que cumpre com o  o b j e t i v o  do presente  capf- 

tulo: dado y 8  q L 8 b t e r  uma boa d i reção  v i á v e l  para  o progra - 
m a  ( i ) .  

SECÇ~O 3 - ESCOLHA DE UMA BOA DIRECÃO VIAVEL PARA O PROBLE 

MA MESTRE. OTIMIZASÃO UNIDIRECIONAL. 

Caracterizemos o  que s e  entende por  boa d i r e -  

cão v i d v e l  para  (1). S e j a  Y= ($, . . ., i, )cRX1 Uma d i re -  - 
ção v i á v e l  de crescimento para  (1) em Y 6 um v e t o r  Z = 

km 
=(Zd, ..., Z,JCR( t a l  sue: 

( i )  v i a b i l i d a d e  : 

(ho)v+e/ 6 v i á v e l  em (I)), i. e ,  
Y 

U~>o) ( t y -+  ) sendo 8 r e a l  
&I L 

( i i )  crescimento: 

onde Ieesão r e a i s .  

O c r i t d r i o  u t i l i z a d o  para  obtenção de m a  

d i recão  v i d v e l  de acr6scim0, resume-se n a  d i reção  v i d v e l  

que maximiza a der ivada  d i r e c i o n a l  da  função o b j e t i v o  de 
K , em yd. . Ou s e j a ,  uma d i reção  



m. 
z = ( z d  , ... , zk)CR ,tal que r e s o l v a  o problema abaixo:  

Cdi/ 4 O p a r a  J' t a l  que c & a -  9 
/=I /k I 

(~9*í'161 p a r a  L f v . # k  e = I  ... w 4' 
A condição ( 4 1 )  g a r a n t e  a v i a b i l i d a d e  da  d i r e -  

K 

ção  z ,  já que s e  79' = b,' p a r a  algum j , e x i s t i r á  9 
L> f - .  

t a l  que, 

K 

K 
~ e g  i9*< %*para  algum j ,  sempre e x i s t i r 4  8 

l % I  

t a l  q u e z  (i$+ 0zG )ó  bJ' . E s t á ,  p o r t a n t o ,  g a r a n t i d a  p o r  

(41 )  a V i a b i l i d a d e  d a  d i r e ç ã o  z É 

A condição de c resc imento ,  n e s s e  caso  máxi- 

mo c resc imento  l o c a l ,  f i c a  e v i d e n t e  da  p r ó p r i a  f i l o s o -  

f i a  do programa (40) .  

A condição ( 4 2 )  l e v a  em c o n t a  a homogeneida- 

e n t ã o ,  segue imediatamente  que 



f a t o  que d e f i n e  a homogeneidade de g r a u  1 da der ivada  d i r e  - 
cional .  A s s i m  sendo, notamos por  (43) que conseguimos au- 
mentar o v a l o r  de v'.' ($* ; z i )  , aumentado-se 5 (i .e,obten- 

do-se s é r i e  de v e t o r e s  p a r a l e l o s  de norma c rescen te  coma) .  

Evidentemente i s s o  é não dese jáve l ,  A s s i m  sendo, r e s t r i n -  

ge-se z ao conjunto compacto que contdm a origem,em s e u  

i n t e r i o r  expresso mediante (42).  

A g a r a n t i a  do v a l o r  ótimo f i a t o  para  (40) re- 

pousa n a  condição 6 IntYi ( i  = 1.. .k), jd que s e  supõe 

v,. ( ) f i n i t a  ( i  = 1.. .k). 

I!, d e s t a r t e ,  a poss ib i l idade  em s e  o b t e r  as 

de r ivadas  d i r e c i o n a i s  máximas por  (39) que v i t a l i z a  o CI& 

t 6 r i o  proposto em (40). 

Uma s d r i e  de propriedades a s soc iadas  com o 

programa (40 ) , segue : 

o programa (40) 6 c8ncavo p o i s  vc.'(fi ; .) 

6 c8ncam;  

z=Q ( i .e ,  a d i reção  nu la )d  v i á v e l ;  

o v a l o r  ótimo de (40) 6 não negat ivo;  

v a l o r  ótimo de (40)  4 nulo s e ,  e somen- 

t e  s e ,  não houver d i r e ç õ e s  v i á v e i s  de c res  - 
cimento ; 

qualquer  d i reção  v i d v e l  cujo v a l o r  da  fun- 

ção o b j e t i v o  de (40) s e j a  p o s i t i v o ,  minis- 

tra d i r e ç ã o  v i á v e l  de crescimento,  e v ice -  

versa .  

Empregando o re su l t ado  (39) em (4O), vem : 



Conclufmos, observando-se (44) ,  que de sua so- 

lução  btima obteremos uma d i reção  v i g v e l  para ( I ) ,  que l e -  

va ao maior incremento l o c a l  da função o b j e t i v o  de (I), rg 

su l t ado  a que nos propusemos o b t e r  nesse  capi tu lo .  

Notemos que (44) é um programa l i n e a r  com blo- 

cos n a  d iagonal  e r e s t r i ç õ e s  de acoplamento, sendo, conse- 

quentemente, i n t e r e s s a n t e  o emprego de t d c n i c a s  e s p e c i a i s  

pa ra  a resolução  desse programa l i n e a r  ( p o r  exemplo, mdto - 
do da decomposição de Dantzig ~ o l f e ) .  

. . Var iáve i s  29: . , 

pgl J observa que as v a r i & v e i s  

zg 
não cons tan tes  de (45 )  podem s e r  f i x a d a s  no v a l o r  -1 

e r e t i r a d a s  do problema, Como s e r á  exposto no c a p i t u l o  

I V ,  obteremos forma d i v e r s a  de manusear as v a r i á v e i s  ZIJ 

não cons tan tes  de (45). 



Notemos, f ina lmente ,  que o programa l i n e a r  não 

i n c l u i  r e s  t r i çÕes  de não negat iv idade  como usualmente ocoz 

r e ,  f a t o  fac i lmente  contornado subst i tuindo-se cada vari&- 

v e l  do programa l i n e a r  (44) p e l a  d i f e r e n ç a  e n t r e  duas não 

negat ivas .  

O t imização u n i d i r e c i o n a l  

Originalmente,  i .e, em [li 1, não foram impostas 

condições de compacidade sobre o s  conjuntos X,L, e por tanto ,  

não s e  ga ran te  o r e s u l t a d o  que abaixo depreenderemos. 

Obtida a d i r e ç ã o  v i h e l  ;= ( E $ ,  . . . , gk)cipX( 
deparamo-nos com o problema mestre r e s t r i t o :  

P a r a  melhor entendermos o s i g n i f i c a d o  das res-  

t r i ç õ e s  de (46), expl ic i temos  as r e s t r i ç õ e s  r e l a t i v a s  aos  

conjuntos Yi , reescrevendo (46)  abaixo: 
K 

47 ~ a x i m i e a r  Ç q - ~ +  $1 s.a 
8 c-/ 

k 



In ic ia lmente ,  voltemos ao problema mestre  ( 1 )  

e provemos a compacidade de s e u  conjunto vitive1 conso- 

a n t e  o lema abaixo. 

48 Lema: o conjunto. v i á v e l  do problema mestre ,  

onde C = ( ~ ~ ~ " " I  C ~ i d b  c 4  ] é compacto, 

Observacão: a compacidade dos conjuntos  Xi f o i  imposta em 

11.102. 

Demonstracão. Como a função gç(i€l,)r! cont inua em Xi. . c m  

pacto,  cada uma de suas  componentes g: : ( 1 também o 
t j  

s e r &  ; logo e x i s t e  o minimo para  tais funções em Xi , ou 

s e j a ,  

5 1  C ~ ~ r d í ~ l d  Y) 

por  ou t ro  lado,  como y( de (50) concluimos que: 



de (51) e (53) decorre ,  f inalmente:  

ou s e j a ,  qualquer  y v i á v e l  no problema mestre ( l ) ,  -bem ca- 

da  uma de s u a s  componentes e n t r e  as cor-eagmndentes compo- 

n e n t e s  dos v e t o r e s  L1 e L , ,  ou s e j a :  

p a r a  todo y = ( ~ 1 , .  . ., Y Y W )  v i & v e l  no problema mestre.  

Ressaltamos, no entanto ,  que o conjunto t a l  

que 

com o s e n t i d o  anter iormente  exposto,  não rep resen ta ,  em 

g e r a l ,  o  conjunto v i á v e l  do problema mestre ,  sendo v á l i d a  

a re lação  abaixo, 



de  onde s e  c o n c l u i  a compacidade do con jun to  v i & v e l  do pro  - 
blema mes t r e ,  dado que o mesmo 4 fechado (Y 6 fechado e 

C 4 fechado conduz a Yn fechado ) . 
Voltando ao  problema mes t r e  r e s t r i t o  ( 4 7 ) ,  p a r a  

7 e Ti f i x a d o s ,  dado que: 

4 subconjuhto  fechado da  r e g i ã o  v i á v e l  do problema mes t re ,  

concluimos,  pe lo  lema (48),  a compacidade do con jun to  em 

(54 ) .  

Conseqüentemente, as r e s t r i ç õ e s  de (47)  d e f i -  

nem simplesmente um i n t e r v a l o  compacto pa ra  0.Se ja 4 o li 

m i t e  s u p e r i o r  d e s s e  i n t e r v a l o . ~ e f i n i n d o y  ( .) p o r  meio de 

r e s u l t a  o problema e q u i v a l e n t e  a (47)  

55 Maximizar 9 % s.a e €  [ 0 , 5 ]  
8 

A função (.) 6 contava em [o,G] p o i s  é 

soma de funções  vi cbncavas  nos  subconjun tos  convexos de 

Y,* . 
Dois  pontos  fundamentalmente i m p o r t a n t e s  r e f e -  

r e n t e s  ao  problema mes t r e  r e s t r i t o  (47), merecem s e r  ana- * 
l i s a d o s :  



-e l iminação d o s  pontos  f r o n t e i r a  de Y ; 

- e x i s t ê n c i a  d a  so lução  ót ima pa ra  ( 4 7 ) .  

56 Eliminação dos  pontos  f r o n t e i r a  de Y. 

O v a l o r  de 8 qae l i m i t a  super io rmente  o  i n t e r -  

v a l o  em (551,  pode l e v a r  a um ponto y+gE p e r t e n c e n t e  à 

f r o n t e i r a  de Y. Como as condições  p a r a  e x i s t ê n c i a  d a  d i r e -  

$0 v i á v e l  ó t ima  exigem que y 6 I n t  Y, in t roduz-se  uma p e r  - 
tubação n a  busca  w i i d i r e c i o n a l ,  que c o n s i s t e  em e s c o l h e r  

um ponto próximo a o  6 t im0 , se  e s t e  e s t i v e r  n a  f r o n t e i r a  de 

Y. - 
O i n t e r v a l o  - r 0 , 6 ( l - ~ d ,  onde'i; 6 r e a l  p o s i t i v o  

s u f i c i e n t e m e n t e  pequeno,def ine  o  con jun to  

c o n t i d o  no i 2 t e r i o r  de Y ,  j6 que Y 6 convexo.Nessas con- 

d i ç õ e s ,  comoTv. (.) 6 c8ncava em Y, 6 con t inua  no  i n t e r i o r  9 
de Y,e p o r t a n  o ,  c o n t i n u a  em q m l c p e r  subconjun to  con t ido  

no i n t e r i o r  de  Y. Ou s e j a ,  (/I ( .) 6 c o n t i n u a  no  con jun to  

compacto [O ,ê(l-z)] .Conclui-se , p o r t a n t o ,  a e x i s t e n c i a  do 

ótimo p a r a  o  problema mes t r e  r e s t r i t o % - p e r t u b a d o .  

A s s i m  procedendo,  mesmo que o  btimo e s t e j a  na 

f r o n t e i r a  de [0,6(l-z)] , i . e ,  

não have rá  problemas,  e  o  a l g o r i t m o  pode t e r  s equênc i a ,  já 

que o  ponto F+ 6(l-%)~ gerado  p e l a  o t imização  u n i d i r e c i o -  

nal,  e s t d  sempre no i n t e r i o r  de Y,  o que g a r a n t e  a a p l i c g  

Ç ~ O  do programa (44)  p a r a  s e  o b t e r  ma nova d i r e ç ã o  v i á v e l  



na busca  do btimo. 

F ina lmente ,  r e s s a l t a m o s  que a -per tubação 

não é n e c e s s á r i a  p a r a  g a r a n t i r  a e x i s t t h c i a  do 6timo de 

(47) ,  o q u a l  sempre e x i s t e , p o i s  o problema mes t r e  pos su i  

como já comentamos, so lução  ót ima,  e p o r t a n t o ,  (Y (0 )  B ss 
per iormente  l i m i t a d a  em [O ,è] , possuindo conseqüentemente,  

so lução  6 tima n e s s e  i n t e r v a l o .  

A Z-per tubação p r o p i c i a , p o r t a n t o ,  a obtenção de 

um ponto que e s t e j a  ga ran t i ãamen te  no i n t e r i o r  de Y,Esta 

condição f o i  imposta  p a r a  obtermos nova d i r e ç ã o  v i d v e l  no 

ponto  encont rado  da  o t imização  u n i d i r e c i o n a l ,  segundo o c r i  - 
t é r i o  cons iderado ,  

Essa  forma de p rocede r  , segundo Geof f r i on [ l l ] ,  

g e r a  mia so lução  v i d v e l  a r b i t r a r i a m e n t e  prbxima à f r o n t e i -  

ra de Y, s e  a so lução  ó t ima  do problema mes t re  p e r t e n c e r  

à f r o n t e i r a  de Y. 

A i n c l u s ã o  d e s s e  procedimento parece-nos c r i -  

t i c o  pa ra  a convergênc ia  do algoritmo.No e n t a n t o  ,dada sua  

s i m p l i c i d a d e ,  e as cand ições  que g a r a n t e ,  pode s e r  a d m i t i  

do a n t e s  de s e  t e n t a r  i n t r o d u z i r  q u a l q u e r  o u t r o  procedimen; 

t o  complexo, 

Tais procedimentos  t e r ã o  de p r e v e r  o comports  

mento d a s  funções vi nas f r o n t e i r a s  dos  c o n j u n t o s  Y* . 
Subproblemas. 

Obt ida  a d i r e ç ã o  v i h e l  a a o t imização  u n i d i r e  - 
c i o n a l  leva-nos  à r e s o l u ç ã o  de  uma sequênc i a  de subprob3.e- 

mas. 

A so lução  bt ima o b t i d a  d e s s e s  subproblemas 6 

g a r a n t i d a , d a d a  a con t inu idade  d a s  f u n ç a e s  fi n o s  c o n j u n t o s  



IIi .3 

compactos 

não v a z i o s  pa ra  quaisquer  8 6  [ O ~ ~ ~ ~ - ~ I I  , jg  que 

Conforme [11 1, a forma mais M c i l  de r e so l -  

ver-se o problema w ú d i r e c i o n a l ,  6,  possivelmente,  empre- 

gando-se td  c n i  c a s  de programação param6 t r i c a ,  visando 
i - -  

o b t e r  as soluções  dos subproblemas P5.+@& &parame t r i z g  

dos, 

Maximizar f{(z;) s.a 9; <r;> ,< 3; + Gji 
Xi €%c' 

aumentando-se4 de pequenos v a l o r e s  e ao mesmo tempo manten- 

do-se a o t imal idade  dos subproblemas, cujo v a l o r  btimo d o 

v a l o r  de 9 no ponto %+e Z4 . Se, no en%anto, t d c n i c a s  de 

programaçao param6 t r i c a  não forem disponiv-eis, pode-se 

o b t e r  bons r e s u l t a d o s  com o m6tod.o de busca w i d i r e c i o n a l  

&e Fibonacci. 

Em qualquen>dos  casos acima, &paramo-nos com 

s é r i e  de subproblemas que, pa ra  cada incremento em 0 , po- 

dem s e r  independentemente r e so lv idos  pe los  md todos que 

melhor s e  I h e s  ajustem. ' 

A s  soluções dt imas dos s u ~ p r o b l e m a s  8 - param2 

t r i z a d o s ,  correspondentes  ao v a l o r  de 8 que maximiza o p r g  



blema mes t r e  r e s t r i t o  (47), s e r ã o  u t i l i z a d a s  no c á l c u l o  dos 

g r a d i e n t e s  d o s  v i n c u l o s  a t i v o s ,  que compõem a m a t r i z  do prg 

grama linear. 

P a r a  que possamos p rocede r  como d i s c u t i m o s  a c i  - 
m a ,  i . e ,  de cada o t imização  u n i d i r e c i o n a l  g e r a r  um ponto no 

i n t e r i o r  de Y ,  4 m i s t e r  que' o ponto i n i c i a l  yOf e s t e -  

ja no  i n t e i r o r  de Y ,  ou s e  ja, 

Suponhamos que um ponto v i á v e l  y=(yL, . . . , y k )  

poss ive lmente  n a  f r o n t e i r a  de Y , se j a  o b t i d o  p o r  qua lque r  md .I 

todo.  Mostraremos como s e  poderá o b t e r  n e s s e  ca so ,  um ponto 

yO 6 I n t  Y ,  i n t r o d u z i n d o ,  s e  n e c e s s á r i o ,  pe r tubação  no  v e t o r  - 
- r ecu r sos  b ,  

Consideremos o s  t r ê s  procedimentos  abaixo. '  

1 )  suponhamos que pa ra  i E IR, g- ( x i )  < y e 
4 TJ 

p a r a  todo i 6  I -[i] , o c o m a g .  (xi)=yY 
cJ' 

. Nesse caso ,  po 
k 

demos d e f i n i r  a quant idade  A y p o r  : 

e f a z e r  



obtendo,  

P o r  o u t r o  l a d o ,  notemos que 
k 

Como y 6  v i á v e l  no problema m e s t r e ,  o  ponto 'y t a l  que 

onde, lembramos Im= [ 1,. . . ,m) , tambbm s e r 6  v i á v e l  no prob- 

m a  mest re .  

Observação: supusemos a e x i s t ê n c i a  de somente um f n d i c e  7 
t a l  que k (xi ) c  y-. , no  e n t a n t o ,  s e  a Ú l t i m a  exp re s são  oco2 

C I  

r e r  p a r a  v á r i o s  í n d i c e s  i ,  obtbm-se um ponto yo t a l  que 

(57)  s e j a  v e r i f i c a d a ,  p o r  procedimento análogo.  

2 )  suponhamos a g o r a  que 

Nesse caso há duas  a l t e r n a t i v a s  : 
k - 

a )  s e  L ==b, , deveremos s u b s t i t u i r  o  r e c u r s o  bj ( supos to  
i ~ d  

p o s i t i v o )  p o r  9 ( 1  i- w) , de f in indo  



Segue que, 

Observamos, p o r t a n t o ,  que a . v i a b i l i d a d e  f o r a  i n i c i a l m e n t e  

v io lada , requerendo-se  a per tubação  w. A h i p ó t e s e  9 > O  pode 

s e r  e l iminada ,  considerando-se b j  + b . 1 ~ .  No e n t a n t o ,  como 

cor ren temente  fa lamos em r e c u r s o s  e d i s p o n i b i l i d a d e  de r e c u .  

s o s ,  p r e f e r imos ,  sem perda  de g e n e r a l i d a d e ,  s u p o r  b 9. 

b )  s e  ty i j  < bl , de f in imos  
<:h 

0 - A4 Fazendo , - y - obteremos 
k 

Ut i l i zando- se  e s s e s  t r ê s  procedimentos  poderemos, 

de  um ponto v i d v e l  no problema mes t re  , o b t e r  um ponto v i d v e l  

no  problema mes t re  porém no i n t e r i o r  de  Y ,  pertubando-se quan h 

do n e c e s s á r i o  o v e t o r - r e c u r s o s  b. 

N a  próxima secção  apresentamos o esquema do al- 

gor í tmo pr ima1 de  d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

SECCÃO 4 - ALGORITMO PRIMAL DE D I R E Ç ~ E S  VIAVEIS. 



A s e g u i r  apresen ta remos  s impl i f i cadamente ,  não 

i n c l u i n d o  as pertubaçÕes a n t e r i o r m e n t e  d i s c u t i d a s ,  o  esquema 

do a l g o r f  tmo p a r a  o b t e r , a  p a r t i r  d a  r e so lução  do problema 

mes t r e  ( I ) ,  a so lução  ó t ima ,  x órrno , do problema o r i g i n a l  
ÓTIMO 

11.1.1. A so lução  bt ima do problema mes t r e  ( 1 )  s e r á  y . 
No c a p i t u l o  V ,  de ta lharemos  mais o esquema a q u i  

ap re sen t ado .  

PASSO 1. S e j a  y°C I n t  Y so lução  v i á v e l  i n i c i a l  p a r a  o  p rob le  

m a  mes t re  (1). Reso lve r  Pi ( i= l . . .k )  po r  a l g o r i t m o s  de pro  r,p - 
mação c8ncava,  obtendo as s o l u ç õ e s  ó t i m a s  8 . 
PASSO 2.De t e r m i n a r ,  r eso lvendo  o  programa l i n e a r  ( 4 4 ) ,  una 

d i r e ç ã o  v i á v e l  ( a  m a t r i z  dos  c o e f i c i e n t e s  p a r a  o  programa 

l i n e a r  ( 4 4 ) ,  bem como a determinação dos  v f n c u l o s  a t i v o s ,  

são  f e i t a s  usando-se o s  pontos  o b t i d o s  no passo  1 ) .  Se 
&i80 

/ - 
Ofp 

o v a l o r  ót imo de (44)  f 8 r  ze ro ,  f a ç a  y = yO e x - p= 
-.I 

=(T:, . . . ,q )  , e pare ;  caso c o n t r á r i o ,  s e j a  z a d i r e ç ã o  

o b t i d a  pe lo  programa l i n e a r  ( 4 4 ) .  V á  p a r a  o  passo  3. 

PASSO 3. Reso lve r  o  problema mes t re  r e s t r i t o  (47 )  : 

k k 

Maximizar 1 Q($+B$)  s.a 6b 
0 i = d  Ç.1 ' 

t 
S e j a  8 o v a l o r  de 8 que r e s o l v e  (47 ) .  V á  p a r a  o  passo 1 

mudando yO p o r  f+ 6% . 
No capf tu10 que segue, apresen ta remos  alguns 

r e s u l t a d o s  de n o s s a s  p e s q u i s a s ,  r e s s a l t a n d o  que abordarema 

o s  problemas da  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  l o c a l  d a s  funções  p e r t u b a  

ção v i  , consideraremos o  c o n c e i t o  de E - a t i v i d a d e ,  bem como 

obteremos um procedimento que v i s a  r e d e f i n i r  a d i r e ç ã o  o b t i -  



d a  pe lo  programa l i n e a r  ( 4 4 )  , tomando-a  mais convenien te  

sob  determinado ponto de  v i s t a .  



C A P I T U L O  I V  

ALGUNS ASPECTOS COMPUTACIONAIS 

No p r e s e n t e  capf tu10 apresen ta remos  o s  r e s u l t a -  

d o s  de n o s s a s  p e s q u i s a s ,  v i s ando  t i r a r  van tagens  de a l g u n s  

a s p e c t o s  computacionais  do a l g o r i t m o  de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  e s  - 
tudado.  

Po r  e s s a  r a z ã o ,  apresentamos na secção  1, como 

pode a d i f e r e n c i a b i l i d a d e  l o c a l  d a s  funções  pe r tubação ,  s e r  

u t i l i z a d a  v i s a n d o  d i m i n u i r  o número de i t e r a ç õ e s  do a l g o r i t  - 
mo que r e s o l v e  o problema l i n e a r ,  bem como o espaço de nem6 - 
r i a  r eque r ido  pe lo  computador. P o r  o p t r o  l a d o ,  ap re sen t a - se  

um c r i t é r i o  de o c o r r ê n c i a  d a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  l o c a l  f a c i l  - 
mente v e r i f i c á v e l . A i n d a  s e  expõe, p a r a  o caso extremo em que 

t o d a s  as funções  per tubação  são d i f e r e n c i A v e i s ,  um c r i t é r i o  

de o t ima l idade .  

N a  secçzo 2 apresentamos um procedimento,  o q u a l  

chamamos procedimento de r e d e f i n i ç ã o  , que v i s a  melhorar  a 

d i r e ç ã o  v i á v e l  o b t i d a  pe lo  programa l i n e a r ,  r e d e f i n i n d o  al- 

gumas componentes da  d i r e ç ã o  o b t i d a .  

F ina lmente ,  guardamos a Ú l t i m a  secção  pa ra  b r e v e s  

comentá r ios  a r e s p e i t o  da  convergência  do a l g o r i t m o  .Aí i n t r o  - 
duziremos e d i s c u t i r e m o s  rapidamente ,  o s  c o n c e i t o s  de 6 -ati  - 
v i d a d e  pa ra  o s  v i n c u l o s  y$ e p a r a  o s  v i n c u l o s  gy . 



SECÇÃO 1 - DIFERENCIABILIDADE DAS FUNCÕES PERTUBAÇ~O.  

Nesta  secção pre tende-se  m o s t r a r  como s e  pode - u  

t i l i z a r  a d i f e r e n c i a b i l i d a d e  d a s  funções  per tubação  v; com 

vantagem computacional ,  desenvolvendo-se em segu ida  um c r i -  

t d r i o  v i s ando  d e t e t a r  sua  o c o r r ê n c i a ,  n o s  ca sos  em que o s  

subproblemas são r e s o l v i d o s  po r  a l g o r i  tmos de d i r e ç õ e s  v i&-  

v e i s .  

Vimos que as funções  per tubação  d e f i n i d a s  no 

c a p i t u l o  11, eram d i f e r e n c i á v e i s  num ponto 7; i n t e r i o r  ao  

s e u  dominio , onde eram f i n i t a s ,  s e ,  e  somente s e ,  t ivessem 

um iínico s u p e r g r a d i e n t e  n e s s e  ponto . Pelo  teorema 111.2.6 

um Único s u p e r g r a d i e n t e  e q u i v a l e  a e x i s t h c i a  de um ihnico 

v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo a s soc i ado  as r e s t r i ç õ e s  gi (44 'i, 
de Pi_ , desde que ~5 t enha  so lução  ótima ( o  que s e  g a m n  Ibi Yi  - - 
t e  com as h i p ó t e s e s  do c a p i t u l o  I11 j á  que $ E I n t  x) . 

P o r t a n t o ,  caso  a função VL ( .) s e j a  d i f e r e n c i á v e l  

em Ti C I n t x ,  vem : 

oy a i n d a ,  

- 
onde )ii é o  Único s u p e r g r a d i e n t e  de vi ( .) em yd . 

suponhamos s e r  I o  con jun to  dos  í n d i c e s  d a s  - 
funções  vi d i f e r e n c i á v e i s  em yi . 

Ut i l i zando- se  o  mesmo c r i t é r i o  p a r a  obtenção de 

una boa  d i r e ç ã o  v i á v e l  expos to  em 111.3.40 e  l evando  em con a 

ta  o con jun to  I ,  vem : 



hii) 1 para  i=i . . .k  e  j= l . . .m  

Usando-se ( 1 )  em ( 2 )  pa ra  as funções  d i f e r e n c i á  - 
v e i s  e 111.2.30 em ( 2 )  pa ra  as não d i f e r e n c i á v e i s ,  deco r re  : 

t 
Maximi z a r  C vh (zi) + E A: Ei s o a  

E,u i#I i61 

I ei, 16 i para  i= l . . .k  e  j = l . . . m ,  

Pa ra  um s i s t ema  c o n s t i t u i d o  de d o i s  subs is temas ,  
- 

s e  v, f 8 r  não d i f e r e n c i á v e l  e  v, d i f e r e n c i á v e l  em y, e  - 
Yz respec t ivamente ,  a forma m a t r i c a l  das  r e s t r i ç õ e s  em (3 )  

s e r á  : 

L segurido membro 3 
m a t r i z  dos  c o e f i c i e n t e s  



Vemos c la ramente  p e l a  f i g u r a  a n t e r i o r ,  que to -  

d a s  as co lunas  r e l a t i v a s  às componentes de w2 podem s e r  

supr imidas .  

F i c a ,  p o r t a n t o ,  p a t e n t e  a diminuição do n h e r o  

de  r e s t r i ç õ e s  do programa l i n e a r  ( 3 )  em r e l a ç ã o  a 111.3.44, 

t o m a n d o  menor o  tempo de computação g a s t o  n a  r e so lução  do 

problema l i n e a r  de obten@o da d i r e ç ã o  v i d v e l .  Po r  o u t r o  la  

do ,  a diminuição do n h e r o  de co lunas ,  an t e r io rmen te  c i t a d a ,  

l e v a  à diminuição no espaço de memória n e c e s s á r i o  pa ra  a r e  - 
so lução  do problema l i n e a r .  

Ressal tamos que a d i f e r e n c i a b i l i d a d e  não deve s e r  - 
f o r ç a d a ,  i . e ,  s e  vi ( .) 6 não d i f e r e n c i á v e l  no ponto yi , 
não deve h a v e r  deslocamento em qua lque r  d i r e ç ã o  a f i m  de r e g  

t a b e l e c e r  a d i f e r e n c i a b i l i d a d e .  Exemplos s imp le s  mostram que 

caminhar sob re  pontos  de não d i f e r e n c i a b i l i d a d e ,  pode s e r  

mais adequado ( v e r  & - a t i v i d a d e  no f im d e s t e  c a p i t u l o ) .  

Fr isamos,  no e n t a n t o ,  que s e  a d i f e r e n c i a b i l i d a  

de f 8 r  v e r i f i c a d a ,  o  procedimento acima mencionado, pode s e r  

u t i l i z a d o  com van tagens  computacionais .  

Caso t o d a s  as funções  v6 sejam d i f e r e n c i g v e i s  - 
em yi , o  programa ( 3 )  .reduz-se ao  programa ( 5 )  aba ixo  : 

Maximi z a r  .x h: 4 S. a 
2 i r 1  

k k 

E 2, 4 0  a j ta i s  que =b 
i = I  1'1 

Iz,( 4 p a r a  i = l . . . k  e  j=l...m . 

Nesse caso ,  i . e ,  quando t o d a s  as funções  3 

s ã o  loca lmente  d i f e r e n c i á v e i s ,  como havíamos c i t a d o  em 11.2 
- - . . . - - . - . . . - - . . - . - . - - . 



d u r a n t e  a a n á l i s e  econ8mica d a  r ea locação  de r e c u r s o s ,  Q pos - 
s f v e l  ob te r - se  um teorema a s e r  u t i l i z a d o  como condição de 

o t ima l idade .  

C r i t e r i o  de Ot imal idade no Caso D i f e r e n c i g v e l .  

J enne rg ren  [ 1 7  3 c i t a  rapidamente um c r i t é r i o  de 

o t ima l idade  no caso em que t o d a s  as funções  v; são  l o c a l -  

mente d i f e r e n c i á v e i s ,  não l h e  dedicando maior  i n t e r e s s e .  Com 

b a s e  n e s s e  c r i t e r i o ,  der ivamos uma condição n e c e s s á r i a  e su - 
f i c i e n t e  de o t i m a l i d a d e ,  a qual passamos a d i s c u t i r .  

6 Teorema : suponhamos que vi ( i = l . . . k )  s e j a  d i ferenciCivel  - 
em yi ( i = l . .  . k ) .  ~ n t ã o  s e  

Z = [zMm1 e B v i á v e l  em 

p a r a  cada j 6 J 

são  i g u a i s  p a r a  todo i €  1. e 

- 
s e ,  e  somente s e ,  = (fd , . . . ,yx ) f 8 r  so lução  ó t ima  pa ra  o 

problema mes t r e  11.2.9 . 
Demonstração. S e j a  V(y)  a função o b j e t i v o  do problema mes - 

- 
t r e  11.2.9 . Como y 6 ót imo em 11.2.9 s e ,  e  somente s e ,  



V' (y;z)g 0 ,  p a r a  qua lque r  z €  Z , o  teorema ( 6 )  reduz-se a: 

((7) e  ( 8 )  s e , e  somente s e ,  

Passemos à demonstração de ( 9 ) .  - - ->: d a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  d a s  funções  em y, 

d e c o r r e  

p a r a  todo ~ € 2  

k 

( - ( p a r a  t o d o l r Z  
j t ~  L=& 

dYy - I ~ J  (i ' r'=i 

Como vi ( i 6  Ik) é não d e c r e s c e n t e ,  

De (11)  e  (12)  e  da  condição de v i a  
k 

vem 

. b i l i d a d e  p a r a  a d i r e ç ã o  z ,  

i . e , x g . . < O  e  j E J , vem : 
i=i 5' 



De (8) vem : 

Fina lmente ,  levando (13)  e  (14)  em ( 1 0 ) ,  teremos : 

o  que c o n c l u i  a d e m o n ~ t r a ç ã o  da  condição s u f i c i e n t e . .  

: p o r  h i p b t e s e  temos : 

P a r a  todo j'$ J e  todo i I e  9 p o s i t i v o  e  s u f i c i e n t i r  - 
mente pequeno, a d i r e ç ã o  z t a l  que 

6 viAv 

vem : 

em 11.2.9 no ponto y , ia ,  z Z -  De (17)  em ( 1 6 ) ~  



I V . 1  

e ,  p o r t a n t o ,  

De (12 )  e  ( 1 8 ) ,  temos : 

O r e s u l t a d o  (19 )  pode s e r  usado em ( l 6 ) ,  obtendo-se : 

P a r a  q u a i s q u e r  i , i I  e  j f  J e  8 s u f i c i e n t e m e n t e  pe- 

queno, a d i r e ç ã o  z t a l  que 

a, = o p a r a  todo i I - [ i', i') e todo 

j C M - l j )  

é v i á v e l  em 11.2.9, i . e ,  z e 2. 

Subs t i t u indo - se  ( 2 1 )  em (201,  vem 

ou,  p a r a  cada j 6 J 



p a r a  todo i',i"t I,, o  que completa a demonstração da  condição 

n e c e s s á r i a ,  A 

P a r a  que possamos p rocede r  como temos d i s c u t i d o ,  

i . e ,  u t i l i z a r  a d i f e r e n c i a b i l i d a d e  l o c a l  de algumas funções  

per tubação  V i  , com van tagens  computacionais  n a  r e so lução  

do problema de obtenção da  d i r e ç ã o  v i h e l  em cada  i t e r a ç ã o  

do a l g o r i t m o ,  s e r á  impor t an t e  d e r i v a r  um c r i t é r i o  p a r a  d e t e r  - 
mina r  'quando a d i f e r e n c i a b i l i d a d e  o c o r r e ,  No que segue,  d i s  A 

cu t i r emos  uma condição s u f i c i e n t e  p a r a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  12 

c a l  d a s  funçoes  per tubação  vi , b a s t a n t e  s imp le s  em s e r  ve-  

ri f i c a d a ,  r e s u l t a n d o  d a i  p a r t i c u l a r  i n t e r e s s e  em empeegá-la 

como c r i  t 6 r i o  computacional ,  Pa ra  t a n t o ,  p a r t i r e m o s  da  hip6-  
i 

t e s e  de que o s  subproblemas P- (onde f o r a  o b t i d o  da  o  ri - 
t imização  u n i d i r e c i o n a l )  se jam r e s o l v i d o s  po r  um a l g o r f  tmo 

de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  ( p o r  exemplo, v i d e  ~ o u t e n d i j k C 3 8 1  ) .  

Como vimos,  p a r a  s e  garantir  a d i f e r e n c i a b i l i d a  e - 
de d a  função ~ e r t u b a ç ã o  3 em ~ r .  a s s o c i a d a  às r e s t r i ç õ e s  

i 
gi ( x i ) g q  de P- , temos de g a r a n t i r  a un i c idade  do v e t o r  4L 
m u l t i p l i c a d o r  ótimo a s s o c i a d o  às r e s t r i ç õ e s  gi ( x i  )$ 4 de 

.i ( j á  que a e q u i v a l ê n c i a  e n t r e  v e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  6- 
t imos e  s u p e r g r a d i e n t e s  e s t á  g a r a n t i d a  p e l a s  h i p b t e s e s  do c 2  

p i t u l o  111 ) .  

P a r a  ta l ,  coloquemos o  problema P: no formato ui 
a b a i x o ,  m a i s  convenien te  p a r a  as d i s c u s s õ e s  que s e  s egu i r ão :  

O 
Maximiaar f ( x )  s.a f i ( x ) ) O  p a r a  i=l . . .q ,  

x 

1) 
onde,  i remos supo r  f 1  ( i = l . .  q )  d e f i n i d a s  em com v a l o r e s  

em .Além do m a i s ,  p a r a  podermos g a r a n t i r  que o  a l g o r f t -  



mo de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  c o n v i r j a ,  as funções  f '  s e r ã o  supos  - 
tas d i f e r e n c i á v e i s  continuamente no R * .  

4 
Evidentemente,  (22)  6 e q u i v a l e n t e  a P i  , e  p o r t a n  - 

t o ,  com as h i p d t e s e s  que impusemos no c a p í t u l o  111, temos g a  

r a n t i d a  a e x i s t ê n c i a  d o s  v e  t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  ót imos as- 

s o c i a d o s  às r e s t r i ç õ e s  de  ( 2 2 ) ,  o  q u a l  segundo as mesmas - 
h i p ó t e s e s  também p o s s u i r á  so lução  ót ima.  S e j a  x  so lução  - 6  

tima de (22) .  Se /li e  /ui forem v e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  - 6  
- 

t imos  a s s o c i a d o s  às r e s t r i ç õ e s  g i ( x i ) d  yi e  h i ( x i ) & g  

de P;, temos 

também s e r á  um v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo de ( 2 2 )  e  v i ce -ve r  - 
sa. 

D e s t a r t e ,  p a r a  s e  g a r a n t i r  a ;unicidade ,do v e t o r  

m u l t i p l i c a d o r  btimo a s s o c i a d o  às r e s t r i ~ õ e s  (x; )d 

de  pL , haveremos de g a r a n t i r  a un i c idade  do v e t o r  m u l t i p l i  
ui - 

cador  ótimo a s s o c i a d o  5s r e s t r i ç õ e s  de ( 2 2 ) .  

Unicidade do v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  btimo A para ( 2 2 ) .  

Resolvendo o  problema ) ( 2 2 )  por  um a l g o r i t m o  de 

d i r e ç õ e s  v i á v e i s ,  procede-se com as i t e r a ç õ e s  do a lgo r i tmo  

a t é  que o  v a l o r  btimo do problema 

s e j a  n u l o ,  onde 



E s t e  Último con jun to ,  Jo ( x )  , r e p r e s e n t a  o  con- 

jun to  dos  í n d i c e s  dos  v í n c u l o s  a t i v o s  em x inc lu indo-se  o  

í n d i c e  da  função o b j e t i v o .  

A s s i m  sendo,  como 6 so lução  ó t ima  de (22)  

teremos : 

A condição e x p r e s s a  p o r  ( Z ) ,  exprime o  c r i t é r i o  

de  o t ima l idade  no emprego de a l g o r i  tmos ,:de d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

No que segue, mostraremos como a p a r t i r  da  r e s g  
- 

l ução  do problema maxmin no ponto x , poderemos g a r a n t i r  a 

e x i s t ê n c i a  de m h i c o  v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo .Ou s e j a ,  

de posse d a s  informações  o r iundas  d a  r e so lução  de (24 )  em - 
x , em que condições  

- 
A condição ( i v )  de (26)  pode s e r  d i spensada  já que x 6 , p o r  

h i p ó t e s e ,  so lução  6 t i m a  de ( 22) .  

Suponhamos, sem perda de g e n e r a l i d a d e ,  que em 



L 
x , somente o s  r p r i m e i r o s  v í n c u l o s  f sejam a t i v o s  , i . e ,  

Com o s  v i n c u l o s  a t i v o s  a s soc i a r emos  componentes 

do v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ót imo pa ra  ( 2 2 ) ,  Ai ( i = l . .  . r )  ,não ne  - 
ces sa r i amen te  n u l a s ,  enquanto  a o s  v i n c u l o s  i n a t i v o s  e s t ã o  as  

s o c i a d a s  as componentes n u l a s  do v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo. 

A obtenção de condiçôes  s u f i c i e n t e s  p a r a  u n i c i d a  
9 .c - 

de do v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo ( f i , 0 )  - , resume-se em t r ê s  

e  t a p a s  : 

e t a p a  1 : d u a l i z a ç ã o  do maxmin (24)  em X ; 
e t a p a  2  : r e l a ç ã o  e n t r e  v a r i á v e i s  d u a i s  do 

maxmin e  v e t o r e s  mu. l t ip l i cadores  

bt imos pa ra  (22)  ; 

e t a p a  3 : c r i t d r i o  de un i c idade  da  so lução  

ót ima de um programa l i n e a r  sem 

r e s t r i ç õ e s  de não-negat iv idade . 

Etapa  1. ~ u a l i z a ç ã o  do maxmin (24)  em . 
I n i c i a l m e n t e ,  t ransformemos convenientemente a 

formulação do problema maxmin ( 2 4 ) ,  a f i m  de o  c o l o c a r  n a  

forma p a d r ã ~  de um problema e q u i v a l e n t e  de programação l i n e  - 
ar . 

De (24 )  , temos 

Maxirnizarho soa  h* = min 



Maximizar h. s.a h. - (Of i (x) ,h )dO i t ~ p ( x )  
&,h7 

Dualizando-se (27) ,  decorre  : 

t t t 2  
Minimizar O uo+ 1 uL+ u - soa  

u?u?u2 - 

onde u0 6 v e t o r  de v a r i á v e i s  d u a i s  a s soc iadas  às r e s t r i ç õ e s  

h. - ( ~ f i ( x ) , h }  ( 0  , i 6  J o ( x )  , u v e t o r  de v a r i á v e i s  du- 

a i s  assoc iadas  às r e s t r i ç õ e s  941 , j=i.. .n, u2 v e t o r  de 

v a r i á v e i s  d u a i s  a s soc iadas  as r e s t r i ç õ e s  %>,-1, j=l.. .n e  

1 6lRrn com todas  as componentes i g u a i s  a unidade. - 
A s  r e s t r i ç õ e s  em (28)  podem s e r  desenvolvidas 

como mostramos a s e g u i r ,  

po r t an to ,  



ou f i n a l m e n t e ,  

Usmdo-se ( 2 9 )  o  d u a l  do maxmin (24 )  pode en t ão  

s e r  e s c r i t o  como segue : 

t t t 
Minimizar - O u"+ - 1 u f +  1 uL soa  

u? 4 U" 

- 
O maxmin (27)  r e s o l v i d o  no gonto de ótimo x 

A 
p a r a  ( 2 2 ) ,  t e r á  v a l o r  ó t imo,  h. , n u l o  .Peló Teorema da  Dua- 

l i d a d e  em ~ r o g r a m a ç ã o  L i n e a r  [9;-pg 1161 , o  problema ( 3 0 ) ,  

d u a l  de ( 2 7 ) ,  r e s o l v i d o  p a r a  x=F f o r n e c e r á  : 

* t  t t onde ( U ~ , * U * , ~ U ~ )  4 o  v e t o r  d u a l  ótimo. 

De (31) e  d a  r e s t r i ç ã o  de não-negat iv idade p a r a  

as v a r i g v e i s  d u a i s  d e c o r r e  : 

e ,  p o r t a n t o ,  o  d u a l  do maxmin (27 )  no ponto de ót imo x pg 

d e r &  s e r  e s c r i t o  como segue : 



A o e n c o n t r a r  u - O t a l  que 

A s s i m  sendo ,  a s o l u ç ã o  ó t i m a  do d u a l  do maxmin - t 
em x s e r &  ( 'uO ,- ,o ) - 

O b t i d o  o d u a l  ( 3 2 )  do maxmin ( 2 7 )  p a r a  x=x , 
passamos à segunda  e  t a p a ,  onde s e  r e l a c i o n a r á  as v a r i 4 v e i s  

A o d u a i s  ó t i m a s  n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  nulas , ui ( i = 0 . .  . r ) ,  do - 
maxmin em x = x com as componentes  n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  nu 

t t 
las d o s  v e t o r e s  m u l t i p l i c a d o r e s  6 t i m o s ,  (61 ,o), p a r a  ( 2 2 ) .  

E t a p a  2. ~ e l a ~ ã o  e n t r e  as v a r i á v e i s  d u a i s  ó t i m a s  d e  ( 2 7 )  
d 0 em u e as componentes  d o s  v e t o r e s  m u l t i p l i c a -  

d o r e s  ó t i m o s  d e  ( 2 2 )  e m f i  . 
O s  d o i s  r e s u l t a d o s  a b a i x o  c a r a c t e r i z a m  a r e l a ç &  

. . - . . 

e n t r e  as v a r i á v e i s  d u a i s  ó t i m a s  n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  nulas - 
do maxmin ( 2 7 )  no  pon to  x , e  as componentes  n ã o  n e c e s s a r i - -  ; 

amente  nulas d o s  v e t o r e s  m u l t i ~ ~ l i c a d o r e s  b t i m o s  p a r a  ( 2 2 ) .  

4 O Lema 1 - Se  uo = O e n t ã o  

A )  e x i s t e  mais d e  um v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ó t imo  

' a s s o c i a d o  à s ~ r e s t r i ç Õ e s .  de ( 2 2 ) ;  

B )  o  problema ( 3 2 )  tem s o l u ç ã o  n ã o  f in i ca .  

Demons t rações  . A n t e s  d e  i n i c i a r m o s  as d e m o n s t r a ç õ e s ,  l e m b r a  A 

mos que t a n t o  a s o l u ç ã o  ó t i m a  d e  ( 3 2 )  ( g a r a n t i d a  p e l o  Teore  - 
m a  d a  D u a l i d a d e  em ~ r o ~ r a r n a ~ ã o  L i n e a r ) ,  quan to  o s  v e t o r e s  

m u l t i p l i c a d o r e s  ó t i m o s  a s s o c i a d o s  a ( 2 2 )  , e x i s t e m  d a d a s  as 



h i p ó t e s e s  dos  capitulas a n t e r i o r e s .  

~ s s e r ~ ã o  A. Suponhamos, como f izemos p a r a  e s c r e v e r  ( 2 7 ) ,  
C 

que somente o s  p r i m e i r o s  r v i n c u l o s  f de ( 2 2 )  sejam 

a t i v o s  em x .Nesse ca so ,  d a s  condições  de não-negat iv idade 

e  complementaridade de c a r a c t e r i z a ç ã o  dos  v e t o r e s  m u l t i p l i  - 
cadore s  ó t imos ,  d e c o r r e  que qua lque r  v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  6 t i  

t 
mo de (22)  6 da forma (A ,O$, - onde h . g R a  , sendo a s soc i ado  

6 9s p r i m e i r a s  r r e s t r i ç õ e s  de ( 2 2 ) .  -- S e j a  'Zd = ( 0 ,  ' 3  ) 
t t t  

so lução  de ( 3 2 ) .  Provemos que (&+v ,o) R' 6 tamb6m um 

v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo p a r a  (22 ) .  

Po r  h i p ó t e s e ,  como ($,O> - 6  um v e t o r  m u l t i p l i -  

c ado r  ótimo p a r a  (22)  vem : 

t 
Como, p o r  h i p ó t e s e ,  ( 0 , ~ )  6 so lução  de (32)  

d e c o r r e  

A s  o u t r a s  condições  que c a r a c t e r i z a m  o s  v e t o r e s  

m u l t i p l i c a d o r e s  ót imos a s s o c i a d o s  a ( 2 2 ) ,  i . e ,  não  n e g a t i v i  - 



+ L ~ J  dade d a s  componentes de (a+ g ,o) e complementaridade são  

f a c i l m e n t e  v e r i f i c a d a s .  

P o r t a n t o ,  temos que e x i s t e  mais que um v e t o r  mu_l 

t i p l i c a d o r  ótimo pa ra  ( 22) . . 
A 

ASSERÇÃO B. Provemos que o  problema ( 3 2 )  tem so lução  não 6- 
t t  

n i c a .  S e j a  (dZ ,O) - v e t o r  

mos que (Ko ,Kd , . . . ,Kz)  

m u l t i p l i c a d o r  ótimo p a r a  (22)  .Prove - 
ta l  que 

6 so lução  de ( 3 2 ) .  

Usando as d e f i n i ç õ e s  d a s  componentes de (K, ,K1,. . . 
. . .Ka ) vem 

~ o r n o f i ~ > 0  ( i = l . . . r ) ,  vem Ki >, O ( i = ~ . . ~ r ) .  

F ina lmente ,  

+ C V/'# ai - 
i-i i+ f& 

t t  
já que (dl ,o) 6 um v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ótimo p a r a  (22).De 

c o r r e , a s s i m ,  que ( 3 2 )  tem so lução  não ún i ca .  
4 



A o  Teorema. S e j a  uo # O. E n t ã o  ( 3 2 )  tem s o l u ç ã o  h i c a  s e ,  e  sz 
mente s e ,  e x i s t i r  um ú n i c o  v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ó t imo  a s s o c i  - 
a d o  às r e s t r i ç õ e s  d e  ( 2 2 ) .  

A O # O , p e l o  lema 1, a demo- ~ e m o n s t r a ç ã o .  =) : já que u, 

t r a ç ã o  d e s t e  t eo rema  reduz- se  a um s i m p l e s  manuse io  a l g d b r i  - 
t t  

c o e  S e j a  (a ,o) o  Único  v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ó t i m o  p a r a  ( 2 2 ) .  

Temos : 

e q u i v a l e  a 

1 31 ( ~ 5 o ' ) d l  A V{%,+ i: LL ~ j l i ~ ) = ~  
e q u i v a l e  a '+ t4 ''I I +  jhi 

[:I i=/ 

onde 4 o 
a', = i ' O  Ai A Ui = (i= I .  . . h). 

i +  cai  
L=1 C=/ 

6 o v )  f 8 r  s o  Do t eo rema  a c i m a  segue  que s e  ( uo ,  - - 
l u ç ã o  h i c a  d e  ( 3 2 ) ,  o  problema ( 2 2 )  tem a s s o c i a d o  um Único 

t t 
v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  6 t i m o  (dL ,o) é /R9 , c u j a s  componentes  

n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  n u l a s  s ã o  d a d a s  p o r  : 

De ( 2 3 )  e  ( 3 5 )  podemos f a c i l m e n t e  o b t e r  o  v e t o r  - h; , g r a d i e n t e  d a  f u n ç ã o  p e r t u b a ç ã o  vi em . 
P o r t a n t o ,  o  t eo rema  a n t e r i o r  r e d u z i u ,  c a s o  # 0 ,  

a u n i c i d a d e  do  v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  ó t imo  d e  ( 2 2 )  à u n i c i d a d e  

d a  s o l u ç ã o  ó t i m a  d e  ( 3 2 ) ,  que p o r  sua v e z  e q u i v a l e  à u n i c i d a  



- 
de d a  so lução  ót ima do d u a l  do maxmin ( 2 7 )  no ponto x . 

P o r t a n t o ,  nos so  problema d a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  

d a  função p e r t u b a ~ ã o  a s s o c i a d a  &s r e s t r i ç õ e s  gi ( x i  ) J 3: de 

P; , r e c a i  no problema de s e  g a r a n t i r  a un i c idade  da  so lução  

ó t ima  do d u a l  de um problema de programação l i n e a r  sem r e s t r i  - 
çÕes de não-nega t iv idade .  N a  e t a p a  3 veremos como i s s o  poderá  

s e r  f e i t o .  

E t apa  3,  C r i t 6 r i o  para Unicidade d a  ~ o l u ç ã o  atima do Dual 

de um Problema L i n e a r  sem ~ e s t r i ç õ e s  de N ~ O - ~ e g a  - 
t i v i d a d e .  

I n i c i emos  ap re sen t ando  o teorema aba ixo  que pode 

s e r  encont rado  em Lasdon [ 2 l ; p g  1611  , 

Teorema, S e j a  o programa l i n e a r  aba ixo :  

t I 
Minimizar c x s.a AX-b=O. 

X 3 O  

Consideremos a função per tubação  a s s o c i a d a  a e s s e  problema : 

~ n t ã o  v ( .  ) 6 d i f e r e n c i á v e l  em y=O - s e  o problema 

t 
Minimizar c x s.a x 3 O e Ax=b 

X 
- 

t i v e r  uma so lução  ót ima não degenerada . 
Esse teorema pode s e r  a p l i c a d o  p a r a  g a r a n t i m o s  

que o problema d u a l  do maxmin, tenha  so lução  6 i i i m a  b i c a .  Ve - 



jamos como i s s o  pode s e r  f e i t o .  

Do f a t o  de que h v (  .) d d i f e r e n c i g v e l  em y--O - s e ,  

e  somente s e ,  t i v e r  um h i c o  su-bgradiente  em y=g , e d a  e q u i  - 
v a l ê n c i a  e n t r e  v e t o r  d u a l  ótimo a s s o c i a d o  às r e s t r i ç õ e s  Ax=b 

de (36 )  e subg rad i en t e  de  - v em y=g , temos , usando o t e o r e  

m a  a n t e r i o r  vem : 

o problema d u a l  a s s o c i a d o  a (36)  tem so lução  

ó t ima  k i c a  s e ,  (36)  t i v e r  una so lução  ót ima 

não degenerada.  

Consideremos a g o r a  um problema n a  forma como 6 

ap re sen t ado  o maxmin, i. e ,  

t Maximizar c w s.a A w d b .  
W 

Supondo-se b &  - O ( o  que sempre o c o r r e  no maxmin 

(27)  ) , in t roduz indo-se  , v a r i á v e i s  de f o l g a  p ,  temos de (38)  : 

t 
Maximizar c w s.a A w t p  = b .  

'v 

Mudando-se w po r  wz -w, com w, ,w,ag , vem : 

t 
Maximizar ,c (w2-w,) s.a A (w,-q + P = b 

tw:,w,f,#&o 

Esse problema (39)  e s t á  jus tamente  n a  forma de (36 ) .  Uma ~n;o 

l u ç ã o  ót ima não degenerada pa ra  (39) 6 uma so lução  t a l  que 

as v a r i á v e i s  w, ,w, , p b á s i c a s  s e  jarn não n u l a s  .No e n t a n t o ,  
d 

s e  (w:,$ , p 4 )  f 8 r  so lução  ót ima de ( 3 9 ) ,  (w:+a,nf+a,p ) , e m  

a >  o, tambdm s e r á  so lução  btima. Des t a  forma,pode-se i g n o r a r  



degeneração n a s  v a , r i á v e i s  w, ,wz , i n t e r e s s a n d o  somente o com - 
portamento d a s  v a r i á v e i s  p b á s i c a s .  

A s s i m  sendo,  ap l icando-se  ( 3 7 )  a (39 )  deco r r e  : 

o d u a l  de (39) , ou equiva len temente ,  o d u a l  de 

( 3 8 ) ,  tem so lução  ót ima bica s e ,  ( 39 )  t i v e r  u 

m a  so lução  ó t ima  ta l  -que as v a r i á v e i s  de f o l g a  

p b á s i c a s  se jam não n u l a s .  

Das t r ê s  e t a p a s  a n t e r i o r e s  conclufmos : s e  
4 o u, # O , ap l icando-se  o r e s u l t a d o  ( 4 0 ) ,  pa ra  ga ran t i rmos  a 

so lução  ó t i m a  do d u a l  do problema maxmin, obtem-se o teorema 

a s e g u i r .  

Teorema. Se # O , a função per tubaçãc  vi a s s o c i a d a  às 
i 

r e s t r i ç õ e s  gi (xi )d 5 do problema Pg. ,c? d i f e -  - 
r e n c i á v e l  em yi s e ,  o problema maxmin (no pon- 

i 
t o  de ótimo p a r a  ) t i v e r  uma so lução  ót ima cu  - 
j a s  v a r i á v e i s  de f o l g a  b á s i c a s  são t o d a s  não n u l a s .  

Esse  teorema e n c e r r a  uma condição s u f i c i e n t e  

b a s t a n t e  s imp le s  p a r a  a v e r i f i c a ç ã o  d a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e  

l o c a l  da  função per tubação  vi ,:podendo como t a l  s e r  u t i -  

l i z a d o  como c r i t d r i o  computacional  p a r a  d i f e r e n c i a b i l i d a d e .  

N a  secção que segue,  apresen ta remos  forma d i v e r  c 

sa d a  d i s c u t i d a  em 111.3, devido a Geof f r i on ,  de s e  o p e r a r  

com as componentes z ,  , = k  e j=l...m, d a  d i r e ç ã o  v i  -. 

Avel. 

Obteremos um procedimento,  o qua l  denominaremos 

procedimento de r e d e f i n i ç ã o  , por  meio do qua l  v isamos me lho ra r  



a d i r e ç ã o  v i á v e l  o b t i d a  p o r  Geof f r i on  , no s e n t i d o  de e v i t a r  

a r á p i d a  t e n d ê n c i a  em s e  i n v i a b i l i z a r  o s  subproblemas,  ao me2 

mo tempo que procuraremos f o r ç a r  quando p o s s í v e l ,  a a locação  

de  r e c u r s o s  em n i v e i s  g l o b a i s  máximos(i.e,  d i s t r i b u i ç ã o  da  

d i s p o n i b i l i d a d e  t o  t a l )  . 

SECÇÃO 2 - PROCEDIWEP~TO DA REDEFINIÇ~O.  

Em 111.3 a ten tamos  p a r a  como Geof f r i on  operava 

com as v a r i 6 v e i s  z y  , exc lu indo  do programa de ob tenção .  

d a  d i r e ç ã o  v i á v e l  de cada i t e r a ç ã o  do a l g o r i t m o ,  algumas v 2  
/ 

r i á v e i s  z q  .Essa el imina<:ão,  quando p o s s í v e l ,  e  f e i t a  

em d o i s  n f v e i s ,  f ixando-se  algumas z g  em -1 e  o u t r a s  em 

+ 1, conforme d i s c u t i r e m o s  mais a d i a n t e .  

No e n t a n t o ,  não  n o s  r e s t r i n g i r e m o s . . a  e s s a  forma 

de o p e r a r ,  r e d e f  i n i n d o  , a p ó s  c a l c u l a d a s  as componentes zg 
não  previamente  f i x a d a s ,  a q u e l a s  componentes da  d i r e ç ã o  v i á  - 
v e l  i n i c i a l m e n t e  f i x a d a s  no  v a l o r  -1. 

O pro.cedimento da  r e d e f i n i ç ã o  o b j e t i v a r á  o b t e r  

d i r e ç õ e s  em que, sem m o d i f i c a r  o  aumento l o c a l  da  fwição ob je  - 
t i v o  do problema mes t re  11.2.9 , minimize a t e n d ê n c i a  de v i  - 
alar o s  v í n c u l o s  i gno rados  n a  busca  d a  d i r e ç ã o  . ~ r o c u r a r e m o s  

d e s t a  maneira  o b t e r  d i r e ç õ e s  que penetrem mais n a  r e g i ã o  

v i á v e l ,  aumentando o  passo  do a l g o r i t m o ,  aidm de s e  maximizar 

o  t o t a l  dos  n i v e i s  de r e c u r s o s  a locados .  

Fica, p o r t a n t o ,  c l a r o ,  que ta l  procedimento so- 

mente poderá  s e r  u t i l i z a d o ,  quando e x i s t i r  uma i n f i n i d a d e  

de  d i r e ç õ e s  v i A v e i s  , que levam ao mesmo aumento l o c a l  da  

função o b j e t i v o  do problema mes t re .  



~ e s c r i ç ã o  do Procedimento,  

N a  busca  da  d i r e ç ã o  v i á v e l  z  a p a r t i r  de wn 
i.I 

ponto y , a p r e s e n t a d a  em I I I , 3 . 4 4 ,  eliminam-se as compo- 

n e n t e s  2.. ta i s  que g q  ( x d )  < 5. . E s t a s  componentes de 
Ll Y 

z  podem s e r  previamente  a r b i t r a d a s  , de modo a s e  g a r a n t i r  

a v i a b i l i d a d e  dos  v f n c u l o s  

p a r a  j ta is  que L$. , 6/ 
i=l 

P a r a  s e  o b t e r  a mdxirna vantagem na e s c o l h a  dos  

v a l o r e s  dos  z q  a r b i t r a d o s ,  devemos l e v a r  em con ta  o s  s e g u i  - 
t e s  f a t o s :  

( a )  v a l o r e s  pequenos p a r a  as componentes zy 
( z i j  =-I) dão-nos a máxima l i b e r d a d e  com r e s  - 
p e i t o  a (42 )  pa ra  as o u t r a s  componentes de z. ; 

( b )  v a l o r e s  g r andes  ( e q  =I) proporcionam as melho 

r e s  soluçõe-s pa ra  o s  subproblemas per tubados  

p o r  z+ í3zi , uma v e z  que as funções  p e r t u b a  - 
ção são não d e c r e s c e n t e s .  

Pa ra  a p r e s e n t a r  o  procedimento de a r b i t r a g e m  d a s  

componentes z . .  de z  p ropos to ,  i n i c i a l m e n t e  de f in i r emos  
9 

o s  s e g u i n t e s  con jun tos  : 

( re fe r i remo-nos  a e s s e s  v f n c u l o s  como v f n c u l o s  g q  a t i v o s  

em, " xi 1 



( re fe r i remo-nos  a e s s e s  v i n c u l o s  como v i n c u l o s  yq a t i v o s  - 
e" Yii 1. 

A s  componentes a serem a r b i t r a d a s  s ão  as c o r r e s  - 
pondentes  a :(i) ( o  t r a ç o  acima do con jun to  i n d i c â r á  o  

s e u  complementar) ,  enquanto as p e r t e n c e n t e s  a J ( i )  c o r r e s  - 
pondem às componentes d a  d i r e ç ã o ,  a serem o b t i d a s  pe lo  p rog ra  

m a  l i n e a r  111.3.44 . 
A determinação da  d i r e ç ã o  v i á v e l  z  s e r á  f e i t a  

em duas  e  t a p a s .  

E t apa  1. 

Fixam-se em 

as componentes ta i s  que jt J ( i )  fl ?, devido ao f a t o  ( b ) ,  uma 

v e z  que e s s a s  componentes não aparecem em ( 4 2 ) .  A s  demais com 

ponentes  de z  são , e n t ã o ,  o b t i d a s  p o r  111.3.44 . 
- Obt ida  a d i r e ç ã o  z  , deve-se p r o c u r a r  melhorar  

o s  v a l o r e s  f i x a d o s  po r  ( 4 5 ) ,  pa ra  t i r a r m o s  p r o v e i t o  do f a t o  

( b )  . I s s o  s e r á  p o s s f v e l  sempre que pa ra  algum j € J : 



onde L 6 ,  p o r t a n t o ,  o número de componentes z i j  i n i -  

c ia lmente  f i x a d a s  em -1 p a r a  o i n d i c e  j cons iderado  em 

(47 )  

Nessas  cond ições ,  passamos à e t a p a  2, 

E t apa  2, 

Fixam-se, p a r a  cada j f J onde (47)  o c o r r e ,  

Como as quan t idades  L-1 Eij são não n e g a t i -  
i b  16.. 

v a s  pa ra  cada j € J, o v a l o r  d a s  componentes d a  d i r e ç ã o  v i6  - 
v e l  i n i c i a l m e n t e  f i x a d a s  em -1 , é, s e  p o s s i v e l ,  conveniez  

temente r e d e f i n i d o ,  a f im de cumprir  com o o b j e t i v o  ( b ) .  

- 
Observacão : caso  o s  Zij r e d e f i n i d o s  po r  (48) não pertençam 

ao  i n t e r v a l o  [-l,tl] , f ixamo-los em -1 ou + 1 conforme 

o v a l o r  o b t i d o  po r  ( 4 8 )  s e j a ,  r e spec t ivamen te ,  n e g a t i v o  ou 

p o s i t i v o .  

- . N a  secção 3 abordaremos sem qua i sque r  d e t a l h e s ,  

que podem s e r  cons tde rados  num t r a b a t h o  ma?s cõmpieto , a 
convergênc ia  do a l g o r f  tmo prima1 de d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

Quanto  às p rop r i edades  de convergênc ia  do al- 

gor i tmo es tudado  , são a i n d a  problemas em a b e r t o .  

Parece-nos c m c i a l  p a r a  convergênc ia  do p r e s e n t e  



a l g o r i t m o ,  a cons ide ração  d a s  ~ e r t u b a ç õ e s  p r e s e n t e s  n a s  o t i  - 
mizações  u n i d i r e c i o n a i s ,  com a f i n a l i d a d e ,  como vimos,  de 

s e  g a r a n t i r  que cada ponto  o b t i d o  da  r e so lução  do problema 

mes t r e  r e s t r i t o  111.3.46 e s t e j a  no  i n t e r i o r  do con jun to  Y .  

Há, p o r t a n t o ,  a n e c e s s i d a d e  de melhor  s e  e s t u d a r  o s  pontos  

f r o n t e i r a  do con jun to  Y .  

P o r  o u t r o  l a d o ,  d o i s  c o n c e i t o s  podem a i n d a  s e r  

cons ide rados ,  que repercu tem pos i t ivamente  n a  convergênc ia  

do a lgo r i tmo .  são e l e s  : 

1 )  E - a t i v i d a d e  papa o s  v i n c u l o s  y~ ; 

2 )  6 - a t i v i d a d e  pa ra  o s  v i n c u l o s  gij ; 

V ~ ~ C U ~ O S  yii - a t i v o s .  
1 

Diremos que o  v i n c u l o  yq 6 E-at ivo s e ,  

Cons ide ra r  v i n c u l o s  y', 6 - a t i v o s  no problema 

de obtenção d a  d i r e ç ã o  v i á v e l  111.3 -44  pa ra  o  problema mes - 
t r e ,  s i g n i f i c a  i n c l u i r  as r e s t r i ç õ e s  : 

L C 

L y < o  p a r a  j tais que C 2 3 , - 6 , > , - ~  A E M  
i=l  i=i 

Cons ide ra r  v i n c u l o s  yij e - a t i v o s  6 simplesmente 

i n t r o d u z i r  r e s t r i ç õ e s  no  problema d i r e t o r ,  que garantem a 

proximidade da  f r o n t e i r a  do p o l i t o p o  n a  obtenção d a  d i r e ç ã o  

v i á v e l .  

Fr isamos que : e s s e  t i p o  de & - a t i v i d a d e  não 6 



n e c e s s á r i a  p a r a  a convergênc ia  do a l g o r i  tmo cons iderado  , 
já que bas icamente  operamos sobre  um p o l i t o p o  ( v i d e  Zou- 

t e n d i  jk [38] ) . Conduz, no e n t a n t o  ,h  obtenção de d i r e ç õ e s  

que propic iam convergênc ia  ( s e  a mesma o c o r r e r )  mais r&- 

pida .  Po r  e s s a  r azão ,  adotaremos ( v i d e  c a p i t u l o  V )  forma 

s i m p l i f i c a d a  de s e  l i d a r  com a 6 - a t i v i d a d e  dos  v í n c u l o s  

V íncu los  6 - a t i v o s .  

O v i n c u l o  gy 
- 

& - a t i v o  em xi s e ,  

e  j=l...m, 6 d i t o  

Cons ide ra r  e s s e  t i p o  de f - a t i v i d a d e  no p rob le  - 
m a  de obtenção da  d i r e ç ã o  v i á v e l  pa ra  o problema mes t r e ,  slg 

n i f i c a  i n c l u i r  as r e s t r i ç õ e s  

pa ra  tais  que 

Esse  t i p o  de E - a t i v i d a d e  6 fundamental  n a  o b t e n  - 
ção da  convergênc ia  de a l g o r i t m o s  de d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

Hogan [ 1 6 3  a p a r t i r  d a  cons ideração  de C-ati- 

v idade  para tais v f n c u l o s ,  consegue p rova r  a convergência  

de um a l g o r i t m o  de Frank-Wolfe no caso em que a função o b j e  

t i v o  do problema é c8ncava e não d i f e r e n c i á v e l .  

Intui t ivamenO;e,  a cons ideração  de v f n c u l o s  6 -a- 

t i v o s  pa ra  o s  subproblemas i p a r a  o s  v f n c u l o s  g i j  , 
d e t e t a  a proximidade de l1  qu inas  " no g r á f i c o  d a  função 



per tubação ,  que é c8ncava e  não d i f e r e n c i á v e l .  Ev i ta - se  assim 

a o c o r r ê n c i a  de fen8menos de z iguezague dev idos  a não d i f e r e n  - 
c i a b i l i d a d e  d a  função c r i t é r i o .  

A convergenc ia  de a l g o r i t m o s  pa ra  funções  não d i  - 
f e r e n c i á v e i s  6 a i n d a  quase t o t a lmen te  desconhec ida ,  conhecen - 
do-se a l g u n s  r e s u l t a d o s  p a r a  problemas de min-max , r e f e r e n  -. 

c i a d o s e m H o g a n [ 1 6 ]  . 
I? i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  que o  problema de minimi - 

z a r  uma função per tubação,pode s e r  em g e r a l  colocado no f o r -  

mato de um problema de min-max , após  alguma manipulação de 

v i n c u l o s ,  o  que sugere  um i n t e r e s s a n . t e  caminho p a r a  f u t u r a s  

pe squ i sa s .  



C A P I T U L O  V 

No p r e s e n t e  capf tu10 t r a t a r e m o s  da  implementa- 

@o parcia.1 do a lgo& tmo de d i r e ç õ e s  viCivej-s es tudado ,  

i . e ,  descreveremos -wi con jun to  de s -abro t inas  u t i l i z a d a s  

na ob tenção  da  d i r e ç ã o  v i á v e l  p a r a  o problema mes t r e  

I I e2 .9  . 
Apresentaremos em linhas g e r a i s  n a  secção  1, 

d e s c r i ç ã o  s u s c i n t a  do a l g o r i t m o ,  bem como des tacaremos  a 

á r e a  c o b e r t a  pe lo  programa p a r a  computadores, e laborado  

em l inguagem FORTRAN . Nessa secção  , d i s c u t i r e m o s  o volume 

i n f o n n a c i o n a l  n e c e s s 6 r i o  ao funcionamento do programa, o 

q u a l  s e  d e t a l h a r á  na secção  2. 

A seéção 2 d e s c r e v e r á  as s u b r o t i n a s  programa- 

d a s  em FORTRAN-IV GH, v i s ando  ob te r - se  a d i r e ç ã o  v i á v e l  

p a r a  o problema mes t r e  11.2.9 . In t roduz i r emos  a í  a lgu-  

m a s  d a s  modi f icações  p r o p o s t a s  no capf tu10 I V ,  guardan- 

do-se a secção  s e g u i n t e  p a r a  um exemplo. 

SECÇÃO 1 - O ALGORÍTMO PARA IMPLEI~TENTAÇÃO. 

Computacionalmente, como já d i scu t imos ,  s e r á  con - 
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preocuparemos tambdm em manusear o s  v a l o r e s  de f , que s e  - 
r ã o  s u p o s t o s  dados. Note-se que as € - a t i v i d a d e s  dos  v i n  

c u l o s  servem somente p a r a  aumentar  a r a p i d e z  do a l g o r i t m o  

( v e r  c a p í t u l o  IV) . 
O con jun to  d a s  s u b r o t i n a s  que descreveremos n a  

prbxima secção ,  c o b r i r á  o passo 2 do a lgo r i tmo  que segue. 

A l g o r i  tmo pa ra  ~ m ~ l e m e n t a ç ã o  . 
- 

PASSO 1. E dado ?=(TA , . . . ,y, ) v i á v e l  em ( 2 )  .Reso lver  o s  
i 

subproblemas Pg , obtendo-se as s o l u ç õ e s  ó t i m a s  T i .  V á  

p a r a  o passo 2. 

Observaçees.  Suponhamos que o s  subproblemas se jam r e s o l v i  - 
dos  p o r  um a l g o r f  tmo de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  de Zoutendi  jk 

p a r a  funções  d i f e r e n c i á v e i s  continuamente.  A s  informa- 

ções  que f luem do passo 1 p a r a  o passo 2 são : 

a )  ponto y=(% , .,.,TA ) v i d v e l  em ( 2 )  ; 

b )  as s o l u ç õ e s  d t imas  3 dos  subproblemas P'- ; 
8 

c )  o s  v í n c u l o s  gt e hq a t i v o s  n o s  pontos  Ti i 
( e s s a  informação 6 um subproduto  d a  r e so lu -  

ção do problema de busca  da  d i r e ç ã o  v i á v e l  

p a r a  cada subproblema no ponto Tl. ) . 
PASSO 2. O b t e r  uma d i r e ç ã o  v i á v e l  pe lo  programa 111.3.44 

s u b s t i t u i n d o - s e  o s  v f n c u . 1 0 ~  yt. a t i v o s  p o r  E - a t i v o s ,  
Y 

de terminados  no programa p r i n c i p a l .  Pa ra  o s  v f n c u l o s  gqe ',i 
consideraremos somente o s  a t i v o s ,  sendo,  no e n t a n t o ,  ime - 
d i a t a  a i n c l u s ã o  d a E - a t i v i d a d e  como mostraremos na des- 

c r i ç ã o  do programa p r i n c i p a l  ( subro t i n a  ODIVAL) . Tes t e  a 

o t ima l idade  da  so lução  v i á v e l  7 no problema m e s t r e  ; s e  o 

v a l o r  ót imo do programa l i n e a r  111.3.44 f 8 r  n u l o  (não h2 



- verA d i r e ç õ e s  de c resc imento  l o c a l )  f a ç a  yÓrlno =y e 
# .  X ~ ~ ~ m o  =F=(T,, . . . ,Zk ) , p a r e  ; caso c o n t r á r i o ,  complete a 

obtenção da  d i r e ç ã o  v i á v e l ,  usando o procedimento da  r e  - 
d e f i n i ç ã o .  V á  p a r a  o passo  3. 

Observação. N a  d e s c r i ç ã o  do programa p r i n c i p a l  a p r e s e n t a  - 
remos forma s i m p l i f i c a d a  de s e  l i d a r  com 6 - a t i v i d a d e  dos  

v i n c u l o s  y , convenien te  quando a r e g i ã o  v i á v e l  6 um po 'i d 

li topo. 

PASSO 3. Resolva  o problema mes t re  r e s t r i t o  111.3.47 . 
S e j a  i- 8, o novo ponto ob t ido .  T r o c a r  no passo  1 7 
p o r  y +  8s. 

0bservaçÕes.  O manuseio d a s  pe r tubações  poss ive lmente  i n  - 
c l u i d a s  n a  o t imização  u n i d i r e c i o n a l  ,deverá  s e r  c o n s i d e r a  - 
do p a r a  cada caso  p a r t i c u l a r .  Usando-se t d c n i c a s  paramé- 

t r i c a s  ou  busca  p o r  F ibonacc i ,  teremos sem t r a b a l h o  e x t r a ,  
L 

a so lução  ót ima dos  subproblemas P$+g& , r azão  p e l a  q u a l  

não s e r á  n e c e s s á r i a ,  apbs  a p r i m e i r a  i t e r a ç ã o  , a r e s o l u ç ã ~  

dos  subproblemas ~i no passo 1. 

Subro tinas e Volume In fo rmac iona l  . 
Das s u b r o t i n a s  u t i l i z a d a s  p a r a  obtenção da  d i r e  - 

ção v i g v e l ,  destacamos: 

a- s u b r o t i n a  p r i n c i p a l ;  

b- s u b r o t i n a s  s a t é l i t e s .  

N a  c l a s s e  (a) i nc lu imos  a s u b r o t i n a  ODIVAL que 

o b t e r á  a d i r e ç ã o  v i d v e l  p a r a  ( 2 ) ,  u t i l i z a n d o  p a r a  t a l  as 

s u b r o t i n a s  i n c l u i d a s  em ( b )  : 



- PROLIM; 
- DETMAX; 
- NOVIN; 
- GRAGH; 
- GRAP; 

O volume in fo rmac iona l  n e c e s s á r i o  p a r a  r e so lução  

do problema computacional  de  ob tenção  da  d i r e ç ã o  v i á v e l  

p e l a  s u b r o t i n a  y r i n c i p a l ,  pode s e r  c l a s s i f i c a d o  em: 

6 - dados de e n t r a d a ;  

7 - dados p r o v e n i e n t e s  do passo 1, 

Em ( 6 )  i n c l u i r e m o s  dados i n e r e n t e s  & e s t r u t u r a  

do problema o r i g i n a l  ( 1 ) :  

- c o e f i c i e n t e s  d e t e r m i n a t i v o s  d a s  funções  hi , 
gi e fi ; 

- ndmero de subs i s t emas ;  

- dimensão do v e t o r  a t i v i d a d e  a s s o c i a d o  a cada 

subs i s t ema  ; 

- dimensões dos  espaços  dos  contradomfnios  d a s  

. funções  h; ; 

- ve t o r - r e c u r s o s  ; 

- r e c u r s o s  não u t i l i z a d o s  p e l o s  subs i s t emas  ; 

- £-va lo re s .  

Em (7)  s e r ã o  i n c l u i d o s  o s  dados n e c e s s á r i o s  à 

s u b r o t i n a  p r i n c i p a l  p r o v e n i e n t e s  do passo % do a lgo r i tmo :  

- ponto y=(q , . . . ; 

- so luções  ó t imas ,  $ , dos  subproblemas P: ; 4 
- v i n c u l o s  gi/ e hy a t i v o s  em xi ; 



A s e g u i r  d i s c u t i r e m o s  o s i g n i f i c a d o  de cada 

s u b r o t i n a  n a  obtenção da  d i r e ç ã o  v i á v e l  p a r a  o problema 

mes t re  (2 ) .  

sECCÃO 2 - DEsCRIÇ~O DAS SUBROTINAS. 

Antes  de p a s s a m o s  à d e s c r i ç ã o  d a s  s u b r o t i n a s  

s a t 6 l i t e s  e p r i n c i p a l ,  apresen ta remos  o s  t i p o s  de  funções  

cons ide radas  n e s s e  t r a b a l h o .  Queremos, no e n t a n t o ,  r e s s a l  - 
tar  que p a r t i c u l a r i d a d e s  a q u i  assumidas  com r e s p e i t o  às 

funções ,  não r e s t r i n g e  a a p l i c a b i l i d a d e  da  subro  t i n a  p r i n  - 
c i p a l .  A s  funções  como tamb6m s e u s  g r a d i e n t e s  são  r e s u l -  

t a d o s  de s u b r o t i n a s ,  sendo,  p o r t a n t o ,  f á c i l  a mudança 

d e s s a s  s u b r o t i n a s  p o r  o u t r a s ,  conforme a conveniênc ia  do 

u s u á r i o .  P o r  e s s a  r a z ã o ,  p r e f e r imos  o programa subloca-  

do,  i .e ,  o programa c o n s t i t u i d o  p o r  s 6 r i e  de s u b r o t i n a s ,  o 

q u a l  permi te  f a c i l m e n t e  a mudança de qua lque r  p a r t i c u l a -  

r i d a d e  assumida no t r a b a l h o  computacional .  

8 ~ u n ~ Õ e s  Vinculo .  

Tanto as funções  gg como as funções  h .  s e r ã o ,  '4 
como já mencionamos, d e f i n i d a s  em #?%com v a l o r e s  em . 
O n6mero d a s  funções  gg , pa ra  cada subs i s tema,  s e r 6  no 

máximo m ,  dimensão do v e  t o r -  r e c u r s o s  .Poder&, no  e n t a n t o ,  

s e r  menor que m p a r a  um subs i s tema , s e  o mesmo não u t i l i  - 
z a r  de t e rminadas  componentes do v e t o r -  r e c u r s o s  b,  A s  f u n  - 
$es h. .são,  p a r a  cada subs i s t emas ,  em n b e r o  qua lquer .  

9 
A s s i m  sendo,  sejam o s  paramet ros  p r e s e n t e s  na 

subro t ina p r i n c i p a l  : 

S - número de r e f e r é n c i a  do subs i s t ema ;  



MR - dimensão do v e t o r - r e c u r s o s  b ;  

K S  - n h e r o  de  subs i s t emas ;  

L - l i s t a  de tamanho KS; L(S) r e p r e s e n t a  o nfi - 

mero de funções  g g  não iden t i camen te  n u l a s  

 associada^ ao  subs i s t ema  S ;  

iU - l i s ta  de tamanho KS; M(S) r e p r e s e n t a  o nb -. 

mero de funções  h a s s o c i a d a s  a o  s u b s i s -  

tema: S ; 

N - l i s t a  de tamanho KS; N(S) 6 a dimensão do 

espaço do v e t o r  a t i v i d a d e  a s s o c i a d o  ao  sub - 
s i s t e m a  S ;  

IGPER - l i s ta  que contdm o s  í n d i c e s  d a s  componen- 

t e s  do v e  t o r - r e c u r s o s  não u t i l i z a d a s  p e l o s  

subs i t emas ;  e s s a  l i s t a  d formada de KS p a r  - 
t i ç õ e s  ca,da uma de tamanho MR-L(S),S=l... 

. . .KS; em cada p a r t i ç ã o  o s  f n d i c e s  apare-  

cem em ordem c r e s e e n t e ( m a i s  a f r e n t e  exem - 
p l i f i c a r e m o s  o uso d e s s a  l i s t a ) .  

Tanto as funções  g..quanto as funções  h, s e r ão  
Y 1 

d a  forma: 

onde xc E R , t=l.. .n+ , e as c o n s t a n t e s  r e a i s  q" e ft são  da- 

d a s  p e l a s  l i s tas  AA ( C C )  e BB (DD) r e spec t ivamen te  , p a r a  

o s  v í n c u l o s  gi/ (hij ) ; n t  6 a dimensão do v e  t o r  a t i v i d a -  

de ,  sendo dada n a  l i s t a  N pa ra  cada subs i s tema.  

0bservação.Antes  de apresen ta rmos  as  l i s t as  AA e BB,notg 

mos que uma m a t r i z  qua lque r  pode s e r  convenientemente 



t r ans formada  numa l i s ta ,  a qua l  s e  associam duas  quan t i -  

dades  que a ca rac t e r i zam:  

PC - passo d a  co luna  da  m a t r i z ;  

PL - passo da  l i n h a  da  m a t r i z .  

S e j a  a m a t r i z  M aba ixo :  

A m a t r i z  M pode s e r  t rans formada  n a  l i s t a  Llbl, p o r  exemplo, 

l i s t a n d o  o s  e lementos  de  M co luna  após  co luna ,  i , e :  

A s s i m  sendo,  dado o e lemento M(1,J) de M ,  obtemos o c o r  - 
respondente  elemento da  l i s ta  LM, usando as quan t idades  

PCM, passo da  co luna  de M ,  e PLM, passo d a  linha de  M ,  

Optando-se p o r  l i s t a r - s e  co lunas  a p b s  co lunas  teremos: 

PLM = 1 

PCM = 3 

P o r  exemplo, 

D e s t a r t e ,  da  observação a n t e r i o r  q u a l q u e r  m a t r i z  

pode s e r  t rans formada  numa l i s t a  a t r a v d s  de uma r e l a ç ã o  



b i m f v o c a .  Essa  forma de  p rocede r  u t i l i z a r e m o s  d u r a n t e  

t oda  p a r t e  computac iona l , i . e ,  t o d a  m a t r i z  a que n o s  r e f e  - 
r i rmos  s e r &  uma l i s ta  co luna  após  coluna.  

Es sa  forma o p c i o n a l  de manipu la r  m a t r i z e s , l e -  

v a  à g e n e r a l i d a d e  d a s  subro t i n a s ,  não havendo preocupa- 

ções  com comandos COMMON. 

A s  l i s tas  AA (ou  C C )  e  BB (ou  DD) t e r ã o  a f o r -  

m a  aba ixo :  

A l i s t a  AA ( f i g . 1 )  4 c o n s t i t u í d a  de v á r i a s  sub - 
m a t r i z e s .  A p r i m e i r a  p a r t i ç ã o  da  l i s t a  AA, r e f e r e - s e  à 

p r i m e i r a  submat r iz  , es t ando  a s s o c i a d a  ao  p r ime i ro  s u b s i  - s 

tema .Po r t an to  a - l i s t a  AA t e r á  KS p a r t i ç õ e s ,  sendo o  p r i  - 



meiro elemento da  p r i m e i r a  p a r t i c ã o  AA(l) ,  e o f i l t imo e l e  - 
W 

mento da  KS-Bsima p a r t i ç ã o  A A ( ~ N ( s ) . L ( s ) ) , ~ . ~ ,  após  
5:i 

l i s t a r m o s  a p r i m e i r a  submat r iz  co luna  após  co luna ,  pa s sa  - 
mos a l i s i a r  a segunda subma t r i z ,  sempre aumentando o i n  - 
dite. Mais a f r e n t e  exempli f icaremos a l i s ta  AA e BB. 

N a  cons t rução  do v i n c u l o  g em x J €  R" , a li 
sj  - 

nha j d a  S-dsima subma t r i z  da  l i s t a  AA ( v i d e  f i g .11 ,  re -  

p r e s e n t a  o s  c o e f i c i e n t e s  d a s  componentes do v e  t o r  a t i v i -  

dade xS, sendo o s  co r r e sponden te s  c o e f i c i e n t e s  da  l i s ta  

BB, o s  expoentes  d e s s a s  componentes, i . e ,  

onde 

sendo,  PCC passo da  co luna  da  S-ésima submat r iz  da  l i s ta  

AA e PLC o passo da l i n h a  d a  r e f e r i d a  submat r iz .  

Vemos, p o r t a n t o ,  que tendo as l is tas L e N ,  an 

t e r i o m e n t e  d e f i n i d a s ,  p a r a  cada subs i s tema poderemos ob - 
t e r  qua lque r  c o e f i c i e n t e  (ou  expoen te )  a s soc i ado  a q u a l  - 
q u e r  componente do v e t o r  a t i v i d a d e  a t r a v é s  de ( 1 0 ) ,  e p o r  

t a n t o ,  qua lque r  função v i n c u l o .  

N a  cons t rução  d a s  funções  g i j  requer-se  um cu2 

dado. E l e  provêm do f a t o  de que c e r t a s  componentes do v e  

t o r - v e t o r  r e c u r s o s ,  p a r a  determinados  subs i s t emas ,  pode 

não t e r  u t i l i d a d e .  Como dissemos no c a p i t u l o  11, g (xi  ) il 
r e p r e s e n t a  o n i v e l  do r e c u r s o  de d i s p o n i b i l i d a d e  bj , u t i -  



l i z a d o  pe lo  subs i s tema i. Se e s s e  subs i s tema não u t i l i z a  

t a l  r e c u r s o ,  teremos sempre n i v e l  z e r o ,  ou s e j a ,  gij ( .):O. 

Nessas  condições ,  o s  c o e f i c i e n t e s  o(t em (9 ) ,  corresponden - 
t e s  a e s s e  v i n c u l o  g i j  s e r ã o  t odos  n u l o s ,  não sendo i n c l ü  - 
i d o s  na cor respondente  submat r iz  da  l i s t a  AA. A i n d i c a ç ã o  

de q u a i s  componentes do v e  t o r - r e c u r s o s  não são u t i l i z a d a s ,  

6 como j á  d issemos,  dada p e l a  l i s t a  IGPER. 

S e j a  o exemplo, 

ou,  n a  forma de l i s ta ,  

D a  f i g u r a  2 conforme a f i g u r a  1 t i ramos :  

Suponhamos que a dimensão do v e t o r - r e c u r s o s  s e  - 
ja 3,  i . e ,  MR=3. 

P e l a  f i g u r a  2 notamos que , o subs i s t ema  1 não 

u t i l i z a  alguma componente de r e c u r s o  e o subs i s t ema  3 não 

duas  d e l a s .  A l i s ta  IGPER d a r á  p a r a  cada subs i s t ema  as 

componentes não u t i l i z a d a s .  S e j a  IGEER dada aba ixo :  



Observação. A p a r t i ç ã o  r e f e r e n t e  ao subs i s tema 2 em IGPER 

não e x i s t e ,  p o i s  e s s e  subs i s t emas  u t i l i z a  t o d a s  componen - 
t e s  do v e t o r - r e c u r s o s  b. 

A s s i m  de ( 1 1 )  e (32)  notamos que a p r i m e i r a  

submat r iz  da  l i s t a  AA, r e p r e s e n t a  o s  c o e f i c i e n t e s  de gy , 
por6m a segunda linha o s  c o e f i c i e n t e s  de gA3 e não g,, 

(dado que o i n d i c e  2 e s t á  em IGPER, e p o r t a n t o ,  o s u b s i s  - 
tema 1 não u t i l i z a  e s s a  componente do v e t o r - r e c u r s o s )  .Pa - 
ra o subs i s t ema  3,  o s  c o e f i c i e n t e s  em AA correspondem a 

g,, p o r  mera ca sua l idade .  

Esse  f a t o ,  i . e ,  não u t i l i z a ç ã o  de de te rminadas  

componentes do v e t o r - r e c u r s o s  b ,  leva-nos ,mais  a d i a n t e ,  

a d e f i n i r  a l i s t a  IALG. 

Como vimos,  p o r t a n t o ,  a d e s c r i ç ã o  d a s  funções  

v i n c u l o  g .  (h.. ) são f e i t a s  p e l a s  l i s t a s  AA (CC)  e BB 
I/ r /  

( D D ) ,  que s e r ã o  l i d a s  no programa p r i n c i p a l .  

13 Funções Ob je t i vo .  

A s  funções  o b j e t i v o  a q u i  c o n s i d e r a d a s  s e r ã o  da  

forma: 

onde x+ , t=l.. .nt, Q$ e Pt são  c o n s t a n t e s  r e a i s  dadas  

r e s p e c t i v a n e n ~ e  p e l a s  l istas EE e G G ,  e nt  4 dado p e l a  



l i s t a  N. A s  l i s tas  EE e GG t e r ã o  a forma: 

Cada subma t r i z  co luna  da  l i s t a  EE p o s s u i  o s  coe 

f i c i e n t e s  dt r e f e r e n t e s  função o b j e t i v o  de um determi-  

nado subs i s t ema ,  e cada submat r iz  cor respondente  n a  l i s t a  

GG o s  expoen te s  f t  . A s  subma t r i ze s  co lunas  t a n t o  em EE co - 
mo em GG s ã o  l i s t a d a s  co lunas  a p ó s  co lunas ,  como em AA. 

O p r ime i ro  elemento de cada submat r iz  em EE 6 

um i n d i c a d o r  da  e x i s t d n c i a  ou não da  p a r t e  exponenc ia l ,  

" i . e ,  s e  &, =O, observando-se (14)  , não e x i s t i r á  a p a r t e  

exponenckal  , sendo que o s  c o e f i c i e n t e s  n a s  submatr iz-es  

em EE correspondem ao termo po l inomia l .  São p o s s f v e i s  .:; 

a i n d a  duas  o u t r a s  v a r i a n t e s  : 

1 5  - e x i s t ê n c i a  d a s  p a r t e s  exponenc ia l  e pol ino-  

m i a 1  ; 



- e x i s t ê n c i a  d a  p a r t e  exponenc ia l  somente. 

Observando-se (14 )  e a g i g u r a  3 ,  depreendemos 

que a função o b j e t i v o  do subs i s tema S ,  enquadra-se em 

( 1 5 )  

No caso (16 )  Q', + 0 ,  mas o n h e r o  de termos n a  

submat r iz  em EE s e r á  menor que ZN(S) + 1 ( v i d e  f i g . 3 ) ,  e 

o número de  termos n a  cor respondente  submat r iz  em GG s e r á  

menor que ~ N ( s ) .  

P a r a  sabermos, baseado no n h e r o  de termos d e s  - 
sas subma t r i ze s ,  quando % + 0 ,  s e  a função o b j e t i v o  pos- 

sui  ou não termos po l inomia i s ,  de f in imos  a l i s t a  ULTF de 

%amanho K S t 1 ,  a s e r  l i d a  no programa p r i n c i p a l .  Sendo: 

U L T F ( ~ )  = o ;  
U L T F ( ~ )  = í n d i c e  do á l t i m o  elemento da  p r i m e i r a  

subma t r i z  em GG ( v i d e  f i g . 3 ) ;  

ULTF(S) = í n d i c e  do &l t imo elemento d a  (s-1)- 

-6sima submat r iz  em GG; 

ULTF(KS+ 1 )  = í n d i c e  do á l t i m o  elemento d a  KS-ésima 

submatriz.  de GG. 

A s s i m  sendo caso  d, , p a r a  o subs i s tema cons ide  - 
rado s e j a  não n u l o ,  v e r i f i c a m o s  o v a l o r  de: 

Se Q f 8 r  n u l o  en t ão  a função o b j e t i v o  do subs i s t ema  S pos 



s u i  as p a r t e s  po l inomia i  e  exponenc ia i .  Caso c o n t r á r i o ,  Q=0, 

i . e ,  a p a r t e  po l inomia l  não e x i s t e .  

A s e g u i r  exempli f icamos e s s a s  v a r i a n t e s .  S e j a  

o  n h e r o  de subs i s t emas  KS=3, e  as l is tas EE e  GG dadas  

aba ixo  : 

ou n a  forma de l istas teremos,  

Suponhamos a i n d a  a l i s t a  N dada a s e g u i r :  

Observando-se &s l i s tas  EE e  GG dadas  acima,  

concluimo s : 



A s s i m  sendo,  vem : 

As funções  o b j e t i v o  f i cam,  conse,quentemente, d e  

t e rminadas  dando-se as l istas EE, GG,  ULTF e N ,  que s e r ã o  

l i d a s  no programa p r i n c i p a l .  

A s e g u i r  t r q t a r e m o s  d a  d e s c r i ç ã o  d a s  s u b r o t i n a s  

s a t d l i t e s  e p r i n c i p a l .  

Morfologia  d a s  S u b r o t i n a s  S a t é l i t e s .  

A s  s u b r o t i n a s  s a t é l i t e s ,  como já mencionamos, 

s ão  : PROLIN, DETMAX, N O V I N ,  GRAGH, GRAF. 

t Maximizar c x soa Mxd b 
x 

onde x ~ R ~ ,  b a m  (sendo,  poi?banto, M m a t r i z  m 4 ,  atraves 

do rné todo Simplex ~ e v i s a d o f g  ; pg13d .~ons ide ra remos  b & Q. 
A cons ideração  bao pa ra  n 6 s  não p a r t i c u l a r i z a  

em nada  o problema que propusemos r e s o l v e r ,  i . e ,  o b t e r  

uma d i r e ç ã o  v i 6 v e l  p a r a  o problema mes t re  ( 2 ) ,  p o i s  no  



problema l i n e a r  111.3.44 de obtenção da  d i reção  v i á v e l  

sempre ocorre  bsQ.Como em 111.3.44, não s e  incluem em 

(17) r e s t r i ç õ e s  de não-negatividade.Nessas condições,  c02 

sideremos o problema modificado de (17) pe la  mudança de 

v a r i á v e l  a s e g u i r  : 

t 
Maximizar c (x2-x4 ) s.a M ( X ~ - X ,  ) 6 b n X , ) Q  n 3 à Q  

a,% 

ou, equivalentemente,  

Maximizar C b  

Consideremos a v a r i á v e l  5 , 

obtendo-se de (19) 

Maximizar [ct S. a 6 3  e [M j -M]& $ b 
d 

O problema (21) equiva lente  a (17) ( p o i s  as mg 

danças de v a r i á v e i s  obedecem a r e l a ç õ e s  l i n e a r e s ) ,  tem 

suas  so luções  l i g a d a s  p e l a s  transformações (18) e (20).  

O problema (21) pode então s e r  r e so lv ido  v i a  Simplex Re- 



v i s a d o ,  obtendo-se d a í  a so lução  ót ima de s e u  e q u i v a l e n t e ,  

(17)  . ..: 
~ , o l u ç ã o  do problema (15 ) .  

A s u b r o t i n a  PROLIN e f e t u a  a p a r t i r  de  (17)  as 

mudanças de v a r i á v e i s  r eca indo  no problema (21), o q u a l  

6 r e s o l v i d o  p e l o  mdtodo Simplex Revisado. Obt ida  a so lu-  

ção de ( 2 1 ) ,  a p r b p r i a  s u b r o t i n a  PROLIN d e r i v a  a solução 

ót ima de (17 ) .  

Parâme t r o  s da  Subro t i n a  PROLIN . 
Descrevamos i n i c i a l m e n t e  o s  par%metros  que são 

o s  dados a serem l i d o s  no programa p r i n c i p a l .  

Dados Lidos .  Suponhamos t e r  o problema ( 1 7 ) . ~  m a t r i z  A 

que s e r v e  de dados p a r a  s u b r o t i n a  PROLIN 6 dada aba ixo  : 

c o e f i c i e n t e s  de 

c u s t o  

k componentes do v e t o r  b. 

Lembramos que A deve s e r  l i d a  na forma de  l i s t a  

co luna  a p b s  coluna.  A p r i m e i r a  pos içao  de A,  A(1 ) ,  t e r á  

i n i c i a l m e n t e  o v a l o r  nu lo .  

Aldm de A s e r ã o  l i d o s  o s  par%rne:fros : 

N - número de co lunas  d a  m a t r i z  M ;  



M - nfmero de  l i n h a s  da  m a t r i z  M ;  

PLA - passo d a  l i n h a  da  m a t r i z  A ;  

PCR - passo da  co luna  d a  m a t r i z  A ;  

EPL - ze ro  computacional .  

Como p a r a  A usamos a forma de l i s ta  co luna  a p ó s  

co luna ,  vem: 

PLA = 1 ; 

PCA = M + 1  . 

Parâmetros .  Dado que haveremos de o b t e r  a so lução  de (17)  

v ia  ( 2 1 ) ,  a s u b r o t i n a  PROLIN t r ans fo rma  a m a t r i z  A , o b t e n  

do ma nova m a t r i z  A dada aba ixo  : 

cor respondente  

sob re  a m a t r i z  

ao  problema (21) .  A s u b r o t i n a  PROLIN ope ra  

A em ( 2 3 ) ,  gerando no l u g a r  dos  c o e f i c i e n  

t e s  de c u s t o ,  o s  c o e f i c i e n t e s  r e l a t i v o s  de cus to ,no  l u g a r  

do v e t o r  b  a so lução  v iáve1 ,e  n a  ~ o s i ç ã o  ~ ( l ) ,  o  v a l o r  d a  

função ob je  t i v o  pa ra  e s s a  so lução  v i á v e l  .Abaixo descre -  

vemos o s  par&net ros  r e f e r indo -os  ao  problema (21)  : 

31 - dimensão d a  l i s ta  A ;  

B: - m a t r i z  ( M +  1)xM g e r a d a  p e l a  s u b r o t i n a  PRO - 
LIN co r r e sponden te s  às v a r i á v e i s  de f o l g a :  



c o e f i c i e n t e s  de c u s  

t o  d a s  v a r i á v e i s  de 

f o l g a .  

onde I 4 a m a t r i z  i d e n t i d a d e  MxM; 

JB, - dimensão d a  l i s t a  B; 

C - l i s ta  a u x i l i a r ;  

J C  - dimensãc d a  l i s ta  C ; 

IVNB - l i s ta  dos  f n d i c e s  d a s  v a r i á v e i s  não b á s i c a s ;  

JIVNB - dimensão d a  l i s ta  IVNB; 

IVB - l i s t a  dos  f n d i c e s  d a s  v a r i á v e i s  b á s i c a s ;  

J I V B  - dimensão d a  l i s ta  IVB; 

TIPO - i n d i c a d o r  do t i p o  de so lução ,  ice, TIPO=l 

a so lução  6 i n f i n i t a ;  TIPO=O a so lução  6 

f i n i t a .  

L1 - l i s t a  dos  f n d i c e s  d a s  co lunas  de A não bá- 

s i c a s ;  

JL1  - dimensão da  l i s ta  L I ;  

L10 - tamanho da  l i s t a  L 1  numa de te rminada  i t e -  

ração  ; 

L2 - l i s ta  dos  f n d i c e s  d a s  co lunas  de B não bá- 

s i c a s ;  

JL2 - dimensão d a  l i s ta  L2; 

L20 - tamanho da  l i s t a  L2 numa de te rminada  i t e r a  -- 
ção ; 

L3 - l i s t a  d a s  co lunas  b á s i c a s ;  

JL3 - dimensão da  l i s ta  L3 ; 

0' - l i s t a  c u j o s  e lementos  são  as componentes do 

v e t o r  e( em ( 2 1 ) .  

Jg - dimensão da  l i s t ag  . 



Observação. Para  aumentar o campo de ap l i cação  da subro- 

t i n a  PROLIN, independentemente do problema que ob j e tivamos 

r e s o l v e r  , introduzimos a p o s s i b i l i d a d e  de TIPO s e r  i g u a l  

a 1, embora com as h i p b t e s e s  que impusemos nos  capitulas 

a n t e r i o r e s  t a l  caso nunca ocorra .  

Dimensões. Esses  partlmetros servem para  d e t e m i n a r  o es- 

paço de memóraa s u f i c i e n t e  para a resolução do problema 

(21) .  A s s i m  sendo, para dirnensionar as l istas haverá de 

s e  tomar cuidado, p o i s  as l istas anter iormente d e s c r i t a s  

(exceto B ) ,  referem-se não à mat r i z  A cons t ru ida  para (L?),  

mas à mat r i z  A cons t ru ida  para (21) . Este  fato,deve-se 

à maneira como opera a subro t ina  PROLIN : dada a matr iz  

A para (17) ,  a s u b r o t i n a  transforma-a , obtendo a matr iz  

A para ( 2 1 ) .  A s  dimensões podem s e r  ca lcu ladas  p e l a s  ex- 

pressões  abaixo : 

JI = ( 2 ~ t  l ) ( r \ t l - t  1) ; 

J B  = ( M + ~ ) ( M +  1); 

J C  = (M-t. 1); 

J IVNB = 2N ; 

J I V B '  = M ;  

J L 1  = 2N; 

JL2 = M ;  

$L3 = Ivl; 

J@ = 2m. 

Observação . Lembramos que e s s a s  dimensões correspondem 

às dimensões máximas das  l i s t as  cujo tamanho v a r i e  dura; 

t e  o emprego da subro t ina  (ex.: I V K B , L l ,  e t c ) .  



s a i d a s  da Subrot ina  PROLIN ; 

O s  par thetros  TIPO, a l i s taf l  e a l i s t a  A ,  contém 

o s  v a l o r e s  de s a í d a  da subro t ina  PROLIN que nos  interessam. 

TIPO - s e  o problema l i n e a r  (17) t i v e r  v a l o r  

b t i m o + a  então em TIPO f i c a r á  o v a l o r  1; 

caso c o n t r á r i o ,  TIPO = 0 ;  

8 -  a solução do problema (21) se  e x i s t i r  

( ~ . ~ , T I P O = O ) ,  é t r a n s f e r i d a  da l i s t a  A 

( p r i m e i r a  coluna) para  a l i s t a  0 .Essa 

l i s t a  6 então transformada segundo (18) 

e ( z o ) ,  obtendo-se a solução de (17) . A 2  

s i m  sendo, cada elemento da  l i s t a  t e r á  

o v a l o r  c o r r e q o n d e n t e  das  componentes 

da solução ó t i m a  para (17).Por e s s a  r2 

zão, somente o s  pr imeiros  N elementos de 

0' t e r ã o  interesse.Lembremos que e s s a  li2 

D a  fora dimensionada para 2 N  elementos 

devido à dimensão do problema ( 21) ; 

VALOR Õ T I M O  - s e  a solução f 6 r  f i n i t a  e s se  v a l o r  f i c g  

rá d i spon íve l  em A(1). 

N O V I N  . 
Essa subro t ina  a t u a  como a u x i l i a r  da PROLIN, 

determinando em cada i t e r a ç ã o  a i n v e r s a  da ma t r i z  da ba- 

s e  a t u a l ,  a solução v i g v e l  a t u a l  e o v a l o r  da função ob je 
t i v o  para  e s s a  solução. 

P a h e  t r o s  da Subro t i n a  N O V I N .  



Para  cada uma das  funções mencionadas acima, 

damos a s i g n i f i c a ç ã o  dos par%me t r o s  da subro t i n a  NOVIN.  

24 1, Na transformação da i n v e r s a  da ma t r i z  da base : 

B - i n v e r s a  da matr iz  da base ;  

J B  - dimensão da  l i s ta  B ;  

C - l i s t a  a u x i l i a r  mencionada em PROLIN; 

J C  - dimensão da l i s ta  C ;  

M - p a r h e t r o  mencionado em PROLIN; 

I P  - í n d i c e  da  linha piv8 de A para (21) ;  

KS - par%metro a u x i l i a r ;  nesse  caso,  v a l e  E; 

PLB - passo da l i n h a  da ma t r i z  B;  

PCB - passo da coluna de B. 

s a í d a  da Subrot ina  N O V I N  pa ra  (24) .  

A ma t r i z  i n v e r s a  da base a t u a l  f i c a  d i s p o n i 9 e l  

em B. 

25 2. N a  determinação da solução v i á v e l  a t u a l  e do v a l o r  da 

f uncão ob 3e tivo k 

B - matr iz  para (21) ;  

J B  - dimensão de A ;  

KS - n e s t e  caso,  v a l e  1; 

PCB - por conveniência f e i t o  i g u a l  a O. 

O s  demais pargmetros , C ,  J C ,  M ,  PLB, IP ,  tem o s i g n i f i c a  

do exposto em (24) 

s a í d a  da Subrot ina  N O V I N  para 22. 



Nesse caso ,  a subro t i n a  t r ans fo rma  d i r e  tamen-üe 

a p r i m e i r a  co luna  de  A ,  gerando em ~ ( l ) ,  o v a l o r  da  fwi- 

ção o b j e t i v o  p a r a  a so lução  v i á v e l  atual, a q u a l  ocupará  

as demais pos i ções  d a  p r i m e i r a  coluna.  

DETMAX, 

U t i l i z a d a  n a  determinação do maior  elemento d a  

l i n h a  d e  í n d i c e  igual a LCR da  m a t r i z  A, 

Es sa  s u b r o t i n a  6 u t i l i z a d a  na PROLIN p a r a  d e t e r  - 
minar em cada i t e r a ç ã o  o ma io r  dos  c o e f i c i e n t e s  r e i a l i i v o s  

de c u s t o ,  que s e  encontram co locados  na p r i m e i r a  l i n h a  de 

A,  ou  s e j a  d e t e r m i n a r  a c o l m a  p iv8  numa de te rminada  i t e  

r ação  , 

Parâme t r o  s d a  Subro t i n a  DETMAX, 

Possuem a mesma s i g n i f i c a ç ã o  dos  part2metros a- 

p re sen t ados  em PROLIN, adic ionando-se  : 

LCR - l inha d o s  c o e f i c i e n t e  r e l a t i v o s  de c u s t o  

(no presen-ke caso  LCR=O) ; 

KP - i n d i c e  da  coluna de A que p o s s u i  o maior  

c o e f i c i e n t e  r e l a t i v o  de c u s t o ( c o l u n a  p i -  

v$> ; 

MAX - v a l o r  do maior  c o e f i c i e n t e  r e l a t i v o  de c u s  

t o  e 

S a í d a s  d a  Subro t ina DETMAX. 

A s  s a í d a s  constam dos  v a l o r e s  em MAX e KP, 



Antes  de descrevermos as duas  filtimas s u b r o t i -  

n a s  s q t é l i  t e s ,  consideremos algumas l i s t a s  e parâme t r o s  

que entram n a  composição d a  s u b r o t i n a  p r i n c i p a l ,  e  que s2 

r ã o  u t i l i z a d o s  p e l a s  subro  tinas que pos  t e r i o m e n t e  d e s c r e  - 
veremos. 

26 X - l i s t a  com KS (número de subs i s t emas )  p a r t i  

ções ;  cada p a r t i ç ã o  t e r á  N(s) e lementos  

co r r e sponden te s  às componentes do v e  t o r -  

- a t i v i d a d e  a s soc i ado  ao  s u b s i  s tema S. 

De posse  da  l i s t a  N ,  poderemos p a r a  qua lque r  

subs i s tema de t e rmina r ,  a t r a v é s  d a  l i s ta  X,  o s  v a l o r e s  das 

componentes do v e t o r  a t i v i d a d e  a s s o c i a d o  a e s s e  subsis t ie  - 
m a  . 

Y - m a t r i z  c u j a  S-dsima co luna  contém o s  vale- 

r e s  d a s  componentes do v e t o r  v a r i á v e l  do 

problema mes t r e  a s s o c i a d o  ao  subs i s t ema  S. 

E s s a  m a t r i z  t e r á ,  e n t a o ,  MR l inhas e KS co - 
l unas ,ou  s e j a ,  s e r &  uma l ista tendo KS paz 

t i ç õ e s  do mesmo tamanho; 

IATG - l i s t a  que contém KS partiçÕes.A S-bsima 

p a r t i ç ã o  pos su i ,  em ordem c r e s c e n t e ,  o s  f n  - 
d i c e s  d o s  v f n c u l o s  g q  a t i v o s  p a r a  o s u b s i s  - 
tema . O s  v i n c u l o s  g q ~  0 ,  p o r  h i p ó t e s e ,  nun - 
c a  s e r ã o  a t i v o s ;  

IALG - l i s t a  com KS a S-bsima ~ a r t i ç ã o  

pos su i ,  em ordem c r e s c e n t e ,  o s  f n d i c e s  d a s  

linhas de S-dsima subma t r i z  em AA, co r r e s -  

pondentes  a o s  v f n c u l o s  gi, c u j o s  f n d i c e s  - a 



parecem na S-ésima p a r t i ç ã o  de IATG;  e s s a  

l i s ta  , d  n e c e s s á r i a  p o r  causa  d a  exc lusão  

dos  c o e f i c i e n t e s  d a s  g.-= O d a s  subma t r i ze s  
Cl 

em AA; 

KIATG - l i s ta  de tamanho KS; KIATG(s) é o tamanho 

d a  S-dsima p a r t i ç ã o  d a  l i s ta  IATG ou IALG; 

IATE - l i s ta  com KS a S-dsima p a r t i ç ã o  

p o s s u i ,  em ordem c r e s c e n t e ,  o s  í n d i c e s  dos  

v i n c u l o s  hij  a t i v o s ;  para o subs i s t ema  S ;  

KIATH - l i s ta  de tamanho KS; KIASM(S) c? o tamanho 

da  S-dsima p a r t i ç ã o  d a  l i s ta  IATE. 

GRAGH . 
U t i l i z a d a  p a r a  o c á l c u l o  d o s  g r a d i e n t e s  d a s  f~ 

ç õ e s  g i j  
e h i i  

attims, p a r a  cada subs i s tema,  

S - n h e r o  de  r e f e r ê n c i a  do subs i s t ema ;  

ALFA - l i s t a  dos  c o e f i c i e n t e s  d a s  componentes do 

' v e t o r  a t i v i d a d e  dos  v f n c u l o s  g i j  ( o u  hi/. ) ; 

JALFA - dimensão da  l i s t a  ALFA; 

BETA - l i s ta  dos  expoentes  d a s  componentes do v e t o r  

a t i v i d a d e  dos  v i n c u l o s  g'j (ou  h. ) ; 

JBETA - dimensão da  l i s ta  BETA ; 

GR - m a t r i z  c u j a s  l i n h a s  são  c o n s t i t u i d a s  p e l a s  

componentes dos  g r a d i e n t e s  dos  v f n c u l o s  g 

(ou  hi j  ) a t i v o s ;  p a r a  cada subs i s t ema  e s s a  

m a t r i z  s e r á  KIATG(S)XN(S) (ou  KIATH(s)xN(S)); 

J G R  - dimensão d a  l i s t a  GR;  

PLGR - passo d a  linha da  m a t r i z  GR;  



PCGR - passo d a  co luna  da  m a t r i z  GR; 

X - l i s ta  com s i g n i f i c a ç ã o  já mencionada; 

J X  - dimensão da  l i s ta  X ;  

N - idem X ;  

J N  - dimensão d a  l i s t a  N ;  

I N D  - S-dsima p a r t i ç ã o  da  l i s t a  IALG (IATH p a r a  

hy 1; 
K I A T  - dimensão d a  l i s t a  I N D ,  i .e ,  número de v i n c g  

10s g (ou  h,; ) a t i v o s ;  
1) 

PCC - passo d a  co luna  d a  S-dsima subma t r i z  da  l i s  -. 

ta AA ( o u  CC pa ra  hi' ) ;  J 
ULT - i n d i c e  do filt imo elemento d a  (S-1)-dsima 

submat r iz  da  l i s t a  AA (CC p a r a  h . ) .  li 

Dimensões d a s  Listas da  S u b r o t i n a  GRAGH'. 

O dimensionamento d a s  l is tas p a r a  o  c á l c u l o  d o s  

g r a d i e n t e s  dos  v i n c u l o s  a t i v o s  , d f a c i l m e n t e  o b t i d o ,  

r e s u l t a n d o  , 

JBETA = JALFA; 
S 

J R  =C N(K) ; 
Y d  

S@R = KIATG(s).N(S); 
S 

JX = E N ( K )  ; 
k l  

K I A T  = KIATG(S) . 
Notamos,por tanto ,  que exce to  p a r a  a l i s t a  IND, 

que s e  obtdm t r a n s f e r i n d o  o s  f n d i c e s  d a  S-6sima p a r t i ç ã o  

de I A L G ,  dimensionamos as demais l is tas o  s u f i c i e n t e  p a r a  

i n c l u i r  o s  dados  n e c e s s á r i o s  ao  c á l c u l o  dos  g r a d i e n t e s  



p a r a  o  subs i s t ema  S. 

s a í d a  da  S u b r o t i n a  GRAGH. 

Quando u t i l i z a d a  pa ra  o  subs i s tema S ,  a s a í d a  

c o n s t a  da  m a t r i z  GR ( n a  forma de  l i s t a )  com KIATG(S) l inhas 

e  N(S) co lunas ,  sendo cada l i n h a  c o n s t i t u í d a  p e l a s  com- 

ponentes  dos  g r a d i e n t e s  dos  v f n c u l o s  g (ou  hlj  ) a t i v o s ,  
i /  

c u j o s  f n d i c e s  j  e s t ã o  n a  S-dsima p a r t i ç ã o  d a  l i s g a  IALG.  

GRAF . - 
U t i l i z a d a  no c á l c u l o  d a s  funções  o b j e t i v o  e  d a s  

r e p e c t i v o s  g r a d i e n t e s ,  p a r a  cada subsis tema.  

S - n h e r o  de r e f e r ê n c i a  do subs i s t ema ;  

ULTF - l i s ta  c u j a  s i g n i f i c a ç ã o  demos em ( 1 2 ) ;  

JULTF - dimensão da l i s ta  ULTF; 

ALTA - l i s ta  dos  c o e f i c i e n t e s  d a s  componentes do 

v e t o r  a t i v i d a d e  a s s o c i a d o  ao subs i s t ema  S ;  

JALFA - dimensão d a  l is ta ALFA; 

BETA - l i s ta  dos  expoentes  d a s  componentes do v e t o r  

a t i v i d a d e  a s s o c i a d o  ao subs i s tema S  ; 

JBETA - dimensão d a  l i s ta  BETA; 

N - s i g n i f i c a ç ã o  já a l u d i d a ;  

dN - idem N ; 

X - idem N ;  

J X  - idem N ;  

GRF - l i s t a  c u j o s  e lementos  são as componentes do 

g r a d i e n t e  d a  função o b j e t i v o  do subs i s tema 



s; 
JGRF - dimensão d a  l i s ta  GRF; 

F  - v a l o r  da  função o b j e t i v o  do subs i s tema S ;  

R - l i s ta  a u x i l i a r ;  

J R  - dimensão d a  l i s t a  R ;  

MF - i n d i c a  o  t i p o  de função , i . e ,  MF=1 a função 

o b j e t i v o  tem termos po l inomia i s  e  exponenci  - 
ais ;  MF=-1 a função o b j e t i v o  tem somente a 

p a r t e  po l inomia l  e  MF=O a função o b j e t i v o  

tem somente a p a r t e  exponenc ia l .  

~ i m e n s õ e s  d a s  l is tas  d a  S u b r o t i n a  GW. 

JULTF = S +  1 ; 

JALFA = U L T F ( S ~  1) ; 

J N  = KS; s 

J X  =C N ( K ) ;  
h1 

JGRF = N(S); 

P o r t a n t o ,  p a r a  as l i s t as  JULTF, JALFA, JBETA e  

J X ,  dimensionamos o  s u l f i c i e n t e  p a r a  i n c l u i r  o s  dados 

n e c e s s 6 r i o s  a o  c&lcu lo  do g r a d i e n t e  e  d a  função o b j e t i v o  

do subs i s t ema  S. 

s a i d a s  p a r a  S u b r o t i n a  GRAF. 

T r ê s  são o s  paramet ros  de s a í d a  d a  subro  tina 

GRAF quando empregadam p a r a  o  subs i s t ema  S: 



F - v a l o r  d a  função o b j e t i v o ;  

MF - t i p o  da  função o b j e t i v o  no s e n t i d o  a n t e r i -  

ormente exposto  ; 

Gm: - l i s t a  c u j o s  e lementos  são as componentes 

do g r a d i e n t e  d a  função o b j e t i v o .  

Passemos, f i n a l m e n t e ,  à d e s c r i ç ã o  d a  s u b r o t i n a  

ODIVAL que o b t e r á  a d i r e ç ã o  v i 6 v e l  p a r a  o problema mes t re  

no ponto Y ,  s e  a mesma e x i s t i r .  

ODIVAL. 

A s u b r o t i n a  ODIVAL como já dissemos,  tratará de 

o b t e r  a d i r e ç ã o  v i á v e l  de maior  c resc imento  l o c a l  p a r a  a 

função o b j e t i v o  do problema mes t re  (2 ) ,  a t r a v d s  do p rog ra  - 
m a  l i n e a r  111.3.44, a l d m  de i n c l u i r  duas  d a s  modi f icações  

p r o p o s t a s  no c a p i t u l o  I V  : 

- E - a t i v i d a d e  p a r a  o s  v i n c u l o s  y.. ; 9 
- procedimento da  r e d e f i n i ç ã o .  

A i n c l u s ã o  da  6 - a t i v i d a d e  p a r a  o s  v i n c u l a s  g.. 
Y 

e hij 
6 f a c i l  e  s e &  d i s c u t i d a .  

I n i c i emos  ap re sen t ando  as e t a p a s  a b r a n g i d a s  p e l a  

subro  t i n a  p r i n c i p a l  : 

1- Tes t e  de Ot imal idade Prdv io ;  

2- Geração d a  M a t r i z  D ;  

3- Resolução do Problema L i n e a r ;  

4- Tes t e  de Otirnalidade ; 



5- ~ e r a ç ã o  d a  Ma t r i z  d a s  D i r eções  V iáve i s .  

T e s t e  de Ot imal idade P rdv io .  

O p r e s e n t e  t e s t e  v e r i f i c a  s e  o  ponto = ( Z , ,  . . . 
. . . ,XK) onde é so lução  ót ima de  P' e , . . . ,y* ) 1. 
f o r a  o b t i d o  d a  o t imização  u n i d i r e c i o n a l ,  d  ó t imo,  baseado 

n a  não e x i s t e n c i a  de v f n c u l o s  gg. , = . . k  e  j=l...rn, 
- 

a t i v o s  em x. , i=l.. .k. Se pa ra  t o d o s  subs i s t emas ,  não hou- - 
v e r n e n h u m v f n c u l o  gg a t i v o  em xi , en tão  a cada r e s -  

t r i ç ã o  gi (x i  ) 4 x. e s t a r á  a s s o c i a d o  um só  v e  t o r  m u l t i p l i -  

c ado r  ót imo, o  q u a l  s e r á  nu lo .  Logo : 

- 
deduz-se d a i ,  a o  t i m a l i d a d e  de y p a r a  o  problema ( 2 ) ,  e ,  

p o r t a n t o ,  a o t ima l idade  de X pa ra  ( 1 ) .  

Esse t e s t e  6 p o s s f v e l  com base  nas informações  

o r i u n d a s  do passo 1 do a lgo r f tmo  ( s ) ,  m a i s  e spec i f i camen te  

a l i s t a  K I A T G  . No cs so  de não e x i s t i r  nenhum v i n c u l o  
g ~ j  

a t i v o  teremos : 

KIATG(S) = O S = 1 ... KS. 

Caso haja ao menos um v i n c u l o  g q  , p a r a  algum - 
subs i s t ema ,  a t i v o  em xi , passamos & geração d a  m a t r i z  Do 

Antes  porém, s e  dese ja rmos  c o n s i d e r a r  E- a t i v i d a  - 
de p a r a  o s  v í n c u l o s  gy e hij , deveremos d i s p o r  de uma 

s u b r o t i n a  que r e d e f i n a  as l is tas  I A T G ,  I A L G ,  K I A T G ,  KIATH,  

e ,  IATH . Assim,por exemplo, I A T G  d e v e r á  c o n t e r  o s  í n d i c e s  

dos  v i n c u l o s  E - a t i v o s .  No p r e s e n t e  t r a b a l h o  não cons ide  - 



raremos a e x i s t ê n c i a  de t a l  s u b r o t i n a ,  e  p o r t a n t o ,  não c02 

s idera remos  E - a t i v i d a d e  pa ra  o s  v f n c u l o s  g 9' e h.g . 
Como vemos a in t rodução  de v i n c u l o s  gy e E - a t i v o s  não 

a p r e s e n t a  qua lque r  d i f i c u l d a d e  . 
37 Geracão da  Ma t r i z  D.  

E s sa  m a t r i z  (par%metro  d a  s u b r o t i n a  BDIVAL) s e r  - 
v i r á  de dado p a r a  a s u b r o t i n a  PROLIN. A s s i m  sendo,  deverá  

s e r  c o n s t r u i d a  n a  forma da m a t r i z  A em (22 ) ,  onde M r e  - 
p r e s e n t a  a m a t r i z  do programa l i n e a r  111.3.44 considerando-  

-se v i n c u l o s  yg E - a t i v o s  e  o procedimento de r e d e f i n i ç ã o .  

A p r b p r i a  s u b r o t i n a  p r i n c i p a l  encar rega-se  de ge 

rar a l i s t a  I A T Y ,  que contém, em ordem c r e s c e n t e ,  o s  i n d i c e s  

j dos  v i n c u l o s  3, EPM-ativos, ou  s e j a  , o s  i n d i c e s  j  

t a i s  que : 

onde EPM (parâmet ro  da s u b r o t i n a  ODIVAL) deve rá  s e r  conve- 

n ien temente  f i xado .  P a r a  ta is  v a l 2 r e s  de j ,  i . e ,  j € I A T Y  , 
s e r ã o  cons ide radas  as r e s t r i ç õ e s  r z g <  O ,  f ixando-se  o s  

ií.1 

z i j  d e s s a s  r e s t r i G Õ e s  no v a l o r  -1 , caso o  cor respondente  

v i n c u l o  g q  s e j a  não a t i v o  (ou  E - a t i v o  s e  considerarmos - v i n c u l o s  g q  6 - a t i v o s )  em xi . Nesse caso ,  apóq f i x a d o s  

o s  dev idos  z y  em -1, s e  e x i s t i r e m ,  a r e s t r i ç ã o  C zijd O 
i:# 

p a s s a r á  a t e r  o  segundo membro não nu lo .  A l i s t a  CONTA ( p a  - 
ramet ro  d a  s u b r o t i n a  ODIVAL) t e r á  p a r a  cada f n d i c e  j em 

I A T Y  , o v a l o r  d e s s e  segundo membro . 
P o r t a n t o ,  considerando-se e s s a s  v a r i a ç õ e s  n a s  

r e s t r i ç õ e s  de 111.3.44, geramos a m a t r i z  D, dado pa ra  a 



s u b r o t i n a  PROLIN que r e s o l v e r á  o  problema l i n e a r .  

~ e s o l u ç ã o  do Problema L inea r .  

O problema l i n e a r  r e s o l v i d o  pa ra  a m a t r i z  D 

a n t e r i o r m e n t e  c o n s t r u i d a ,  tem s e u  v a l o r  6  timo t e s t a d o  con fo r  - 
me a e t a p a  s e g u i n t e .  

38 T e s t e  de Ot imal idade para o Programa Mestre .  

Se o  - v a l o r  ót imo do programa l i n e q r  f 8 r  menor 

que umz quant idade  EPO (parâmetro  da  s u b r o t i n a  ODIVAL) 

conveninentemente definida, en t ão  tes tamos  o  v a l o r  da  q u a n t i  - - 
dade EPM; s e  EPM = O temos 7 6 ótimo em ( 2 )  e  x 6 ótimo 

em (1); caso  c o n t r á r i o ,  fazemos EPM=O e geramos novamente 

a m a t r i z  D. P o r  o u t r o  l a d o ,  s e  o  v a l o r  6timo f 8 r  maior  que 

EPO, passamos à geração  da  m a t r i z  d a s  d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

Essa forma de manusear a € - a t i v i d a d e  p a r a  o s  

v i n c u l o s  yq 6 s i m p l i f i c a d a ,  podendo-se o p l a r  p o r  o u t r o s  

procedimentos  ( v i d e  [29] ) . 

39 Geração da  M a t r i z  d a s  D i r eções  V i á v e i s .  

A m a t r i z  Z d a s  d i r e ç õ e s  v i d v e i s  (par%metro  d a  

subro  t i n a  ODIVAL)  6 g e r a d a  em v á r i a s  e  t apas .  

Essa  m a t r i z  t e r á  KS co lunas ,  sendo cada coluna 

c o n s t i t u í d a  p e l a s  componentes da  d i r e ç ã o  v i á v e l  a s s o c i a d a  ao 

cor respondente  subs i s tema.  

I n i c i a l m e n t e  colocamos em Z o s  v a l o r e s  zij 

c a l c u l a d o s  p e l a  subro t i n a  PROLIR. 

A s e g u i r ,  r eca lcu lamos  o s  zq f i x a d o s  i n i c i a l m e n t e  

em -1 pelo  proceiiimento de r e d e f i n i ç ã o  ( c a p i t u l o  IV) , s e  o s  



mesmos e x i s t i r e m .  Esse c á l c u l o  6 baseado nos  v a l o r e s  ex i s -  

t e n t e s  n a  l i s t a  CONTA ( v i d e  37).70u s e j a ,  pa ra  cada elemento 

não n u l o  n a  l i s t a  CONTA, geramos um elemento cor respondente  

n a  l i s t a  BR(par%metro d a  s u b r o t i n a  ODIVAL), t a l  que 

onde E1 (parâmet ro  da  s u b r o t i n a  ODIVAL) 6 uma quant idade 

convenientemente f i x a d a  e V i  a soma dos  v a l o r e s  z i j  ca l -  
. - -  

l a d o s  p e l a  PROLIN pa ra  j <  IATY.  Elementos n u l o s  em CONTA 

indicam a não  e x i s t g n c i a  de z g  f i x a d o s  no v a l o r  -1 p a r a  

o cor respondente  j em IATY. Nesse ca so ,  t odos  e s s e s  z,j. 

s e r ã o  c a l c u l a d o s  p e l a  PROLIN ou s e r ã o  n u l o s  caso  g . . c ~ O  pa 
9 

ra j 6 IATY.  

F ina lmente ,  colocamos o s  z t o t a l m e n t e  l i v r e s  

no  v a l o r  1, obtendo-se a m a t r i z  d a s  d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

Parame t r o  s d a  Subro t i n a  ODIVAL . 
I n i c i a l m e n t e  descreveremos o s i g n i f i c a d o  de cada 

parame t r o  , calculando-se  pos t e r io rmen te  as dimensões d a s  l i s  - 
tas. O u s u á r i o  de posse d a s  e x p r e s s õ e s  d a s  dimensões d a s  li2 

tas p r e s e n t e s  na s u b r o t i n a ,  e ,  do s i g n i f i c a d o  de cada parame - 
t r o ,  poderá u t i l i z á - l a  sem maiores  d i f i c u l d a d e s .  

Eh t r e  o s  par3metros  des tacaremos  o s  dados a serem 

l i d o s  no programa p r i n c i p a l ,  as s a í d a s  e as dimensões d a s  

l is tas .  

P a r a  o s  part lmetros que possuem s i g n i f i c a ç ã o  já 

mencionada em o u t r a s  s u b r o t i n a s ,  daremos simplemente o nfi- 

mero d a  r e f e r ê n c i a  onde ~ o d e r ã o  s e r  r e v i s t o s .  



v.2 

Dados Lidos.  

AA - ( 8 )  

BB - ( 8 )  

CC - ( 8 )  

DD - ( 8 )  

EE - (13)  

GG - (13) 

X - (26)  

Y - ( 2 7 )  

I A L G  - (29)  

KIATG - (30)  

I A T G  - (28)  

IATH - (31)  

KIATH - (32) 

IGPER - (8)  

N - ( 8 )  

L - ( 8 )  

M - (8 )  

ULTF - (13)  

KS - ( 8 )  

MR - (8 )  

EPL - ( v i d e  PROLIN) 

EPM - (37)  

EPO - (38)  

E1 - (39)  

RC - l i s ta  c u j o s  e lementos  são  as compoentes do 

v e t o r - r e c u r s o s  b.  

Parâmet ros .  O s  parâmetro  aba ixo  entram no  c á l c u l o  da  d i r e ç ã o  

v i á v e l  p a r a  o  problema mes t r e  ( 2 ) ,  sendo ge rados  d u r a n t e  o  



processamento : 

CONTA - (37) 

B R  - (39) 

D - (37) 

GR - (33) 

GRF - (35)  

R - (36)  

B - v i d e  P R O L I N  

C - v i d e  P R O L I N  

- v i d e  P R O L I N  

L 1  - v i d e  P R C L I N  

L2 - v i d e  P R O L I N  

L 3  - v i d e  P R O L I N  

I V N B  - v i d e  P R O L I N  

I V B  - v i d e  P R O L I N  

I A T Y  - (37) 

I N D  - ( 3 4 )  

s a í d a s  da  Subro t i n a  ODIVAL.  

N a  s u b r o t i n a  ODIVAL ex i s t em t r ê s  pon tos  de s a i d a  : 

- o t e s t e  de o t ima l idade  p r é v i o  6 p o s i t i v o ,  ou 
- 

s e j a ,  7 é ótimo em ( 2 )  e  x 6 ótimo em (1); 

- o  t e s t e  de o t ima l idade  6 p o s i t i v o ,  i . e ,  7 6 

ótimo em ( 2 )  e 2 6 btimo em (1); 

- não ocorrem ( 4 0 )  e  (41)  

No caso ( 4 2 )  gera-se  a m a t r i z  d a s  d i r e ç õ e s  vi&- 

v e i s  que f i c a  d i s p o n í v e l  em Z . 



~ i m e n s õ e s  d a s  Listas d a  Subro t i n a  ODIVAL. 

A s  e x p r e s s õ e s  aba ixo  indicam como s e  poderá c a l  - 
c u l a r  as dimensões d a s  l i s tas  p r e s e n t e s  n a  s u b r o t i n a  ODIVAL. 

Lembramos que e s s a s  dimensões c o r r e  spondem a o s  v a l o r e s  máxi 

mos quando o número de e lementos  d a s  l i s t a s , d e p e n d e r  dos  r e  - 
s u l t a d o s  do processamento . 

Antes  de apresen ta rmos  as exp re s sões  sejam as d e  

f i n i ç õ e s  de NLDwx e NCD,, . 

Temos : 

JBB = J A A  

KS 

J C C  = C M(s) .N(s)  
s:4 

J D D  = J C C  

J G G  = J E E  - KS 



J R C  = MR 

JCONTA = MR 

J G R  = Max { N ( s )  .~ax { L ( S )  ,M(s))] 
S d  ... 6 

J G R F  = Max (N ( S  )) 
3-1 ...e 

J R  = J G R F  

Ils 

J I A T G  = L ( S )  
.r= 1 

J I A L G  = J I A T G  

J K I A T G  = K S  



KS 

J I A T H  = C M ( s )  
Sal 

JKEATH' = K S  

J I A T Y  = MR 

J I G P E R  = MR.KS - 
&I 

I N D  = Max (L ( s ) ,M(s ) ]  
S A . .  Ks 

Jh i  = KS 

J U L T F  = K S  + 1 

J I V N B  2(NCDMAX - 1) 



SECÇÃO - EXEMPLO. 

A p r e s e n t e  secção  t e r á  p o r  i n t u i t o  t e s t a r  o  fun - 
cionamento d a  subro t i n a  ODIVAL, c u j a  l i s  tagem 6 a p r e s e n t a d a  

no apendice  B. 

No exemplo que aba ixo  apresen ta remos ,  as funções  

dadas-  funções  o b j e t i v o  e  funções  v í n c u l o  -, possivelmente  

s 6  cumprem com as h ip6  t e s e s  de d i f e r e n c i a b i l i d a d e  . 
O exemplo p ropos to ,  c u j a s  funções  poss ive lmente  

não  são concavas  ou convexas e  nem t ã o  pouco o s  pontos  
L 

2 , ~   IR*^ s o l u ç õ e s  ó t imas  p a r a  o s  subproblemas P$ I , tem po r  

f i n a l i d a d e  t e s t a r  o  funcionamento d a  s u b r o t i n a  ODIVAL. P a r a  

i s s o ,  6 s u f i c i e n t e  v e r i f i c a r  s e  cada e t a p a  4 p e r f e i t a m e n t e  

execu tada ,  independentemente ,  repe  t imoç,  d a s  h i p 6  t e s e s  de - 
convexidade-concavidade e  o t ima l idade  dos  pontos  x i  . 

C 

D e s t a r t e ,  dados  pontos  X ~ G R ' ~ ,  as funções  e  s e u s  

g r a d i e n t e s  devem s e r  pe r f e i t amen te  c a l c u l a d o s ,  A m a t r i z  D 

cor re tamente  gerada .  O problema l i n e a r  c o r r e  tamente r e s o l v i  - 
do,  p o s s i b i l i t a r á  ob t e r - s e  a d i r e ç ã o  v i á v e l  supondo-se t o d a s  

as modi f icações  ob je  t i v a d a s  pe lo  procedimento de r e d e f i n i ç ã o  , 

A c o r r e t a  execução de t o d a s  as e t a p a s ,  poderá s e r  

v e r i f  i c a d a  n a  impressão dos  resu. l tados  c o n s t a n t e s  d a  l i s t a g e m  

do programa p a r a  o  exemplo t e s t a d o ,  c u j o s  dados a s e g u i r  a p r e  

sentamos. 

MR = 3 

KS = 3 

EPM = 0,100 

EPO = 0 ,001  

EPL = 0 ,001  

E1 = 0,010 



Dados para o subsistema 1. S e j a  xd = ( a , b )  . 
ag 

f , (xi)  = -2 b2 + - 
2 
b2 

gii (x l )  = ag + - 2 

g,, ( x d  E 0 

2 b2 
g,, ( x l )  = a + 

a2 ba h f i ( x l )  = - + -  2 2 

Dados para o  subsistema 2. S e j a  x  = ( a , b )  . 
2 

a2 L f z ( x n )  =e+ 

Da,dos para o  subsistema 3. Se ja  x 3  = a. 



v.3 

L i s t a s ,  

L = ( 2 ; 3  ; 2 )  

M = ( l ; O  ; o )  
N = ( 2 ; 2 ; 1 )  

I G P E R  = ( 2  ; 3 )  

I A T G  = (1 ; 1 ; 3 ; 2 )  

IALG = (1 ; 1 ; 3 ; 2 )  

KIATG = (1; 2 ; 1 )  

IATH = ( 1 ) .  

K I A T H  = (1 ; O ; 0 )  

ULTF = ( O  ; 3 ; 6 ; 8) 

Dos dados p a r a  o s  subs i s t emas  d e c o r r e  : 

Cálcu lo  da  dimensões d a s  l is tas .  

Esse  c á l c u l o  6 f a c i l m e n t e  f e i t o  a p a r t i r  d a s  e 5  

p r e s s õ e s  em V . 2  . 



N C D w x  = (2+2+1) + (2+3+2) + 1 = 13 

JAA = 2.2 3.2 2.1 = 12 

J B B  = 12 

J C C  = 1.2+ 0.2~0.1 = 2 

J D D  = 2 

J E E  = (2+ 1) + (2+1) + (I+ 1) = 8 

JGG = 8-3 = 5 

J X  = 2+ 2t 1 = 5 

J Y  = 3.3 = 9 

J R C  = 3 

JCONTA = 3 

JZ = g 

J B R  = 3 

J D  = (2(13-l) +l).26 = 650 

J G R  = 6 

J G R F  = 2 

J R  = 2 

J B  = 26.26 = 676 (fixado em 256) 

J C  = 26 

JO = 2(13-1) = 24 

J I A T G  = 7 (fixado em 4) 

J I A L G  = 7 (fixado em 4) 

J I A T H  = 1 

J K I A T H  = 3 

IND = 3 

J N  = 3 

JM = 3 

J L  = 3 

J U L T F  = 4 

J I V N B  = 2(13-1) = 24 



J I V B  = (26-1) = 25 

J L I  = 24 

J L 2  = 25 

J L 3  = 25 

De posse  d e s s e s  r e s u l t a d o s  a s u b r o t i n a  ODIVAL 

pode s e r  u t i l i z a d a  n a  ob tenção  da  d i r e ç ã o  v i á v e l ,  a qua l  

p a r a  o  exemplo p ropos to  poderá  s e r  observada na l i s t a g e m  

dos  r e s u l t a d o s  c o n s t a n t e s  do a p h d i c e  B . 



C A P I T U L O  VI 

O a l g o r i t m o  es tudado  a p r e s e n t a  p a r t i c u l a r  impor e 

t a n c i a  quando o nfunero de r e s t r i ç õ e s  que definem o s  conjun- 

t o s  XiC Rni,  é grande em r e l a ç ã o  à dimensão m do ve tor - re -  

cu r sos .  T a l  f a t o ,  l i g a - s e  a a p l i c a ç ã o  do método de d i r e ç z e s  

v i á v e i s  ao  problema m e s t r e  , com conseqüente  de c e n t r a l i z a ç ã o  

do t r a b a l h o  computacional .  Pa ra  que s e  possa  assim procede r ,  

imgor t an t e  r e s u l t a d o  f o r a  demonstrado,  o q u a l  deduz a equi-  

v a l ê n c i a  e n t r e  o s  problemas mes t re  e o r i g i n a l ,  e x c e t o  p e l a  

d i f e r e n c i a b i l i d a d e  de s u a s  funções  o b j e t i v o .  A16m d i s s o ,  

tendo-se a so lução  ót ima do problema mes t r e ,  pode-se imedia  - 
tamente d i s p o r  d a  so lução  do problema o r i g i n a l .  

N a  o t imização  de s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  de gran-  

de  p o r t e  decomponiveis ,  o procedimento i t e r a t i v o  propos to  

p e l a  coordenação prirnal ,  pode s e r  o caminho d e c i s i v o  pa ra  

r e so lução  de tais problemas , já que reduz o t r a b a l h o  compz 

t a c i o n a l  à r e so lução  de  ma sequenc i a  de subproblemas menores. 

No cu r so  de t o d a  d i s s e r t a ç ã o  , p a p e l  de impor- 

t â n c i a  b á s i c a  6 dado às funções  pe r tubação ,  c u j a  não  d i f e r e n  - 
c i a b i l i d a d e  em : s e u  domínio Yi , l e v a  à obtenção de 

um a l g o r i t m o  c u j a s  p r o p r i e d a d e s  de convergênc ia  a i n d a  são p r o  

blemas em a b e r t o .  Notemos d e s s a  forma que a d e c e n t r a l i z a ç ã o  



computacional  conduz a uma i n t e r e s s a n t e  pesqu i sa ,  q u a l  s e j a ,  

a determinação de condições  que levam convergência  do al- .. 
g o r i  tmo es tudado .  

Mostramos que a d i f e r e n c i ã b i l l d a d e  l o c a l  de a l ~  

mas funções  pe r tubação ,  pode s e r  u t i l i z a d a  com vantagem 

computacional ,  diminuindo não  somente o t r a b a l h o  computaci- 

o n a l  n a  r e s o l u ç ã o  do problema l i n e a r  de obtenção d a  d i r e ç ã o  

v i g v e l ,  mas tambdm o espaço  de memória r e q u e r i d o ,  

Visando a i n d a  t o m a r  v i t ive1  o emprego d a  d i f e r e n  - 
c i a b i l i d a d e  l o c a l  quando e l a  o c o r r e ,  desenvolveu-se,  quando 

i 
o s  subproblemas , são  r e s o l v i d o s  p o r  um m6todo de d i r e -  

ções  v i á v e i s ,  um c r i t d r i o  de de t eção  d e s s a  p rop r i edade ,  ba- 

seado somente n a s  in formações  o r i u n d a s  da  r e s o l u ç ã o  do max- - t 
-min no ponto de ótimo xt p a r a  o-:  subproblema 3 .  

Como r e s u l t a d o  computacional ,  e laborou-se  uma 

s u b r o t i n a  em FORTflAN I V  a q u a l  obtém a d i r e ç ã o  v i á v e l  p a r a  

cada i t e r a ç ã o  do a l g o  ri trno , 

Queremos f i n a l m e n t e  r e s s a l t a r  que d o i s  e s t u d o s  

merecem a t e n ç ã o  , quazido o i n t u i t o  6 a prova d a  convergênc ia  

do a lgo r i tmo  : 

- i n t rodução  e e s tudo  d a  & - a t i v i d a d e  p a r a  o s  

v f n c u l o s  gy c o n s t a n t e s  no problema d i r e t o r ;  

- es tudo  do comportamento d a s  funções  per tubaç& 

n a  f o r n t e i r a  de s e u  domfnio. 



A P É N D I C E  A 

DEFINIÇ~ES E UM TEOREMA PARA FUNÇUES CONCAVAS 

Apresentamos a s e g u i r  d e f i n i ç õ e s  l a rgamente  u t& 

l i z a d a s  no p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  as q u a i s  podem s e r  encont ra -  

d a s  em R o c k a f e l l a r  [ 3 2 3  ou Geof f r i on  C121 , onde são d e t a  - 
lhadamente a n a l i s a d a s .  

Um teorema p a r a  obtenção d a  d e r i v a d a  d i r e c i o n a l  

de uma função cbncava 6 enunciado,  cinja demonstração pode 

s e r  encon t r ada  em R o c k a f e l l a r  [ 3 2 ] . 

~ e f i n i ~ õ e s .  

S e j a  f : X--+ ã( , onde f 6 uma função cBnca - 
va em X C I R . ~  convexo e g : x--P tl convexa em X. 

/ 

~ e f i n i ~ ã o -  S e j a  o problema prima1 na forma canc  

n i c a  : - 

Maximizar f ( x) s.a g ( x &  2 
x t X  

O problema (1) é d e f i n i d o  como problema não per tubado e de- 

no t ado  p o r  Po . 



~ e f i n i ~ ã o -  Definimos problema p r ima1  per tubado 

a o  problema : 

Maximizar f ( x )  s.a g ( x > 4  Y 
xex 

m 
onde y 6 qua lque r  ve  t o r  no IR , sendo d e f i n i d o  como v e t o r -  

-per tubação a s s o c i a d o  ao v i n c u l o  g de P! . O problema 

( 2 )  6 denotado p o r  Py . 

~ è f i n i ç ã o -  Dado o problema ( L ) ,  a função pe r tu -  

bação v a s s o c i a d a  ao v i n c u l o  g de Po , 6 d e f i n i d a  por :  

onde v : Y - a  IR , sendo 

observação  : s e  considerarmos que o supremo de uma função 

num conjun to  v a z i o  6 -co , poderemos d e f i n i r  v no I R m ,  
estendendo o espaço do contradomínio  p a r a  RU[-m,tm] . 

Def in ição-  O v a l o r  btimo do programtq ( 1 )  4 de- 

n i d o  como 

Admitindo que Sup ( f ( x )  I xg $1 2 -a , temos que o problema 



(1) sempre t e r &  va lo r  b t i m o  sendo possivelm.ente -ao ou +ao . 
Definição- Suponhamos que f (  .) s e j a  f i n i t a  para 

x=? . Diremos que um v e t o r  TERn 6 supergradiente de f  no 
- 

ponto x  se  : 

( 4 x t x )  ( f ( x ) 4  f (Z)  + yt (x-x)). 

~ e f i n i ç ã o -  Se ja  % E IntX. Definimos derivada d& 

recional  de f em Z e na  direção h 6 R" , ao v a l o r  do l i m i  
4 

t e  : 

l i m  J k f t h )  -#(a 

se  o  mesmo e x i s t i r .  Caso o l imi t e  e x i s t a  denotamos seu v a l o r  

por f ( ~ ; h ) .  

Teorema. 

Seja  XEIntX, sendo f ( Z )  f i n i t o .  Então 

t 
( V h t C  ) ( f > ( ~ ; h )  = minl p h 1 p é supergradiente 

de f  em Z )  ) .  
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