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RESUMO

Visando otimizar-se um sistema decomponivel nag
-linear, estuda-se um algoritmo primal de direcgles viéveis.

No decurso desse estudo formalizam-se e demons-
tram-se alguns resultados conhecidos e desenvolvem-se inter
pretagoes econdmicas.

 Um critério para testar a diferenciabilidade das

funcoes pertubacao envolvidas no algoritmo é desenvolvido,
podendo tal propriedade ser utilizada com vantagens compu-
tacionais. -

Rapidamente se discute o conceito de & -ativida
de de vinculos ligado & convergéncia do algoritmo.

Finalmente, apresenta-se uma subrotina em FOR-
TRAN IV que obtém, em cada iterac@o do algoritmo, uma dire-

ggo vidvel.
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ABSTRACT

A primal feasible directions algorithm is stu-
died to optimize non-linear decomposable systems. In the
course of these studies some known results are formalized
and proved, and economical interpretations are developed.

A criterion is derived to detect the differen-
tiability of the pertubation functions involved in the al-
gorithm, and this property is used with some computational
advantages.

The concept of € -activity of constraints is
discussed, and related to the convergence of the algorithm.

Finally, a FORTRAN IV subroutine is presented
capable of finding a feasible direction in each iteration

of the algorithm.
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CAPITULO I

INTRODUCRO

0 desenvolvimento de técnicas eficientes de o~

timizac8o para problemas estruturadog, é de grande impor-

tncia por suas aplicacdes & Engenharia,e & Economia, ra-
z20 pela qual muitos artigos e livros foram publicados na
Gltima década sobre essa matéria,

A expressao problemas estruturados, normalmen

te, se associa aos problemas de grande porte, os quais

queremos lembrar, nao se caracterizam unicamente pela sua
dimensao, mas pela combinacio dimensZo-estrutura. Aliés,
éxplorar a estrutura em problemas de grande porte é fre-
quentemente uma imposigdo para sua resolugdo.

Destacamos que a presenca do grande nitmero
de varidveis e restrigdes, podé resultar nao somente da
estrutura intrinseca do problema, mas também de sua re-
presentacéao. Como observa Geoffrion[:10 ], problemas com
poucas nao-linearidades, por exemplo, podem ser expres-
sos por programas lineares através de aproximacoes de fun
¢coes e conjuntos, aumentando sobremodo a dimensgo do pro-
blema, possibilitando, no entanto, sua resolugdo por técni

cas conhecidas.



Entre os mais comuns tipos de estruturas encon
tradas em sistemas de grande porte, destacam-se: multidivi
sional, combinatorial, dinfimico e estocdstico.

Particularmente nos dedicaremos aos problemas
de grande porte de estrutura multidivisional ou decomponi-
vel,

Problemas decomponf{veis consistem numa colegao
de subsistemas interrelacionados a serem otimizados, Os |
subsistemas podem ser, por exemplo, médulos de um sistema
de engenharia, reservatérios de um sistema de abastecimen
to de dgua, departamentos ou divisGes de uma organizagio,
setores de uma economia etc,

Uma classe bastante importante de problemas

denominados problemas de alocacdo de recursos, sao englo-

bados pelos problemas de estrutura decomponfvel. Nesse ca
so, do ponto de vista da otimizagao, apés definir-se o
sistema produtivo, pretende-se determinar a alocacao de
recursos que leva ao melhor desempenho do sistema, o

qual pode ser medido por funcdes objetivo. Nesse caso, o
sistema decompon{vel estaria caracterizado por um conjun-
to de subsistemas que se encontram fracamente coesos pela

necesgidade dos recursos escassos.

Abaixo apresentamos interessante exemplo de

otimizagao de um sistema decomponfivel,

Exemplo - Problema do corte de florestas : grande nimero

de plantagSes'sﬁo classificadas para o corte num perfodo
m anos. Cada subsistema: é uma particular plantacao ou
floresta. As entradas nos subsistemas s2o representadas pe

las capacidades de corte nos diferentes anes.



Suponhamos m’'plantacoes e m anos., Seja ¢

Cg ¢ produca@o da plantacdo j se o corte efe-
tuar-se no ano ij;

r; @ ntmero de hectares da plantacéo j;

a; ¢ capacidade de corte medida em hectares,
no ano ij;

xy' fracao da plantagdo j que serd cortada

no ano ij;
O problema do corte de florestas pode ser for-

mulado cemo segue:

m m
Maximizar Z Z Cy xg‘ Sea
=41 J:i
m!
; Tjci € aq Ciz1...m)

m
(xg,...,x'mj)e Xj = {(xi‘j,,,.xm‘j) | Zixg 1A
¢s

A X >,o(i=1...m)} (J: 1... )

Métodos de coordenacsao

A distincao de subsistemas que operam quase in
dependentemente, compondo um sistema de grande porte decom
ponivel, conduz, em otimizac@o, & possibilidade de se apli
car técnicas especiais para sua resolucdo. Essas técnicas,
s80 sinteticamente apresentadas no capi{tulo II, onde se a

borda a Teoria das Equipes e os Métodos de Coordenacéo.

Entre os métodos de coordenacao h4 duas opgles

importantes, a Dual e a Primal. Ambas visam a resolugzo



dos problemas de otimizac@o de sistemas decomponiveis, que
brando-os numa série de subproblemas menores associados
aos subsistemas. No capftulo II, s@o comentados os dois mé
todos de coordenacdo mencionados, dando~-se maior destaque
ao primal, que serd o propésito do presente trabalho, que

estuda os aspectos computacionais relativos a um algo-

ritmo primal de direcoes vidveis.

NZo nos restringiremos ao caso linear exempli-
ficadd pelo corte de florestas, assumiremos, no entanto,
algumas hipéteses decididamente importantes, e comunsno
tratamento de sistemas de grande porte. Tais hipbteses
proporcionam-nos série de resultados, expostos no capitu-
lo III, necessédrios para o estudo de um algoritmo desen-
volvido por Geoffrion, e que se apresenta como escopo do
presente traballio. _

Os problemas aqui estudados pressuporaec as

hipéteses de compacidade, convexidade-concavidade e dife-

renciabilidade, bastante comuns principalmente em proble-

mas econ8micos.

Algor{tmos primais de direcdes vidveis

Uma classe de algoritmos bastante eficazes na
resolucdo de problemas diferencidveis e convexos de oti-
mizacao, sao os algorf{tmos de diregdes vidveis definidos
no capitulo III. No tipo de problemas. que estamos consi-
derando, esses algor{tmos n2o poderao, no entanto, ser a-
plicados diretamente ao problema original, devido a seu
porte. Para tirarmos proveito da estrutura decomponivel do
problema de otimizagao proposto (problema que denominare-

mos primal ou original), com ganho no trabalho computacio-



nal, recafmos num problema manipulado cuja funcao objetivo
ngo &, necessariamente, diferencidvel, mesmo que todas fun
¢oes do problema original o sejam. Referimo-nos as funcoes
pertubagdo que terfo importante papel nesse trabalho (defi
nidas no apéndice A ).

Como mostra em[:ll ], Geoffrion, baseado nas
propriedades de concavidade das funcdes pertubacao associa
das aos subsistemas, pdde derivar um programa linear, vi-
sando obter uma boa direcdao vidvel de incremento local pa=-

ra a funcdo objetivo do problema manipulado.

Convergéneciae.

Quando n3o & garantida a diferenciabilidade da
funcao objetivo do problema de otimizac@o, somente em al-
guns casos existem algor{tmos de direcOes vidveis, cuja
convergéncia foi provada, tratando-se de problema aberto
noutros casos.

Recente trabalho desenvolvido por Hogan[:l6 ],
levou & prova da convergéncia para um algoritmo de Franke-
~Wolfe no caso nao diferencidvel,

As propriedades de converg@ncia do algor{tmo
que nos propusemos a estudar sio problemas em aberto, ra-
za0 pela qual tem merecido especial atenggo por vérios pes
quisadores,

No capitulo IV como parte de nossas pesquisas,
estudaremos as implicagSes computacionais advindas da dife
renciabilidade local de algumas fungdes pertubagdo, bem co
mo se expoe um critério para determinar a ocorréncia da di
ferenciabilidade local da fung@o pertubacdo.

Com a finalidade de aumentam a eficiéncia do



algor{tmo proposto por Geoffrion, alteraremos, quando pos
sfvel, a direcdo vidvel obtida pelo programa linear, que
fornece a direcdo vidvel. O conceito de £ -atividade €

também introduzideo &s restricoes do referido programa.

Implementacao.

A parte computacional do referido trabalho a-
presentada no capf{tulo V, levou & elaboracao de uma subro
tina, que obtém a diregado vidvel para o problema manipula
do, estando inclufdas algumas das modificagdes objetiva-

das no cap{tulo IV.

Bibliografia.

Preferimos citar os trabalhos nos pontos da
dissertacio onde foram utilizados.No entanto,dada a imper
tAncia de alguns trabalhos faz-se mister citéd-los.

Como indicacdo em andlise convexa temos Rocka-
fellar[32.]e Stoer e Witzga11[34 ]. Em programacao mate-
mdtica de grande porte Lasdon[ 21 J, além dos importantes
trabalhos de Geoffrion[lD ],[ 11 ],[ 12 ]e[13 ].

Tratando mais dos aspectos especi{ficos aos mé-
todos de decentralizagBio na resolugio de problemas de alo
cacdo de recursos, citamos a tese de Jennergrenl 17 ].
Algorftmos de direcdes vidveis podem ser encontrados
detalhados para programacdo linear como em nao linear con
vexa em Zoutendijk{ 38 ]; na parte de algor{tmos sio tam
Eém iﬁportantes os trabalhos de Polakf 29']e Zangwill

37 Jd.

Notacao.



0 conjunto dos nlmeros naturais (nao incluindo
o nmero zero) e dos nmeros reais serao aqui denotados
respectivamente porMN elR.

Os vetores serao matrizes colunas de ntmeros
reais., 0 superindice t associado a um vetor, indica que
o mesmo foi transposto, passando a representar uma matriz
linha de ntmeros reais. O superindice + associado a uma
matriz qualquer, indicarid que estamos considerando a sua
transposta.

Se x e y sao vetores do R" , x$ vy (x2 9
indica que cada componente de x €& menor ou igual (ma-
ior ou igual) & correspondente componente de y. Denota-
remos x > ¥y (x<y) quando cada componente de x é maior
(menor) que a correspondente componente de y.

0 interior de um conjunto A serd indicado por
Int A, e a fronteira do mesmo conjunto por Front A,

Seja f :R™—R .Por f(x), x€ R*, indicaremos
o valor da funcg&o f no ponto x. Se, no entanto, quizer-
mos explicitar que estamos consi@erandoc x como varidvel,
denotaremos f(.). Por outro lado , se nio houver qualquer
preocupacao em precisar qualquer dos dois sentidos aci-
ma, simplesmente denotaremos f . O gradiente da funcao f
num ponto xé¢€ R? se existir, serd um vetor coluna indica
do por Vf(x). A i-ésima componente desse vetor serd indi
cada por (_g_:_fc“) (x). A derivada direcional da funcédo f
no ponto x€ R™, e na direcdo z € R™ , serd indicada por
f’(x;z) .

Seja g :R—>R"Essa funggo é um vetor cujas com
ponentes sdo fungdes g; (i=l...m) definidas no RR™ com va

lores em /R . Ou seja,



gi(;) |

g(-) = g(o)

4

oo 0

=y (0)

L ]
: 7

Por <7g(x) , x€R", indicaremos,se existir,a matriz cuja

i-ésima linha é constitufda pelas componentes de '§7g§x).

Isto &,

r
Ve, (x)

.
[

| "t
Ve(x) = Vgé(x)

Ve (x)

Portanto, Vg(x) é uma matriz mxn.
Se A f8r uma matriz, o elemento da I-ésima linha

e J-ésima coluna serd indicado por

A(I,d)

0 sfmbolo = indicard igual por definigBo, sendo
a expressio isto é indicada sinteticamente por i.e .

Usaremos para supremo a indicaggo Sup, para in
fimo , Inf, para méximo, max,e para minimo, min.

0 vetor nulo é indicado por Q.

Em relacdo as referéncias temos:



- capf{tulos serao numerados com algarismos ro-
manos;
- expressoes e subt{tulos serao numerados com

algarismos ardbicos.

A referncia a uma expressdo ou subtf{tulo do mes
mo capitulo , é feita colocando-se o niémero de referéncia
entre par8nteses (por exemplo, (13)). Referéncias a expres-
soes ou subtf{tulos em outros capftulos, serao feitas gra-
fando-se o ntéimerc do capfitulo (em algarismos romanos), um
ponto, o ntimero da secgdo, um ponto, e o nimero da expres
s8o ou subtftulo ( vpor exemplo, III.3.44). Referéncias bi
bliogrédficas sdo apresentadas entre colch8tes (por exem-
plo, Geoffrion [10 J ).

A seguir daremos uma breve nota a respeito do

apéndice A,

Apéndice A.

Antes de iniciarmos a apresentacéo do presente
trabalho, serd interessante indicar que as definigaes bem

como alguns teoremas que utilizaremos, podem ser encontra

dos no Apéndice A .
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CAPITULO ITI

0 PROBLEMA GERAL DE ALOCACXO DE RECURSOS, MﬁTQ
DOS, MANIPULACAO E TEOREMAS DE EQUIVALENCIA,

Introducao.

Inicialmente, enuncia-se o problema geral de

[f

locacdo de recursos, o qual & interpretado segundo trés
formas diversas de abordagens, primal, dual e teoria das e
quipes, optando-se pelo desenvolvimento do primale.

A secc@o 2 coloca O problema geral de alocagao
de recursos numa forma bastante adequada do ponto de vista
computacional, gerando o problema mestre de alocacgao de re
cursos, possivel pelo emprégo de uma técnica de manipula-
C80: projecaow

Conveniente & a'secgﬁo que se segue, j& que de
monstra a equival&ncia entre os problemas geral de aloca-
cdo de recursos e o problema mestre, no sentido dos teore-
mas a serem apresentados, salientando-se a perda parcial

da diferenciabilidade.

SECCAO 1 - PROBLEMA GERAL DE ALOCACAO DE RECURSOS, METODOS
E INTERPRETACOES,

Consideremos o problema geral de alocagao de
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recursos, que se identifica com a otimizacdo de um sistema
de grande porte formado por subsistemas interrelacionadoQ:
cuja estrutura particular,multidivisional,é frequentemente
ferida na teoria de programacio matemitica como decomponi-
vel., Portanto associaremos a palavra decomponivel a um sis
tema cuja otimizacao é um problema da format

K

Maximiz%g E jQ'(QQQ Sea

K ¢=1
E g0 (x) $6 °
= |

('V'[ € IK)(.né XL‘)

I‘ ={1,2’ooo,k} ’

x¢€ R" vetor atividade de dimensao n;, as-
sociado com o0 i-ésimo subsistema ;

X,C R s, representando o conjunto dos progra-
mas de Operagao (conjunto ou regiao vidvel) 8

ra o i-ésimo subsistema, associado com x;

-

¥ Por subsistemas interrelacionados poderemos,neste caso,
entender como subsistemas quase autbnomos, que se acham
dependentes a um comando central, que mantém a estrutura
nio separdvel, pela distribuicdo de recursos necessérios
ao funcionamento de cada um. Se, no entanto, cada subsis-
tema nfo carecesse de tais recursos para o completo funci-
onamento, o0 sistema seria completamente separdvel em
subsitemas cada um somente dependente ao seu préprio co-

mando central.
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f,: Xx—> R , funclo objetivo do i-ésimo subsig
tema associada com X;;

g ()= (g, ()yeeey &m(s))y funcgio vetorial cu
jo domfnio é X, associada com x;, g : X, —R"
b € R™ , vetor m- dimensional que denominare-
mos vetor- recursos cujas componentes s2o os re

cursos comuns aos subsistemas,

2 Hipbteses Adicionaise

Inicialmente iremos supor as hipbteses de con-
cavidade, convexidade e compacidade, além de todas varig-
veis x; pertencerem aos espagos euclidianos ﬂzﬂd.Destarte,
as fungdoes f; sao supostas cbncavas nos conjuntos conve-
x0s e compactos X;, e cada componente 8, . (o) (j=1le..m)da
fungao vetorial g; (i=l...k) serd suposta convexa em
X, (i=l..ek)+ Finalmente, supomos que o programa (1) tem
uma. solugdo vidvel. Outras hipéteses sobre as fungOes se-
rao impostas quando necessdrio (III.2).

As funcgles f; (i=l...k) medem a representativi
dade de cada subsistema, ou seja, a sua contribuicao para
o beneffcio global, sendo diretamente dependente do progra
ma de produgéo do subsistema, razao pela qual devem ser

convenientemente obtidas.
O sistema opera com dois tipos de restrigoes.

0 prlmelro, expresso pela desigualdade vetorial,

:E: g; (x )€ b, advém do uso comum de certos recursos pelos
sub91stemas, sendo por isso chamada restrig@o de acopla-
mento ou de corporacdo. Podemos ent@o interpretar

g%(.) (i=1l...k) como funcdo wetorial que mede o nivel de

recurso de acoplamento (suposto vetorialmente), necessério
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para manter o subsistema operando segundo: 0 programa X,/ .
Consequentemente, a restric8o de acoplamento exprimird,
via vetor-recursos, a disponibilidade dos recursos de uti-
lidade comum. O segundo tipo de restricdes associa-se aos
conjuntos X; (i=l...k). O conjunto X; contém os pontos nos
quaig 0 i~ ésimo subsistema pode operar, por isso é fre-
quentemente denominado conjunto (ou regigio) vidvel (ou de
operagao), sendo particular para cada subsistema, razdo pe
la qual & genéricamente representado. Na teoria da aloca-
cao de recursos € associado com as restrigées e recursos
divisionais (ou dos subsistemas), sendo dependente da tecno
logia do subsistema.

A resolugao do problema (1) pode ser encarado
do ponto de vista da teoria das equipes. Definamos equipe:
uma equipe, como estamos acostumados a pensar, refere-se a
um grupo de membros de uma organizac@o, que controlam de-
terminadas varidveis em‘campos de agao diversos, e sob di-
ferentes informacgdes tomam suas decisdes, estando, no entan
to, ligados pelo mesmo objetivo. Uma equipe acerca-se de
dois problemas fundamentais:

192) Quais as possiveis opgbes de estruturas in

formacionais;

29) Como deve cada membro atuar de modo a maxi

mizar a comum preferéncia.

Uma equipe, ao contrdrio do que ocorre nos mé-
todos de coordenacao (a serem posteriormente discutidos),
nao se preocupa com a estrutura particular da fungio obje-
tivo. Preocupa-se, entretanto, em derivar explicitamente o
custo da transfer8ncia de informacdes entre seus membros

na busca do dtimo. Citamos Marchak e Radner[:ZS ] como im



portante referéncia e Varaiy8[35 ] s que possui vasta bi-
bliografia sobre o0 assuntoe.

Desde que diferentes caminhos sao acionados a
fim de se obter um mesmo objetivo (maximizar funcao objeti
vo ou preferéncia comum do sistema), parece-nos interessan
te a consideracdo do ponto de vista da Teoria das Equipes,
de vez que se pode pensar na hibridizacao desse método com
os de coordenacdo, ou simplesmente, utilizar resultados
qualitativos de certoé métodos no melhor entendimento dos
caminhos gerados pelos outros.

A particular estrutura de um sistema decomponi
vel (funcdo objetivo e restrigoes de acoplamento linearmen
te separdveis por subsistemas), leva a possibilidade de se
obter a situagio global tima (resolver-se (1)), a partir
da coordenacio das situagoes Stimas de cada subsistema
(subotimizacoes). Os métodos ligados as técnicas de coor-
denacdo geram subproblemas parametrizados separiveis (i.e,
de resolucdes independentes), e se desenvolvem da idéia de
determinar valores dos parfmetros, para os quais alguma
contribuigao daS'subotimiza§8es leva ao §timo global. A
existénecia de tais situagOes conduz aos valores Stimos dos
parimetros. Tais parfmetros bem como a forma dos subproble
mas derivam da particular escolha do método de coordenacaa
H4 dois procedimentos principais para se coordenar as res-
postas Stimas dos subsistemas parametrizados:

- dual H
- primal,

Nosso trabalho se preocupard mais de perto com

o método de coordenacdo via primal, que se diferencia do

dual basicamente por que, naquele sdo distribufdos (sem a
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possibilidade de consumo extra) recursos, e neste sdo fixa
dos os precos dos mesmos, deixando-se o nfvel de aquisicfo
a cargo do subsistema. Passemos & uma breve descricZo da

coordenagdo wvia dual,

Coordenacao via Dual,

O dual envolve a determinagéo iterativa de um
vetor do R™ , tais que as solugles timas dos subproble

mas )~-parametrizados,

Maximizar f; (xi)_/\%,', Cxti)
XieXy

resolve (1). Essa forma de se tentar a solugao 8tima, h4
muito tem merecido especial ateng@o pelos economistas, que
primitivamente concebiam uma economia miniaturizada
(March e Simon [ 241] ; Hirshleifer (14 1) com sistema de
pregos, referentes a uma organizagdo. Essa forma de encarar
o problema revitalizou-se com a descoberta de que os multi
plicadores de Lagrange dos problemas de programacao matemd
tica, poderiam ser convenientemente interpretados como pre
¢ose O vetor m-dimensional A em (3), é assim, frequentemen-
te chamado e interpretado como o vetor-precgos dos recursos

de acoplamento |, denominagdo que se lhe cabe natural da in

terpretacao a seguir. _ e

Suponhamos para efeito de interpretagﬁo, uma
companhia constitufda de n divisSes e uma direc@o central.
Uma determinada iteracdo representa a fixagdo, pela dire-
¢cao central, do prego)\, para os recursos de acoplamento.
0 desejo das divisoes & de obter um programa X, que maxi-

mize a efici&ncia de utilizacgao de tais recursos, medida
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pela diferenca entre a contribuicao da divisao (ou subsis-
tema), f; (x;), e o preco pago pelo nivel de recurso co-
mum (ou de acoplamento) requerido, }\tg‘_ (x;)s A subotimiza-
¢gdo (3) ministra, ent8o, o programa, x; € X;, mais conveni
ente ao subsistema. A direcao central € informada dos ni-
veis de recurso, g, (x2) (i=l...k), requeridos, associando
aos recursos nao totalmente utilizados o preco zero, recal
culando, convenientemente, os demais., A reatualizacgao dos
precos dos recursos leva, dependendo do algoritmo particu
larmente utilizado, & resolucéo de diferentes problemas,
que podem ser chamados problemas diretores, pois se acham
ao nivel da direcdo central. Novos pregcos sao fixados e
novas subotimizacgOes sao efetuadas. A troca de informagdes
direcao-divisoes pretende, iterativamente, obter os pregos
que otimizam o funcionamento da companhia, i.e; 0s pregos
étimos.

A forma de reatualizar os pregos pressupoe que
a direcao possa, se necessdrio, adquirir novas quantidades
de recursoi, para suprir o nivel total de recursos de aco-
plamento, 2; g%(xZ), requerido numa determinada iteracao.
Fica desdebgé, evidente , que a viabilidade primal de uti-
lizagao dos recursos comuns ndo é considerada, Diz-se em
programacao matemdtica que ngo &,garantidamente, mantida e
a viabilidade primal. Solr determinadas condicoes (Geoffrion
[_12'] ), a situaga@o global 6tima iterativamente conseguida
por esse tipo de coordenacfo, ndo inviabiliza a restrigao
de disponibilidade dos recursos comuns, garantindo, assim
a viabilidade primal da solugao cbtida.

Dependendo da estrutura informacional (intera-

céo direcao central-divisdes) particularmente considerada,
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derivam-se diversas teorias (centralizagdo e decentraliza
¢80) a respeito dos métodos usados.

Como cita Jennergren[l7], o mod8lo organizaci
onal utilizado .para interpretacdo econSmica do dual, bem
como a terminologia usada, fora originalmente empregada por
Baumol e Pabian( 4 Je também por Zschaul39)]. Interpretagéo u-
sada por Gale[ 8 ] , Kornai e Liptak[ 19] ,Malinvaud [22_]
e Weitzman[36 ]é quase equivalente. Esses autores supoem
uma economia centralmente dirigida, constitufda de uma a-
géncia de planejamento e n firmas ou companhias.Ainda devi
do ao mesmo pesquisador, poucos algoritmos se fundamentam
na idéia de ajustamento de pregos(dual).

A séria desvantagem advinda da aplicacdo de
algor{tmos do tipo ajuste de pregos é que, hdo se garante

a viabilidade das restrigdes de acoplamento.

Coordenacdo via Primal.

A par da dificuldade anteriormente exposta,
foram desenvolvidos os métodos primais,i.e, aqueles que ga
rantem a viabilidade das restricdes referentes ao proble-
ma originalmente proposto.

Esses métodos de ataque ao problema original
(no presente caso (1) ), tiveram desenvolvimento bastante
rdpido a partir da descoberta do Princi{pio da Decomposi-
¢cao de Dantzig-Wolfe, visando quebrar um problema numa sé
rie de subproblemas menores. Criaram no &mbito da progra-
macdo matemdtica, a Teoria da DecomposigZo que se desenvol
veu sobremodo na década de 60, conduzindo cada vez mais a
novos caminhos e aplicacdes, dada a atencgZio especial que

atualmente se lanca ao Estudo da Otimizac@o de Sistemas de
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Grande Porte.VaraiyaL3ﬂem recente pesquisa sobre a tendén
cia da teoria da decisfo em sistemas de grande porte, vem
ratificar a importéncia desse campo da Teoria da Programa-
cdo Matemdtica. |

Nossa dissertacdo versard sobre o método de
coordenacdo primal de direcionamento de recursos devido a
Geoffrion [11 ].

A interpreta¢Zo via primal tornard clara a ga
rantia da viabilidade das solucoes geradas por ele.No pre
sente caso, as informagoes transferidas paras as divisoes
(supondo mantermos o mesmo modé&lo institucional que no du
al), alteram-se.Neste caso, o planejador nao fixa os pre -
¢os, mas aloca diretamente o limite superior do nivel de |
recurso para cada divisao (este fato determina o nome co-
mumente usado na denominag@o do problema (1): Problema Ge

ral de Alocacao de Recursos ). Desta forma, o subsistema

€ obrigado a otimizar seu funcionamento enquanto se mantém,
garantidamente, a viabilidade do problema (1) face a dis-
ponibilidade de recursos comuns(representada pelo vetor-
-recursos b).

Da interpretacgdo estabelecida,dois fatos podem,
intuitivamente, determinar o caminho pelo qual trataremos
o problema (1). Em primeiro lugar, a alocacdo de recursos
comuns ao0s subsistemas leva cada subsistema & independéncia
de funcionamento,podendo, assim, operar da melhor maneira
possivel, sem qualquer interacBo com os demais. Frisamos
que isso é possivel dada a estrutura decomponivel do sis-
tema.Cada subsistema ,consequentemente,otimiza seu funcio
namento pelos meios mais adequados.Como veremos na seccgao

2, esse aspecto particular poderd ser explorado aplicando
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ao problema (1) a técnica de manipulacdo chiamada projecdo.
Finalmente, parece ndo diffcil notar que a alocagdo de re=
cursos poderd resultar da obtencao de diregdes vidveis,i.e,
o coordenador v8 o sistema funcionamdo segundo determinada
alocaciao de recursos,tenta redefinir os niveis superiores
de recursos comuns para cada subsistema, levando em conta

0 problema fundamental:

de posse das informagoes divisionais a
respeito do funcionamento étimo para

os niveis de recursos fixados, em quais
" diregdes " & possivel deslocar a ofer
ta de recursos comuns, & fim de melhorar

o funcionamento global do sistema.

Essa forma de raciocinar nos levard a aplicar
.a estratégia de direcoes vidveis ao problema manipulado
(i.e, ao problema, neste caso, pronto para ser desacoplg
do) com a consequente separabilidade de cada subsistema.
0 processo &, portanto, iterativo e pretende levar ao 6timo
global pela troca constante de informacoOes entre as divi-
sdes e a coordenacdo; a coordenacgdo procura diregdes so-
bre as quais poderd alterar as ofertas de recursos para
cada divisdo,a fim de melhorar a situagZo global. Destar-
te, a coordenacdo pelo método primal consiste em se obter
k vetores do W*ntais que as solugOes dos subproblemas y; -

~parametrizados ,

Maximizar {; Cxi) s.a g9 Cxi) § yi
Xi€Xy
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resolva (1). O vetor xeeﬂf"representa o nivel de recursos
alocados ao i-ésimo subsistema.

Neste caso, qualquer regra de parada convenien
te usada, gera solugao vi4vel ndo pior que a original
(i.e, solucao vi4vel utilizada para partida do algoritmo).

Como teremos oportunidade de verificar o algo-
r{tmo de decomposicao, que seri implementado, nao pode
ser congiderado como representante de um Método de Decen
tralizacdo, embora seja computacionalmente forte : dimi-
nui o trabalho computacional, ao mesmo tempo que possibi
lita a resolucdo de problemas cujo porte torna invidvel
a computac@o por métodos diretos.

A seccdo 2 preocupar-se-4 com a manipulacgi@o do
programa (1) visando derivar um programa mestre, cuja es
trutura decomponivel poderd, posteriormente, ser explora
da pela aplicacdo da estratégia das direcoes vidveis (ca
pitulo III).

SECCAO0 2 - MANIPULACXO.

Frequentemente sucedem desac8rtos priticos na
resolucdao direta de um problema de grande porte. Tais
problemas podem, dependendo da particular estrutura que
englobem, ser transformados noutros equivalentes por

meio de manipulacdes que ob;jetivam[lﬂ ;pE 12] :

(2) explorar a estrutura particular do proble
ma;

(b) linearizar as partes n3o lineares do pro-
blema;

(¢) induzir separacio.



II.2 22

Manipulando-se o problema (1) por meio da téc
nica de projecdo , o item (a) conduz a (c), devido a es=
trutura decomponivel do sistema. O programa obtido dessa
manipulagao é referido mna literatura como problema mes
tre.

Reescrevendo o problema (1) apds introduzir

m
os vetores y, ...y, de R ,vem:

k
Maximizar ) ﬁ Cx;) s.a
x'y =4

K

Z Yy, \“9 A (V‘L-GIK)(xgexLA 9¢ ng)égc)
C=4

0 problema (4) difere do problema (1) por aco
plar os subsistemas através das varidveis, y, (i=l...k),
introduzidas, restando um problema com varidveis de aco
plamento, ao invés de restricoes de acoplamento.Como po-
deremos notar mais abaixo, . , poderd ser interpretado
como recurso direcionado ao i-ésimo subsistema. Se
y=(y4 geeey Y ) f6r temporariamente fixado,obteremos um
programa separével,

Projetando o programa (4) ( [ 105 pg 11] ) no

espago das varidveis y, vem:

K
Maximizar [Sup{z ﬁ (x) I CVCGIK)(x;ex; A
? <=1

ngiCx() & Ji )} ]S'a

K
;95\‘5

ou ainda, observando-se a separabilidade linear da fun-
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¢80 objetivo do programa (1),vems:

Maxn.mlzar Z Sa/;{.j'_ (x()8.8. X, € X, Agt(x)éj‘}

s.a Zy“

A respeito do programa (6) teceremos alguns
comentdrios. Bm primeiro lugar, hd de se notar a forma

impl{cita das restrigdes y,€ Y¢ (i=l...k), onde:
{‘Jieik'"l(ixiéxi)(ﬂi(x;)éﬂi)} Ciz 1K)

Ao invés de tornd-las explicitas, pode~se optar pela for
ma &alternada (implicita) gue convenciona o valor -oo
para o supremo de uma fungao num conjunto vazio.

A interpretacgio econfmica anteriormente dada
ao problema primal (1) fica, observando-se (6), natural-
mente introduzida. O planejador fixa uma alocacao de re
cursos denktro da disponibilidade prevista ( fixagéo de
¥ tal quez 3’{6 b); a seguir, cada subsistema otimiza seu
funca_oname‘;'lto (obtencao de Sup &l (o) | €, A g & 3L}
para i=l...k), sendo que supremos no valor - refletem
a inadequacdo dos niveis de recursos distribuidos; os
subsistemas comunicam 3 coordenacdo suas respostas 6ti-
mas, pondo a coordenacdo a par do resultado global
(Z, Sup{f(x)s a X E€X; A gy (X)) gt } .o recalculo
das rjovas alocagOes com base nas respostas $timas dos sub
sistemas & de tratamento mais delicado, razdo pela qual,

apbs obtermos o programa (9), passaremos a tal discussac.
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4
Supondo-se V. (y;) o valor 6timo do programa

parametrizado em y, :

P;‘. Maximizar }é (xi) s.a 9, (x() éj;
X €EXy

o problema (6) poderd ser colocado na forma equivalente

(9) , como se mostrard em (10),

K

|3
Maximizar E or Cyy) Sea E £€b
Vi I =4 I

¢=4

Observacdo.As hipéteses (2) ndo garantem a existéncia da

solucao 8tima de (8). Com as hipéteses de diferenciabili
dade sobre as fungles f¢ , 8¢ € ¥y € Int Y¢ necessdrias
ao.desenvolvimento de (III.2) e mais compacidade de X<
(imposta em (2) ), garante-se a exist8ncia para a solu-

cdo 6tima para (8), e conseqlientemente, valor finito pa

g (y,_).

0 programa (9) obtido da projecio de (1), re-
presenta nesse caso 0 programa mestre, sendo uma forma
modificada de se apresentar o problema geral de alocacgio
de recursos (1).

Do ponto de vista da hierarquizacéo distinguem

-gse dois niveis:

1a funcdo v¢ () -Sup {fl(x) sea 9; () § 43‘_ } & deno-

minada funcio pertubagao associada com P" y sendo, por-
tanto, caracterf{stica do subsistema con31derado. Essa fun
cao serd fundamental no presente trabalho.

2 Valor étimo do programa P & o valor de vy () no pon-

T 3
to e € R
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1) nivel de coordenacgido, representado pelos
deveres explicitos em (9);

2) nivel de divisdo, representado, implicita-
mente, em (9), pelas subotimizacdes Pé.
(i=l...k).

0 programa mestre obtido possui explicitamente,
somente, restricdes lineares sendo a fungao objetivo nao
linear geral. De fdrma implficita temos as restricdes nao
lineares Y € Y¢ (i=l...k) representando a viabilidade do
recurso comum alocado para o i-ésimo subsistema. Excetu-
ando-se problemas lineares ou quadrdticos, expressoes ex
plicitas para vy (i=l...k) sZo praticamente impossiveis,
a menos que a dimensao do vetor-recursos b seja muito pe
quena[ 21] No caso geral, valores de v; sdo dependentes
da resolucao dos subproblemas P? (i=les.k), Porém, a van
tagem de (9) em relacdo a (1) torna-se particularmente
interessante quando o ntmero total de restrigdes que de
terminam os conjuntos X¢ (i=l...k) é grande em relacéo
ao nimero de restricdes que acoplam os subsistemas, j&
que a aplicacdo de estrafégia conveniente permite obter
a solugdo de (1), pelas resolugOes independentes dos pro
blemas P&:(i=l...k).Fica,portanto, decidido que nos dedi
caremos 5 métodos que visam a resolugéo iterativa de (9)

através de série de otimizacoes.

Realocacao de Recursos.

Como anteriormente citamos, passamos a inter-
pretar mais de perto a realocacdo de recursos com base

no programa (9). Suponhamos que a resposta 6tima do
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subsistema seja, agora, dada na forma de produtividade
marginal,i.e, variac8o da contribuic¢do étima com a varig
¢cdo unitdria dos recursos alocados (essas quantidades

sdo referidas, para um determinado subsistema , aos re-
cursos comuns, componentes do vetor b).Tais quantidades
capacitam o coordenador, com base na disponibilidade dos
recursos comuns, a obter uma direcdo ( pode existir uma
infinidade) de realocacap que conduza ao maior incremento

local na contribuigdo global,

Observacao nao interessam ao coordenador valores timos

das contribuigles dos subsistemas, mas t3o somente infor-
magaes que lhe permitam deduzir uma nova direcdo de rea-

locagao, que conduza a melhora global.

Sucessivas subotimizacOes e realocagbes prosse
guem,até que os efeitos das variagtes marginais dos re-
cursos comuns na contribuigéo 6tima, sejam equiparados
para todas divisOes (condicZo de otimalidade quando v
& diferencidvel,i=l...X, que provaremos no capitulo IV).

Quando as fungoes V; forem diferencidveis, as
produtividades marginais do recurso j para o subsistema
iemy:, sdo expressas pelas componentes dos gradientes
de vg(.) em Y oi.e, (g-%) (y:) representard a produtivida
de marginal do recurso j (j=l...m) rejativo ao subsiste-
ma i (i=l...k).

Acontece, no entanto, que v¢{(.) ndo é necessa~
riamente diferencidvel em Yy ( Rockafellar[32b. Essa
dificuldade € parcialmente removida dada a concavidade
das fungdes v, (i=l...k), como veremos na secgdo 3,levan
do & exist@ncia das derivadas direcionais em todas as di

recoes, e em todos pontos interiores de Y;. E esse fato
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que permitird o desenvolvimento do trabalho mediante a
estratégia das direcoes vidveis.Isso mostra desde jd o
importante papel exercido pelas hipéteses c8ncavo-conve-
xas.

A maior contribuicdo de Geoffrion foi derivar
um programa linear explicito, que mediante algumas su-
posicOes, leva & obtencdo da direcgdo vidvel que maximiza
o aumento inicial da funcio objetivo do programa (9),i.e,

a diregdo obtida conduz ao valor méximo da derivada dire
cional da funcgio objetivo de (9). ‘

Notemos finalmente que o tratamento pode ser
simplificado nos pontos onde vy (.) (i=1,.k) é diferenci-
4dvel . Esses pontos nao sao excegaes nos conjuntos Y¢
(i=l...k), j4 que os pontos em que v; (i=l...k) & ndo
diferencidvel constituem um subconjunto de Y¢ (i=lesok)
de medida nula. Por essa razio serd exposta no capitulo
IV, pesquisa visando obter a melhor diregdo vidvel de au
mento da fungdo objetivo de (9), tirando proveito da di-
ferenciabilidade das funcgdes v , onde isso ocorrer, Tal
fato reduzird consideravelmente as dimensdes do programa
linear utilizado na busca dessas direcdes vidveis.

A seccdo seguinte conduz-nos a resultados bas
tante adequados,ou seja, a equivaléncia entre os progra
mas (1) e (9) no sentido dos teoremas a serem demonstra
dos. Embora perdida parcialmente a diferenciabilidade,
resta-nos a possibilidade de aplicar estratégia conveni
ente (direcdes vidveis), que leva a uma sequéncia de sub

programas cdncavos diferencidveis.

SECCXO 3 - TEOREMAS DE EQUIVALENCIA.
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Dois teoremas de fundamental import&ncia serao
aqui desenvolvidos. O teorema da equival@ncia propriamen
te dito, mostrard como se relacionam as solugbes Stimas
de (1), problema cuja resolug8o fora inicialmente propos
ta,e, o problema (9) resultado da projecdo de (1) sobre
o espaco das varidveis y. Embora este teorema seja de
uso frequente,sua demonstracio ndo se encontra na litera
tura geralmente citada. 0 segundo teorema refere-se a
propriedades dos conjuntos ¥; (i=l...k) e & concavidade

das funcoes V. (i=l...k) nesses conjuntos [10;pg 16] .

(A

0 teorema de equival8ncia propriamente dito se
réd provado para o caso geral, para tanto nio serdo neces
sdrias hipbteses de concavidade-convexidade e compacida-
de.

As hipéteses utilizadas para obtencdo das pro-
priedades dos conjuntos ¥; e fungbes v; serdao mencionadas
nas respectivas provas.,

Para a prova do teorema abaixo, explicitaremos

os conjuntos Y; associados ao programa mestre (9).

10 Teorema. Sao vdlidas as quatro assercgées abaixo:

A) O programa (1) & invidvel se,e somente se,
(9) também o f8r;

B) O programa (1) tem valor 6timo+wse,e somen-
te se, (9) também o tiver;

C) Se o programa (1) tiver solugdo étima
x°= (x2,+00,%2) entdo (9) terd solugdo 6ti-
ma y°,e, x% (i=l...k) serd solug@o 6tima,de
Pé.o (i=1l...k),sendo g (x3)¢ 52,‘(1:1...1:) elgy:\\(b;

D) Se (9) tiver solugdo Stima y° e x? (i=l...k)
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f6r solucdo 6tima de Py (i=l...k), entdo

)

x'= (%] ye0e,xy) serd scglugéo dtima de (1).

Para as demonstracoes abaixo seja:

PR .
Xz (x“m,xK)GlR m. onde (Wi €I )(x; € R™)

X= Xx...x X, CR ™
Y:Y1x..‘ xYK C RKM onde (VCEIK)CY.‘,CR”")
I._. (/”m ») GKRK'“‘ onde (Vg €1k)(yi€ R™)

S-{ye R gyi <bJ

Assercio A. Formalmente teremos:

(Frex)( Z 9 (xpéb) =qre) (5 4 ¢4)

U=1

ou equivalentemente, ‘ K

Gace X) (;z'(xz)éb)=><3]€ Y)<Z_:_;_%\\‘ 5)

Demonstracio. ——y: seja, por hipbtese,X vidvel em (1),

i.e,

K
x€ frex | 29‘-(:@'%5}
=1

Definindo Sr; = g (%X;) para todo i € I, , obtem-se de (11)

que

e, pela definigéo de §, (i€ I.),

(‘v‘z' €r K) (5’: € Yc‘)

Logo de (12) e (13) ¥ 4 vidvel em (9),ou seja,
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g€ {er , ;/1\66}

0o que completa a prova da condicao suficiente.

¢<———: seja,por hipbtese, ¥ tal que

/_é' ZnY

Como ¥ € Y vem

ol
N

("VL&' flk)(]i'g € X[) (;[ (,x.") é
Da condigZo ?EEE e (14) decorre

PR

Z ;(g-)\s b

(=4

De (14) e (15) vem:

K
X € {xex l ;'/[Crg)éé}
A

Assercao B. Se v0a representar o valor §timo do programa

(a), teremos:

v0l =+ {———) v09 =+

Demonstracdo. ): supondo,por hipétese, vOl=+eo, te-—

mos (1) & vidvel.Para cada X vidvel em (1) facamos:
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(’VZ‘GI K) (/—( = f[ (.2:":))
Da viabilidade de X em (1) e definicdo de §,vem:
K
S T e
/eY
Logo para cada X vidvel em (1), temos:
@()?)é {,i '<¥c'€IK)(/[(i'[)=];)}Cyn Z
Como por (16)
Mer) Gr ¢ videel em P70
{ K Xy € vrevel em j,'
vem,

Zé‘gy;) SSup &é(xg) S.8 Z€X; Aﬁ'@)\é;};’ } é}[/ (z,)

para todo i € Iy.

Logo para X vidvel em (1),

K

K
; ?fc%) ” ;ﬁ (z;)

e,portanto,
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K k
Sup { ;%{/}) ye'@cf)}} Sup{g{@li vidvel (1)} =+00

De (17) e (18) , venm

Sup{z o )/ﬁ,ng >,Sup{ Z‘aga)lyw(x)}

logo,

(——: como, por hipétese, v09=+c0,(9)
é vidvel, Seja ’3'r'=(571,...,‘3,7'< JEY N Z Sejas

@)= {x €x I@‘;;eI)@:'(:g.)éZ-) }

{.zex |§y"(x[)\\< Y }

0 conjunto® (§) & nfo vazio dado que Y€ Y,sendo evidente

a inclusao @(?)C A, para todo Y¢ YNJ. .Logo,

Za‘ W) 2w {Z/(x,)lxe@ @} <
‘S“P{Z/,(xl),xe'A } para todo FE€YNZ .

=1
Como YNT & fechado, decorre de (19) :

k K
Sup{ gq-(jt.) I/'e' Yo Z} £ Sup {z'_; £ |x€A }

ou seja,
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v09 £ vO1
logo
v0l =+

151

Assercgo C. Se x° = (x],...,%%) & solugiio 6tima de (1),

entdo existe y° ‘ solucdo Stima de (9) satis
fazendo gd(x:-)*g v (i=l...k) e Z’};é b, e,

Csi

x¢ € solugio Stima de P;a para todo i€ 1 ,

c

Demonstracao. Como x° & vidvel em (1), fazendo para todo

i€ I , g[(xf-)zy‘f’vem,

y€8anyY

e, portanto, y° & vidvel em (9).

a)Provemos que x, é 6timo em I_’;d para todo i€ I,
(4

por redugs8o ao absurdo, i.e,

Ga’ 6]!() (x' ; & vidvel em -@f‘.’/\ﬁ- &) >]&~ (z;))
f

decorre que

X= (xf,..., xf z..z° .. x;) é vidvel em (1).
¢

Como’y
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K K
J__z'.]g e fe ) > L fo ()

JEt

conclui-se que x° ndo & solugdo 6tima de (1), o que con-
traria a hipétese. Logo, (¥i €1 )(x2 & solugZo Stima de
Pi" )y e portanto, vg (y2)=f:(x;).

(%

b)Provemos que y € solucdo 6tima de (9) por re

ducao ao absurdo, i.e,

(Jjé YO 2)(‘2/4 (g-)> Z'_; )

Definindo

A ={:xex|(%%€1,<)(yz(xg)é 57,')} # & poisy€Y
B ={f €X|§jz (z;) & é}
4 que FeT , vem:
AcCB

logo,

K K
Sup-{g j/" (xp) ,-Z 65} 7 Sup {Z‘,](I Cxyp) ’xéA}
: i'=
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Mas

k K

Sup {Z/ G |cea }-{Sup {/‘v () bz €x00. @08 T }:
e:=4

L3

Z(y,

¢=1

logo de (21) e (22), vem:

sus {34, G) res P2 o €

=4

Como, pelo item 4,

Jé (.Zé'ojz 75 Cz.'pj

de (23), depreende-se

K K K
0)m o -
Z:#@'J-‘Z}% GIrY_ o G
< = C=4

o que & um absurdo por (20). Logo y° é solucdo Stima em

(9)e

Assercao D. Provemos que ¢

y° é solugao 8tima de (Q) x°=(xgy00ex?)

é solugdo 4tima

xg é solugio Stima de E;? =
<
(izloo.k) . de (9)0
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Demonstracido. Suponhamos ,por absurdo, que X = (x;,...,xQ

nao seja solugdo 4tima de (1).0u seja,

k K
Gxémszfe/ e (/)) ( ;ﬁ&,dj> Z—a./‘ (x;))

Se yd? (gi(xi)’ ,,,,%‘(x:)), segue pela viabilidade de

x® em (1) que:

y%f/o Z

(s?ejk)ééee'weve/ea7fz;)

Logo,

ZU ))x 2_‘][ (%)

<=1
Como, por hipétese, y° € solugdo Stima de (6) e x%

(i=l...k) solucdo 8tima de P;;(i=l...k), vem:

A

K K K
Yoall= ) fED), wGY
<=4 <=4 (=1

De (25) e (26)

K

f &y ; £ (2,7

<=



27

I1.3 " 37

o que resulta, observando-se (24) num absurdo.Conclui-se,
portanto, que x° & solucdo 8tima de (1).
A
Teorema. Os conjuntos Y; s8o ndo vazios, fechados e con-
vexos. As fungdes Vv, s@o clncavas em Y; ,i=l...K
sendo -o0 nos pontos ndo pertencentes a Y;,
i=l...k, se levarmos em conta que o supremo de
uma fung@o num conjunto vazio é -~ . Finalmen
te, as fungSes v, sdo nfo decrescentes,i.e,

Y vty v2e Y e yiy yi,vem v (y2)y v (y2).

A) Y" é nao VaZiO, i=leeoke

Demonstracao. Consideremos a definigao de Y; dada na sec

céo 2

Y2 {f/‘ eR™ |(3x£ €x)( g (x)§ y,-)}

Pelas hipSteses em (2), . problema (1) tem solugdo vi-

dvel, logo,

Gz ek €z € x0

j4 que pela secgfo 1 g.(.) & definida em X;,seja
(er) G =g 20)

Nessas condigdes,
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CXIMICTAN)

e, portanto,

<'V¢ €1)(Y; # @)

B) Y; é fechado para todo i€ I, .

Demonstracio. Eliminemos os {ndices i.Seja (y*) uma

sequéncia qualquer em Y, convergente para um ponto y%.
Provemos qgue y® € Y. Por definicdo de ¥ a cada y" eY
pode-se associar um vetor x* € X tal que g(x") & ye
Assim procedendo-se, constroi-se uma sequéncia (x*) em X.
Como X & compacto, tomando-se subsequéncias de (x*) se

necessdrio, pode-se considerar que

. K @
lim x = x € X
K220

Como g & continua em X e g(x*)§ y* para todo k€N

vem

lim 9('7:9:_9 (x%) \\<ym

K+

Logo, y® € Y.

Da proposigdo anterior conclufmos que
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(‘V2'€IK) (Y, & fechado )

Esse resultado é importante e serd usado para
garantir a compacidade do conjunto vidvel do problema mes

tre restrito. Alem disso como provaremos em IIT,2,18 ,
g € Int Yo = (i €xe)(9r x< s)

Essa propriedade e mais o fato de Y; ser fecha

do, conduz a
K€ Front Vi ¢=::>CE&;éX;MZ?Yﬁ)Q%yE@)ijﬁy

C) ¥, & convexo para todo i€ I, .

Demonstracdo.Sejam y, e y, pertencentesa Y .

YeYe = (Iz'€x)G @) $yp)
ey = GxPex) % & y2)

Como g, é convexa em X, convexo, vem:

(FO€[a1]) (9 (o2"4 (r-0)x%) & 8% )t (1-6) 9 ()
o4

De (28) e (29), vem:

(voelo1 )G ox!s (1-6)22) & 04 4 (1-0)92)
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Como X; é convexo,
Zz=8z'+(7-0)x% €x,
Logo,

(voelo1])(6g,+(r-69% € 1)

Finalmente, temos:

(‘\//61'()()// é convexo)

A
D) As fungles v+ s@o ndo decrescentes.

~ .~ 2
Demonstracao. Da definicao de v, segue que se Y, y’,

temos
A= {JQ’G‘X[ lje' ()€ y’} C8= {xc EX; |'fz'(xz) £ jz }
logo
Sup {f il zes |3 Supffcan|zen )
ou seja

% (y%) 2 o (gD
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Logo as fungdes V¢ sa0 nao decrescentes no

sentido anteriormente exposto.

E) As funcdes v; sao cbncavas nos conjuntos Y¢ .

Demonstracéo. A definigf8o de vy anteriormente mencionada

é dada abaixo:

(/Z%): Sup {ﬁ’ (xy) 88 x/€ Xg’Ai/ (xz')é_j// }

para y. € Yo o
J4 que o valor de vy pode ser +c0 em Y;, serd adequado
usar o hipografo de v para provarmos a concavidade da

fungdo vy . A definigdo de hipografo é dada abaixo:

Vi
v :{(//,/5)(/3? x| @'ew/\//%g«;)}
A concavidade de v; pode, entdo, ser depreendida
da convexidade de seu hipografo. Eliminemos os fndices i,
Provemos ,portanto, a convexidade do hipografo de v, ou

seja, dados (y%,u?) e (y",/u?) emY e dado 6€ [0,1] ,

provemos gque
7,71 3 2 ,2
onde 6 = 1-0, ou, equivalentemente,

[9;’+e‘72,¢s!/44’+¢§/¢2)69’
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ou, finalmente, pela definicZo de hipografo de v,

7 - Z . -
&@y,e 9//7/ <9/¢1,L 6'/43
Pela definicdo de fungao pertubagao, vem:

p@jif% Sup {][(x) S.a. ZXEX A2 (x) & 49_5/5 éj-;/z}

Como X é convexo, decorre:

o9y 6’}‘9=, Sup {)l (6% 62)s.a. /(672,’; 6x9% a4, 4~ }),
X, X €X

(usando a convexidade de g em X e a concavidade de f em
X)

Sup{%[(xlt 5{(x3) S.a ’q(xﬁéy’,\ f(x2)§]2}=
X, x%€ X

- t ‘s - 2

;'ee iup{f(x)&a?(x)\ﬁwxzseuf{{(x} 5ld-y(xz)éy2}=

=9(I(y,)+§()'(j’2}

Da definicdo de hipografo de v, temos:
, - 2 -
#(éy’.ﬁ 8y Ja «9/&/4 e/az

Logo, as fungoes pertubacido v, associadas aos subproble-

mas P! s80 cbncavas nos conjuntos Y, w
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Os teoremas anteriores demonstraram a equivalén
cia entre (1) e (9).

Pode, no entanto parecer que consideramos (9)
com intuito, em parte, de obter condicoes de otimalidade ma
is convenientes. Tal fato nao sucede, dado que (1) por ser
um programa diferencidvel,leva a condicoes de otimalidade
expressas mais convenientemente se usarmos gradientes.

0 que faremos serd comstruir algoritmos que resol
vam (9), que, como mencionamos, é computacionalmente mais
interessante, podendo-se utilizar as condigSes'de otimalida
de para (1) como regra de parada. De fato, o teorema de equi
valéncia serve para provar que as condicOes de otimalidade
para (1) s@o suficientes para (9). Ou seja, suponhamos Y
candidato a solucao étima em (9). Seja X; (i=l...k) a solu-
cao Stima de Pi . Se as condigoes de otimalidade de Kuhn-
~Tucker para (1) forem satisfeitas no ponto X = (X, ,e.e%),
pela condicao suficiente do Teorema de Kuhn—Tucker_[23;pg 741
temos que X ¢é solucgio 6tima de (1). Decorre pela assergao
C do teorema de equivaléncia (10) que ¥ & solucago Stima de
(9). |

Consequentemente, desde que se obtenha uma solu
cao 4tima para (9), imediatamente temos disponivel uma solu
cdo 6tima para (1).Isso nos garantird, em parte, a conveni-
8ncia do método utilizado para a solugdo de (9).

No capitulo que segue, trataremos da base te-
4rica do método escolhido para resolucao do problema mestre
(9), ressaltando que pela consideragio das condigbes de com
pacidade dos conjuntos X; , originalmente nao impostas por
Geoffrion, obtém-se a compacidade da regido vigdvel do pro-

blema mestre, como Veremos.
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CAPITULO IITI

ESTRATEGIA

Introducso.

Nas secgoes que se seguem serd exposto um méto

do de resolugae do problema II.2.9, reescrito abaixo:

K

Maximizar Z 7 (/) 4. z

7* =1 f
j4 que pelo teorema de equivaléncia I1I1.3.10, teremos a so-
lucdo étima do problema original II.l.1l, a partir da reso-

lugdo do problema mestre (1), via subproblemas %Zf 11.2.8,

¢ s (x) da g (x)$& (=1.. £
P 4 Maximizar /: . y A/
-x" ex"
0 método a ser utilizado,classifica-se comp

primal de direcOes vidveis j4 que produz uma sequéncia de

pontos vidveis em (1).

0 algorftmo de diregdes vidveis aplicdvel ao’
problema (1), parte de um ponto y no interior de Y, deter-
minando uma direc8o vidvel de médximo crescimento local na
fungdo objetivo de (1).Executa-se, a seguir, maximizacgéo

da funcdo objetivo de (1) na diregao obtida, encontrando-



III 46

-se um novo ponto. Para que a iteracdo seguinte, possa ser
executada, e o processo iterativo ter continuidade, o pon-
to de partida para a iterac8o seguinte deverd também estar
no interior de Y} esta imposic8o que constitui limitacio
severa do método, serd satisfeita introduzindo pertubacao
na busca unidirecional, a ser discutida na seccd8o 3.Isto &
necessdrio devido a dificuldade existente no tratamento de
pontos de fronteira do dominio de funcdes cbncavas. De fa-
to, mesmo que o conjunto das direcoes vidveis partindo de
um ponto fronteira de Y pudesse ser descrito, nfo consegui
riamos garantir a exist8ncia da direcdo de mdximo cresci-
mento local., Um exemplo em que tal direcdo nfo existe, en-
contra-se em [8] , sendo o estudo de tais casos ainda um
probléma em aberto.

Portanto, y € IntY é uma garantia de que todas
direcdes a partir de y s8o vidveis em Y, Outras implica-
coes advém dessa suposic@o sendo discutidas em (17) e
(30).

A seccdo 1 definé o método de diregdes vidveis
expondo resumidamente os aspectos mais importantes, além
de discutir a exist8ncia da solugl@o 8tima para o problema
original,

Teoremas e resultados fundamentais s8o apre-
sentados na seccdo 2, ressaltando-se as implicacdes de ca-
da hipétese assumida, sobre as quais se estrutura a seccao
seguinte; ai se caracteriza a obtengZo de uma boa direcao
vidvel, culminando-se com a apresentacdo do teorema que
leva & determinac8o dessa direcdo. Ainda nessa secgdo, dig
cute-se a otimizacfo na direcdo obtida (otimizag@o unidire

cional ou problema mestre restrito), expondo-se um procedi



IIT.1 47

mento de eliminacao dos pontos fronteira de Y, caso o &timo

do problema mestre restrito pertenca a ela., Como produto da
otimizacdo unidirecional sdo analisados os subproblemas en-
volvidos, bem como as hipdteses que garantem as solugoes 6~
timas dos mesmos.

Por fim, na seccdo 4 esquematiza-se o algor{tmo

obtido do método das diregdes vidveis,

SECCAO 1 - METODO DAS DIRECUOES VIAVEIS., EXISTENCIA DAS SOLU
COES CTIMAS.

Algoritmos de diregoes vidveis para resolucao
de problemas néo lineares de otimizagdo, foram originalmen
te desenvolvidos por Zoutendijk [3@ em 1959, e indepen-
dentemente por Zukhovitskii [40)em 1962 - 1963, tendo sido
precedidos pelo método dos centros e o algoritmo de Topkis
e Veinott, nos quais se apresentam idealizados,

Seja o problema de otimizacao abaixos
c . o ¢ £ ’
Mammlzarf (x) 5.4./ (z) S0 ¢=z/.ccm
o

onde £ (i=0...m) sfo funcdes de®R” em/R. Seja C a regifo

vidvel, i.e,
C ={x € /R“I/‘\(x)éol £=/...4n}

Um algorfitmo que resolva (3) é dito de dire-
coes vidveis, se dado um ponto xl-(é C, ele determina uma
semi-reta, { x €ER™ | x= x,;+/¢hu/a>,o} , passando pelo interior

(relativo) de C, e nessa semi-reta um ponto xu € C tal
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que fp(xéu)> £°(x;). Tal método pressunde gue IntC#g.

Algor{tmos de direcdes vidveis surgiram da
vantagem existente em se considerar apenas o comportamen
to local das funcgoes critério e vinculos, e, de ndo se
envolverem todas as funcgoes f£ (i=l...m), em cada itera~
g&o gquando se calcula o vetor ngmﬁ que define a semi-re
ta para cada xc€ C. Contudo, a eliminacdo das fuhgoes
£f£€ (i=l...m) tais que fi(xi)< 0 (vinculos inativos),le
vava a algor{tmos nfo convergentes, mesmo em casos total
mente diferencidveis. Nesses casos, é possivel construir
exemplos nos quais fen8menos de ziguezague levam a pontos
gue nao obedecem as condicgdes de otimalidade de Kuhn-Tu-
cker, embora os problemas satisfacam a condicao de quali
ficacao de Slater. '

A introducio do conceito de vinculos f‘s-ativos,

i.e, f"(i=1...m) & dito € -ativo em x¢ , se

<
f(x£)+8>/os

levou Zoutendijk a algor{tmos convergentes. Os algorit-

mos de direcdes vidveis aplicdveis a (3) pressupdem, pa-
ra se manter as condigoes de convergéncia, certas condi-=
¢0es. Entre tais condigdes, destaca-se a diferenciabili-
dade contf{nua das funcdes fi(i=0...m).Tomadas, portanto,
as devidas precaucgoes,tais algor{tmos podem ser emprega-
dos na resolucgio de II.l.1,0 problema de alocacdo de re-
cursos.No entanto, como j4 tivemos oportunidade de obser
var,o trabalho computacional pode crescer assustadoramen
te,além disso n3do tirarfamos proveito da estrutura parti
cular do problema,fator fundamental para sua resolucao.

Por outro lado, tais algorf{tmos ndo podem ser aplicados
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aos problemas (1), j4 que as fungdes v; (i=l...k) ndo
sao necessariamente diferencidveis em todos os pontos de
Y, (i=l...k).

A busca da direcl@o vidvel que utilizaremos, a-
plicdvel a problemas em que a funcdo objetivo é ndo di-
ferencidvel, deve-se a Geoffrion.[ll ], fundamentando-se
nas propriedades de concavidade das fungdes v¢ e na rela
cao entre vetores multiplicadores &timos e supergradien-
tes (serdo definidos na secgdo 2). B por isso que volta-
mos a mencionar que as hipbteses de concavidade-convexi-
dade, tem aqui papel fundamentalmente importante,sem as
quais, com as ferramentas de que se dispbe atualmente, o
desenvolvimento desse trabalho nao poderia seguir tal
linha.

0 programa linear proposto por Geoffrion para
busca da direcdo vidvel pressupde perda total da diferen
ciabilidade das fungoes v;, baseado na idéia de que o nd
mero de pontos onde a func@o & diferencidvel, tende a di

minuir na busca do étimo.

Exist@ncia das solucoes §timas.

Com as hipbéteses de compacidade dos conjuntos
X; (i=l...k) teremos a compacidade da regifo vidvel do
problema de alocagdo de recursos II.l.l .Com as hipéteses
de diferenciabilidade sobre as f; (i=l...k) em X;(i=1...k),
que assumiremos na seccgdo 2, temos a continuidade de £;
na regido viédvel compacta,e,portanto, a garantia da exig
t8ncia da solugdo 4tima de II.1l.1. Pelo teorema II.3.10,
estd conseqlientemente, garantida a solugdo 8tima do pro
blema mestre (1) e dos subproblemas envolvidos.

A seccdo seguinte tratard dos teoremas e resul
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tados que garantem a existéncia da derivada direcional das
+  fungGes pertubag8o v, (i=l...k), bem como dos vetores mul-
tiplicadores 6timos associados aos subproblemas P& (2).
Tais fatos sdo fundamentais j4 que se proporid obtetr na
seccdo 3 uma diregdo vidvel de incremento local para fun-

cdo objetivo de (1) com base em sua derivada direcional,

SECCAO 2 -~ TEOREMAS E RESULTADOS FUNDAMENTAIS

0 primeiro teorema importante que segue, rela-
ciona o vetor multiplicador étimo dos subproblemas Pf:
(/GR'" para i=l...k) associados com as restrigoes g (x) §

4% (i=1.s.k), com o supergradiente da fungio pertu-
bacgao A/
(i=l...k).

, definida no ap8ndice A, (i=l...k), no ponto i

6 Teoremas [12,P8 22] o Suponhamos que P—— (2) tenha solugdo
$tima X, . Entao)‘ ER™ & vetor multiplicador 6ti-

mo para}:y—, associado com as g, (x; N Y, » se, e so-
(a

mente se,) . & um supergradiente de v, (+) para

y =73 ,ou seja, o par (x.; A. ) satisfaz as con
p VA

dicoes de Kuhn-Tucker,

-

7 (i) X, maximiza £, (x; )_>\ [y (x, )..7 ]/‘sobu X,_).

(ii) )\ [/ (X) / .] O
(iii) Ac' 70;
(iv) 7 (%') é/&;~

-t
se, e somente se, vl{/’)\( Z (/;')+ ’\c' g/-i) para todo /‘,6 7™
t (4 ¢ 4
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Observacdo: a condicio (iv) de (7) & dispensdvel pois por

hipétese X, € 6timo para P .

VA

Demonstracaoc. —) ¢ eliminemos os {ndices i e suponhamos
D

gue )} seja vetor multiplicador étimo para Py associado com
g(x)€ ¥ . Logo (;E,A ) satisfaz as condigdes de otimalidade

de Kuhn-Tucker supra mencionadas. Da cpndicdo (i) temos:

fG:')_ A—t[/ (i)—i.]af(.z:)_xt[j (x)..;’ J/ﬁoom
Loclo x€X

De (8) e (ii), vem:

A
/(2)’//(22)— A [i(x).f]/;zwaé/o x€X,
usando a condigao (iii), para cada yeY, temos:
. -
W 609 G2 €9) () A -2 f ) )

obtendo 0 supremo do 22 membro para os valores de x indica-

dos, teremos:

A J.f(j/.j)% Sup {/(x) s.az€Xng Ge)é y)
logo,

-t
/ci_)_,/! (y-g)2 & Cy) para ko y €Y
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j4 que x & solug@o Stima de I}}‘, temos f(x)=v(y), e,

%g;/-J-f/l—éC?—/ja y,{%/ para todo ye Y.

Se y¢Y temos v (y)= -o» , e, portanto,
., ¢ - ~
2 () &‘7),ui Cy_/) para todo yER e
o que completa a prova da condigio suficiente.
¢(—: supondo-se ainda a remocao dos fndices i, se
ja A um supergradiente de v em 37. Provemos que (}?,X) sa-

tisfaz as condicdes de Kuhn-Tucker (i)-(iv). Como x & solu

¢do 6tima de Py ,vem :

-.—é.-
;(x)-/

justificando (iv).

Sgabemos que:

~Z
y?jé VC/-)*/\ (/_?) para todo y.

Pacamos em (9) y = y+ e, , onde e/ ER™ +tendo a j-ésima
componente unitdria e as demais nulas.

Temos, y
Go )< o (e A Gy 0ro J)= Gy Ay
1og0;

#(fr ey v (P& Ay
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como v(.) & nfo decrescente, vem:

i‘/' 7o

- Fazendo J variar de 1am teremos provada a condigfo (iii).

Fazendo em S9) y= g (X) vem:

0= a*ikcxﬂl.z*gyd A );CEJZ;U
onde a igualdade ocorre, pois decrescendo y para g (X) em
Py ngo haverd alteragfio na otimalidade de X; pela condigdo
(iii) e viabilidade de X em Py, temos,A L—; (x)../.] . .
Essa (ltima desigualdade e (10) levam & condigdo (ii)e Fi=~

nalmente, estabeleceremos (i) fazendo-se y = g (x), em (9),

para qualquer x€ X, Logos
(o ))S o (7) A‘f[ () J para todo x € X
Ged< o Gud Loy |

Mas N € X0 (5 2 7/ x02)

pois

x € <f/i7)§/(x)}



11

12

13

14

15

I1I.2 54

Este fato e a relacdo yzy =/ (x) oy levam a

J[(,f) 3/(x)-;‘\‘t|;q(x),f_] para todo x ¢ X,

o que, observando-se (ii), leva a (i).
A

Observacio: o resultado que normalmente se obtém a partir

do teorema anterior, é a equival&ncia entre vetor multi-
plicador §timo e o negativo do supergradiente. A variacgao
obtida pelo teorema anterior, decorre da mudanca feita na
formalizacdo do enunciado do problema II.l.l, optando-se
por g (x)€ ¥, e nfio g(x)= § como normalmente se encontra
nos problema de maximizagdo II.l.l.0ptou-se pelas fungoes
g; convexas, dada a facilidade em interpretar o vetor y
como recursos, sem gualquer complicagdo maior.

Para esclarecer melhor este ponto, mostramos
a seguir as variacdes obtidas na func8o pertubagio decor

rentes dessa variacdo no problema de otimizacdo. Sejas

Maximizar £ (x) se a g (x)2 2
X

Maximiz%;r f(x) seag(x)% ¥y
vy (y) = Sup {f (x) s. 2 xéxA;(x)z’//}

Maximizar f (x) s. a - g (x)&€o
s e

Maximizar f (x) s« a - g (x)é/
v
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= jed §
16 v, (y) = Sup {f (x) sujeito a x€XA- g () /}
Os problemas (11) e (14) coincidem. Vejamos qual

a relaclo entre as funcdes pertubacgéo (13) e (16), associa-

das aocs problemas (12) e (15) pertubados.

a) vy eV, , supostas as condigbes de concavi-

dade-convexidade, sao c8ncavas;

b) vy & ndo crescente, e v, nao decrescente, co

mo provamos em II1,3.,27;

c) vy (y) = v5 (=y) para todo y (imediato das
definigGes de v, e vz);
d) nos pontos y e nas diregoes z em que as de
‘fivadas direcionais de v, e v, existam, te-

mos:
v, (5 302 9 g - 70

Esta propriedade decorre da definicdo de derivada direcional

e da propriedade (c¢), como abaixo verificamos:

% (3). _#,{yfeé)-&,‘(/).: réé/—%j’é‘/ﬁ'

é»>%o" e->*0

% () 4 & (-2)) - 4 (y) o' Cyi-p)
. =

Hipbteses para garantia da exist@ncia dos vetores multipli

cadores Stimos.
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0 teorema (6) somente relaciona as quantidades
envolvidas, hd, no entanto, de garantir a exist8ncia das
mesmas. Abaixo apresentamos hipéteses suficientes para ga
rantir a exist@ncia dos vetores multiplicadores 8timos as-

sociados com as restri¢les g, (x,)& 3;‘ eh‘-(x‘-))/,g-

17 Hipbtese 1 : Sr;- ¢ IntY, (i= l...k), onde Y, , lembramos,
é definido em II.2.7. , i.e, IntY. #d&.

A necessidade dessa condicdo fora j4 discuti-
da na introdugdo, evitando lidar com pontos da fronteira .
dos conjuntos Y. .

Essa mesma hipétese atua como fundamental na
garantia dos vetores multiplicadores 6timos as;sociados com
as restrigbes g, (x)§ ¥ dos subproblemas I;f sy 0 que fi
ca claro do significado a seguir,

Seja 1 vetor do R cujas componentes sfo a uni

dade, Temos:
g€t Y => (3 ew)(fz- eZ€y)

logo,

(32,€x.) (g ()¢, - 0 L)=>(3; €%, )y )< 7./

Conclufmos, assim, que a hipétese 1 (17) resul

ta em: os vinculos g, satisfazem a condigdo de qualifica-

géo de Slater sobre X. (i = l...k).
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No entanto, o maior interesse estd em usar a
condigdo de qualificacdo de Slater para garantir ¥, €IntY;.
Ou seja, se
18 ‘ . €X.)(g. (£ 0<
(¥, flk)(.}x‘. L)(f(, (x,) %)
entgo,

(Mc€1e) (g € It Y.)

sendo essa Yltima proposicgdo equivalente a y€ IntY D

Para provarmos a implicagdo acima seja, para

CE€EIx *

A 2 {%.Ek"‘/y/éyzéﬂz}
onde

W g @)

2 -
87 )Jé.

0 conjunto Al' possui as propriedades abaixos
~ / ,
Ay & nBo vazio (y, € 4a,), além de convexo e fechado;

19 A/ CY,; (imediato);
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20 3, € Int A, pois y,%¢ ¥, (por hipéteses) e 3, < 3,7 (por

construcdo). De (19) e(20) vem :

j;- € [n&‘)f;-

Queremos, finalmente, antecipar que, dada a
concavidade de v, em Y, a hipbtese y, € Int¥, é suficien-
te para garantir a existncia das derivadas direcionais da

funcéo v, em y,+ , como mostraremos em (30).

21 Hipéteses 2 : suponhamos que os conjuntos X sejam caracte

rizados pelas funcdes hy/ : 7% __, 7 cbn-

cavas, i.e,

X, = {xb» R/l (2,02 _0_}

L

Os conjuntos X, sdo tais que

(3%‘€Rﬂ‘)(ét' () >2)

Segue, como em (17), que as fungdes h; satisfa

zem a condig@o de qualificagao de Slater sobre R7

22 Hipéteses 3 : as fungdes f, e g, sao supostas definidas no

R% e diferencidveis em X,” o As fungSes h

supostas diferencidveis em X, (i=l...k).

Essas tr8s hipbteses e mais as hipéteses de
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concavidade—convexidade (hipéteses adicionais II.1.2) ga-

rantirso a existéncia dos vetores multiplicadores 4timos

como veremos a seguir.

23 Exist@ncia dos vetores multiplicadores associados com
g-"'gx")=\< i" .

- . . -C
Seja X ,€R™ solugBo 6tima do problema Py, ,

24 Maximizag"_‘f:’ (x() s.a P () & f:

A exist8ncia da solucdo 8tima é garantida pela
compacidade dos conjuntos X, (hipbéteses II.1.2) e pela con
tinuidade das funcdes f,” (hipéteses 3). Pela condig@o ne-
cessédria do teorema de otimalidade do ponto de sela de
Kuhn-Tucker [23§pg '79] s J4 que X é convexo, f,/ cénca-
va em X, , g, convexa em X,/ e g, satisfaz a condigdo de

qualificacBo de Slater sobre X, (hipétese 1), vems:

existe /\Jé‘ Rm tal que,
¢
25 (i) X; maximiza £, (x,)- "c’ [ft (x")-/;':‘

sobre X /;

-t
(ii) A, [z(x:’)—/z]=0 ;
(iii)/‘é' > 0;

(iv) /c‘ <x‘)~§/(/:
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Logo, /l é vetor multiplicador 6timo associado com as restri

goes g, (xL) = y'.

Exist8necia dos vetores multiplicadores timos associados com

h/(x/) ?g.

Da condigdo (i) em (25) temos que X, resolve o

; a ﬁ ( C‘ L‘ /" ‘ ﬁ’ ’ ( ‘ //

onde)\ satisfaz as condlgoes (ii) e (iii) em (25).

Da hipétese 3, f; (s ),,,)\ [ (o)- yL]e h, (.) sfo definidas
em R, h h, () e £ (. ),c/l [ 8 (o)~ yéj s80 dlferenc(lévels
em X;€ X'y e h  satisfaz a condigho de Slater sobre nwﬂﬁ?
(hipbétese 2) logo pela condig@o necessdria do teorema  de
Kuhn-Tucker, temos:

Existe /IIC- €ER7¢ tal que,
-z
(1)V ﬁt(ié)‘/\t V/& Ci;&')”‘/z[t vé/ (%'):.Qt J

(11)/¢( [é (.2:)], o,

As condigoes em (28) garantem, portanto, a exis
t8ncia dos vetores multiplicadores étimos associados com as

restrigoes h, (x/)%g.
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De (23) e (26) conclufmos que os conjuntos dos

vetores multiplicadores associados &s restrigoes gl'(x")éﬂ
¢

e hco(x[))/g de PSr", , ficam, consequentemente, caracterizados

por:
_ £ .. ¢ -, =t - t
(1) V]{ (.ré—).. /\4' V// (xc'),/./(z, Vé[ (Z;)=z90 ;
-t I '
Q0 4, L)oo a ALy (5. g0
(iii)//ék/g A 4)’/2;
(V) [ (E)y o W ACPRR A

A seguir expoem-se alguns resultados a respei=

to das derivadas direcionais das funcGes pertubacgao V, .

Derivadas direcionais das funcoes pertubacgo

Fungles cbncavas possuem derivadas direcionais
em todas as diregoes e em todos os pontos interiores ao
seu domfnio onde s3o finitas. Em tal caso, a obtencdo das
derivadas direcionais reduz-se a um problema de minimizac&o.
Supondo-se vj(?") finita, com §¢‘€ Int¥; , se v’ (Sr',;;g‘. ) fér
a derivada direcional da funcdo pertubacéo no ponto j e na

diregéiozd-e,?”’ y, temos:(ver ap&ndice A) :

- . { ¢ .
v; (/‘ /:;,_f) = min 12, Z:/p, & supergradiente de
?g'(-lm; /:r/
Nesse problema (31) o minimo sempre existe,

pois/éfzc- & continua (pois & linear) e o conjunto dos su-

pergradientes de v, (.) em i é ndo vazio e compacto (além
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de convexo)s J4 que o minimo ocorre para um;?.é'l{’“, vem?
*
, -'1 . . e - of ’
7 G 5= A

Depreende-~se de (32) que a diregfio que maximi-
za a derivada direcional num ponto y, €R™ & a direclio dada
por um supergradiente da funcdo pertubagdo em Sf;, 0 que o
torna uma generalizacao do gradiente., Resulta daf que se
perturbarmos as restrigdes g;(x/)4 y, do problema Pif'[ na
direcdo desse supergradiente, obt{gremos a maior variacao lo
cal no valor étimo do problema Picf. Egsa idéia é interessan
te e valoriza sobremodo o conceito de supergradiente. Ainda
esse fato torna-se mais evidente se a fungao v, £6r diferen-
cidvel em 3_’4 y O que ocorre se, e somente se, tiver um bni-
co supergradiente nesse ponto; nesse caso, para qualquer di
reg&o// € R M({«é IntY,’), vem,

- & &
0{".) ('//;/Q,):ﬁé, Zc'

onde?&(; representa o UYnico supergradiente, chamado, nesse ca
so particular, gradiente e indicado por V¢ (y-) o Parece a
gora bem mais evidente que a diregSo que maximiza v;)G/:} .)
é a direcgao de/%‘e:vaz. 9’:') « No capftulo IV exploraremos es-
se ponto de vista, bem como depreenderemos quando a diferen
ciabilidade ocorre.

0 teorema que segue mostra como se obterd a de-
rivada direcional da fungZo pertubac@o vy no ponto ¥.€ Int¥.
e em qualquer direcdo, bem como as hipbéteses que garantem a
sua exist8ncia e transformacfo com base nos vetores x[rgulti-

plicadores 6timos associados com as restrigoes de Pﬁé:.



33

34

IIT.2 63

Esses resultados serao utilizados na seccao seguinte para
obtencao das derivadas direcionais constantes da formulagao
do critério (40).

.. ) — ~ _('
_ Teorema:_[ll ipg. 5] .Seja X; solugBo 6tima de Py. s sendo vAli

das as hipbteses 1,2 e 3. Entao para todo/ €ERr

”(c /j‘) é 1gual ao valor 6timo do programa linear:

12

M1n1m1zar ’{4/ L. o
Ao
Ay e ~ fire
£ = iz - ¢ =y ¢
Vi &)~ AoV g s py VY (£)=2
/U" [/(’ (.:E;)_./Jcrjz o

/j y; (13;)_:0

Demonstracdo . Da hipétese 1, da existéncia da soluclo éti

ma para Py, , usamdo as observagdes (30) sobre funcdes cén-

cavas, para uma direcgdo /‘fe F7* dada, temos:

0;'(/;- j/c’) = miniﬁ’;[//"/ é supergradiente de @*W%}

Por outro lado, como sio vdlidas as hipdteses l.2 e 3 e
mais as hipéteses de concavidade-convexidade, aplicando-se

o teorema 4, vem:
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t
Vg(?;}_).—. mir)l{)L‘-ZL- ,l(_-é um vetor multiplicador
. ¢ L o L ‘ -
6timo de Py associado com 2 (x“)\\<7z} R

ou ainda usando (29), vcf ('ii 5 %) é o valor étimo do pro-

grama (34), o que completa a demonstracdo. A

Escrevendo (34) na forma matricial de progra-

: .
ma linear (mi_p{actc e X230 A x*A:b}), temos::

' t: ¢
Minimizar[kig/xz ] 3{_ Se8 >ti %0 A/Lt.; 20
, );}M !

t. ¢ o o C A
[Afpe] [Vaigd -k e | [veioi]
-Vh(E)i e A& T

Antes de eliminarmos algumas restrigdes do pro
grama linear (35),Iembramas‘ serem conhecidas as solugdes
Stimas X;dos subproblemas P‘frt , antes de se resolver o
programa (35). Nessas condigGes, pode-se determinar quais
vinculos 8y (i =eeek) e hj;j (i = 1...k) s@o inativos em
x;(i = Iessk), 0 que implica na exclusfio das condigdes

de complementaridade (29-ii) de (35), j4 que:
(%.)-Yy <0 ) A =0
1?&] s J
hj(%)>0 =5 My =0

e, com elas eliminam-se os gradientes V3 thg, dos vincu-
(3

los ng e hg tais que (36) e (37), mantendo-se em V?(i't)
[
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e Vhe(%;) somente os gradientes dos winculos 8 e hyy atd
vos em X, ; ainda das condig¢des (36) e (37) manteremos em
).,_-e 4 somente as componentes nao necessariamente nulas;
e, finalmente,em z; somente as componentes correspondentes
aos vinculos g, ativos em Xy ,i.e, tais que & ('i(;)=§‘-j.
As componentes zg retiradas do programa (35) receberzo
tratamento especial apresentando em IV.2,Um tratamento
simplificado dessas componentes serd visto adiante, nes-
ta seccdo. Assim sendo, (35) € escrito na forma abaixos

¢
Minimizar [)LL-;'/&] 3: Sea )LL >4Q A/Lli%g
"i;/"i ' '6'

-Vhi(x)

0 valor 6timo de (38) nos ministrard a deriva-

[fL/Jj Vg,c.(a'c})_— - ngt(i})

da direcional da func&o vy no ponto ,:y;e IntY - e na dire-
¢do z; € R™, originalmente proposta. '

Como podemos perceber, esse programa (38) nao
se apresenta numa forma adequada, pois a direcao z; apa~
rece como coeficiente de custo, parametrizando (38).

Se nosso intento f8r maximizar a derivada dire
cional v¢' (¥, ; +) teremos, praticamente , uma infinida-
de de direcdes a testar, o que, obviamente, é inadequado
Por essa razd@o, ao problema (38) se aplicard a técnica
de manipulacgio chamada dualizaci@o, resultando um problema
em que a direcao aparece, convenientemente,como vetor va

ridvel,

Dualizacdo do programa linears

A dualiizac@o do programa linear (38), levard
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8 possibilidade de se considerar a direcdo z como vetor
varidvel. Por outro lado, essa técnica de manipulacgao é
plenamente justificédvel, j4 que pelo teorema de Dualida-
de em Programagdo Linear, o problema (38) tem solugZo 6ti
ma se, e somente se, o seu dual também tiver, sendo que
nesse caso os valores 6timos coincidem. Esse resultado é
altamente desejdvel o que torna satisfatéria a manipula-
¢lo, pois por hipétese Yy €IntY; e da concavidade de vcte
mos garantida a existfncia de vr}(ir;;z‘.) para todo z;, como
destacamos em (30).

Seja w € Pﬂi vetor de varidveis duais.Dualizan

do-se (38), vem :

+
’ Maximizar Vf (J‘C’,;)w‘- Se8
¢

@e, }i

-Y?Z -(.x.‘_'.)n. W $ .}L_
Vi (%) Q
ou, entdo,
t
39 Maximizar ij (X)), Sea
wigi i ¢

* —
X, ), R " Tac %.)=
V?Zj (x;)w; - ch O fpata Lads que ?fi (X.)= %} ,
* ‘ -
Vhf/ (X )w; €0 foawa tad que jzcj (X:)=0.

Portanto, encarando z,; como vetor varidvel,fa-

cilmente depreendemos que a solucgao Stima do programa
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(39), conduz & obtencgdo da diregdo que maximiza \g’(&;‘s o)y
e o valor do referido programa o valor mdximo da derivada
direcional,

Baseado nesse importante resultado, partimos
para seccao 3, gue cumpre com o objetivo do presente capf-
tulo: dado yé€ ngbter uma boa diregdo vidvel para o progra
ma (1).

SECCAO 3 - ESCOLHA DE UMA BOA DIRECAO VIAVEL PARA O PROBLE
MA MESTRE, OTIMIZACAO UNIDIRECIONAL.

Caracterizemos o que se entende por boa dire-

cao vidvel para (1). Seja y= (5}, ceny 5& )é‘Rk".‘ Uma dire-

c8o vidvel de crescimento para (1) em ¥ é um vetor 3Z =

- — k-

(i) viabilidade |
(:76)0)(]-/-92; é vidvel em (1), i. e,
(39>O)((§(}_,_9/:.)\\<é) sendo 6 real

(ii) crescimento:

K &
(7120)0r0€ g U)(Z o g/;,./. 9/:))‘_% 4% %))

=¢

onde Ae@sdo reais.

0 critério utilizado para obtencao de uma boa

direcio vidvel de acréscimo, resume~se na direcao vidvel

gque maximiza a derivada direcional da funcdo objetivo de

K
(1),l§[0¢0 (/—l/‘ . ) y €M T . Ou seja, uma direcgao
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K
Z = (2, see 4 2y )Ellm,tal que resolva o problema abaixo:

K
40 Maxn.mlzar 2 {// /‘ Sea
K
41 Z:/:fi/.éo para / tal que IZ_:;// é/
42 IZ}/l $1 para (=f.-K e /’: 1... 27

A congigﬁo (41) garante a viabilidade da dire-
cao z, j& que se 24 §y‘= b/ para algum j , existird © €R
=/

tal que,
4

I—Z,‘()Z/!"e// =§ *QZ‘/‘/' $;/’y'= 4/

V)

Seg,: yJ

tal queZ(yJ.szy )RS by . Estd, portanto, garantida por
(41) a Viabilidade da direcdo z € RX

A condicg@o de crescimento, nesse caso mixi-

< bspara algum j, sempre existird ©

mo crescimento local, fica evidente da prépria filoso-
fia do programa (40).
A condigdo (42) leva em conta a homogeneida-

de de v,"({rt.; z/), i.e, se

%/d&) "'M Cy'félfc)' z {yt-)

&->+0 o

entdo, segue imediatamente que

43 1 >o)[ucl‘/%'/' %’a):gﬁl" C/;,/-/jt.)] ,
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fato que define a homogeneidade de grau 1 da derivada dire
cional. Assim sendo, notamos por (43) que conseguimos au.-
mentar o valor de v;’(i~; z¢ ), aumentado-sed (i.e,obten~
do-se série de vetores paralelos de norma crescente com‘@).
Evidentemente isso é ndo desejével. Assim sendo, restrin-
ge-se z a0 conjunto compacto que contém a origem,em seu
interior expresso mediante (42).

A garantia do valor étimo fimito para (40) re-
pousa na condiglo y; € IntY, (i = 1...k), j4 que se supde
v, (y, ) finita (i = 1l...k).

E, destarte, a possibilidade em se obter as
derivadas direcionais médximas por (39) que vitaliza o cri
tério proposto em (40).

Uma série de propriedades associadas com o
programa (40), segue:

(a) o programa (40) & cBncavo pois v;’(&'(;.)

é cBncava;

(b) 2=¢0 (i.e, a diregdo nula)é vidvel;

(¢) o valor étimo de (40) é n3o negativo;

(d) wvalor 6timo de (40) é nulo se, e somen=—
te se, n2o houver direcgdes vidveis de cresg
cimento;

(e) qualquer direcao vidvel cujo valor da fun-
cao objetivo de (40) seja positivo, minis-
tra direcao vidvel de crescimento, e vice-
versa.

Empregando o resultado (39) em (40), vem :

y
Maximizaz'za‘yyfﬁaadaq- S. @
WE 2y
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t _ . .
45 Y/‘/ (x) Wy — 2, § o para i=l...k e j tal que

P

¢
_Vhy Gl Lo paa =t.ke) lal gue
ég'ﬂii)==¢9;

K £
?é; 2y €o jéaﬁa,u/'di/d7ac ;g;_éZ/'z é&'
’Zg}q L oo Lob ¢ e ZébQJﬁ

Conclufmos, observando-se (44), que de sua so-
lucao 4tima obteremos uma diregdo vidvel para (1), que le-
va ao maior incremento local da fung@o objetivo de (1), re
sultado a que nos propusemos obter nesse capitulo. _

Notemos que (44) é um programa linear com blo-
cos na diagonal e restrigdes de acoplamento, sendo, conse-
quentemente, interessante o emprego de técnicas especiais
para a resolucao desse programa linear (por exemplo, mé to

do da decomposicdo de Dantzig Wolfe).

Varidveis 2
o

Geoffrion [11; pgu] observa que as varidveis
zg nao constantes de (45) podem ser fixadas no valor -1
e retiradas do problema. Como serd exposto no capitulo
IV, obteremos forma diversa de manusear as varidveis Zy

niao constantes de (45).
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Notemos, finalmente, que o programa linear nao
inclui restrigdes de n3oc negatividade como usualmente ocor
re, fato facilmente contornado substituindo-se cada varid-
vel do programa linear (44) pela diferenga entre duas nao

negativas.,

Otimizacao unidirecional

Originalmente, i.e, em[11 ], nao foram impostas
condicoes de compacidade sobre os conjuntos X/, e portanto,
nao se garante o resultado que abaixo depreenderemos,

Obtida a diregdo vidvel Z= (Z,, ..., Z)eR*“™

deparamo-nos com o problema mestre restrito:

I3
Maximiz;.r § % (7 + 9/:) Se8

'4
L (Gres) ¢4
L=

Para melhor entendermos o significado das res-
‘tricoes de (46), explicitemos as restrigdes relativas aos

conjuntos Y;, reescrevendo (46) abaixo:
£

Max:.mlzar Z”? C/,/_é% Sea
Z(‘*é/)\é A

(V- €T¢) [(j:+ 9-/:-)6 Y¢]
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Inicialmente, voltemos ao problema mestre (1)
e provemos a compacidade de seu conjunto widvel conso-

ante o lema abaixo.

Lema: o conjunte viavel do problema mestre,

YNy

Kk
onde Y. ={y€RK“| Ziyiéb} & compacto.
Cs

Observacao: a compacidade dos conjuntos X/ foi imposta em
IT.1.2.

Demonstracfo. Como a funcdo g,.(i€I,)é continua em ¥ . com

pacto, cada uma de suas componentes g{i (j=1../4P também o
serd j logo existe o minimo para tais funcgOes em X;, ou

se ja,

chj’é)(i.)(%j (x) =min gij (zi) para

i=zlsek € j=1...m'.
Se 1<: :; [g“ (X_Ci)Qcooyng(x{—mﬂ EIRm entg,o
(i€ 1) (rarevd (e < o)

‘ k. K,
Logo,se L;2(1,,e04y1)€R decorre para y= (y;i,...,}rk YeER

ques

(tyev)(Ligy)

Por outro lado, como yez de (50) concluimos que:
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bhen) (vye Z)(yc\ $b- 2{,

k-1

logo se |y 2 (- EZ:Q,'- b_ ?;;g)emKﬁ decorre que,

C"‘ye ZXyéLz)

de (51) e (53) decorre, finalmente:

(M eva Z)(usyé L2)

ou seja, qualquer y vidvel no problema mestre (1), tem ca-
da uma de suas componentes entre as correspandentes compo-

nentes dos vetores L4 e Lz‘, ou sejas

LiJ \<ﬂJ < LZJ' J=1 cor Km,

para todo y = (Ht,..)yxwo vidvel no problema mestre,

Ressaltamos, no entanto, que o conjuntogptal

que

1z -_—.{':IERK"M lLigy ¢ L2 }

com o sentido anteriormente exposto, ndo representa, em
geral, o conjunto vidvel do problema mestre, sendo vAlida

a relagao abaixo,

Ynyc¥
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de onde se conclui a compacidade do conjunto vidvel do pro
blema mestre, dado que o mesmo é fechado (Y é fechado e
Y. & fechado conduz aYnZ fechado).

A

Voltando ao problema mestre restrito (47), para

y e Z fixados, dado que:
K
[perR™Gres)e v } N {yer™ LZL (ire30€ b )

é subconjunto fechado da regiZo vidvel do problema mestre,
concluimos, pelo lema (48), a compacidade do conjunto em
(54).

Conseqlientemente, as restrigoes de (47) defi-
nem simplesmente um intervalo compacto para €.Seja 6 o 1i

mite superior desse intervalo.DefinindoS”(.) por meio de

k ‘
Y(G)f-‘z Ui (gé+63£) paraB€ [0,6]
(=4

resulta o problema equivalente a (47)

Maximizar Y (®) s.a O€ [0,5]
6

A funcao ‘/’ (.) & cBncava em [O,é] pois &
soma de fungoes \A cdncavas nos subconjuntos convexos de
Yo .

Dois pontos fundamentalmente importantes refe-
rentes ao problema mestre restrito (47), merecem ser ana-

L

lisados:
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-eliminacdo dos pontos fronteira de Y ;

-existénecia da solucdo 8tima para (47).

Eliminacao dos pontos fronteira de Y.

0 valor de © gme limita superiormente o inter-
valo em (55), pode levar a um ponto ?4—@5 pertencente 3
fronteira de Y. Como as condicgoes para existéncia da dire-
cao vidvel 6tima exigem que y € Int Y, introduz-se uma per
tubagdo na busca unidirecional, que consiste em escolher
um ponto préximo ao étimo,se este estiver na fronteira de
Y.

0 intervalo [O,é(l-—'Zﬂ, onde'; é real positivo

suficientemente pequeno,define o conjunto
Km|,, - - "
{HGR |S’:9+6(1-Z)j para9€ [019]}

contido no i%terior de Y, jéd que Y é convexo.Nessas con-
digoes, como)vg (.) & céncava em Y, & cont{nua no interior
de Y,e-portaﬁ%o,‘continua em qualquer subconjunto contido
no interior de Y. Ou seja, ¢’(.) é continua no conjunto
compacto [0,5(1JZX] .Conclui-se,portanto, a exist@ncia do
6timo para o problema mestre restrito G -pertubado.

Assim procedendo, mesmo que o 6timo esteja na
fronteira de[O,é(l-E)] sice,

Y @r-z)=max _¥(o)

o € [10,801-3)]
nao haverd problemas, e o algorf{tmo pode ter sequéncia, j4
que o ponto F+ 6(1-B)Z gerado pela otimizagio unidirecio-
nal, estd sempre no interior de Y, o que garante a aplica

cdo do programa (44) para se obter uma nova direcio vidvel
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na busca do §timo.

Finalmente, ressaltamos que a [4 ~-pertubacao
nao é necessédria para garantir a exist@ncia do timo de
(47), o qual sempre existe,pois o problema mestre possui
como jé comentamos, solucgo 6tima, e portanto,tp(e) é su
periormente limitada em [0,5] s possuindo consequentemente,
soluc@o 6tima nesse intervalo.

A G-pertubacdo propicia,portanto, a obtencio de
um ponto que esteja garantidamente no interior de Y.Esta
condigao foi imposta para obtermos nova direcdo vidvel no
ponto encontrado da otimizac¢do unidirecional, segundo o cri
tério considerado.

Essa forma de proceder , segundo Geoffrion[ll],
gera uma soluc¢do vidvel arbitrariamente préxima & frontei-
ra de Y, se a solugdo 6tima do problema mestre pertencer
& fronteira de Y,

A inclusao desse procedimento parece-nos cri-
tico para a convergéncia do algor{tmo.No entanto,dada sua
simplicidade, e as candigOes que garante, pode ser admiti
do antes de se tentar introduzir qualquer outro procedimen
to complexo.

Tais procedimentos terao de prever o comporta

mento das funcgoes Vo nas fronteiras dos conjuntos Y¢ .

Subproblemas.

Obtida a diregdo vidvel z a otimizagZo unidire
cional leva-nos 3 resolucac de uma sequéncia de subproble-
mas.

A soluczo 8tima obtida desses subproblemas €

garantida,dada a continuidade das funcgGes f; nos conjuntos
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compactos

{xcexi |9£Cxt)§§e +9<1-Z)3}

nso vazios para quaisquer 6€ [019(1"5)] , j4 que

(voe [06-2)6 ))(ivo (-2 e; )

Conforme [11 J, a forma mais fdcil de resol-
ver-se o problema unidirecional, &, possivelmente, empre-—
gando-se técnicas de programacdo paramétrica, visando
obter as solugoes dos subproblemas‘P%QQQf—i ©-parametriza

‘ <
dos,

Maximizar f,(x;) s.a q; (x) § §: 4+ 631
xeXe t 9 ) yt ¥ 5

aumentando-sefde pequenos valores e ao mesmo tempo manten-
do-se a otimalidade dos subproblemas, cujo valor Stimo € o
valor de vy
programacgao paramétrica ndo forem disponfveis, pode-se

no ponto y;+0 z; . Se, no entanto, técnicas de

obter bons resultados com o método de busca unidirecional
de Fibonacci.

Em qualquer dos casos acima, deparamo-nos com
série de subproblemas que, para cada incremento em 6 , po-
dem ser independentemente resolvidos pelos métodos que
melhor se lhes ajustem.

As solucgdoes Stimas dos subproblemas © - parame

trizados, correspondentes ao valor de © que maximiza 0 pPro
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blema mestre restrito (47), serao utilizadas no c4lculo dos
gradientes dos vinculos ativos, que compdem a matriz do pro

grama linear,

Inicializacao

Para que possamos proceder como discutimos aci
ma, i.e, de cada otimizacdo unidirecional gerar um ponto no
. R . . c e Km
interior de Y, é mister que o ponto inicial y°€/R , este-

ja no inteiror de Y, ou seja,

(’V"‘c‘éIk)(;'°€ It Y) <=>(V£€I,<)(3x¢-€xt-)(2_ (x“)<9‘,).

Suponhamos que um ponto vidvel y=(y,jseee,¥,)
possivelmente na fronteira de Y,seja obtido por qualquer m_é_'
todo. Mostraremos como se poderd obter nesse caso, um ponto
y° € Int Y, introduzindo, se necessdrio, pertubacdo no vetor
~recursos b,

Consideremos os tr€s procedimentos abaixo,’

1) suponhamos que para I € I, &; (%) <yq e

para todo iég I - {1} , ocorra g‘.'). (x¢)=y,;). . Nesse caso, po

demos definir a quant‘idadeAy por
4
y =—(y. - & .(x))
4 kK 49 e
e fazer

iéIK-—{i}

cd
i
&
+

>
e

%
il
e
1
VS
W
I
|_.|
|
e
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obtendo,
(Yeie1, ) (Tx;eX;) (}, (x;) < 3;)-
g ¢

Por outro 1ado, notemos que

s Z 5o Zgtyr olyesy- ooy

K

PIPR

Como y & vidvel no problema mestre, o ponto y tal que

1)

(VaeIn-1it) (5‘.5 3‘],) 4.k

U - u° =LK
?t‘j - gtj ¢

onde, lembramos I = {1,...,m} y também serd vidvel no proble

ma mestre.

Observacao: supusemos a existénecia de somente um Indice i

tal que & (x;)< Y;; » no entanto, se a Ultima expressfio ocor

<
rer para vérlos indices i, obtém-se um ponto y° tal que

(57) seja verificada, por procedimento anflogo.

2) suponhamos agora que

(Hce1,) {Zy Lzz)=>9q)

Nesse caso hd duas alternativas :

a) sezdy —b , deveremos substituir o recurso bj-(suposto
{s

positivo) por b; (1+w), definindo
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70 _ 7 + b!'w w>o t=4..K

Y y k

Segue que,

(Veele ) (3=, €X, )(% (x¢)< y;. )

Observamos, portanto, que a viabilidade fora inicialmente
violada,requerendo-se a pertubacao w. A hipbtese bj >0 pode
ser eliminada, considerando-se bj + H}-lw. No entanto, como
correntemente falamos em recursos e disponibilidade de recur

sos, preferimos, sem perda de generalidade, supor b 3 Q.

k

b) se Zy{j< by , definimos
¢4

k

<

Fazendo y; = y‘-j-*__‘f_)-‘_ obteremos
= ”

(VeeT ) (3 eXc) [39' (x;)(%)

Utilizando-se esses trés procedimentos poderemos,
de um ponto vidvel no problema mestre , obter um ponto vidvel
no problema mestre porém no interior de Y, pertubando-se quan
do necessdrio o vetor-recursos b. |

Na préxima secgdo apresentamos o esquema do al-

goritmo primal de direcOes vidveis.

SECCAO 4 - ALGORITMO PRIMAL DE DIRECOES VIAVEIS,
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A seguir apresentaremos simplificadamente, nao
incluindo as pertubacOes anteriormente discutidas, o esquema
do algor{tmo para obter,a partir da resolucao do problema

-
orimo

mestre (1), a solugdo 8tima, X , do problema original

IT.1.1. A solugio &tima do problema mestre (1) serd y™™.
No capftulo V, detalharemos mais o esquema aqui

apresentado.

PASSO 1. Seja y°€ Int Y solucdo vidvel inicial para o proble
ma mestre (1). Resolver P;? (i=l...k) por algoritmos de pro
macao cdncava, obtendo as‘solugaes Stimas i? .

PASSO 2,Determinar, resolvendo o programa linear (44), uma
direcdo vidvel Z (a matriz dos coeficientes para o programa
linear (44), bem como a determinacdo dos vinculos ativos,
s30 feitas usando-se os pontos iﬁ obtldos no passo 1).

o valor 6timo de (44) f8r zero, faca y s y° e ﬁmf i?-
=(%?,...,%), e pare; caso contrdrio, seja Z a direcdo

obtida pelo programa linear (44). V4 para o passo 3.

PASSO 3. Resolver o problema mestre restrito (47) :

k
Maximizar Z ’2)2(’ +62) S.a Z (? +6%;) él

e 12Y S
Seja é. o valor de © que resolve (47). V4 para o passo 1

mudando y° por y%—é? .

No capftulo que segue,apresentaremos alguns
resultados de nossas pesquisas, ressaltando que abordaremcs
0os prdblemas da diferenciabilidade local das fungOes pertuba
cao Vv; , consideraremos o conceito de € ~atividade, bem como

obteremos um procedimento que visa redefinir a direcao obti-
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da pelo programa linear (44) , tornando-a mais conveniente

sob determinado ponto de vista.
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CAPITULO Iv

ALGUNS ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Introducao.

No presente capitulo apresentaremos os resulta-
dos de nossas pesquisas, visando tirar vantagens de alguns
aspectos computacionais do algor{tmo de diregoes vidveis es
tudado.

Por essa razdo, apresentamos na secgao 1, COmO
pode a diferenciabilidade local das fun¢les pertubagado, ser
utilizada visando diminuir o niUmero de iteragCes do algorit
mo que resolve o problema linear, bem como o espago de memd
ria requerido pelo computador. Por outro lado, apresenta-se
- um critério de ocorréncia da diferenciabilidade local facil
mente verificdvel.Ainda se expde, para o caso extremo em que
todas as fungdes pertubacgao sdo diferencidveis, um critério
de otimalidade.

Na seccio 2 apresentamos um procedimento, o qual

chamamos procedimento de redefinicdo , que visa melhorar a

direcdo vidvel obtida pelo programa linear, redefinindo al-
gumas componentes da direcao obtida.

Finalmente, guardamos a Ultima secgZo para breves
comentdrios a respeito da convergéncia do algorf{tmo.Af intro
duziremos e discutiremos rapidamente, os conceitos de E—ati

vidade para os vinculos yy e para os vinculos 8y -
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SECCKO 1 - DIFERENCIABILIDADE DAS FUNCOES PERTUBACAO.

Nesta seccao pretende-se mostrar como se pode u
tilizar a diferenciabilidade das fungdes pertubacdo v; com
vantagem computacional, desenvolvendo-se em seguida um cri-
tério visando detetar sua ocorr8ncia, nos casos em que OS
subproblemas sao resolvidos por aigoritmos de direcOes vid-
veis.,

| Vimos que as fungles pertubacdo definidas no
capf{tulo II, eram diferencidveis num ponto y;, interior ao
seu dominio , onde eram finitas, se, e somente se, tivessem
um fnico supergradiente nesse ponto . Pelo teorema III.2.6
um Unico supergradiente equivale a existéncia de um tUnico
vetor multiplicador étimo associado &s restrigles g; (x)§ ¥,

tenha solugdo Stima (o que se garan

de P% , desde que P%
te com as hipéteses do capitulo III j4 que 7, € Int Y.
Portanto, caso a funcdo vy (.) seja diferencidvel

em §, € IntY, vem :

(¥z, ¢ R™ ) (o (§;20) = V?&-tfg) Z )

oy ainda,
- t
(¥z.€ B™) (w0 ;20 ) %)

onde A{ é o tmico supergradiente de Vv, (.) em Y, .
Suponhamos ser I o conjunto dos Indices das

fungdes v, diferencidveis em 7y, .

Utilizando-se o mesmo critério para obtencdo de

uma boa direcdo vidvel exposto em III.3.40 e levando em con

ta o conjunto I, vem :
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Max1mlzarz?f (g,z‘)+z'u (9,2) s a
Z[j\<0 para j tais que z _'9'
i=1

|21 € 4

Usando-se (1) em (2) para as fungoes diferencig

veis e III.2.30 em (2) para as nado diferencidveis, decorre

para i=i...k e

j=l...m

.
*

Maximizar Z Vf () w; + E) Z; S.a

Zw (¢I

V? [X)U Zj
-V/»//x)wnw

>

(=4

IZZ/' I

1

para i¢1I

para if I

L4

,'/‘40 para j tal aue

para 1i=l...k

e J tais que ?‘.(le.):_l;‘_‘[

e j tais que h/(x[);a
k

g -

Y] l}

e J=l...m,

Para um sistema constitufdo de dois subsistemas,

f8r nao diferencidvel e

v, Qdiferencidvel em 7,

e

custo

se Vv
'3?72 respectivamente, a forma matrical das restricgdes em (3)
sera
ol vitc®) |a5| 98 | «—— coeficientesae
-1 V?l (X4) [
I 0 4
0
-1 0 ¢ ]
0 ‘V/’I (i‘) S 2
I 0 4
0 — —
-I- 0 4
I{ o0 I [ 0 |

L

segundo memb‘roJ

matriz dos coeficientes
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Vemos claramente pela figura anterior, que to-
das as colunas relativas &s componentes de W, podem ser
suprimidas.

Fica, portanto, patente a diminuic@o do niémero
de restrigoes do programa linear (3) em relacdo a III.3.44,
tornando menor o tempo de computacdo gasto na resolugdo do
problema linear de obtencdo da direcaoc vidvel. Por outro la
do, a diminuig&o do ntimero de colunas, anteriormente citada,
leva & diminuicdo no espaco de meméria necessdrio para a re
solucdo do problema linear.

Ressaltamos que a diferenciabilidade nao deve ser
forcada, i.e, se v;(.) & nd3o diferencidvel no ponto §2 ,
nao deve haver deslocamento em gualquer direggo a fim de res
tabelecer a diferenciabilidade. Exemplos simplés mostram que
caminhar sobre pontos de ndo diferenciabilidade, pode ser
mais adequado (ver & -atividade no fim deste capitulo).

Frisamos, no entanto, que se a diferenciabilida
de f8r verificada, o procedimento acima mencionado, pode ser
utilizado com vantagens computacionais.

Caso todas as fungoes V; sejam diferencidveis

em y; , O programa (3) .reduz-se ao programa (5) abaixo :

K
t
Maximizar Z Ai % s.a
) 2z (=1

K k
qu-éo para j tais que Z '9 =[’j

(= (=t l-'/

|g{¢1  para isl..k e j=l...m.

Nesse caso, i.e, quando todas as fungoes

sdo localmente diferencidveis, como haviamos citado em II.2
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durante a andlise econfmica da realocacao de recursos, & pos
sivel obter-se um teorema a ser utilizado como condicao de

otimalidade.

Critério de Otimalidade no Caso Diferencidvel.

Jdennergren [ 17:}cita rapidamente um critério de
otimalidade no caso em que todas as funcdes vV, sao local-
mente diferencidveis, ndo lhe dedicando maior ihteresse. Com
base nesse critério, derivamos uma condigdo necessdria e su

ficiente de otimalidade, a qual passamos a discutir.

Teorema : suponhamos que vVv¢ (i=l...k) seja diferencidvel

em Sr: (i=l...k). Entao se

k
M-—{l,ooo,m} J={j'ZZ)=L/!
i
I = { 1,...,k} Z ={Z€RWW2 é vidvel em
I1.2.9]
para cada j € J
U \ /& ~ . :
(Sz;)(%) sao iguais para todo 1€ I, e
(%;-j)(ﬁ-)=0 para todo jé J e todo i€ I,

se, e somente se, y = (ii,...,ﬁ;) f8r solucao étima para o

problema mestre I1.2.9 .

Demonstracdo. Seja V(y) a funcgio objetivo do problema mes

tre II.2.9 . Como ¥ & &étimo em I1I.2.9 se, e somente se,
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V' (y;2)€ 0, para qualquer z€ Z , o teorema (6) reduz-se a:

<(7) e (8) ocorre} se,e somente se,@VzéZ)(V’(j;z)40)>

Passemos & demonstracdo de (9).
—=): da diferenciabilidade das fungSes Vv, em Sr;

decorre

m

V('?,z ZUJ,,U-ZZ d_zf (1%

m K
) > (8% )(Grey

J21: =4 d%j 4

k

: a”‘)(y)zy Z Z(-j—?")(y)z‘ para todo 2€Z
e T J4T Gt O

De (7) vem :

ZZ(‘M)( )Z‘/ = % (y J Zz para todogzeZ

Jer =t

Como v; (i€ I,) é ndo decrescente, vem :

‘ Oar
(VcﬁIk)((&y‘/)fy )y 0)

De (11) e (12) e da condicgdo de viabilidade para a direcdo z,

1.e,22 0 e jEJT, vem :
(i/

(VzEZ)(ZZ

%) (§)zs <0 )
JET =1 ayj y z'/
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De (8) vem :
(VzEIRk'")(Z Z(a )(9)%5-0)
PRAVAL
Finalmente, levando (13) e (14) em (10), teremos :
(YeeZ)(V'(§;2)<0)
o que conclui a demonstracdo da condigao suficiente..
¢—: por hipbtese temos :
(¥aeZ) (V(7iz) <o)

De (10) e (15) vem :

k

JET i Jigr (1

Para todo J'€J e todo €I, e 6 positivo e suficiente

mente pequeno, a direcao z tal que

Zl:_'j' =8>0
2y =0 VieL.-{v) « ¥je m-{r},

é vidvel em II.2.9 no ponto ¥ ,i.e, 2z € Z. De (17) em (16),

vem ¢

(Yeez, ) (W gT) (6 g—-;f;,,(z,)w)
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e, portanto,

(¥re1,) (ww)(%%', (3)40) .
(VL

De (12) e (18),

(Weez, ) (47 )((

temos :

U
&%V

}(5)-0)

90

0 resultado (19) pode ser usado em (16), obtendo-se :

JeJ

Para quaisquer

(=4

i1 €I

queno, a direcao 2z tal

k
EE:.EZ:(g%Z)(j)Zq {0,

e j€d

gue

Zir'= e
Zij -6
3 =
j€M-{3i}
é vidvel em I1I1.2.9, i.e, 2z €32,

e

e

suficientemente pe-

0 para todo ie‘% —{ f,rj e todo

Substituindo-se (21) em (20), vem

0 Yij

ou,para cada J€J

)(%)6+ (S5 ) (3) o) =0
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para todo i’,i€I_, o que completa a demonstracdo da condicao

K’
necessdria. A

Para que possamos proceder como temos discutido,
i.e, utilizar a diferenciabilidade local de algumas funcoes
pertubagdo v; , com vantagens computacionais na resolugdo
do problema de obtencgao da direcé@o vidvel em cada iteracao
do algoritmo, serd importante derivar um critério para deter
minar quando a diferenciabilidade ocorre. No que segue, dis
cutiremos uma condig@o suficiente para diferenciabilidade 1o
cal das funcdes pertubacao V; , bastante simples em ser ve-
rificada, resultando daf{ particular interesse em empregd-la
como critério computacional. Para tanto, partiremos da hipé-
tese de que os subproblemas 3% (onde i. fora obtido da o
timizacdo unidirecioral) sejam resolvidos por um algoritmo
de direcdes vidveis (por exemplo, vide Zoutendijk[38] ).

Como vimos, para se garantir a diferenciabilida
de da funcao per?ubagéo v;

i
g (x.)€7 de P temos de garantir a unicidade do vetor

em ¥ associada &s restrigbes

multiplicador 8timo associado &s restrigtes g;(x,)§ ¥, de
P? (j4 que a equivaléncia entre vetores multiplicadores 6-
timos e supergradientes estd garantida pelas hipbteses do ca
pitulo III).

Para tal, coloquemos o problema Ei no formato

abaixo, mais conveniente para as discussdes que se seguirao:
o o { .
Maximizar f (x) s.a f (x)> 0 para i=l...q,
x

] n
onde, iremos supor f£° (i=l...q) definidas em IR com valores

em /MR .Além do mais, para podermos garantir que o algorit-
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mo de diregdes vidveis convirja, as funcdes £¢ serfio supos
tas diferencidveis continuamente no R, ‘
Evidentemente, (22) é equivalente a P‘g y € portan
to, com as hipéteses que impusemos no capitulo III, temos ga
rantida a existéncia dos vetores multiplicadores 6timos as-
sociados 4s restrigdoes de (22), o qual segundo as mesmas
hipéteses também possuird solugdo Stima. Seja X solugdo 6
tima de (22). Se Ag e M forem vetores multiplicadores §

timos associados &s restricoes g; ()7 e h;(x)%0

X]

também serd um vetor multiplicador étimo de (22) e vice-ver

de P;, temos
(3

L

e

Sa.
| Destarte, para se garantir a unicidade do vetor
multiplicador 4timo /\[ associado &s restricoes g; (x;)€
de P;;j y haveremos de garantir a unicidade do vetor multipli

cador 8timo Lk associado &s restricdoes de (22).

Unicidade do vetor multiplicador §timo 4k para (22).

Resolvendo o problema: (22) por um algoritmo de
diregles vidveis, procede-se com as iteracdes do algor{tmo

até que o valor 8timo do problema

MaxMin <Vf£(X), h >
heS* (€T, (x)

se ja nulo, onde
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s* 4 {/)6 R™| Ikl €4, j= 1.7} e
Ll efieN l,{"‘(x)= o}u{o}

Este @ltimo conjunto, J,(x) , representa o con-
junto dos indices dos vinculos ativos em x incluindo-se o

indice da funcao objetivo.

Assim sendo, como X & solugdo Stima de (22)

Max Min <€J(§),h ”:> =0

hés* (€ @)

teremos :

A condigdo expressa por (25), exprime o critério
de otimalidade no empregé de algoritmos de diregdes vidveis.

No que segue, mostraremos como a partir da reso
luc@o do problema maxmin no ponto X , poderemos garantir a
existéneia de um Ymico vetor multiplicador &timo £% .Ou seja,
de posse das informacles oriundas da resolugdo de (24) em

X , em que condigoes

S,LQGIR? tal que
[ 1 .

(1) VF@4 L& VF@=o
(=4

(11) L) f4%)-0 i=le..0;
(iii) AL 3 0;
(lV) /‘(i‘);o lzlo ooQ_o

A condicdo (iv) de (26) pode ser dispensada j4 que x §,por
hipétese, solucdo Stima de (22).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que em
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X , somente os r primeiros vinculos f sejam ativos , i.e,

ft(.}z) =0 i=1co.r

f‘(;() > O i=I‘+ 1oooq_o

Com os vinculos ativos associaremos componentes
do vetor multiplicador étimo para (22),dk; (i=l...r),nfo ne
cessariamente nulas, enquanto aos vinculos inativos estao as
sociadas as componentes nulas do vetor multiplicador 6timo.

A obtencdo de condigoes suficientes para unicida
de do vetor multiplicador &timo (z.('f,gt) , resume-se em trés

etapas

etapa 1 : dualizacdo do maxmin (24) em X ;
etapa 2 : relacgfo entre varidveis duais do

maxmin e vetores multiplicadores
§timos para (22);

etapa 3 : critério de unicidade da solugéo
6tima de um programa linear sem

restricoes de niao-negatividade.

Btapa 1. Dualizacao do maxmin (24) em X .

Inicialmente, transformemos convenientemente a
formulacao do problema maxmin (24), a fim de o colocar na
forma padrac de um problema equivalente de programacao line
ar .

De (24) , temos

Maximizar h, S.a "h, = min <V £t (x),h >
Tho b (€d,(x)
h € 5%
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Maximizar h, s.a h, - Vfi(x),h $0 i€ J(x)
Ly, b] Q / ’

[h)€ 1 j=l...n.

Dualizando-se (27), decorre :

. t o .t 4 [t 2
Minimizar O u+ 1 u ¢+ 1 u Se.a
watat — - -
tg ty U t
(uw,ut,v®) ¥ 0
t t
1 1 o 4 9 0 o .

V% -Vf) v'.-Vf’(x) 1 -1 [T e

o . . . . .~
onde u é vetor de varidveis duais associadas as restrigoes

h, - <Vf‘(x),h> £0 , i€ gy (x) , uw! vetor de varidveis du-

2 vetor de

ais associadas 3s restrigoes hj¢1l , j=i...n, u
varidveis duais associadas &s restrigbes hj»-1, j=l...n e
1 €R™ com todas as componentes iguais a unidade.

As restricgoes em (28) podem ser desenvolvidas

como mostramos a seguir,

1 1 R | 0 0
u0+ - U.1+ - 1"2‘=

-V -VFE) - - T I -1

{1

porfanto,
t ¢
1,0 "'-‘+ Qt”'z:-l

4 -
L Vo & 4 utdiag
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ou finalmente,

29 Z Vf(x)u +u'- Zd°=_¢

Usando-se (29) o dual do maxmin (24) pode entao
ser escrito como segue
NP t 0 t 4 t
30 Minimizar O u+ 1 u+ 1 u S.8
watd T - -
t t S.
(u" JUL , U2 ) 3

}:u=

-Z'_ Veeow  ut-a?.0
(=0
0 maxmin (27) resolvido no ponto de 8timo X
para (22), terd valor &timo, hz , nulo.Peldo Teorema da Dua-
lidade em Programacgo Linear [9;pg 116] , 0 problema (30),

dual de (27), resolvido para x=X fornecerd :
£ ta t .
31 OSu+ lu+1u =0
at t t .
onde ( “wo,%ut,%us) & o vetor dual 6timo.

De (31) e da restricio de ndo-negatividade para

as varidveis duais decorre :

e, portanto, o dual do maxmin (27) no ponto de étimo X po

derd ser escrito como segue :
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encontrar ‘uﬁ%g tal que
14
8.0 _
ot =3

{z0
S ¥ si@il=0
(=0

Assim sendo, a solucdo 6tima do dual do maxmin
em X serd (‘uﬁ,gf,gf) -

Obtido o dual (32) do maxmin (27) para =x=x ,
passamos & segunda etapa, onde se relacionard as varidveis
duais 6timas nfo necessariamente nulas , “u} (i=0...r), do
maxmin em x = X com as componentes nao necessariamente nu

t t
las dos vetores multiplicadores Stimos, (&.,0), para (22).

Etapa 2. Relacdo entre as varidveis duais Stimas de (27)

8.0 s
em u e as componentes dos vetores multiplica-

dores 6timos de (22) emdh

Os dois resultados abaixo caracterizam a relac®

entre as varidveis duais 6timas ndo necessariamente nulas

do maxmin (27) no ponto. X ,e as componentes ndo necessari- ;

amente nulas dos vetores multinlicadores &timos para (22).

Lema 1 - Se Au: = 0 entao

A) existe mais de um vetor multiplicador . étimo
‘associado &s restrigdes de (22);

B) o problema (32) tem solucgfo nao tnica.

Demonstracdes . Antes de iniciarmos as demonstracoOes, lembra

mos que tanto a solucdo 6tima de (32) (garantida pelo Teore
ma da Dualidade em Programacdo Linear), quanto os vetores

multiplicadores 6timos associados a (22) , existem dadas as
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hipéteses dos capitulos anteriores.

Assercao A. Suponhamos, como fizemos para escrever (27),

que somente os primeiros r vinculos f( de (22) sejam
ativos em X .Nesse caso, das condicOes de nao-negatividade
e complementaridade de caracterizacido dos vetores multipli
cadores étimos, decorre que qualquer vetor multiplicador 6ti
mo de (22) & da forma (Jf;gs, onde QeR" , sendo associado
4s primeiras r restrigdes de (22). Seja L . (O,ﬁgk)
solucdo de (32). Provemos que (£i+Lﬁ?L§)€R% é também um
vetor multiplicador 4timo para (22).

Por hipbtese, como ([f,gs é¢ um vetor multipli-

cador &timo para (22) vem :

T ,
Viw . X aif@ -0

Como, por hipbtese, (O,“é%) é solucao de (32)

decorre

A
Y w V@ a0
(=1

De (33) e (34), vem :
L4 . n (
V@ , 2:1 Q) VA 4 Y w VF@®) .

(=4

- VP@s L (a+ ) Vfm-o.
{=

As outras condicoes que caracterizam os vetores

multiplicadores §timos associados a (22), i.e, ndo negativi
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L8t ‘ o
u ,0) e complementaridade sao

L4

¢
dade das componentes de (LL4
facilmente verificadas.

Portanto, temos que existe mais que um vetor mul

.

tiplicador 8timo para (22).
4

ASSERCAQ B. Provemos que o problema (32) tem solucgdo nao -

- f t 3
nica. Seja (& ,0) vetor multiplicador 8timo para (22).Prove

mos que (K,,K,,...,K,) tal que

i=l...r

é solucdo de (32).
Usando as definicdes das componentes de (K,,K,,...

...Km) vem

T
I =—t——i 1) Mo "y

- . 0,).
] { 1+‘=1ﬂ£ =1 i+§ﬂ.‘- £+iﬂi( +§ ¢)..
= 4

CmmJXL)O (i=ls..7), vem K; Y0 (i=0...r).

Finalmente,

4 _ i3 :
Y v fw k- V@ 4, > Viw i
=0 +Z‘Q‘ (=4 1+ tﬂ‘

"1 Ent(w m*Z s, ) =0

j4 que (Q.,g) é um vetor multiplicador 8timo para (22).De

corre,assim, que (32) tem solucdo nao UYnica.
A
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Teorema. Seja ‘u;# 0. Ent8o (32) tem solugdo Unica se, e so
mente se, existir um Ynico vetor multiplicador étimo associ
ado &s restricoes de (22).

Ao

Demonstracao. &—): j4 que v, # O , pelo lema 1, a demonsg

tracao deste teorema reduz-se a um simples manuseio algébri

: t t o . - .
co. Seja (£,0) o tmico vetor multiplicador &timo para (22).

Temos

m ’
J(atd)eRrt Q%0 2 W@ Q. vi@=0
=1 ¢

equivale a

’z J
e Arvo . L vfm, T D v
equivale a 1+i:A% " 1+2:J%

) nH ,40> E’zla {, ido
J weR 430 AL wVHE <0 2 4=t

onde Y 1 TP Y, (i=1...n).

i =
14*;;[% %PZ?JM.
Do teorema acima segue que se ﬂﬂ, %f) fér Sle)
lucdo Umica de (32), o problema (22) tem associado um Unico
vetor multiplicador Stimo (Af ,Qf) e R? , cujas componentes

ndo necessariamente nulas sdo dadas por 3

40 R
L. w - i=lee.r
o A
‘uao

_ De (23) e (35) podemos facilmente obter o vetor
A( , gradiente da fungéo pertubagdo v; em T .

Portanto, o teorema anterior reduziu, caso Au@# o,
a unicidade do vetor multiplicador 4timo de (22) & unicidade

da solucdo Stima de (32), gque por sua vez equivale & unicida
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de da solucio &tima do dual do maxmin (27) no ponto X .
Portanto, nosso problema da diferenciabilidade

da fungéo pertubagdo associada 3s restrigoes g; (xi)éi de

P% , recai no problema de se garantir a unicidade da solucao

6tima do dual de um problema de programacdo linear sem restri

coes de ndo-negatividade. Na etapa 3 veremos como isso poderd

ser feito,

Etapa 3. Critério para Unicidade da Solucao Otima do Dual

de um Problema Linear sem RestricOes de Nao-Nega

tividade,

Iniciemos apresentando o teorema abaixo que pode

ser encontrado em Lasdon[:Ql;pg l6l] .
Teorema. Seja o programa linear abaixo:
t /
Minimizar ¢ x s.a Ax-b=0.
%0

Consideremos a func¢ao pertubacgio associada a esse problema :

&iAbzy} .

0]

y(y)zInf{ ctx s.a x3 0
Entao v(.) & diferencidvel em y=0 se o problema
+

Minimizar ¢ x s.a x3 0 e Ax=b
: % 4

tiver uma solucdo §tima nioc degenerada .

Esse teorema pode ser aplicado para garantirmos

que o problema dual do maxmin,tenha solugdo 64ima UYnica. Ve
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Jamos como isso pode ser feito.

Do fato de que v(.) é diferencidvel em y=0 se,
e somente se, tiver um tUnico subgradiente em y=0 , e da equi
valéncia entre vetor dual &timo associado &s restricoes Ax=b
de (36) e subgradiente de v em y=0 , temos , usando o teore

ma anterior wvem ¢

o problema dual associado a (36) tem solucg&o
dtima Unica se, (36) tiver uma solucdo Stima

nao degenerada.

Consideremos agora um problema na forma como &

apresentado o maxmin, i.e,

o t
Maximizar c w s.a A w<$b,
W
Supondo-se by O (o gque sempre ocorre no maxmin

(27)), introduzindo-se varidveis de folga p, temos de (38) :

L +
Maximizar ¢ w s.a A w+p-=Dh.
wp

Mudando-se w por w,-w, com w, ,W,20 , vem :

t
Maximizar ,¢ (w,-w, ) s.a A (w,-w )+ p=>
(wftl"/atll")ég

Esse problema (39) estd justamente na forma de (36). Uma s0
lucio 6tima nZo degenerada para (39) € uma solugdo tal que
as varidveis w,,w,,p bédsicas sejam ndo nulas.No entanto,

se (w ,w,p') f6r solugdo 6tima de (39), (wf+a,vx9_°+a,p‘ ), cam

a> 0, tembém serd soluc@o Stima. Desta forma,pode-se ignorar
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degeneracao nas varidveis W, ,W, , interessando somente o com
portamento das varidveis p Dbdsicas.

Assim sendo, aplicando-se (37) a (39) decorre :

o dual de (39), ou equivalentemente, o dual de
(38), tem solucdo étima Unica se, (39) tiver u
ma. solucado &tima tal que as varidveis de folga

p bdsicas sejam nao nulas.

Das trés etapas anteriores concluimos : se
‘W0 # 0, aplicando-se o resultado (40), para garantirmos a
solucdo étima do dual do problema maxmin, obtem-se o teorema

a seguir.

Teorema. Se ‘u& £ 0 , a funcio pertubacdc V; associada &s
restricoes gi(xi)é'i do problema P% ,é dife~
rencidvel em 7y, se, o problema maxmin (no pon-
to de 4timo para Q% ) tiver uma solugao Stima cu

jas varidveis de folga bédsicas s@o todas nao nulas.

Esse teorema encerra uma condig@o suficiente
bastante simples para a verificacdo da diferenciabilidade
local da funcgao pertubacao Vv; ,podendo como tal ser uti-
lizado como critério computacional para diferenciabilidade.

Na seccdo que segue, apresentaremos forma diver
sa da discutida em III.3, devido a Geoffrion, de se operar
com as componentes z, , i=l...kx e j=l...m, da diregdo vi
dvel.

Obteremos um procedimento, o gqual denominaremos

procedimento de redefinigfo , por meio do qual visamos melhorar
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a direcao vidvel obtida por Geoffrion , no sentido de evitar

a rédpida tend@ncia em se inviabilizar os subproblemas, ao mes
mo tempo que procuraremos forgar quando possivel, a alocacao

de recursos em niveis globais méximos(i.e, distribuicfo da

disponibilidade total).

SECCAO 2 — PROCEDIMENTO DA REDEFINICAQ.

Em III.3 atentamos para como Geoffrion operava
com as varidveis Zij , excluindo do programa de obtencdo,
da direcado vidvel de cada iteracdo do algoritmo, algumas va
ridveis Zq .Essa eliminacdo, quando possivel, e feita
em dois niveis, fixando-se algumas Zgj em -1 e outras em
+ 1, conforme discutiremos mais adiante.

No entanto, ndo nos restringiremos . a essa forma
de operar, redefinindo, apbs calculadas as componentes zij
ndo previamente fixadas, aquelas componentes da diregdo vid
vel inicialmente fixadas no valor -1l.

0 procedimento da redefinic@o objetivari obter
direcdes em que,sem modificar o aumento local da funcao obje
tivo do problema mestre II.2.9 , minimize a tend&ncia de vi
olar os vinculos ignorados na busca da direcdo.Procuraremos
desta maneira obter direcgdes que penetrem mais na regiao
vidvel, aumentando o passo do algoritmo, além de se maximizar
o total dos niveis de recursos alocados.

Fica, portanto, claro, que tal procedimento so-
mente poderd ser utilizado, quando existir uma infinidade
de direcoes vidveis , que levam ao mesmo aumento local da

funcio objetivo do problema mestre.



41

42

43

V.2 105

Descricdo do Procedimento.

Na busca da direcado vidvel 2z a partir de um

ponto y , apresentada em III.3.44, eliminam-se as compo-
nentes zq tais que gy (%)< 5§ / . Estas componentes de

z podem ser previamente arbitradas , de modo a se garantir

a viabilidade dos vinculos

' Z['/~ '\< 1
k
‘Z:;, Zt‘j €0 para J tais que EZ/ = by

Para se obter a mdxima vantagem na escolha dos
valores dos Zq arbitrados, devemos levar em contajos segui
tes fatos:

(a) valores pequenos para as componentes zf

(ZU =-1) d8o-nos a méxima liberdade com res
peito a (42) para as outras componentes de z; ;

(b) valores grandes (2q*=l) proporcionam as melho

res solucgoes para os subproblemas pertubados
por i+-9q , uma vez que as funclOes pertuba

cBo sdo nao decrescentes.

Para apresentar o procedimento de arbitragem das
componentes Zgj de 2z ©proposto, inicialmente definiremos
os seguintes conjuntos :

J(i) —{ JéN! g

/(r) Z } (=1.. k

(referiremo-nos a esses vinculos como vinculos 8 ativos

em  X; )
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k
sefsen] £ g =]

= 7

(referiremo-nos a esses vinculos como vinculos ativos

YU
em 5} ).

As componentes a serem arbitradas sio as corres
pondentes a  J(i) (o traco acima do conjunto indicard o
seu complementar), enquanto as pertencentes a J(i) corres
pondem &s componentes da direcdo, a serem obtidas pelo progre.
ma linear I1I11.3.44 .

A determinaca@o da direc@o vidvel 2z serd feita

em duas etapas.

Etapa 1.

Fixam-se em

as componentes tais que € J(i)n J, devido ao fato (a), e

ZV = 1
as componentes tais que j€ J(i)N J, devido ao fato (b), uma
vez que essas componentes ndo aparecem em (42). As demais com
ponentes de 2z s3o , entao, obtidas por III.3.44 .

Obtida a direcdo Z , deve-se procurar melhorar
os valores fixados por (45), para tirarmos proveito do fato

(b). Isso serd possivel sempre que para algum J€ J :

z; <L (). | ieLd (Z)=10
;10)2/ 1(j) {c p 3‘/ Z/}
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onde L &, portanto, o nlmero de componentes Z ¢j ini-
cialmente fixadas em -1 para o indice Jj considerado em
(47).

Nessas condicGes, passamos & . etapa 2.

Etapa 2.

Fixam-se, para cada Jj€ J onde (47) ocorre,

EL-/- =-4 4 ﬂ& pata ( tas que i€ 10

L

Como as quantidades L-E::EU sdo nao negati-
c€x10) -
vas para cada j€J, o valor das componentes da diregao vid
vel inicialmente fixadas em -1 , é, se possivel, convenien

temente redefinido, a fim de cumprir com o objetivo (v).

Observacdo : caso 0S EU‘ redefinidos por (48) ndo pertencam
ao intervalo [—l,+l] , fixamo-los em ~1 ou +1 conforme
o valor obtido por (48) seja, respectivamente, negativo ou

positivo.

~ Na seccao 3 abordaremos sem quaisquer detalhes,

que podem ser considerados num trabalho mais completo , a
convergénecia do algoritmo primal de diregdes vidveis.

SECCAOQ 3 ~ CONVERGENCIA.

Quanto &s propriedades de convergéncia do al-
gor{tmo estudado , s@o ainda problemas em aberto.

Parece-nos ctrucial para convergéncia do presente
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algoritmo, a consideracf@o das pertubacdes presentes nas oti
mizacgoes unidirecionais, com a finalidade, como vimos, de
se garantir que cada ponto obtido da resolucdo do problema
mestre restrito III.3.46 esteja no interior do conjunto Y.
H4, portanto, a necessidade de melhor se estudar os pontos
fronteira do conjunto Y.

Por outro lado, dois conceitos podem ainda ser
considerados, Que repercutem positivamente na convergéncia

do algorf{tmo. S3o eles :

1) €-atividade para os vinculos /T

2) é—atividade para os vinculos gij

-

Vinculos v £ -ativos.
A

Diremos que o vinculo Yij é €-ativo se,

£ 3‘?'

k
i=1

Yy
Considerar vinculos Yy € -ativos no problema

de obtengao da direcdo vidvel III.3.44 para o problema mes

tre, significa incluir as restrigoes :
k k
E z[[ 0 para J tais que Z Zt‘j‘l’j 2~€ A £50
i=1 (=1

Considerar vinculos Vij £ -ativos é simplesmente
introduzir restrigdes no problema diretor, que garantem a
proximidade da fronteira do politopo na obtengdo da direcdo

vidvel,

Frisamos que:esse tipo de £ -atividade nao &
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necessdria para a convergéncia do algor{tmo considerado ,
j4 que basicamente operamos sobre um politopo ( vide Zou-
tendijk [ 38] ). Conduz, no entanto,d obtencdo de direcles
que propiciam convergéncia ( se a mesma ocorrer) mais ré-
pida. Por essa razao, adotaremos (vide capftulo V) forma

simplificada de se lidar com a §£-atividade dos vinculos

ng .

Vinculos gy € -ativos.

0 vinculo 8y i=lessk € Jj=le..m, é dito

£-ativo em X se,

Yy -q (X) s E>0.
E/z] % ()

Considerar esse tipo de £ -atividade no proble
ma de obtencdo da direcfo vidvel para o problema mestre, sig

nifica incluir as restricOes

Vii/' (f‘-)cq..zzjéo para j tais que §£> y‘]- 99_ )

Esse tipo de € -atividade é fundamental na obten
cdo da convergéncia de algor{tmos de direcOes vidveis.,

Hogan [16] a partir da consideragdo de ¢-ati-
vidade para tais vinculos, consegue provar a convergéncia
de um algor{tmo de Frank-Wolfe no caso em que a fungdo obje
tivo do problema & c8ncava e ndo diferencidvel.

Intuitivamente, a consideracao de vinculos ¢ -a-
tivos para os subproblemas ,i.e, para os vinculos g(-}- ’

deteta a proximidade de " quinas " no gridfico da funcéo
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pertubacao, que & c8ncava e nao diferencidvel. Evita-se assim
a ocorr8ncia de fenBmenos de ziguezague devidos a nao diferen
ciabilidade da funcdo critério.

A convergéncia de algor{tmos para funclOes ndo di
ferencidveis é ainda quase totalmente desconhecida, conhecen
do-se alguns resultados para problemas de min;max , referen
ciados em Hogan [16] .

E interessante observar que o problema de minimi
zar uma funcao pertubacao,pode ser em geral colocado no for-
mato de um problema de minsmax , apbs alguma manipulacdo de
vinculos, 0 que sugere um interessante caminho para futuras

pesquisas.
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CAPITULO \'

IMPLEMENTAGAO

Introducio.

No presente capf{tulo trataremos da implementa-
¢8o parcial do algoritmo de diregles vidveis estudado,
i,e, descreveremos un conjunto de subrotinas utilizadas
na obtencio da direc@o vi4vel para o problema mestre
I1.2.9 .

Apresentaremos em linhas gerais na secgao 1,
deserigdo suscinta do algoritmo, bem como destacaremos a
4rea coberta pelo programa para computadores, elaborado
em linguagem FORTRAN, Nessa seccao, discutiremos o volume
informacional necessdrio ao funcionamento do programa, o
qual se detalhard na seccao 2.

A sedcdo 2 descreverd as subrotinas programa-
das em FORTRAN-IV GH, visando obter-se a direcdo vidvel
para o problema mestre II.2.9 . Introduziremos af algu-
mas das modificacgdes propostas no capftulo 1V, guardan-

do-se a seccao seguinte para um exemplo.

SECCAO 1 - O ALGORITMO PARA IMPLEMENTACAO.

Computacionalmente, como j& discutimos, serd con
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veniente resolver-se o problema mestre e daf derivar a

solucdo do problema original via subproblemas.

k

Problema Original Maximizar [Ei)f(zi) AQ ('V"dk)(’ﬁfxi)n
X H

k

fdg0n)4b.
k

{

Problema Mestre Maximizar ) . Y(Y) s (’v’t‘el'k)(yf ¥)
( (

(=1

A ;_24[)

2 2 : EX: ) £
Func8o Pertubacio %) Suf {](: (x;) s.a x; €X; Agl_(x‘) \ﬂ‘}
Subproblemas Pé . Maximizazf £(x;) 5.a 2:;6)(" A 2 (x‘.)éz. 3

A seguir esquematizaremos o algoritmo primal de
direcdes vidveis utilizado para resolucgdo do problema
mestre (2), o qual é baseado no algoritmo  _ expos-
to no capftulo III, considerando-se algumas das modifica

¢coes discutidas no capitulo IV:

- £-atividade para os vinculos y“j ;

- procedimento da redefinicdo .

Nao ser@o, portanto, consideradas na parte com

putacional, g §-atividade para os vinculos g, e a dife-

y
renciabilidade, quando ocorre, das fungdes v; .Ndo nos
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preocuparemos também em manusear os valores de £ , que se
rao supostos dados. Note-se que as E€-atividades dos vi;_1
culos servem somente para aumentar a rapidez do algor{tmo
(ver capitulo IV).

0 conjunto das subrotinas que descreveremos na

préxima seccao, cobrird o passo 2 do algoritmo que segue.

Algor{tmo para Implementacao.

PASSO 1. E dado y=(J, y+..,3 ) vidvel em (2).Resolver os
subproblemas P‘g_ , obtendo-se as solucdes étimas X; . V4
{

para o0 passo 2.

Observacéeg. Suponhamos que os subproblemas sejam resolvi

dos por um algorf{tmo de direcoes vidveis de Zoutendijk
para funcoes diferencidveis continuamente. As informa-

coes que fluem do passo 1 para o passo 2 s30 @

a) ponto J=(J; yeeeyy, ) vidvel em (2);
b) as solugdes Stimas ¥ dos subproblemas P} H

(3

¢) os vinculos g[j eh ativos nos pontos X;

"
(essa informac@o é um subproduto da resolu-
¢ao do problema de busca da direcgdo vidvel

para cada subproblema no ponto X, J.

PASSO 2. Obter uma direcdo vidvel pelo programa II1I.3.44
substituindo-se os vinculos y‘./. ativos por ¢ -ativos,
determinados no programa principal.Para os vinculos gt/c)u./.
consideraremos somente os ativos, sendo, no entanto,ime
diata a inclusZo da ¢ —atividade como mostraremos na des-
cricdo do programa principal (subrotina ODIVAL). Teste a
otimalidade da solucao vidvel ¥ no problema mestre; se o

valor étimo do programa linear III.3.44 f6r nulo (néo ha
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. ~ . ! —
verd diregdes de crescimento local) faca yo™o =§F e
x°" =%=(Fy,4.44%,), pare; caso contridrio, complete a
obtenc@o da direcfo vidvel, usando o procedimento da re

definicdo. V4 para o passo 3.

Observacio. Na descricdo do programa principal apresenta

remos forma simplificada de se lidar com g-atividade dos
vinculos §j, , conveniente quando a regigo vidvel & um po

litopo.

PASSO 3. Resolva o problema mestre restrito III.3.47 .
Seja ¥+ ©% o novo ponto obtido. Trocar no passo 15y
por ¥ + 6Z.

Observacoes. O manuseio das pertubagoes possivelmente in

cluidas na otimizag@o unidirecional ,deverd ser considera

do para cada caso particular. Usando-se técnicas paramé-

tricas ou busca por Fibonacci, teremos sem trabalho extra,

a solucdo 6tima dos subproblemas P%+§& , razao pela qual
%

nédo serd necessdria,apbds a primeira iteracgo, a resolucasd

dos subproblemas Q% no passo 1l.

[

Subrotinas e Volume Informacional.

Das subrotinas utilizadas para obtencfo da dire

cao vidvel, destacamos:

a- subrotina principal;

b~ subrotinas satélites.

Na classe (a) inclufmos a subrotina ODIVAL que
obterd a direcZo vidvel para (2), utilizando para tal as

subrotinas inclufdas em (b) :
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- PROLIN;
- DETMAX;
—~ NOVIN;
~ GRAGH;
-~ GRAF;

0 volume informacional necessdrio para resoluc@o
do problema computacional de obtencd@o da direcl@o vidvel

pela subrotina principal, pode ser classificado em:

~ dados de entrada;

- dados provenientes do passo 1,

Em (6) incluiremos dados inerentes & estrutura

do problema original (1):

- coeficientes determinativos das fungdes h;,
& ¢ s

- ntmero de subsistemas;

- dimensao do vetor atividade associado a cada
‘subsistema;

- dimensOes dos espacos dos contradomfnios das
. funcoes h; ;

- vetor-recursos;

- recursos nao utilizados pelos subsistemas;

- £ =valores.

Em (7) serio inclufdos os dados necessdrios 2

subrotina principal provenientes do passo L do algoritmo:

- pon'tO S’-=(-§1 ,OIO’S;K );

- solucgdes Stimas, X, , dos subproblemas P

.

H

N

- vinculos gy e hy ativos em X; ;
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A seguir discutiremos o significado de cada
subrotina na obtencio da direcao vidvel para o problema

mestre (2).

SECCAO 2 - DESCRICAO DAS SUBROTINAS.

Antes de passarmos & descricfo das subrotinas
satélites e principal, apresentaremos os tipos de fungles
consideradas nesse trabalho. Queremos, no entanto, ressal
tar que particularidades aqui assumidas com respeito as
funcdes, ndo restringe a aplicabilidade da subrotina prin
cipal. As funcOes como também seus gradientes s@o resul-
tados de subrotinas, sendo, portanto, fédcil a mudancga
dessas subrotinas por outras, conforme a conveniéncia do
usudrio. Por essa razéo, preferimos o programa subloca-
do,i.e, o programa constitufdo por série de subrotinas,o
qual permite facilmente a mudanga de qualquer particula-

ridade assumida no trabalho computacional.

Funcgoes Vinculo.

Tanto as funcoes gy como as funcoes hy; serao,
como jé mencionamos, definidas em /R-n"com valores em IR .
0 ntmero das funcoes gy o para cada subsistema, serd no
mdximo m, dimensdo do vetor-recursos.Poderd, no entanto,
ser menor que m para um subsistema ,se o mesmo ndo utili
zar determinadas componentes do vetor-recursos b. As fun
goes hgsao, para cada subsistemas, em nimero qualquer.

Assim sendo, sejam os parfmetros presentes na

subrotina principal :

S - ndmero de referfncia do subsistema;
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KS

M

IGPER
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dimensdo do vetor-recursos b;

nimero de subsistemas;

lista de tamanho KS; L(S) representa o nd
mero de funcoes gy ndo identicamente nulas
associadas ao subsistema 53

lista de tamanho KS; M(S) representa o ni
mero de funcGes h associadas ao subsis-
tema:S;

lista de tamanho KS; N(S) é a dimensdo do
espago do vetor atividade associado ao sub
sistema S;

lista que contém os {ndices das componen-
tes do vetor-recursos nao utilizadas pelos
subsitemas; essa lista & formada de KS par
ticoes cada uma de tamanho MR-L(S),S=l...
«..KS; em cada particao os fndices apare-
cem em ordem crescente(mais a frente exem

plificaremos o uso dessa lista).

Tanto as funcoes gqquanto as funcdes hq- serao

da forma:

ne

¢
E.o(x
= tt

onde x4 €R ,t=l...ny, e as constantes reaisue B, sao da-

das pelas listas AA (CC) e BB (DD) respectivamente,para

os vinculos gy (hg ); ng é a dimensdo do vetor ativida-

de, sendo dada na lista N para cada subsistema.

Observacao.Antes de apresentarmos as listas AA e BB,note

mos que uma matriz qualquer pode ser convenientemente
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transformada numa lista, a qual se associam duas quanti-

dades que a caracterizam:

PC — passo da coluna da matriz;

PL - passo da linha da matriz.

Seja a matriz M abaixo:

=
i
W N

erm

M(3,2)

A matriz M pode ser transformada na lista LM, por exemplo,

listando os elementos de M coluna apds coluna, i.e:

M = (1,2,3,5,2,1)
LM(6)

Assim 'sendo, dado o elemento M(I,J) de M, obtemos o cor
respondente elemento da lista LM, usando as quantidades
PCM, passo da coluna de M, e PLM, passo da linha de M,

Optando-se por listar-se colunas apés colunas teremos:

PIM = 1
PCM = 3
Logo,
M(I,J) = LM((I-1)PLM + (J-1)PCM + I)

Por exemplo,

M(3,2) = IM((3-1)1 + (2-1)3 + 1)=LN(6)

Destarte, da observacdo anterior qualquer matriz

pode ser transformada numa lista através de uma relacgéo
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biunfvoca. Essa forma de proceder utilizaremos durante
toda parte computacional,i.e, toda matriz a que nos refe
rirmos serd uma lista coluna apds coluna.

Essa forma opcional de manipular matrizes,le-
va & generalidade das subrotinas, ndo havendo. preocupa-
coes com comandos COMMON.

As listas AA (ou CC) e BB (ou DD) terdo a for-

ma abaixo:

N0 — NE)——— I—N (K)—>
AA- 1!.(') I
G0 g MR L
Nt e N N} —]
BB = L(!) S E) s
8 G (B B B g s L@

fig.1

A lista AA (fig.l) é constitufda de vdrias sub
matrizes. A primeira partic@o da lista AA, refere-se 3
primeira submatriz, estando associada ao primeiro subsis

tema .Portanto a lista AA terd KS partigdes, sendo o pri
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meiro elemento da primeira particao AA(1l), e o Ultimo ele

mento da KS-ésima particio AA(é?N(S).L(S)),i.e, apds
listarmos a primeira submatriz coluna apbés coluna, passa
mos a listar a segunda submatriz, sempre aumentando o in
dice. Mais a frente exemplificaremos a lista AA e BB.

Na construg@o do vinculo g em X ER® | a 1i
nha j da S-ésima submatriz da lista AA (vide fig.l), re-
presenta os coeficientes das componentes do vetor ativi-

S

dade x>, sendo os correspondentes coeficientes da lista

BB, os expoentes dessas componentes, i.e,

$ s S
(2*) s B i B By niw
gsj L= Xjg Xp et G Kt Ky X

onde

S
‘r 3 (xf) ety xN(SJ ).

S-1
'X;z L AA (o N@ L@ 4 (T-1).7C 4 (F1) PLC +4)  i=q.
=1

sendo, PCC passo da coluna da S-ésima submatriz da lista
AA e PLC o passo da linha da referida submatriz.

Vemos, portanto, que tendo as listas L e N, an
teriormente definidas, para cada subsistema poderemos ob

ter qualquer coeficiente (ou expoente) associado a qual

N(s)

quer componente do vetor atividade através de (10), e por

tanto, qualquer funcao vinculo,

Na construcg@o das fungdes g;; Tequer-se um cui
dado. Ele provém do fato de que certas componentes do ve
tor-vetor recursos, para determinados subsistemas, pode
ngo ter utilidade. Como dissemos no capftulo II, &y (x;)

representa o nivel do recurso de disponibilidade pi,uti—
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lizado pelo subsistema i. Se esse subsistema ndo utiliza
tal recurso, teremos sempre nivel zero, ou seja, géi(.)EO.
Nessas condigles, os coeficientes X em (9), corresponden
tes a esse vinculo gy serdo todos nulos, nao sendo incli
{dos na correspondente submatriz da lista AA. A indicacao
de quais componentes do vetor-recursos ndo sao utilizadas,
& como j4 dissemos, dada pela lista IGPER.

Seja o exemplo,

123171-1-4]123

AA =4 56|81 0 3
92 3 2
fig.2

ou, na forma de lista,
AA = (1749215y3’6’718,99°'°9 192’3)

Da figura 2 conforme a figura 1 tiramos:

L(1) = 2 N(1) =
L(2) = 3 N(2) =4
L(3) = N(3) =3

Suponhamos que a dimens@o do vetor-recursos sg
ja 3, i.e, MR=3.

Pela figura 2 notamos que , o subsistema 1 ndo
utiliza alguma componente de recurso e o subsistema 3 nao
duas delas. A lista IGPER dard para cada subsistema as

componentes nao utilizadas. Seja IGPER dada abaizxo:
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IGPER = (2,3,3)
, L SMR-L(3)
MR-L(1)

Observacdo. A particio referente ao subsistema 2 em IGPER

i
o)

nao existe, pois esse subsistemas utiliza todas componen

tes do vetor-recursos b.

Assim de (11) e (I2) notamos que a primeira
submatriz da lista AA, representa os coeficientes de 844
porém a segunda linha os coeficientes de 8,3 © nao €12
(dado que o Indice 2 estd em IGPER, e portanto, o subsis
tema 1 ndo utiliza essa componente do vetor-recursos).Pa
ra o subsistema 3, os coeficientes em AA correspondem a
g,, Ppor mera casuvalidade.

Esse fato, i.e, nao utilizacg8o de determinadas
componentes do vetor-recursos b, leva-nos,mais adiante,
a definir a lista TALG.

Como vimos, portanto, a descricio das funcdes
vinculo 84 (hU ) sao feitas pelas listas AA (CC) e BB

(DD), que serao lidas no programa principal.,

Funcdoes Objetivo.

As fungSes objetivo aqui esonsideradas serdo da

forma:

5 : Be-1 = 42
“’t xt,,, + “_L @ ¢

onde x¢ €R, t=l...ng, % e Pt s8o constantes reais dadas

respectivamente pelas listas EE e GG, e ny é dado pela
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lista N. As listas EE e GG terao a forma:

2.N(s)+1
EE = j
L___; ULTF(s}1) .
ris ' UL T
[.__., uLTEC2y L—» (TF(Kk$+1)
e mmeeem——— cfmmmme e mm e
GG = 2.N(S)
fig.3

Cada submatriz coluna da lista EE possui os cog
ficientes q@ referentes & funcéo objetivd de um determi-
nado subsistema, e cada submatriz correspondente na lista
GG os expoentes Pt.As submatrizes colunas tanto em EE co
mo em GG sao listadas colunas apds colunas, como em AA,

0 primeiro elemento de cada submatriz em EE é
um indicédor da exist@ncia ou nao da parte exponencial,
“i.e, se &, =0, observando-se (14) , ndo existird a parte
eiponencial , sendo que os coeficientes nas submatrizes
em EE correspondem ao termo polinomial. Sao possiveis .-

ainda duas outras variantes:

15 - existéncia das partes exponencial e polino-

mial;
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16 - existéncia da parte exponencial somente.

Observando-se (14) e a figura 3, depreendemos
que a funcdo objetivo do subsistema S, enquadra-se em
(15).

No caso (16) ¥ # 0, mas o nUmero de termos na
submatriz em EE serd menor que 2N(S) + 1 (vide fig.3), e
o niimero de termos na correspondente submatriz em GG sers
menor que 2N(S).

Para sabermos, baseado no numero de termos des
sas submatrizes, quando % # 0, se a func@o objetivo pos-
sui ou nao termos polinomiais, definimos a lista ULTF de

tamanho KS+ 1, a ser lida no programa principal. Sendo:

ULTF(1) = O;

ULTF(2) = Indice do tltimo elemento da primeira
submatriz em GG (vide fig.3);

ULTF(S) = {ndice do Bltimo elemento da (S-1)-

-ésima submatriz em GG;

{ndice do Altimo elemento da KS—-ésima

ULTF(KS+ 1)

submatriz de GG.

Assim sendo caso &) , para o subsistema conside

rado seja nfo nulo, verificamos o valor de:
Q = ULTF(S+1) - ULTF(S) - 2N(S) -1

Se Q f8r nulo entdo a funcao objetivo do subsistema S pos
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sui as partes polinomial e exponencial. Caso contrdrio,Q=0,
i.e, a parte polinomial nao existe.

A seguir exemplificamos essas variantes. Seja
0 numero de subsistemas KS=3, e as listas EE e GG dadas

abaixo ¢

oy Ut oo O

EE GG

]

SR N Y VS Y YVR

i
o ~1 o8 U N

o 3 OO0 U N W
W O PN & I B

ou na forma de listas teremos,

EE
GG

(1,3,453,2,1,2,¢44,2,5,6)
(4,5,6,7,8,4,5,¢44,1,3,2)

]

Suponhamos ainda a lista N dada a seguir:

N(1) =5 N(2) =3 N(3) = 3

Observando-se as listas EE e GG dadas acima,

"concluimos

ULTF(1) = 0
ULTF(2) =
ULTF(3) = 13
ULTF(4) = 17
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Assim sendo, vem :

3xﬁ+ 4x5 + 3X§ + 2x] + 1x
f, (x')=1.e

, 6xF+ Tx]+ 8x)
f, (xz)=3x1" + 4xp + 5x_f + 2e

3 1 3 2
£, (x )=2x1 + 5x, + 6x3-

As funcdes objetivo ficam, conseguentemente, de
terminadas dando-se as listas EE, GG, ULTF e N, que serao
lidas no programa principal.

A seguir tragtaremos da descricéo das subrotinas

satélites e principal.

Morfologia das Subrotinas Satélites.

As subrotinas satélites, como j& mencionamos,

sao : PROLIN, DETMAX, NOVIN, GRAGH, GRAF.

PROLIN.

Utilizada na resolucdo de um problema de progra

macao linear da forma 3

. t
Maximizar ¢ X S.a Mx¢ b
x

onde x€R", bER™ (sendo, portanto, M matriz mxm), através
do método Simplex RevisadO.[9;Pgl3ﬂ.Consideraremos b 0.

A consideracdo byQ para nés ndo particulariza
em nada o problema que propusemos resolver, i.e, obter

uma direcfo vi4vel para o problema mestre (2), pois no
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problema linear III.3.44 de obtencdo da diregdo vidvel
sempre ocorre b30.Como em III.3.44, ndo se incluem em
(17) restricdes de nao-negatividade.Nessas condigdes, con
sideremos o problema modificado de (17) pela mudanca de

varidvel a seguir :

18 X = Xz = Xy X,

W
1o
P

&
W
{o]

De (18) em (17), vem :

. t
Maximliaxr c (X.Z_X'f) s.a M(xz-x,)éba X230 n %320
%3

ou, equivalentemente,

19 Maximizar [ct —cij [xz_] S.a [M -M] [Xz] £0b

X4 X4

Xy
430
{Xz 7 X

Consideremos a varidvel & |,
20 &= (:sc‘2 1%, )
obtendo-se de (19)
21 Maximiza&r [ct —cﬂO’ s.a &30 [M' -M]o’§ b
0 problema (21) equivalente a (17) (pois as mu
dancas de varidveis obedecem a relacdes lineares),tem

suas solucdes ligadas pelas transformagGes (18) e (20).

0 problema (21) pode entio ser resolvido via Simplex Re-
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visado, obtendo-se dai a solucdo §tima de seu equivalente,

(7).

Solucao do problema (15).

A subrotina PROLIN efetua a partir de (17) as
mudancas de varidveis recaindo no problema (21), o gual
é resolvido pelo método Simplex Revisado. Obtida a solu-
¢do de (21), a prépria subrotina PROLIN deriva a solugdo

Stima de (17).

Parfmetros da Subrotina PROLIN.

Descrevamos inicialmente os parfmetros que sdo

os dados a serem lidos no programa principal.

Dados Lidos. Suponhamos ter o problema (17).A matriz A

que serve de dados para subrotina PROLIN é dada abaixo :

0 |cy soe ¢le—— coeficientes de
by custo

A= - M
bm

L——> componentes do vetor b.

Lembramos que A deve ser 1lida na forma de lista
coluna apbés coluna. A primeira posigdo de A, A(1l), ters
inicialmente o valor nulo.

Além de A serdo lidos os parfmetros :

N - nfmero de colunas da matriz M;
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M

nimero de linhas da matriz M;
PLA - passo da linha da matriz Aj;

PCA - passo da coluna da matriz Aj;
EPL

Zzero computacional.

Como para A usamos a forma de lista coluna apés

coluna, vem:

PLA
PCA

1
Mm+1 .

Parfmetros. Dado que haveremos de obter a solugdo de (17)

via (21), a subrotina PROLIN transforma a matriz A , obten

do uma nova matriz A dada abaixo

O 01 o0 gn -01 *o e e "'C,n
A=13 - -M
b*m

correspondente ao problema (21). A subrotina PROLIN opera
sobre a matriz A em (23), gerando no 1ﬁgar dos coeficien
tes de custo, os coeficientes relativos de custo,no lugar
do vetor b a solucdo vidvel,e na posicdo A(l), o valor da
funcldo objetivo para essa solucdo vidvel.Abaixo descre-

vemos oS parfmetros referindo-os ao problema (21) :

J1 - dimensdo da lista A;
B - matriz (M+ 1)xM gerada pela subrotina PRQ

LIN correspondentes &s varidveis de folga:



]

130

—* coeficientes de cus

to das varidveis de

folga.

onde I é a matriz identidade MxM;

JB
C

Jc

IVNB
JIVNB
IVB
JIVB
TIPO

Ll

JL1
L10

L2

JL2
L20

13
JL3

Jg

dimensdo da lista Bj;

lista auxiliar;

dimensao da lista Cj

lista dos Indices das varidveis nao bdsicas;
dimensao da lista IVNB;

lista dos Indices das varidveis bédsicas;
dimensdo da lista IVB;

indicador do tipo de solugao, i.e, TIPO=1

a soluggdo é infinita; TIPO=0 a solugao &
finita.

lista dos indices das colunas de A ndo bd-
sicas;

dimensdo da lista I1;

tamanho da - lista L1l numa determinada ite-
racio;

lista dos Indices das colunas de B n3o b4~
sicas;

dimensédo da lista L2;

tamanho da lista L2 numa determinada itera
géos;

lista das colunas bédsicas;

dimensdo da lista L3
lista cujos elementos sdo as componentes do
em (21).

listaf) .

vetor &

dimensdo da
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Observaqéo.mPara aumentar o campo de aplicac@o da subro-

tina PROLIN,independentemente do problema que objetivamos
resolver , introduzimos a possibilidade de TIPO ser igual
a 1, embora com as hipbéteses que impusemos nos capitulos

anteriores tal caso nunca ocorra.

DimensgOes. Esses parfmetros servem para determinar o es-
paco de meméria suficiente para a resolucdo do problema
(21). Assim sendo, para dimensionar as listas haverd de

se tomar cuidado, pois as listas anteriormente descritas
(exceto B), referem-se n3o & matriz A construida para (17),
mas & matriz A construfda para (21) . Este fato,deve-se

& maneira como opera a subrotina PROLIN : dada a matriz

A para (17), a subrotina transforma-a , obtendo a matriz

A para (21). As dimensOes podem ser calculadas pelas ex-

pressoes abaixo 3

Ji1 = (2N+1)(M+1);
JB = (M+12)(M+1);
JC = (M+1);
JIVNB = 2N;
JIVB = M;
JLl = 2Nj
JL2 = M;
JL3 = M;
Jg = 2N,

Observacéo . Lembramos que essas dimensdes correspondem

4s dimensOes médximas das listas cujo tamanho varie duran

te o emprego da subrotina (ex.: IVNB,Ll, etc).
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Safdas da Subrotina PROLIN .,

Os parfmetros TIPO, a lista @ e a lista A, contém

os valores de saida da subrotina PROLIN que nos interessam.

TIPO - se o problema linear (17) tiver valor
dtimo +c entao em TIPO ficard o valor 1;
caso contrdrio, TIPO = O3
Q_ g soluc@o do problema (21) se existir
(i.e,TIPO=0), & transferida da lista A
(primeira coluna) para a lista £ .Essa
lista & entdo transformada segundo (18)
e (20), obtendo-se a solucao de (17).As
sim sendo, cada elemento da lista terd
o valor corresnondente das componentes
da solucdo 4tima para (17).Por essa ra
zgd0,somente os primeiros N elementos de
0 terdo interesse.,Lembremos que essa lis
ta fora dimensionada para 2N elementos
devido 3 dimensfo do problema (21);
VALOR OTIMO - se a solug@o f8r finita esse valor fica
rd disponfvel em A(1).

NOVIN,

Essa subrotina atua como auxiliar da PROLIN,
determinando em cada iteracdo a inversa da matriz da ba-
se atual, a solucdo vidvel atual e o valor da funcdo obje

tivo para essa solugZo.

Parfmetros da Subrotina NOVIN.




V.2 133

Para cada uma das fungdes mencionadas acima,
damos a significacfo dos parfmetros da subrotina NOVIN.

24 1, Na transformacido da inversa da matriz da base

B - inversa da matriz da base;

JB - dimensao da lista Bj

C - lista auxiliar mencionada em PROLIN;

JC - dimensao da lista Cj

M - parfmetro mencionado em PROLIN;

IP - indice da linha piv8 de A para (21);
KS - parfmetro auxiliar; nesse caso, vale N;
PLB - passo da linha da matriz Bj

PCB - passo da coluna de B.

Safda da Subrotina NOVIN para (24).

A matriz inversa da base atual fica disponfirel

em Be

25 2, Na determinacdo da solucao vidvel atual e do valor da

funcao objetivo

B - matriz para (21);
JB: - dimensao de Aj
KS - neste caso, vale 1;

PCB - por conveniéncia feito igual a 0.

Os demais parimetros , C, JC, M, PLB, IP, tem o significa
do exposto em (24)

Safda da Subrotina NOVIN para 25.
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Nesse caso, a subrotina transforma diretamente
a primeira coluna de A, gerando em A(1l), o valor da fun-
cdo objetivo para a solucdo vidvel atual, a qual ocupari

as demais posicOes da primeira coluna.

DETMAX.

Utilizada na determinacao do maior elemento da
linha de {Indice igual a LCR da matriz A.

Essa subrotina é utilizada na PROLIN para deter
minar em cada iteracfo o maior dos coeficientes relativos
de custo, que se encontram colocados na primeira linha de
A, ou seja determinar a coluna piv8 numa determinada ite

racaoc.

Parfmetros da Subrotina DETMAX.

Possuem a mesma significacio dos parfmetros a-

presentados em PROLIN, adicionando-se :

LCR - linha dos coeficiente relativos de custo
(no presemte caso LCR=0);

KP - Ifndice da coluna de A que possui o maior
coeficiente relativo de custo(coluna pi-
v8);

MAX - valor do maior coeficiente relativo de cug

T0e

Saidas da Subrotina DETMAX.

As safidas constam dos valores em MAX e KP,
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Antes de descrevermos as duas Gltimas subroti-
nas satélites, consideremos algumas listas e parfmetros
que entram na composicfo da subrotina principal, e que se
rao utilizados pelas subrotinas que posteriormente descre

veremose.

X - lista com KS (ndmero de subsistemas) parti
cOoes; cada particao terd N(S) elementos
correspondentes as componentes do vetor-

—gtividade associado ao subsistema S.

De posse da lista N, poderemos para qualquer
subsistema determinar, através da lista X, os valores das
componentes do vetor atividade associado a esse subsiste

ma .

Y - matriz cuja S-ésima coluna contém os valo-
res das componentes do vetor varidvel do
problema mestre associado ao subsistema S.
Essa matriz terd, entdo, MR linhas e KS co
lunas,ou seja, serd uma lista tendo K§ par
tigcoes do mesmo tamanho;

IATG - lista que contém KS particoes.A S-ésima
partigdo possui, em ordem crescente, os In
dices dos vinculos gy ativos para o subsis
tema .0s vinculos gij= 0, por hipbtese, nun
ca serao ativos;

TIALG - lista com KS particdes; a S-ésima particfo
possui, em ordem crescente, os Indices das
linhas de S-ésima submatriz em AA, corres-

pondentes aos vinculos g{j cujos Indices a
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30 KIATG -

31 IATH -~

32 KIATH -
GRAGH.
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parecem na S-ésima particdo de IATG; essa
lista ,é necessdria por causa da exclusao
dos coeficientes das g‘-jao das submatrizes
em AA;

lista de tamanho KSj; KIATG(S) é o tamanho
da S-ésima particado da lista IATG ou IALG;
lista com KS particdoes; a S-ésima particdo
possui, em ordem crescente, os Indices dos
vinculosihg ativos; para o subsistema S;
lista de tamanho KSj; KIATH(S) & o tamanho
da S-ésima particdo da lista IATH.

Utilizada para o cdlculo dos gradientes das fun

gaes g(] e hL

Parimetros.

S
ALFA

JALFA
BETA

JBETA
33 GR

JGR
PLGR

- ativas, para cada subsistema.

/

nmero de refer8ncia do subsistema;

lista dos coeficientes das componentes do
‘vetor atividade dos vinculos gej(ou hq');
dimensdo da lista ALFA;

lista dos expoentes das componentes do vetor
atividade dos vinculos géi(ou h9~);

dimensao da lista BETA ;

matriz cujas linhas s2o constitufdas pelas
componentes dos gradientes dos vinculos g4
(ou h{j) ativos; para cada subsistema essa
matriz Seré KIATG(S)xN(S) (ou KIATH(S)xN(S));
dimensdo da lista GR;

passo da linha da matriz GRj;
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JX

IN
34 IND

KIAT

PCC

ULT

Dimensoes das

passo da coluna da matriz GR;
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lista com significacdo j4 mencionada;

dimensdo da lista X;

idem X;

dimensao

da lista N;

S-ésima particdo da lista IALG (IATH para

hyj )3

dimensdo da lista IND, i.e, nimero de vincu

los & (ou h{j) ativos;

passo da coluna da S-ésima submatriz da lig

ta AA (ou
{ndice do

submatriz

Listas da

CC para h,,'j )3

Subrotina GRAGH,

tltimo elemento da (5-1)-ésima
da lista AA (CC para h

Q')'

O dimensionamento das listas para o cdlculo dos

gradientes dos vinculos gq, ativos , é facilmente obtido,

resultando ,

JALFA
JBETA
JN
JGR
JX
KIAT

Ky
=1 _N(5).1(5);

i

JALFA;
L n);
K=l

gIATG(s).N(S);

1 N(K);

K=l

KIATG(S).

Notamos,portanto, que exceto para a lista IND,

que se obtém transferindo os fndices da S-ésima particao

de TIALG, dimensionamos as demais listas o suficiente para

incluir os dados necessdrios ao cdlculo dos gradientes
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para o subsistema S.

Saida da Subrotina GRAGH,

Quando utilizada para o subsistema S, a saida

consta da matriz GR (na forma de lista) com KIATG(S) linhas

e N(S) colunas, sendo cada linha constitufda pelas com-

ponentes dos gradientes dos vinculos gy (ou hO') ativos,

cujos Indices j estlo na S-ésima particdo da lista IALG.

GRAF.

Utilizada no cdlculo das funcgoes objetivo e des

repectivos gradientes, para cada subsistema.

Parfmetros.

ULTF
JULIF
ALFA

JALFA
BETA

JBETA

IN

JX
35 GRF

niémero de referfncia do subsistema;

lista cuja significac@o demos em (12);
dimensdo da lista ULTF;

lista dos coeficientes das componentes do
vetor atividade associado ao subsistema S;
dimensao da lista ALFA;

lista dos expoentes das componentes do vetor
atividade associado ao subsistema 5;
dimensao da lista BETA;

significacdo j4 aludida;

idem N;

idem Nj

idem N3

lista cujos elementos s8o as componentes do

gradiente da fungdo objetivo do subsistema
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SH
JGRF - dimens3o da lista GRF;
P - valor da funcd@o objetivo do subsistema S;
36 R - lista auxiliar;

JR - dimens@o da lista Rj

MF - indica o tipo de funcdo,i.e, MF=1 a funcio
objetivo tem termos polinomiais e éxponenqg
ais; MF=-1 a funcio objetivo tem somente a
parte polinomial e MF=0 a funcdo objetivo

tem somente a parte exponencial.

Dimensoes das listas da Subrotina GRF.

JULTF = S+ 1;
JALFA = ULTF(S+1);
JBETA = ULTF(S+1)-5;
IN = KS;
JX =z; N(K);
JGRF = N(S);
JR = N(S).

Portanto, para as listas JULTF, JALFA, JBETA e
JX, dimensionamos o sulficiente para incluir os dados
necessidrios ao cédlculo do gradiente e da funcido objetivo

do subsistema S.

Safdas para Subrotina GRAF.

Tré8s sdo os parfmetros de saida da subrotina

GRAF quando empregada para o subsistema S:
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F - valor da funcao objetivo;
MF - tipo da funcao objetivo no sentido anteri-
ormente exposto;
GRF - lista cujos elementos s3o as componentes

do gradiente da func@o objetivo.

Passemos, finalmente, & descricio da subrotina
ODIVAL que obterd a direcaoc vidvel para o problema mestre

no ponto Y, se a mesma existir.
ODIVAL.

A subrotina ODIVAL como j4 dissemos, tratard de
obter a direcdo vidvel de maior crescimento local para a
funcio objetivo do problema mestre (2), através do progra
ma linear III.3.44, além de incluir duas das modificacdes

propostas no capf{tulo IV :

- € -atividade para os vinculos yy j

- procedimento da redefinicgao.

A inclusao da € -atividade para os vincules gq
e hq é facil e serd discutida.
Iniciemos,apresentaﬁdoas etapas abrangidas pela

subrotina principal :

1- Teste de Otimalidade Prévio;
2— Geracdo da Matriz D;
3- Resoluci@o do Problema Linear;

4—- Teste de Otimalidade;
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5- Geracdo da Matriz das Diregdes Vidveis.

Teste de Otimalidade Prévio.

O presente teste verifica se o ponto X = (Xq,ee.
ceeyX,) onde X é solug@o Stima de P? e §=(§;,...;§ )
(3 Kk
fora obtido da otimizacdo unidirecional, é &timo, baseado
na nao existéncia de vinculos gif yi=lessk €  j=le...m,
ativos em X% , i=l...k. Se para todos subsistemas, ndo hou-
ver nenhum vinculo gj ativo em X; o entdo a cada res-
tricao g (xL- )\‘(‘3-&' estard associado um sé vetor multipli-

cador 6timo, o qual serd nulo. Logo :

K
(Yier, )(¥g, € R™) (%07 ;2= o)=,(+<zem"’")(§ GG, 2)=0).

deduz-se daf, a otimalidade de ¥ para o problema (2), e,
portanto, a otimalidade de X para (1).

Esse teste & possivel com base nas informacoes
oriundas do passo 1 do algorftmo (5), mais especificamente
a lista KIATG . No caso de ndo existir nenhum vinculo g{/

ativo teremos
KIATG(S) = O 5 =1 ... KS,.

Caso haja ao menos um vinculo g€/ y para algum
subsistema, ativo em X; , passamos & geragéo da matriz D.

Antes porém, se desejarmos considerar ¢£- ativida
de para os vinculos gy © hU , deveremos dispor de uma
subrotina que redefina as listas IATG, IALG, KIATG, KIATH,
e, IATH . Assim,por exemplo, IATG deverd conter os Indices

dos vincules g. ¢ -ativos. No presente trabalho ndo conside
i
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raremos a existéncia de tal subrotina, e portanto, ndo con
sideraremos € -atividade para os vinculos gq e hy .
Como vemos a introducao de vinculos gv e hq € -ativos nao

apresenta qualquer dificuldade.

Geracao da Matriz D.

Essa matriz (parfmetro da'subrotina @DIVAL) ser
vird de dado para a subrotina PROLIN, Assim sendo, deverad
ser construfda na forma da matriz A em (22), onde M re
presenta a matriz do programa linear III.3.44 considerando-
-se vinculos yy € -ativos e o procedimento de redefinicao.

A prépria subrotina principal encarrega-se de ge
rar a lista IATY, que contém, em ordem crescente, os indices

j dos vinculos EPM-ativos, ou seja , os I{ndices

Yy
tais que :

K
EPM Y bi-}.7, >0

onde EPM (parfmetro da subrotina ODIVAL) deverd ser conve-
nientemente fixado. Para tais Valgres de Jj, i.e, j € IATY ,
serdo consideradas as restricoes E 2¢€ 0, fixando-se os

z i dessas restricoes no valor —{‘, caso 0 correspondente
vinculo &ij seja ndo ativo (ou £ -ativo se considerarmos
vinculos gq £ -ativos) em X; + Nesse caso, apég fixados
os devidos ziyj em -1, se existirem, a restricao §;12g$ 0
passard a ter o segundo membro nado nulo. A lista CONTA (pa
rmetro da subrotina ODIVAL) terd para cada indice Jj em
IATY , o valor desse segundo membro .

Portanto, considerando-se essas variagdes nas

restricoes de III.3.44, geramos a matriz D, dado para a
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subrotina PROLIN que resolverd o problema linear.

Resolucao do Problema Linear.

0 problema linear resolvido para a matriz D
anteriormente construfda, tem seu valor étimo testado confor

me a etapa seguinte.

Teste de Otimalidade para o Programa Mestre.

Se o valor 6timo do programa linear f8r menor
que uma quantidade EPO (parfmetro da subrotina ODIVAL)
conveninentemente definida, entdo testamos o valor da quanti
dade EPM; se EPM = O temos y & &timo em (2) e X & Stimo
em (1); caso contrdrio, fazemos EPM=0 e geramos novamente
a matriz D. Por outro lado, se o valor 6timo f8r maior que
EPO, passamos & geracdo da matriz das direcdes vidveis.

Essa forma de manusear a §€-atividade para os

vinculos . é simplificada, podendo-se optar por outros

Yy
procedimentos (vide [29] ).

Geracao da Matriz das DirecOes Vidveis.

A matriz 2Z das direcOes vidveis (parfmetro da
subrotina ODIVAL) é gerada em vdrias etapas.

Essa matriz terd KS colunas, sendo cada coluna
constitufda pelas componentes da diregdo vidvel associada ao
correspondente subsistema.

Inicialmente colocamos em Z os valores Zjj
calculados pela subrotina PROLIN,

A seguir, recalculamos os Zj fixados inicialmente

em -1 pelo procedimento de redefinigdo (capitulo IV), se os
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mesmos existirem. Esse cdlculo é basgseado nos valores exis-
tentes na lista CONTA (vide 37).:0u seja, para cada elemento
nado nulo na lista CONTA, geramos um elemento correspondente

na lista BR(parfmetro da subrotina ODIVAL), tal que

BROMTY(T)) = _ 1, 4 (CONTAW)- E1-W)
CONTA(T)

onde E1 (parfmetro da subrotina ODIVAL) é uma quantidade
convenientemente fixada e W &a soma dos valores zy calcu
lados pela PROLIN para j€ IATY. Elementos nulos em CONTA
indicam a ndo exist&ncia de 2ij fixados no valor -1 para
o correspondente j em IATY. Nesse caso, todos esses Zj
serao calculados pela PROLIN ou serao nulos caso ggaao ra
ra Jj€ IATY.

Finalmente, colocamos os 2z, totalmente livres

no valor 1, obtendo-se a matriz das direcgOes vidveis.

Parfmetros da Subrotina ODIVAL.

Inicialmente descreveremos o significado de cada
parfmetro, calculando-se posteriormente as dimensdes das lis
tas. O usudrio de posse das expresstes das dimensdes das lis
tas presentes na subrotina, e, do significado de cada parfme
tro, poderd utilizd-la sem maiores dificuldades.

Entre os parfmetros destacaremos os dados a serem
lidos no programa principal, as safidas e as dimenslOes das
listas.

Para os parfmetros que possuem significacdo jé
mencionada em outras subrotinas, daremos simplemente o né-

mero da referéncia onde poderdo ser revistos.
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Dados ILidos,

AA - (8)

BB - (8)

CC - (8)

DD - (8)

EE - (13)

GG - (13)

X - (26)

Y - (27)

TALG - (29)

KIATG - (30)

IATG - (28)

TATH - (31)

KIATH - (32)

IGPER - (8)

N -(8)

L - (8)

M - (8)

ULTF - (13)

KS - (8)

MR - (8)
EPL - (vide PROLIN)

EPM - (37)

EPO - (38)

El - (39)

RC - lista cujos elementos sdo as compoentes do

vetor—-recursos b.

Parfmetros. Os parfmetro abaixo entram no cdlculo da diregﬁo

vidvel para o problema mestre (2), sendo gerados durante o



V.2

processamento

CONTA - (37)
BR - (39)
D - (337
GR - (33)
GRF - (35)

R - (36)

B - vide

C - vide

P _ vide
Ll - vide
L2 - vide
L3 - vide
IVNB - vide
IVB - vide
IATY - (37)
IND - (34)

PROLIN
PROLIN
PROLIN
PROLIN
PROLIN
PROLIN
PROLIN
PROLIN

Safdas da Subrotina ODIVAL.
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Na subrotina ODIVAL existem trés pontos de safda :

40 - 0 teste de otimalidade prévio & positivo, ou

seja, ¥ & étimo em (2) e X & Stimo em (1);

41 - o teste de otimalidade & positivo, i.e, § &
dtimo em (2) e X €& Stimo em (1);
42 - ngo ocorrem (40) e (41).

No caso (42) gera-se a matriz das direcOes vid-

veis que fica disponivel em 72 .
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Dimensoes das Listas da Subrotina ODIVAL.

As expressOes abaixo indicam como se poderi cal
cular as dimensdes das listas presentes na subrotina ODIVAL,
Lembramos que essas dimensdes correspondem aos valores maxi
mos quando o nimero de elementos das listas,depender dos re
sultados do processamento. | '

Antes de apresentarmos as expressoes sejam as de

finigGes de NLDuy e NCDuax :

KS KS
NLDway = L M(S)+ 3.1 _L(S)+ MR + 1
J=1 S=i
Ks KS
NCDmw =L _N(S) + L.L(S) + 1
J=4 =1
Temos 3

KS
JAA = E L(S).N(S)

$=4

JBB = JAA
KS

JCC = §: M(S).N(S)
=4

JDD = JCC

JEE =¥ _(2N(S)+ 1) + ¥_ (N(S)+ 1)

Jer S¢x

JGG = JEE ~ KS

]

KS
JX =) N(S)
529



JY

JRC

JCONTA

Jz

JBR

JD

JGR

JGRF

JR

JB

JC

By

JIATG

JIALG

JKIATG

KS MR

i

]
=
=)

= MR

= Max { N(S).Max { L(s),M(5)}}

Sz4...K5

Max {N(S)}
Sz4..ks

JGRF

]

ONLD

NLD pax

2(NCDyay ~ 1)

KS

Y L(s)

JIATG

]

KS

"

[2(nop,,, - 1)+ 1) + VLD

148
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KS
JIATH = E M(S)
J249
JKIATH = KS
JIATY = MR
KS
JIGPER = MRJKS - EL(S)
J':d

IND = Max {L(S),M(S)}

S=24... KS
JN = KS
JM = KS
JL = KS
JULTF = KS+ 1
JIVNB = 2(NCD,a - 1)
JIVB: = (NLDys, - 1)
JL1 = 2(NCDuax =1)
JL2 = (NLDwmax - 1)
JI13 = (NLDmax = 1).
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SECCAO - EXEMPLO.

A presente seccdo terd por intuito testar o fun
cionamento da subrotina ODIVAL, cuja listagem é apresentada
no apéndice B.

No exemplo que abaixo apresentaremos, as fungoes
dadas- funcdes objetivo e fungbes vinculo -, possivelmente
sé cumprem com as hipéteses de diferenciabilidade.

0 exemplo proposto, cujas funcOes possivelmente
nio sdo cbncavas ou convexas e nem tdo pouco 0s pontos
iielRm solugbes 6timas para os subproblemas ﬁz , tem por
finalidade testar o funcionamento da subrotina CODIVAL. Para
isso, é suficiente verificar se cada etapa é perfeitamente
executada, independentemente, repetimos, das hipb8teses de
convexidade-concavidade e otimalidade dos pontos Ei .

Destarte, dados pontos ')'Zt-élkﬂi, as funcdes e seus
gradientes devem ser perfeitamente calculados. A matriz D
corretamente gerada. O problema linear corretamente resolvi
do, possibilitard obter-se a direglo vidvel supondo-se todas
as modificacdes objetivadas pelo procedimento de redefinigéo.

A correta execucao de todas as etapas, poderd ser
verificada na impressdo dos resultados constantes da listagem
do programa para o exemplo testado, cujos dados a seguir apre

sentamos.

MR = 3
KS = 3

EPM = 0,100
EPO = 0,001
EPL = 0,001
El = 0,010
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RC

]

(7,0 5 5,0
Y=(ys;vy;v
1,0 5 1,5 5 1,5 3

Dados para o subsistema 1. Seja X, = (a,b) .

£, (x4) =—Z’—z- + %2-

g, (x,) =a* + £

S0 (x4) =0

g (xa) = & +¥

hy (x4) = —Z’i+ —2—2
% = (1,0 ; 1,0)

Dados para o subsistema 2. Seja xzz(a,b) .

R

fa(xp) = -+ b

% (x,) = a+b

2

0o (Xg) = a

2

g23 (Xg) =D
.iz = (1,0 ; 1’0)

Dados para o subsistema 3. Seja x3 = a.

f3(X3) a

]

4

gs, (X3) = a
ng (X3) = 1’5 a

833(7(3) =0
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Listas,.

IGPER =
IATG =
IALG =

KIATG =
IATH =

KIATH =
ULTF =

Dos

fl

AA

i

DD
EE

GG

Cédlculo

(2 ;33 2)
(1 ;035 0)
(2323 1)
(2 5 3)
(1513535 2)
(1513335 2)
(1; 2 5 1)
(1) .

(1 ;035 0)
(053363 8)

dados para

(0,0 3 1,0 5 0,5 3 1,0
1,0 ; 0,0 3 1,0 ; 1,0
(2,0 3 2,0 3 2,0 ;3 2,0
1,0 ;3 1,0 5 2,0 ; 4,0
(0,5 ; 0,5)

(2,0 ; 2,0)

(0,0 ;3 0,5 3 0,5 ; 0,0
1,0)

(2,0 3 2,0 3 2,0 ; 1,0

(iéii;;;;)

da dimensoes das listas.
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08 subsistemas decorre :

3 1,0 3
1,5)
3 1,0 3
2,0)

1,0 ; 0,0

-e

-e

2,0 3

“e

;s 0,5 35 1,0

; 1,0)

(,0 3 1,0 5 1,0 ; 1,0 ; 1,0)

Esse cdlculo é facilmente feito a partir das ex

pressoes em V.2

NIDmax= (1+0+0) + 3(24342) +3 +1 =

26
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NCD mex = (242+1) + (243+42) + 1

JAA
JBB
JCC
JDD
JEE
JGG
JX

JY
JRC
JCONTA
JZ
JBR
JD
JGR
JGRF
JR

JB

JC

Jo
JIATG
JIALG
JIATH
JKTIATH
IND
JN

JM

JL
JULTF
JIVNB

2,2 3.2 2.1 = 12
12

1.2+ 0.24+0,1 = 2

2

(24 1) + (241) + (1+1)

8-3 =5
2+ 2+1 =5
3.3 =9

3

3

9

3

(2(13-1)+1).26 = 650

6
2

2

26,26 = 676 (fixado em 256)

26

2(13-1) = 24

7 (fixado em 4)
7 (fixado em 4)
1

S W W W

2(13-1) = 24

]

153
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JIVB = (26-1) = 25
JL1 = 24
JL2 = 25
JL3 = 25

De posse desses resultados a subrotina ODIVAL
pode ser utilizada na obtencgdo da direcao vidvel, a qual
para o exemplo proposto poderd ser observada na listagem

dos resultados constantes do apéndice B .
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

0 algoritmo estudado apresenta particular impor
t4ncia gquando o ndmero de restricoes que definem os conjun-
tos X;€ R™ , ¢ grande em relagio & dimensfo m do vetor-re—
cursos. Tal fato, liga-se a aplicacdo do método de direcgles
vidveis ao problema mestre, com consedqliente decentralizagao
do trabalho computacional. Para que se possa assim proceder,
importante resultado fora demonstrado, o qual deduz a equi-
valéncia entre os problemas mestre e original, excéto pela
diferenciabilidade de suas funcles objetivo. Além disso,
tendo-se a solugdo &tima do problema mestre, pode-se imedia
tamente dispor da soluc@o do problema original.

Na otimizacdo de sistemas nido-lineares de gran-
de porte decomponiveis, o procedimento iterativo proposto
pela coordenacao primal, pode ser o caminho decisivo para
resolucao de tais problemas , j4 que reduz o trabalho compu
tacional & resoluc@o de uma sequencia de subproblemas menores.

No curso de toda dissertacdo , papel de impor-
t&ncia bdsica é dado As fungoOes pertubacio, cuja néo diferen
ciabilidade em ... seu domfnio Y; , leva & obtengdo de
um algoritmo cujas propriedades de convergéncia ainda s@o pro

blemas em aberto. Notemos dessa forma que a decentraligzacglo
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computacional conduz a uma interessante pesquisa, qual seja,
a determinac@o de condicdes que levam 3 convergencia do al-
goritmo estudado. A

Mostramos que a diferenciabilidade local de algu
mas funcoes pertubac@o, pode ser utilizada com vantagem
computacional, diminuindo n&o somente o trabalho computaci-
onal na resolucdo do problema linear de obtencdo da direcao
vidvel, mas também o espaco de membria requerido.

Visando ainda tormar vidvel o emprego da diferen
ciabilidade local quando ela ocorre, desenvolveu-se, quando
os subproblemas Pi sao resolvidos por um método de dire-
coes vidveis, um critério de detecdo dessa propriedade, ba-
seado somente nas informacoes oriundas da resoluggo do max-
-min no ponto de 4timo §; para o- subproblema Pk. .

Como resultado computacional, elaborou-se uma
subrotina em FORTRAN IV a qual obtém a direcdo vidvel para
cada iteracdo do algoritmo.

Queremos finalmente ressaltar que dois estudos
merecem atencao , quando o intuito é a prova da convergéncia

do algoritmo

- introducido e estudo da € -atividade para os
vinculos gq constantes no problema diretor;
- estudo do comportamento das funcgdoes pertubac®

na fornteira de seu dominio.
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APENDICE A

DEFINICOES E UM TEOREMA PARA FUNCOES CONCAVAS

Apresentamos a seguir definicoOes largamente uti
lizadas no presente trabalho, as quais podem ser encontra-
das em Rockafellar [ 327] ou Geoffrion [127] , onde sdo deta
lhadamente analisadas.

| Um teorema para obtencao da derivada direcional
de uma funcgdo cBnecava & enunciado, cuja demonstragdo pode

ser encontrada em Rockafellar[32] .

Definicdes.

Seja f : X—R , onde f & uma funclo cénca
va em XCR" convexo e g : X—=R™ & convexa em X.
)

@

Definicdo- Seja o problema primal na forma cand

Maximizar £(x) S.a g(x)$0
x€X

0 problema (1) é definido como problema nao pertubado e de-

notado por Py .
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Definicdo- Definimos problema primal pertubado

ao problema :

Maximizar f(x) s.a g(x)€y
xeX

m
onde y ¢ qualquer vetor no R , sendo definido como vetor-

-pertubacao associado ao vinculo g de B . O problema

(2) & denotado por Py .

Deéfinicio- Dado o problema (1), a funcdo pertu-

bacdo v associada ao vinculo g de Bo é definida por:

v(y) = Sup{ f(x) s.a x€X A g(x)¢ y}

onde v : Y= R, sendo

v 2{ ye"| (3 xex) (g(x) ¢ v))

Observacdo : se considerarmos que o supremo de uma fungao

num conjunto vazio & -c0 , poderemos definir v no JR™,

estendendo o espago do contradominio para RUf-wsa) .

Definicdo- 0 valor étimo do programg (1) & defi

nido como
Sup{f(x) I x€X a g(x)e 9_}

Admitindo que Sup{f(x)l xXe€ ﬁ} 2 ~o , temos que o problema
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(1) sempre terd valor étimo sendo possivelmente —o ou+co .
Definigéo- Suponhamos que f(.) seja finita para

x=X . Diremos que um vetor $€ER™ & supergradiente de f no

ponto X se

(¥xeX) (£(x) ¢ £(x) + ¥ (x3)).

DefinigBo- Seja X € IntX. Definimos derivada di
recional de f em X e na direcdo h€R", ao valor do limi

te

1im _FEh)-F(2)
6-"0 6

se 0 mesmo existir. Caso o limite exista denotamos seu valor

por f’(i;h) .

Teorema.

Seja % €IntX, sendo f(X) finito. Entdo

(¥heR™ ) (£(Z;3n) = min{ pth' p é supergradiente
de f em X } ).



APENDICE B

LISTAGEM DOS RESULTADOS CCMPUTACIONAIS.
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DO N0

]

OO0

1202

1001

1003
1005

1004

93

PROGRAMA PRINC IPAL

DIMENSTON AA(12),8RU12),CC(2),DD(2Y,EEL8),66{(5),
X5 ), Y9}, RCU3V,CONTA(3),Z(9),BR(3),D1650),GR(6) ,
2ORF{2}Y,GHIZ2),BL2561,0(26),0(24)4R1{2)

INTEGER S,PLD,PCD,PLY,PCYsPLGRyPCGR,4PLZ,PCZ,TIPO,
1UTIAG,UTTAH, N(?),P€3)9L(3)yVIATF(3) KTATH{2),
ZULT%(Q) ALG{4)yIATH(l)’IATY(3371@PER(Z)9IND(3’!
3ZNR,PLALPC A, IVNB(Z24), IVB{25),L1024),L2(25),L3(25),
LIATGL4) 4PCC

LETTURA DE NDADOGS

READ (8,1001) {IATG{1},1=1,4},(1ALG(I),I=1,44),
LIKTIATGU IV y1=143) y TATHIL) o (KTATH(T )y I=143 0, (L {1),1=1,3),
2EMET )N, 1=1,3 ), INUT)y I=1,3 0, { IGPER{I}, I=1,2},KS,MR

READ {8,1002) {(UYLTF{I),y1=144)

FORMAT (412)

READ (8,51003) {RC(INI=1,314(Y{T),1=1,9) X {(1)41=1,45),
JLAALT Y 21=1412) 4 (RBLI)Y41=1412)454CC{1)eI= 142)+{D0(1)5 =1
2(EE{1¥4,1=1,8),4{GGLT),1=1,5)

READ (8,1005) EPM,EPO,EL,EPL
FORMAT (8911)

FORMAT {26F3.1)

FORMAT (4F5.3)

IMPRESSAC DOS DADOS
HWRITE (5,1004)

FORMAT (*17,28X,' IMPRESSAO DOS DADOS *)
WRITE (5,93} ({1ATG(I)1=1,4),{TALG{I),I
3

=1l,4),
JUIKTIATGOT) y I=1 3 ) IATHAL) K TATHLE T), I=1,3),{L{1),1I=1,3),
20T 9 I=1,3) 3 (N{T)3I=143),(IGPER{I)4y1=1+2),KSyMR

FORMAT {/7///7/715X1612))
WRITE (5,97) (ULTF{I),I=1,4)

27 FURMAT {///5X,413)

WRITE {5,94) EPM,EPC,ELlEPL

94 FORMAT {/77415%4F5,3))

WeITE {(5,95) {RCLTIIZI=143) 9 (VLT ) 4I=149)4{X{1)41I=1,51},

B-2

123y -
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- e i i VI Pt e b — ——— “’w*-wmm-
T(AMCT) yI=0,512),(RBCT),1=1,12),(CCLI),I=1,2),10D11),1=1,2),
2{EE(TI)1=148),{CGIT1),1=1,5)

95 FORMAT (/7/7(5X,15F4.1))

CALL ODIVAL (ﬁAy]?vﬂ 112+C0012+98D3 2+ EEs 846695,
Xa5 Y 19 4RC3+,CONTAB,Z+:9,BR,3,
Dy650 ,GR,@,GRF,)y Rs218,2564,042640,
24y TALG 44 KIATGs 24 TATG 44, 1ATH, 1,
KTATH s34 TATY +3,IGPER,2,INDs3,N,3,
Ly3eMe3,ULTF 4, IVNByZ4,1VB,25,L1,
249l 2425450 3425,KSyMR,EPM,EPO,E]1,EPL)

RGNSV S

CALL EXIT
END
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DA DIRECAD VIAVEL PARA UM PROBLEMA %

* DE OTIMIZACAO DE UM SISTEMA NAO LINEAR DE *

* GRANDE PORTE DE ESTRUTURA DECOMPONIVEL E O
¥ FUNCAD ORJETIVDO NAQ DIFERENCIAVEL *
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ETAPAS DA SUBROTIMNA ODIVAL *

1, 1o o wde ale al, Al e wle Ay Nt ’1, te ', Lo ale olp uls .
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« TESTE DE

OTIMALIDADE PREVIQ e - -

% GERACAQ DA MATRIZ O -
% RESOLUCAU DU PROBLEMA LINEAR #

TESTE DE OTIMALIODADE *

SUBRDUTINE

% GERACAD DA MATRIZ DAS DIRECQES VIAVEIS

ODIVAL{AA,JAA,RBR,JBB,CC,JCC,DD,JDD,EE,JEE,
GGyJdGGs X9 dXsY s JY, RC,JRC,CONTA,JCONTA,
29J7+BE3JBRyD+JDyGR,JCRIGRFSJGRFy R IR,
BydBsCyJdCy 0y J0s TALGyJTALGKIATG,,JKIATG,
IATGJIATGyIATHYyJTATH K TATHSIKIATHTATY,
JIATY ZIGPERZJIGPER,IND,JINDyNyIN,LyJL,
Me M ULTF,JULTF,IVYNB, JIVNB,TVB,JIVB,
LLosJdl1sL29JL29L3yJL3,KSsMR,yEPMLEPDYEL,
EPL)
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83
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DIMENSTON AALIART 4BBLJBRIHZCCIJCC),,DD(UDD),, EE(JEE},
GG(JF63 XEIX )y Y LdY ), RCOJRC) y CONTA(JCONTA),
ANV I RR(JBD),W(JD)yGP(JGP),fRF(JGRF),
Q(JP3,Q(J5),C(JC),C(JJ)

INTEGER TALGUJIALG) KIATGIJKTIATG) ,IATGUJIATO ), JATHIJIATHY,
KIATHOJKTIATHY, IATY{JIATY ), IGPER(JSIGPER ), IND{JIND),
NEIN) LIy MOOMY, ULTRFUJULTF Y IVNRCJTIVNB Y,
TVRLJTVEBY o L10JLL) s L20JL2) ,L3{JL3),S,PLD,PCD,yPLZ,
PCZyPLGRyPCGR4PLY»PCY»TIPO, UTIAGyUTTAH, ULT

LR R R R SRR BN BN R AR BN R A I I B R BRI R R I R I T R B I 'Y

« TESTE DE OTIMALIDADE PREVID .
« VERIFICAR SE TNDOS KIATGUS) SAQ NULDS .

LEERE R B BN A IR N I R B B A A 2 I B I BN K B IR I B R B B B N B B R I

D3 1 S=1.X

IF!KIATB(S LEQ.0) GO TO L
GO T4 S

CONT INUE

RETURN

« GERACAD DA MATRIZ D .
« DIMENSIONAMENTY DA MATRIZ D EXCETL ACOGPLAMENTO .
. CALCULO DO NUMER(Q DE LINHAS/NLD/ .
« CALCULO DO NUMER{D DE COLUNAS/NCD/ .
. CALCULS DO NUMEROQ DE ELEMENTOS/ND/ .

S 9 4 2 8 0 S8 R O DO OV L LS S S P ST S S B S GO0 SN B 2eD S SO N0N NS B s

NLD=1
NCD=1

DO 10 S=1,KS
ITFIKIATGISYGERQ.CY GO TO 1C
NLD=NLD+3XKIATGIS) +K IATHI(S)
MCO=NCD+KIATGISI+N(S)
CONTINUE

ND=NLDHNCD



|

OO,

Y Y O

]

O OO

on

ORSES!

e RS Ne

et R et P . == . i e
« DIMENSIONAMENTO DO BLOCO DE ACOPLAMENTS .
GERACAD DA LISTA TATY DOS TNDICES DOS VINCULCS
PASSO DA LINHA DA MATRIZ Y
PLY=1
FASSD DA COLUNA DA MATRIZ Y
PCY=MR
KIATY=0
DD 21 K=14MR
SOMAY=0.

DN 22 S$=1,KS
KH10={K-1)%PIY+{S5-1)%PCY+]

22 SOMAY=SOMAY+Y (KH10)
IF{RCIKI=SNMAY.GTEPM) GO TO 21

B-6.

EPM-AT IVOS

NUMERGS DE LINHAS DO BLUCO DE ACOPLAMENTO/KIATY/

KIATY=KIATY+]
TATY{KIATY ) =K

21- CONTENUE - S e

NUMERD TOTAL DE ELEMENTOS DA MATRIZ D/ND/

NO=ND+NCO*KIATY
WRITE 15,84)

8% FORMAT UJ//77/7777728X,° IMPRESSAD DOS RESULTADOSY)

WRITE {(54,85) KIATYL{IATY (1) 41=1,KTATY} NDyNCD

85 FORMAT (77/775KYKIATY=",12/7//5X,'LISTA [ATY ={?,

ITL% Y s T14%)*/77/5X " ND = NUMEROD DE ELEMENTOS

DA,

2 MATRIZ D = *Y,14/7/7/75X,"NCD = NUMER(G DE COLUNAS

3'DA MATRIZ D =%,13)
ZERACAQN DA MATRIZ D

DO 11 K=1,ND
11 D(K}¥=0.

DEFINICAQ DOS INDICES/J2412,UTIARUTIAGY

k4
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OO0

RO ERNEe!

1

o

~

P D=1

PASSO DA COLUNA DA MATRIZ D

PCOD=NLN+KTATY

GERACAN DOS ELEMENTOS NAO NULOS DA MATRIZ D

EORMAT (L1HYL///5X,15)
DN 12 S=1,KS§
JO1=KITATG(S)
J02=N{5)
JO3=KIATHIS)
IFUJ01.EQ.0) GO T0 4
DD 13 K=1,401

J=J2+K

I=12+K

KHI=I%PLD+1
KH?=KH1+2% JO1+J03
KHZ=T*%PLO+J%PCD+ ]
KH4=KH3+J01

KHE=KH4+J0 14003 -

3

CALCULD DA PRIMEIRA COLUNA DA MATRIZ D
CALCULG DAS SUBMATRIZES IDENTIDADE E MENQOS IDENTIDADE
CONTIDAS NA MATRIZ D

D{KHl)=1.
DIKH2Y =1,
DIKH3)=1.
D{KH4 =1,
DIKHS)=-1.

TRANSFERENCTA DOS INDICES DAS LINHAS DAS MATRIZES DGS
COEFICIENTES DOS VINCULDS & ATIVOS DA LISTA TATG PARA IND

DO 14 K=1,J01
KH6=UTIAG+K
INDIKI=TALGIKHE)

CALCULOC DAS DIMENSCES DAS LISTAS E MATRIZES PARA OBTENCAD
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OO

YOO

[ e Nel YOO

SRR NS

YOO

16
15

17

DAS GRADIENTES DG5S VINCULGS 6 ATIVOS PELA SUBRROTINA GRAGH

JAA=0

JX=0

PO 8 K=1,5
JAA=JAA+NIKIRL(K)
JX=3X+NK)

CALCULC DOS GRADIENTES DOS VINCULOS 6
ATIVOS PELA SUBRUTINA GRAGH

CALL GRAGH {SyAA, JAALBB,JAA,JAA-JO2%RLIS),PLGR,PCGR,N,
KSeL(ST s INDsJOL o X s X9 BR,JG1LRIO2)

COLOCACAO DOS GRADIENTES DAS 6 ATIVAS NA MATRIZ D

DO 15 X=1,401

I=1+1

DO 16 J3=1,J02
KAT={K-L}*PLGR+{J3-1)%PCGR+1
J=J+1

KHI=]%2PLD+JPCD+1
DIKHR)=-GRIKHT)

J=4-402

TF {JO3.EQ.0) GO T 99

TRANSFERENCTIA DOS INDICES DOS VINCULOS
H ATIVOS DA LISTA 1ATH PARA LISTA IND

DO 17 K=1,403
KHEe=K+UTIAH
INDIKI=IATH{KHE)

CALCULC DAS DIMENSOES DAS LISTAS E MATRIZES PARA QBTENCAD
DAS GRADIENTES DOS VINCULOS H ATIVOS PELA SUBROTINA GRAGH

JCC=0
DG 7 K=1,5
JCC=3CC+MIK)xN{K)

CALCULO DOS GRADIENTES DOS VINCULGS H
ATIVOS PELA SUBROTINA GRAGH

CALL GRAGH (S,CCyJ0C.DD,JCL,JCC-J02%MIS),,PLGR,PCGR N,
KSyMIS), INDyJO3 9 X5 IX,GR,JC1J02)

COLOCACAND DOS GRADIENTES DAS H ATIVAS NA MATRIZ D

B-8
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OO

YOO OO0 O

[ ]

26

29

31

[MA=]

VERTFICAR SE 0O INDICE TATY(K) ESTA EM IATG.CASO AFIRMATIVO
GERE 1 INDICE DA COLUNAYNVATA/DA SUBMATRIZ
CORRESPUONDENTE A0 SUBSISTEMA S

NVATA=C

DO 28 J=1,401

I=13+J

IF (TATGUII-TATYI{K}I30,29,31
MVATA=NVATA+]
KHZ21={NLO+K-1)¥PLD+{KH20+NVATA)*PCD+]
DIKH21)=-1.

CS=0.

[2=MR-1(S)

GO TN 24

MYATA=MNVATA+]

CONTINUE

VERTIFICAR SE O INDICE TATY(K) ESTA EM IGPER

I2=MR-1.{S)
IF(I2) 32,32,33

EXISTE IGPER PARA SUBSISTEMA §

DO 325 J=1,12
I=11+J

TFCIGPER(TII-TATY (K} ) 35,36,32 -

CS=1.
G0 70 24
CONTINUE

NAD EXISTE PARA O SUBSISTEMA S A LISTA IGPER

CS=1.
KH20=KH20+J01 +N(S) = IMA
I1=71+712

I3=J01+13
VONTA=VUONTA+CS

VALOR REDEFINIDO A SER COLOCADD NA PRIMEIRA
COLUNA DO BLOCD DE ACUPLAMENT(

CONTA(KI=VONTA
IFIVONTALER.O.) GO TC 24
KH22={ANLD+K-13%+PLD+1
D{KH22)=VONTA
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O

OO,
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DGO

19
18

D0 18 K=1,J03
1=7+1

NO 19 J3=1,J02
KH7={K=1)%PLGR+(J3~1)%PCGR+]
J=d+1

KH3 = 1#PLD+J*PCD+1
I{KHB)=~GRI(KHT)

d=d-402

CALCULMG DO GRADIENTE DA FUNCAD CGBJETIVO DD SUBSISTEMA S

99 CALL GRAF {S,ULTF,S+1,EE,25,GG,21,

27

NyKSeXy Xy GRF 2 JO2+4F 4 MEy Py NIS))
COLOCACAL DO GRADIENTE DA FUNCAD £ EM D

D0 20 K=1,402
J=ad+1
KHO=J%*PLO+1
DIKHGI=GRF{K)

REDEFINICAG DOS INDICADORES/I2,J2,UTIAG,UTIAH/

[2=12+3%J01+4403
J2=J02+402+401
UTIAG=UTIAG+JO!
UTTABR=UTIAH+JO3
CONTINMNUE

TESTE DE EXISTENCIA DO BLOCO DE ACOPLAMENTOD DA MATRIZ O

ITF{KIATY..EQ.OIGO TO 23

T

GERACAQO DO BLOCC DE ACOPLAMENTQ

DO 24 K=1,KIATY
KH20=0

1i=9

13=0

VONTA=0.

DO 25 S$=1,KS
JOL1=KIATGI(S)

IF (J01126427,26

0 SURSISTEMA S NAO PASSUT SUBMATRIZES NO BLOCH DE ACOPLAMENTO

IMA=0Q
GO TO 21

P sy,
[ -—w«g—%&n;. R
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24 CONTINUE

WRITE (5,96) (D(T1),I=1,ND)

Gh FURMAT {1H1//7//715X,YMATRIZ D {COLUNA APOS COLUNAYY,

23

27

1

1
2

F/71715X,4E16.7))

% 4% 4 0% 5 23 S S S B E S SO BN CTE O OCN IO LN L s

« RESNLUCAD DO PRUGRAMA LINEAR .

4 9 8 0 0 9 0P D O S S DS O e D s 0B P S L 9L AT

CALL PROLIN {(D,ND+{NCD-1)*PCD,8,PCD%PCD,L,PCD,IVNB,
2¥(NCD-1) 4 IVR,,PCD-14NCD-1,PCD-1,TIPO,PLD,PLD,
Ll,2%(NCD=1),L24PCN-1,0L3,PCD-1y0,2%{NCD-1),EPL)

LR IR B A IR L I I I B B B B R IR B R R R I I NI IR I I IR I A B NI N N NN R

. TESTE DE OTIMALIDADF PARA (0 PROGRAMA MESTRE

LAE R B DL B RN B IR I B A B O I BN B AN I R IR IR S Y B R N B I R R N Y B NP B R A A SN

IFIDIL)WLT00e0RMNILYGTLEPDY GO TO B

TF {EPM.GG.0.) RETURN : : .
EPM:OQ

G T4 9

® 4 0 8 2 @ +. 5 ¢ 02 5 S BN S B E B L BTSN G BN e eSS EN IS e D

« GERACAD DA MATRIZ /727 DAS DIRECDES VIAVEIS .

€ 6 8 0D 9 8 TGRS IS O L CE PR SSN TSN DER O NN E D SO TG

TERACALD DA MATRIZ

NEZ =K S MR
DO 37 4=1,NEZ
Zi4)=0.

PASSOS DA L INHA E COLUNA DA MATRIZ Z
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OO0

OO

A

Yy OY O

29

38

41

42

43

44

45
40

COLOCACAD DOS VALORES 773 CALCULADOS
PELA SUBROTINA PROLIN N& MATRIZ

DD 38 S=1,KS
JO1=KTATGIS)
IF{J01.EQ.0) GO TO 38
DO 39 J4=1,401

Jl=J+JA

J2=J+J°R
KH23=PLZX(TATG(J2)-L)1+PCZx (S-1)+1
ZIKH23 ) =01J41)
JA=JOL4NISI+JA
JB=J01+J8

CONTINUE

TESTE DE EXISTENCIA DA LISTA BR DGS VALORES USADOS
NA REDEFINICADC DGS CORRESPONDENTES Z1J

IF{KIATY.EQ.OY GO TG 44

GERACAQ DA LISTA BR

D0 40 J=15KIATY R -

IFICONTALUI Y 42,41,42
BRETIATY (Y I=-2.
GO T8 40

CatcuyLc DE BRUN

W=D,

DO 43 I=1,KS

KH?25=PLZ* (TATY{ ) -1 +PC 7 (1-11+1

W=W+7Z{KH25)
BRYOTIATY(J))==1.+{CONTALI)=EL1-WI/CONTAL(I)
TELRR{IATY{J ) ) L Eel e dANDLBRFITIATYIJ )} WGE-1 41 GO TO 40
IF(1-8R{TATY{ I} 44440445

BROIATY(JY)=1.

GO T 40

BRETIATY{J})==-1.

CONTTINUE

IN=NCD-1

WRITE (5,99%) (CONTALTI), I=1,KIATY)(BR({I),1=1,3,2},

B-12
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SRR

o8

46

53
54

43
55

47

Q0

AEI6LT// /5K, T LISTA

1D{LY{CUTH,1=1,IN)

B-13

FORMAT {(YHL//7//7775X*LISTA CONTA = [ ,E16.7,',%,

CALCULC D3S 7213 HAC OBTIDGS PELA SUBROTTIMA

JCc=0

JR=0

DO 47 $=1,KS
JD=MR=1L(S)
JO1=KIATG(S)

DO 48 J=1,MR
1F(JN.EQ.0) 6O TG 50

VERIFTICAR SE O INDICE J ESTA EM IGPER

DO 49 I=1,4D

I11=1+JC
IFUIGPER(TL)=-J)49,48,50
CONTINUE

IF(J0LI.EQ.OY GO TO 51

VERIFICAR SE O INDICE J ESTA NA LISTA IATG

Dy 52 1=1,401

T1=1+J8
IAFATGEIILE)-J152,48,51
CONT INUE

TFIKTATY.EQ.0) GC TO 54

VERIFICAR SE 00 INDICE J ESTA NA LISTA TATY

DO 52 I=1,XIATY
TFTTATY(1)~-d) 53,548,554
KH24=PLZ3x{J-13+PCZ*#{S~-1}+1
Z{KH24)=RR{J)

GO TO 48

C ONT INUE
KH24=PL 7% ( J=134#PCZ%1S—-1)+]
Z{KHZ244=1.

CONT INUE

JC=JdC+ 4D

JB8=J8+J01

CONT I NUE

WRITE (5490) {7Z11)+1=1,9)

FORMAT {1HL////7/20%,*DIRECAQ VIAVEL-MATRIZ

LELOL T3 3/ /775X, LISTA BR = (',E16.7,',*,E16.7,
2 )/ /775X, YWALCR OTIM0 DG PROBLEMA DIRETOR
O = (" 43F16.77/(16X,3E16.7/1)

=
b

PROLIN

VAN



T — g

1/ /77/745%,3C14.7))
RETURN
END

R — VORI S
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DD OO0 O00 D00
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*

Al
pr

RESOLULCAD DE UM PROBLEMA DE MAXIMIZ

m:>

LA .
< Ay " T Ny

EM PROGRAMACAD L IMEAR SEM RESTRICOE -
NAOG-NEGATIVIDADE <
i
1% 3 s e e e e e e e e s el sl e i e st e sfe sk e sz sieofe 3 sl e sle sl s o e sk
33 F e e s e e e ool ool sioseieosle S seslosk S S sl e e sl s st ik o

36 3% 5k

PARANETRD DE SOLUCAD
TiPO=1

TIPN=0

TIPO-INDICABOR DO TIPG
STLUCAC INFINITA
SOLUCAQ FINTTA

o

e g 3¢ e iz sle sl e s sie e sl v 3z sjesle si s e el sl ek s e sl s o e Be 33k K R ek e ko K
e s ol ook sl sl e sle e st 3ol sk stk s sl sl ool sk sl e sle ste
ETAPAS DA SUBROTINA PROLIN *
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. sk
ADAPTACAD DA MATRIZ DOS COEFICIENRES AS RESTRICOES *
DE NAD NEGATIVIDADE 5
INTRODUCAD DAS VARIAVEIS DE FOLGA *

DETERMINACAD DA CCOLUNA PIVOT S
TeESTE DE OTIMALIDADE s

DETERMINACAN DA L INHA PIVODT s
DETERMINACAD DA NOVA SCLUCAD VIAVEL E DO VALCR %
NA FUNCAD OBJETIVO *
DETERMIMACAD DOS NOVOS COEFICIENTES RELATIVOS DE CUSTO =
DETERMINMACAG DA NGVA MATRIZ INVERSA %
REQRGANTIZACAD DE LISTAS %
“\‘,fﬁ - — S

AR R RS Y w.vpk::c e S e i 3 3R i 3T 3k 3k S S sl e ) 2 st 33l sl stk S e
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SUBROUTINE PROULIN (AyJ1+8+JdB4CHJC, IVNBsJIVNB,IVB,JIVE,

1TIPO.PLAWPCAyLLyJL1sL2,J02+13,JL3,0,J0,EPL)
DIMENSION ALJLY REJBYL,CUICH, GLJT)
DIMENSION L1{JLL),t20dL23,03(JL3)

INTEGER TVANR{JIVNR) ,IVB(JIVBY},TIPO,PLA,PCA
REAL MAX

R EEREEEREEE NI I I Y R N Y NI B N B IR B B

. ADAPTACAD DA MATRIZ DOS COEFICIENTES &
. AS RESTRICAES DE NAO-NEGATIVIDADE .

5 6 8 2 A0 T 2 A T S N C N AT OB AN ST E NSNS Oe T e

DO 1 Jd=14¢N

KT=M+1
D1 TI=1,KT
I=11-1

NL=PLAI+PCARJ+]
N2=N1+Ne(M+1)

AIN2)I==A{N1)
N=2=N

DO 40 KX=1,N
LL{K)I=K
TVYNB{K)=K
DN 2 T=1.M
TYBITI=N+]

L10=N
L 20=0

. INTRODUCAD DAS VARTAVETS DE FOLGA .

BN EENEE I TR N T N I S R R IR R I I I IR A B B

Ml=M4]

DO 2 I=1.MM1

DO 3 K=1,M
KH={I-11*PLA+KHPCA+]
R{KHY =0,

Ny M,



OO OO

OO0

Ly
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TF{KLER.T-1)RIKH)=-

- e I e B
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e -t 2 e
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®

« DETERMINACAD DA

COLUNA PIVD E

.

GEPACAD DO VETOR C .

@ 8 9 % B 9 B 68 & 0 8V A S P NS E OO S W S OB DL A S BT ES ST DL ENCT DS S e

MAX=0.

01=0.

TF{LIOL.EGQ.D) GG T0
CALL DETMAX (A,J1,C
IFIL20.EQ.0)Y GO 70
Do 7 I=1,L20
KH=L2{1}xPCA+]

TFIBIKH) JLELOQLY 50 TQ 7

KS:::I
D31=RB{KH)
CONT INUE

4 8 8 % t o 8T E 4 B0 a0t et s DEC O S SO

« TESTE DE 0TI

.

T e 0 ¢ B P W NG PP e SO

IFIMAXGT.EPLL.CR.QL.GT

THPE=0-

DO 9 I=1,N
5{131=0.

DO 10 I=1.M
IFTIVRLI).GTLNY GO
J=IVB{ 1]}

DU =A10PLAXT+1)
CONT INUE

Kl=N/2

00 11 Ji=1,K1
J2=J1+K1
OUS1Yy=C{J1y=-C{J2)
N=N/2

RETURN

K=0

IFIMAX.GE.QLY GO T4
K=1

Kp=121{KS)

50 13 1T1=1,41

KH={ T1-1 ) %PLA+KSHPTA+]

MALIDADE

GC 70 8

5
s BLAYPCAKP,L1,L10,JL1MAX)
6



[ o e Ifun W'en W' Ben BEUR B4R B e

DIPCTOTTTYO O,

15
14

17

18

21

C{IT)==B{KH)

G0 70 16
KH=KP*PCA+1]
Clli=-AtKH)

DO 14 I=1,M

DA 15 J=1,M
KHL=KH+J=2LA
KH2=1=®PLA+PCARJ+]

ITFTALKHE ) o NELC o WANDSJBIKHE2) JNELG W)

CiI+1)=01

B 6 % 2 % 2 8 8 2 B PN T SO EH S E OO S E 9O NIe

. °

» DETERMINACAC DA L INHA PIVD .
» TRANSFORMACAD DO VETOR C .
« CALCULG DE TATAQ .

@ ® 4 8 9 8 3 % €9 0 9 088 e b e L AT SS S

[P=0

DO 17 1=1,M
IF(C{TI+1).6T.0.3 GO TC 18
CONTINUE

TiPD=1

RETURN

KH=T=PLA+1
Qi=A{KHI/CT{I+1)

S 1P=]

J=1P+1

DO 21 I=Jd.¥

IF(C(I+1} o LELOL) GO TO 21
KH=I=PLA+1
IFAIKHY/CUT+1) W GELGLY GE TC 21
QI=AtKH)Y/C1T+1)

Ip=1

CONTINUE

CUIP+1)=1./CU1IP+1])

DO 22 TI=1,#]

IF(IT=-1NELTPICETII==CUTITICUTIP+L)

Ql=G1+A(KHLI=B(KH2)

PR R N N R A R N A A I R IR B R NN B RE IR NN R EE IR B B AR A B I A A A AN I Y B B B B B SR )

. TRANSFORMACLAO DA PRIMEIRA CDLINA
. NOVA SOLUCAQC VIAVEL E NDVO VALOR DA FUNCAQO OBJETIVO

DE A

L]

N EEE R A A IR A A I A B A B R I N R R Y B B2 BRI R I Y N S R I Y I N I RN

B-18
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OLUNAS .

CALL NOVIN (A,J1,CyJCy ™, 1P, 1,PLALO)
-
C o TRANSFORMAC A DA PRIMEIRA LINHA DE A
£ o NOWAS CAEFICIENTFES RELATIVOS DE CUSTO
C .
C ® 5 % & % 8 W O B S B S R eSS AN L LA D G 0T IE TN
C
DO 23 J=1,N
IFLJ.EQ.KPY GO TG 23
D1=0.
D0 24 I=1,M
KH=1P:PL A+ T%PCA+]
KHL=1%PLA+PCARJ+]
24 IF(BAKHIWNELO ) Q1=0L+B{KHI®ATIKHL)
KH=J%=PCA+]
AIKH)I=A{KH)-01C{ 1)
23 CONTINUE
KH=KP*PCA+]
A{KH)==-C(1)
C
C et e es s es s st es s cses et aes s s ans0 e
C . .
C « TRANSFORMACADR DA INVERSA DA BASE .
C » L[]
C T
C
AL NEVIN-{B,JB,CyJC oM, TP M, FLALPCAY
C
C R I T T T T N
C .
C . REORGANIZACAG DAS LISTAS DE INDICES DE
C . DAS MATRIZES /7L1.12+137 E DAS VARIAVEIS EM INVE E TVvB .,
C .
C S 8 e a6 s e s e s e e a8 s e s a0 e to N8 ae 0BVt ta et e et B oA e e B 0o s et
C
IF(K,NELDY GO TO 3]
IFTL20.LT.1) GO TO 25
DO 26 J=1,L20G
ITFCIPLEDJL204YY GO T3 27
26 UONTINUE
G T 25
27 ITF{LZ203).EQ.KP) 6O 70 38
IF(LI0.LTLY)Y GO TO 29
no 28 I=1.L10
2R TF{LIUT)LEQ.KP) L1CT31=134J)
29 L3t J)y=KP



25

30

38

GO 7O 33
L20=L20+1
12{(L20)Y=1P

L2{L 201} =KP
IF(LIC.LTW1) GO
DN 32 I=1,110
TF{LI{I)EQ.KP)
CONT INUE

GO 7O 328
L10=110-1

DO 33 J=1,L10
Litgd=L1td+ D
GO 14 38
TFIL20,LT.1) GC
DN 35 J=1,120
IF(IPLEQ.L200))
CONTINUE
L1I0=L106+1
LI(LIDI=L3(KS)
.20=120-1

no 36 J=KS,L20
L20J)=L215+1)
L300 =L303+1)
K=TVNB{KP)

TVNRIKPY=TVBLIP)

TVR{IP)=K
GO 70 4
END

TC

GG

T4

GO

e T e £ R e g T Tt .

38

TC

27

T0

W
0

B~-20
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# DETERMINACAQD DD MATNR ELEMENTO =
#* DA LINHA LCR DA MATRIZ A *

Ao s Ao wls e sle she <l sls o Al als wle ke aloale sle 3l wts Sbe sl Sl we atr abs sle sbsle e wle v sle shs
i 2 T e e sl sl s S S0 R RSOSSN SRR SR SR BE B KT SR RIS 33 R

SURBROUTINE DETMAX (A3J1,LCRyPLASPCA,KPyL 1,110, L1y MAX)

OITMENS ION AlJ1)
INTEGER PLA,PCA,LLTJLL)
REAL MAX

KH=LCR*PLA+LL (1)%PCA+]
MAX=A (KH)

KP=L1(1)

IF{L10.LT.2) RETURN

DA 1 K=24110 - - e - =
KH=LCR¥PLA+L1 {K)%PCA+]
[F(A(KH)LLE.MAX) GO TO 1
MAX=A{KH)

KP=L1(K)

CONTINUE

RE TURN

EAD
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* DETEPMINACAD DA INVERSA DA BASE &
* DO PROGRAMA L INEAR 3

* DETERMINACAD DA NOVA SCLUCAQ VIAVEL =
S S 3 e S e e sl s sl s sle s sty e R sk Sk ok Sl B e sl e 2 s st sl ol sl se sk e ok

SUBROUTINE NOVIN (8,JB8yCyJCy M, IP,KS, PLB, PCRH)

DIMENSIOGN Ad8),CLIC)
INTEGER PL8,PCB

DO 2 K=1,KS

KH=1PxP B+PCBAK+]

IF{B{KH)JEQ.04) GG T0 2

I M=M+1

DO 3 I1=1,1M

I=711-1 . B el Ll
IF (1EQ.IP) GO 1O 3 '
IF{C{ITI)WEQ.CL) GO TO 3

KH=KxP({B+1]

KHO=KH+I*PLR

KHI=KH+I PP

BIKHO)=R(KHOI+BIKHL)=C{ 1]}

CONT INUE

CONT INUE

DO 4 K=1,KS

Kid=] PXPLB+PCR*K+]

RIKH)=B{KH)I*C{12+1])

RETURN

END
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* CALCULDT DOS GRADIENTES BOS vINCULOS =
* G/H EP-ATIVOS i

S 8
e 3
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SUBRDUTINE GRAGH {S,ALFALJALFA,BETA, JBETA,ULTyPLGRyPLGR,

My Ny PCC, IND,KIAT Xy dXyGRy JGR)

" DIMENSICN ALFALJALFA) RETA(IBETA) 2 X 4X ) ,GR{IJGR)
C

o

INTEGER  S,ULT,PLGR,PCGRNTJIN) ,PCC,y IND(KIATY,PL
PASSOS DE L INHA E COLUNA DA MATRIZ GR
PLGR=1

PCGR=KTAT

PASSO DE LINHA DA MATRIZ DGS COEFICIENTES DE G/H

PLC=1
JA=N{S)
CALCULC DO TINDICADOR DA LISTA X PARA (O SUBSISTEMA S : KH

KH=90

IF(S.EQ.1) GO TO 3

JE=S5-1

N0 1 K=1,JE

KH=KH+N{(K)

DO 2 I=1,.KIAT

o 2 J=l,44
KHI={UIND{ I -1 ) %PLO+PCCH{I=-1)+1+ULT
KH2=KH=+]
KH3={I-1}%PLGR+(J-1)*PLGR+1
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PO . IRV SR s R

'eEeleEREeke]

. CALCULD DA COMPONENTE J DC GRADIENTE G/H .

aot.oloocnnoo..‘enc..o!.ottooo'lt-oooet.'nat

2 GR(KH%3=&LF&(KH1)*HETA(KHI)*X(KHZ?**(BETA(KHL)-I.)
RETURN
END
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* CALCULD DAS FUNCDES OBJETIVD E GRADIE
* DAS FUNCODES-0OBJETIVO DOS SURSISTEMAS
*

3ok sl st oshe i T ale we sl st e e i ate st sle e shw i she st wbs ate W
B R R AR AR A R R AP R R I e A (i I L S VP K4

SUBROUTINE GRAF (SsULTF JULTF,ALFAy JALFA, RETA,JBETA,

Ny INsX 9 JX yGRF 3y JGRF ,F,

DIMENSICN ALFA(JALFA)ZRETA(JBETA

GRELJIGRF) ,R{JR)
INTEGER S, ULTFIJULTFI N{JN)

CALCHULG DO INCICADOR DA LISTA X PARA D

CKH=0 : S

IF{S.EC.LY 6O T 1
J=5-1

DO 15 T1l=1,4J
KH=KH+N{I1)
TA=ULTF{S)+1
IFLALFALTIAY) 2,3,2

FOTREM PELO MENISS UM TERMO EXPONENCTAL
IFTULTFIS+1)-TA-2%N(SY.FG.0) GO TO 4
ME=5

GO 70 &

F TEM PELO MENS UM TERMU POLINOMIAL

MFE=1
60 TO 4

B ONAO TEM TERMQOS EXPONENCIAIS

e Mo sl sty G sl by
RO A B R O
;)’:
NTES *
%
e
kS
N2 st de Po vhe sig s
(R BN ¥

MEs Ry JR)

Yy X{JdX},

SUBSTSTEMA S




C
C
C FTEYM PELDO MENCS UM TERMO
C
2 MR=-1]
65 A=0.
I8=N{5)
ni 7 I=141IR
INESESE
[2=11-S
J=T+KH
A=A+ALFA(TIL) >AX(‘J)" BETA{12)
GRF{I}=ALFACTLI*RETALIZ ) *
7 CONTINUE
TF{MF) 8,9,10
B k=4
RETURN
9 8=4
A=0.
P=ALFA{IA)REXP(B)
b0 11 1=1,1IB
11 GRELII=GRFE(I )P
GO 79 14
10 B=0. '
DO 12 [=1,18
I1=11+1
J=KH+]
12=12+1
- - B =RALLFAL T RN (Y )RR BETAL 2 - -~
RITI=ALFALTLIIBETALTI 25X ]} =k
12 CONTINUE
P=p LFA{TA)REXPI{R)
Do 12 1I=1,1B
13 GRFEUTI)=GRELTI}+PXRR{ 1)
14 F=P+A
RETURN

END

XU}

gl T

~ B-26

PCLINOMIAL

BETA(LI2)-1.3

(BETA(I2}-1.)
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