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RESUMO

Bste trabalho trata da otimizaglo de siste-
mas decomponiveis. Um problema decomponivel de progra
magdo matemdtica € proposto e sua solugdo obtida por
coordenagdo dual. Dois coinceitos besicos que apare -
cem em programagio matemdtica de sistemas de grande
porte sfo usados: linearizagdo externa e relaxagdo.

Un algoritmo tipo plano cortante que permi-
te o abandono de vinculos plenamente satisfeitos € obp
tido com base em resultados de teoria de dualidade.
Sua aplicagdo ao problemas linearizado externamente
resulata ém um método convergente para solugdo do pro
blema original. Um programe de computador foi desen -
volvido com éste propdsito.
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ABSTRACT

Thig work deals with the optimization of
decomposable systems. A decomposable mathematical
programming problem is proposed ang its solution is
achieved by means of dual coordination. Two basic
concepts arising in large scale mathematical program-
ming are used: outer linearization and relaxation.

A cutting plane algorithm without nested
constraint sets is sinthetized based on results from
duality: theory. Lts appication to the outer linearized
problem results in a convergent method for the solution
of the original problem. A computer program has been
developed. |
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I.1

IVINTRODUQEO_

1. Objetivo primdrio

 Consiste nosso objetivo primdrio em definir

um problema de tomada déddepiqﬁo, dar-lhe uma interpretagio e

ent@o propor um algobitmo de resolugéio implementdvel, discutin

do-lhe os aspectos computacionais.

Definir um.problema de tomada de decisdo,

segundo Varaiya {(43], significa identificar em.um dado contex-

to os segulntes elementos:

&

o

e

e

110

- umloongunto de a entes, a0s quals cabem as toma -

das de declsao,
para cada um ‘destes agentes, um critério de prefe

rencia (por exemplo, uma fun¢io-objetivo);
um conlunto de decigles vidveis associado a cada

umn destes agentes;
uma estrutura de informacido, que permita a cada

agente realizar observagées sdbre o seu "meio am-
biente"; ' : '

uma. descrlgao ou modélo do gistema, por 1ntermed10
do gual € possivel ekxaminar as 1nteragoes entre o
meio ambiente e as decisoes tomadas. por um dado
agente.

Ainda segundo Varaiya [43], o comportamento



de cada agente é definido por uma regra de decis8o, que corres-

ponde &8 sua resposta a uma dada observacio (estimulo) efetuada.
Podemos ainda, segundo Marschak e Radner [34], definir como for
ma organizacional uma particular escolha de uma estrutura de in

formagéo e um conjunto de regras de deciséo, uma para cada agen
te. ’

Pagsamos agora a definir o nosso problema de
tomada de declsao, identificando os seus diversos elementos cong
titutivos.

1 Problema S - Geoffrion [15]

k
maximize ) | f.(x.)
i= .
sujeito a:
xiéiﬁi
k.
Zg(x)éb
l ,

12

(14i4k)

onde (1%£i¢k):

>
i

é o vetor de decisdo, de dimenséo n,, asso
ciado ao agente i}

iie R * = & o conjunto de decisdes vidveis associado
80 agente is '
fi:XﬂfR - é uma fungao-crlterlo com. valores em R as-
sociada ao agente i} »
gi;3£+Rm- é uma fungédo-demanda com valores em R™, as
- sociada ao agente i, expressando o uso de
m recursos pno&utivos dados correspondente
| a.declsao X5
besRm - & um vetor de R representando as disponi-
bilidades de m recursos produtivos dados.
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S ¢€ a formulagdo geral de uma grande clas-
se de problemas, cujo profétipo seria um modelo economico compg
titivo. Umw.primeira interpretagio de S seria a seguinte: um
agenteAcehﬁral (gerente) deseja repartir uma certa quantidade
de m recursos produtivos em disponibilidade (vetor b) entre k
éubsistemas, onde cada subsistema toma suas proprias decisoes
vidveis (x;€ X, 1€i€k) referentes 4 utilizagdo de sua quota de
recursos produtivos, de modo a maximizar o "lucro" do sistema
oomo un todo. '

Apresentaremos agora dois exemplos de proble
mas de interésse prético, que podem ser colocados sob a forma
do problema S5 . ‘

2 Exemplo: um problema de exploracdo de recursos floresg

Dese ja-se estabelecer um plano plurianual, abrangendo
um periodo de m anos, de derrubada de dérvores planta -
das em n sreag diferentes, moximizando-se & produgéo
total. Sejam:

cij - cubagenm total-(m3 de madeira) correspondente
8 drea ji (14jén) quando a derrubada é efetuag
da no ano i (1l£ifm); -

rj -~ mimero de acres da drea j (1£j%n);

xiji" frac@o da drea j (1%j%n) a ser derrubada no
ano i (1%i4m);
a; - numero total de acres que podem ser derruba-

dos no ano i (1%i€m).

0 problema de exploragdo de recursos florestais poderd
agsim ser formulado:

m n.
maximize § E c. X, ..

izt Gj=1 Y4
sujeito a:
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n

v € a, (14
JZ;_' iy < e (A4
m
£ £ 4
2 J{:j_;j , 1. (1414m)
xi'_jj >0 (14i%m)(1%jin)
3 Exemplo: um problema de planejemento de produgéo de e

nergia elétrica [35].

Deseja-se escalonar a produgdo de energia elétrica -
destinada @o consumo de n dreas conectadas entre si. ,
minimizando-se o custo total deaprodugao. Sejam:

c; - consumo total de energia elétrica correspon
dente & drea j (1l%j%n); -

X4 - produgio total de energia elétrica corres -
pondente 4 drea j (1l£jén);

Xy g = quantidade total de energia elétrica inter-
cambiada entre a drea j (1%j%4n) e outras d-
rees, pelas linhas de transmissfo (xgj SN
significa que a drea j estd recebendo ener-
gia elétrica provehienxe de outras dreas);

P. (XIJ”X2J) - dissipacfio de energia elétrica por perdas
varigs na drea ji (1%j%n);

- custo de produgfio de energia elétrica nd d-
rea j (l‘a‘n) por unidade de medida de enex
gia elétrica.

Fo(x .
| 3,( X935

0 problema de escalonamento da producdo de energia e-
létrica poderia essim ser formulado:

minimize E ) F (X 3)
j—-

sujeito a:



Y | X, %0
j=l 2AJ( .
x. >
13 ~ ¥y ~ BylFugr¥ag) T oy

: (12j4n)

N ‘s

=0 (1£§4n)
nenhume restricdo de sinal a Xpj

(1£j%n)

Uma outra ilustrag@o interessante poderia
ser vista, por exemplo, em [3].

2. Forma organizacional associada a S

Vemos pois que o modelo proposto para o pro-
blema S ¢ bastante geral, o que permite associd-lo a diversas
formas organizacionais. Dentre estas, adotaremos & seguinte:

-8 é o modelo de planejamento de uma companhia (siste

ma) consistindo de um gerente e k divisoes (subsiste -~

mas)L cada uma, delag produ21ndo e vendendo determlna -

dos bens.
| o Dentro deste particular enfoque, 0 programa
de produglo da i-ésima divis8o é representado pelo vetor de ati
vidades Xj (12i%k), cada fungao ﬁi(xi) (12i2k) representando a
parcela de contribuigéio da i~ésima divisfo ao "lucro" total da
companhia. o | '

Podemos distinguir na formulag&o do problema
S dois tipos de restrigéo., O prlmelro, representado pela ine-
quagao vetorlal

k

A
g gi(xi) = b



I.2 6

é una restrigdo de recursos. Realmente, para realizar um certo
programe, de produgio x;, cada divis8@o necessitard receber do ge
rente uma certa quota gi(xi) dos necursos produtivos comuns que
s8o oferecidos a todas as divisdes, cujas disponibilidades ex -
pressam-se pelo vetor b. O segundo tipo de restrigéd, represen-—
tado pelos conjuntos vidveis X K expressam restriigdes impostas
pela tecnologia de cada'div;sao, bem como levam em conta limita
Qﬁes de recursos produtivos prdéprios, particulares & divisfo.

vDeﬁtro,deste contexto, a fungﬁo-objetiVo do
problema S expressa o imperativo de otimizar o funcionamento
da oompanhla, no sentido de determlnar—se um ponto de operagéo
que maximize seu "lucro" total.

Tal interpretagéo adotada para S foli pela
primeira vez dada por Baumol e Fabian [l] e também por Zschau
H9]. Outras interpretacdes ligeiramente diferentes foram dadas
por Gale [il] Kornai. e Liptak [28], Mallnvaud [31] e Weitzman

[46] .

Duas observagdes interessantes podem ainda
ser feitas a respeito do problema § . Primeiro, ¢ possivel mo-
dificar o formato de S para abranger os casos em que hd movi-
mentag@o de produtos semi-acabados de uma para outra ou outras
divisdes para posterlor acabamento, como O gque ocorre, por exem
plo, em linhas de produgao. 0 exemplo (3) e ume. 1lustragao des~
ta possibilidade, representando-se a ‘troeca ou intercémbio de e-
nergia elétrica entre as diversas dreas pela restrigéo

‘ n

j= l
Segundo, é possivel também modificar o formato do problema S
para abranger situagoes néo—deterministiéas. Uma discuss8o a
‘respeito desta possibilidade pode ser encontrada, por exemplo ’
em Jennergren [24]
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3. Resolugéo do problema S

Uma vez proposta e interpretada a
forma organizacional correspondente ao problema § , resta sin-
tetizar um algoritmo implementdvel, de convergéncia garantida ,
que se preste & resolugio de'QS , uma vez explicitados todos os
seus elementos constitutivos. )

A sintese deste algoritmo é o re -
sultado dWltimo de um estudo sistemdtico, que comega pela andli-
se do tamanho e da estrutura do problema S , & luz dos concei~-
tos de programaciio matemdtica de sistemas de grande porte [16],

[30] «

Ndo hd o que se possa chamar de de
finigdo de sistemas (ou problemas) de grande porte, que apare -
cem frequentemente em planejamento economico, em gestdo empresa
rial e em engenharia. Sendo assim, contentar-nos-emos em afirmar
que problemas de grande porte caracterizam®se nio sé pelo tama-
nho, porém, melhor, pelo tamanho em conjungéo com sua estrutura
ndo sendo possivel resolver-se o problemsa de grande’porte pelas
técnicas uguais de programagﬁo metendtica (por exemplo, progra-—
macgéo linear e algoritmos implementdveis de programacédo ndo-li-

near).

4 idéia bdsica da programagéo mate
mgtica de sistemas de grande porte reside em explorar convenien
temente a egstrutura do problemsa que se deseja resolver. Em uma
primeira fase, chamada manipulacdo, busca-se reescrever 0 pro -
blema dado sob uma forma equivalente, mais adeguada para a nresQ
lugéo, e que recebe o nome de programa mestre. Este programa
megtre, em wma segunda fase, é reduzido a uma sequencia de pro-
blemas implementdveis, de menor porte, pelo uso de diversas es-
trategias de solugdo, cuja aplicagdo fornece enfim um algoritmo
implementdvel de resolugéio do problema originalmente proposto.




Estes conceitos - manipulagdes e estratégias
de solugédo - unificados foram por'Geoffrion'[lQI, e resultam
das contribuigdes individuais de dezenas de nomes importantes.

A caracteristica mais importante da estrutu-
ra do problema S é.que a fungio-objetivo e a inequagdo veto -
rial que leva emcconta a restrigéo de recursos produtivos co -
muns séo aditivamente separaveis por divis8o, ou seja, estamos
tratando de uma estrutura tipicamente multidivisional. O proble

ma . S , mercé desta particularidade notdvel, classifica-se en -
té8o como decomponivel, sendo possivel resolve-~lo por decentrali

zagéo.

Decentralizacgdo, com vistas & nossa forma oxr
ganizacional, significa atribuir a cada divis&o da companhia
uma larga autonomia, delegando autoridade, responsabilidades e
poder' de decis8o aos niveis inferiores da hlerarqula (gerentes
das. lelsoes) Aos niveis superiores desta mesma hierarquia (no
caso, o gerente da companhla), é deixada apenas a tarefa de de-
finir uma politica global e a tomada de decisdes 1mportantes,
que afetem a companhia como um todo [25]. Além do mais, & poli-
tica de decentralizacéo permite tratar o caso, mais geral, em
gque nenhum agente possui informag¢des ou conhecimentos comple -
tos. Essa observaghio sers melhor explicada posteriormente.

Sob um ponto de vistae mais imediatista, de -

centralizar significa resolver o problema S desmembrando-o em
-k subproblemas de menor porte (um subproblema correspondendo a

cada diviséo), assumindo o gerente da companhia a tarefa de

coordenar a formulagdo de tais subproblemes de maneira que qual
quer combinagio de solugdes otimas dos mesmos seja uma solugdo
6tima para S . Essa tarefa de coordenagﬁo'é executada via um

processo iterativo de troca de informagdes entre o gerente e as

divisdes.

4 aplicagdo do conceito de decentraligzacgio
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permite explorar em nosso proveito a estrutura e caracteristi -
cas dos subproblemas assim obtidos, de resolugéo comprovadamen-
te mais imediata que 8 . Outra vantagem, sob o ponto de vista

computacional, é a viabilidade de processamento em paralelo.

Mais especificamente, o programa mestre a
ser obtido, isto é, a versdo decentralizada de S , serd obtida
pela manipulagéo chamada dualizag8o. O programa mestre, apds a
dualizagfo, € novamente manipuladé por linearizacgfo externa, 1i
nearizando-se totalmente sua fungéo—objeti?o pelo uso de hiper-

planos-guporte, que, como veremos, aparecem naturalmente como
resultado da dualizagfo. Nesta fase o algoritmo de resolugéo do

programa mestre € ainda conceitual, pois esta linearizagio total
¢ obtida com o emprego de um mimero infinito de hiperplanos-su-
porte. Estas manipulagdes s&o apresentadas, discutidas e justi-

ficadas nos capitulos II e III.

Egsa dificuldade € removida pela aplicacgdo

da estratégia de relaxagdo [7],@° gue constitui assunto para o
capitulo IV. Relaxar o programa mestre linearizado externamente
significaré'trabalhar, a cada iteragdo do algoritmo de resolu -
¢éo, com um mimero finito de hiperplanos-suporte. A cada itera
céo sdo gérados novos hiperplangs—suporte e, s80b certas condi -
goes estabelecidaé por Eaves,é Zangwillm[io], abandonados hiper
planos-suporte mais antigos, mantendo-se pois o tamanho do pro-
grama a ser otimizado dentro de limites computacionalmente acel
tdveis. Essa combiﬁagao linearizagéo externa/relaxagio foi ini-
cialmente sugerida por Kelley [26] e Dantzig e Madangky [6].

A coordenagido desse processo iterativo de ge
ragédo e abandono de aproximagoes lineares inspira-se em algorit
mos_tipo ﬁlano-cortante, primeiramente sugeridos por Kelley [26]
e Cheney e Goldstein [5]. Importantissimos s&o os resultados re
éentemente obtidos por Baves e Zangwill [ld], por: nos aproveita
dos, e que garantem a convergéncia do algoritmo de resolugho

com 0 abandono de aproximagdes lineares. Esses aspectos s8o dig
cutidos minuciosamente no capitulo IV.



I.4 10

Comentaremos ainda uma dificuldade adicional
até & presente data ainda ndo superada, ou seja, que 0 processo
de geraglo de hiperplanos-suporte -~ apresentado no capitulo V -
é um processo essencialmente infinito. Com vistas a aplicagses
prédticas esse processo de geraglo é entfo truncado, restando -
nos tdo-somente apontar a necessidade de compatibilizar  conver-
géncia e truncamento. '

4s hipdteses assumidas no decorrer deste tra
balho, explicitadas no capitulo II, s8o, basicamente, convexida
de, compacidade, e diferenciabilidade.

No apéndice A so apresentados alguns resul-
tados tedricos sdbre teoria de dualidede transcritos de [17]e
- s8bre mapeamentos pohto-conjunto [?2], [2]. No apéndice B sfo a
presentados e comentados os diagremas de bloco do,algoritmo: im=
plementado de resolugéo do problema S , mais as listagens cor-
respondentes a um problema de tomada de decis@io por nds propos-
to e resolvido.

4. Notag8o

A notagéo empregada no decorrer deste traba-
lho é, sempre que possivel, a de uso corrente. Outras notagoes.
aqui ndo comentadas s8o de compreensdo imediata pelo simples e-
xame do conbtexto onde situadas.

Os conjuntos s8o denotados por letras maius-
culag gregas ou latinas, as matrizes por: letras maiisculas lati
nas. Vetores sfo assimilados a matrizes-coluna, e representados
por letras minusculas latinas. O produto escalar de dois veto =~
res & denotado por um ponto (.). Componentes ou familias indexa
das de vetores s&o indicadas por superindices mindsculos lati -

nogs.

Os capitulos s&@o enumerados por algarismos
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romanos, ¢ suas diversas secgles por algarismos ardbicos. Exem-
plos, definigdes importantes, teoremas e lemas sf@o numerados se
quencialmente por meio de algarismos arsbicos colocados & es -
querda do corpo do texto. '

Referéncias ao prdprio texto sfo dadas entre
parénteses, citando-se o mimero correspondente e, se necessdrio
também o capitulo. As referéncias bibliogrdficas, arroladas
_apds o apéndice B, sdo referenciadas por seus respectivos nume -
ros colocados entre colchetes.
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IT O PROBLEMA S E SUA RESOLUGAO VIA DUAL

1. 0 problema de tomada de deciséo

Seja o seguinte problema de tomada de deci -
gdo S , deterministico, de estrutura multidivisional, consten-
te de k divisﬁes'(subsistemas),sob'a coordenagdo de um agente
central [15]: , |

k
S . maximize Yy . fi(xi)
i=1L.
sujeito a:
Xi? Xi_ (14i%k)
<
3 gi(xi) £ b

i=1
onde (1l£i%k): , o
X - é o vetor de decisfio, de dimensfo n,, associ
ado ao agente ij
XiG‘Rnl - € o conjunto de decisdes vidveis associado

_ ao agente i}
£;:X;—R - é uma fung¢do-critério com valores em R agso-
ciada ao agente i ‘

- m‘_ L
giyxﬁf’a- - ¢ uma fungfo-demanda com valores em Rm, asso

ciada ao agente i, expressando o uso de m re
cursos produtivos dados correspondente & de-
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cis8o x. i
. i

bﬁERm - e um vetor de lerepresentando as disponibi-
lidades de m recursos produtivos dadose.

Jé vimos no capitulo I que S pode ser con-
siderado como um problema de alocacgdo de recursos, jd que o ob-

jetivo do agente central (gerente) é distribuir quotas de m re-
cursos produtivos comuhs (cujasidisponibilidades representam-se
pelas m @amponenteé do vetor b) entre os k subsistemas da compa
nhia, visando-se meximizar o lucro da companhia como um todo.
Foram também apresentadas virias intérpretagﬁes e exemplos para
o problema S , e, em linhas gerais, foi delineada a maneirs de

obtengdo de um algoritmo implementado-de resolugdo para S , a-
través dos conceitos e técnicas de programagio matemdtica de
gsistemas de grande porte. '

Assumiremos doravante como vdlidas as seguin
tes hipdteses bdsicas associadas ao problema S , hipdteses es~
tas que h8o de acompanhar-nos no decorrer de todo éste trabalho.

Hipdteses associadas a 8

(a) os conjuntos Xi (12i<k) sf@o convexos, compac
tos e ndo-vaziosj

(b) as fungdes f; e cada componente das fungdes
-gi_(léiék) séo concavas, diferencidveis e

explicitamente conhecidas em X; (1l£iZk);

(¢c) o problema S8 ¢é consistente, isto €, seu

conjunto de solugdes vidveis € ndo-vazio;
(d) ndo hd indivisibilidades.

Cabe aqui. um comentdrio a respeito das hipéd-
teses supracitadas. Exigéncias de concavidade de fungles-criteé-
rio a serem otimizadas, e de convexidade e compacidade de con -~
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juntos vidveis séo tipicas em economia [36].~A validade destas
hipdteses em exemplos cldssicos de otimizag@o aplicados & econo
mia, como por exemplo a teoria da escolha do consumidor e teo. -
ria da producdo, é que permite elimimar dificuldades acarreta -
dag pele existéncia de mdximos locais. Hipdteses sObre convexi-
dade e fechamento de conjuntos vidveis de produgBo aparecem,
por exemplo, em modélos de economia eompetltlva, v.g. modélo de
Arrow-Debreu-Mackenzie [?9]

Exigimos diferenciabilidade por: gsimulténea -
mente garantlr—nos continuidade e apllcabllldade de métodos de
otlmlzagao tipo diregdes vidveis, que aplicaremos & resolugéo
dos subproblemas, conforme discutido no capitulo V. A combina -
gdo continuidade/compacidade permitir-nog-d ainda garantir que
estes subproblemas possuem solugdo otime, e que poderemos con -
fundir supremos (infimos) e mdximos (minimos).

Talvez ndo seja muito realista exigir que se
conhegam explicitamente as expressdes matemdticas para as fun -
goes f e 8 (12i%k). Em um problema de alocagdo de recursos se
ria mais natural supor que estas entidades s8o conhecidas ape -
nas implicitamente, isto e, cada divisao seria capaz de respon-
der apenas & pergunfas espe01flcas concernentes a estas entida-
des, guando formuladas de maneira a terem um sentido no contex-

to da economia ( "Quais seriam seus planos de produgdo sob con-
digdes tais e tais?" ), sendo ainda necessdrio proceder-se a eg
timativas dos valores locais destas mesmas fungdes, de modo a
ainda permitir & aplicabilidade de métodos tipo diregles vidve-
is.

Admitimos conhecimento explicito apenas como
hipdtese simplificetiva. Dewfato, nossa abordagem do problema
de alocacgdo de recursos proposto poderia ser modificada de modo
a tratar do caso; mais geral, de conhecimento implicito, ou meg
mo ainda problemas de alocagio de recursos formulados em térmos
de fungodes-utilidade~ Citamos, nesta linha de desenvolvimento,
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[18] e [19] .

Finalmente, cumpre lembrar que ha& problemas
que, embora nfdo possam ser encarados como problemas de alocagéo
de recursos, mesmo assim sfo estruturalmente identicos & S , e
e portanto passiveis de receberem. tratamento idéntico.

2.« Resolugdo do problema S

Jd identificamos na Introdugéo & estrutura
do problema S como sendo do tipo multidivieional, sendo a fun
gdo-critério e as restrigdes do sistema, como um todo, lineanr -
mente separavels nas varlavels de decis&o de cada lelsao. Vil -
mos também gque esta caracteristica estrutural permite-nos bus -
car resolver S via decentralizagdo, cujas vantagens j& foram:
apontadas em (I.3). |

E possivel,pois, resolver S a nivel de sudb
sistemas (divisdes), coordenando adequadamente & otimizagdo de
cada um déstes subsistemas. Passamos agora a apresentar e inter
pretar as técnicas de coordenagfo aplicdveis & resolugéo do pro
blema 8 .

Coordenacgéo via primal:

A grande dificuldade na resolugdo 4o proble-
ma S , conforme formulado no item anterior, reside no fato de
que a companhla (51stema) opera sob uma politica de limitagéo
dos diversos recursos produtivos que s&o oferecidos as divisoes
(snbsistemas). De fato, caso}inexistisse egsa restrigio, ou se-
ja, sé a companhia dispusesse de quantidades ilimitadas de re -
cursos produtivos, o problema S seria resoldvel imediatemente
por ume série de k subproblemas absolutamente desvinculados, do
tipo: |
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maximize £.(x.)
ir i
x;€ X5

para lsisk,

Admitindo que a companhia opera sob um regi=
me de limitagédo de recurses produtivos, vamos examinar a coorde
nag¢do primal proposta para resolugéo de S , apdés o que examina
remos a coordenagdo dual.

(a) o gerente destina a cada divig8o uma certa quota de re
cursos produtivos yigjﬁm (1<i%k)

(b) cada divis&@o, fazendo uso da quota a ela destinada, me
ximiza seu lucro, isto é, resolve o subproblema:

meximize fi(xi)

sujeito a:
X € Xy

£ v
g (%) €V
para l=i=k, informando aoc gerente como alterar=-se-ia
8ste valor dtimo assim computado, para um aumento ou
diminuic¢go (no sentido marginal) da quota yi'(léiék)
de recursos produtivos a ela destinadaj;

(d) com base nas informagles supridas pelas divisdes, 0 ge
rente reavalia iterativamente o valor das quotas de re
cursos produtivos distribuidos &s divisGes, até que as
alteragdes (no sentido marginal) no valor dag quotas
nfo sejam meis efetivas no sentido de que nfo mais con
tribuam para aumentar o lucro da companhia.

E preciso impor ume restricdo adicional que
diz respeito exclusivamente ao gerente, isto é, exigir-se-d que
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sejam permanentemente respeitadas as limitagdes de recursos pro
dutivos da companhia e que todos osgs subproblemas sejam: consis -
tentes:

(y)e Y 2
i<k 141‘1{
: para algum stxi“” lﬁiék}

£b, g&(xi) £ 5 o

Essa coordenagfo via primal corresponde a uma
manipulagdo de S +via projegfio, isto &, parametrizamos S por
projecéo do mesmo no espago Y das waridveis s (1 l‘k)

0 programe mestre assim obtido, eguivalente
a0 problema S [lilpseré_escrito como:

P maximize § : Wy (y )

sujeito a:'
Vi€ Y (1=i<k)

onde definimos (1= 1‘k)

4 |
Py V. (M ) 4 $a2}§o {fi(xi) l giﬂxi) £ Mi}
1 1.

& versf@io correspondente a P quando o proble

me S ¢ completamente linear encontra-se em [49] .

O progrema mestre P pode sex resolvido por
aplicag@o do principio de decomposi¢io de Dantzig e Wolfe’[G],
ou como sugerido por Geoffrion em [15].‘Em particular citamos
Campos [@], gque resolve P pelo método de diregGes vidveis.

L coordenagio via primal permite que os algo-
ritmos implementados de resolug@o de P fagam uso de uma solu-
g8o viavel inicial conhecida para S . SolugBes vidveis para o
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problema S s8o obtidas a cada iterag8o do algoritmo, o que &
vantajoso se desejarmos truncar, em um dado momento, 0O processo
iterativo. '

Coordenscio via dual:

A insergBo da teoria de dualidade emzprogra
magio nio-linear teve seu inicio com o teorema cldssico de mini
max de von Neumann [45] e foi pela primeira vez explicitamente
emunciada por Gale, Kuhn e Tucker [13]. Somente em data mais re
cente a teoria de dualidade cbmegou a ser empregada em programa
¢8o ndo-linear, iniciando-se por programagﬁo gquadrdtica [9].

A idéia bdgica da coordenagéo via dual sur-
ge como uma bem sucedide extensﬁo da teoria de preg¢os em uma e-
~cononiea de mercado. Sugeriu-se entéo que a aecentralizagﬁo pode
ria ser levada a cabo criando-se uma economia em miniatura, com
seu préprio sistema de pregos, dentro da companhia [33], [21] .
A descoberta de que os multiplicadores de Lagrange podem. ser in
terpretados como pregos levou a considerar a possibilidade de u
tilizar o novo valor informacional néles descoberto como um ing
trumento a serv1go de decentralizagéo. Citamos. [ﬁJJ ﬁz], [27] .

, Seguindo esta linha de r301001n10, vamos e-
xaminar o seguinbte tipo de coordensgé@o via dual proposto para
resolug@o do problema S : '

(a) o gerente estipula pregos 5\1 (1%4j4%m) para os diver -
sos recursos produtivos que seréo colocados & disposi
¢do das k diviedes, e formula a cada divis8o a seguin
te pergunta: "Qual a quota de recursos produtivos que
desejam adquirir, a tais e tais pregos, de modo & ma-

ximizar o lucro liquido da divis&o?"

(b) para responder a esta pergunta cada divis&o resolve o
seguinte problema (1l€igk):
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méximize f.o(x.) - ).’g-(xn)
ivMti iVt

onde A 2 (3\1_,3\2, ces "Xm) € o vetor de pregos anun
ciado pelo gerente. Cada divisédo informa entdo ao ge -~
rente qual a quota de recursos produtivos que deseja
adquirir aos pregos vigentes; |

(¢) com base nas informagdes supridas pelas divisdes, o ge

rente reavalis iterativamente o vetor de pregos até
gque as demandas totais des divisodes:
gidx, )
=T "L i

ndo ultrapassem as limitagdes de recursos produtivos

eujasAdisponibilidades s8o representadas pelo vetor b.
Os recursos produtivos porventura em excesso. sfo oferg
cidos gratuitamente (isto &, a prego zero) ds divisd -

ege.

Esga coordenagdo via dual corresponde a uma
manipulagdo do probleme S via dualizagio, obtendo-se o seguin-

te programa mestre [15]:

6 | D minimize i', wi(')\) + ).ob

i=1.
onde definimos (1%4i%k):
7 D+ w.(@k) 2 gupremo f£.(x.) - 3\'g;(X;)
DY i s R b i 1
xigixi

A equivaléncia entre S e D serd estabele
cida no capitulo III, fazendo-se uso dos resultados fornecidos
pela teoria de duslidade. O programs mestre D agsim definido é
que serd objeto de estudo desta tese.
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Uma desvantagem acarretada pelo emprégo de
coordenagéo via dual é que ndo nos podemos beneficia® do eventu
al conhecimento de uma solugéo vidvel inicial de § , e gue, ti
picamente, & resolugdo de D s6 fornecerd uma solugdo vidvel
de S ao cabo do processo iterativo. Neste caso, 2 unica solu=
géo vidvel de S que temos certeza seja obtida é a prdpria so-
lugéo 6tima procurada. Ou seja, n%o heé garantias de que se jam
preservadas as propriedades de viabilidade no decorrer do pro -
cegsso iterativo. Todavia, ao truncarmos o processo iterativo,
apds um mimero razodvel de iteracgdes, € de se'éupor gue a solu-
¢c8o quase-otima assim obtida ndo apresente desvios marcantes no
que tange & viabilidade, desta maneira sendo um resultado apro-
veitdvel em térmos prdticos.

P8#t6 na coordenacio via primal, gquanto na
coordenagdo via dual, o processo de coordenagio pode ser encara
do como um didlogo estruturado entre os dois niveis hierdrqui -
cos da nossa forma organizacional: o gerente (nivel superior) e
as divisdes (nivel inferior’), com tomadas de decisBo e trocas
de informagdo de parte a parté. Ambos os tipos de coordenagéo,
conforme formulados ( P, D ) permitem-nos ainda tirar uma
concluséo interessante: em gualquer caso o gerente prescinde to
talmente do conhecimento das fungodes fi, g; € dos conjuntos vig
velis Xi, isto é, o gerente nfo precisa gaber dg '"modus operan -
di" de cada divis8o: os subproblemas P;; e Dt‘ 880 resolvidos
totalmente a nivel de divisédo, bastando-lhe tdo-somente conhe -
cer as disponibilidades de recursos produtivos da companhia (ve
tor b) e ser informado dos valores locais (supridos pelas divi-
sdes) no decorrer do processo iteratiwvo.

Encerrando éstes comentdrios, apontamos ainda
outras politicas de decentralizacfo aplicdveis 8 resolugdo do
problema S , a saber, [39] % [21-], [46] .



II.2

22



IIT.1 : 23

IIT ESTABILIDADE DO PROBLEMA S
EQULVALENCIA ENTRE S E D
" ALGORITMO MESTRE DE RESOLUCEO DE D

1. Introducéo

Para estabelecer a equivaléncia entre o pro-
blema S (1) e o problema D (6), faremos uso dos resultados
obtidos por Geoffrion [17], baseando-se apenas em resultados de
andlise convexa.

Em linhas gerais, apresentaremos preliminar=-
mente alguns conceitos bdsicos, em particular a definigd8o de u-~
ma certa funcio-perturbacio associada ao problema S , cujas in
portantes propriedades serio exeminadas. Gom o auxilio desta

fungéo—perturbagao definiremos o que seja esgtabilidade do pro -
blema S . O requisito de estabilidade figurard como hipdtese
bdgica do teorems de'dualidade forte, o qual estabelecerd for -
malmente a equivaiéncia entre S e D .

Uma vez estabelecida esta equiwaléncia, mos-
traremos que o problema D pode ser manipulado por lineariza -
cdo externa. Esta linearizacdo externa, obtida pelo emprégo de
hiperplanos—suporte,. permitiranos-é a@roximar a fungdo-objetivo
do problema D por uma outra fungdo-objetivo, geccionalmente
linear, em térmos da qual serd formulado o algoritmo mestre de

resolucdo do problema D .
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Serd util reapresentar os problemas § e
D, conforme anteriormente definidos:
k
S maximize %;; fiﬂxi)
sujeito as

X

rjhﬂj4
)

&4 ( Xl_) b

1

)

<k

D minimize : wi,L('X) + b
i

k

sujeito a:

MeA 2 {1er"|120)

onde a fungéo wi:!\-rR.U {+cﬂ é calculada como (1l4ifk):

Di wi( ) 2 supremo [ﬁi(xi) -\ -gi(xi)]

X;€ Xy

Admitindo vdlidas as hipdtese apresentadas
em (II.1l), e fazendo uso de resultados a serem apresentados o--—
portunamente, podemos adiantar que garantiremos a finitude das
>fungbes W; em seus respectivosAdominios de definig¢do, e que po-
deremos assimiler: o supremo a0 mdximo. Da mesma forma, podere -
mos definir o valor otimo do prbblema S como o valor de sua
fungdo-objetivo calculado para uma solugéo otima de S . O va -
lor ¢timo do probleme D ¢€ definido de maneira idéntica.

2% Estabilidade do problema S

0 cohceité de estabilidade, apresentado pela
primeira vez por Gale [12], surge naturalmente quando se estuda
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a variacdo do valor dtimo do problema S em fungéo de alterago-
es introduzidas em seu "segundo membro®". As definigdes seguin -
tes explicardo melhor o gque temos em mente.:

Definicdo: o problema perturbado SP associado ao problema §
e: '

k.. &

SP maximize ) £ (x4)
i=1 )

sujeito a:
.
x € Xy (l—l%k)
k
£p

gi(x.) - D
o7 SR

onde o vetor peRm’é chamsdo de vetor perturbacéo.

Definiciio: o conjunto de perturbagbes vidveis € o conjunto de

yalores assumidos pelo veton"perturbagéo tais que o
problema perturbado SP ¢ congistente, isto é:

. k
T # {oe®| (Fmexy )840 T gy(xy) - €9 )

0 conjunto W ¢ necessarismente n#éo-vazio,
pois OeW, uma vez admitida a consisténcia do problema § , hi
pétese esta apresentada em (II.1).

Definicéo: a funcido-perturbacgio v: [l =R associada ao problema
perturbade SP é calculada como:

k
v(p) % supremo é-l £5(%4)

sujeito a:
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L€ A,
xl Xl,

g(x;) -b £p

1l

3

.

—

m

i
b

Observamos que a fungio-perturbagio acima eg
td bem definida, uma vez que, para gqualquer perturbagdo vidvel.
p o valor correspondente v(p) é finito, devido ds hipdteses

feitas em (IL.1) de compacidade dos conjuntos.Xi'(léiék) e con-
tinuidade das fungdes £y (1=i<k).

A fungéo-perturbagéo associa a cada perturba
¢lo vidvel no "lado direito" do probleme S umzvalor dtimo cor

respondente ao problema perturbado SP . Para p=0, v(0) é o va-
lor é6timo do problema S .

A funcdo-perturbagio assim definida é conve-
xa, e nfo decrescente [17ﬂ, sendo uma construgdo de fundamental
importéncia na demonstrag@o da equivaléncia entre S e D .

Definigdo: o problema S ¢ dito estdvel se v(0) é finito e se:

11 1im, Q) = v(&y) (Vy#0)
o—+0 oy

& definigéo acima [}7]'independe da particu-
lar norma usada. Todas as condigdes de qualificagédo de vinculos
para o problema S implicam em estabilidade do mesmo, por’ exem
plo a condigdio de qualificagdo de Slater [32] .

0 limite assim definido € o negativo da deri
vada direcional de v na diregdo da perturbagio y. Uma vez satisg
feita a condigio de estabilidade, isso significa que o valor O~
timo do problema S8 ¢é finito e que nenhuma perturbagéo no "la-
do direito" do mesmo fard com que seu valor otimo varie com in-~
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3. Bquivaleéncia entre 8§ e D

Poderemos agora estabelecer 8 equivalencia
formal entre os problemas S e D , enunciafido o teorema da du
alidade forte, cuja demonstragio consta do apéndice A. Este teo
rema foli demonstrado por Geoffrion [17ﬂ fazendo uso da defini -
¢do e propriedades da fungl@o-perturbagdo v associada ao proble-
ma S , conforme definida no item anterior.

12 Teorema : (dualidade forte)
se o0 problema S (1) € estdvel (11), entfo:

(a) o problema D posgsui uma solugéo Stima;
(b) os valores Otimos dos problemas S e D
g8o iguais;
* . ~ s
(c)-3\ é uma solugdo Stima do problema D se e
gomente se - N & subgradiente de v em y=0;

(da) qualquer solugdo Gtima )T do probleme D ca
racteriza o conjunto de todas as solugdes 0-
timas (ceso existam) do problema P como so
lugoes dos subproblemas s

' * . , ..
Nota: -3\ é subgradiente de v em.y=0 se v(0) & finito e se:
%
v(y) * v(0) =X *y

para todo y& R® (ver apéndice A).
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k \*
maximize ) _ [fi(xi) -‘Xygi(xi)]
i=1
sujeito a:
L L
xie Xi ( l&i<k )
que satisfazem: i ( »
& \ X, £D
i=L + *

‘X‘"( il gi(x;) -b ) =0
l:

As conclusdes (a), (b) e (d) do teorema da
dualidade forte validam pois a wmesolugéo do problema § por co
ordenagdo via dual. Em especial, a conclusfo (b) elimina a pos-
sibilidade da existéncia de uma "brecha de dualidade" entre os
valores otimos dos problemas S e D . E interessante ainda no
tar que é possivel, pela conclus8o (d), determinar o conjunto
de todas as solugles Otimas (caso existam) do problema S a
partir do conhecimento de gqualquer ume das solugdes Jtimas do
problema D . A'conclusﬁo (¢) revela a conexfio existente entre
o cdnjunto de solucgdes otimas do problema D e a fungéo-pertur
bagdo v (10) associada ao problema S . Ainda essa mesma conclu
s8o permite interpretar o conjuntd de solugdes Otimas do proble
me D como o conjunto de multiplicadores dtimos de Kuhn e Tuc-

ker para o problema §S .

4, Linearizacg@o externa do problema D

O problema D (6) n8o € de resolugdo ime -
diata, jd que sua fungfo-objetivo nfo € explicitamente conheci-
da como fung@o de seu argumento A . Isso porque as fungoes Wy
(7) também ndo sfo explicitamente conhecidas como fungdo de seu
argumento X., podendo apenas ser calculadas ponto a ponto.
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Veremos em seguida que cada uma das fungdes
LA (1£i%k), que se pode facilmente demonstrar serem convexas,
pode ser reformulada comos envoltdria de todos os seus suportes
lineares, de onde surge a idéia de aproximd-las por linearizacdo

externa, fazendo uso de um numero finito de seus suportes linea-
res.

0 efeito global dessa manipulagédo serd. pois
introduzir ume fung@o seccionalmente linear, explicitamente co -
nhecida, definida em: /\ e com valores em R, que aproxima a fuh -
géo-objetiVo do problema D . Essa aproximag¢do assim introduzida
¢ satisfatdria sob o ponto de vista computacional e, sob condi. -
gOes a serem estabelecidas no capitulo IV, nflo compromete as pzo
priedades de éonvergéncia do algoritmo implementado de resolugéo

do problema § que nos pPropomos construir.

O teorema que se segue mostra que hiperpla -
nos-guporte a cada uma das fungles LA (1=i%k) aparecem natural -
mente como,subprodutos da resolugdo dos correspondentes subpro -
blemas Di (7).

Teorema: seja 3\&/\. Entéo D%‘ admite pelo menos uma solugdo
¥;e X; com wi(7L) finito, para 1%ifk. Nestas condigdes
—gi(ii) é subgradiente de W, em A

A& demonstracio deste teorema baseia-se no se
guinte resultado, provado em [32] :

Lema s uma. fungio © semicontinua superiormente, definida em
. n 1% . .
um conjunto compacto T'er y € limitada superiormente
e atinge em " o valor: '

@ = gupremo ©O(x)
- xeT

Demonstracio: a existéncia de x; & Xy ¢ garantida pelas hipoteses




" 15

IIT.4 30

apresentadas em (II.1l), com a aplicagé8o do lema anterior. Poz:'bag
to, D- (14i%k) admite solug@o 6tima para qualguer ieRm
par‘b:.cular para todo 7\6/\ A concluséo final é obtida com as se -
guintes desigualdades:

wi(’)\) = supremo [fi(xi) - )wgl(x )]

xj-f*Xi. _
> 2(%) - Negy(F) =
= £i(%;) - hogy(F) - g (x) M) =

= wy(N) - () VM)

pela prdépria definigéo de w; . Logo:

w (N) ?W::..(TM

gy (x)-OWN) (Y hel))

A demonstragBo éstd completa.

Teorema: a fungio Wy (12i4k) coincide en A com a envoltoria de
todos os seus suportes lineares ealculados em ]\

Demonstragdo: aplicando-se os resultados obtidos do teorema ante

rior, poderemosg escrever:

w0 2w (V) - gy (F)-OWN)

para todo ')\,X EA onde X. E X é uma solugao otima de D,-)L (7)
Tomando-se o supremo desta desn.gualdade gobre todo EA tere -

mos:

wi_(’X) 2 gupremo [wi(i) - gi(ii)'(’x‘?)\)]
YNel\ S .

para todo ’)keA. Uma vez que podemos tomar '}» = 7& y & igualdade de
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ve ocorrer, e o supremo deverd ser atingido. Logo:

w. (’)\ ) = méximo |w. ()\ ) - g. (R, )*0\-—3\)
* - NeA [ o ]

para todo )E/\, desta maneira completando a prova do teorema.

Como resultado de tudo o gque foi exposto nég
te item, poderemos entéo aproximar cada fungio wy (1%i%k) por:
ume fungdo seccionalmente linear w:, definida em /\ e com valo -
res em R, e calculada como:

W, (7\) mdximo [wi(ﬁé) - gi«igb'(%fsg)]
C3=0,1y 60 ey?

Os vetores XJ i=0,1,...,¥ , constituem uma base para a linea-
. Cada vetor'xasix é uma solugdo 6-
%3 ’ para 3—0 l,...,Q .

E interessante notar desde jd que toda liber
dade € concedida mna escolha desta base, tanto quanto ao numero
total ¥ de vetores participantes, quanto aos particulares walow
res escolhidos. Sob o ponto de vista computacional, é vantajoso
que & base seja constituida por um numero minimo de elementos -
0 que minimizard o tamanho do problema a ser otimizado -~ , e gque
8stes elementos tendam a concentrar-se na regifio de /A onde inte-
ressa-nos seja mais fina a aproximagio, ou seja, nas vizinhancgas

rizagéo externa da funcéo LA
tima dos correspondentes subproblemas

do ponto de 0timo procurado.

A linearizagdo externa assim introduzida é
a construcio bdsica para a sintese do algoritmo implementado de
resolucdo do problema S por coordenagio via dual. Aprenderemos
no capitulo seguinte como proceder a alteragoes de base no decor
rer do processo iterativo, & medida que nos aproximamos de uma
solucio dtima para o problema D .
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5. Algoritmo mestre para resolugéo de D

Pagsamos agora a apresentar o algoritmo mes-
tre para resolugdo do problema D , obtido por linearizagido ex -
terna de sua funcgio-objetivo e posterior aplicagédo da estratégia
de relaxagdo, conforme visto no item anterior.

A estrategia de relaxacido é particularmente
eficaz quando aplicada a problemas de obtimizagédo que envolvem um
mimero muito grande de restrigoes. A idéia bdsica consiste em re
solver uma versao dita relaxada do problema originalmente proposg
to, isto é, levando-se em conta um subconjunto das restrigdes,
desta maneira diminuindo-se a complexidade do problema a ser re-
solvido. Se a solugdo dtima obtida para esta versdo relaxada sa-
tisfaz as restrigdes ndo levadas em conta, temos em mEos uma so-
lugéo 6tima do. problems originalmente proposto. Caso contrdrio,
constréi-se uma nova versédo relaxada, passando-se & considerar
restrigoes que se verifiquem btenham sido violadas.

Um refinamento importante consiste em abando
nar restrigdes plenamente satisfeitas, o que serd explorado no
capitulo seguinte. Vemos, pois, que a estrategia de relaxagéo
substitui um dado problema de otimizagfo com restrigoes por uma
sequéncia de problemas menores, alterando-se iterativemente o
subconjunto de restrigces em pauta, até que se obtenha uma solu-
¢so Otima que satisfaga a todas as restrigoes, ou seja, uwma solu
gdo otima para o problema originalmente proposto. Um dos exem -~
plos mais marcantes de aplicagéo da estrategia de relaxacgido € o
método simplex para progremegéo linear,

0 algoritmo mestre apresentado em seguida sg
rd posteriormente modificado, quando entéo estabeleceremos a con
vergéncia da versfo implementdvel a ser obtida no préximo capitu
loes
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Algoritmo mestre.

passo 1

passo 2

passo 3

passo 4

-_— -
Escolha Ael\. Resolva os subproblemas D;é:

— o

wy (V) = méximo [2;(x;) - X -gy(x;)]
L 1

]

pare l£i€k, usando um algoritmo de otimiza -~
cdo adequado (por exemplo, método de diregd-
es vidveis). Seja (xl, x2, coey °) uma. solg
gdo dtime assim obtida, e (—glﬂxl)n -8,(%, ),
sy gk(xk)) 0 correspondente conjunto de
subgradientes. Faga'Q—O.

Resolve a aproximagéo linear corrente ao pro
blema D , isto é:

k.

minimize ) . W?L( A) +\ b
i=1 '

onde definimos (1&i%k):

Wai_(X) = méX_imo [wi(ij) -~ gi(ig)'(K-—%i')]
JE0, 1,y 00 ey

usando um algoritmo de otimizacgaéo adequado.
Seja )3+‘uma solucdo dtima assim determinada.
_3+
Determine uma solugdo otima (xff, Z+, eoay
q+) para os subproblemas D—Q“ (14i%k).
=+l . X
5 (-gy (2, -8y (E3")s eey - (X)) o cox

respondente congunto de subgradientes.

4+ i .
Se 3?‘ € ume. boa aproximagso da solugao exa
ta do problema D , pare. Caso contrdrio, fa
ca Y =¥+ 1 e vd para 2.



III.5 34

0 algoritmo mestre (17) assim proposto gera
iterativemente uma sequéncia de hiperplanos-suporﬁe a cada uma
das fungoes ws (1%4i4k). Assim sendo, a cada iteragio a aproxima-
gdo corrente ao minimando do problema D € sucessivamente refi-
nada pela adigdo de novos hiperplanos-suporte.

Desta maneira, o tamanho do problema a ser
resolvido no passo 2 do algoritmo mestre proposto crescerd de i-
teragdo a iteragdo, segundo uma progressao aritmética. Sob o pon
to de vista computacional o algoritmo mestre (17) é, pois, con -
ceitual. No capitulo IV veremos como contornar esta dificuldade,
pelo abandono, sob condigoes controladas, de hiperplanos-suporte
mais antigos.

No passo 4 do algoritmo mestre fol sugeridsa,
de maneirs vaga, uma certa regre de parada. Ume possivel regra
de parada derivaria da observagio [15] de que.a sequéncia de va-
lores Otimos correspondentes & resolugi@o do passo 2 do algoritmo
mestre € uma sequéncia monotonice crescente de limites inferiio -
res ao valor otimo do problema D . Anslogamente, a cada solugdo
otima ??+‘assim computada no passo 2:corresponder§ ou valor oti-
mo calculado quando da resolug@o dos problemas D%P“ (14i4k) no
passo 3 do algoritmo mestre, valores dtimos éstes ‘que se consti-
tuem em limites superiores ao valor dtimo do problema D .

Desta maneira, a regra de parada sugerida
por esta observagio seria: pare se:

I+l +\
LS -I.IQ £ €

onde £€ é um escalar nio negativo drbitrariamente escolhido e:

SRS K. 3 z34 3+
ey Jw(h )+ Aed
- i=l. -
1 . K 7 Ty
I:SQ+ 2 w ‘mimimo R [ Z : W:L;(XH-) + X’ -b]

j=0,l.,..., i=
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Todavia, implementaremos ume regra de parada
mais simples, isto é, pare se:

k5 & -1 7Y
) () -y (M) €

e“ —Xm_ 3\9 “ 482» .

1

onde €, e €, sfo escalares nédo negativos arbitrariamente escolhi
dos. '

Como comentédrio final, enfatizamos, mais uma
vez, que o principal obstdculo & implementaglo do algoritmo mes-
tre (17) é, como jd foi apontado, o crescimento do tamanho do
programa de iteragfio para iteracgdo. No capitulo IV estudaremos
condigdes sob as quais € possivel aplicar a estratégia de relaxa
¢80 com abandono de vinculos ao algoritmo mestre. Esta técnica,
em linhas gerais, constitui-se no abandono de hiperplanos-supor-
te mais "antigos", desta maneira fazendo com que o tamanho do
programa esteja sempre dehtro de limites computacionalmente ad -
missiveis. Naturalmente, as condigdoes que nos interessa determi-
nar deverdo ser compativeis com & convergéncia do algoritmo mes-

tre.

Aspectos relativos & resolugéo dos subproble

1 gerBo abordados no capitulo V.

A

mag D
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IV IMPLEMENTAGKO DO ALGORITMO MESTRE

1. Separador e mapeamentos cortantes

Vimos no capitulo II como & dualizag@o permi
tin-nos reescrever o problema S sob uma forma egquivalente, ma-~
is adequada para resolugdo, obtendo-gse entéo o problema D . No
capitulo IIT aproximamos a fungio-objetivo do problema D , co -
nhecidea .apenas implicitamente em fungéo de seu argumento l,, por
meio de hiperplanos-suporte, obtendo uma nova fung@o-objetivo ex
plicitamente conhecida.

Esta nova fungfo-objetivo foi entdo incorpo-
rada ao passo 2 do algoritmo mestre apresentado em (III.5), cuja
implementagdo é obstaculada, como jé vimos, pelos sucessivos au-
mentos em tamanho do programe a ser resolvido néste mesmo passo.

Bste capitulo dedica-se a estudar condigdes
sob as quais é possivel abandonar-se hiperplanos-suporte gerados
em iteracdes mais antigaes do algoritmo mestre, desta forma impe-
dindo-se que o tamanho do programa a ser resolvido atinja limi -
tes computacionalmente inaceitdveis. Em outras palavras, deseja-
md% aplicar ao algoritmo mestre a estratégia de relaxacgio com

abandono de vinculos [10], ao.mesmo tempo garantindo convergén -

cia da versfo implementada assim obtida.

Para isso, faremos uso da teoria generaliza-
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da de convergéncia para algoritmos tipo plano cortante aplicada
a problemas de programacio matemdética, conforme Eaves e Zangwill
[10] . Esta teoria haseisa-se em dois conceitos centrais: a fungéo
geparador e o mapeamento cortante. A partir déstes dois conceli -
tos constroi-se o algoritmo mestre plano cortante [1.0] , Qque ser-—
ve de denominador comum aos demais algoritmos tipo plano cortan-
te. Suas propriedades permitirdo seja estabelecida a convergén -
cia da verséo implementada do algoritmo mestre desenvolvido em

(IT1.5).

Métodos de programag¢io ndo-linear que fazem
uso de planos cortantes foram pela primeira vez introduzidos pém*
Kelley [26] e Cheney e Goldstein [5]. Nesta mesma linha citem-se
as contribuigdes de Veinott [44] - método do hiperplano suporte,
de Dantzig e Wolfe [6] - método.plano cortante dual, e de Zang -
will [47] . Contudo, todos &ste métodos sfo estritamente cumulati
vos, isto é, ndo permitem que cortantes préviamente gerados se -
jam abandonados ao longo do .processo iterativo, embora Keliey
[26] houvesse sugerido, heurilsticamente, que "tal procedimento
eventualmente forneceria uma solugédo € —-efetiva".

Posteriormente Topkis [41] apresentou garan-
tias de convergéncia para algoritmos tipo plano cotante com aban
dono de vinculos para fungdes uniformemente cdncavas , definidas
em um conjunto vidvel convexo. Esta hipdtese nfo é verificada no

Nota: uma fungdo f definida em um conjunto convexo T e com
valores em: R é uniformemente cOncava se existe uma fun-
¢8o & nfo decrescente, estritamente positiva em. (0,00 )
tal que, para todo x, y pertencentes a T tenhamos:

£((x4y)/2) 2 £(x)/2 + £(y)/2 + & (1x-y)) [41)
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nosso caso, j& que, como veremos, transformaremos o algoritmo
mestre em um programa completamente linear. Apds a publicagdo do
trabalho de Eaves e Zangwill [id],.Topkis QQ] reformulou alguns
de seus resultados anteriormente apresentados em @1], relaxando
algumas hipdteses anteriores.

Parece caber a Zangwill [48] a iniciativa de
fazer uso de mapementos ponto-conjunto no campo de programagaéo
matemdtica, reconhecendo que diversos métodos de programagdo po-
dem ser interpretados nestes termos. As propriedades apresenta -
das por tais mapeamentos, sistematicamente estudadas, permitiram.
ume derivagfo mais imediate de resultados sdbre convergéncia.

Finalmente, Eaves e Zangwill f&dl expandiranm
éstes conceitos, desenvolvendo uma teoria geral de convergéncia
para algoritmos tipd plano cortante aplicada a problemas de pro-
gramacfo matemdtica, resultados &stes discutidos e aplicados a
seguir.

Reescreveremos inicialmente o problema D
apresentado em (II.2) sob uma forma equivalente. Considerando
(Gi,%) como pontos do epigrafo das fungdes w; (7) (1l4i%k), isto
€,y

Gi %wi(k) = mf%c;%lz [fi(xi) - ’)x.gi(xi)]

podemos imediatemente reescrever D como:

k
18 D minimize 2 : 0 + A b
he

sujeito a:
Wi 2 fl(xi) —:'X.gi(xi)
= 23 L
(Vx&x,) (l~1-k.)
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Este problema com um numero infinito de vin-
culos lineares pode ser egerito sob forma mais corrente definin-

do:
kam.
z = (75, 9, ...,Q’k,I}xlr, >\2,._ ""xm)eR +m
rRE LR calculade como-:

k.
r(z) =:Gi + Aeb
i=1

G 2 {zeRk*m ‘7\&/\_, q; s gy (%) 2 £.(x3),
¥ x.ex,) (1%1%}:)}

com o que obtemos a forma equivalente procurada:

19 ‘ D. minimize r(z)
Cze@

Do mesma forma, o problema correspondente ao
passo 2 do algoritmo mestre definido em (III.5) serd reeserito

como:

20 D minimize r{z)
-9
zZ€ 4

onde definimos:

J k y . I =]

z £ {ze}R NN, ;A e (R 2 £.(7)),
(3%0,1,...,9 ) (1%14K))

0 conjunto-zQ corresponde a uma aproximagéo

do conjunto vidvel G por linearizagéo externa com a base {ig} ’
j=0,1,...,3 , isto’é, o problema (20) corresponde ao problema
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(19) relaxado, considerando-se apenas Y entre a infinidade de

vinculos lineares.

0 conjunto vidvel @, por sua vez, pode ser
considerado como o "limite" de Z para Y — , isto ¢, G repre
senta a regiao vidvel do problema D . E imediato que ZQ e G sdo
conjuntos fechados, e que ZD=>Gf¢ , uma vez admitida a hipdtese
s8bre consisténcia do problema S .

Os algoritmos tipo plano cortante sdo algo .-
ritmos de relaxagdo que aproximam o conjunto vidvel. de umi dado
problema pela intersecgio de uma colegdo de conjuntos, constrin-
do iterativamente uma sequéncia de pontos de tal forma que todo
ponto de acumulagdo pertence ao conjunto vidvel e € solugéo do &
problema originalmente propesto. Podemos identificar cilaramente
G como sendo o nosso conjunto vidvel, e Z° como uma de suas Pog:
siveis aproximagdes lineares externas, dado pela intersecgéo de
uma. colecgdo de k-V semiespagos definidos por hiperplanog-supor
te. '

Observamos que a fun¢do r assim definida €&
linear, ou seja, Da ¢ um programa completamente linear. Afirma
mos que a estratégia de resolugdo do problema D via algoritmo
tipo plano cortante consistird em resolver iterativamente os pro
blemas linearizados 3DQ , gerando um conjunto de k novos vincu-
los a cada iteracio do algoritmo, tendendo a refinarsa aproxima-—
¢do ao conjunto vidvel G nas vizinhangas do ponto de otimo procg
rado. '

Podemos imaginer k mapeamentos cortantes que
associam a cade ponto essascolegdo de novos vinculos. Uma das ca
racterigticas do mapeamento plano cortante é que os vinculos as-~
sim gerados - no nosso caso semiespagos suporte de G -~ excluem.
egstritamente (ver V.4i), por construgédo, o ponto que lhes deu ori
gem. Observamos ainda que uma solugéo dtima de DY nio determi-
na de maneira univoca o conjunto de novos vinculos ora gerados e
que deveréo ser incorporados, na iteragdo seguinte do algoritmo,
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J+1 . . .
20 novo problema D » Na realidade, € possivel gerar-se uma
colegdo de conjuntos de novos vinculos.

Puncdo separador

A sequéncia de pontos zl (j=0,1,...) gera-
da pelo algoritmo tipo plano cortante estard contida em um con -~
junto fechado X, e satisfard uma propriedade muito especial, is-
to é, se zi¢G , ousgeja, se z ndo é solugéo otima do problema

DJ , entdo zj estard separado dos pontos zl3 zg, ceay iride
pelo menos certa disténcia, definida por uma funcio separador.

Définicéo: dados os conjuntos fechados @#GcX em. um espago métri-
co, a fungéo d :X~G—>R & uma fungéio separador se:

(a) é ndo negativa; i
(b) se zQ«-»zo0 e 5(20)—»0, entdo z2%a.

Um exemplo de fungdo separador é a disténcia
d(z,G) entre um ponto zeX e o conjunto vidvel G. Decorre da defi
nig¢édo acima que ) é positiva em X~@G; que qualquer fungdo p
definida em X~V G e com valores em Rt e semicontinua inferiormen-
te, € uma fungdo separador; que o minimo de uma coleg8o finita
de separadores € um separador; e que se S & um separador e 51»6
entdo & & tembém um separador (wer [10]).

Mapeamento plano cortante

A introdugdo do mapeamento cortante envolve
o espago de subconjuntos JZ dado por:

oé g{ z,lé«:zcx, Zfechado}

Supondo-ge X um espag¢o meétrico compacto, e
que G=X é um subespago compacto, poderemos estender a,%; uma to-
pologia com a métrica de Hausdorff 20 . Nestas condigoes %5 se
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rd compacto, em térmos de topologia de conjuntos.

Com o auxilio da fungdo separador e do espago
podemos caracterizar agora o mapeamento cortante.

Definicgédo: um mapeamento ponto-conjunto ¢ :XNG—»% € um mapea -
mento cortante se existe uma fungdo separador & defi.
nida em X~ G e com valores enm RYtal gue, para todo
zec X~V G e todo Ze(p(z), temos :

zl B(z, 6 (7)) fﬂf

onde B(z, & (z)) & uma bola aberta centrada em z e com
raio § (z). '

Nessas condigoes, cada conjunto Ze(p(z) serd
chamado de cortante. Note-se que o conjunto vidvel G € na reali-
dade a interseccio de todos os cortantes, isto é:

¢ = UgE~e)

Observe-se que cp agsgocia a cada ponto de XovG
uma colegBo de conjuntos de a\é (mapeamento ponto-conjunto), ou
seja, para cada ponto ndo pertencente ao conjunto vidvel @, o ma
peamento cortante gera uma coleg8o (possivelmente infinita) de
novos vinculos. Tipicamente, mapeamentos gortantes geram conjun-
tos de hiperplanos-suporte do conjunto vidvel.

2. Algoritmo mestre plano cortante

Pagsamos agora a apresentar o algoritmo mes’=
tre plano cortante [10] , desenvolvido por Eaves e Zangwill com
bagse nos conceitos ore apresentados. Tal algoritmo counstitui-ge
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em um modélo bastante geral, cujas propriedades de convergéncia
interessa-nog discutir. Nosso objetivo final serg apresentar em
(V.3) uma de suas versdes implementadas, e entio aplicd-la & re-

solugéo do problema D .

Algoritmo mestre plano cortante (AMPC) - Eaves e Zangwill El]

21 Teorems :

Seja & £ d(+,G) uma funcio separador defini-
da em X~vG e suponha tenha sido gerada uma sequéncia
zl, zz, ey z° de pontos de X. Se zoe G, ent8o pare.
Cagso contrdrio, determine um novo ponto E}Hé X tal que:

2 8(zt, 8 (z1)) (0£i49)

dados os conjuntos fechados @#GeX, seja a sequénecia
z°, zl, ... de pontos de X gerados por AMPC. Entéo
qualguer ponto de acumulagdo desba sequéncia pertence-

rd ao conjunto G.

Demonstragdo: tomando~se subsequéncias se necessdrio, considere-

mos que, devido & compacidade do conjunto X, a sequéncia zo; z,
de pontos de X gerados por AMPC converge & um ponto de acu-

mulagéo

1

2%, Entdo:

)
2 ——>Zo°

Como por construgdo do AMPC temos:

ZQ+16 X

Z§+1¢ B(Zj",é (Z;j})) (Oéjr__A_O)

D¢ 6 =

concluimos que:
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Como z?-»za), entédo:
I 2 5}“__*.0
e portanto:
§(2) —o0

e por definic8o de fungBo separador, conclui-se imediatamente
que:

3. Vers2o implementada de AMPC

Apresentaremos agora uma versso implementa~
da do AMPC. Tipicamente, uma iteracgiio desta versfo consiste em
resolver um problema de otimizag@o em um dado conjunto vidvel.
A partir de ume das solugles dtimes assim obtida sfo gerados no
- vos vinculos a serem adicionados e caracterizados os vinculos
inativos a serem abandonados. Essa adig¢@o-e-abandono. correspon-
de a uma redefinigfo do conjunto vidvel, modificando-o para a
proxima iteraglo do algoritmo.

Admitiremos vdlidas as hipdteses apresenta~
das em (II.1). Sejam Q) Xﬂ)G——*&ﬁ (1=i%k) mapeamentos cortan-~
tes e 5 tXv G —R uma fungao separador associada a todos os
(pj: Vamos definir Ig]camo o conjunto de indices de cortantes
referentes ao subsistema i nf8o abandonados até & j-ésima itera-
¢do inclusive, e I1 como o mapeamento ponto-conjunto definido

em J,’a como ¢

T (z) = { Z2€ Z l r(z) € r(z).a(Vzeﬁ)}
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0 mapeamento.r asgocia a cada conjunto Z, re -
gifo vidvel do problema (19), o conjunto de pontos de otimo cor-
respondentes.

Versfo implementada do AMPC

pagso 1  Paga 2°=X, 9 =0, F=-o0, 5 =0. Calcule z% 1'(2°).

passo 2  Suponha que até & Y -dsima iteragho tenhem si-
do calculados valores para T e,é,; e geradas &
sequéncia de pontos zj.(jzo,l;.,,,Q—l) e a se-
quéncia de conjuntos 29 (j=O,l;.,.,Q-l) dados
por intersecg8o de cortantes. Se £4é(h pare.
Caso contrario, vd para 3.

passo 3 Aplique os mapeamentos cortantes e obtenha no-
vos cortantes, escolhendo arbitrariamente:

o, € »(Qi(z""‘) SEEY
Defina:
31
Y =% nclﬂ...ﬂck

e calcule ZQET(Y).
3 = . F . A .
Se r(z” )=» T +4 , defina 4 como a intersec -
g8o de todos os cortantes presentes na defini-
gdo de Y e ativos en z7 . Facga f;r(;) e 3=5(55.
Caso contrdrio, faga 2 = 7. |

A construgdo de novos vinculos e o abandono
(quando possivel) de vinculos inativos é feita no passo 3. Vemos
que éste algoritmo abandona vinculos inativos em massa no instan
te em que o ganho em valor da fungdo-objetivo do problema D te -
nha sido satisfatério, a criterio do separador'é; entrementes,
todosg os vinculos gerados sdo retidos. O abandono de vinculos :
inativos nfo altera o valor dtimowcorrente do problema, jd que
estamog a tratar de um caso totalmente convexo.



Teoremsa: a verséo implementada do AMPC resolve o problema:
minimize 1r(z)
ze€G

Demonstracdo: decorre da prdpria construgdo da versfo implementa

da do AMPC que dois casos distintos podem ocorrer.

caso 1l: a desigualdade ndo foi desobedecida por uma sequéncia in
finita de pontos consecutivos. Néste caso, podemos extra
ir de {zﬂ a subsequéncia-ﬁmk}kEN'infinita de pontos do
compacto X, tais que r(ﬁk)'é r(yk“l) 1-8(yk"l). Tomando
subsequéneias se necessdrio, considere gque a sequéncia
yO, yl,... converge a um ponte de acumulagio 391 Entao:
.k 00
y —y
. . k)
Usaremos do fato de que a fungdo 8:X~G—R calculada por:
5(z) = infimo{d(z,x)lr(z)ér(x)+5(z) , xer}

é também um separador [1@]. Provaremos inicialmente que
qualguer y}c da sequéncia satisfaz. ykéé B(g’,8(y%)) para
todo jkk. Admitindo por absurdo que para algum jKk :

ye B(xhS'(yd))
entéo teremos:

a(y*,yh) <dh =

= infimo{&(jrﬂﬂ%'}"ci&f{}r,(gf(jjj)}-r(x)+é( y¥) , xex}
Decorre da prdpria construgio do passo 3 que:

r(y%) > r(y%) + 8(39) (Vixk)
Obtemos entﬁo, g partir do. resultado anterior, que:

a7yl <8 ¢ aFyh (D)
Concluimos necessariamente gue, para todo j<k, temos:

v ¢ B(x?,8(y9))

Por aplicagio imediata do teorema (21); concluimos que:
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cagso 2: a desigualdade fol desobedecida por uma sequéncia infini#é
ta de pontos consecutivos. Tomando subsequéncias se nec-
céssério, considere gue a sequénecia infinita de pontos
yor yl
de acumulagdo y°°. Entdo:

s +e+ de pontos do compacto X converge a um ponto

K
N

Decorre da propria construgdo do passo 3 da versdo imple
mentada do AMPC que, nestas condigoes:

g¥c z¥-1. ..
Comos .

y'e Pa)=z"
enﬁéo teremos:

yk<=»zﬁ

para todo j£k. Ainda pelo passo 3, lembrando que:
ko kelgik-lg.k-1 k-1

decorre que:

k . J=-1
Yeci-

para todo (1£jsk) e todo subsistema (12i%k). Por defini-
¢éo de mapeamento cortante, deverd existir ume fungdo se
parador $ definida em X~G e com valores em R*tal que
ge verifique:

y5¢ B(y3L, 6 (3971

para todo (l£j€k).
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Por.aplicagdo imediata do teorema (21), concluimos que:

2 \
¥y ———»yogez G-

4. Mecanismo de geracdo de cortantes

0 .resultado fundamental do item anterior & a
vers8o implementada do AMPC. Relembramos gque o algoritmo mestre
de resolugdo do problems D , apresentado em: (III.5), foi refor-
mulado em: (IV.1l) e posteriormente colocado sob a forme de algo -
ritmo tipo.plano cortante com abandono de ¥inculos, vinculos €s-
tes a serem gerados por mapeamentos cortantes.

Nesta linha de desenvolvimento, resta-nos a-
gora caracterizar os mapeamentos cortantes Pys @ fung¢fo: separa -
dor ) asgociada e o mecanismo de geragao de cortantes.

kpds resolvermos o problema:

D minimize 1r(z)
zesZQ

correspondente & -ésima iteraglo do algoritmo (III.5), obtemos
uma solugdo otima: ‘

Y S ) 3+ REL RIML AL
Z.Q = (T, Tpo coes T ks Ay evesd ) € X

e devemos entfio resolver os subproblemas (1£iZk):
T '
maximize -[fﬁﬂxi) Y mgi(xi)]
X & Xi

—

~ o L
obtendo solugoes otimas X, e Xﬁ (1#£i%k) e um certo conjunto dl
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(14i4k) caracterizado por:
N A ' j WA A
6 ={ @ s ANEI oy o hogy (2 > 5 Nz el

_.Como passo preliminar ds demonstragdes de
que & gerac@o dos conjuntos G?L faz-se por mapeamento plano cor=-
tante, provaremos que, se e X~ G, g{l‘béo z’ & gseparado estrita-
mente do conjunto vidvel z3 . )

Teorema: O conjunto 03.. € %g (14i4k) assim. obtido a partir de

uma solugdo Stima z3¢ G do problema D , sSepara eg
tritamente 2z do conjunto vidvel associado ZQ .

Demonstrac8o: se zQé G, entf@o, por definig8o de G, existird um.

ponto x';_c-:-Xi tal que:
vt j

Q“i + A ~gi‘(x§_) 4 £i(x:.f)

Logo, usando da compacidade de Xi, obtemos:

£ £ ~ . =
e s -
= mdximo [:ﬁi(xi) Y 'gi(xi)]z
xgeX, - .

A+ )

= ﬁ;.l_;(i'czt‘i) - N e (x)

ou seja:

para 1l£i£k,

Uma vez estabelecida esta propriedade de se-
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paragdo estrita, resta-nog apenas definir uma fungao separadon
P;:X~G —~R para que possamos caracterizar 0 (1#i4k) como um
cortante, apds o qual identificaremos formalmen‘be os mapeamentos
cortantes ‘?1 (14i%k). éstes mapeamentos cortantes, mais a fun -
¢Bo separador adiante definida, integrardo a versdo :melementada
do algoritmo dual de resolugdo,do problema S , objetivo déste
trabalho. ‘

Néste momento serd necessdrio lembrar que,
a0 apresentarmos o algoritmo meéstre-plano cortante (IV.2), supu
gemos & existénecia de um separador S X G—*.gﬁ tal que:

5(.) £ a(.,6)

Definamos, com o auxilio de (7) e (6), a
funcgéo cf X~ @—»d5 calculada como:

§(") = i[ (A -]

k 1'-2L L

onde 0<%}, e que verifica essa desigualdade. De fato, dado

ZQQX’F' ¢, e fazendo-se uso da norma do maximo, podemos escrever:

a(z ,&) > minimo mdximo lzi»- zil >

z€ G £ifmak
> minimo  méximo ‘Zi- zi\ =
z& & 1<i€k
3+
= Fo_ A - é
méximo minimo (zii T, )
1£i<k 2. € G '
l- .
k. i+l +1
» &% . méximo [fji,(xjj.)-?\‘ g; (x, )]
kod=l yex ~-
i

Ou seja, usando (7) e (16):
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k A Y
S(z) & %:11[ SN ERTEN
, i=]l. .

Obgervamos que o somatdrio estendido as com~
ponentes surge da observagdo de gque, se a desigualdade é verifi-
cada com respeito ao mdximo valor tomado entre as componentes,
também serd verificada com respeito ao valor médio tomado entre
todas estas componentes. O pardmetro O04K£]l foi introduzido com
vistas & implementacgfo desta fungBo separador, que serd utiliza-
da computacionalmente. '

Teorema: A fungéo <§:XAJG—>33 assim definida € uma fungdo sepa-—
rador para todo O<X£1,

Demonstragao' se z¢ @, results imediatamente de (7)ze (10) que
5(z >0, ou seja, 6 €& ndo negativa em X~G. A continuidade de §
¢ estabelecida lembrando-se que WQ (12i%k) e uma fungéo seccio -
nalmente linear, e portanto contlnua, e que, em vistas dos resul
tados de [22], trancritos no apéndice A, as fungdes W, (1£i2k)
tembém sfo continuas. Como toda fungdo real definida em X~G e
semicontinua inferiormente € uma fungdo separador [ld], a demons

traglo estd completa.

Unindo os resultados obtidos néste capitulo,
surgem entfo de uma maneira muito natural os mapeamentos cortan-
tes (Pl (lél‘k),vdeflnldos em XVG e com valores em &g , qQue as-
sociam & uma solugdo Jtima ﬁl do problema D (20) k conjuntos
de (novos) cortantes C? (14i4k), cada cortante correspondendo
a uma soluglo dtima do éubpﬁoblema:

SRR
maximize 'fi(xi) - 0\'gi(xi)
X5 € Xi
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O teorema seguinte estabelece que tais mapes
mentos Qi (14i<k), associados & fungéo separador anteriormente
definida, sfo de fato mapeamentos cortantes.

Teoreme: Os mapeamentos pounto conjunto (Pi:XfUG-*&ﬁ definidos
por:

.3 A
. ® — R é’é
@2 —~ Cy (1=izk) ,
s8o mapeamentos cortantes.

Demonstragfo: [10] , com auxilio dos resultados de [2] e [22],
transcritos no apéndice A. '
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V IMPLEMENTAGAO DO ALGORITMO DUAL

1. Introducéo

Nos capitulos I e II apresentamos o proble -
ma § , em cuja resolugdo estamos interessados. Mais adiante,
nos capitulos III e IV, apresentamos os fundamentos tedricos
que justificam a resolug@o de S por coordenagido dual, propon-
do para esta finalidade o algoritmo (III,S) e sua versfo imple-
mentada (IV.3). - '

Néste capitulo estudaremos a implementagdo
déste algoritmo, comegando pela apresentagdo de um método de di
regoes viéveis escolhido para resolucéo dos subproblemas D

A
(7), ebapa necessdria & determinag8o de novos cortantes. Em se-

guida, proporemos um mecanismo computacional pera implementar a
adig8o-e-abandono de vortahites.

Outros assuntos também discutidos dizem res-
peito & inicializac@o do algoritmo, bem como &s regras de para-
da que decidem quanto & truncagem do ,processo iterativo e conse
quente fornecimento de solugdes quéseé=dbimas para o problema S.

Inserem-se no texto fluxogramas explicativos
de diversas etapas de interésse na implementagdo do algoritmo
(IV.3), deixando-se a apresentagdo do diagrama de blocos comple
to pars o apéndice B. Ainda désse mesmo apéndice constam instru
goes gerais para uso 4o programa por nds desenvolvido.
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A titulo de ilustragio, € proposto e resolvi
do um problema de otimizagfo de um sistema decomponivel, apre -
sentando-se os resultados computacionais obtidos.

2. Regolugio dos subproblemas D%_

| Para obter um cortante Gg (§=0y1y.¢0.)
(1%i4k) € necessdrio, como jd vimos em (IV.4), resolver o sub -
problema:

i RIY o ot . A d,
DRJ wi(k) maximo [fi(xi) - N\ gi(xi)]
x;€ Xy

obtendo-se uma solugdo dtima X%*éixi.

Escolhemos um método de direcdes vidveis [50]

de primeira ordem como instrumento de resolugio dos subproble -
mas por razoes de simplicidade, facilidade de implementagéo e
generalidade, uma vez que se pode imediatemente estender o pro-
cedimento para o caso, mais geral, em que os conjuntos vidveis
Xi sejam definidos por vinculos diferencidveis quaisquer. Além
do“mais, a experiéncia |37] reconhece serem asg taxas de conver-—
génecia déste método tanto mais elevadas quanto melhor a confor-
magfo da regifo vidvel, o que ¢ de supor-ge em se tratando de

politopos.

Métodos de diregdes vidveis constroem, & paxr
tir de um dado ponto vidvel, uma semi-reta que passa por éste
ponto e por pontos do conjunto vidvel. HEssa semi-reta tem a par
ticularidade de ser definida pela diregao vidvel 4 qual corres-
ponda a maior taxa de ganho inicial (no sentido incremental) em
valor da fungfo-objetivo. Em seguida, o método determina um no-
vo ponto vidvel sdbre esta semi-reta, correspondente & otimiza-
gédo da fungBo-objetiwo a partir do ponto viavel anterior, nesta
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diregdo. Ou seja, resolve-se um dado problema de programacdo ma-
temdtica por ume série de problemas de obimizagio unidirecional,
processo éste que néo oferece maiores dificuldades sob o ponto
de vista computacional.

| Assumiremos por hipdtese que cada conjunto
. 7 .‘..é I 4 ., .
viavel Xi (1 1 k) é um politopo dado por:
By

é ‘ . =
X, & {xi;R ,_.‘,..lAi X, +B; £0 } ]

onde Ai,(mixni) e B; (mi) s8lo, respectivamente, matrizes e
vetores dados. Admitimos ainda que todos os politopos assim defi
nidos s8o conjuntos limitados, desta maneira satisfazendo as hi-
poteses iniciats (IT.l) sdbre compacidade. Além do mais, uma con
diglo de qualificaglo de vinculos € automdticamente garantida pe
la line#ridade dos mesmos, por exemplo, condigdo de qualificago
reverso-convexa [32] .

Essa nova hipdtese ora introduzida é interes
sante sob o ponto de vista computacional, tornando mais imedia -
tas operagdes como testes de viabilidade e cOmputo de valores lg
cais do gradiente dos vinculos, que fazem parte integrante do mé
todo de diregdes vidveis a ser apresentado a seguir. Ademais, &
de se egperar que a sglugéa dtima obtida correspondénte a resolu
¢8o do subproblema D%‘le (3=0,1y...) (1l&i%k) pertenga & frontei-
ra do politopo correspondente, ou seja, o0 processo de otimizacdo
poderd eventualmente terminar em um ndmero finito de passos.

Diregdo vidvel Jdtima de deslocamento

Dado um ponto vidvel, a diregfo de desloca -
mento & qual corresponda a maior taxa de ganho inicial (no genti
do incremental) em valor da fungHo-objetivo € dada pelo valor lo
cal do grediente dessa mesma fungfo-objetivo. Todavia, é necessg
rio assegurar-se que tal diregfo de deslocamento seja vidvel, ou
seja, é necessdrio levar-se também em conta informagles locais
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dcérea dos vinculos que definem: & regifio vidvel do problema de

otimizag8o. Zoutendijk [50] observou que a sequéncia de pontos

vidveis gerada por um algoritmo de diregles vidveis pode even -
tualmente "engarrafar" em um ponto nfo-desejdvel quando levamos
em conta, na determinagdo da direg¢do vidvel de deslocamento, a-
penas os vinculos localmente ativos. Bsse fendmeno pode ser evi
tado levando-se em conta os vinculos localmente &€ -ativos, isto
g, os vinculos ativos mais aquéles prestes a tornarem-se ativos

A diregBo vidvel de deslocamento € determina
da resolvendo-se um problema de programac¢do linear chamado Mini
max [37], que passamos & apresentar. Serd necessdrio definir:

x,6X, - ponto vidvel inicial

1.
ig R?T - 1-dsima (0=l=mi) linha da matriZ‘Ai
1 v
Bi -
hﬁg RT - direg@o de deslocamento a partir de X

A

& R - 1-ésima (0=l=m; ) componente do vetor B;

Ji(xi) - conjunto de vinculos &-ativos em X, dado
~ por:
17 ' i SRR A e |

& diregfo vidvel Jtima de deslocamento a par

tir de X,y que representaremos por: H§ (14i4k), € obtida como

soluclo dtima do seguinte probleme de programagéo linear [37@:

Minimax maximize (fo’.i(xi) - ’}»-Vgi(xi)) - hy
sujeito a:
AYem, €0 (1e 3f(x. )
i T iV
Bg| £ 2 (0%j4ny )

0 primeiro conjunto de restrigoes serve para
garantir a viabilidade da solugio otima procurada. O ultimo con
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junto de restrigdes serve apenas como um fator de normalizagéo
da diregfio otima procurada.

Definindo-se h10 como o valor dtimo da fun-
¢io-objetivo do minimax, prova-gse |37] que h% =0 para todo Xy
vidvel e todo- & ’03 Mais ainda, se XX, € uma solugao dtima
para o0 problema D; , © tomando-se & =0, entéo hL ~O.

Deslocamento méximo vidvel

Dado um ponto vidvel inicial X41 © calculada
uma direcdo vidvel Jtima de deslocamento h; atraves da resolu-
¢8o do minimax, o método de diregoes viéveis'preve, como etapa
seguinte, a'identifieagﬁo do trago da semi-reta de origem x; e
diregéo hiana fronteira do conjunto v1avel Xi’ Ou seja, devemos
calcular o deslocamento méximo vigvel e a partir do ponto ini -
~cial X4

| G)* = maximo {eeR, (Xi + Q ;hi.)e Xi’ }

A determinagio de &' € feita por um processo
iterativo de tentativa-e-érro. Tipicamente, 8ste processo itera-
tivo consta de um numero infinito de passos, necessitando-se,
pois, truncd-lo. Bese truncamento, sob certas condigdes [37],
nfo afeta as propriedades de convergéncia do método de diregdes

vidveis.

Otimizacdo unidirecional

Uma vez determinado o segmento?
* X1 .
[Xi.* r X o+ Q0 i]e X

~ 7. * .
resta determinar uma solugdo otima X4 do seguinte problema de

otimizacdo unidirecional:
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maximize [fi(xi) - '}\-gi(igi)]

sujeito a:

xie [xi,x +@'h]

o que se faz pelo método da busca pelo segmento dureo B?J. Bs-
se processo iterativo, de tentativa-e-érro, desenvolve-se tipi-
camente em um numero infinito de passos. Também agqui surge a
necessidade de truncar o processo iterativo, 0 que, sob certas
condigoes [31], néo afeta as propriedades de convergéncia do mé
todo de diregdes vidveis.

0 método de diregdes vidveis por nds imple =
mentado é uma versio do algoritmo 4.3.20 - de [37] . Uma observa -
¢8o importante a ser feita € que, néste trabalho, néo foram feil
tos estudos tedricos sdbre as consequéncias do truncamento, li-
mitando-nos a introduzir mecanismos heuristicos com essa finali
dade. ‘ '

0 diagrama de blocos completo do método de
diregoes vidveis faz parte integrante do apéndice B.

3. AdigBo-e-abandono de vinculos

) Reportendo-nos a (IV.4) e (IV.5), vimos que
cada cortante Cj (1#i#k) € caracterizado por um semi-espago
suporte dado por: '

C:. & { (T,X)eR "TQ,G' [>\ gl(x%i) %1) }ﬂnX

' 44
“onde x EIX é uma solugdo otlma 4o subproblema D?? , Obtida

pelo metodo de diregdes vidveis apresentado no item anterior.

. i D
Em cada caso, 0 conjunto vidvel 2 corres

pondente & 3 -ésima iteragdo do algoritmo (IV.3) & dado pela in
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o ~ - N,
tersecgao de uma colegéo de cortantes, ou seja, Z € claramente
um politopo, definido por inequag¢des lineares. Bsse conjunto de
inequag¢des lineares pode, .evidentemente, ser colocado sob a for
ma ¢

3 3
7 é{zeRk"'mI A ez é]??}

onde £ ¢ uma matriz retangular e BQ ¢ um vetor coluna. 0 nume-
ro de linhas da matriz A& & igusl ao mimero de cortantes correg
pondentes & -dsima iteragdo do algoritmo, por sua vez igual ao
numero de elementos do vetor BQ. A matriz A? tem, evidentemente
(k+m) colunas. |

s : Q
Tipicamente, uma linha da matriz A seria ex-.

pressa por:

[o eeel 40a O gi(if_) g‘:‘:(ii)]

i-ésima coluna

e o correspondente elemento do vetor B por:

[f.i €2 )]

para (l€isk).

Percebemos j& que o mecanismo de adigfo-e-
abandono de vinculos nada mais deverd ser que um mecanismo de
redefinigBo da matriz A? e do vetor PBq, por adigéo-e-abando-
no, respectivamente, de linhas e elemento, de iteraglo para ite
ragdo do algoritmo.

. Q
A determinacgao dos novos cortantes Ci
(1¢i%k) corresponderd a adicionar automdticamente & matriz A4

) . .
e ao vetor B , regpectivamente, k novas linhas e k novos ele -

mentos . Meis ainda, o mecanismo computacional proposto, a crité
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rio do valor corrente da fungfo-separador definida em (IV.4),
deverd proceder & identificagdo e abandono de linhas e elemen --
tos que correspondam a restrigoes inativas para a solugéo Jtima

corrente.
R\

4 . ) L, NI
e um novo vetor B y que definem o novo conjunto viavel Z .

. , . ~
Desta maneira obtemos uma nova matriz 4

No programa de computador por nds desenvolvido essa tarefs é
realizada pelas subrotinas MTRX1L e MTRX2 (ver apéndice B).

¥ importante notar que as dimensdes da ma -
triz A? e do vetor B? variam de iterag8o para iteragdo do al-
goritmo, e que se faz necessdrio adicionar varidveis de folga
gds desigualdades matriciais:

adnz < BY (§=0,1y00.)
para transformd-las em igualdades matriciais, com vistas & uti-

lizag8o do método simplex para programagdo linear (ver apéndice
B).

4., Fluxograma final

0 seguinte fluxograma simplificado correspon
de ao algoritmo dual implementado para resolugdo do problema S
(I1.1), sendo o resultado final déste trabalho. Néste fluxograma
identificamos as principais etapas do prbcesso iterativo, dei -~
xando o detalhamento completo por conta dos diagramas de bloco
apresentados no apéndice B.
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leia dados e parémetros

|

calcule um ponto vidvel inieial
%S (1=i=k) pelo método simplex

¥

faga Y=0 e '\ =0

resolva os subproblemas:

D%‘e (1zisk)

pelo método de diregdes vidveis

—
-

#\

A D+ 1

ft

|[calcule o separador

o

A J

determine por MTRXZV

A N
P

abandonando ou reten
do, a critério de &,

vinculos inativos

\ 4

determine por MTRXL

A
A3+, B L

4

7 . . '
resolva D pelo metodo simplex |«

|

regra de parada

o

NAO

SIM

solugdo quase-otima de 8
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5. Exemplo proposto

0 seguinte exemplo foi por nds proposto para
ilustrar a aplicagdo do algoritmo dual (V.4). Assim sendo, to -
mando como modélo a formulagéo’do problema S (I.l), formulare
mos O nosso exemplo como:

maximize fl(xl) + f2(x2)
sujeito a:

Alfxl + Bl =0
A2'x2 +'B2 =0

81(x) + gy(x,) £
onde:
| _ 1 .2 2 2
fl(xl) = =( Xy - 2 ) - (‘Xl )

. 2 . 2 2
£(x,) = =( x5 = 1) “(x -2 )46
gi'(xl) = ( X% )2

12\
gi(xl) = ( x] +%] )

1 A
gg(xz) - Xi l
2
go(xy) = x5 + x5

(1 1] (1 ]
1. 1 -4
-1 0 - 0
0 -1 | 0
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1 1
A2 = -1 -0
0 -1

65.
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APENDICE A

l. Teoria de dualidade

Trenscrevemos, & seguir, alguns resultados
de 17 sdbre teoria de dualidade, baseado nos quais demonstra -
se 0 teorema de dualidade forte, empregado em (III.3).

Definicdo: o problema candnico primal P é:

P maximize f£(x)
x€X
gujeito-a:
g(x) £ 0
onde:

£f:X—+R - & uma fungio-critério cdncava explicitamente
conhecida, definida em X e com valores em R;

g:X—vﬂm- é uma fungdo-demanda convexa explicitamente
conhecida, definida em X e com valores em R@

X = R® - é un conjunto convexo nio-vazio.

Definicgéo: o problema candnico dqual D de P é:

D minimize supremo f(x) - Neg(x)
A 20 xeX



Definigéo:

Definigéo:

Definicgéo:

Definicéo:

Definicéo:

68

onde AeR® é o vetor de varidveis duais.

o valor étimo de P & o supremo de f£(x) sujeito a
x6X e g(x) £ 0.

o valor étimo de D € o supremo de seu maximando su-
jeito a AR 0.

un vetorA é um: vetor multiplicador otimo para P se
o par (x,) ) satisfaz as condigdes de otimalidade:

(a) - x maximiza £(x) - N.g(x) em X,
(b) A g(x) =0
() A 2O

(a) &(x) £0
pars algum x& X,

a fungBo-perturbacgéo v associada a P definida em R
e com valores em RUfia% é calculada como:

v(y) = supremo f(x)
: xe&X

sujeito a:
g(x) £y

onde y& R® é o vetor perturbago.

—

seja Fe R* um ponto onde v & finita. Um vetor N B
é subgradiente de v em y se:

v(y) 2 v(F) + N o (y-5) (Vyer®)



DefinigBo: o problema P ¢é estdvel se w(0) € finito e:

im v(0) - v(eyl
040 o) v

<o (Vy#0)

Definigéo: Y=R" € o conjunto de todos os vetores perturbagédo pa
ra 0s quais o correspondente problema perturbado € vi

dvel, isto €é:

¥y para algum xeX}

i~

re {yeRm!:g(X)

Lema 1: Y é um conjunto convexo, e v ¢ uma fungido convexa enm
Y. ' '
Demonstracéo: [l ] .

Lema 2: Seja © uma funglo convexa definida em um conjunto con
vexo Y R® e com valores em RU{-oo} . Seja t Il uma nor-
ma definide em R®, e seja y um ponto no qual © é fini
ta. Entélo © possui um subgradiente em F& Y se e sdmen
te ge existe um escalar positivo M tal que:

o(7) - o) ,
Ny -y

para todo ye Y tal que y#j‘r.
Demonstracio: [17]3.

Lema 3: Seja v(0) finito. Entéo N € uma solugéo otima do pro
blema D e os valores otimos de D e P s8o iguais
se e soémente se -\ & subgradiente de v em y=0.

Demonstragéo: [17} .

Temacds:  S&jaivw(od=finitoje N um subgradiente de v em y=O. En-
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td0 X é uma solugido 6tima para o problema P se e

soémente se (X,- A ) satisfaz as condigdes de otimali-
dade (a), (b), (c) e (4d) para P .

Demonstracio: [1 7l .

Teoremsa : (dualidade forte)

Se o problema P ¢ estavel, entdo:

(a)
(b)

(ec)

(a)

Demonstracio: como

o problema D possui uma solugfo otimaj

os valores otimos dos problemas P e D séo
iguais;

N é uma solugdo otima do problema D se e
somente se -\ & subgradiente de v em y=0;

qualquer solugo Stima ‘A do problema D ca
racteriza o conjunto de todas as solugdes o-
timas do problema P como solugdes do sub -
problema:

maximize f(x) - 0&-g(x)
xe X ‘

sujeito a:
g(x) £ 0
A -g(x) =0

P & estdvel, v(0) é finito e concluimos dos

lemas 1 e 2 que Vv possui um subgradiente em y=0. As partes (a),
(b) e (¢) decorrem por aplicagido imediata dow: lemas3. A parte
(4) decorre imediatemente do lema 4 com o auxilio da parte (c).
Com isso completamos a prova do teorema da dualidade forte.
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2. Mapeamentos ponto-conjunto

Apresentamos a seguir alguns resultados ex -

traidos de [2] ’ [22] e [23] concernentes a mapeamentos ponto-con

junto. Estes resultados. sdo utilizados na demonstragdo do lema 8

de 10 , citado como prova do teorema , apresentado no capitu

lo IV.

No que se segue, consideraremos X e Y como

dois espagos topoldgicos [23] .

Definicso:

Definicgdo:

Definicéo:

Definicdo:

umsmapeamento ponto-conjunto QL:X—Y € aberto em =
x£X se, qualquer que seja G=Y aberto, com ez, #
# ¢f, existe uma vizinhanga U de x, tal que:

(Vxeu) =—> . .Q.(X)ﬂGfo

um mapeamento ponto-conjunto (L :X—+Y é . fechado em
xdeX se, qualquer que seja G Y aberto, com Ga&(xo}
existe uma vizinhanga U de X tal que

'(Ver) E:2> OQ=x)ea

un mapeamento ponto-conjunto LL:X-+Y € continuo em
x X se ¢ aberto e fechado em > S
um mapeamento ponto-conjunto (L :X—>¥ é uniformemente
compacto nas vizinhangas de x5 X se existe uma vizi -

nhanga U de x_ tal que o fécho de:

0

U ax)

xeU

é compacto.
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Nos dois teoremas que se seguem, extraidos

de [22] , consideraremos:
f: XY —» [~ @, + o)

v(x) & supremo f(x,y)
yel(x)

onde SL:X—Y e um mapeamento ponto~conjunto que associa a cada
ponto de X um subconjunto de Y.

Teoremsa : Se SL ¢ continuo em xoeX e uniformemente compacto

nas vizinhengas de X, e se f é continua enm ngL(xo)

entdo v é continua em X,

Demongtracéo: [2 2] .

Teorema : Se SL € continuo em xgX e £ é continua em xg.ﬂ_(xo),
entédo o mapeamento M definido: em X comos

M(x) & {yeSl(X) lvl(X) <f(xy)}e ¥

é fechado em X .

Demonstracéo: [2 2] .
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APENDICE B

Néste apéndice apresentamos uma descrigido do

algoritmo implementado de resolugdo do problema S por coordena

cio dual. Esta descrigfio ndo pretende ser exaustiva, mas téo sd -~

mente apresentar aspectos que interessem diretamente ao ususdrio

do programa desenvolvido.

Paridmetros
INTMP
INTSS

EPSON

EPS2N

EPS3N
DIMAX

Dados fornecidos

KSYST
M

1. Entradas e gaidas do programa

numero maximo de iteragdes do algoritmo
mimero mdximo de iteragdes do algoritmo de
resolugdo dos subproblemas Dﬁ (7

fator que determina,~em fungdo do valor cor-
rente do separador, o valor inicial da preci
a8o de trabalho do algoritmo de resolucgéo
dos subproblemas DX (7

prebisﬁo utilizada na regra de parada do pro
cegso iterativo, conforme (III.5)

idem, ibidem

mimero médximo de colunas da matriz A

numero de subsistemas
numero de recursos produtivos comuns ofereci
dos aos subsistemas



BPRIM

MSYST(I)

NSYST(I)

AR(T)

T4

vetor cujas M componentes representam as dig
ponibilidades dos recursos produtivos comuns
oferecidos aos subsistemas

numero total de restrigoes que definem o con
junto Xi de decisGes vidveis associado ao i~
égimo subsistema

dimenséo do vetor de deciséo associado ao i~
ésimo subsistema

matrizes que definem o conjunto Xi de deciso
es vidveis associado ao i-ésimo subsistema:

X, = X(I) gVSYST(I)  ap(1).X(I)+BR(I) = O

Expressoes analiticag a serem fornecidas:

Valoreg computados:

OPVD1

X(I)

deverdo ser fornecidas ao programa diversas
expressbes analiticas, diretamente ligadas
ds expressdes das fungles-critério f; e das
fungdes-demanda g; (1=i=k), nos seguintes
lugares: '

fluxograma pdgina

Lembramos que, ao fornecer estas expressoes,
é necessdrio proceder & alterag¢des nos coman
dos GO T0(...),I associados, em fungéo do va
lor de KSYST. |

valor quase-0timo da fung@o-objetivo do pro-
blema S

vetor de decisfo quase-o0timo associado ao i-
ésimo subsistema
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XLAMB vetor de pregos quase-dtimo

A matriz cujas KSYST colunas representam os va
lores duase-O0timos das fungdes-demanda g
(1=1i=k) associadas aog respectivos subsiste-
mas

USAGE vetor cujas M componentes representam a dife
renga entre a disponibilidade de cum dado re
curso produtivo e a demanda total quase-Ooti-
ma désse mesmo recurso produtivo.

2. Mensagens de érro
INVIABILIDADE

SUBSISTEMA I = eee

Houve érro no fornecimento dos valores dos
elementos das matrizes AR(I) e BR(I). O pro-
grama apontou o conjunto Xi_como gendo vazio.

AUMENTAR PRECISEO

frro excessivo na determinacgio das aproxime-
coes lineares. Necessdrio diminuir o valor
do par@metro EPSON.

DIMENSIONAMENTO ULTRAPASSADO

Foi ultrapassado 6 valor méximo admitido pa-
ra o numero de colunas da matriz 4. Necessd-

" rio redefinir o dimensionamento (Bs i).de ma-

triz A e o valor do parémetro DIMAX.

3. Dimensionamento.

& estrategia de relaxacgfo com.abandono de
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vinculos, conforme apresentada no capitulo IV, resulta em traba-
lhar-se, a cada iteragdo do algoritmo, com um numero varidvel de
aproximacgdes lineares. Desta maneira, € preciso levar em conta a
variagdo no dimensionamento das matrizes correspondentes &s apro
ximag¢des lineares, ndo se permitindo seja ultrapassado o dimen -
sionamento méximo previsto no inicio da corrida do computador.

Desta maneira, é possivel t8o sdmente defi. -~
nir um dimensionamento minimo para diversas matrizes, e recomen#
dar um valor mdximo correspondente.

Serd necessdrio definir os seguintes valorgés:

Ll = mdximo NSYST(I) + MSYST(I) + 3
I

L2 = KSYST + 2

¢l = méximo 2-NSYST(I) + MSYST(I) + 2

I
g2 = 3°KSIST + M

com base nos quais computamos:

MSIMP
NSIMP

méximo ( L1 , L2 )
mdximo ( C1 , C2 )

it

il

valores éstes que servirdo de base para definir dimensionamentos
minimos.

Dimensionamentos conhecidos a priori

AR(KSYST, mdximo MSYST(I), méximo NSYST(I))
I I

BR(KSYST, médximo MSYST(I))
I

BPRIM(M)
ITOTI(KSYST)
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P( (M+l)-mdximo NSYST(I) )
I

MSYST (KSYST)

NSYST (XSYST)

NUMBR(KSYST)

S2GMA(KSYST)

USAGE(M)

X(KsYST, mé%imo NSYST(I))

XHZ( méximo NSYST(I) )
1

XLAMB(M)

Diifiengionamentos minimos

A(MSIMP, NSIMP)
B(MSIMP4+2, MSIMP+2)
E(MSIMP+2, MSIMP+2)
EEX(XSYST, M+l)
EM(MSINP+2, MSIMP+2)
EX(KSYST, M+l)
INDEX(MSIMP)
KTIED(MSIMP)
SIML(MSIMP)
IK(MSIMP+2)
XMAXI(NSIMP+1)
XO(MSIMP+2)
X01(3*KSYST+1)

Todas as matrizes e vetores-coluna supracita
dos apresentam a propriedade seguinte: seus correspondentes nume
ros totais de linhas sfo de mesma ordem. Recomendamos adotar um
valor miltiplo do dimensionsmento minimo acime definido, e lem -
bramos que o valor do parimetro DIMAX a ser fornecido representa

o valor adotado para NSIMP,
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4. Subrotinas

0 algoritmo implementado para resolugédo do
problema S incorpora trés subrotinas, cujos argumentos e fina-
lidades descrevemos & seguir.

SUBROUTINE MTRX1
argumentos de entrada: XSYST, M, I3172, BPRIM, X
~argumentos de saida: MSIMP, NSIMP, NUMBR, A, X0, BX

Egga subrotina tem por finalidade iniciali -
zar o algoritmo implementado, construindo a primeira aproximacgio
linear. Ao cabo do processo iterativo esta subrotina € novamente
chamada, para computar os valores OPVDl e USAGE, descritos no
item 2.

SUBROUTINE MTRX2
argumentos de entrada: KSY3T, M, T, BPRIM, NUMBR,. EX,.

X, X01 -
argumentos de saida: MSIMP, NSIMP, ITOTI, &, XO, EEX

Esta subrotina tem por finalidade gerar no -
vas aproximagdes lineares e, a critério do argumento T, abando -
nar aproximag¢des lineares antigas inativas. O argumento T é com-
putado no programa principal em fungéo do valor corrente do sepa

rador.

SUBROUTINE SMPLX
argumentos de entrada: ISGNL, MSIMP, NSIMP, 4, XK

argumentos de saida: IDIDI, XMAXI

Esta subrotina tem por finalidade resolver
problemas de programagdo linear pelo método simplex revisado
DAJ. Na inicializagéo do processo iterativo é chamada para de -
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terminar uma decisfio vidvel inicial para cada subsistema.

0 argumento IDIDI pode tomar trés valores, a
saber, significando:

IDIDI = 1 problema consistente

IDIDI = 2 problema inconsistente, 0 conjunto
vidvel proposto é vazio

valor otimo ilimitado; & subrotina
fornece uma solugdo vidvel compu -
tada

IDIDI

0
W

No primeiro caso, as N3SIMP primeiras compo -
nentes do vetor XMAXI representam a solucgBo oFima computada, e a
(NSIMP+1)-ésima componente representa o valor otimo corresponden
te computado. '
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PARAMETROS

INTMP = 20
INTSS =20
Y
RO =1.

;
SPRT? = 4.
ZERO(EFLEJ
‘ EPSO|\1= 0.4
EPSZN= 0.1

B
EPS;} l'-‘-O.’l
ISG%L=1

I317l2 =1
13'17? =0

>l

81.



1
;

DADOS

LEIA KSIST.M

. 't
~<T1-1 1\45151’)

LETA NSIST(D),MSIST()

T

MSIMP = MSIST (1)

l

NSIMP - NSIST(D)|

—13 =1 1MSW\P}
— K - 11NSIME’>

LEIA AR(,13,K)

(1T = 1, MSIMP >

LEIA BR(I,IJ)

' -

—ICONTINUE
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2
l

XD

*—**<IJ='ﬁ,

XLAMBI(1J) = O.

¢

LEIA BPRIM(1J)

!

INTCIAIS .

 FLUXOGRAMA T
DECISHES VIAVEIS

'

T ISGNL

=2

~(INT1-1,INTMP>

~1 =1, KSIST >

EPSIN = EPSON* SPRTR

*<INT=%JNTSS>

EPSIN=EPSON*SPRTR |

l

ZERO = EPS1IN

r

| FLUXOGRAMA 1D
' DIRETRIZ VIAVEL

l. I
IS‘G!}IL=2 ISGF+\1L=3

6

=




84.

ZEROC : XMAXI(1) > 4

T

£ .
9 |« = INT:]
N 1
>
> wﬂ:spma
Y
| OPT1 _ OPTZ DELTA : SPRTR

:

EPS4N =0.5*EPSIN

10

\%4
IN /AN




<

85.

EPS'lN:XMAX/(‘l)

et

FLUXOGRAMA V |
- PASSO MAXIMO

'

FLUXOGRAMA VI
OTIMIZAGAO UNI-

DIRECIONAL
9
< EPSIN=0.5+EPSIN
Y
ZERO =EPS1N
Y
ZERO =ZEROC [SGNL=-2
| o4 -
8 | I
5 —{OPT2-CVEW
i - ‘
;EZG MA(Q% 1xC \/&ﬂ )
4_—{CONTINUE

i
12
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86.

ICALL MTRX1]

l

I
~1T=1,MSIMP>
— T - 11,1\4 >

EX(13,7) = EEX(13,7)|

EX (IJ, M+1}= E E X(IJ‘,M-i—ﬂ

131721 —
1317%; 2
13 ¢
14 ' |
T=1.
CALL l\l’\TRXZ
— — 16
—<J =1,KSIST>
NUMBR(J){-ITOT 1) |




13
'

CALCULO DO
'SEPARADOR

K-
SPRIR=O.
| --2

'
| ——'<IKK=1£KSIST>

.L=ll_+2

AA = S26MA(TKK )+ X041 (L+2)-X01 (L+1)|

!
L= L+ NUMBR()

87.

~ SPRTR =SPRTR+AA|

IK.=I?<—F1
([ONTlINUE*

T




ESCREVA @
5 NECESSARIC DETERMINAR

MALS PRECISAMENTE
¢S CORTANTES

20]

14

| ESEREVA:
~ DIMENSIONAMENTO |
- ULTRAPASSADO

20

CALL ?MPLX :
T = NSIMP-M

!
— IJ-—-},J' _>

X04(13) =XMAXI (1)

[
IDIi@I =1 IDIPI »2
i8] [19

88.



18

’131744” 31 74+1
AA=O.

P
—< U=},M >

AA=AA+(XLAMB (n)~XMAX1(W+J)**2_ .

l

XLAMB(17)= XMAXI{17+J) |

'
AA=SORT(AA)

OPVEE= XMAXT (NSIMP-+1)

l

OPVD2 = 0PVD1

89;

19

| Y
—< 17=1.M >

:
!

XLAMB(17)=XLAMB(1J)+20.

21




90.

[OPVD1-0PVD2

OFYD2-0PVD1:

EPS2N

3 1 CONTINUE

—1-1 ﬁ<515‘f>
- NSIMP{NSIST(I)
—13- 1%NSIMP>
ESCR EJA X0

l
20




20 |

l
CALL MTRX1

!
L= 3*xKSIST

l
~ UjiqM )

USAGE(I3) = -4.% BPRIM (13)

e 2emer |

JK=\+1J |
—— 1= 1.KSISD

-4-—!—-—”‘4-—

USAGE(TI3)=USAGE(IS)+A(T,IK)

l

ESCREVA LISAGE (T3)|

i
OP\/?i -Q.

—< IZLLKSIST >

OPVD1=0PVD1+XO0(I)

ESCREVA 0PVDA ,0PVD2

F1M

91.
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-< ]-. = 1. ) KSIST>
- MSVIMP -.-MSlST(I)-N s;srm

TNSIMP-NSIST(D

—<151MP=1{M51MP>

XK(ISIMP) = -1.*BR(I,ISIMP)I

l

~TSIMP=1,NSIMP >-

A(ISIMP,TSIMP)= AR(1,ISIMP,ISIMP)

l
ICOLY 1NSIMPM |
I€OL2 = MSIMP +NSIMP

-~ XJ=1,1MSIMP>
L=1J INSIMP
-——*<1K=m:01_1 1C0L2 >

04

A(U,IlK) = 0.
A(Ijq l‘-) =+ 1..
NS 1012

23




23]

~ JSIMP =1,NSIME>

$

AMSIMP#+1,JSIMF)=0.

A(MSIMP+1,2) =-1.

v

! \
~{ 17 =1,MSIMP>

* xmm--l-wxmmj
—< IK=1£NSU"1F’>

A(I13,IK)=-12#A(13, 1K)

'

CONTINUE =

Y

25

93.



25

CALL SMPLX

I

IDIDI:2

94,

—““’<ISIMP=¢1,NSIMP>

04

#

' CONTINUE

l

ESCREVA ¢

INVIABILTIDADE

X(I,ISIMP)=XMAXI(ISIMP)| -

1 |
PARE
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— ‘ _
i & = e — < 4 s N o Iu\_ n.ll - -
o> mw_n... 4./.\._..¢ . £ | .l = £ b K
A ~l =¥ TOpg Ol o 5o oMo
- pCAE \o_ 8_ | a_ O
b e By o = e
- 0 S . .
g \o_ | <
> e " —— i — — — n p—_-———— - i s — ] ’ :
o ! — = 3
— ~ — —_
" I— + + W =
"o Nl = = = 2
P ) n
~ = o D 5 g z
— L = N ) 5 X
C1- T = = E3 z
© - — o g w
W J - ‘ J - J
Y Y Y
il e e o o i Mams o — — ——— —— = S = e o S e o s e ot ey s o s oo an o s o s e e chtpn e i e st o e o e ks o —

26
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SXKA)-0.

| '
TROW=(M+1) *NSIST(I)

XK(1)= XK(1)+F(1J)]

AA--T.

—<_ 1T =1,IROW >
Y

96.

AA= +1.

\

XK (1) = AA*XK()
Y
All .,1)l =AA

TROW4 = NSIST(D) +1

!

IROW2 = NSIST(I) + 2

[
A(1,IROW2)=AA

_Y

27|




7]

| 2
~_1J= -21, TROW1 >

A(1,17 )l= F(13-)

TCOL1=NSIST (T)+ Mx (17-2)+1

Y
TCOL2 =NSIST(1)+M#(1T-1)
l
—<K --IGZOlILIGZOLZ)

AT #1(1,13 )R

Al1,17)=AAA(1,17)
TEASES

MSIMP}MSIST (1)
NSIMP ={\ISIST (1)

~ II=11MSIMP>

D1 = ZEROA+BR (T,13)

| ]
—< K=1, IIISIMP)

28

D1= D1 +AR(L,IT, K)*X(I,K)

'
29

97.



IFASE=l1FA5E+1
D1 =ARI(1,17,9)

\ '
< K=2 1 NSIMP >

—ID1=D1 + AR(I,IIK)

98.

AA=+1.

-

XK(IFASE+1)=AAx D1

|ACQFASEXLY) = Q.

|
—< K= ZIIRO\»/D

A(TFASE+1,K)= AAAR (T, 1T, KH)

l
30




30
'

K1= NSIST(I)+IFASE +1

l
—< K=IR?W29K1>

28

ATFASE+, K) =0.

!

 |A(TFASE +1 ,K1+1)= AA

]

[K=NSIST()+TFASE +2

¢

IDIDI = [FASE+1

!
—< 17 =1 : IDIDI >

TCOLT=NSIST()+13+2

!

ICOL2 = 2xNSIST(I) +IFASE+2

34

f
——JSIMP=1€0L1 ,ICOLD>
4

32

9¢%.

{CONTINUEF—

31




100.

9P
AA%O.

NSIMP=NSIST(I)]

- 1J =1{NSIMP>

XMAXI (13);-1..* F(1T)

ICOLA =NSIMP+M%(1J-1)
- y
K=I£C1L1+IK |

XMAXT(LD)= XMAXT (CF

AA = AA+ XMAXT(TT )2,

AA=SQRT (AA)
—C1T=1.M >
XMAXI(U)?X;’\.AXI(U)/AA

Y

33




32
| i

34— AI,TSIMP)=0.

‘ !
[TROW1-TFASE+2

l

TROW2 = NSIST(T)+TFASE +1

l

TCOL2 = NSIST(I)+IROW2+1

v

"< 1J ='IR
XK J)=+2.

4 JJROWD>

~ JSIMP=1,1€0L2>

A(IT,ISIMP)=0.

' |
L= L{-IFASE
' A(Ij,‘l): +10

TSIMP = NSIST(I) + TJ +1

#

A(17,JSIMP)=+1.

1 |
— IJ:LFLOLZ >

L A(K#Ij):O. |

,l
35]

101.



' 102,

35

B
AlK,1)=-1.

I
XK(i(h‘ |
| MSIN‘\P——-KA‘

NSIM P; 1€0L2|
CALL SMPLX




NSIMP-NSISTD

I
—< JSIMP=1,NSIMP>

IXMAXH(ISTMP) =XMAXT {JSIMP+4)-4.

103.

AA .
BB=RO
AT
TFASE-]

:
MSIMP=MSIST()

33 |

1DIDI -1

l
——< JSIMP=1,NSIMP >

l

145

37|

’ XHZ(ISIMP)%'X(IJSIMP)-%-BB*XMXI(ISIMP),

\
.—><ISIF’IP = 1¢,MSIMP D

D1 =BR(I,ISIMP)

36 ]




104,

i
—< JSIMP=1,NSIMP

D1=D1+AR(1,ISIMP, JSIMPpXHZ USlMP)I

D1 2

ES

37 F—{CONTINUE

'
——<JSIMP-L.NSTHP>

1
IDID1 =2

CONTINUE]

IFASE=L IFASE=2 TFASE=3 IFASE =4

38 39] 1[40 4




38

39

105.

142

DIDI-1 ] AA=BB
Y
BB = %B +R0
IFASE =0
o IDIDI =2 € BB =RO/(AI+1)
TFASE-=3
TDIDI = 1 |
IDIDI=2 D2 =BB-AA _

43

T1-AA

12=-BB

!

BB =AA+OS*D 2

i

IFASE=4

45

iz




10

41

106.

[DIDL=1 - AA=BB
BB -RO/Al
IDIDI=2 = _Al=Al+l U
oo L_AA=BB
BR=T2
o101 -2
v Y

42




107.

Dol —[44]
50,
%0

HFlZ=O. B

—146

VW= D1+ FAF2 % D2 |

————<J‘SIMP iiNSIMP}

'XHZ(JSIMF’) X(I 351MP)+VW*XMAXI(3$1MP) :

' |
1 | | [=KSIST

1

—-————-—-e—_" o

!

| , |

VW = £ (w2)-leg, xHz)| |
| ‘ |
I

_} l = 7 I ,.
IDI%I-—-’I | -IDIQI=2 IDID*1=3 IDIQLI=4 IDIQI=5 IDI{DI%

47 48 49 50] [51] 52
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C1A=CVOW

%

1 FZ{OBS

D2=T1

l

IDIDI=2

46

43

Y
€1 = CVCW

&

| F1F2=0.68

!

D101 = 3

46

108,



49 ]

[ C2=CVEW

l

T2=T1

T2=0.68%T2 +0.32%DA

i

C2=C1

i

D2=T2-D1

i

F1F2 =0.38 |

l

IDIDL=4

" F1F2- 0.5

l

IDIDI - 6

'
46

— D4 = 0.3B%T2 +0.62% D1

;

C1=0C2

l

D2 =T2-D1

!

F1F2 =0.68

TDIDI = 5

46 |

109.



50

C1=CVCw

51 ]

:

C2=0NEW

FIF2-0.5

!

IDIDI = 6

|

26

110.




VW=0.5%(D1+T2)

DELT4=0.
——»<JSIMP=1I NSIMP >

111.

EPS1N=05%EPSIN

DELTA=V W+ XMAXITSIMP)

¢

X (I,3SIMP) = X (T ,FSIMP) + DELTA

:

[DELTL=DELTA+DETA®2.

54 |

|
53




SUBROUTINE MTRX1(
13172, KSIST. M, BPRIM X,
MSIMP, NSIMP, NUMBR A .
X0, EX)

ICOL1=-7

&
MSIMP=KSIST

l
| = 3»1 KSIST
NSIMP =L +M

t
— 1=1 ,lexsT >
NUMBRI(I) =1

'
—< II=},L >

56

A(Il?%%l

1€0LL = [€0LL +3

!

AlI,I€0U) = +1.

l

A(T,ICOLA+1) =-4.

%

A(T,ICOLL+2)=-1.

!
29

112.



55
l

A(KSIST+1,TC0L1) = +1.

|

A(KSIST+1,1€0L4+1)= -1,

26

Vo

~—— A(KSIST+1,1€0L1+2)= 0.

AULL+)=93x) |

|
|

ALIEM) = 97 (Y

ol o e

AKSIST ,L+1) = 9 &3157(9( stsr)

u
4
|
Y

A(KSIST,L+M) = G M (X kster)

\_—’4___

X0t =£, (xy) .

[

Y

XO (KSTST) = sreb ¥ st

13172=1 = 13172=2

57 o8

113.



114.

L
—< T=1.KSIST >

- XO(1) =-1xX0()

# i
> —TT-1 ,,lNSXMP S
A(1,17)=-1*A(1.1J)

G:ONT'INUE B

——-< 7= 1M >
K= m\_

A

JAIKSISTH K)=-1 » BPRIM(IJ)

Y
~ I--l,\i(SXST )
"—’< I\T:&LM )

K=I¢J+L

EX(, I'Jf =A(T,K)

EX(T,M+1) =X0Ol0)

. t
RETURN




SUBROUTINE MTRX2(
KSIST,M,T,NUMBRR ,EX,
XO1,MSIMP, NSIMP, A |

X0, ITOTI,EEX)

TACTV-0
FACTV -1
N(O%2=O

TOLDC=2#KSIST

|
- I=1,I<SIST >

10LD(C =10LDECH+NUMBR(])

!

NCOL2 =NCOL2+NUMBR (1)+2

'

NCOL1 =NCOL2-NUMBR()-1

l
[TEST-NCOL1+2

!
ITOTIL(I) -Q.

59

L
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116.

5l9
—<1COL =ITEST,NCOL2 >

XO4(1€OL+T) 2 . TACTV=IACTV+1
A(IAU\/,JA&:TVM):-L
- ,Imn-(l)::rremn +1
CONTINUE |
IA@T\/JIACT\M
ITOTI() = %TOTI(I) +1
A(IAG:T\/JL(ETVFH. B

- Y .‘
A(TACTV,JACTV+1)=-1.

l

IROWL=IACTV-ITOTI(I) +1 |

'

1COLL =JACTV+2
l .

1COL2 =TACTV+ITOTI()+4

51




117.

61
i
TZ-1

—<11 = IROW1,IACTV >

1Z£=1Z£+]

' IZZ-:I(E?LHIZ

/
——{TACTV =JACTV+ITOTL(1)+2

All12Z)=-1.

!
ICOLL=TT0T1(1)+3

ICOL2 = 2% K‘SIST—FIAQZT\I
I Zi =0.
IRO\i/=O.
Ncodé=o.
2




il
\

’<’I=19T5Kﬂ' >

|NCOL 2 =NCOL 2 +NUMBR(I)}+2

i

ITEST =NCOL2 -NUMBR(D)+1

118.

Z =101

¥

63

— < TCOLTTEST 02>
IRO\A/=I¢RO\«/+1
01T > 1Z- %ZH
| S XOUIZ)=EX(IROW,M+1)
— T 1,.M_
IENOE:
V [A(TZ,TAD) -EXUROWL D]
CONTINUE
(1Z-1Z+1




L E
— 11-:1&,12 Dy
L T3 Icolu,mo%.2>

P\(H,{J)'—“O.

TCOLA = TALTV -TTOTT{KSIST)+2% (KSI&T-‘i)l

!

_I ROW1 = TACTV -ITOTL(KSIST)-1

| !
——=< 11 = IROW1,TACTY >

| 1
e 1{1&0\_1 >
AIL,JJ)-0.

[1Z =K?IST-1
NCOH:Q
64
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i

.y
~ 1=%,Iz >

NCOL1 = NEOLL+TTOTI(I-1)

t

NCOL2 = NCOL2 +2%{I-1)

]

ICOL1=NCOL2+ITOTI(I)+3

l

IROW1=NCOLL+1

e

[TROW2=NCOL1+1TOTI(])

~11= IR(l)\,Ji,IRowD
— JJ = 11N€OL2 >

—=<J7 = I&O\£1,I¢OL2 >
A(l1.371=0.

b

Izlzo
66

65
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66

1

o |
~<I=1,fSIST >

[IZIZ-TT000)

121.

4o |

§ A(ZIE0L2-1) = 9K ;
| | ;
| AZIOMEEE
| |
' OIZ) 5.7 5

[ =KSIST

¥

CONTINUE
IZtO '

NSIMPA(OL&M B
A 6{/ ]




122.

6/

| !
—_1=1, tfszsr >
1Z = 1Z+1T0T10)

XO(1Z) --—f.*xouz)
17 ———<’:r—.-1,i\l151MP >

AIZ,T) = *A(1Z,T)

{CONTINUE |
IAiti

Msni\P:xz

—<_] =1,%SIST D

A(1Z+4,TA1) =+1,

l

A(IZ+1,TA1+4)=-1.

'

TROWA = TTOTI(D)

#

ol  [68




123.

68

| ‘.
f——'< J=1 ,IlRO\A/’l >

K=ZYIIA1+1

-3

~ TTAL=TAL+ITOTI(T)+2

A(IZ%{K) = Q.

l
[ 1A1-TA1-1

——~<_I=%J4 >

ATZ+1,T+IA1)=-1 ¥ BPRIMG)

3
~_1=1MSIMP_ >

!
w~a<,3=%m4 )

&<<m?2+3

EEX(IT) = A(TZ,K) |

v .
EEX(T,M+1) =X0()

RETURN




SUBROUTINE SMPLX(

XK, XMAXT, IDIDI)

MSIMP,NSIMP , ISGNL A,

—<1J = 11MSIMP >

X0D)-XK(13)
IDH%I-—-l
M =MlSIMP+1
IZM=MéIM‘P+2
xom;\}n =0

XOGZT)=O.
—————(ISIMP%(MSIMP D

fINDEx (ISIMP) = TSTMP+NSIMP

i

X0 (I2M)=XO(12M)-XOUSIMP)

Y

170 -
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125,

70
- — JSIMPL,NSIMD
Al12M ,gSIMP)=O.
*——m—*ﬂ<ISIMP=%,MSﬂ%P;>

ACT2M ISTMP)=A(I2M ,JSTMP) -A(ISIMP,ISTIP)

= ISIMP;li,MM >
| ———><JSIMP=¢1,IZM >

E (ISIMP,ISIMP)=0.

;

E(SIMP.1SIMP)=+L.

|
[FASE-1
|

4

175

ILIN= MSIE’lP«IFASE%
D1=0.
v
71




126.

/1

¥

D2=0.

;
—< ISIMPI1,12M>

D1 = D1 +E(ILIN,ISIMP)*A(ISIMR,)

|

D2= D2+ E{ILIN,ISIMPI*A(SIMP.2)

D1=D2

K=1
N

~ JSIMP=3,NSIMP >

D2 = E(ILIN, 1)*AW,JSIMP|

| l
< ISIMPIZ,IBM >

/8

D2= D2+ E(ILIN, [SIMP}*A(ISIMP,ISIHP)

Y

[’/




127.

D1=D7

'

K =JSIMP

I FAEE =2

|

IDID1 =2 | 76 |

l
RETURN

' 1
~<ISIFP: LI

XMAXI(ISIMP) =E (TSIMP, 1)%A (1K) |

w '
————<JSIMP:L1_ ,12M >

XMAXTL{ISTMP)=XMAXT (ISTMP)+ £ {ISIMP, JSIMPI*A(ISTMP,K)

i
79




128.

=
ITIED:0
KTIED =0
——ISIMP =,M31MP>
XMAXI (IIP) T1 = X0 USIMP) XMAXIESIHP]
< B IIMP
CONTINUE ,
IDIDT = 3
76 I




129.

T2 =XOUSIMP)/XMAXI{STMP

CONTINUE

'
81

~ |ITIED=ITIED+L

i

|
KTIEDUTIED) =JSIMP

Y

82




84

\

—( JSIMP-

Y |
| KTIED{ISIMP)=O.

=

JTIED=0

J
1.ITIED )

| N

T1-T0

BN

Il
82

| KTTED(1) =L

:

KTIED(2)=JSIMP |

ITIED=2

Y

g2

r

ITIES=0

36

130,




— (FT-3 ,mED S

86
JJJ=KTIED(D)

Y
SIML (1) = E(J37,3SIMP)/XMAXT (33T)

|
JJJ =KTIED()

'

SIML(2)=E(373 ISIMPYXMAXI (337)

131.

XMIN=SIML @)

JJJ =KTIED(TT)

[88

1SIML(IT)= £(377, JSIMP)/XMAXI(333)
87




85

CONTINUE

132,

XMIN=SIML (37)

L= KITIEDUJ)

SIML{IT)XMIN =

F
—< JJT=1,ITIED >

%

+

T ES=ETIES+1

'

KTIED(ITIES)=KTIED(JT)

;

'
90

CONTINUE =~




35

e [TTIED=ITIES

8/

>l

DEOTEARAD S

XO(ISIMP)=XOISIMP) sTeXMAXI(ISTMP)

XOL-T1

ENDEXE\.PK ;

ALPHA=-1/XMAXI (L)

| Y |
~ 1SIMP=1,12M >

- ——TSIMP=1,12M >

EM(ISIMP,JSIMP) =0,

Y

EM(ISIMP,ISTMP)=+1,

|
91
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134,

911

~ ISIMP=1,12M >

E (TSTMP,L)=ALPHA*XMAXT {TSIMP)

Y

EM(L,L)=-1%ALPHA

< TSIMP=1,12M >

< TSIMP-1.12M> -

[

-~ [BESIMP,TSIMP)= EM(ISIMP,)* E (1 TSIMP)

Y

- JT=2,12M >

B(ISIMP,JSNP)=B(ISIMP,JSH;P)J{M (ISIMPJ])%E(JJ,JSIMP) |
—< WSIMP‘;HZM >
- TSIMP-1,12M >
‘ E(ISIMP,JSIMP)LB(ISIMP,ISIMP)

IFA%E% IFA%BZ |

/4 | /5




135.

/6

—=< ISIMP=3,NSIMP >
—|XMAXI(ISIMP)=0. |

v .
——<TISIMP=1,MSIMP >

JJ =INDEX(ISIMP)|

Y
XMAXI(TT)=X0{SIMP)

i

XMAXL(NSIMP+1) =X0(11M)]

RETURN




:805'

l3§;



139

BIBLIOGRAFIA

Baumol, W.'J. and Fabian, T.: Decomposition, Pricing
- for Decentralization and External. Economies.
Management Science, vol. 11, no. 1, September 1964.

Berge, C.: Spaces Topologigques. .
“Bditorial Dunod, Paris, 1966.

Bracken, J. and McCormick, G. P.: Selected Appllcatl -
ons of Non-linear Programming.
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1968.

.Campbs, 0dival Juliano de:CImplementagfo de um.algorit
mo primal para otimizagBo de sistemas decomponiveis.
Tese apresentada & Coordenagdo dos Progremas de Pds-
Graduagio de Engenharia da Universidade Federal do Rio
de Janeiro, 1972.

Cheney, E. W. and Goldstein, A. A.: Newton's method of
convex programming and Tchebycheff approximation.
Numerische Mathematik, vol. 1, 1959. '

Dentzig, G. B.: Linear Programming and Extensions.
Princeton University Press, Princeton, New Jersey,
1963.

Dantzig, G. B.; Fulkerson, D. R. and Johnson, S.:
Solution of a Large-Scale Traveling Salesman Problemi



10
11

12

13

14

15

16

140

Operations Research, Voi. 2y. no. 4, November 1954.

Dantzig, G. B. and Madanski, A.: On the Solution of
Two-Stage Linear Programs Under: Uncertainty.
Proceedings of the Fourth. Symposium on Mathematical
Statistics and Probability, University of California
Press, Berkeley, 1.961.

Dennis, J. B.: Mathematical Progremming and Electrical
Networks . '
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1959.

Baves, B. Curtis and Zangwill, W. I.: Generalized
Cutting Plane Algorithms.
SIAM Journal of Contrel, vol. 9, no. 4, November 1971.

Gale, D.: The theory of Linear Economic Models. -
MeGraw-Hill, New York, 1960.

Gale, D.: A Geometric Duality Theorem: with Economic
Applications.

Review of Economic Studies, vol. 34, no. 97, Januery
1967.

Gale, D.; Kulin, H. W. and Tucker, A. W.: Linear Program
ming and the Theory of Games. '

in Koopmen, T. J. (editor), Activity Analyses of Produc
tion and Allocation, John Wiley & Sons, Inc., New York,
1951.

Gass, Saul I.: Linear Programming - Methods and Appli -

cations.
McGraw-Hill, New York, 1969.

Geoffrion, A. M.: Primal Resource Directive Approaches
for Optimizing Non~Linear Decomposable Systems.
RAND Report no. RM~-5829-PR, 1968,

Geoffrion, A. M.: Elements of Large-Scale Mathematical
Programming.



17

18

19

20

21

22

23

24

25

141

Working Paper no. 144, Western Management Science Ins-
titute, UCLA, 1969.

Geoffrion, A. M.: Duality in Non~Linear Programming -
2 simplified applications-oriented development.
Working Paper no. 150, Western Management Science Ins-
titute, UCLA, .1969.

Geoffrion, A.M.; Dyer, J. S. and Feinberg, A.: An Inte
ractive Approach for Multi-Criterion Optimization,
with an application to the operation of’an‘academic
department.

Working Paper no. 176, Western Management Science Ing-~
titute, UCLA, 1971. o

Geoffrion, A. M. and Hogan, W. W.: Coordination of Two
Level Organizations with.Multiple Objectives.
Western Management Institute, UCLA, 1971.

H&usdorff, F.: Set Theory.
Chelsea, New York, 1962.

Hirshleifer, J.: On the Bconomics of Transfer Pricing.
Journal of Business, vol. 29, no. 3, July 19564

Hogan, W. W.: Optimizatioﬁ and Convergence for Extre -
mal Value Functions arising from Structured Non-Linear

Programg .
Working Paper no. 180, Western Management Science Ins-

titute, UCLA, 1971.

Horvdth, .: Introduction a la Topologia General.
Monografia Cientifica no.9, Série de Matemdtica, OEA.

Jennergren, L. P.: Studies in the Mathematical Theory
of Decentralized Resource-Allocation.
Ph. D. dissertation, Stanford University, 197L.

Johannsen, H.; Robertson, A. and Brech, E. F. L.:
Management Glossary.



26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

142

Longmans, Oxford, 1968.

Keley, J. E.: The Cutting-Plane Method for Solving
Convex Programs.

Journal of the Society for Industrial and Applied
Mathematics, vol. 8, no. 4, December 1960.

Koopmans, T. C. and Beckman, M.: Assignment. Problens
and the Location of Economic Activities.
Econometrica, vol. 25, no. 1, January 1957.

- Kornai, J. and Liptak, Th.: Two~Level Planning.

Beconometrica, vol 33, no. 1, January_l965.

Lancaster, K.: Mathematical Economics.
The MacMillan Co., New York, 1968.

Lagdon, L. 8.: Optimization Theory for Large-Scale
Systems
The MacMillan Co., New York, 1970.

Malinvaud, E.: Decentralized Procedures for Planning.
in Bacharach, M. 0. L. and Malinvaud, E. (editors),
Activity Analyses in the Theory of Growth and Plan-
ning, The MacMillan Co., London, 1967.

Mangasarian, O. L.: Non—Linear‘Programming.
McGraw-Hill, New York, 1969.

March, J. and Simon, H.: Organizations.
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1958.

Marschak, J. an® Radner, R.: The economic theory of
teamg. '

Cowles Foundation Monograph, Yale University Press,
1972.

Mesaroviec, M. V.; Macko, D, and Taksahara, Y.: Fheory
of Hierarchical, Multilevel, Systems. |
Academic Press, New York, 1970.



143

36 Nikaido, H.: Convex Structures, Economic Theory.
~Academic Press, New York, 1968.

37 Polak, E.: Computational Methods in Optimization.
vol. 77 in Mathematics in Science and Engineering,
Bellnman, R.f(editor), Academic Press, New York, 1971.

38 Stahl, I. and Ysander, B. -C.: General Principles for
Planning and Combat—Eeonomlc Evaluation.
'Researoh,Instltute for National Defense, FOA P report
¢-8171-11, Stockholm, 1967.

39 Stahl, I. and Ysander, B. -C.: System Analysis and
Long-Range Planning.
Research Institute for Natlonal Defense, FOA P report.
¢-8122-11, Stockholm, 1968.

40 Tcheng, T. -H.: Scheduling of a Large Forestry-Cutting
Problem. by Linear Programming Decomposition.
Ph. D. dissertation, University of Iowa, 1966.

S Topkis, Donald M.: Cutting Plane Methods without Nes-
ted Constraint Sets.
Operations Research, vol. 18, 1970.

42 Topkis, Donald M.: A Wote on Cutting Planes without.
Nested Constraint Sets.
Operations Research, vol. s 1970,

43 Varaiya, P. P.: Trends in the Theory of Decision-Mak-
ing in Large Systems.
University of California, Berkeley, 1972.

44 Veinott, A. F.: The Supporting Hyperplane Method for
Unimodal Programming.
Operations Research, vol. 15, 1967.

45 von Neumann, J.: Zur Theorie der Gesellshaftspiele.
Matematische Annalen, vol. 100, 1928.



46

47

48

49

50

144

Weitzman, M.: Iterative Multilevel Planning with.
Production Targets.
Econometrica, vol. 38, no. 1, January 1970.

Zeangwill, W. T.: Non-Linear Programmings
Prentice-Hall, Englewood (¢liffs, New Jersey, 1969,

Zangwill, W. I.: Convergence Conditions for Non-Linear
Programming Algorithms.
Management Science, vol. 16, no. 1, September 1969.

Zschaw, E. V. W.: A Primal Decompositioh Algorithm: for
Tinear Programming.

Working Paper no. 91, Graduate School of Business,
Stanford University, 196T7.

Zoutendijk, G.: Methods of Feasible Directions.

_Elsevier, Amsterdam, 1960.





