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e s t e  t r a b a l h o  t rata  d a  otimieação de s i s t e -  
m a s  decomponiveis . Um problema decomponivel de p r o e  
mação matemática é proposto e sua solução  o b t i d a  por  
coordenação dual .  Dois cioinceitos bás icos  que apa re  - 
cem em programação matemática de s i s temas  de grande 
p o r t e  s ã o  usados: l i n e a r i z a ç ã o  ex te rna  e re laxação.  

a lgor i tmo t i p o  p lano c o r t a n t e  que p e m i -  
t e  o abandono de vfnculos  plenamente s a t i s f e i t o s  é o& 
t i d o  com base em r e s u l t a d o s  de  t e o r i a  de dual idade.  
Sua a p l i c a ç ã o  ao  problemas l i n e a r i z a d o  externamente 
r e s u l a t a  6m um método convergente pa ra  so lução  do p- 
blema o r i g i n a l .  Um programa de computados f o i  desen - 
volvido  com & t e  p ropós i to .  



This work deals with the optimization of 

decomposable systems. A decomposable mathematical 
progrming problem is proposed ans its solution is 
achieved by means of dual coordination. Two basic 

concepts arising in large scale mathematical program- 
ming are used: outer lineasization and relaxation. 

A cutting plane algorithm without nested 
constraint sets is sinthetized based on results from 
duality.theory. Lts appication to the outer linearized 
problem results in a convergent method for the solution 
of the origlnal problem. A computer program has been 

developed . 
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1. Obdetivo primário 

Consiste nosso objetivo primário em d e f i n i r  
um problema de tomada de decisão, .- , dar-lhe uma interpretagão e 
então propor wn algo&itmo de resolução implernentdvel, d i s c u t i 2  
do-lhe os aspectos computacionais. 

DefinLr um problema de tomada de decisgo, 
segundo Varaiiya (1431 , s i g n i f i c a  i d e n t i f i c a r  emL urn dado contex- 
t o  os seguintes elementos : 

a - w n ~  conjunto de agentes, a o s  quais cabem.as toma - 
d 

das de decisão; 
b - para cada a' destes agentes, um c r i t é r i o  de prefe  - - 

rencia  (por.  exemplo, uma funçso-ob j e t ivo)  ; 
c .  - um 'oon;ij.xnto de decisoes viáveis  associado a cada - 

wn destes agentes; 
d - uma es t ru tura  de infoxmaçao, que pexmita a cada 

agente r e a l i z a r  observaçoes sõbre o seu "meio am- 

biente" ; 
e - uma descriç8o ou modelo do sistema, por intermédio - 

do qual é possível  examinar as interaçoes  en t re  o 
meio ambiente e as decisoes tomadas por um dado 
agente. 

Ainda segundo Varaiya [43f , o comportamento 



de cada agente e definido por wna regra de decisiio, que corres- 
ponde & sua resposta a uma dada observaçao (estímulo) efetuada, 
Podemos ainda, segundo Marschak e Radner L341 ,, definir como for 
ma organizaciona1 uma particular escolha de uma estrutura de in - 
fomnaçao e un conjunto de regras de deciseo, m a  para cada agq 

te, 

Passamos agora a definir o nosso problema de 
tomada de decisao, identificando os seus diversos elementos cong 

titutivos, 

Problema S - Geoffrion [15] 
k 

sujeito a: 

onde (1gi6k) : 
x - 6 o vetor de decisao, de dimensão ni, asso i 

ciado ao agente i; 
7 *i 
X . e  R - e o conjunto de decisoes viáveis associado 
1 

ao agente i ; 
I. :XiyR - é' m a  funçiio-criterio com valores em R as- 
1 

sociada ao agente i; 

gi-:xIIim- e uma funçao-demanda com valores em R ~ ,  a2 
sociada ao agente i, expressando o uso de 
m recursos prrodutivos dados correspondente 
decisao xi; 

m 
b r  * - 6 um vetor de B representando as disponi- 

bilidades de m recursos produtiLVos dados. 



S e a formulaçao geml de uma grande clas- 

se de problemas, cujo protótipo seria wn modelo economico oompg 

titivo. 'CPmai primeira interpretação de S seria a seguinte: um 
agente central (gerente) deseja repartir uma certa quantidade 
de m recursos produtivos em disponibilidade (vetor* b) entre k 

subsistemas, onde cada subsistema toma suas pr6prias decisoes 
viaveis (xie Xi, l&kk) referentes d utilimqao de sua quota de 
recursos produtivos, de modo a maximizar o wlucrow do sist;ema 
como um todo. 

Apresentaremos agora dois exemplos de problg 
mas de interesse prático, que podem ser colocados sob a forma 

do problema S . 
2 Exemplo : 

Deseja-se 

um problema 
tais [36] . 
estabelecer 

wi período de m anos, 

de exploração de recursos flores 

um plano plurianualr, abrangendo 
de derrubada de árvores planta - 

das em n áreas diferentes, maximihando-se a produção 
total, Sejam: 

'i j - cubagem total. (m3 de madeira) correspondente 
& drea jj (lgjjh) quando a derrubada 6 efetua - 
da no ano i (16k61.1); 

rj 
- n h e r o  de acres da área j (14jh) ; 

*i j, - fração da área j (lsjh) a ser derrubada no 
ano i- (1Lih) 8 

ai - nkero total de acres que podem ser derruba- 
dos no ano i (lf36). 

O problema de exploração de recursos florestais poderá 
assim ser formulado: 

m n A 

maximize > >: ci jxiJI 
i=l j ~ l  



Exemplo: um problema de planejanento de produção de 2 
nergia e lé t r ica  [35] .. 

Deseja-se escalonar a produção de energia e l é t r k a  

destinada ao consumo de n áreas conectadas entre s i  , 
minimizando-se o custo t o t a l  d e  produçgo. Sejam: 

co~sumo to ta l  de energia e lé t r ica  correspon - 
dente & área j ( l t jLn)  ; , - 

produção to ta l  de energia e lé t r ica  corres - 
pondente & área j (lGj%); 
quantidade t o t a l  de ene'rgia e lé t r ica  inter?.; 
cambiada entre a &ea j ( l g j t n )  e outras 6-  
reas, pelas linhas de trans'missão (xpj 1 O 

s ignif ica que a drea j está recebendo ener- 
gia elgtr ica proveniente de outras áreas) ;  
dissipação de energia elétr ica pors perdas 
vári8s na drea 3 1  (1Gjh)  ; 
custo de pr-odução ãe energia e lé t r ica  na d- 
rea j (lGjLn) por unidade de medida de ener - 
gia ele'trica. 

O problema de escalonamento da produção de energia e- 
l é t r i c a  poderia assim ser  formulado: 

minimise C Pjl(xlj;) 
j =i 

sujei to  a: 



nenhuma n e s t r i ç ã o  de  s i n a l  a xPjj 
(1LjGn) 

Uma o u t r a  i l u s t r a ç ã o  i in teressante  poder ia  

s e r  vista, p o r  exemplo, em [ 3 ] .  

2. Foma organixac ional  a s soc iada  a S 

Vemos p o i s  que o modelo proposto p a r a  o pro- 
blema S 6 b a s t a n t e  g e r a l ,  o que permi te  a s soc iá - lo  a d i v e r s a s  
f ormas o rgan izac iona i s  . Dentre  e s t a s ,  adotar-emos a s e g u i n t e  : 

S é o modelo de  planejamento de  uma companhia ( s i s t e  
ma) c o n s i s t i n d o  de  um g e r e n t e  e k divis&s ( s u b s i s t e  - 
m a s ) ,  cada uma d e l a s  produzindo e vendendo determina - 
dos bens. 

Dentro d e s t e  p a r t i c u l a r  enfoque, o p r o p a m a  

de produção tia i-ésima d i v i s ã o  6 representado p e l o  v e t o r  de at& 
vidades xi ( l ~ i ~ k ) ,  cada função fi(xi) (1LiGk) representando a 
p a r c e l a  de  c o n t r i b u i ç ã o  da  i-&sima d i v i s ã o  ao  N l u c r o w  t o t a l  da  
companhia , 

Podemos d i s t i n g u i r  na formulação do problema 
S d o i s  t i p o s  de r e s t r i ç ã o ,  O pr imei ro ,  representado p e l a  i n e -  

quação v e t o r i a l  



6 unia r e s t r i ç ã o  de r e c u r s o s .  Realmente, para rea1iear:um cer.to 
programa de  produção xi, cada  d i v i s ~ o  n e c e s s i t a r a  r e c e b e r  do ge 
r e n t e  uma c e r t a  quota gi(xi) dos necursos  produt ivos  c-omuns que 
s ã o  o fe rec idos  a todas  as d i v i s z e s ,  c u j a s  d i s p o n i b i l i d a d e s  ex - 
p r e s s a - s e  p e l o  v e t o r  b ,  O segundo t i p o  de  c e s t r i ç Z o ,  represen-  
t a d o  pe los  conjuntos  v i a v e i s  Xi, expressam restri içÕes impostas 
p e l a  t ecno log ia  de cada d i v i s ã o ,  bem como l e x m  em con ta  l i m i t a  - 
çGes de  r e c u r s o s  p rodu t ivos  pnóprios, p a r t i c u l a r e s  & d i v i s ã o .  

Dentro d e s t e  contexto ,  a funçáo-ob j e t i v o  do 
problema S expressa o imperat ivo de  o t imiza r  o funcionamento 
da companhia, no s e n t i d o  de  detemninar-se wn ponto de  operação 
que maximize s e u  " lucro t t  t o t a l .  

T a l  i n t e r p r e t a ç ã o  adotada p a r a  S f o i  p e l a  
p r ime i ra  vez dada p o r  Baumol e Fabian [l] , e também por. Zscliau 
[49] . Outras i n t e r p r e t a ç õ e s  l ige i ramente  d i f e r e n t e s  foram dadas 

p o r  Gale [ll] , Kornai.. e L ip tak  [28] , Nalinvaud [.I] e Weitzrnan 

Duas observações i n t e r e s s a n 8 e s  podem a i n d a  
s e r  f e i t a s  a r e s p e i t o  do problema S . Primeiro,  6 p o s s i v e l m o -  
d i f i c a r t  o formato de S p a r a  abranger  os  casos  em que há movi- 
mentação de produtos semi-acabados de ma para  o u t r a  ou o u t r a s  
d i v i s õ e s  p a r a  p o s t e r i o r  acabamento, como o que ocome,  p o r A  exemt 

p l o ,  em l i n h a s  de produçao, O exemplo ( 3 )  6 uma i l u s t r a ç ã o  des- 
ta  p o s s i b i l i d a d e ,  representando-se a t r o c a  ou intercãmbio de  e- 
n e r g i a  e l é t r i c a  e n t r e  as d i v e r s a s  á r e a s  p e l a  r e s t r i ç ã o  

Segundo, e p o s s i v e l  t m b b  modif icar  o formato do problema S 

p a r a  abranger  s i t u a ç õ e s  não-detemnin<sticas.  Uma discussEo a 

r e s p e i t o  d e s t a  p o s s i b i l i d a d e  pode s e r  encontrada,  por  exemplo , 
em Jennergren [24]. 



3. Resoluçao do problema S 

Uma vez proposta e inkerpretada a 

forma organizacional correspondente ao problema S , resta sin- 
tetizar um algoritmo implement6ve1, de convergencia garantida , 
que se preste à resoluçao de :'-:S , uma vez explicitados todos osl 
seus elementos constitutivos. 

4%. sintese deste algoritmo 6 o re - 
sultado último de um estudo sistematico, que começa pela análi- 

se do tamanho e da estrutura do problema S , luz dos concei- 

tos de promamaçEo matemática de sistemas de mande porte [lh], 

Do1 
Mao ha 0 que se possa chamar de dg 

finiçao de sistemas (ou problemas) de grande porte, que apare - 
cem frequentemente em planejamento economico, em gestgo empresa 
ria1 e em engenharia. Sendo assim, contentar-nos-emos em afirmar 

que problemas de grande porte caracterizadke nao so pelo tama- 
nho, porém, melhor, pelo tamanho em conjunção com spa estru-bura 

- 

não sendo possível resolver-se o problema de grande porte pelas 
tecnicas usuais de programaçao matemática (por exemplo, progra- 

maça0 linear e algoritmos implementdveis de programaçao não-li- 

A idéia básica da programação mate 
mática de sistemas de grande porte reside em explorar convenien 
temente a estrutura do problema que se deseja resolver. Em wna 
primeira fase, chamada manipulação, busca-se reescrever o pro - 
blema dado sob uma forma equivalente, mais adequada para a msg 

lução, e que recebe o nome de programa mestre, Eate programa 
mestre, em uma segunda fase, 6 yredu~ido a uma sequencia de pro- 
blemas implementáveis, de menorlporte, pelo uso de diversas E- 
trategias de soluç~o, cuja aplicaçao fornece enfim um algoritmo 
implementável de resoluçao do problema originalmente proposto. 



Estes conceitos - manipulaç6es e estratégias 
de soluçao - unificados foram por Geoffrion [16] , e resultam 
das contribuiçoes individuais de dezenas de nomes importantes, 

A característica mais importante da estrutu- 
ra do problema S 6 que a funçao-objetivo e a inequaçao veto - 
ria1 que leva em~conta a restriçao de recursos produtivos co - 
muns sao aditivamente separáveis por divisao, ou seja, estamos 
tra%an&o de m a  estrutura tipicamente multidivisional. O problg 
ma S , merc6 desta particularidade notável, classifica-se en - 
tão como decomponivel, sendo possivel resolve-lo por decentrali 

zação. 

Decentralizaçao, com vistas 6. nossa foma o r  - 
gani~acional, significa atribuir a cada divisao da companhia 

uma larga autonomia, delegando autoridade, responsabilidades e 
poder.de decisao aos níveis inferiores da hieaaxquia (gerentes 

das divisoes). Aos níveis superiores desta mesma hierarquia (no 

caso, o gerente da companhia), 6 deixada apenas a tarefa de de- 
finir uma politica global e a tomada de decis6es irnpor%antes, 
que afetem a companhia como um todo [25] .. Além do mais, a polí- 
tica de decentralizaçao pemite tratar o caso, mais geral, em 
que nenhum agente possui infomaç5es ou conhecimentos comple - 
tos. Essa observaçao será melhor. explicada posteriormente. 

Sob um ponto de vista mais imediatista, - de - 
centralizar significa resolver o problema S desmembrando-o em 
k subproblemas de menor porte (um subproblema correspondendo a 

cada divisao), assumindo o gerente da companhia a tarefa de 
coordenar a formulaçao de tais subproblemas de maneira que quaJ 
quer combinaçgo de soluç~es Ótimas dos mesmos seja uma soluçao 

Ótima para S . Essa tarefa de coordenação 6 executada via um 
processo iterativo de troca de informações entre o gerente e as 

divisões. 

& aplicaçao do conceito de decentralizaçiXo 



permite explorar em nosso proveito a estrutura e característi - 
cas dos subproblemas assim obtidos, de resoluçao comprovadamen- 

te mais imediata que S . Outra vantagem, sob o ponto de vista 
computacionaI., é a viabilidade de processamento em paralelo. 

Nais especificamente, o programa mestne a 

ser obtido, isto 6 ,  a versao decentralizada de S , ser& obtida 
pela manipulaç~o chanada dualização. O programa mes-tre, após a 
dualização, 6 novamente manipulada por linearização externa, li- 
nearizando-se totalmente sua funçao-objetivo pelo uso de hiper- 
planos-suporte, que, como veremos, aparecem naturalmente como 
resultado da dualizaçao. Nesta fase o algoritmo de resoluçao do 
programa mestre 6 ainda conceitual, pois esta linrearizaçao total 
6 obtida com o emprego de um numero infinito de hipexplanos-su- 
porte. Estas manipulações são apresentadas, discutidas e justi- 

ficadas nos capitulas 11 e 111. 

Essa dificuldade 6 removida pela aplicaçao 
da estratégia de relaxagao [7], . o  que constitui assunto para o 
capítulo IV. Relaxar o programa mestre linearizado externamente 
significará trabalhar, a cada iteraçgo do algoritmo de resolu - 
ção, com um nhero finito de hiperplanos-suporte. A cada idierg 
ção &o gerados novos hiperplanos-suporte e, sob certas condi-- 

ç6es estabelecidas por Eaves e ZangwUl. [&O], abandonados hipe; 

planos-suporte mais antigos, mantendo-se pois o tamanho do pro- 
grama a ser otimizado dentro de limites computacionalmente acek 
táveis. Essa combinaçGo linearizaçao externa/rela-açgo fol. ini- 
cialmente sugerida por Kelley [26] e Dantzig e Nadansky [o] . 

A cooxdenaçao desse processo iterativo de ge 

raçao e abandono de aproximaçoes lineares inspira-se em algori3 

mos tipo plano-cortante, primeiramente sugeridos por Kelley [26] 

e Cheney e Goldstein [5] . ~mportant~ssi~os sao os resultados 

centemente obtidos por Baves e Zangwill [10] , por. nós aproveit2 
dos, e que garantem a convergenoia do algositmo de resoluçao 

com o abandono de aproximaçoes lineares. Esses aspectos sao dig 

cutidos minuciosamente no capítulo IV. 



Comentaremos ainda uma dificuldade adicional 
até à presente data ainda não superada, ou seja, que o processo 
de geração de hiperplanos-suporte - apresentado no capítulo V - 
é um processo essencialmente infinito. Com vistas a aplicações 
práticas esse prooesso de geração é então truncado, restando - 
nos tão-somente apontar a necessidade de compatibiliear- conver- 

gencia e truncament o . 
As hipóteses assumidas no decorrer deste trg 

balho, explicitadas no capítulo 11, &o, basicamente, convexida 

de, com-pacidgde, e diferenciabilidade. 

No apêndice A são apresentados alguns resul-- 

tados teóricos sõbre teoria de dualidade transcritos de [17] e 
s6bre mapeamentos ponto-conjunto 1223, 121. No apêndice B são 
presentados e comntados os diagramas de bloco do , al.goritmoj im- 
plementado de resolução do problema S , mais as listagens cor- 
respondentes a um problema de tomada de decisão poranÓs propos- 
to e resolvido. 

A notação empregada no decorrer deste traba- 
lho é, sempre que possível, a de uso corrente. Outras notações 

aqui não comentadas são de compreensão imediata pelo simples e- 
xame do contexto onde situadas. 

Os conjuntos são denotados por letras maiús- 

culas gregas ou latinas, as matrizes por: letras mai6sculas lati 
nas. Vetores são assimilados a mat riees-coluna, e representados 
por letras mindsculas latinas. O produto escalar de dois veto - 
res é denotado por wn ponto (.). Componentes ou famílias indexa 
das de vetores são indicadas por superhdices min6sculos lati - 
nos. 

Os capítulos são enumerados por algmi&mos 



romanos, e suas diversas secções por algarismos arábicos. Exem- 
plos, definições importantes, teoremas e lemas sao numerados se 
quencialmente por meio de algarismos arábicos colocados t% es - 
querda do corpo do texto. 

Refer6ncias ao próprio texto d o  dadas entre 
parenteses, citando-se o nhero correspondente e, se necessário 
tamb6m o capítulo. As referzncias bibliográficas, arroladas 

após o apewdice B, são referenciadas por seus respectivos n&e- 
ros colocados entre colchetes. 





11 O PROBLEMA S E SUA RESOLUGXO VTA DUAL 

1. O problema de tomada de decisGo 

Seja o seguinte problema de tomada de deci - 
sao S , determiníatico, de estrutura multidivisional, constan- 
te de k divisoes (subsistemas) sob a coordenação de um agente 

central [15] : 

k 
maximize & fi(xi) 

i=L 

sujeito a: 

onde ( l ' i lk)  : 
xi - 6 O vetor de decisão, de dimensão nil: associ 

ado ao agente i; 
ni Xib R - é O conjunto de decisões viáveis associado 

ao agente i ; 

f. :X.-R - é uma função-critério com valores em R asso- 1. 1.. 
ciada ao agente i; 

g. L :XE+Rm - é uma função-demanda com valores em I?, asso - 
ciada ao agente i, expressando o uso de rn re 
cursos produtivos dados correspondente de- 



cisão xi; 

b E - é um vetor. Qe R? representando as disponibi-- 
lidades de m recursos produtivos dados. 

~a vimos no capitulo I que S pode ser con- 
siderado como wn problema de alocação de recursos, já que o ob- 
jetivo do agente central (gerente) é distribuir,quotas de m re- 
cursos produtivos comuns ( cu jas&?-disponibilidades represen-t;am-se 

pelas m cruomgonentes do vetor b) entre os k subsistemas da compa - 
nhia, visando-se maximizar o lucro da companhia como um todo, 
Foram também apresentadas várias interpretações e exemplos para 

o problema S , e, em linhas gerais, foi delineada a maneira de 
obtenção de um algoritmo implementado de resolução para S , a- 
través doa conceitos e técnicas de programação matemática de 

sistemas de @ande porte. 

Assumiremos doravante como válidas as.segui~ 

tes hipóteses básicas associadas ao problema S , hipóteses es- 
tas que hão de acompanhar-nos no decorrer de todo este trabal2i-o. 

Hipóteses associadas a S : 

os conjuntos Xi (1kiSc) sBo convexos, compac 

tos e não-vazios; - 
as funções fi e cada componente das funçoes 
-gi (15igk) sBo cõncavas, dif erenci&veis e 

explícitamente conhecidas em Xi (leikk) ; 
o problema S é consistente, isto 6 ,  seu 
conjunto de soluçoes viáveis é nao-vazio; 
nao ha indivisibilidades . 
Cabe aqui, um comentdrio a respeito das hipó- 

teses supracitadas . Exigencias de ooncavidade de funçoes-critg- 
rio a serem otimizadas, e de convexidade e compacidade de con - 



juntos vikveis szo típicas em economia [36].  A validade destas 

hipóteses em exemplos clássicos de otimizaçEo aplicados & eco- 
mia, como por exemplo a teoriia da escolha do conswnido~e tso - 
ria da produçao, e que permite elMiinardificuldades acarreta - 
das pela existencia de máximos locais. Hipóteses sobm convexii- 
dade e fechamento de conjuntos viáveis de produção aparecem, 
por exemplo, em modelos de economia competitiva, v.g. modelo de 

Arrow-Debreu-Mac k e d e  [29] .. 
Exigimos diferenciabilidade por. simultanea - 

mente garantir-nos continuidadg e aplicabilidade de métodos de 
otimização tipo direq6es viáveis, que aplicaremos 6 resoluçao 
dos subproblemas, conforme discutido no capítulo V. A combina - 
çao c ontinuidade/compacidade permi tir-nos4 ainda garantir que 
estes subproblemas possuem soluçao Ó-bima, e que poderemos con - 
fundir supremos ( inf Unos ) e máximos (mínimos ) . 

Talvez nao seja muito realista exigir. que se 

conheçm ~licitaaente ---- as expressoes matemáticas para as fun - 
çoes fi e gi (l~i~k). Em um problema de alocaçao de recuirsos s z  
ria mais natural. supor que estas entidades sao conhecidas ape - 
nas implicitamente, isto e, cada divisa0 seria capaz de respon- 
der apenas a pergun8as especificas concernentes a estae entida- 
des, quando formuladas de maneira a terem um sentido no contex- 
to da economia ( V&ais seriam seus planos de produção sob con- 

dições tais e tais?" ), sendo ainda necessario proceder-se a eg 
timativas dos valores locais destas mesmas funções, de modo a 

ainda permitir a aplicabilidade de métodos tipo direçóes vidve- 

is. 

Admitimos conhecimento explícito apenas c orno 

hipótese simplificativa. De~Yfato, nossa abordagem do problema 

de alocação de recursos proposto poderia ser modificada de modo 
a tratar do caso, mais geral, de conhecimento implicito, ou m q  

mo ainda problemas de alocaçao de recursos Tomulados em temos 

de funqoes-utilidade, Citamos, nesta linha de desenvolvimento, 



[18] e [19] . 
Finalmente, cumpre lembrar que há problemas 

que, embora nao possam ser encarados como problemas de alocaçiio 
de recursos, mesmo assim sgo estmturalmente identicos a S , e 
e portanto passiveis de receberem tratamento identico. 

2,. Resoluç&o do problema S 

~d identificamos na Introduçao a estrutura 
do problema S como sendo do tipo multidivisional, sendo a fun 
çao-critério e as restriçoes do sistema, como wn todo., linear. - 
mente separáveis nas variáveis de decisao de cada divisao. Vi- - 
mos também que esta caracter$stica estrutural permite-nos bus - 
car resolver S via decentralizaçao, cujas vantagens jB foram' 

apon-tadas em (T . 3  ) . 
Z! possivel,pois,, resolver S a nível i3e sub - 

sistemas (divisoes), coordenando adequadamente a otimizaçao de 
cada um destes subsistemas, Passamos agora a apresentar e intex 
pretar as técnicas de coordenação aplicaveis ã resolução do prg 

blema ?; . 
Coordenaçao via primal: 

A grande dificuldade na resoluçao do proble- 

ma S , conforme formulado no item anterior, reside no fato de 
que a companhia (sistema) opera sob uma política de limitaçao 

dos diversos recursos produtivos que sao oferecidos as divia6es 
(subsistemas). De fato, caso inexistisse essa restriçao, ou se- 

ja, se a companhia dispusesse de quantidades ilimitadas de re - 
cursos produtivos, o problema 9 seria resolúvel imediatamente 

por uma série de k subproblemas absolutamente desvinculados, do 

tipo : 



para 1LiLk. 

Admitindo que a companhia opera sob um regi- 
me de llmitaçao de recursos produtivos, vamos examinara coorde 

naçao prima1 proposta para resolução de S , apôs o que exâmina 
remos a coordenação dual. 

(a) o gerente destina a cada divisão uma certa quota de re - 
cursos produtivos y i ~  * (lgigk) ; 

(b) cada divisão, fazendo uso da queta a ela destinada, ma 

ximiza seu lucro, isto é, resolve o subproblema: 

maximize f i ( x . )  
1 

sujeito a: 
X.' Xi 
1- 

para l=i=k, informando ao gerente oomo alterar-se-ia 

este valor Ótimo assim. computado, para um awnento ou 
diminuição (no sentido marginal) da quota yi (laiLk) 

de recursos produtivos a ela destinada; 

(d) com1 base nas informações supridas pelas divisões, o gz 
rente reavalia itierativamente o valor das quotas de rg 
eursos produtivos distribuTdos ds divisões, até que as 

alterações (no sentido marginal) no valoxs das quotas 
não sejam mais efetivas no sentido de que não mais c02 
tribuaa para aumentar o lucro da companhia. 

preciso impor,uma restrição adicional que 

diz respeito exclusivamente ao gerente, isto é, exigir-se-á que 



sejam permanentemente respeitadas as limitações de recursos pro 

dutivos da companhia e que todos os subproblemas sejamlconsis - 
tentes : 

para algum x . ~  3. I.. L ,) lSi6k) 

Essa coordenação via prima1 corresponde a wna 
manipulação de S via projeção, isto 6 ,  parametrizamos S por 

projeção do mesmo no espaço Y das uariáveis yi (l~i~k).. 

O programa mestre assim obtido, equivalente 
ao problema S [15] ,será escrito como: 

Ir.. 
maximise > v. ( y. ) 

i =1i_ 1.. 1. 

sujeito a: 

Y# y (lgigk) 

onde definimos ( l é i ~ k ) :  

V&-) 4 máximo [fi(x.) I g.(x ,) 5 p=) 
x . t  X. 1. L L 
1 1- 

A versão correspondente a P quando o probl,_e 

ma S é completamente linear encontra-se em [49]. 

O programa mestre I? pode ser resolvido por 

aplicação do princípio de decomposição de Dantsig e Wolfe [6], 
ou como sugerido por Geoffrion em C151 .. Em partioular* citamos 
Campos [J], que resolve P pelo método de direções viáveis. 

h soordenação via prima1 permite que os algo- 
ritmos impleaentados de resolução de P façam uso de uma solu- 
ção viável inicial conhecida para S . Soluç6es viáveis para o 



problema S são obtidas a cada iteração do algoritmo, o que 6 
vantajoso se desejamos truncar, em um dado momento, o processo 
it erativo. 

Coordenacão via dual : 

li inserção da teoria de dua1ida.de em;progr~ 
mação não-linear teve seu infc-i-o com o teorema clássico de min& 

max de von Neumann [45] e foi pela primeira vez explicitamente 
enunciada. por Gale, Xuhn e ~ucker 1131 . Somente em data maQs rg 
cente a teoria de dualidade começou a ser empregada em programa 

ção não-linear, iniciando-se por programação quadsática [9]. 

A idéia básica da coordenação via dual sur- 
ge como wna bem sucedida extensão da teozAa de preços em uma e- 

conomia de mercado. Suger5u-se entgo que a decentralização pode 
ria ser levada a cabo criando-se uma economia em miniatura, com 

seu próprio sistema de p~eços, dentro da companhia [33] , [21] .. 
A descoberta de que os multiplicadores de Lagrange podem.ser?*in - 
terpretados como preços levou a considerara possibilidade de 2 
tilizar o novo valor informacional neles descoberto como wn ing 
t m e n t o  a serviço da decantralização. Citamos [ll] , [12] , [27]. 

Seguindo esta linha de raciocínio, vamos e- 
xaminar o seguinte tipo de coordenação via dual proposto para 

resolução do problema S : 

(a) o gerente estipula preços 1. (1Ljfn) para os diver - 
Ji 

sos recursos produtivos que serão colocados disposl 

ção das k divisões, e foxmula a cada divisão a seguig 

te pergunta: "Qual a quota de recursos produtivos que 

desejam adquirir, a tais e tais preços, de modo a ma- 

ximizarz o lucro lfquido da divisão?" 

(b) para responder a esta pergunta cada divisão resolve o 

seguinte problema (lgigk) : 



maximise f i ( x i ) . -  (X *gi(x.) 2. 
Xi' xi 

onde h r (1 1 ... ,h,) 6 o v e t o n  de  preços  anun 1' 2' 
c i a d o  p e l o  gerente .  Cada d i v i s ã o  informa entao  a o  ge - 
r e n t e  q u a l  a quo ta  de r e c u r s o s  produt ivos  que d e s e j a  
adquirir aos  preços  v i g e n t e s ;  

( c )  com base  nas in fo rnaç5es  s u p r i d a s  p e l a s  d i v i s 5 e s ,  o gg 
r e n t e  r e a v a l i a  i t e r a t i v a m e n t e  o vetaz de preços  ate' 
que as demandas t o t a i s  das  d i v i s õ e s :  

não u l t rapassem as l i m i t a ç õ e s  de r e c u r s o s  produt ivos  
c u j a s  d i s p o n i b i l i d a d e s  s ã o  rep resen tadas  p e l o  v e t o r  b. 
O s  r e c u r s o s  produt ivos  porventura  em excesso s ã o  o f e r g  
c i d o s  g ra tu i t amente  ( i s t o  é, a preço z e r o )  às d i v i s o  - 
e s  . 

Essa coordenação via d u a l  corresponde a uma 
manipulação do problema S v i a  dual ização ,  obtendo-se o seguin-  
t e  progrma mes t re  [15] : 

minimi ae  
i=l 

onde definimos (lkiak): 

h e q u i v ~ l e n c i a  e n t r e  S e D s e r á  e s t a b e l e  - 
c i d a  no c a p i t u l o  111, fazendo-se uso  dos r e s u l t a d o s  fo rnec idos  
p e l a  t e o r i a  de dual idaae .  O programa mes t re  D assim d e f i n i d o  é 

que s e r á  o b j e t o  de es tudo d e s t a  t e s e .  



Uma desvantagem acarretada pelo emprego de 
coordenaçao via dual 6 que nzo nos podemos beneficiar do eventg 
a1 conhecimento de uma solução viável inicial de 9 ,. e que, t& 
picaente, a resolução de D só fornecerá uma soluç~o viável 
de S ao cabo do processo iterativo, Neste caso, a única soluz 

çao viável de S que temos cer%eza seja obtida 6 a própria so- 
lução Ótima procurada. Ou seja, nao h& garantias de que sejam 
preservadas as prop~iedades de viabilidade no decorrer do pro - 
cesso iteratLvo i Todavia, ao truncamos o pkocesso iterativo, 

?. 

após um número razoável de iteraçoes, 6 de se-supor que a solu- 
ção quase-Ótima assim obtida não apresente desvios marcantes no 
que tange & viabilidade, desta maneira sendo um resultado apro- 

veitável em temos práticos. 

T&iitr, na coordenaçiio via primal, quanto na 

coordenaçao via dual, o processo de coorrdenaçEo pode ser encara 
do como um diálogo estruturado entre os dois níveis bierárquil - 
cos da nossa forma organiãacional: o gerente (nível. superior) a 
as divisoes (nível inferior), com tomadas de decisao e trocas 
de informaçao de parte a parte. Ambos os tipos de coordenação, 
conforme formulados ( P , D ) permitem-nos ainda tirar uma 
cono1usii.o interessante: em qualquer caso o gerente prescinde to 

talmente do conhecimento das funçoes fi, gi e dos conjuntos vi& 
veis Xi, isto é, o gerente nBo precisa saber do "modus operan - 
dift de cada divisgo: os subproblemas P;, e D: siia resolvidos 
totalmente a nível de divisao, bastando-lhe tão-somente conhe - 
cer as disponibilidades de recursos produtivos da companhia (ve 

tor b) e ser infomado dos valores locais (supridos pelas divi- 

soes) no decorrer do processo iteratiwo. 

Encerrando estes comentários, apontamos ainda 

outras políticas de decentralizaçao aplicaveis resoluçao do 

problema S , a saber, [39] , [2 4, [46] . 





I11 ESTABILIDADE DO PBOBIJETU S 

EQUIYAL~NCIB EITTRE S E D 
. - 
~%GORITNO MESTRE DE RESOLUQ60 DE D 

Para estabelecer a equivalência entre o pro- 
blema S (1) e o problema D ( 6 ) ,  faremos uso dos resultados 
obtidos por Geoffrion [17] , baseando-se apenas em resultados de 
andiise convexa. 

Eh linhas gerais, apresentaremos preliminar- 

mente alguns conceitos básicos, em particular a definiçao de u- 

ma certa funçao-pertuxbaçao associada ao problema S ,. cujas ig 
portantes propriedades serao examinadas. Com o auxílio desta 
funçao-perturbaçao definiremos o que seja estabilidade do.pro - 
blema S . O requisito de estabilidade figurara como hipótese 
basica do teorema de dualidade forte, o qual estabelecerá for - 
malmente a equivalência entre S e D . 

Uma vez estabeleeida esta equisalGncia, mos- 
traremos que o problema D pode ser manipulado porlineariza - 
çao externa. Esta linearizaçiio externa, obtida pelo emprego de 

hiperplanos-suporte,. permitir-nos-a aproximar a funçao-objetivo 

do problema D por m a  outra Sunçao-objetivo, seccionalmente 

linear, em temos da qual será formulado o algoritmo mestre de 
resoluçao do problema D . 



Sera Útil reapresentar os problemas S e 
D , conforme anteriormente definidos: 

k 
maximize & fi(xk) 

i =l 

sujeito a: 

Xi.' Xi 

k 
D minimise L wL( h ) + h eb 

i=L. 

sujeito a: 

X E A  4 { ~ E R ' " I I , ~ o }  

onde a funçzo wi:A -R U {+m) 6 calculada como (lsigk): 

Admitindo validas as hipótese apresentadas 

em (II.l), e fazendo uso de resultados a serem apresentados o--- 
portunamente, podemos adiantar que garantiremos a finitude das 

funçoes wi em seus respectiwos domínios de definiçao, e que po- 
deremos assimilar. o supremo ao mdximo. Da mesma forma, podere - 
mos definir o valorb otimo do pmblema S como o valor de sua 
funçao-ob jetivo calculado para uma solugao Ótima de S .- O va - 
lor ótimo do problema D 6 definido de maneira id6ntica. 

2. Estabilidade do problema S 

O conceito de estabilidade, apresentado pela 
primeira vez por Gale [12], surge naturalmente quando se estuda 



a variaçao do valor otimo do problema S em funçao de alteraço- 

es introduzidas em seu "segundo membrou. As definiçoes seguin - 
tes explicarao melhor o que temos em mente .,c. 

Definiçao: o problema perturbado SP associado ao problema S 

e :  

k c- 

8 SP maximize = Pi(xi.) 
i=l 

sujeito a: 

onde o vetar peR"! é chamado de ~ t o r  perturbaçao . 
Definiqão: o conjunto de perturbaçoes viaveis e o conjunto de 

valores assumidos pelo vetorperturbaçao tais que o 
problema perturbado SP 6 consistente, ist.0 e: 

O conjunto 'TT e necessariamente nao-vazio, 
pois 0a, uma vez admitida a consistência do problema S , h& 
pótese esta apresentada em (11.1). 

Definiçao r a funçao-perturbaçao v: a -' R associada ao problema 
perturbado SP e calculada como: 

k. 
V(P 1 4 supremo fi(xi) 

i=l 

aujeito a: 



Observqos que a função-perturbação acima eg 

tá bem definida,, uma vez que, para qualquer perturbação viável. 
p o valor correspondente v(p) 6 finito, devido às hipóteses 

feitas em (IL.1) de compaci.dade dos conjuntos Xi (1diLk) e con- 
tinuidade das funções fi (16isk). 

A função-perturbação associa a cada perturba 

ção viável no "lado problema um: valo~. Ótimo 

respondente ao problema perturbado SP . Para p=O, v,(()) t$ O va- 
lor~ ótimo do problema S . 

A funçao-perturbaçzo assim definida e conve- 

XZZ 9. e ngo decrescente [17d, sendo uma constniç~o de fundamental 
importância na demonstração da equivalência entre S e D . 
Definição: o problema S 6 dito estável se v(0) 6 finito e se: 

B definiç50 acima [17] independe da particu- 
lar norma usada. Todas as condiç5es de qualificaçao de vinculos 

2ara o problema S implicam em estabilidade do mesmo, por. exem 

plo a condiçao de qualificaçao de Slater [34 . 
O limite assim definido 6 o negativo da der& 

vada direcional de v na direçao da perturbaçao y. Uma vez satis 

feita a condição de estabilidade, isso significa que o valor Ó- 

timo do problema S é finito e que nenhuma perturbaçao no "la- 

do direitott do mesmo fará com que seu valor &imo varie com in- 



clinaçiio infinita, 

3. Equival6ncia entre S e D 

Poderemos agora estabelecer a equivalência 

formal entre os problemas S e D , enunciafi&o o teorema da du 
alidade forte, cuja demonstraçao consta do apêndice A. Este te2 
rema foi demonstrado por Geoffrion [17d fazendo uso da defini - 
ção e propriedades da função-perturbação v associada ao proble- 
ma S , conforme definida no item anterior, 

12 Teorema : ( dualidade forte ) 

se o problema S (1-1 6 estável (ll), então: 

(a) o problema D  possui^ uma solução Ótima; 

(b) os valoms Ótimos dos problemas S e D 
são iguais; 
* 

(c) % é uma. solução Ótima do problema D se e 
somente se -hX 6 subgradiente de v em y=O; 

(a) qualquer solução Ótima ?t do problema D ca - 
racteriea o conjunto de todas as soluçÕes Ó- 

timas (caso existam) do pkoblema P como sg 

luções do;; subpsoblemac~ s. 

Nota: '-hX 6 subgradiente de v e& y=0 se v(0) 6 finito e se r 

V(Y) ' ~ ( 0 )  - Y * Y  

para todo y s  (ver apêndice A ) .  



sujeito a: 
xi. x. 

5;. (14ilk) 
que satisfazem: 

4s conclusões (a), (b) e (d) do teorema da 

dualidade forte validam pois a ~esolução do problema 8 por c? 
ordenação via dual. Em especial, a conclusão (b) elimina a poe- 
sibilidade da existência de uma "brecha de dualidadew entre os 

valores ótimos dos problemas S e D . interessante ainda n .  

tar que é possível, pela conclusão (d), determinar o conjunto 
de todas as soluçÕes ótimas (caso existam) do problema S a 

partir do oonhecimento de gualquer m a  das soluções Ótimas do 
problema D . A conclusão (c) revela a conexão existente entre 
o conjunto de sokuções Ótimas do problema D e a função-pertux, 
bação v (10) associada ao problema S . Ainda essa mesma conclu - 
são permite interpretar o conjunto de soluções Ótimas do prob- 

ma D como o conjunto de multiplicadores Ótimos de Kuhn e Tuc- 
ker. para o problema S . 

4. Linearizaqão externa do problema D 

O problema D (6 ) não 6 de resolução ime - 
diata, já que sua função-objetivo não 6 explicitamente conheci- 
da como função de seu argumento h . Isso porque as funções wi 
(7) também não são explikitanente conhecidas como função de seu 
argumento h , podendo apenas ser calculadas ponto a ponto. 



Veremos em seguida que cada uma das funções 
wi (lgigk), que se pode facilmente demonstrar serem convexas, 

pode ser reformulada como-a, envoltória de todos os seus suportes 
lineares, de onde surge a ideia de aproximá-las por linearização 
externa, fazendo uso de um numero finito de aeus suportes linea- 
res . 

O efeito global dessa manipulação será: pois 
introduzir uma função seccionalmente linear, explicitamente co - 
nhecida, definida emih e com valores em R, que aproxima a fun - 
$0-objetivo do problema D . Essa aproximação assim introduzida 
6 satisfato'ria sob o ponto de vista computacional, e, sob condi - 
ções a serem estabelecidas no capítulo IV, não compromete as p q  
priedades de convergência do algoritmo implementado de resoluçao 

do problema S que nos propomos construir. 

O teorema que se segue mostra que hipexpla - 
nos-suporte a cada Mia das funções wi ( l ~ i ~ k )  aparecem natural - 
mente como, subprodutos da resolução dos correspondentes subpro - 
blemas D\ (7). 

- 
13 Teorema: seja \de Então D: aãmite pelo menos uma soluçlio - - 

xi= Xi com wi( h ) finito, para 1LiGk. Nestas condiçOes 
-g. (T. ) 6 subgradiente de wi em X . 
1 . 1  

d demonstraçao deste teorema baseia-se no se 

guinte resultado, provado em [32] : 

14 Lema: uma função 8 semic ontínua superiormente, definida em 

um conjunto compacto rC R ~ ,  é limitada superiormente 
e atinge em r o valor,: 

= supremo e(*) 
x e T  

Demonstração: a existência de 4. Xi 6 garantida pelas hipóteses 



apresentadas em (ãI.1), com a aplicação do lema anterior. Porfaz 

to, D? (1Lilk) admite soluçao ótima para qualquer ?i E 9, em 
h 

particular para todo Xd. A oonclusão final 6 obtida com as se - 
guintee desigualdades: 

pela própria definição de wi. Logo: 

A demonstração está completa. 

I 15 Teorema: a função wi (14iek) coincide em h com a envoltória de 
toâos os seus suportes lineares ertlculados em 

Demonstração: aplicando-se os resultados obtidos do teorema ante 

rior, poderemos escrever: 

- 
para todo h ,h e , onde f i( Xi 6 uma soluçZo ótima de 
Tomando-se o supremo desta desigualdade sobre todo b n ,  tere - 
mos : 

w* 1. ( 1 1 supremo [ w i ( X  ) - gi(jti 1. (1-1) J 
XeA - - 

para todo IEA. Ums ves que podemos tomar = h , a igualdade de 



ve ocorrer, e o supremo deverá ser atingido. Logo: 

para todo hdl\, desta maneira completando a prova do teorema. 

Como resultado de tudo o que foi exposto n@ 
te item, poderemos então aproximar cada funçao wi (lgisk) por4 

P 
uma funçiio seccionalmente linear wi, definida em A e com valo - 
res em R, e calculada como: 

Os vetores Xj, j = , ,  . . , , constituem ume base para a linea- 
rimçiio externa da funçiio wi. Cada veto2 X ~ G  Xi é uma soluçiio 6- 
tina dos correspondentes subproblemas ~i , para j=0,1,..,, 3 .  

Jf interessante notar desde já que toda liber - 
dade é concedida na escolha desta base, tanto quanto ao nhero 
total 9 de vetores participantes, quanto aos particulares valo- 

res escolhidos, Sob o ponto de vista computacional, 6 vantajoso 
que a base seja constituída por um nhero mínimo de elementos - 
o que minlmizará o tamanho do problema a ser otimizado - , e que 
estes elementos tendam a concentrar-se na regiao de A onde inte- 
ressa-nos seja mais fina a aproximaçao, ou seja, nas vizirihanças 
do ponto de Ótimo procurado, 

A linearizaçao externa assim introduzida 6 
a construçao basica para a síntese do algoritmo implementado de 

resoluçao do problema S por coordenaçao via dual. Aprenderemos 
no capitulo seguinte como proceder a alteraçoes de base no decog 
rer do processo iterativo, & medida que nos aproximamos de uma 
soluçao Ótima para o problema D . 



5. Uoritmo mestre para resoluçao de D 

Passamos agora a apresentar o algoritmo mes- 
tre para resoluçao do problema D , obtido por linearizaçao ex - 
terna de sua funçao-objetivo e posterior aplicaçao da estrategia 
de relaxaçao, conforme visto no item anterkor. 

A estrategia de relaxaçao 6 particularmente 
eficaz quando aplicada a problemas de otirnizaçao que envolvem um 
número muito grande de restriçoes. h idéia basica consiste em 
solver uma versao dita relaxada do problema originalmente propos - 
to, isto é, levando-se em conta um subconjunto das restriçoes, 
desta maneira diminuindo-se a complexidade do problema a ser re- 

solvido. Se a soluçao Ótima obtida para esta versao relaxada sa- 

tisfaz as restriçoes nBo levadas em conta, temos em maos uma so- 
luçao ótima do problema originalmente proposto. Caso contrário, 
constrói-se uma nova vessao relaxada, passando-se a considerar 
restriçoes que se verifiquem tenham sido violadas. 

Um refinamento importante consiste em abandg 
nar restriçoes plenamente satisfeitas, o que será explorado no 
capítulo seguinte. Vemos, pois, que a estrategia de relaxaçgo 
substitui um dado problema de otimizaçao com restriçoes por uma 
sequencia de problemas menores, alterando-se iterativamente o 

subconjunto de restriçoes em pauta, ate que se obtenha wna solu- 
ç6o ótima que satisfaça a todas as restriçoes, ou seja, uma soe 
çao Ótima para o problema originaben-be proposto. Um dos exem - 
plos mais aarcantes de aplicaçao da estrategia de relaxaçao 6 o 
met odo simlex para prograaaçao linear. 

O algoritmo mestre apresentado em seguida se 
r6 posteriormente modificado, quando entao ps$abeleceremos a c02 
vergencia tla versgo implementavel a ser obtida no próximo capítu - 
10 



Algoritmo mestra 

- 0  

i .  passo 1 Escolha h EA. Resolva os subproblemas D- . 
'h" 

- 0  

w. ('h ) = máximo 
1 

X;G X;, 

para lei&k, usando um algoritmo de otimiza - 
çao adequado (por exemplo, método de direço- 

-0 -0 -0 es viáveis). Seja (xl, x2, ..., xk) uma sol2 
çao Ótima assim obtida, e (-gl(~i),9 -g2(5$), 
. . ., gk(~E)) o correspondente conjunto de 
subgradientes . Faça 9 =O. 

passo 2 Besolva a ap~oximagao linear corrente ao prg 

blema B , isto 6% 

3 minimize wi( X 1 h *b 
i =L 

onde definimos (16iLk): 

? h) = máximo (wi(ãj) - gi(~i)*(h--@i)] 
W1( 

usando um algoritmo de otimizaçao adequado. 
Seja 1.'' uma soluçiio ótima assim determinada 

- 4  , Q + l  
passo 3 Determine uma soluçao Ótima (xl , x2 , . . . , 

-?+I 
k i (lsigk). Se x ) para os subproblemas Dx9+, 

-9.i- i - 'Sti 3+ 1 
ja (-g& , -@x2 1, " ' 9  -gk(Xk 1) 0 c- 
respondente conjunto de subgradient es , 

passo 4 Se %"' é u m  boa aproximapao da soluçáo e- 
ta do problema D , pare. Caso contrario, fg 
9s. S = 3 + i e vá para 2. 



O algoritmo mestre (12) assim proposto gera 
iterativamente uma sequencia de hiperplanos-suporte a cada wna 

das funçoes wi (1giLk) Assim sendo, a cada iteraçao a aproxima- 
çao corrente ao miniaando do problema D é sucessivamente refi- 

nada pela adiçao de novos hiperplanos-suporte. 

Desta maneira, o tamanho do problema a ser 
resolvido no passo 2 do algoritmo mestre proposto crescera de i- 
teraçao a iteraçao, segundo m a  progressao aritmética, Sob o poz 
to de vista computacional o algoritmo mestre (17) é, pois, E n  - 
ceitual, No capítulo IV veremos como contornar esta dificuldade, 
pelo abandono, sob condições controladas, de hiperplanos-suporte 

mais antigos. 

No passo 4 do algoritmo mestre foi. sugerida, 
de maneira vaga, uma certa regra de parada. Uma possível regra 

de parada derivaria da observação [15] de que .a sequencia de va- 
lores Ótimos correspondentes à resolução do passo 2 do algoritmo 
mestre 6 uma sequência monotÔnica crescente de limites inferia - 
res ao valor Ótimo do problema D . Analogamente, a solução - 
Ótima hJClassim computada no passo 2 corresponderá ou valor Óti- " (1S~k)no mo calculado quando da resolução dos probiembs Dx9+, 
passo 3 do algoritmo mestre, valores Ótimos êstes que se consti- 
tuem em limites superiores ao valor Ótimo do problema D . 

Desta maneira, a regra de parada sugerida 

por esta observação seria: pare se: 

onde E 6 um escalar não negativo Grbitràriamente escolhido e: 
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Todavia, implementaremos uma rega de parada 
mais simples, isto 6 ,  pare se: 

onde El e Ep são escalares não negativos arbitràriamente escolhi 
dos. 

Como comentário final, enfatizmos, mais uma 

vez, que o principal obst&ulo à implementação do algoritmo mes- 
tre (17) é, como já foi apontado, o crescimento do tamanho do 
programa de iteração para iteraçao. No capítulo XV estudaremos 
condições sob as. quais e' possível aplicar a estra%égia de relaxa 
ção com abandono de vinculos ao algo~itmo mestre. Esta tgcnica, 
em linhas gerais, constitui-se no abandono de hiperplanos-supor- 
te mais "antigos", desta maneira fazendo com que o tamanho do 
programa esteja sempre dehçso de limites computacionalmente ad - 
missiveis. Naturalmente, as condições que nos interessa determi- 

nar deverão ser compativeis com a convergência do algoritmo mes- 

tre. 

Aspectos relativos & resolução dos subproble 
ma, serão abordados no capítulo V. 





1, Separador e mapeamentos cortantes 

Vimos no capitulo 1L como a dualiaação pe- 
tiu-nos reescrever o problema S sob uma forma equivalente, ma- 
is adequada para resolução, obtendo-se então o problema D . No 
capitulo I11 aproximamos a função-ob jetivo do problema D , co - 
nhecida.apenas implicitamente em função de seu argumento h, por 
meio de hiperplanos-suporte, obtendo uma nova função-ob jetivo ex 
plicitmente conhecida. 

Esta nova função-ob j etivo foi e~tão incorpo- 

rada ao passo 2 do algori.t;mo mestre apresentado em (III.5), cuja 
im-plementação 6 obstaculada,. como já vimos, pelos sucessivos au- 
mentos em tamanho do programa a ser resolvido nêste mesmo passo. 

este capítulo dedica-se a estudar condiç6es 
sob as quais 6 possivel abandonar-se hiperplanos-suporte gerados 
em iterações mais antigas do algoritmo mestre, desta forma impe- 

dindo-se que o tamanho do programa a ser resolvido atinja ãim& - 
tes computacionabnente inaceitáveis. Em outras palavras, desejp- 
nos aplicar ao algoritmo mestre a estratégia de relaxaqão com 
abandono de vínculos [10] , ao mesmo tempo garantindo convergên - 
cia da versão implernentada assim obtida, 

Para isso, faremos uso da teoria generaliza- 



da de convergência para algoritmos tipo plano cortante aplicada 
a problemas de programação matemática, conforme Eaves e Zangwill 
[10] . Esta teoria baseia-se em dois conceitos centrais : a funpão 
separador e o mapeanento cortante. A partir destes dois concei - 
tos constroi-se o algoritmo mestre plano cortante [10], que ser- 

ve de denominador comum aos demais algoritnos tipo plano o-ortan- 
te. Suas propriedades permitirão seja estabelecida a oonvergen - 
cia da versão implementada do algoritmo mestre desenvolvido em 

(11105). 

~étodos de programação não-linear que fazem 

uso de planos cortantes foram pela primeira vez introduzidos por 
Kelley [26] e Cheney e Goldstein [5]. Besta mesma linhry citam-se 
as contribuições de Veinott [44] - método do hiperplano suporte, 
de Dantsig e Vfolfe [6] - método - plano cortante duaL, e de âang - 
will [47] . Contudo, todos este m6todos são estritamente cumulat& 
vos, isto 6 ,  nZo permitem que cortantes prèviamente gerados se - 
jam abandonados ao longo do processo iterativo, embora Kelley 

[26] houvesse sugerido, heuristicamente, que "tal procedimento 
eventualmente forneceria uma solução e -efetivaw. 

Posteriormente Topkis 1411 apresentou garan- 
tias de convergGncia para algoritmos tipo plano cotante com aba2 

dono de vinculos para funções uniformemente concavas , definidas 
em wn conjunto viável convexo, Esta hipótese não é verificada no 

Nota : uma funçao f definida em um conjunto 
valores em- R 6 unif omement e c Ôncava 
ção 6 não decrescente, estritamente 
tal que, para todo x, y pertencentes 

convexo T e com: 
se existe uma fun- 
positiva em.. (O, 00 ) 
a T t enhaxnos : 



nosso caso, ja que, como veremos, transformaremos o algoritmo 
mestre em um programa completamente linear. &pós a publicaçiio do 
trabalho de Eaves e Zangwill [10] , Topkis [42] reformulou alguns 
de seus resultados anteriomente apresentados em [41] , relaxando 
algumas hipóteses anteriores. 

Parece caber a Zangwill [48] a iniciativa de 

fazer uso de mapementos ponto-conjunto no campo de programação 

matem6tioa, reconhecendo que diversos metodos de progranação po- 
dem ser interpretados nestes temos. As propriedades apresenta - 
das por tais rnapeamentos, sistematicamente estudadas, permitiram 
uma derivação mais imediata de resultados sobre converghcia. 

Finalmente, Eaves e Zangwill [LO] exgandiran 

estes conceitos, desenvolvendo wna teoria geral de convergência 

para algoritmos tipo plano cortante aplicada a problemas de pxo- 
gramação natem6tica, resultados estes discutidos e aplicados a 

seguir. 

Reescreveremos inicialmente o problema D 
apresentado em (11.2) sob uma foma equivalente. Considerando 
(ai,h) como pontos do epigrafo das fwçoes wi (7) ( l Y d k ) ,  isto 

6 ,  

podemos imediatemente reescrever D como: 

sujeito a: 



g s t e  problema coa um número i n f i n i t o  de v ín-  
c u l o s  l i n e a r e s  pode s e r  e s c r i t o  sob  forma m a i s  corren-be d e f i n i n -  
do: 

z = (Q1,.Q2, . . . ,  (Ql, h*, . e o ,  h m )E $*n- 

r : R ~ % R  ca lcu lada  como-r 

com o que obtemos a f o m a  equ iva len te  procurada:  
+ 

19 D minimize r( z ) 
d v G  

D a  mesma f o m a ,  o problema correspondente ao  
passo  2 do a lgor i tmo  mest re  d e f i n i d o  em (111.5,) s e r 6  r e e s c r i t o  
como : 

onde def inimos : 

4 
O c0n jun to .Z  corresponde a uma aproximaçao 

do conjunto v i á v e l  G por  l i n e a r i a a g a o  ex te rna  com a base 1 , 
j = O , l ,  ..., 3 , i s t o  ' e ,  o problema (20 ) corresponde ao  problema 



(19) relaxado, considerando-se apenas 3 entre a infinidade de 

vínculos lineares. 

O conjunto viavel G, por sua vez, pode ser 
I 

considerado como o wlimiteH de Z para 3 -coa , isto é, G rep- 
senta a regiao viável do problema D . E imediato que 2' e G siio 

3 conjuntos fechados, e que Z 3 G#$ , uma vez admitida a hipótese 
sobre consistência do problema S . 

Os algoritmos ti~o plano cortante sao algo - 
ritmos de relaxaçao que appximam o conjunto vi6veE. de wni dado 
problema pela intersecçao de urna coleçao de conjuntos, constrin- 

do i$erativamente uma sequência de pontos de tal forma que todo 
ponto de acumulaçao perlence ao conjunto viavel e e soluçao do ?L. 

problema originalmente proposto. Posemos identificar caaranente 
G como sendo o nosso conjunto viavel, e z 3  como uma de suas pogJ 
siveis aproximaçoes lineares externas, dado pela intersec~ao de 
uma coleçao de k-9  semiespaços definidos por hiperplanos-supoz 
te. 

Observamos que a funçao r assim definida 6 
linear, ou seja, D' é um programa completamente linear. A f i z  
mos que a estratégia de ~esoluçao do problema D via algoritmo 

tipo plano oortante consistira em resolver iterativamente os prg 

blemas linesrisados !,a4 , gerando um conjunto de k novos víncu- 
10s a cada iteraçao do algoritmo, tendendo a refinar:.a aproxima- 

çao ao conjunto vidvel G nas vizinhanças do ponto de ótimo procs 
rado . 

Podemos imaginar k mapeamentos cortantes que 

associam a cada ponto essa~~coleçao de novos vínculos. Una das cg 
racterísticas do mapeamento plano cortante é que os vínculos as- 
sim gerados - no nosso caso semiespaços suporte de G - excluemi. 
estritamente (ver V . 4 ) ,  por construçao, o ponto que lhes deu or& 
gem. Observamos ainda que uma soluçao dtima de D' não determi- 
na de maneira unívoca o conjunto de novos vínculos ora gerados e 
que deverao ser incorporados, na iteraçao seguinte do algoritmo, 



3+1 
ao novo problema D . Na realidade, 6 posslvel gerar-se uma 
coleçao de conjuntos de novos vínculos. 

Funçao separador 
j A sequencia de pontos z ( j  =O,& . . . ) gera- 

da pelo algoritmo tipo pjano cortante estará contida em um con - 
junto fechado X, e satisfará uma propriedade muito especial, is- 

5 to, 6 ,  se z 4 G , ou~se ja, se zJ n&o 6 soluçiio ótima do problema 
D~ , entiio z 1 2  3-1 i estará separado dos pontos z , z , . .., z de 
pelo menos certa distancia, definida por uma funqao separador. 

DBfiniçao : dados os conjuntos fechados $#GCX em wi. espaço metri- 
co, a função 6 :XwG-+R é uma funoao separador se: 

(a) 6 nao negativa; 
3 (ò )  se zJ--Z* e S (z )-O, antao Z%G. 

Um exemplo de funçao separador e a distancia 

d(z, G) entre um ponto ZEX e O conjunto viavel 0. Decorre da def& 
niçao acima que é positiva em XNG; que qualquer funçao p + 
definida em XN G e com valores em R, e semicontinua inferiomen- 
te, e uma funçao separador; que o mínimo de uma coleçao finita 
de separadores e um separador; e que se 8 6 um separador e 65 6 
entáo 6 è também um separador (iyer [10] ), . 
Mapeamento plano cortante 

A introduçao do mapeamento cortante envolve 

o espaço de subcon junt os & dado por : 

Supondo-se X um espaço métrico compacto, e 
que GcX e um suòespaço compacto, poderemos estender a & uma to- 
pologia com a métrica de Hausdorff 20 . Nestas condigoes 4 sg 



ra compacto, em t6rmos de topologia de conjuntos. 

Com o auxílio da funçao separador e do espaço 

podemos caracterizar agora o mapeamento cortante. 

Dafiniçao : um mapeamento ponto-con junto (P :X N G-+u$ e um mapea - 
mento cortante se existe uma funçao separador 6 defi- - 
nida em Xw G e com valores em  tal que, para todo 
ze X- G e todo Z E ~  (z), temos : 

onde B(z, 6 (a)) e' uma bola aberta centrada em z e com 

saio 6 ( z ) .  

Nessas condições, cada conjunto BF(P(z) será 
chmado de cortante. Note-se que o conjunto viável G 6 na reali- 
dade a intessecção de todos os cortantes, isto é: 

Observe-se que associa a cada ponto de X W G  

uma coleção de conjuntos de 4 (mapeamento ponto-con junto), ou 

seja, para cada ponto não pertencente ao conjunto vidvel G, o ma 
peamento cortante gera uma coleção (possivelmente infinita) de 

novos vfnculos . Tipicamente, mapeament os gortantes geram c on jun- - 
tos de hiperplanos-suporte do conjunto vi6vel. 

2, Algoritmo mestre plano cortante 

Passamos agora a apresentar o algoritmo mes Te 
tre plano cortante [lo] 1 dekenvolvido por Eaves e Zangwill com 

base nos conceitos ora apresentados. Tal algoritmo constitui-se 



em um modelo bastante geral, cujas propriedades de convergência 
interessa-nos discutir. Nosso objetivo final ser6 apresentar em 

(v .3)  uma de suas versões implementadas, e então aplicá-la 2 re- 
solução do problema D . 
Algoritmo mestre plano cortante ( W C )  - Eaves e Zangwill [i01 

Seja d 6 d ( * , G )  Uma função separador defini- 
da em X m G  e suponha tenha sido gerada uma sequência 
1 2  3 z , z , . . ., zS de pontos de X. Se z s G, então pare. 

3 +i Caso contrário, detemnine um novo ponto z E X tal que: 

21 Teorema: dados os conjuntos fechados @#G~x, seja a sequência 
o 1 z , z , . . . de pontos de X gerados por. W C .  Então 

qualquer ponto de acumulação desta sequência pertence- 
r& ao conjunto 0. 

Demonstração: tlomando-se subsequências se necessdrio, considere- 
1 mos que, devido à com-pacidade do conjunto X, a sequência eO', z , 

... de pontos de X gerados por ANPC converge a um ponto de acu- 
mulação z% EntBo: 

Como por construção do A W C  temos: 

concluhos que : 



3 Como z -zm , então: 

e portanto: 

e por definição de função separador, conclui-se imediatamente 
que : 

3. Versão implementada de AMPC 

Apresentaremos agora uma versão implementa- 

da do AMPC. Tipicamente, uma iteração desta versão consiste em 

resolver um problema de otimização em um dado conjunto viável. 
A partir de uma das soluções Ótimas assim obtida são gerados ng 

- vos vínculos a serem adicionados e ctaracterizados os vinculos 
inativos a serem abandonados. Essa adição-e-abandono correspon- 

de a uma redefinição do conjunto viável, modificando-o para a 

gróxima iteração do algoritmo. 

Admitiremos vglidas as hipóteses apresenta- 

das em (11.1 ). Sejam (P i-:Xw G -C& (1Y gk) mapeamentos cortan- 
tes e 6 :Xw G -..R m a  função separador associada a todos os 

i. Vamos definir I? como o conjpnto de índices de cortantes 
referentes ao s~bsistema i não abandonados até à j-ésima itera- 
ção inclusive, e como o mapeaaento ponto-conjunto definido 

( z )  = 2% O 1 r(2) r(z) ( v Z ~  ] 



O mapeamento associa a cada conjunto Z, re - 
gião viável do problema (19), o conjunto de pontos de Ótimo cor- 

respondentes. 

Versão implementada do AMPC 
- 

passo i. Baça g0=x, 3 4, F=-CXI , 6 =O. Calcule ZOE T(aO). 
passo 2 Suponha que até $&sima iteração tenham si- - 

do calculados valores para F e , &  e geradas a 
sequência de pontos (j=0,1,. , ,,3-1) e a se- 
qukcia de conjuntos z J  (j=O,l,. . .,q-1) dados 

3-1 por intersecqão de cortantes. Se z a G, pare. 
Caso contrário, vá para 3. 

passo 3 Aplique os mapeamentos cortantes e obtenha no- 

vos cortantes, escolhendo arbitràriamente: 

Defina : 

e calcule ~ E T ( Y ) .  
3 4 Se r(z )-h F + 6 , defina !i$ como a intersec - 

ção de todos os cortantes presentes na defini- 
3 - 

&o de Y e ativos em z' . Paça F=r(z ) e S=d(z3), 
Caso contrário, faça 3' = Y. 

A construção de novos v&mulos e o abandono 
(quando possível) de vihculoa inativos 6 feita no passo 3, Vemos 
que &te algoritmo abandona vínculos inativos em massa no insta2 

te em que o ganho em valor da função-objetivo do problema D te - 
nha sido satisfatório, a critério do separador 6 ; entrementes, 
todos os vinculos gerados são retidos. O abandono de vhculos 

inativos não altera o valor 6tim)x?orrente do problema, já que 
estamos a tratar de um caso totalmente convexo, 



Teorema: a ve r são  implementada do AMFC r e s o l v e  o problema: 
minimize r ( z )  

Z E G  

Demonstração: decor re  da  p r ó p r i a  cons t rução  da ve r são  implementa - 
da do AMPC que d o i s  casos  d i s t i n t o s  podem ocorrer .  

caso  1: a desigualdade não f o i  desobedecida por uma sequência  i _ n  
f i n i t a  de  pontos consecut ivos.  ~ ê s t e  caso,  podemos e x t r a  
ir de a subsequência {lyjk) i n f i n i t a  de  pontos do 

k .  compacto X, ta is  que r(y,  ) E7p-l) + 6(yk-I ) .  Tomando 
subsequências s e  necessá r io ,  cons idere  que a sequência  

1 m yO,. y , . . . converge a um ponto de  acumulação . ~ n t ã o  : 

? 

Usaremos do f a t o  de que a função &:XNG--R ca lcu lada  por: 

S ( z )  = ínf imo z  , ~ É X )  

6 também um separador  [10] . Provaremos i n i c i a l m e n t e  que 
k qualquer  y da sequência  s a t i s f a z .  &$ ~ ( ~ j ' ,  ~ ' ( ~ 3 , )  ) p a r a  

todo jXk. Admitindo por  absurdo que para  algum j,<k : 

jj 9 j 
Yk€ B(B ,â (Y 1) 

então teremos : 

Decorre da p9Ópria cons t rução  do passo 3 que: 

Obtemos então,  9 p a r t i r  d o , r e s u l t a d o  a n t e r i o r ,  que: 

~ o n c l u í m o s  necessàr iamente que,  p a r a  todo j<k, temos : 

Yklf ~ ( y . j , W ) )  

Por a p l i c a ç ã o  imedia ta  do teorema (21) ,  c o n c l u h o s  que: 



caso  2 :  a desigualdade f o i  desobedecida por  uma sequência  i n f i n g !  
t a  de pontos consecut ivos.  Tomando subsequências se  n e -  
c e s s á r i o ,  cons idere  que a sequência  i n f i n i t a  de  pontos 

o 1 y , y , , . . de pontos do compacto X converge a wn ponto 
da acumulação yoo . ~ n t ã o :  

Deoorre da  cons t rução  do passo 3 da versão  M p Q  
mentada do AMSC que, n e s t a s  condições:  

Como : 

então teremos : 

p a r a  todo  jdk, Ainda pe lo  passo  3,  lembrando que: 

decorre  que: 

p a r a  todo  ( l k j s k )  e todo subsis tema ( l c i g k )  . Por d e f i n i -  
ção de mapeamento c o r t a n t e ,  deverá  e x i s t i r  uma função se 
parador  6 d e f i n i d a  em X N  G e com v a l o r e s  em R' t a l  que 

s e  v e r i f i q u e :  

pa ra  todo ( l k j g k ) .  



IY.4 

Par aplicgção imediata &o .teorema (2l--) ,i. con&ldmos que : 

4. Mecanismo de geração de cortantes 

O .resultado fundamental do item anterior 6 a 
versão implementada do AMPC. Relembramos que o algoritmo mestre 
de resolução do problema D , apresentado em (IIZ.S), foi refor- 
mulado emL (lv.1) e posteriormente colocado sob a forma de algo - 
ritmo tipo.plano cortante com abandono de vínculos, vínculos 6s- 

tes a serem gerados por- mapeamentos cortantes. 

Besta linha de desenvoluiment o,, resta-nos a- 
gora caracterizar os mapeament os cortantes Yi, a função. separa - 
dor associada e o mecanismo de geração de cortantes. 

lipo's resolvermos o problm: 

minimize r(z) 
z E LT4 

correspondente & 4 -6sima it eração do algoritmo (111.5 ), obtemos 

uma solução ótima: 

e devemos então resolver os subproblemas (l-isk): 

34Jl 9 
obtendo soluções ótimas E. E Xi (ILiLk) e um certo conjunto Ci 1- 



(lgigk) caracterizado por : 

Como passo preliminar 2s demonstrações de 
3 

que sa geração dos conjuntos Ci faz-se por mapeamenta plano car- 

tante, provaremos que, se Z % X N  G, então z b  separado estrita- '. 
mente do conjunto viável 21 ' . 
Teorema: O conjunto C? E 8 (1LiLk) assim obtido a partir- de 

1- 4 
uma solupão Ótima F?+ G do problema D , separa q 
tritamente z3 do conjunto viável associado 2' . 

3 Demonstraqão: se z # G, então, por definição de G, existirá um: 
A 

ponto xi~Xi tal que : 

Logo, usando da compacidade de Xi, obtemos: 

máximo 

ou seja: 

para 1Likk. 

Uma vez estabelecLda esta propriedade de se- 



paração e s t r i t a ,  res ta-nos apenas d e f i n i r u a  função s e p a r a d o r  
vi :X N G -R p a r a  que possamos c a r a c t e r i z a r  C: ( l k i k k )  como um 

c o r t a n t e ,  após o q u a l  i d e n t i f h a r e m o s  formalmente os  mapeamentos 
c o r t a n t e s  0 i (16igk) .  & t e s  mapeamentos c o r t a n t e s ,  m a i s  a fun - 
ção separador  a d i a n t e  d e f i n i d a ,  i n t e g r a r ã o  a versão  implementada 
do a lgor i tmo d u a l  de resolução ,do  problema S , o b j e t i v o  d ê s t e  
t r a b a l h o .  

Nêste momento s e r á  necessá r io  lembrar  que, 
ao  apresentamos o a lgor i tmo ~ e s t r e  plano c o r t a n t e  (1V.2 ) , supu 
semos a e x i s t ê n c i a  de um separador  6 : X N G + &  t a l  que: 

Definamos, com o a u x í l i o  de ( 7 )  e h6), a 

função 6 :X N G --v&$ c a l c u l a d a  como : 

onde O t K s $  e que vericfica e s s a  desigualdade.  De f a t o ,  dado 
2 z G X N  G, e fazendo-se uso da norma do mgximo, podemos e s c r e v e r  : 

d(  z , G) minimo 
Z E  G 

4 máximo ( 0 . -  1 zil i 

l k i  im& 
a - máximo I zi- ei-) - 

Ou s e j a ,  usando (Ti) e (16): 



Observamos que o somatório estendido às com- 
ponentes surge da observação de que, se a desigualdade 6 ver i f i -  
cada com respeito ao máximo valor tomado entre as componentes, 
também será verifioada coa respeito ao valor médio tomado entre 
todas estas componentes. O pa rhe t ro  Ocdgl  fo i  introduzido oom 
vis tas  & implementação desta função separador, qus será  u t i l i za-  
da c omputacionalmente . 
Teorema: A função a :XWG-$ a s s i m  definida 6 una função sepa- 

rador para todo  O(D(L1. 

Demonstrapão : se E$+! G, resulta imediatamente de ( 7)  .3e (10) que 
6(z2 )>O, ou seja,  6 é não negativa. em X N G .  A continuidade de 6 
6 estabeleoida lembrando-se que w; (lgiklr) é uma função secoio - 
naimente l inear,  e portanto continua; e que, em vis tas  dos resu& 
tados da [22], tranorãtos no apêndice A, as funções wi (1Likk)  

também são conthuas. Como toda função rea l  definida em Xf@@ e 
semioontfnua inferiormente 6 uma função separador [10] , a demong 
tração está completa. 

Unindo os  resultados obtidos nêste capitulo, 
surgem então de uma maneira muito natural o s  mapeamentos cortan- 
t e s  (9 i ( M i d k ) ,  definidos em X G e com valores em & , que as- 
sociam a uma solução ótima 2 do problema D' (20) k conjpntos 
de (novos) cortantes C!' ( l & i L k ) ,  oada cortante correspondendo 

i 
a uma solução Ótima do subpZoblena: 

maximize 1 fi(xi) - h .gi(xi) 



IV. 4 

O teorema s e g u i n t e  e s t a b e l e c e  que tais mapeg 

mentos pi ( l L i L k ) ,  aissociados à função separador  a n t  e r i o m e n t e  
d e f i n i d a ,  s ã o  de  f a t o  mapearnentos c o r t a n t e s ,  

Teorema: O s  mapeamentos ponto conjunto  (B i :X to O-+$ d e f i n i d o s  

por  : 

são  mapeaaent os 

Demonstragã~:  [IO] , com auxilio dos r e s u l t a d o s  de [2J e [22] , 
t r a n s c r i t o s  no apêndioe A. 





V I W L F L M E ~ A Ç ~ O  DO ALGORITMO DUAL 

Nos capítulos E e I1 apresentamos o proble - 
ma S , em cuja resolução estamos in%eressados. Xais adiante, 
nos capftulos I11 e LV, apresentamos os fundamentos teóricos 
que  justificam a resolução de S por coordenstgão dual, propon- 
do para esta finalidade o algoritmo (111.5) e sua versão imple- 
mentada (TV.3). 

~êste capítulo estudaremos a implementação 
dêste algoritmo, começando pela apresentação de wa método de di 
re~ões viáveis escolhido para resolução doa subproblemas D; 'X 
( 7 ) ,  etapa neoessdria 6 deteminação de novos cortantas. Em se- 
guida, proporemos um mecanismo computacional para implementar a 
adi ção-e-abandono de o-6ritaht es . 

Outros assuntos tamb6m discutidos dizem res- 

peito à inicialização do algoritrao, bem como às regras de para- 
da que decidem quanto & truncagem do ;processo iterativo e canse 

I quente fornecimento de soluções qw%e;o&imas para o problema S. 

Inserem-se no texto fluxogramas expliuativos 

de diversas etapas de interêsse na implementação do algoxitno 
(IV.3), deixando-se a apresentação do diagrama de blocos complg 

to para o apêndice B. Ainda dêsse mesmo apêndice constam instrg 
ções gerais para uso do propama por nós deseuivolvido. 



A titulo de ilustração, é proposto e resolv& 
do um problema de otimização de um sistema decomponivel, apre - 
sentando-se os resultados computacionais obtidos. 

2. Resolução dos subproblemas $- 

Para obter um cortante C: (j=0,1,. . . ) 
( l s i k k )  é necessário, como já vimos em (LY.4), resolver o sub - 
problema : 

j;+l obtendo-se uma solução Ótima Xi Xi . 
Escolhemos um método de direções viáveis [50] 

de primeira ordem como instrumento de resolução dos subproble - 
mas por razões de simplicidade, facilidade de implementação e 
generalidade, uma vez que se pode imediatamente estender o pro- 
cedimento para o caso, mais geral, em que os conjuntos viáveis 
Xi- sejam definidos por vhculos diferenciáveis quaisquer. ~lém 
do mais, a experiência [37] reconhece serem as taxas de conver- 
&ncia dêste método tanto mais elevadas quanto melhor a confor- 
mação da região viável, o que 6 de supor-se em se tratando de 
politopos. 

~étodos de direções viáveis constroem, a pa; 

tir de wn dado ponto viável, uma semi-reta que passa por &te 
ponto e por pontos do conjunto viável. Essa semi-reta tem a paz 
ticularidade de ser definida pela direção viável & qual corres- 
ponda a maior taxa de ganho inicial (no sentido incremental) em 
valor da função-ob jetivo. Em seguida, o método determina um ho- 
vo ponto viável sobre esta semi-reta, correspondente & otimiza- 
ção da função-objetivo a partir do ponto viável anterior, nesta 



d i reção .  Ou s e j a ,  reso lve-se  um dado problema de programação m a -  
t e m á t i c a  por  uma s é r i e  de  problemas de oçimização u n i d i r e c i o n a l ,  
processo  ê s t e  que não o fe rece  maiores d i f i c u l d a d e s  sob  o ponto 
de  vista computacional. 

Assumiremos por  h i p ó t e s e  que cada conjunto  
v i á v e l  Xi (1Gi5k) é um p o l i t o p o  dado p o r :  

onde Ai (mi% n. ) e Bi (mi f são,  respect ivamente,  m a t r i z e s  e 
1 

v e t o r e s  dados. Admitimos a i n d a  que todos  os  p o l i t o p o s  assim de- 
n i d o s  são  con jun tos  l i m i t a d o s ,  d e s t a  maneira  s a t i s f a z e n d o  as hi-  

p ó t e s e s  i n i c i a k s  (11.1) s o b r e  compacidade. ~ l é m  do m a i s ,  uma c02  
d i  pão de q u a l i f i c a ç ã o  de v incu los  é automáticamente g a r a n t i d a  pe 
L a  l i n e a r i d a d e  dos mesmos, p o r  exemplo, condição de q u a l i f i c a ç ã o  
2everso-convexa [32] . 

Essa nova h i p ó t e s e  o r a  i n t r o d u z i d a  é i n t e r e s  - 
s a n t e  sob o ponto de vista computacional, tornando m a i s  imedia - 
tas operações como t e s t e s  de  v i a b i l i d a d e  e cÔmputo de  v a l o r e s  12 
c a i s  do g r a d i e n t e  dos v<noulos, que fazem p a r t e  i n t e g r a n t e  do m é  
todo de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  a s e r  apresentado a s e g u i r .  Ademais, é 
de s e  e spe ra r  que a so lução  Ó t i m a  o b t i d a  correspondente r e s o l s  
ção do subproblema $j, ( j=O,l. ,  . . . ) (1kiGk) pe r t ença  à f r o n t e i -  
ra do po l i topo  correspondente,  ou s e j a ,  o proc.esso de  ot imização 
poderá eventualmente t e rminar  em wz número f i n i t o  de passos.  

Direção v i á v e l  Ó t i m a  de deslocamento 

Dado um ponto v i á v e l ,  a d i r e ç ã o  de des loca  - 
mento q u a l  corresponda a maior  t a x a  de ganho i n i c i a l  (no s e n t i  - 
do incrementa l )  em v a l o r  da  função-ob j e t i v o  6 dada p e l o  v a l o r  12 
c a l  do g rad ien te  dessa  mesma função-ob j e t i v o  . Todavia, é nec e s s a  
r i o  assegurar-se  que t a l  d i r e ç ã o  de deslocamento s e j a  v i á v e l ,  ou 

s e j a ,  6 n e c e s s á r i o  levar -se  também em c o n t a  informações l o c a i s  



&&ca dos v<nculos que definem: a região viável do problema de 
otimização . Zoutendi jk [50] observou que a sequênoia de pontos 
viáveis gerada por um algoritmo de direções viáveis pode even - 
tualmen-be tlengarrafarw em um ponto não-desejável quando levamos 
em conta, na determinação da direção viável de deslocamento, a- 

penas os vhculos localmente ativos. asse fenômeno pode ser ev& 
tado levando-se em conta os vinculas localmente €-ativos, isto 
é, os dnculos ativos mais aquêles prestes a tornarem-se ativos, 

A direção viável de deslocamento é determina - 
da resolvendo-se uni problema de programação linear chamado gini 
max - [37], que passamos a apresentar. será necessário definir : 

x.eX. - ponto viável inicial 
1 .>L -- 

1 '" Aie R i - 1-ésirna (O=l-) linha da matriz, Ai 
L Bi E R - 1-ésima (O=l=mk) componente do vetor Bi - 

LL 

R i - direpão de deslocamento a -partir.de xi 
E Ji(xi) - conjunto de vihculos E -ativos em xi, dado 

Por 
t3 1 1 J~(x~) = { ~ G N  ( (0~1h~) ( ~ ~ e ~ ~ + ~ ~ t e  A o) 

A direção viável Ótima de deslocamento a pax 
tir de xi, que representaremos por' h; (l&igk), 6 obtida como 
solução Ótima do seguinte problema de programação linear [37d : 

sujeito a: 

O primeiro conjunto de restrições serve para 

garantir a viabilidade da solução Ótima procurada. O Último c02 



junto  de r e s t r i ç õ e s  s e r v e  apenas como um f a t o r  de normalização 
d a  d i r e ç ã o  Ó t i m a  procurada, 

* Definindo-se 4, como o v a l o r  Ótimo da  fun-  

ção-ob j e t i v o  do minimax, prova-se [37] que LL=Q p a r a  todo xi 
viável e todo. Ir W .  Mais a inda ,  s e  X,GX, é ma solução Ó t i m a  

-L .L 

p a r a  o problema D~ , e tomando-se E =O, en tão  hz'o=~. 
h 

Deslocamento máximo v i á v e l  

Dado um ponto v i á v e l  i n i c i a l  xi, e c a l c u l a d a  
ff uma d i reção  v i á v e l  Ó t i m a  de  deslocamento através' da r e s o l u -  
.I. 

ção do minimax, o método de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  preve?, como e t a p a  
s e g u i n t e ,  a i d e n t i f i c a ç ã o  do t r a ç o  da semi-reta de origem x+ e 

.L 

d i r e ç ã o  na f r o n t e i r a  do con;lunto v i á v e l  Xi Ou s e j a ,  devemos 
c a l c u l a r  o deslocamento máximo v i á v e l  a p a r t i r  do ponto inL - 
c i a l  xi: 

A d e t e m i n a ç ã o  de  $ 6 f e i t a  p o r  um processo  
i t e r a t i v o  de t en ta t iva -e -ê r ro ,  Tipicamente, ê s t e  processo  i t e r a -  
t i v o  cons ta  de  wn número i n f i n i t o  de passos ,  necessi tando-se,  

p o i s ,  truncá-10. I s s e  truncamento, sob  c e r t a s  condições [37] , 
não a f e t a  as propriedades de convergência do método de d i r e ç õ e s  
v i á v e i s .  

 tim mie ação u n i d i r e c i o n a l  

Uma vez d e t e m i n a d o  o segmento: 

* 
r e s t a  d e t e m i n a r  uma solução ótima xi do s e g u i n t e  problema de  
ot imização un id5rec iona l :  



maximize [fi(x) 3. - 
s u j e i t o  a: I 

X i e  [ii , xi + e * -hi *I 
o que s e  f a z  p e l o  método da busca p e l o  segmento áureo  [37]. as- 
s e  processo i t e r a t i v o ,  de tentativa-e-&mo, desenvolve-se tipi- 
camente em um n b e r o  i n f i n i t o  de passos ,  ~ambém a q u i  surge  a 
necessidade de  t r u n c a r  o processo  i t e r a t i v o ,  o que,  sob c e r t a s  
condições [37] ,  não a f e t a  as propr iedades  de convergência do a i  
todo  de d i r e ç õ e s  v i á v e i s .  

O m&odo de  d i r e ç õ e s  v i á v e i s  g o r  nós imple 
mentado 6 uma vem80 do a lgor i tmo 4 -3 -20  de [37] . Uma observa - 
ção importante  a s e r  f e i t a  é que, n e s t e  t r a b a l h o ,  não foram f e k  
t o s  estudos t e ó r i c o s  sobre  as consequências do truncamento, li- 
znitando-nos a in t roduzi r~ 'mecanismos  heurl"s t icos o om e s s a  f iria- 
dade, 

O diagrama de b locos  completo do método de  
d i r e ç õ e s  v i á v e i s  f a z  p a r t e  i n t e g r a n t e  do apêndice B,  

Reportando-nos a (1v.4) e ( I V . ~ ) ,  vimos que 
3 

oada c o r t a n t e  Ci ( W i k k )  6 o a r a c f e r i e a d o  por  um semi-espaço 

s u p o r t e  dado por :  

3 ~ 1  L i onde xiõXi 6 uma solução Ó$ima . *  do subprob l~ma DxQ , obtdda 

p e l o  método de  d i r e ç õ e s  v i á v e i s  &$resentado no i t e m  a n t e r i o r .  
3 

Em oada caso,  o conjunto  e á v e l  !4 c o r r e g  

pondente 3 -ésirna i t e r a ç ã o  do a lgor i tmo  (IV.3) é dado pela; i2 



9) 
tersecção de uma coleção de cortantes, ou seja, Z 6 claramente 
um ~olitopo, definido por inequações lineares. esse conjunto de 
inequagões lineares pode, "evidentemente, ser colocado sob a for 
ma : 

9 3 
onde A s' uma matriz retangular e B 6 um vetor coluna. O n&e- 
ro de linhas da. matriz % 6 igual ao número de cortan%es corres 
pondentes & -6sima iteração do algoritmo, por sua vez igual ao 

9 3 
número de elementos do vetor B . A matriz A tem, evidentemente 

(k+m) colunas. 
2 

Tipicamente, uma linha da matriz A seria ex- 
pressa por: 

9 
e o correspondente elemento do vetor B por: 

para ( lg ikk ) ,  

Percebemos já que o mecanismo de adição-e- 

abandono de vfnculos nada mais deverá ser que um mecanismo de 
4 

redefinigão da matriz A' e do vetor iB , por adipão-e-abando- 
no, respectivamente, de linhas e elemento, de iteração para itg 

ração do algoritmo. 
3 

A determinação dos novos cortantes Oi ? 
(1C-iGk) corresponderá a adicionar autom&ticamente matriz, A 

a 
e ao vetor B , respectivamente, k novas linhas e k novos ele - 
mentos Mais ainda, o mecanismo computacional proposto, a crita 



rio do valor corrente da função-separador definida em (LV.~), 
deverá proceder & identificação e abandono de linhas e elemen- 
tos que correspondam a restrições inativas para a solução Ótima 
c orrent e. 

2+4 
Desta maneira obtemos urna nova matriz ,9A 

Qsl 
e um novo vetor B ~ ~ '  , que definem o novo conjunto viável Z . 
No programa de computador por nós desenvolvido essa tarefa 6 
realizada pelas subrotinas MTRX1 e MTRX2 (ver apêndice B) . 

$ importante notar que as dimensões da ma - 
4 3 

triz A e do vetor B variam de iteração para iteração do al- 

goritmo, e que se faz necessário adiuionar variáveis de folga 

às desigualdades matriciais: 

para transfomná-las em igualdades matriciais, com vistas à uti- 
lização do método simplex para programação linear (ver apêndice 

B)* 

4. Fluxograma final 

O seguinte fluxograma simplificado correspon 
de ao algoritmo dual implementado para resolução do problema S 

(I.1), sendo o resultado final dêste trabalho. ~êste fluxograma 
identificaaos as principais etapas do processo iterativo, dei - 
xando o detalhamento completo por conta dos diagramas de bloco 
apresentados no ap-@di&e B . 



x 

leia dados e parhetros 
/ 

I calcule um pont; viável i n i c i a l  I 
I E: ( l k i k k )  pelo método simplex I 

*- 
resolva os subproblemas: 

I pelo método' de diregões viáveis I 

solução quase-Ótima de S ] 



5. Exemplo paopostg 

O seguinte exemplo foi por nós proposto para 
ilustrar a aplicação do algoritmo dual (V.4) .  Assim sendo, to - 
mando como modêlo a foraulação do problema S (I .l), formula- 

mos o nosso exemplo como : 

maximiae fl(xl) + f2(x2) 

sujeito a: 

onde : 







1. Teoria de dualidade 

Transcrevemos, a seguir, alguns resultados 
de 17, sobre teoria de dualidade, baseado nos quais demonstra - 
se o teorema de dualidade forte, empregado em (111.3). 

Definição: o problema canõnico prima1 I? é: 
s ,  3 

P maximize f(x) 
xç X 

sujeito ,.a: 

g(x) f O 

onde : 

f.:X-+R - é uma função-critério côncava explicitamente 
conhecida, definida em X e com valores em R; 

g :X + R ~ -  6 uma função-demanda convexa explicitment e 
conhecida, definida em X e com valores em R? 

X 5 R* - 6 um conjunto convexo $0-vazio. 

Definiçgo: o problema canônico aual D de B 6 :  

minimize supremo f(x) - hes(x) 
h. -0 X E X  



onde ~ E R ?  é o v e t o r  de  v a r i g v e i s  dua i s .  

Definição:  o  v a l o r  Ótimo de  P é o supremo de f ( x )  s u j e i t o  a 

X G X  e g ( x )  f O. 

Definição:  o  v a l o r  Ótimo de  D 6 o supremo de s e u  maximando su -  
j e i t o  a ha O. 

Definição : um v e t o r - h  é M. v e t o r  m u l t i p l i c a d o r  Ótimo pa ra  P s e  
o p a r  (x,  1 ) s a t i s f a z  as condigões de o t imal ldade:  

( a )  x maximiza f ( x )  - h eg(x) em X, 

(b) h * g ( x )  = O 

( C )  % & O  
( a )  g ( x )  6 0 

Definição: a funçao-perturbaçao v assoc iada  a P d e f i n i d a  em 
e com v a l o r e s  em ~lJl . fao) 6 ca lcu lada  como : 

v ( y )  = supremo f ( x )  
x u  X 

s u j e i t o  a :  

g ( x >  6 y 

onde y e  I?? é o v e t o r  per turbação.  

- 
Definigão: s e j a  IE um ponto onde v 6 f i n i t a .  Um v e t o r  R* 

é subgxadiente  de v em y s e  : 



Definição: o problema P 6 estável se v(0) 6 finito e:  

lim ~ ( 0 )  - v@y) 
8 -*+O elld -400 (Vy#0) 

Definigiio: Y s I l m  6 o conjunto de todos os vetores perturbaçao pg 
ra os quais o correspondente problema perturbado 6 v& 
ável, isto é: 

Y d { ye 1 g(x) f y para algum x o ~ )  

Lema 1: Y é um conjunto convexo, e v e una funçao convexa em 

Lema 2 : Seja 8 m a  funçao convexa definida em um conjunto con - 
vexo YS R? e com valores em RUI-m) . Seja 11 11 uma nork 
ma definida em e, e seja y um ponto no qual 9 é fini 
ta. Então 8 possui um subgradiente em ~ E Y  se e sòmen 
te se existe um escalar positivo M tal que: 

para todo y~ Y tal que y#. 
~emonstração : L.71. . 
Lema 3: Seja v(0) finito. Então 4 uma solugão ótima do prg  

blema D e os valores ótimos de D e P sao iguais 

se e sòmente se -)i é subgradiente de v em y=O. 
Demonstraç~o : [17] . 
Lemm4a : SSqs-~(Kl-)~-:finito ) e h um subgradiente de v em y=O . En- 



tao x é uma soluçao 6tima para o problema P se e 
sòmente se (x,- % ) satisfaz as condiçoes de otimali- 
dade (a), (b), (c) e (d) para P . 

Demonstraçao : [17] . 
Teorema : (dualidade forte ) 

Se o problema P 6 estável, entao: 

(a) o problema D possui uma soluçao Ótima; 

(b) os valores ótimos dos problemas P e D são 
iguais ; 

( c )  h e uma solução Ótima do problema D se e 
sòmente se - h 6 subgradiente de v em y=O; 

(d) qualquer solução ótima do problema D ca - 
racteriza o conjunto de todas as soluções 6- 
timas do problema P como soiuç6es do sub - 
problema : 

maximize f(x) - h e g ( x )  
xox 

sujeito a: 

Demonstragk: como P 6 estavel, v(0) e finito e concluimos dos 

lemas 1 e 2 que v possui um subgradiente em y=O. As partes (a), 
(b) e ( c  ) decorrem por aplicaçao imediata do:. lema. 3. A, parte 
(d) decorre imediatamente do lema 4 com o auxilio da parte (c). 
Com isso completanos a prova do teorema da dualidade for-t;e. 



2. Mapeamentos ponto-conjunto 

Apresentamos a seguir alguns resultados ex - 
traídos de [2] , [22] e [23] concernentes a mapeamentos ponto-c02 

junto. 2stes resultados sao utilizados na denonstraçao do lema 8 
de 10 , citado como prova do teorema , apresentado no capitg 
10 IV. 

Mo que se segue, consideraremos X e Y como 
dois espaços topolÓgicos 1231 . 
Definiçao: 

Definiçao; 

Definiçao: 

Def iniqao : - 

umtmapeamento ponto-conjunto n : X + Y  é aberto em -: 

x;X se, qualquer que seja G E Y  aberto, com t3flfi(xol # 
f 9, existe uma vizinhança U de xo tal que: 

um mapemento ponto-con junto R :X-+Y e fechado em 

xgX se, qualquer que seja G s  Y aberto, com GiA(xo) 
existe uma vizinhança U de xo tal que 

um mapeamento ponto-conjunto fi :X*Y e contínuo em 
xoeX se e aberto e fechado em xo. 

um mapeamento ponto-con junto fi :X*E e unif ornemente 
compacto nas vizinhanças de xo X se existe uma vizi - 
nhança U de xo tal que o f k h o  de: 



Ros d o i s  teoremas que se seguem, extraldos 

de [22] , consideraremos : 

v(x) 4 supremo f (x ,y)  
YEJUX) 

onde A:X-Y 6 urn mapeamento ponto-conjunto que associa a aada 

ponto de X um subconjunto ae Y. 

Teorema : Se fi é contínuo em xo~X e uniforaemente compacto 
nas vizinhanças de xo, e s e  f e continua em xgR(xo) 
entao v é conthua em x o *  

Demonatra~ao : [22] 

Teorema : Se A 6 continuo em xoeX e f é contznua em x;R(xo), 
entáo o mapearnento B!i definido em X como: 

6 fechado em xo. 

Demorwtrag~o : (221 



~êste apêndic,g apresentamos uma descrição do 

algoritmo implementado de resolução do problema S por coordena 

ção dual. Esta descrição não pretende ser exaustiva, mstão a6 - 
mente apresentar aspectos que interessem diretamente ao usuário 

do programa desenvolvido. 

%. Entradas e saidas do proarama 

Parâmetros 

I N T W  

INTSS 

EPSON 

EPS 3m 
D r n X  

Dados fornecidos 

KSYST 
M 

número m6ximo de iterações do algoritmo 
nhero máximo de iterações do algoritmo de 
resolução dos subproblemas D\ (7) 
fator. que detemina, ,:em função do valor- cor- 
rente do separador, o valor inicial da preci 
são de trabalho do algoritmo de resolução 

dos subproblemas D; (7) 
precisão utilizada na regra de parada do prg 
cesso iteratixo, conforme (111 . s )  
idem, ibidem 

número maximo de colunas da matriz A 

número de subsistemas 

nhero de recursos produtivos comuns ofereci 

dos aos subsistemas 



vetor cujas M componentes representam as dig 
ponibilidades dos recursos produtivos comuns 

oferecidos aos subsistemas 
número total de restriçoes que definem o c02 
junto Xi de decisoes viáveis associado ao i- 

esimo subsistema 

dimensao do vetor de decisao associado ao i- 

ésimo subsistema 

matrizes que definem o conjunto Xi de deeistj 
es viáveis associado ao i-esimo subsistema: 

Xi = X(1) R NSYST(l) BR(I.)*X(I)+BR(I) = O 

Expressoes analíticas a serem fornecidas: 
deverao ser fornecidas ao programa diversas 

express6es analiticas, diretamente ligadas 
às expressoes das funpões-critério fi e das 
funções-demanda gi ( l= i=k) ,  nos seguintes 

lugares : 
fluxograma página 

Lembramos que, ao fornecer estas express~es, 

6 necessário proceder a alterações nos coma2 
dos GO TO(. . .),I associados,. em função do v& 
lor de KSYST. 

Valores computados : 

OPVD1 valor quase-Ótimo da função-objetivo do pro- 

blema S 

x ( I )  vetor de decisão quase-ótimo associado ao i- 

ésimo subsistema 



XliMKB vetor de preços quase-Ótimo 
A matriz cujas KSYST colunas representam os vg 

lores quase-Ótimos das funções-demanda 
( L = i = k )  associadas aos respectivos subsiste- 
mas 

USAGE vetor cujas M componentes representam a d i f g  

rença entre a disponibilidade de :um dado r2 
curso produtivo e a demanda total. quase-Óti- 
ma dêsse mesmo recurso produtivo. 

2. Mensagens de êrro 

INVIABILIDADE 
SUBSISTBW I = 

$ouve erro no fornecimento dos valores dos 
elementos das matrizes AR(I) e B R ( 1 ) .  O pro- 
grama apontou o conjunto Xi como sendo vazio. 

A ~ ~ N T A R  PRECISAO 
erro excessivo na deteminação das aproxima- 
ções lineares. ~ecessário diminuir o valor. 
do garâmetro EPSON. 

DIMEWSIONWNTO ULTJ3APASSADO 
Poi ultrapassado o valor~máximo admitido pa- 
ra o nhero de colunas da matriz A. ~ecessd- 
rio redefinir o dimensionamento (BE i-).,da ma- 

triz A e o valor do parâmetso D I U X .  

3. Dinaensionamento. 

f% estrategia de relaxação comiabandono de 



vinculas, conforme apresentada no capitulo IV, resulta em traba- 
lhar-se, a cada iteração do algoritmo, com um nhero variável de 
aproximações lineares. Desta maneira, 6 preciso levar em conta a 
variação no dimensionamento das matrizes correspondentes às agro 

ximações lineares, não se permitindo seja ultrapassado o dimen - 
sionanento máximo previsto no inicio da corrida do computador, 

Desta maneira, 6 possível tão sòmente defi - 
nir um dimensionamento minimo para diversas matrizes, e recomena 
dar um valor máximo correspondente. 

será necessário definir os seguintes valorgs: 

L2 = KSYST + 2. 

C1 = máximo 2*NSYST(I) + WYST(1) + 2 
I 

02 = 3*KSYST + M 

com base nos quais colaputamos : 

MSIMP = máximo ( L1 , L2 ) 

NSIfaP = mdximo ( O1 , C2 ) 

valores estes que servirao de base para definir dimensionamentos 

mínimos. 

Dimensionaaent os conhecidos a praori- 

AR(KSYST, máximo MSYST (I ) , maximo NSYST ( I ) ) 
I I 

BR(KSYST , máximo PlfSYST ( I ) ) 
I 

BPRIN ( B4 ) 

IToTI (KSYST ) 



MSYST ( KSYST ) 

NSYST (RSYS'P ) 

X( KSYST , mdximo NSYST 
I 

XHZ ( máximo NSYST ( I ) 
I 

DTSensi onamentos mínimos 

Todas as mat r i zes  e vetores-coluna s u p r a c i t g  

dos apresentam a propriedade s e g u i n t e :  s e u s  corresponden-t;es n k  

r o s  t o t a i s  de linhas sgo de  mesma ordem, Recomendamos a d o t a r  um 
v a l o r  m ú l t i p l o  do dimensionamento d n i m o  acima d e f i n i d o ,  e lem - 
bramos que o v a l o r  do parâmetro D I U X  a s e r  fo rnec ido  r e p r e s e n t a  

o v a l o r  adotado p a r a  NSINP. 



4,  Subrotinas 

O algoritmo implementado para resoluçao do 
problema S incorpora três subrotinas, cujos argumentos e fina- 
lidades descrevemos a seguir. 

SUBROTJT INE lVíTRX1 
argumentos de entrada: KSYST, iVI, 13172,. BPRIM, X 

argumentos de aaída: M S I F ,  NSINP, NUMBR, A, XO, EX 

Essa subrotina tem por finalidade iniciali - 
zar o algoritmo implementado, construindo a primeira aproximaçiio 

linear. Ao cabo do processo iterativo esta subrotina 6 novamente 
chamada, para computar os valores OPVD1 e USAGE, descritos no 

item 2. 

argumentos de entrada: KEIYST, BB, T, BPRIIg, NUIIILBR,. EX,, 
X, XOl 

argumentos de saída: BBSIMP, NSIMP, ITOTI, 8,  XO, EEX 

Esta subrotina tem por finalidade gerar no - 
vas aproximaçoes lineares e, a crf.i;ério do argumento T, abando - 
nar aproximaçi5es lineares antigas inativas, O argmento T 6 com- 
putado no programa principal em funçao do valor corrente do sepg 

rador , 

argumentos de entrada: ISGNL, ~ S I I W ,  NSIW, A, XK 

asgumentoa de saída : IDIDI, ICMAXI 

Esta subrotina tem por finalidade resolver 

problemas de programaçao linear pelo metodo simplex revisado 
[14] . Na inicializaçiio do processo iterativo d chamada para de - 



temninar m a  decisao viável inicial para cada subsistema, 

O argumento I D I D I  pode tomar tres valores, a 

saber, significando: 

I D I D I  = 1 
I D I D I  =; 2 

I D I D I  = 3 

problema consistente 
problema inconsistente, o conjunto 
viável proposto 6 vazio 
valor Ótimo ilimitado; a subrotina 

fornece uma solugao viável compu - 
tada 

No primeiro caso, as NSIm primeiras compo - 
nentes do vetor ZUxI representam a soluçao ÓCima computada, e a 
(NSIBW-;l )-&sima componente representa o valor Ótimo c orresponden 
te computado, 
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l i XMPXI(IJ)=X AXI ( T J)/A A 
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ICALL SMPLX 
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IDIDI = 1 

8 

IDIDI = 2 

7 
IDI DI-2 , 

D2 = E36-AA-.4 



- - 
IDIDI = 1 AA=BB s 

ID1DI=l AA-BB 

IDIDI =2 































----i CONTINUE 



<J=I  9 ÇIMP ) 





UTINE SMPLX 
MSIMP ,NSIMP , ISGNL,A, 
XK JMAXT , IDIDI) 
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IJ= 1 MSIMP } 







I RETURN I 
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1 < ISIMP = 1 ,I2M > 





ETURN I 
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