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" 'RESUMO

Este trabalho tenta coletar toda informacgao
disponivel sobre problemas de controle da safida em sistemas
lineares. Apresentamos as definigoes de controlabilidade de
saida e sugerimos um método para construir um controle de ma
lha abertaque conduz a saida a um valor especificado em .um
instante arbitrario de tempo.

Discutimos as relagoes entre esses concei -
tos e os métodos de solugao usando realimentacaoc de estado .
Para um sistema linear invariante no tempo, com uma sd saida,
mostramos que controlabilidade de safida & uma condigao neces
saria e suficiente para a existéencia de uma realimentagao 1i
near das variaveis de estado que designa arbitrariamente os
autovalores do sistema de malha fechada que sao observaveis
na saida. A aplicacao deste resultado ao servomecanismo 1i-
near com uma éaida mostra que a capacidade de tal sistema pa
ra seguir qualquer sinal de comando cbm erro de regime nulo e
uma resposta ﬁranéitéria arbitrdria é equivalente 3 controla
bilidade de saida da planta e € independente da classe de
perturbagdes.

Comentamos as vantagens e inconvenientes dos
métodos apresentados e direcoes para futura pesquisa sao in-

dicadas.



ABSTRACT

This work tries to collect all the available
information on output control problems for linear systems
The definitions of output controllability are presented and a
method for constructing an open loop input that drives the
output to a specified value at a specified time intant is

suggested.

The relations between these concepts and the
salution methods using state feedback are discussed. For a
single -~ output linear time. invariant system , output
controllability is shown to be a necessary and sufficient con
dition for the existence of linear state variable'feadback
that freely assigns the-eigenvalues of the closed loop system
that are observable from the output. An application of this
result to the single output linear servomechanism shows that
the -ability of such a system to track with zero steédy-state
error and an arbitrary transient response is equivalentto out
put controllability of the plant and is independent of the

class of command signals and disturbances.

Advantages and drawbacks of the shown methods

are discussed and directions for further research are indicated.
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CAPITULO 1

1.1. INTRODUGAOD

Apesar da grande enfase dada ao conceito de contro-
labilidade do estado no desenvolvimento da teoria moderna de controle, na
maioria das situagoes praticas o interesse maior € o de controle das sai-

das e nao do estado.

No problema dos servomecanismos, por exemplo, dese-
jamos que a saida apresehte um certo comportamentoc e, normalmente, o esta
do do sistema considerado ndo & controldvel, ou mesmo estabilizdvel. A 11
teratura deste problema tem aumentado nos Ultimos anos: Bhattacharyyal,

3

Bhattacharyya 2, Bhattacharyya °, Anderson e Moore b

e outros.

Intimamente relacionado com o problema do servomeca
nismo &€ o problema de "zerar a saida de um sistema”, completamente resol

5

vido para o case linear em Bhattacharyya °, por intermédio de realimenta*

cao de estado.

Embora as solugbes atuais desses problemas sejam ba

seadas em controle do estado, eles podem ser encarados como problemas de
_controle da salda. Este trabalho tenta coletar todo o material disponi -
i'vel em controlabilidade de saida e relaciona-lo com as solugbes conheci -

das dos mencionados problemas.

1.2. SUMARIO DA TESE

As primeiras consideracoes sobre controle de saida



parecem ser devidas a Kreindler e Sarachik 6, No Capitulo 2 apreéenta-
mos as definigdes e critérios desenvolvidos por eles paré o0 caso linear.
Sempre que possivel usaremos as versdes geométricas e algébricas (matri-
ciais). E entao mostrado como construir um controle de malha aberta que
transfira a saida a um valor especificado em um instante arbitrario do

tempo.

No Capitulo 3 o problema de controlar a saida no interva
lo te tempo [0 @ )} por realimentagac das variaveis de estado & estuda
do. As solugbes disponiveis e suas relagfes com controlabilidade de sai
da sdo apresentadas. Estas relagfes sao utilizadas para provar que a ca
pacidade de um servomecanismo linear com uma safda para seguir assintoti
camente uma classe de sinals de comando em presenga de uma classe de per
turbacoes & uma propriedade da planta e € independente da classe dos si-

nais e perturbagoes.

No Capitulo 4 o problema de se conseguir uma fungao ar -
bitraria do tempo como saida €& considerado, e os mais importantes resul-
tados disponiveis sao apresentados. Mostramos também que a solugao para
o problema de regulacao da safida vista no Capitulo 3 possui o inconveni
ente de ser muito sensivel a variagdes nos ganhos da realimentagao. Con
digbes evitando a ocorréncia de leis de controle sensiveis sao apresenta

das.

E salientado o fato de que a condigdo para pequena sensi
bilidade & a mesma que a condigdo para regulagao da saida com energia 1i

mitada.



Finalmente mencionamos varias questoes abertas relaciona-

das com o controle da sailda.



CAPITULODO 2

2.1, SISTEMAS LINEARES

Os conceitos de controlabilidade de estado, ou de saida ,
sao importantes em qualquer problema de controle, mas a teoria atual dis-
poe de condigOes construtivas apenas para o caso linear. Assim considera

remos nesta tese somente sistemas lineares.

Seja S o sistema linear variante no tempo dado por:

x (t)

A(t) x (t) + B (£) u (t) (1a)

y (£} = C (£) x (t) ' (1b)

onde o estado x , a entrada u , e a saida y sao vetores de dimensdes
n, mer respectivamente t r<nl. A(t), B(t), C (t) sao matrizes
de ordens compativeis e fungbes do tempo continuas por partes. x,y e u
podem ser encarado como pontos dos espagos euclideanos X, ¥, e U, os

espagos de estado, de salda e de entrada respectivaments.

A solucao de (1) é:

x(t])

]

Bt x(t) + fto 6Ct,t) BlT) ult) d 7 (2a)

y(£) = ClE) oCt,t ) x(t ) + fi Clt) ¢(t,7) BlT) ult) d T (2b)

s}



As equagoes (2) podem ser escritas em forma mais compacta:

x(t) = x0(t) + f: H, (t,1) u (1) d T - (3a)

o

yie) = o) + J§ Hy (6,1 u (1) d T (3b)

0

onde H (t,T) = ¢(t,t) B(t) ; H (t,1) = C(t) H (t,T) ;
X y X

x0(t) = ¢(t,tD] x(tol e yo(t) = c(t) x0(t) e a solugao homogénea

(resposta do sistema livre a condigao inicial x(tDJJ.

Os elementos (t,7) da matriz Hy(t,r) podem ser in -

h,
ij
terpretadas como a resposta impulsiva do sistema para t > 1 e sao fun-

coes continuas por partes em t e T.

2.2 DEFINIGCOES

As definigoes apresentadas nesta segao foram primeiramen-

te dadas em Kreindler e Sarachik®.

DEFINIGAD 2.2.1.

" § ¢ dito completamente saida controlavel em {}o’ t&

se, dados t0 e t_F , e x(tol arbitrario, qualquer valor final da sai-

da, y(tf]. em Y pode ser alcangado por algum controle ul(t),te Eo’tg v,



A frase "algum controle u” indica que nenhuma restri-
cao (por exemplo em amplitude ou energia) & colocada em u. No que se-
gue a Unica hipEtese feita € serem as variaveis de controle fungoes do
tempo continuas por partes. A palavra "completamente” da énfase ao fa

to de ser arbitraria a escolha dos valores inicial e final.

0 conceito acima pode se tornar independente do intervalo

de tempo BO’ #g através da seguinte

DEFINICAC 2.2.2.

" S ¢ dito completamente saida controlavel se, para qual
quer to, qualquer valor final da saida, y[tF], pode ser alcangado em

um tempo finito t,, t

- > t, » para condigées iniciais arbitrarias em

.F
t =t ",
e}

0 exemplo abaixo mostra que um sistema pode ser completa-
mente saida controldvel e nao ser completamente safda controlavel em cer

tos intervalos.

EXEMPLD 2.2.1,

o 1 0

x(t) = x(t) + ult)
0 U_] b(t)
= =

y(t) = 1 1] x(t)




0 para 0 <t <T
gnde b{t) =
1 para t > T

1 t-T
Para este caso ¢ (t,t) =
o 1
e
yit) = [1 1+t—t0:, x(t_) para 0<t<T
y(t) =[1 1+t-t0] x(t ) + fto (1+t-7)ult)de para t > T

Em qualquer intervalo l}o’t£] com t, < T a salda é u-

.F

nicamente determinada pela condigao inicial x[tD) sendo assim impossi-

vel de se alcangar um y(t_,) arbitrario. Mas para algum t_ > T, t

& f f

N f (1+tf-r) u (t) d r pode assumir qualguer valor
0 .

por uma escolha apropriada de u(tr). Portanto o sistema € completamente

f L

nito, a integrél f

salda controlavel embora naoc seja completamente safda controlavel em in-
tervalos contidos em [é,T] . 0 exemplo mostra também que controlabilidade
completa da saida em algum intervalo [%D,til nao implica necessariamente

que a propriedade seja valida em um intervalo menor [%o’té] ’ - t2 < t1i,



Em alguns problemas praticos a saida y[tf) = A deve ser
alcangada para cada tF . A seguinte definicac & (til:

DEFINIGAD 2.2.3.

" § & dito totalmente saida controlavel se for completa

mente saida controlavel em cada intervalo [%0 té] ",

As vezes, quando lidamos com plantas com varias entradas,
uma distingao & feita entre controlar a saida por meio de todas as entra

das simultansamente e por meio de cada uma em particular.

DEFINICAD 2.2.4.

"Um sistema saida controlavel & dito fortemente saida con
troldavel (no sentido completo ou total) se for safda controlavel para ca-
da variavel de controle separadamente, enquanto as outras sao zero; se -

nao € dito fracamente saida controlavel”.

E claro que controlabilidade dé estado € um caso especial
de controlabilidade de saida; quando C(t) é‘invérsivel qualquer gque se-

ja t controlar a saida & equivalente a controlar o estado.

2.3. CRITERIOS DE CONTROLABILIDADE

Seja d '
yo(t) = y(t) - yore) ()



A equacao (3b) torna-se

d te
y (t,) = fto Hy (Eget) v (t) d v (5)

e 0 problema de mover a saida ate y(tf) a partir de alguma condigao i-

nicial x(tol transforma-se no de coloca-la em yd(tf] partindo de con

digbes iniciais nulas.

LEMA 2.3.1.

" 8§ & completamente saida controlavel em [Eo.tél se
o “V .
e somente se, para todo X nao nulo em existir um NA C Ep.té] s

com [NA) # 0, tal que

’ ”
Hy [tf,T]X £ 0 para T € NA (6)

onde a linha indica transposigao.

PROVA 6
Seja R [to‘tf) o conjunto de todos os pontos yd(t¥]

dados por (5) que podem ser alcangados da origem.

A planta é completamente saida controlavel em [%o tf]
se e somente se cada ponto yd[tf] e ¥ pode ser alcangado da origem, ou,

equivalentemente, se e somente se

R [to’tf] = Y , (7)



Mostremos que R (to’tf] & convexo.

Se os pontos v, (tf) e yzttf) em R(tD,tf) sao al-

cangados pelos controles uy [} & ] e u, [? t.] entao qualquer pon
o f o £
to yB[tF) dado por Yq (tf] =ay, (tf] + (1-a) yzftf], 0<a<1 eal

cangado por u_, = a u

3 1 + (1-a) Use Assim, todos os pontos do segmento de

reta uninde cada par de pontos do conjunto também pertencem ao conjunto .

Como R(to,tf) € convexo, para que (7) se verifique
basta mostrar que R(to,tf] € nao 1imitad0 em cada direcao de y , OU se-
ja, gue o produto escalar de yd(tf] por cada vetor )\ nao nulo, de com-
primento fixo em ¥ pode ser feito tao grande quanto se queira por uma

escolha apropriada de u [% t:](La salle 20),
o’ f

Fazendo o produtc escalar de (5) por A :

P t
d A d _ o f
Ay (bg) = .Z Aj vy (8= [T Hy (Eet) u () d T (8)
i=1 t
! [8)
Escolhendo ul(t)} = k H; (tF,T) A, k>0 (8) torna
-se
d te
AyiEg) = K fto [Hy (£ 1) A] . [Hy (tg,1) A] d 1 (9)

A condigao & suficiente: (8) implica que a integral em (9) & positiva e

A.yd [tf) pode ser feito tao grénde quanto se queira aumentando-se k.

10



A condigao & necessaria: se para algum A = A* (B) & falsa entdo
A*.yd[tf) = 0 nao importando a maneira de escolhermos u{t) em (8) e
nenhum ponto yd(tf) na direcac de \* pode ser alcangado.

"C.8.0.

COMENTARIOS

- Note que H; [tf,rl A pode se anular para algums va

lores de Tt no intervalo [%o té] .

- Se o sistema nao & completamente saida controlavel
em [to t%] entao somente os vetores de Y ortogonais ao vetor A* que
viola a condigéo (6) podem ser alcangados a partir da origem. Todos es-
tes pontos formam o subespago vetorial YC (to tf) controlavel em [tot%)'

d
y(tf] pode ser alcangado se e somente se vy [tf) £ Yc[to tf).

- Condigao (B) expressa a independéncia linear das 1li-

nhas de Hy(tf’T] para t_ <.t f;tf e uma condigdo necessdria e sufici-

ente para isto € que a matriz Gramiana

te

t
o

4 '
Plt_,t.) = f Hy (£ T) HY (e,7) d (10)

seja nao singular . Kreindler e Salachik 6.

- Para controlabilidade completa da safida , (6) e (10)

devem ser verdadeiras para cada t0 e algum t >tO [tf pode depender de

..F

tO]. Para cantrolabilidade total.da safida (6) e (10) devem ser verdadei-

ras para qualquer to e qualquer tf> to'
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LEMA 2.3.2.

" § e fortemente completamente saida controlavel em
[fo tf] se e somente se para todo A nac nulo em Y existir Nxcl?o’té]

com [NA] # 0 tal que

A.hj[tf,rl Z 0 para T € N (11)

j=12,... m

onde h,(t_.,T) e a Jj ésima . coluna de H (t_.,T)
Jf y f

PROVA ©

(8) pode ser escrita como

t m
x.yd(tf) = ft1c )

o ; k. hj (tF,T] uj (1) d = {12)

1

usando somente a j esima variavel de controle e o mesmo argumento do lema

2.3.1. a prova segue facilmente.

COMENTARIOS

- Observando que t_F aparece como um parametro em (6)
e (11) vemos que, se uma planta for completamente saida controlavel em al-
gum l:to,til ela pode nao ser completamente safida controlavel em E:D,tz:l .

r
—t2 # t,“: .
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- Como os elementos de Hy(t,T) sao fungoes arbitra-
rias de t e 1, continuas por partes, as fungOes escalares A.hj(t,T] .
j=1,2,... m podem se anular em regides arbitrarias do plano (t,t).Dai

as seguintes definigbes:

DEFINIGAD 2.3.1.

" § & dito safda proprio*se para cada A #0 emV:,

Hg (t,7T) A # 0 em cada regiao do plano (t t)” .

DEFINICAD 2.3.2.

" 8§ e dito saida normal** se para todo A # 0 em

Y, X hj(t,T) 0, j=1,2,... m em cada regiao do plano (t T)”

Entao, safda propria e safida normal saoc propriedades
mais fortes do que controlabilidade total da saida e forte controlabili-

dade total da saida respectivamente.

Antes de dar um exemplo é interessante ilustrar a se

guints

*  putput proper no original

*% putput normal no original



PROPRIEDADE 2.3.1.

" Sg para todo A # 0 em VY, H;(t,T)X nao
se anula na faixa do plano (t,t) dada por |t-Tl < ¢ para al

gum €>0 entado o sistema € totalmente safida controlavel”.

) t=1
7/
v 2 /7
/7
t‘f" v o2 -'/-/'/ Q
Sy
t 4.-av/-// > P
o y v/ .
AL 2
y S :
1 - L
7 "
% :
t, te t

Supomos que o sistema nao € totalmente saida
controlavel. Entao para algum A#0, HQ[tf,TJ,A = 0 para to-
dos os valores de 1 no intervalo [fo,tél e assim H; (t,t)Xr

se anula na linha PQ mostrada na figura.

EXEMPLD 2.3.1,

0 0 0] 1

x{t) = 0 0 0 x(t) + b2[t] ult)
0 0 1] 7b3(tl
c1(tJ D 0]
yit) = x(t)
0 0 1

14
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A variagao no tempo dos coeficientes & dada por

b, (t) -
2 bzlt] 0 para t1 <t :_tz
1 e e s 4 [
t
t1 t2
bB(t] |
1 PO bB(t] =0 para t :_t1 ou t z_tz
,' t
t1 t2
Cq[t)

01(t)

Em nosso caso Hy(t,T) = hy(t,T] =

(t-1) b2 (t) + b3 (1)

-1

1
Para qualquer vetor A* # 0 no subespago { } temos

*
H' (&, 1) = A*. h (t,1) = k c, (t) - K(t-1) b
y y 1

9 (t) - k b3 (1)

k£ 0



Observe que para pontos no retanguloc hachurado temos

01(t) =1 ; b2(T] =03 bylt) =1 e portanto A*.hy(t,r) = 0 nesta regi

3
ao.
t=1
T
t, ,
)
)
t J
1
/] t
t3 t4

Assim o sistema ndo € saida normal, embora seja to-
talmente safda controlavel porgue A. hy(t,r] nao se anula nas vizinhan-

gas da linha t = T.

A hierarquia dos tipos de controlabilidade de safda

& dada abaixo com as respectivas implicagOes

safda fortemente totalmente fortemente completamente
ﬁ P - _——D ' -

normal salda controlavel salida controlavel

saida fracamente totalmente fracamente completamente

propria safida controlavel : saida controlavel
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O Lema 2.3.1. & v&lido para controlabilidade de es-
tado também, trocando-se Hy[tf,T] por Hx(tf,r). Ha entretanto algumas
diferengas entre controlabilidade de estado e de saida, que serac abenas
mencionadas aqui. Se uma planta & totalmente fortemente estado controla-
vel (totalmente estado controlavel) entdo ela & estado normal (estado pro
pria). Ainda, se uma planta & completamente estado controlavel em l}o,?ﬁ
ela sera completamente estado controlavel em qualquer intervalo mais lon-

go l}o,té] , t2 3_t1. Mais detalhes podem ser encontrados em 6,

LEMA 2.3.3.

"Controlabilidade completa do estado em A[%o té]

implica controlabilidade completa da safida em IEO tJ se e somente se

C'lt) A £ O \-,(x;io em V v (13)

PROVA
"Se o sistema € completamente estado controlavel em
&O,tél entao, para todo x # 0 em X existe Nx' com u(NXJ A0

tal que

H' (t,,T) x # 0 para Tt & N (14)
x f X

(14) implica que NA com u(NA) # 0 tal que

" Y e
Hx(tf’T) C (tF] A#0 para T € NA (15)
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se e somente se ct (tf) A & um vetor ndo nulo de X.

) = ) ' )
Desde gue Hy (tf,r) Hx [tf,T] C (tf) temos Hy [tf,r) A # 0 para
T € NA se 2 somente se C'(tf] AED AZ0 em Y.

CaQbD

A condigao (13) é equivalente a independéncia line

ar das r linhas de C(tf)

2.4. SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO

De agora em diante consideraremos o sistema line-
ar 8 invariante no tempo dado pelas equagoes (1a) e (1b) quando A(t),

B(t), C(t) sao matrizes constantes.

LEMA 2.4.1.

" S & completamente safida controlavel se e somente

se

Q= EB cAB ... c A"? B] (16)

”

tiver rank r ".

PROVA:
Sem perda de generalidade facamos tD = 0 . Pelo

teorema de Cayley Hamilton a matriz A' satisfaz sua equagao caracterig



tica

. cnI =0 ‘ (17)

'
Pre e post multiplicando (17) por B' e por e 'tona

respectivamente temos:

' 1 — 1] ]
B |:'neAtC'+c1A'n1eAtC'+...+cneAtC':| A = 0 (18)
k A't . dk A't
desde que A''e = K (e ™)
dt
e
)
Mt oo o) (18) torna-se
. dn dn-1 N
. H' (£) A+ c — H' (£) A+ ...+ H (£} A = O (19)
&tn % 1 .y 1 y n'y

Para que H; (t) » # 0 em gualquer intervalo & neces
sario e suficients que pelo menos uma das condigbes iniciais de (19) seja

ndo nula, isto e:

d H§ (t) A | ., = B'A’kC' A # 0 para pelo menos um k, k=0,1,... n-1

Como isto é independente da escolha de tes (B) e e-

quivalente ao fato de gue, para cada X # 0 em y pelo menos um dos veto
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res B' A’ C' A, k=0,1,... n-1 seja nao nulo. Ou, sob forma matricial:

B’ CI
B' A’ C' A£ O, A £ 0 em Y
SRS

o0 que é verdadeiro se e somente se rank @ = r

caenb

Nota-se que quando C = In (16) torna-se a conheci-

da condicao de controlabilidade de estado.

Como pode ser visto na demonstragaoc acima, para sis-
temas lineares invariantes no tempo todas as sutilezas desaparecem. Sem
perda de generalidade t0 pode ser feito igual a zero e, se (6) ou (11)

sao validas para algum t_ > t s serao validas para qualquer &t_. > t_.

f f o

LEMA 2.4.2. ©

" Se S e completamente saida controlavel em algum
intervalo, €& também completamente saida controldvel, totalmente saida con
trolavel e saida proprio (ou saida normal se as propriedades consideradas

forem fortes)”.

Portanto, quando lidamos com sistemas lineares inva-
riantes no tempo podemos utilizar as expressoes mais simples: controlabi-

lidade de saida e controlabilidade de estado.



LEMA 2.4.3.

" Para S , controlabilidade de estado implica contro

L

labilidade de saida se e somente se rank C =r
A prova é uma consequéncia direta do lema 2.3.3.

EXEMPLD 2.4.1.

-1 o 0 1
X = 0 -2 0 X + -1 u
0 0 1 4] x{0) = x
L 0
1 1 8]
y = X
o1
0 1 -3

n
N
f

b

rank { = rank
-1 2 -4

0 autovalor A = 1 , nao controlavel, & observavel .
Por isso poderiamos pensar na impossibilidade de controlar a safida. Mas

Isso € porque A = -2, con

10 X vari
o 4| X 8Vvarz

o teste garante a controlabilidade de saida.
trolavel, também aparece em y, » Se tivessemos vy = [;

avel de saida y, seria nac controlavel.

Para o que segue consideremos B como o subespago de
X gerado pelas colunas de B; Ak B como a imagem de ? B pela transfor-
magac linear representada pela matriz Ak e a soma- de subespagos como u

sualmente definida.
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LEMMA 2.4.4,
" § & safida controlavel se e somente se
R+ N=X (20)

onde R=B+ AB + ... + An-1 B

e N é& o espago nulo de GC” .

PROVA:
Supondo-se rank C = r, existe uma transformacao

X =T x tal que CT = [? 0 ‘] .
r r,n-r

Como mudangas de coordenadas nao afetam as proprieda-

des de controlabilidade envolvidas no lema utilizaremos o sistema

o= A + Bu

com X =T X
8 .

e T tal que & = [?r q]

Xz

<
"
Or 2
X1

A condigao é suficiente:

~

Seja N = kernC

o

é + N = X ::£> rank [é Aé vea An-1 &;] =n

onde N é uma base para N

0 produto ¢ |8 AB.... A"V B Q] e igual as r

1

primeiras linhas da matriz é AB ... A'B N . Como as n 1linhas des

ta matriz sao linearmente independentes, porque seu rank € n temos:



rank C [B

~

—I> rank CB CAB .... éAn—1é] =

—{> controlabilidade de saida.

A condigao €& necessaria:

rank [é

~
~

G ] - =

__—-_[>rank E: [é sasansxs An—1B:l=P

Pela forma particular de 6 podemos concluir gue as

~n_1~

r primeiras linhas de B... A B sao linearmente independentes, e

também que o subespagco N possui uma base na forma

I
n-r,n-r

Considere a matriz

R
r -
N
R
n-r
onde R
Rn-r pelas

e constituida pelas r primeiras linhas de [g . An-13] e

n-r linhas restantes. E facil ver que as n linhas desta

matriz sao linearmente independentes.

23



Entao

rank B AB ..... A é & :] = n

cQn

(20) nos diz que controlabilidade de saida é equi-
valente ao fato de o subespago dos modos controlaveis mais o espago nulo

de C wvarrerem todo o espago de estados.

Naturalmente quando os modos nao controlaveis es:
t30 em N  a controlabilidade de saida & assegurada, mas esta nao & uma

condigao necessdria como pode ser visto no exemplo 2.4.1.

Esta formulagdo geométrica fornece uma facil de-

monstragao para o lema 2.4.3.

EXEMPLO 2.4.2.

Para o sistema do exemplo 2.4.1.

1 -1 1
R = {1 2 N = -1 e claramente R + N = X
0 0 1
Se tivéssemos
11 0 1
y = X entac N = {-1 e R+N=R CX
0 0 1 0

e o sistema € nao saida controlével.
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2.5. CONSTRUGCAD DE UMA ENTRADA

Para um sistema linear invariante no tempo, supondo-
-se rank § = r vamos procurar um segmento de entrada que coloque a sa

{da em um valor arbitrariamente especificado y(T) pafa t=T.

Nosso procedimento segue estreitamente aquele apre-

sentado por Vidyasagar para o caso do estado - Vidyasagar 7.,

Para t_=0 e x(t ) =x_, (2b) fica
0 a) o
y(t) = C et X, * ft cC eA[t-T) Bu(t)dr (20)
o

Para qualquer matriz A nxn , eAt pode ser escrito,

pelo teorema de Cayley Hamilton, como:

n-1 1
= ) o, (t) A (21)

eAt
i=0 1

As fungoes escalares ai(t], i=0,1,... n-1  sao ob

tidas 7 da.seguinte maneira:

&(t) = Ao (%) | ‘ : (22a)

al0) = [1 0 ... 0] ' (22b)
onde

alt) = [ao[t) a, (t] .... an_1(t]] .
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0 easeanasn 8] -c
0
1 0 covennn 0 “Cy
0 s
. : 23
A= : (23)
0
| Devnennnnnnns 1 “Cq_
c., i=0,1, n-1 sao os coeficientes do polinomio caracteristico de
A:
v ) =" ve A" e L e, A ke
n-1 1 o}

LEMA 2.5.1.

" 0 conjunto de fungdes { ai(t) } & linearmente in

dependente em qualquer intervalo nao nulo [D TJ "o

Encontra-se uma prova deste lema em 7.
Sejam bj’ 3=1, ... m as colunas de B e uj[T], 321,22, swe M as
componentes do vetor u(t)
m
Bult) = ) u,lt) b, (24)
321 J J

(24) e {21) em (20):



]
.Y

n

m
yig) - ¢ M x = v ocaln, [f a k-t (ode (25)
o] .2 .o k! o i b
i=0 j=1
Ssja
t
[o, -t)u, ) d T = f,, (26)
o i J i3
com fij dependendo do tempo
Entao
n-1 m .
yit) - ¢ &'t X = ] CA b, f,. (27)
i=0 j=1 oA

A seguir apresentamos um algoritmo que fornece ulTt),

T € [0 T] tal que

y(T) = X , A arbitrario (28)
1 - Ache (Q Q')-1 (Q R'tem inversa porgue rank Q - r)
2-Faga v =24 -C eAt X
3- p=gQ (QQ')_1 v (p € um vetor nm)
: v 10 iiieieiineeneaeeedD
4 - R, = |0 vvveenennnnsell tovunnennaaal j=1,2,0cem
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Os elementos da k-&sima linha da matriz Rj(n x mn)

sac nulos exceto o [}k—1]m + i] -ésimo que & 1.

5 - p-=R P ’j=1;2, see M

B - M= fl a (T-1) o' (T-1) d T

7 - uj(T] o' (T-1) M7 p 1,2, veum

[N
n

J

Note que M € inversivel porque as oy (T=1) sao

linearmente independentes.

Mostremos agora que ult) como definido pela etapa

7- realmente acarreta y(T) = A :
(28) & equivalente a
n-1 m 1
) ] CA by fiq = v (29)
i=0  j=1

(29) diz que v pode ser expresso como uma combinacao linear das colunas

de @
Q f {(30)

<
]

onde

£ = {;f01 R P ITIRTHIE NI f(n-1]n£] (31)
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Precisamos escolher algum vetor f de dimensao m.n’

tal que (30) se verifique. Uma possivel solugdo é:

f = Ql [QQ!]-J' v (32)

Resta ser mostrado que a etapa 7- fornece uflt) tal

que o f achado pela equagaoc (26) satisfaz (32).

™ =
fo3
..F

R, f = 13 -

3 o
| Ftn-114]

’ T
ecomo f,, = [ o (T-1)u/lt)dr
ij c 1 J

R =/ o (T-1) u, (1) dr
j 0 N

fisando a etapa 7-

R f = f;’ a (T-t) a’(T-1) d 7 M_1 Py
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Pela definigao de , 8 como € nao sin

Dj .

gular, temos que f = p e portanto (32) & satisfeita.

COMENTARIOS

- a entrada obtida é "de malha aberta” e nada & dito

a respeito de sua unicidade.

- a discussao & valida tva > 0. Mais estudos so-
bre o método devem ser feitos para o caso de convergencia assintotica .,

i e ,T+re

EXEMPLO 2.5.1.

0 1 0 0
x=|0 0 1 X + 11 u 0
0 0 0 0 x(0) = 0
0
1 8] 0
y = X



Queremos que

. 3
1
P
fon)
£
et
]

b
3- p =
4- Ry =
5- pg =
- a (1-1)

Io o .—\l

0

1 0

0 1
Il
1-1

(1-1)2

rank Q = 2

1l
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K 1/2 1/3 )
M= l1/2 /3 1/4
1/3  1/4 1/5

7- sm () = -3 [1 1-1 (1"T]%]

para simplicidade fagamos b=6 e a=1

Entao

ult) = 241 - 8
Verificamos que
x,(£) = 4¢3 - 3t2

x,(t) = 12t% - Bt = yl1)

XB(t] = 0

12

10

=12

B4

-60

10

-80

80
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cCAPITULDO 3

3.1. INTRODUGAD

No Gltimo capitulo vimos como construir uma
fungao do tempo que, quando usada como a entrada de um siste-
ma linear conduziria sua saida até um valor especificado em
um certo instante. Este procedimento nao e muito interessan-
te em problemas praticos de controle, onde devemos usar leis
de controle "de malha fechada”", ou com realimentagao e, alem
disso, a salida deve apresentar um determinado comportamento ao

longo de um intervalo de tempo e nac em um instante isolado.

Como exemplo, podemos citar o problema do
servomecanismo, que € representativo da maioria das situagoes
encontradas em controle. Trata-se de uma planta sujeita a per
turbagoes pertencentes a uma certa classe. O objetivo & achar
uma lei de controle por realimentagao que fagca a saida da plan
ta seguir sinais de comando de uma certa classe com erro de re

gime nulo e uma resposta transitdria adequada.

Para o caso linear invariante no tempo seja

a planta perturbada descrita por:

pl(t) = E p(t) + G u(t) + D & (t) (la)

33



y{t) = H plt) + W & (t) (1b)

-

onde p,u,y sao o estado, entrada e saida da planta, e & &

a perturbagao dada por

E(t) = Q £ (t) (2)

0 sinal de comando r a ser seguido & gera

do por
z(t) = M z(t) (3a)
r(t) = S z(t) (3b)

sendo z=estado do gerador de sinais de comando.

Seja

el(t) = y(t) - r(t) (4)

0 erro a ser regulado para todas as condigoes iniciais p(0),

g(0), z(0) por um controle da forma u = F1p + FZE + FBZ

As equagoes acima podem ser reescritas como:

A x(t) + B ul(t) : (5a)

x (t)

e (t) C x(t) » (5b)

onde

34
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E 0 G H
A = 0 0 B = c' =
o 0 M 0 -3 (Ba)

x' = [b £ ?] ’ (6b)

Uma pergunta surge. Quando & possivel achar
uma matriz F tal que, com wu=Fx em {(5a) as seguintes condi-

goes se verificam qualquer que seja a condigdo inicial x(0)

a~- se e(0) = @ entao e(t) =10 A$~ t >0 (7a)
b- se e(0) # 0 entao 1lim e(t) = 0O (7b)
tro
c- a convergencia de e(t) - 0 pode ser feita arbitrariamen-
te rapida por escolha de F. (7¢c)
Satisfazer as condigoes a-, b-, ¢- &, tal -

vez, © mails importante problema de controle classico. Embora
seja um problema de controle de saida, & dificil estabelecer -
mos relagoes com o que vimos no Capitulo 2, porque a- ,b-, c-
consideram o comportamento da saida no intervalo [0 w) e nao

em um instante especifico do tempo.

A primeira tentativa de solugdo de um proble
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ma do tipo a-, parece ser devida a Sivan 8, que achou condi-
coes satisfazendo (7a) para sistemas com uma entrada e uma sa

ida; seus resultados estao na segao 3.2.

A segao 3.3. trata de uma generalizagao da
idéia de Sivan, descoberta por Wonham e Morse K guando traba-
lhavam no problema de rejeigaoc de perturbacgdes.

A solucao completa do problema de "zerar a

3

saida"” foi encontrada em 1871 por Bhattacharyya, Pearson e Won
ham 5. Nas (Gltimas segbes deste capitulo apresentaremos os no
vos resultados e suas relagoes com o conceito de controlabili-
dade da saida. Estas relagoes serao utilizadas para resolver

o problema do servomecanismo delineado acima, para o caso de u
ma planta com uma s6 saida. Esta aplicacgao leva a interessan-
te conclusao que controlabilidade de saida da planta € equiva-

lente & condigado de solugdo do problema, que &, assim, indepen

dente da classe de perturbagoes e sinais de comando presentes.

3.2. SISTEMAS COM UMA ENTRADA E UMA SAIDA

Considere o sistema linsar 8 invariante no

tempo:

x(t)
S
y{t)

A x(t) + b ult) (8a)

c x(%) (8b)



onde b e ¢ sao vetores coluna e linha respectivamente, cons

tantes e de dimensaec n.

Se x(0) pertencer ao espacgo nulo de ¢,
X, € N , entac y(0) =0 , mas em geral nao & possivel man-
ter a saida em zero, porque y(0), ¥ (0), etc naoc sao necessa

riamente nulos.

DEFINIGAD 3.2.1.

" N & o conjunto de todos os estados inici
ais x_, para os quais existe uma entrada u o “9 nao neces-

sariamente zero tal que vy D “DE o".

Sivan mostrou que N & um subespago cuja di

mensao depende dos zeros da fungao de transferenclia dada por

Hes) = c(sI - A) ' b (9)

TEOREMA 3.2.1.

"Para S dado por (8a), (8b),
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N=4{x € X cA”x_ =0, 1i=20,1,...4d1} (10)
onde d & o menor inteiroc j,0 < j < n-1 , tal que

c Aj b #0 " (11)

PROVA

Derivando (8b), obtemos:

y(k] coafx + A"V b u o+ ... s oAbtk

(k-1) (12)

se x_ e N, 1 e, X satisfaz (10) entao
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(k) .
y (0) = 0O para k = 0,1, ... d (14)

Escolhemos

ult) = F x(t) com F = - A T— (15)

(15) em (12) acarreta gque

y[k] d+1, d+2,... (18)

(t) = 0, te [0 «) para k
£16) nos diz que y(t) deve ser um polinomioc em t de grau
no maximo igual a d. Este polinomio satisfaz (14) somente
se seus coeficientes sao todos zero. Assim, com u(t) dado

por {(15) teremos vy @ “95 o .

PARTE b)

Se xD ¢ N, ie, c A" X, # 0 para algum i, is=o0,1,..d
- (i
entao vy )(D) # 0 e portanto vy @ “DZ 0 para qualquer esco-

lha de u.

cQob



Lembramos que d = n-m-1 onde n & a di-
mensao do espago de estados e m € o nlimero de zeros de H(S)

sem haver cancelagdes.

COMENTARIOS

- Para reduzir a saida de S a zero e 1a
mante-la, devemos tentar controlar o estado de tal maneira
que ele alcance algum ponto em N. Se x(T) € N seremos ca-
pazes de manter a saida em zero. Nada foi dito sobre como

alcangar N.

- A existencia de d e equivalente a con-

trolabilidade da saida.

- Zeramos a saida de S usando realimenta

10

gcao de estado. Sivan e Levy gstudaram a estabilidade do

-

sistema de malha fechada e descobriram gue ele nem sempre e

estavel, e nunca & assintoticamente estavel.

Colocando (15) em (8a) temos:

. - bead*?
%x(t) = Ax(t) onde A= A - =222 (17)

cA b

TEOREMA 3.2.2. 10

40



Supondo S8 controlavel (estado) a equagao ca-

racteristica da matriz A &

n-m m -

A (PO,A SIS < N Ao+ pm) = 0 (18)
onde P, AT e L P € o numerador de H(S) " .
PROVA:

Se no sistema original S fizermos uma mudan-

¢a de coordenadas dada por x = Tz & facil verificar que (17)
fica

. -1 ~

z =T AT z (18)

Como (17) e (19) tem as mesmas propriedades de

estabilidade podemos supor o sistema original dado pelas ma -

trizes
[0 1 0 .eieiii.. 0] (0]
0 0 1 tensnnne 0 0
A = . . b = . (20)
. 1 .
——qn IIIIIIII.III'IIQTS-q;U _1J

ly]
H]
I'U
3
o
o
[ ]
Q
|
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onde
n n-1 - -
S+ q, S + ... *+ Q e o denominador da fungao de

transferencia HI(S)

De (20) aplicada em (17) segue, por manipu

lagao direta que

D | ]
L

. S | In—1

A= E |
P e e - o S
0| 0 wivevnns -pm/p0 e —p1/qu

E surpreendente notar que A depends somen
te dos zeros do sistema original: a estabilidade do sistema

de malha fechada nao depende da estabilidade de S.

0 resto da demonstragao segue facilments

e nos fornece um critério de analise da estabilidade de A

baseado nos zeros ds S

Este método e a primeira tentativa conhe-
clida na literatura para resolver um problema de controle de

saida através de realimentagao de estado.



3.3 SISTEMAS MULTIVARIAVEIS

Para sistemas com varias entradas e varias

9

saidas Wonham e Morse encontraram o maior subespago V¥

. = *_ =
para o qual existe F tal gue com u Fx, xD e V "Dy[b@ 0

No que segue apresentamos o desenvolvimen

to de ? conduzindo & caracterizacgdo do subespago V* .
LEMA 3.3.1. 9

"Seja o subespago V ©€ X . Existe uma ma

triz F (mxn) tal que (A + BF) V C V se e somente se

AV B+ U "

DEFINICAO 3.3.1.

" H e o conjunto de todos os subespagos
contidos em N que pcdem‘ser tornados invariantss por meio

de realimentagao de estado. FEm outras palavras:

H={VcX|VcN e (A+BFYVCU para algum F}
otizainda

H={VcX | VcN e AVC B+ 1V} ..
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Claramente H contém o subespago zero e,
pelo lema 3.3.1., & fechado sob a operagao de soma de subespa

gos. Portanto H contém um Unico elemento maximo U¥*,

Assim UV* & o maior subespago nao obser-
vavel gue pode ser feito invariante por realimentacao de esta-
do. Em linguagem corriqueira, qualquer movimento dentro de
V* pode, por meio de uma realimentacao de estado apropriada,
ser mantido la, porque U* & (A +rBF) invariante, e qual -
guer movimento ocorrendo em UV* naoc sera sentido pela saida,

porque V* esta contido no espago nulo de C.

Se x(0) e V* seremos capazes de achar
um F tal gque, se u = Fx entao x(t) € V*¥ para todo t > 0O
porque (A + BF) V* € V% e a saida, que era zero, sera man-

tida em zero satisfazendo assim a condigao (7a). Como na de-
finigao de V* nao ha restrigoes gquanto ao nimero de entra -

das ou saidas, percebemos a relagac de V* com N.

Wonham e Morse apresentaram um algoritmo
para a construgdo de V*, Dado um suaespago M (C X defini-

mos A_1 M como

A_1 M= { x e X Ax € M}



ALGORITMO 3.3.1.

Vo = N
vl = vo N a1 (B + pO)
TR onde u = dim N
Para vermos que V¥* = yH observemos que

U*C V9 e se V*C Vi1 entao vx = vx ATY (BrUx)
i yi-lq A yi-1

existe um inteiroc j tal que VJ = Ut para i > j . Mas

(B+ ) . Assim V*ClVi)d~i. como Vicyi™?

vxC v WC H entdo U* = ¥ . Claramente o0 <3 %wu.

Usando complementos ortogonais podemos mo
dificar o algoritmo para uma forma algumas vezes mais conveni

ente. Sabendo qgue

Moo= {x e X| x' v=0MveM?

L A

UO = N 'L
A I

v = + A' (B + V)
1 o 5]
oot vy
g+q° Yy ¥ A' (B + i]
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Utilizando o algoritmo para o caso de uma

entrada e uma saida verificamos que U* = N

Rejeigao de perturbagbes & uma interessan

te aplicacao de V* @em um problema de controle de saida.

Considere o sistema perturbado S

x(t) A x(t) + B ul(t) + D g(t) (21a)

y(t) = C x(t) 921b)
onde Xx,u,y,A,B,C, sao vetores de dimensées n,m,r e matri -
zes reals constantes de ordens compativeis. D(nxd) & uma ma

triz constante e £ €& a entrada de perturbacao.

Lembramos que o subespaco controlavel : do

par (A,B) & definido como

R={A | B}#B+AB+ ... + A B

Se u = Fx em (21a) , a saida y(t) nao
sera afetada por qualquer & possivel se e somente se
{(A+BF) | D }C N . O problema é: em que condigbes existe F
tal que o efeito das perturbagoes se localize no espago nulo

N .
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TEOREMA 3.3.1.

» " Para S dado por (21a) e (21b), exis-
te F(mxn) tal que { A+BF D }YCN se e somente se

D CVx

PROVA 9

A condigaoc & suficiente

Por definigao, V*C N e AV*C B+V*

e existe F tal que (A+BF) VU*x C VU* ,

Entao

{ K®BF l V¥ } = V¥ e comoe D CV*
{ A+BF | D Y C { A+BF | U* } C N
A maximalidade de V* nao foi usada.

A condicao necessaria:

Seja  { A+BF | D } = R

Como R & o subespago controlavel do par

(A+BF,D) temos (A+BF) RCR e ainda

REN e A RCB#R (22)
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A classe de R definida por (22) tem V*

como seu maximo elemento. Entao

D C RCU*

90D

0 teorema 3.3.1. nos diz que é possivel
rejeitar as pérturbagﬁes se e somente se podemos encontrar u-
ma realimentagao de estado que mude a estrutura do sistema de
tal mansira que as perturbagoes entrsm no sistema através de
V* , tornando assim seu efeito nao observivel ﬁela saida. De
ve ser notado que, mesmo sendo as perturbagtes completamente

desconhecidas devemos saber em quais partes do sistema elas es

tao atuando, isto &, a matriz D.

3.4. ZERANDO A SAIDA

Nesta segao apresentamos os resultados gue
resolvem completamente o problema de controle de saida formula

do por (7a) (7b) (7c¢c) da segao 3.1.

(7a) se verifica se e somente se (A+BFINCN
geralmente nao encontraremos uma matriz F com esta proprieda-

de. O maximo subespago de N gque &€ (A+BF) invariante para
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algum F & V*. B, assim, razoavel modificarmos a formulagao

do problema.

Dados A,B, e V¥ C X ache condigoes para
a existencia de um mapeamento F: X - U tal que com u=Fx em
(5a) as condigoes abaixo se verificam para qualquer condigao

inicial x(0)
se x(0) e V¥ entdo x(t) e V¥ 3 t,t >0 (23a)

se x(0) £ V¥ entdo min {|x-z| > z ¢ V*} > 0 (23b)

quando t » «

Seja a(A) o polinomio minimo de A, com

a seguinte fatoragao:
@ (A) = a (A a () (24)

onde o’ (A) (o (A) ) tem todas suas raizes no semiplano di-
reito fechado (semiplano esquerdo aberto) do plano complexo.

0 subespago dos modos instaveis de A & definido como 11,

+

x* (A % kern o'(a) & {xex| «T(A) x = 0} (25)

COROLARIO 3.4.1.

"Existe F({mxn) tal.que com u=Fx em
(5a) as condigoes (23a) e (23b) sao satisfeitas se e somente

se



+

X Ay C R + Ux wo (26)

Este corolarioc &€ uma consequencia ddreta

5 e diz que podemos levar a saida a-

do teorema principal de
"té zero e la mante-la por meio de uma lei de controle por ma
lha fechada se e somente se os modos instaveis de A forem

varridos pelo subespago controlavel e U¥* |

Lembramos que um conjunto de nimeros com-
plexos & chamado simétrico se contiver o complexo conjugado

de cada elemento.

COROLARIO 3.4.2.

" Existe F tal que os autovalores de
{A+BF) que sao observavels através de C podem ser livremen
te designados, em conjuntos simetricos, por escolha de F se

e somente se

R+ Ur=x " . (27)

Este corolario & uma consequéencia direta

da Proposigdo 2 em ° , e fornece uma condigdo para que os
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expoentes caracteristicos que aparecem na resposta do sistema
de malha fechada possam ser arbitrariamente escolhidos e sa -

tisfazendo, portanto, a condigao (7¢c).

Lembramos que, sendoe C nao singular,
entao o par (C,A+BF) é observavel para qualquer F e o coro
ladrio acima se reduz ao fato de controlabilidade (de estado )

ser equivalente a "designagao de polos”.

3.5. CONTROLABILIDADE DE SAIDA E LOCALIZACAD DE POLOS

Wonham 11! provou gue controlabilidade de
estado é equivalente a capacidade de livre designagao dos auto
valores de um sistema linear invariante no tempo por meio de

realimentacao de estado.

Na Gltima segao vimos que a condigao (27),

R+ V* = X ¢ equivalente & designagdo arbitraria dos autovalo
res que aparecem na resposta do sistema de malha fechada. Por
outro lado, vimos que controlabilidade de saida & equivalente

a

R+ N =X (28)
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Come V*C N , (27) implica (28), mas
sdo elas equivalentes? A resposta & nao, como veremos pelo e

xemplo seguinte

EXEMPLD 3.5.1.

(0 o o o 0] 1 -]
0o -1 0 0% O -1/2 0
% = o o0 1 1 0 X + 1 ol wu
0o o o 1 0 1 2
o o o o 1 0 0 |
1 0 0 1 -1
y = X
0 -1 0 -1/21
-1 -1 0 @0 (1 2 0

-1/2 "0 1/2

Q
-3
o

o sistema nao € controléavel, mas € saida controlavel (R+N=X)

-

e V* , computado pelo algoritmo 3.4.1. &:
0

Ux =

O O = 0O
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e obviamente pertence a R : portante (27) falha. Um simples
cdlculo mostra que o autovetor v de (A+BF) associado ao mo
do A=1 nao controldvel & da forma 0 0o o B 7] ' cem
y # 0 . Entadao , Cv = [B—a ., -B/2 + {] ' que € um vetor

nao nulo para qualquer F mostrando assim que A=1 permanece

observavel na saida qualquer que seja a realimentacao feita.

Entretanto, para sistemas com uma so saida

temos o seguinte importante_resultado:

TEOREMA 3.5.1.

Para um sistema linear invariante no tem
po com uma so saida (r=1), controlabilidade da saida € um con-
digcao necessaria e suficiente para a désignaqéo arbitraria (em
conjuntos simeétricos), por meio de realimentagao de estados,do
conjunto de autovalores observaveis do sistema de malha fecha-

da ".

PROVA:

A necessidade vém do fato de que (27) impli
ca (28). Para a suficiencia, basta mostrar que, para a saida
sscalar y = cx, (28) implica (27)}. Para isto usaremos a ca -
racterizagao de V* para sistemas onde r=1 dada no corolario

12

1 do teorema 1 em Neste caso:



1

V*

ti

{c' A' ¢ caee (A') '} (29)

onde o simbolo {M} denota o subespago gerado pela matriz M

e d & o menor inteiro nao negative tal que

c A% B # o0 - (30)
Note que d existe se e somente se o ter

no (A,B,c) for saida controlavel. Entao (28) garante a exis

tencia de d.

Se x € V* gexistem escalares’ o, i=0,1,

, +++, d, nao necessariamente dnicos, tais que

Se x ¢ R , x'" A~ B =0 para 1i=0,1,...

g8, por ser d o menor inteiro satisfazendo (30) temos:

@y © Ad B =0

aq_1 c Ad B + oy © Ad+1 B =20

a;_j c Al B+ %4 - gaq® A9t g . ces o cC Ad*d g =0

aE c Ad B+ a c Ad+1 B+ ... va,c A2d B =0 (31)
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0 conjunto de equagoes (31) juntamente com

(30) implicam que

Entac x=0 . Como a escolha de x & ar-
bitraria, temos que R M V* = {0} que é equivalente a

(27).

c@QgaBo

Lembramos que a exata delimitagao da classe
de todos os sistemas para os quails [27)¢=§(28) nao foi ainda

encontrada.

3.6. APLICACAQ

Agora aplicaremos este ultimo teorema para
0o caso do servomecanismo linsar descrito pelas equagoes (1) -

114

(6} considerando "y "r" e "g" escalares, e as matrizes H ,

W, S como os vetores linha h, w 8 s respectivamente.

As equacgoes (5) podem ser reescritas:



56

x(t) A x(t) + B u(t) {32a)

e(t) e x(t) {(32b)

com A,B, como em (Ba) e

c = . I:h,w, "S] (33)

A capacidade do servomecanismo de seguir um
sinal com erro de regime nulo e transitério arbitrario é equiva
lente & designabilidade, através de reélimentagéo de estado em
(32a), de um conjunto arbitrario de expoentes caracteristicos

no semiplano esquerdo para a resposta noc tempo de el(t).

Pelo teorema 3.5.1. isto & equivalente a
controlabilidade de saida de (A,B,c). Inspecao das matrizes
A,B,c, mostra que cAiB = hEiG , 1=0,1,... e assim, pelo teste
matricial de controlabilidade da saida e pslo teorema de Cayley

Hamilton, (A,B,c) & saida controlavel se e somente se (E,G,h)

€ saida controlavel. Acabamos de estabelecer a seguinte

PROPOSICAD

" Um servomecanismo linear com uma saida pode ser
projetado para seguir uma classe de sinais de comando em presen-

gca de uma classe de perturbagdes com erro de regime nulo e res-



posta transitf6ria arbitraria se e somente se a planta & saida

controlavel”.

COMENTARIOS

- A proposigao salienta a interessante conclu-

saoc que a habilidade de seguir um sinal sem erro de regime e

com transitdérioc arbitrario & uma propriedade da planta e & in

dependente da classe de sinais de comando e das perturbacgoes.

Se a restrigao adicional de estabilidade da planta & imposta,

este nao sera, geralmente, o caso,

resultados de estabilizagao em !3,

- Embora utilizsmos
(32a) , & sabido 13 , que do ponto
se ganha em generalidade usando-se

tanto, sob condigdes favoraveis de

como pode ser visto pelos

realimentagao de estado em
de vista de existencia nao
compensagao dinamica; entre

observabilidade, tal com -

pensagao pode sempre ser feita para eliminar a realimentacgéo

de quantidades nao mensuraveis.

EXEMPLO 3.6.1.

Seja a planta perturbada dada por:

1 0 1

pl{t) = plt) +
0 1 0
y(t) = (1 1) plt) + £

1
ult) + E(t)
1

t)
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Com

E(t) = g E(D)
e

z(t) = m z(t)

r(t) = -z(t)

0 sistema composto é:

7 0 1 0 1
0 1 1“0 0
** 1o 0 q * Mg u
0 0 0 m 0
e = [} 1 1 {] X
1 1 1
o -1 0
R =B = N =
0 0 -1 0O
o 0 -
0

Comoc R+ N =B+ N =X podemos concluir que,

sendo o sistema de uma so saida,

111
0 -1 0
yx = N =
o 0 -1



Um F generico tal que (A+BF) V*C V* & dado por

F = [a a a-q-1 1+a~m1

0 sistema de malha fschada sera:

[1+0 o o-q 1+a-m|
0 1 1 o
X = X
0 0 q 8]
0 0 0 m

<

ft

dd

N

-

Pu

L

x

A 1 1 1
e _ =1 o 0 © .
Fazendo x=Tx onde T = 0 -1 0 0 vem:
0 g -1 0
1 1 0 0
. 0 q 0 0
Xz 0 0 m 0 %
0 0 o 1+a

<
]

l o
am)}
o
-

L
1t
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Vemos que o comportamento de y pode ser livre

mente controlado pelo parametro a.

Observamos também que, emboraro critério de so-
lugdo nao dependa da classe de perturbagdes e sinais de coman=
do, devemos conhecer gq e m para construir F, e gue o sis -
tema de malha fechada nao & necessariamente estavel, pois as
perturbacoes e os sinais de comando'podem afetar modos nao ob-

servaveis.



CAPITULDG O 4

4.1. INTRODUGAO

0 conceito de controlabilidade de saida, como
visto no Capitulo 2, & uma propriedade pontual, porque consi
dera a existencia de uma funcao de entrada que conduz a sai-
da a um ponto especificado do espago de saidas em um instan-

te de tempo especificado.

A habilidade de controlar a saida aumentou com
a propriedade mais forte vista no Capitulo 3, ou seja R#+V#*=X
que possibilita a designagao arbitréaria das raizes caracteris
ticas que aparecem na resposta do sistema de malha fechada
Isto significa que a saida pode ser feita igual a qualquer
fungao exponencial arbitraria escolhendo-se uma lei de contrg

le por realimentagao de estado adequada.

Supondo-se, agora, que a saida desejada seja:

y(t) = 1 - ?%%— = tE1 , para t e [0,=)
y(t)
o S
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Com uma entrada do tipo u= Fx, a saida se
ra a solugao de algum sistema homogéneo de equacoes diferenci-
ais lineares ordinarias, com coeficientes cqnstantes. Como a
salda desejada naoc & uma fungao exponencial, nao temos, até o
presente momento, meios de controlar a saida para gerar funcgoes

do tipo acima.

A segao 4.2. trata da propriedade de repro
dutibilidade funcional, a qual considera a existéncia de uma en

trada que produz qualquer fungao desejada de saida.

De um ponto de vista mais pratico, as técni
cas para zerar a saida apresentam inconvenientes importantes .
Se usarmos realimentagao de estado para tornar nao observavel
gualguer modo instdvel e nao controlavel, a energia de controle

resultante sera invariavelmente ilimitada. E além disso, o sis
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tema de malha fechada obtido & muito sensivel a pequenas varia-

goes nos ganhos da matriz de realimentagao.

Na segao 4.3. apresentamos alguns resulta -

dos sobre leis de controle "robustas” (baixa sensibilidade) s de

"energia finita”.

Na secao 4.4. mostramos varias gquestoes im-
portantes relacionadas com problemas de controle da saida. Suas
solugoes trarao um melhor conhecimento das propriedades de en -

trada e saida dos sistemas lineares multivariaveis tornando pos
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sivel o aprimoramento de metodos de projeto.

4.2. REPRODUTIBILIDADE FUNCIONAL

DEFINICAO 4.2.1.

" Um sistema € dito funcionalmente reproduzi -
vel se, dada uma fungdo arbitrdria f(t), t € [0,»), sempre

pode ser sncontrada uma fungao wul(t), t € @,wl tal que

y(t) f{t) " .

A propriedade acima &, obviamente, funcional ,
porque considera a existencia de uma entrada que produz uma
fungao de saida especificada. Portanto, reprodutibilidade fun
cional pode ser sncarada como "controlabilidade funcional‘fda

saida” e & uma propriedade mais forte do que as discutidas nos

capitulos antecedentes.

Para o sistema linear invariante no tempo S,
definido pela tripla (A,B,C) como de costume, sejam L{u(t)}
e L{y(t)} as transformadas de Laplace dos vetores de entra

da e saida respectivamente. Seja

G(s) = C (sI - A) ' B (1)
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a matriz de transferencia associada, assumindo condigoes ini-

ciais nulas , 1 e, x(0) = O

DEFINIGCAO 4.2.2. ( Brockett e Mesaroivic %)

" § & dito funcionalmente reproduzivel se, da
do L{y(t)} arbitrario sempre pode ser encontrade L{u(t)}

tal que

L { y(t)}= G(s) L { utt)} (2)

Sendo r e m as dimensoes da saida e da entra
da, controlabilidade funcional da_saida e simplesmente a con-
dicao de gque G(s) tenha rank r no campo das fungoes racio-
nais da varidvel s ou, em outras palavras, de que G{(s) te
nha uma inversa a direita. Assim vemos que m >r € sempre

uma condicado necessaria para reprodutibilidade funcional.

Brockett e Mesarovic % apresentaram critérios
para a propriedade baseados nas matrizes A,B,C. Sain e Mas-
sey !° conseguiram testes mais simples usando a idéia de in-
vertibilidade, que &€ o conceito dual de reprodutibilidade fun

cional.
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TEOREMA 4.,2.1. 1%

" § & funcionalmente reproduzivel se e somente se

rank’ N0 = (n+1)r (3)
onde [t cAB ....cA™ 1B ...........cA%" g
0 B ....CA" %8B ...........cA%""2g

Ny = : : : (4)
0 0::::3.. D CB ...........CAn—1B_J

Parao critério definido em 15 , definimos

M =0
(o]
CB CAB ........ CA” 'B
0 CB ::::5... CALT2
m, = L : (5)
1 L ] L] L ]
L—q O . w * ® o CB -

TEOREMA 4.2.2. 18

" 8§ e funcionalmente reproduzivel se e somen-

te se, para algum inteiro L, 0 <L <n ,

rank M, - rank M r " (6)

L L-1



Note que , por definigdoc, rank M_, =0

LEMA 4.2.1.

" Controlabilidade de saida & uma condigao ne-

cessaria para reprodutibilidade funcional”

PROVA

A prova & uma consequencia imediata das defini

gcoes. Podemos também notar que rank Q r segue imediata -

mente de (3) ou de (6).

4.3. ENERGIA LIMITADA

As técnicas para zerar a saida de um sistema 11
near foram apresentadas no Capitule 3. Entretanto, a lei de
controle resultante frequentemente requer uma quantidade infi

nita de energia sendo, portanto, nao realizavel fisicamente.

EXEMPLDO 4.3.1.
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O o o o

Suponde A=1 t

O O O -

Como o sistema

0 0 0 1
0 0 0 1
0 1 0 X + 0 u (7a?
0 0 A 0
1 0 —1:| x (7b)
eremos
0 0 1
1 0 1
= +N=
g 1 R 0 e R+N=X
1 0 0

tem uma saida devemos ter

R + V*= X > V* = N

As matrizes F

- [

tais que (A+BF) V*xC U* sao da forma

f 0 f;] onde f, *+ F_ =1 (8)

Para que y(t) - 0 quando t+« basta escolher f, < 0 como

mostpnaremos:

1
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Fazendo wu= fj X, ¥ fz X4 vem: {8a)
0 'F{| 0 1-'F1
0 f 0 1-f

. 1 1

X = 0 0 1 X (9)
0 0 0 1

y = l:O 1 0 -1:lx (9b)

E R )
0 1 0 0
Seja x=Tx onde T = 0 0 1 0
1] 1 o 1
L o
Entao
0 1 0 1-f,
. ] 1 0 .1—'F1
x = o 0o 1 o0 X
_D 0 0 . 'F,]_
y = [ﬁ 0 0o = —1] X
(Ba) pode ser escrita como u = f1y X,
Entaoc, com f, <O lim y(t) = 0 mas como A=1, X4 e ins-
tro
tavel e - lim ul(t) = o

t>w
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Bhattacharyya 16

resolveu o problema de zerar
a safida com a restrigao de que a energia de controle resultan
te seja finita. A seguir apresentamos os resultados prineci -

pais.

Para o sistema linear invariante no tempo S ,
dado pela tripla (A,B,C) como de costume sob que condigoes
existe F tal que, com u=Fx as condigoes abaixo se verifi-

cam:

a) lim y(t) =0 x € X (11a)
1> V o i
b) [T u'(t) Rult) d t ¥® , R=R'>0 (11b)

A integral em (b) representa alguma medida de

energia de controle.

Seja
C
n-1 CA
o* = () kernell GAY = kernell : (12)
i=0 :
gan ™’
e
X* (A) = kernell o' (A) (13)

o’ (A) como definido por (24) no Capitulo 3.
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TEOREMA 4.3.1. (Bhattacharyya 18)

" Existe F tal gque (11a) e (11b) se verifi-

cam se e somente se

" (p)y c R+ px v (14)

A interprpetacao de (14) & que o subespago dos
modos instaveis €& varrido pela soma dos subespagos dos modos
controladveis e nao observaveis. Esta € uma condigao mais for
te do que a condigdo correspondente do Capitulo 3, onde o sub
espago ' 6* pode ser substituido por qualquer subespago que
pode ser feito nao observavel por realimentagao de estado. Is
to, sem divida, & por causa da restrigao de energia limitada.
De fato, se realimentagao de estado & usada para tornar nao
observavel quealquer modo instavel e nao controlavel a energi

a de controle empregada sera invariavelmente nao limitada.

Se guisermos, ainda, gue os autovalores ds
(A+BF) que sao observaveis a partir de € sejam livremente
designéveis em conjuntos simetricos por escolha de F, a con-

digao necessaria e suficiente torna-se

R+ 8% =X (15)
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Por definigao, A 6* C 6* , & como 6*C N te

mos que 0* C V* e assim (15) e (14) sao condigoes mais for

+
tes do que R + U*¥ = X e X (AYC R + U=* respectivamente.

EXEMPLO 4.3.2.

Supondo A=-1 no exemplo 4.3.2, segue qus:

0% = e R + 6% =

0O o o =
O =2 o o
O O - .
0o O o -
QO = o o

alA) = AA+1)(A-1) e a (A) = A(A-1)

1 0 0
+ 0 1 0
= = 3 *
X (A) 0 0 y R 0
0 0 0
De fato, agora, a regulagao da saida & conse -
guida com F = [} f, 0 fZ] com f1<0 e Fz arbitra -
rio. 0O controle sera u=f,y + (f1+f2] X, ®© como y(t) » @
e X, & estavel, temos que

“u2(t) dt < w XA x(0) .
I X
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4.4, LEI DE CONTROLE ROBUSTA

EXEMPLG 4.4.1.

Para o exemplo 4.3.1., com A=1:

A partir de (9b) obtemos

Supondo-se uma pequena perturbagac no ganho de
realimentagao fz da forma FZ = [1—?1) + ¢ teremos

y = 'qu * 8X4 e iir:, ylt) = = SV(8>O ’ >V(X4(D) # 0

Isto mostra que a lei de controle &€ "nao robus
ta", isto &, altamente sensivel a pegquenas variagoes nos ele-

mentos de F.

Davison e Wang 17 apresentaram condigoes ne -
cessarias e suficientes para a existencia de uma lei de con -

trole robusta.

Seu resultado & apresentado a seguir.

Seja (A,B,C) representado na forma canonica:
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A1 A2 A3 A4 B1
(§] A 0 A B
A = 5 5} B = 2
0 0 A7 A8 0
0 0 0 A 8}
L 9] 19
C = E c, © Cz:\ (16)
onde
A1 A2 B1
e controlavel
0 A5 , 82
e
. : - A5 A6 3 3
c Cc y e observavel
1 2
0 Ag

Se u=Kx & a lei de controle, seja K+8K uma
perturbagac de K e, por definigao

=A"" | | =
2 (e) {8K] |6Kij| < £ se Kij £ 0 e SKij 0 se

Kyy = 0)

(17)
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onde Kij 8 o elemento da i-é&sima linha e j-ésima coluna

de K.

TEOREMA 4.4.1. 17

" Dados (A,B,C) como em (16) , existe uma lei
de controle wu=Kx e um €>0 tais que 1lim y(t) = Dx%xo e X
t->o0

para toda perturbagao K+8K de K com 6K € @ (e) se e somen

te se

espectro Ag c C (18)

onde C & o semiplano esgquerdo aberto do plano convexo”.
Em. 16 prova-se que (18) & equivalente a (14) e
entao a seguinte interessante proposigac pode ser estabeleci-

da:

PROPOSICAO

” Para o sistema linear invariante no tempo S,
a regulagao da saida, condigaoc (11a), pode ser obtida por uma
realimentacao linear e robusta das variaveils de estado se e
somente se ela pode ser alcangada por uma lei de controle sa-

"

tisfazendo a restrigao de energia finita (11b)
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A importancia desta proposicao reside no rela-
cionamento estabelecido entre dois conceitos aparentemente

distintos.

EXEMPLO 4.4.2.

Para o exemplo 4.3.1., considerando A=1 a

lei de controle para conseguirmos regulagao da saida sera

u = f1y + [f1+f2]x4 com f1<0 e fz arbitrario.

E facil verificar que y(t) = 0 para qualquer

perturbagac de F com GFZ arbitrario e 6f1 tal que

4,5, CONCLUSOGES FINAIS

Sob o ponto de vista tedrico, a capacidade de
controlar a saida de um sistema linear foi grandemente aumen-
tada com a introdugaoc do conceito de reprodutibilidade funci-
onal. Sain e Massey !5 mostraram que invertibilidade & o con

ceito dual de controlabilidade funcional da saida e pode ser



chamado de observabilidade funcional da entrada. Uma nova pro
priedade definida em 15 g chamada observabilidade pontual da
entrada, ou simplesmente observabilidade da entrada & o con -
ceito dual de controlabilidade da saida. Pesquisa tedrica a-
inda precisa ser feita para encontrar a exata significagao fi
sica do conceito dual de R # U* = X e suas relagoss com o0s

outros conceitos mencionados.

Para sistemas com uma s0 saida, verificamos a
equivaléncia entre controlabilidade da saida e R + V* = X g
a importante propriedade que resulta da aplicagao deste fato

ao problema do servomecanismo.

Um problema ainda aberto @€ o da exata delimita
cao da classe de sistemas lineares para os quais R + V¥ = X

e equivalents a controlabilidade de saida.

Outro problema aberto, e certamente relaciona-
do com o acima, &€ o de acharmos a classe de perturbagoes e si
nais de comando gue uma dada planta pode "assimilar”. Em par
ticular, se para a planta considerada R + V* € equivalente
a controlabilidade de saida, sua salda podera seguir qualquer

sinal de comando sob qualquer tipo de perturbagoes.

Se, para um sistema com uma entrada e uma sai-

da, usamos realimentagao de estado para tornar algum modo nao
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nao observavel, haverd cancelamentos na funcao de transferen-
cia. Um conhecimento mais profundo de sistemas multivariaveis
serad obtido queando interpretarmos as diversas propriedades
citadas nesta tese, por exemplo R + V¥ = X | R+ 8% = X

etc, em termos das matrizes de transferencila.

Embora os conceitos de "robustez” e de "limita
cao da energia” sejam essenciais para qualquer aplicagao pra-
tica, o fato de usarmos realimentagao de estado deve ser enca

rado.

Para usarmos estimadores de estado, ou "obser-
vadores” !8 & Gbvio que as constantes de tempo do sistema es
timador do estado devem ser muito menores que as do sistema o

riginal.

Para a utilizacdo de compensacao dinamica 1!°

ha ainda alguns problemas a serem resolvidos. Sob que condi-
goes tal compensagaoc pode ser utilizada para eliminar reali -
mentagao de quantidades nao mensuréVQis,?ual a menor dimensao
possivel do compensador e outros. (

Qutra investigagao a ser feita refere-se ao re
lacionamento entre o nimero de entradas e de saidas. Por e -
xempla, dade o par (A,C) qual & osmenor nimero de entradas

(rank B) tal que (A,B,C) seja saida controlavel.
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