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SINOPSE

Neste trabalho apresentamos métodos de determinacfo
de dominios de estabilidade assintdética da solug8o trivial
de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias de primeira
ordem, em geral n3o lineares, utilizando o segundo mé todo -
ou método direto de Liapunov. '

Nos primeiros capitulos sio dados um pequeno histdw
rico, um sentido fisico para o tratamento matemdtico e ‘a
utilizag8o das formas quadrdticas como fung@o de Liapunov.

No capitulo 4 € feita uma aplicaglo da teoria dos -
sistemas lineares associados aos sistemas autanomos'paré‘ a
determinacio de dominios elipsoidais e esféricos de estabi-
lidade assintdtica. ® fornecido ainda um procedimento 1égi-
co para o critério dado.

Nos capitulos seguintes s@o dados os métodos de
Schultz-Gibson e o de Zubov. O primeiro usa o gradiente aa
fung8o de Liapunov e, através de uma integral de linha en -
contra~-se a funcdo de Liapunov. O segundo utiliza uma equa-
¢do diferencial parcial que, se tem solugdo em forma fecha-
da, permite a determinacgdo do dominio exato de estabilidade
assintdtica. Ambos, bem como o método do cap.4, permitem, -
quando for o caso, conclusoes sobre estabilidade agsintdti-
ca global,

Todas as nogoes julgadas essenciais s8o introduzi -
das no sentido de se conseguir um trabalho cauto contido -
tanto quanto possivel,
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ABSTRACT

This work presents some methods to determine the
domains of asyntotical stability of the trivial solution of
first—ordér, non-linear, differential equations when Liapu
nov' s second (direct) method is used.

The first three chapters are introductory and pre
sent an historical re%iew, the use of quadratic forms as Lia
punov' s functions, and a physical interpretation of the ma-
thematical treatment |

~ Chapter 4 presents an application of Linear Sys-
tem Theory to autonomous systems, and the determination of
the ellipticals and sphericals domains of stability. A logi
cal procedure of the criterium is also presented. |

The following chapters introduce the Schultz -
Gibson's and Zubov' s methods. The first uses a line inte -
gral of the gradient of,Liapunov's function. The second u -
ses a partial differential equation that, as long as it has
- a closed-form solution, allows the determination os the e-
xact domain of asyntotic stability.

All the concepts considered essentials are intro
duced in order to obtain a self- contained work as such as
possible.
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NOMENCLATURA

x - vetor do espago R de componentes Xpyaeey Xy
x' - vetor x transposto
f(x) - func@o vetorial de componentes Fy,...,f,
t - tempo
x - i
at
L § - conjunto
{{ | -~ norma

y V- determinante

[']- matriz .

i,j,k - indices e se nfo especificado valem 1,2,...,n
¥ - para todo |

e - pertence

¢ - contido _

A - Domfnio de estabilidade assintdtica

A,B,Q - matrizes constantes nxn

V(x,t) - funclo de Liapunov para sistemas nfio autonomos
v(x) . funglo de Liapunov para sistemas autonomos
\,g - auto-valores

I - matriz identidades

A matriz diagonal

D,E,G - conjuntos abertos e conexos

h(v,G) - nimero real positivo

@(V,G) - Dominio de estabilidade assintdtica

U(z) - matriz da fam{lia de sistemas associados
AOX - conjunto cujo unico elemento € a origem

Vv - gradiente de v

A - aderéncia de A

A\ A - fronteira de A
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CAPITULO 1

GENERALIDADES

1.1- Introdugdo

Histéricamente o problema da estabilidade de um pon
to de equilibrio de um sistema surgiu na Mecadnica em 1788 com
Lagrange e seu Mechanique Analytique. A teoria de estabilida-
de de Lagrange foi colocada sébre firmes bases matemdticas -
por Lejeune- Dirichlet e a prova, publicada no Crelle's Jour-
‘nal em 1846, ficou conhecida como teorema de Dirichlet . No
ano de 1892 foram publicados os trabalhos de Llapunov [,i]
Poincaré [2t}e Routh [3]

Umn pouco antes e durante a segunda guerra mundial -
as nece331dades militares exerceram um notdvel estimulo nas
pesquisas em Sistemas de Controle Automdtico ( Nyqulst [ 4]
Bode [ 5, Nichols [6], Evans {7 ] ). Mas a maioria dos mé-
todos desenvolvidos era aplicével apenas & sistemas lineares-
enquahto que a andlise dos sistemas nfio lineares foi relegada
a um segundo plano pelas dificuldades que apresentava,

Em 1950 Kachenburger't81 publicou um artigo apresen
taﬁdo o método das fungoes descritivas que durante muito tem-
po se constituiu, no ocidente, na unica ferramenta disponivel
para a andlise e sintese de servos-mecanismos nfo lineares.

Na Russia eram desenvolvidos métodos de:andlise: de
sistemas de controle ndo lineares baseados no trabalho de
LiapunoV'{i] que fornecia condigoes suficientes para estabili
dade. Em 1938 Persidskii [9] atacou o problema da determina -
¢80 de condigoes necessdrias, no gue foi seguido por Malkin
Massera e outros, e em 1945 Lur'e{;ldlutilizou os métodos de
Liapunov na andlise de servo-mecanismos n8o lineares, sem que

-1-



isto despertasse curiosidade no ocidente.

A partir de 1953 ressurgiu o interésse pelos méto -
dos diretos® de andlise da estabilidade de sistemas ndo linea

Ies.

Intuitivamente sabemos que establlldade 31gn1flca a
aptiddo a recuperar o equilibrio apds uma perturbagdo passa -
geira. Quando um sistema € descrito por equagoes diferenciais .
ordiridfias lineares a volta ou ndo ao equilibrio independe da
magnitude da perturbacdo o que ndo acontece necessériamente -
nos sistemas nSo lineares. Dai ser importante na andlise da —
estabilidade de sistemas n8o lineares conhecer até que ponto
o sistema pode ser perturbado conservando a sua tendéncia a
recuperar o equilibrio perdido.

Y

No presente trabalho expomos e criticamos vdrios me
todos para determinar o comportamento assintdtico de sistemas
descritos por sistemas de equagoes diferenciais ordindrias de
primeira ordem (n3io necessiriamente lineares), Para tanto pre
cisamos definir rigorosamente os conceitos bdsicos da teoria-
da estabilidade, o qﬁe sers feito nos paragrafos seguintes.

1.2- Definigoes bdsicas do problema da estabilidade

Uma equag@o diferencial ordindria de ordem n
x(n) = f(x(n_l)...x, x, t)

pode ser reduzida a um sistema de n equagOes diferenciais .or-
dindrias de primeira ordem com a introdugdo das variéveis[lﬂ

X TEy Xy T Xy ey X T x(n'l)

% - Sa@o chamados métodos diretos aqueles que nfo pressupoem
a resolug@o das equagoes que descrevem a evolugdo do
sistema. '
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(1.2.1)

onde x e Rn,, u e S([to,+oo),Rm) onde

S( [to,+m)>,}2m) = {u/ u [to’» ®) ¥ Rm, u seccionalmente cont%
e ' |

£ : RY S(Ito,«&a)),Rm))(Yto, ®) —> R?

satisfaz as condigoes para existéncia, unicidade e prolongabi
lidade até +o das solugées da equagdo (1.2.1) quaisquer que
sejam toeR e xoeRn.

Se em (1.2.1) u =0 o sistema € dito Iivre ( ndo
forgado) e sua equagio assume a forma

=2(x 8) | | (1.2.2)

No caso de sistemas livres admitiremos, além da existéncia,
unicidade e prolongabllldade das solugoes, que a fungdo de tran
sigdo [12] ' _ .

Q: RYRnXR. > R
(t;xo,to) > X é\P(t;xO_,to)

que no caso de sistemas fisicos € definida para t2t [13;] ’
e 5 IR ST ry : 7 s ol
¢ continua e diferenciavel com derivadas parciais continuas. .

Existem casos em que o segundo membro da equagdo -
(1.21) nd8o depende expllcltamente de t e (1.2.1) pode ser es
crita na forma



x = £( x, u(t)) | O (1.2.3)

e un sistema descrito por uma equagdo deste tipo € chamado in
variante no tempo ou estaciondrio.

' Um sistema livre e estaciondrio € chamado autonomo
e € descrito por uma equagdo do tipo

x=£( x) ‘ | (1.2.4)
No caso de um sistema autanomo
Q(t?xo,to) = § (447 5x,80) (1.2.5)
}v 1;0 e R, ¥ tzt_, ¥ %, ean e V520

Em virtude desta proposicf@o fixaremos to = 0 gquando estivermos

analisando sistemas autonomos e escreveremos *

B(t5x))
em lugar 4de escrever
Q(t;xevo)

A cada solugd@o de (1.2.,1) pode ser associada uma cur
va no ¥l chamada movimento (15] « No caso de sistemas aﬁté
nomos associamos a cada solugdo uma curva parametrizada no R
chamada trajetdria de fase ou curva de fase., Explicitamente

Yo={x®) e 2/ x =0} (1.2.6)
¥ - Lembremos que. Q(O;xb) = X [14K

-



Un ponto x - R? givide uma trajetdria que o conte-
nha ( que passe por €le) em duas semi-trajetdérias [15]

i

x_'('t;xo) llx(t;xg) / t2 t)-oo}

]

e x, (t5x%,) {X(t;xo‘) / + oo>t;to}

Podemos definir axiomdticamente sistema dindmico a
partir de certas condigdes sobre a fung@o de transig@o indepen
dentemente das equacoes diferenciais que lhe deram origem.

" Def.: Sistema dinamico € uma fungdo
Q:Rxﬂxﬂ > R

que satisfagz
a-¥x<K K< o, \D (t3x,) séo fungdes definidds

Fte (-0, o | (1.2.7)

b - {’(o,x ) = x, | (1.2.8)
o = ) (ty5 x(t33 %, ) = - (b4 ty5x)) ¥ £y, ty
| (1.2.9)

Para que (1.2.4) descreva um sistema dindmico (para que a fun
¢do de transiclo da equagdo (1.2.4) satisfagd os axiomas -
(1.2.7),(1.2.8) e (1.2.9))é suficiente que a fungdo f no se
gundo membro de (1.2.4) seja limitada. Isto assegura a exis -
téncia da solugdo de (1.2.4) para t2t , t e (-, ™). Se ég
te nfo € o caso podemos substituir em (1.2.4) a varidvel inde
pendente t pela varidvel
t — 1
s = \}1+ he(x(e)) 2, as (1.2.10)

o




Assim obtemos a equagdo [iS,lé}

ax £(x) (1.2.11)

&  \Je(on 2

cujas solugées s@o definidas para todo t ¢ R e apresentam o
mesmo comportamento assintdtico de (1.2.4)

A equagdo (1.2.1), bem como o sistema que ela repre
senta, é linear se f € uma fungdo linear de x e de u.

Os valores de x que anulam idénticamente o Segundo
membro de (1.2.2) sdo chamados estados de equilibrio, pontosb
eriticos ou pontos .de equlllbrlo. Em outras palavras

"Xq é ponto de equilibrio de (1.2.2)" &=
<> (¥ tzto)( f(xe,t) = 0)

Un ponto de equilibrio é isolado se existe uma vizinhanga do
mesmo que ndo contém nenhum outro ponto de equilibrio[31],

Um sistema linear ndo pode ter mais do que um ponto
de equlllbrlo is6lado, enquanto que os 31stemas n8o lineares

[,

podem apresentar vdrios. .:. _~J.4 ST T R R A S A

" Esthdaremos seripre a estabilidade de pontos de e -
quilibrios isolados e a andlise para cada um déles deve ser £
feita separadamente.

Na equagdo (1.2.1) se considerarmos a fung@o u fixa
da ( p/ exemplo R =1u ) podemos escrever

x = _g(x;t) o - '. (1.2.12)

ao invés gde
. ®

x = 2(x,T(t),t) | (1.2.13)



Neste caso estamos considerando a entrada como fazendo parte
da dinamica do sistema. |

" A ceda @ em {1.2.13) corresponde uma fungdo g em
(1.2.12) e variando u podemos ter diferentes comportamentos as
sint6ticos. Se limitarmos as entradas & classe das entradas -
constantes reduziremos as equagdes dos sistemas estaciondrios
& forma da equacio (1.2.4) (sistemas autdnomos).

1.3- A idéia do segundo método ou método direto de Liapunov

O trabalho original de Liapunov [1] contém dois mé
todos para a andlise da estabilidade da solugdo trivial de -~
sigstemas livres e homogeneos conhecidos na llteratura como O

primeiro e segundo métodos de Liapunov.

O primeiro método € aplicado quando o segundo membro
de(l1.2.2) tem a forma

£(xt) = A(8)x + a(xm,t) (1.3.1)

~onde A(t) € uma matriz nxn e as componentes de q(x,t) 880 da

(x,t) sz:l (ml°”mn)(t).x§l ..; fn

Pj Xn
Ih.uh%?]. 9

forma

j':l,o Oon

~em alguma vizinhanga da origem de Rp onde as fungoes p(ml"’mn)
para l<€j<n e n, + Myt oo > 1 s30 limitadas e secclonal-
mente contlnua39n4¥ ®) qualquer que seja t e R [lﬂ

Se o segundo membro de (1.2.2) for da forma (1.3.1)
a estabilidade da solug@o trivial do sistema

éA(t)(+ a(x,t) (1.3.1)
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pode ser determinada a partir do sistema
x = A(t)x (1.3.3)

chamada aproximac8o linear de (1.3.1), desde que 0s pontos de
~equilibrio de (1.3.3) sejam isolados tl 17 18]

0 segundo método utiliza fungoes (que s8o generali-
zagoes da fungdo energia total no caso de sistema fisico) cu
jas derivadas ao longo das trajetérias dé.(1l.2.2) ddo informa
¢80 sobre a estabilidade do sistema., BEste método fornece con-
digdes suficientes para a estabilidade,

Para ilustragfo consideremos o exemplo 1.3il.

Exemplo 1l.3.1

Seja o circuito RC da fig. 1l.3.1
' /-

+

c = \v %@F{;

descerito pela equagﬁo'diferencial
(6 T v —— vc (10304)

A equagd@o (1.3.4) tem como solugdo

vo(t) = v (%) em(-—tl;c- ,) ) (1-.3'.5) |

Podemos concluir por inspecfo que o sistema é estdvel,!Consi-
deremos no entanto a energia amarzenada no capacitor

-8~



2

= X ,
2
e calculemos o ‘
B, = C 9.7 = - -Q-Rc E,< 0 (1.3.7)

A energia do sistema € sempre positiva e sua derivada no caso
" é negativa, Isto indica que a energia & decrescente. Logo o
sistema tende a um equilibrio estdvel.

- 0 segundo método de Liapunov utiliza uma generaliza -
gdo da andlise acima. Do ponto de vista matemdtico era 1licito
tentar a aplicag@o de fungoes mais gerais nfo ficando restri-
ta a andlise & fungfo quedd medida da energia do bistema. Negte
sentido Liapunov mostrou que se podem encontrar funcoes defis
nidas positivas ou negativas, cujas derivadas 20 longo das tra
jetorlas do sistema, como em (1.3.7), sejam deflnldas e de si
nal contrarlo a fungéo con31derada, além de provar a suflclen
cia das condigoes acima,

- l.4- Comentérios

0 segundo método de Liapunov € poderoso e sua gran-
de vantagem € que as conclusdes sSoObre a estabilidade da solu-
¢do trivial de um sistema podem ser tiradas diretamente dos -
segundos membros de suas equagdées diferenciais, sem necessida
de do conhecimento explicito das suas solugbes.

Bste metodo é de interésse prlnclpalmente nos siste
mas ndo lineares, quando se torna diffeil a obtencdo das solu
goes e quando aqueles métodos cldssicos de Nyquist, etec.,: del
xam de ser aplicdveis.

A grande dificuldade porém reside na procura de uma
fung@o com as propriedades acima. Infelizmente ainda nfo pddg

-9~



mos contar com um procedimento geral que fornega em qualquer
caso uma fung@o dé Liapunov. Contudo existem métodos aplics-
veis a certos tipos de sistemas que fornecem em geral uma -
fungéo de Liapunov. Trataremos destes métodos mais adiante.
Antes porém se fazem necessdrias algumas definigdes e teore-
mas que damos a seguir. '

~==000~=-



CAPITULO 2

DEFINIGOES BASICAS DO PROBLEMA DA ESTABILIDADE

ASSINTOTICA

2.1~ Introdugdo

Bste capitulo contém um resumo dos conceitos de esta
bilidade e os principais teoremas de Liapunov. Baseado na idéia
do segundo método dada antes vamos definir as fungdes de Liapu
nov de modo geral e depois tecer alguns comentdrios sdbre as
fungoes usadas no estudo da estabilidade da soluglo trivial de
sistemas autonomos.

Seja um sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem

y = &(y,t) S (2.1.1)
onde y e R°, tzt e g continua de tal modo que se possa garan
" tir a existéncia, unicidade e prolongabilidade até * omgdado To)
das solugses,

2.2- Movimentos perturbados e ndo pertur'baaos

Consideremos um movimento

l '(y . )= {(y(t),t) e A1 / (%) =lp('t;yo;to), tzto}
*Yo0'"0 v . |
(2.2.1)

-]lle-



onde @ -é a fungdo de transiglo de (2.1.1).

Vamos considerar uma'vizinhanga V& de Y, @ e a

fam{lia o
( F(Y,t )) y e V A ‘ (20202)
v SA) yo

0 movimento
-[—,'(yo’to) ‘ - (20203)

¢ chamado movimento ndo perturbado e os membros da familia -
(2.2.2) diferentes de (2.2.3) sZo chamados movimentos pertur-
bados. '

Def.: Estabilidade de um movimento ni3o perturbado

0 movimento (2.2.3) € estdvel no sentido de ILiapunov
se

(¥e7 0)@0) (Y13 £)( [ 7y |« & =
=Aesy,t,) - & (6sy,8,)]14€)

| (2.2.4)
Def.: Instabilidade de um movimento nZo perturbado

0 movimento (2.2%3) € instdvel no sentido de Liapu-
nov se ’

(¥%€>0)35H>0) At vyl 2 § =

= )\q(tlj;y.’to) - (t]_?}’o,to)\\Zé)

: (2.2.5)
Obs.: As nogdes de estabilidade e instabilidade segundo Lia-
punov ndo sdo contrdrias.

-

Congsideremos a equagédo (2.l1l.1) e o movimento
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(2.2.1). Fagamos

-
<
ot
\"
ot

~~
n
L]
N
L
o

N

()= () =  (t57,,%,)

mtdo  y(t) £ x(t) +{dy %)

%
ot
W
ot
et
~

Derivando obtemos

5 = ';:(t)—}-'l{.)(t;yo,to)l 5 g(x(t)+\p(t;yo,to),t) |

¥ t=t (2.2.8)

0
DQrivéndo (2.2.6) e substituindo (2.2.8) em (2.2.6) vem
X() = g(x(6)+ ((6370,%,)r8) = § (417, b)
¥ t;fo | | (2.2;9)

que tem a forma da equagdo (1.2.2) onde

£(x(t),t)= g(x(t)+Q(t;yo.to),{)-\.?(t;yo,to)

Vtat, : (2.2.10)
e £(0,%) = g( @ (t57,,%,)) - B(t57,,8,) = O
5 F t;‘to (202.11)

A equacgdo (2.2.9) traduz a evolugi@o das perturbagoes
do movimento nao perturbade::(2.2.1). Com a mudanga de varidveis
(2.2.6) o movimento (2.2.3) é reduzido & origem x = O e as per
turbagdes, bem como sua evolugdo, passam a ser estudadas por um
sistema do tipo (1.2.2).
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Como os métodos disponiveis para a andlise da estabi
lidade de sistemas n8o lineares estudam a estabilidade da sdlg
¢80 trivial de um sistema livre e homogéneo, se quizermos estu
dar a estabilidade de um movimento qualquer devemos fazer a -
mudanga de varlavels como em (2.2.6).

Desta forma consideraremos apenas os Sistemas regidos
por equagoes na forma (1.2.2), sSupondo ainda que

Diremos neste caso que o sistema pertence & classeéIO, se é =~
deserito por um sistema: de equagoes diferenciais ordindiias -
de primeira ordem da forma

x =f (x,t)

£(0,8) =0 , ¥ tz%, . (2.2.13)

2.3~ Definigoes de estabilidade para sistemas livres

Def.: Estabilidade da solugdo trivial
A solugdo trivial da equacéo (2.2.13) € estdvel no
gentido de Liapunov se para todo to e R o movimento

_F(O’to) = {(X(t),t) e Bn+l / x=0, t=> 1;0}

é estdvel no sentido de Liapunov.

N

Em outras palavras

(¥ t, e B)( ¥6> 0)(35>0)( llzx 28 =>

—‘é-\\Q(t;xo.to) - ‘Q(t;x,to)\\ée), (2.3.1)
Notemos dque g depende de € e de .
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Def.: Estabilidade assintdtica da soluglo trivial
A solugdo trivial da equagfo (2.2.13) € assintotica
mente estdvel no sentido de Liapunov sefYoA63

i) é estdvel no sentido de Liapunov

ii) Lim @ (t3x_,t M =0
taco(Q 7o’ o '

Def.: Instabilidade da solugdo trivial

A solugdo trivial da equagl@o (2.2.13) é instdvel no
gsentido de Liapunov se para todo to € R o movimento

- ¥1 - ,
T (0,5,)" J(x(0),8) e B/ x(3) = 0, £z 1)
¢ instavel no sentido de Liapundv.
' 2.4- Dominios de estabilidade assintdtica

Def.: Dominio exato de estabilidade assintdtica
0 conjunto

A =,4 x e R* / Lim \Wkt;x , b )\= O} (2.4.1)
to : ° t+ o v °" o

é chamado dominio exato de estabilidade assintdtica da soluglo
trivial da equagfo (2.2.13) em relagdo a t .

2
diremos que A = At = At‘ € um dominio de estabilidederassin
tética de (1.2.4), 1 2

Se ¥ tl,t2 e R > Afl é At

que € o caso dos sistemas autonomos.

' b ,
Def.: Dominio de estabilidade assintotica
' A um subconjunto S aberto e simplesmente conexo de A
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‘que contenha a origem de R® chamaremos de dominio de estabili
‘dade assintética da solugdo trivial de (2.2.13).

Quando A = R® dizemos que a origem é um ponto de e
quilibrio assintéticamente estdvel globalmente, ou que a solu-
gdo trivial do sistema (2.2.13) é assintoticamente estdvel glo
balmente. | ' ‘

As palavras dominios e regifio tém significado varia
do de autor para autor. No presente trabalho usaremos a con -
vengéo | |

Dominio = Conjunto aberto e simplesmente conexo,
Regido Conjunto fechado e simplesmente conexo.

Do que foi visto anteriormente nio resulta ébvio que
A, definido em (2.4.1) seja um dominio. Erugin, citado por
o
Zubvov flé], demonstrou que os conjuntos A sdo realmente dominios
e aldm disso que a fronteira de A € a reunifo de uma famflia

de trajetdrias do sistema.
2,5~ Pungoes definidas

Def.: Funglo definida positiva (negativa)
Uma fungfo

V:Rn+l~9R

(x,8)v> V(x,1t)
é dita definida positiva (negativa) se

1) V(x,t)>0 (<0), ¥xf#o0,¥t3t  (2.5.1)
ii) V(0,t) = 0,Yt>t, ‘ (2.5.2)

Def.: Fungdo semi-definida positiva (negativa)
Uma fungdo ' '
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v:Rn*lqR

(x,t)—=7V(x,1t)
é dita semi-definida positiva ( negativa) se

1) V(x,8)>0 (<0), x# 0, ¥t 71, (2.5.3)
i1) V(x,t) = 0, ¥t > ¢, (2.5.4)

Def.: Funcdo~ indefinida
se :F* 1, R ndo € semi-definida positiva nem semi
~definida fegativa a V € dita indefinida. Em outras palavras

(Fx) 9%, © BT t15t558,) (V(x), 5, )>0, V(x5s%,) < 0)
. (2.5.6)
Def.: Limite superior infinitesimal
Dizemos que V : Bt R admite um limite superior

infinitesimal se dado €>0 existe £ (€) arbitrariamente pe~-
queno -tal que, se |xikéentio temos

l%(x,t)lse Ft>t (2.5.7)

o

Qualquer func¢do que anule na origem admite um limite superior
infinitesimal [19] .

Def.: Conjunto I (¢,h)
~ Seja §: R*™+R, definida positiva e h e R, Definimos

L .('&,h) = AX/ xe Rn‘/\@(.x) < h} (2.5.8)

Def.: Pungdo-T _
Dizemos que uma fungao \P R* > R & funcioW se sa-
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tisfaz as propriedades

i) \Qé'continua ¥x e B* ¢ admite derivadas parciais
ii) ¢ (o) =
iii) ¢ (x)> © ¥x#0
iv) Os conjuntos L({,h) sdo llmltados y hésup \P(x)

xe

2.6- Puncoes de Liapunov
| Baseado na discussd@o do capitulo anterior vamos con
siderar fungoes que tém propriedades de fungdo de energia, mas
que néo representam a energia do sistema necessiariamente. Vamos
admitir que V: Rp —>R & contlnua e tem derivadas parciais,

Def.: Fungdo de Liapunov para estabilidade

Dizemos que V é fungd8o de Liapunov para estabilidade
da solucgdo trivial do sistema (2.2.13) em D e¢ R%,-D aberto,=-
snnpiesmente conexo e contendo a origem, se existe uma fungdo-M
 tal que

V(x,t) > P(x), ¥x+#o, Vltzto (2.6.1)
v(0,t) = 0, V¥ t = t, | (2.6.2)
V(z,t) £ 0, ¥xe b, ¥tz 6 - (2.6.3)
V(0,t) = 0, ¥x e-f;g, Ytz 4. (2.6.4)

Def.: Fungfo de Liapunov para estabilidade assintdtica

Dizemos que V é fungZo de Liapunov para estabilidade
assintética da solugdo trivial do sistema (2.2.13) em D ¢ R,
se existem fungdesT VY, e © tais que

V(x)2> v(x,t)>Wx), YxeD,¥t2rt, (2.6.5)
V(0,t) =0 Vtxt (2.6.6)
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V(x,t) € -6(x),¥x e D, ¥Vt 5t (2.6.7)

v(0,8) =0, ¥ =xeD, tyt, (2.6.8)

'Em resumo uma fung@o de Liapunov para estabiliddde
assintética da solugfo trivial do sistema (2.2,13) € uma fun
¢80 definida positiva limitada por duas fungoes e que tém de
rivada definida negativa ao longo das trajetdrias do sistema
(242.13). Do mesmo modo poderiamos definir uma fungZo que -
fosse definida negativa e cuja derivada ao longo das trajeté
rias do sistema (2,2.13) fosse definida positiva. o

A derivada de V ao longo das trajetdrias do sistema
(2.2.13) é dada pela expressio

. . el QV. . . '
V(x,t) = Z; ' ﬁ+‘%% yVXQRthz%
n
' v ?Z! = V 1
° Tet) = iZ=1 5% fit gt T IV e
.VxeR%. t 2t (2.6.9)

ondeVV' é o transposto do vetor gradiente.
2,7- Principais teoremas de Liapunov

Teorema da estabilidade .

A solugao trivial do 31stema (2.2.13) € estdvel no
sentido de Liapunov se exmste uma: fungao de Liapunov V : RP-&
definida positiva ou negativa, cuja derivada ao longo das tra-
jetérias do sistema (2.2.13) em relagio ao tempo & uma fungdo
semi-definida e de sihal contririo a V. em D.¢ R, Vi to.
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-Teorema da estabilidade assintdtica

A solugfo trivial do sistema (2.2.13) € assinté-
ticamente estdvel no sentido de Liapunov se exisSte uma fungao
de Llapunov V- Rn+ R definida positiva ou negativa , cuja
derlvada ao longo das trajetdérias do sistema (2.2,13) em rela
¢80 ao tempo € uma fungdo definida, de sinal contrdrio a V, em

Dec RA, ¥ttt

Teorema da instabilidade

Se existe uma funglo V: L

(x,t)=>V(x,t)

que admite um limite superior infinitesimal e cuja derivada ao
longo das trajetdérias do sistema (2.2.13) em relagdo ao tempo
¢ uma fungfo definida positivaion negativa e, se a V, para x
suficientemente pequeno e valores de t suficientemente grandes
tem o mesmo sinal que a derivada, entdo a solugdo trivial do
sistema (2.2.13) € instdvel.

A prdva destes teoremas pode ser encontrada nas re-~
feréncias [1 17,18 20] A fungdo V foi considerada definida
e continua em r? . Para se garantir ou nfo a estabilidade da
solugio trivialcdo sistema (2,2.13) exige-se um comportamento
determinado em relagdo a sinal para a fungdo V, bem ecomo para
sua derivada. Desse modo é mais ou menos evidente que existi-~
r4 um certo dominio contido em D para o qual o comportamento
em relagdo & sinal da fungdo V e de sua derivada verificam as
condigbes dos teoremas. A éste dominio chamaremos dominio de
estabilidade ou instabilidade. Devido ao objetivo deste trabg
lho mencionaremos somente dominios de estabilidade tal como
definidos em 2.4. |

Do ponto de vista de aplicacgl@o, encontrada uma fun-
¢80 de Liapunov o problema da estabilidade da solug@o trivial
de sistemas como (2.2.13) tem solugdo elegante. A guestlo po=
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rém é que, infelizmente, estas fungdes n3o sdo Unicas e de modo
geral, encontrada uma delas, n§9 sabemos se o domfnio determi-
nado € o mais conveniente. Outra questZo. que surge é.a de se -
para qualquer sistema estdvel existe 2o menos uma fungio - de
Liapunov. Este problema € chamado o problema inverso e se en-
contra resolvido satisfatoriamente somente para sistemas aut§
nomos lineares, apesar de resultados_promissGres jé obtidos -

¢ [a1]).

Conforme mencionado por Hahn [22] o interésse nos -
teoremas inversos tem importéncia tedrica mas nfo encontram -~
grande aplicacgdo no tratamento dos problemas da estabilidade -
na prética, j4 que éle supde o conhecimento anterior da solu -
¢8o das equagoes que regem o Sistema, E claro que,.eventualmen
te, o conhecimento da existéncia= da fungfo de Liapunov  pode
ser muito importente.

Na determinagdo das fungoes de Liapunov foram inves-
tigados procedimentos 1légicos que se aplicassem a qualgquer sis
tema. No entanto os resultados obtidos sémente s@o aplicdveis
a certos tipos de_siétemas. 0 método de Zubov [16] por exemplo
exige que o sistema admita uma aproximacdo linear assintdética-
mente estdvel. O método de Schultz-Gibson exige que o sistema
seja de um tipo determinado com um dnico ponto de equilibrio.
0 de erges Vieira exige que um certo conjunto contenha a ori
gem em seu interior.

Trataremos quase que exclusivamente do problema da
determinagdo de regides de estabilidade assintética para sis
temas autonomos usando formas quadrdticas e os procedimentos
acima,

Existem na literatura certos estudos que conduzem a

fungoes de Liapunov através de consideragdes sobre os balancgos
de energia do sistema fisico. Este € o caso de reatores quimis

i
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cos, por exemplo, onde existe uma série de fungoes de Liapunov
propostas. No entanto éstes estudos cuidam do problema da esta
bilidade da solugdo trivial para um sistema fisico particular,
ao contrdrio dos métodos citados,

E conveniente considerar, devido 4 sua grande aplica
bilidade e'importéncia prética, o caso dos sistemas autonomos
com maior énfase, Os sistemas autonomos, em contrdole por exem-
plo, correspondem aos reguladores onde se quer manter uma de =~
terminada varidvel de saida em um certo valor independentemen-
te de variagdes na entrada do sistema ou em seus pardmetros.

0 segundo método de Liapunov fornece condigoes sufi-
cientes para se estudar o comportamento de sistemas em regime
permanente sob a influéncia de perturbacoes, permenentes ou nfo.
A atenclo tem sido voltade principalmente para o caso de per-
turbagoes passageiras.

Devido &s consideragoes feitas sobre translacd@o no
tempo para sistemas autonomos, podemos reduzir o estudo do sis
tema em regime permanente com perturbagoes passageiras ao es-
tudo de um sistema com um ponto de equilibrio na origem e ‘em
que contamos o tempo & partir do instante em que cessa a per-
turbagdo. Isto pode ser feito comsiderando a origem como um
ponto de equilibrio e estudando sua resposta a condigoes iniciais
aplicadas equivalentes -4 perturbacgfo,

Assim, para as consideragoes dos capitulos seguintes
€ importante considerarmos os itens seguintes.

2.8~ 0Os sistemas autonomos
Seja o sistema

x = f(x) , xe R®

£(0)-= 0 (2.8.1)

.



onde o segundo membro satisfaz condigoes semelhantes dquelas
impostas ao{segundo membro de (1.2.1).

As de_:f‘:i:ni@?)'es de estabilidade para éstes sistemas s&o
as mesmas que aquelas dadas em 2.3, Vamos repetir que o segun-
do membro de (2.8.1) nfo depende explicitamente do tempo e, co
mo funcldo de Liapunov para estabilidade assintdtica da solugdo
trivial de (2.8.1), podemos usar uma Vv : B> R ( independente
de t) com as propriedades

viz) = 0 (x)> 0, ¥ x#0 (2.8.2)
¥(0) = 0 c (2.8.3)
(x)<-9(x) = 0,¥x £ 0 (2.8.4)
wo)y=o | | (2.8.5)

onde (Qe O s8o funcgdes-T, ou, resumindo,

v(zx)>0 ¥x#0 | (2.8.6)
v(0) = 0 | O (2.8.7)
v(x) <0 ¥x # 0 (2.8.8)
wo0)=0 |  (2.8.5)

Continuam vdlidos os teoremas de estabilidade, estabilidade
assintdtica e instabilidade se trocamos (2.2.13) pelo sistema
2{2.8.1) e a

Vs Rn+l——> R
(X,t)}—gV(X,t)
pela fungéo
‘ v: Rn—-> R
x-+»=v(x).
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Para completar éste capitulo € interessante dar uma
interpretagéo das funcoes definidas em sinal. Consideremos -
xe R? para facilitar. Assim v(x) ='v(xl,x2); Fagamos

z = v(xl,x2) | (2.8.9)

e vamos construlr um graflco escolhendo para eixos de referen

cia x,, X,, z Como na flgura 2.8.1. "
it '
A KZ KS
T ,i,
£
i Xy
(2) (b)

fig. 2.8.1

Como v(x)> O, definidae cont{nua para qualquer x # 0 e v(0)=0,
‘a equag@o (2.8.9) representa uma superficie em R3 com o aspecto
da figura 2.8.la. Se tomarmos Z = k teremos

EEd
t

k = v(x,%,) (2.8.10)

- que € uma curva fechada resultante da intersegdo de um plano
paralelo ao plano XX, com a superficie de equagfo (2.8.9). Con
siderando agora as projegoes destas curvas fechadas, obtides va
‘riando k, sabre_o plano X%, obteremos curvas fechadas,cchama-
das curvas de nivel de v, como na figura 2.8.1b sque determina-
:rao conjuntos ‘de valores em seus interiores, Con51deragoes seme
lhantes podem ser feitas para o espago Rn

2.9~ Comentédrios

Considerando as propriedades da fung¢do de Liapunov

24~



concluimos que uma das etapas presentes na procura de uma tal

func@o € a verificagio da sua definigfo em sinal, As formas -

quadréticano tipo

| x' B x,

onde B € uma matriz nxn e x @ R, sfo candidatas ¢ se sfo defi
nidas ou n8o, pode ser determinado utilizando-se as condigoes

de Sylvester. As fungOes ndo quadrdticas em geral sfo de diff

cil decis@io quanto a sinal. Assim € 1fcito e conveniente ten-

tar antes de tudo formas quadrdticas como fungdo de Liapunov.

Bste procedimento é o objetivo do capitulo éeguinte.

w—e 000===
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CAPITULO 3

AS TFORMAS QUADRATICAS COMO FUNGKO DE LIAPUNOV

3.1- Introdugéo

_ Para'que uma v: R°—> R possa ser escolhida como pos
sfvel fungdo de Liapunov, a primeira imposig¢8o sébre a mesma &
que ela seja definida., De um modo geral nem sempre é fdcil deci
dir se v é definida ou ndo.

.7‘ .<“ ~ . ’ 9 ~
Pa classe das fungoes provdveis fazem parte as fungoes

do tipo
vi —> R
% +—> v(x) = x'Bx
_ n n ‘
onde x'Bx =‘Z:; IZZ: . bij'xi ;.

Ci=l =1

Estas fungoes em particular permitem verifiéag&o de sinal com
a utilizag@io das condigoes de Sylvester.

3.2- Condigdes de Sylvester [23]
Para a forma quadrdtica x'Bx ser definida positiva

é necessdrio e suficiente que a matriz V seja definida positi
va isto é; t0dos os determinantes menores prineipais dominan-
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tes s2o positivos, ou seja

.b b
D, = 1 P12} o o
|byy D22
bll L 2R J b]_n
D, = . > 0.
bnl LI bIm

De modo semelhante, para que x'Bx seja definida ne-
gativa é necessdrio e suficiente que a matriz B seja defini=-
da negativa, isto é, tenha os determinantes menores principais
dominantes de ordem par positivos e os de ordem impar negati-
vos, ou 3eja '

D;< 0, Dy> 0y ees, (-1)" D >0
Convém observar que se D20, D,o2 0y oo , D20 isto ndo im
plica necessidriamente que a forma quadrdtica x'Bx seja Semi-de
finida positiva [23] .
3.3- Pungoes de Liapunov para sistemas Lineares

Consideremos oS8 sistemas da forma

*®
x = AX

37



onde A é uma matriz constante nxn e xe R®, Consideremos tam-
bém uma funcéo
v: > R ~
x+—=v{(x)= ngx,
onde B € uma matriz constante nxn, e calculemos sua derivada
ao longo das trajetdrias do sistema (3.3.1)

v - ;' Bx+x'Bx N/x-e =

at -
=x' A' Bx+t x'BA x , ’leeRn
ou gX.: bx' [A'B—\—BA.‘I X )Vxe Rn (303.2)
at -

Admitindo-se que v é definida positiva, temos que ter v defi
‘nida negativa para que v seja uma func¢@o de Liapunov para es-
tabilidade assintdtica da solug@o trivial de (3.3.1). Escres
vamos '

;(x) =- x' Q x ' (3.3.3)
onde -Q = (A'B+BA) | (3.3.4)

Desse modo, dado o sistema linear (3.3.1), precisaé
mos encontrar condigoes sob as quais a matriz Q seja defini
" da positiva o que implicaria na estabilidade assintdtica da -
solugdo trivial do sistema (3.3.1). Assim vamos escolher a ma
triz Q e determinar os elementos de B mediante a resolucfo de
um sistema de n2 equacoes algébricas lineares. Considerar a .
matriz B simétrica acarreta que Q também & simétrica como po-
de fécilménte ser verificado. Com esta éonsideracgdo,escolhida
uma matriz Q, a matriz B pode ser determinada agora resolven-
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do-se Eiﬁill equacoes lineares que sempre tem solug§g§[;§l.

2

E importante notar que, se a solugdo trivial do sis
tema (3.3.1) € assintdticamente estdvel, isto é, & matriz A -
tem todos os autosvalores com parte real negativa, existird -
sempre, escolhida uma matriz Q definida, uma matriz B, unica

. , . n!n-}-l! ~
mente determinada atraves de um sistema de equagoes
TR e ey - 2 v
linéarés; de sinal oposto ao da matriz Q Ll,l7,24 .

Existe uma relagdo importante e que nos serd bastan
te dtil no capitulo seguinte, entre os sistemas lineares e as
formas quadrdticas. Esta relagfo é dada pela proposigio seguin
te.

Proposigdo 1 ,
Uma condigfo necessdria e suficiente para que a for
ma quadrdtica x'Ax seja definida negativa & que o sistema

x = AZX,

obtido com a matriz A da forma quadrdtica, seja assintdticamen
te estdvel, isto é, tenha auto-valores com parte real negati-
va.
lProva I

a) Suficiéneia |

Seja x e R e A ume matriz nxn.

Se;ja.')\;i o i-ésimo auto-valor e consideremos os n
auto-valores em ordem crescente

Xlé_)bé%é_ .. fé%n-q

¥ - Salvo mengdo explicita em contrdrio consideraremos sempre

a matriz B simétrica.
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se houver n-q auto-valores repetidos e onde )‘n q £ 0. B conke

cida a seguinte relagdo entre os auto-valores (_2ﬂ

3 XvﬂAx . . :
M ,é_ - £ /\‘n_q, ¥x$o0, xe B  (3.3.5)

Existe ¥ # 0 tal que

Ml

N
1 ESr:

e ¥ #0 tal que

Wil

o ®'A
)\n-.q B

M

%!

n- q‘ °

Assim para x'Ax ser definida negativa é suficiente que A
jd que x'x>0 Vx # 0. Mas isto ¢ nossa hipétese. Daf segue

a suficiéneia.
b) Necessidade
Admitindo agora

x'Ax <0 Vx#o

. LT L 2 An-q<o

porque como

X'AXSX
- ox'x B4

ou x'Ax L Ny o 'z,

e x'x>0 ¥x £ 0, segue que )\n-q<0 necessariamente. Mas
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que garante que & proposigdo & satisfeita, suficiente e necesg
sariamente, '

E conveniente agora, ainda para aplicagéo no capitu
lo seguinte, enunciar a proposicgéo abaixo, que nos garante que
Apode ser uma matriz degonal quando tomemos v como funcho de
Liapunov para o sistema (3.3.1).

Proposigédo 2 , |
Un sistema linear auténomo cuja solugdo trivial € as
sintdticamente esfdvel ( auto-valores com parte real negativa)
admite como fungdo de Liapunov uma forma definida positiva do
tipo

v Rn——vR

x+—>v(x) = x'Bx

onde B € uma matriz diagonal e §’1, 3/2, ;,. ’ <n 038 elemen~

tos da diagonal principal.

Prova

_ Para provar a proposicio & suficiente provar que a
derivada em relagdo ao tempo,:20 longo das trajetdrias do_sig
‘tema (3.3.1), € definida negativa,

Da mesma formz que antes

\;.(x)-‘- x! {A'B*i-BA]x , V.xeRn
onde a matriz .
| -(4'B + BA)
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deve ser definida positiva e pode ser escrita na forma

r

- . - 2
a%1$1°'° eee niin a;1§1°-' ooty €

I | DA EA £ PO ' EE - 2 A S T ;
aln{l"' e nngnj 8 1 peee oo 3

-

o— 3

>
Aplicando agora as condigoes de Sylvester para as parcelas aci

ma temos, para o k-ésimo menor principal dominante (k=1,2, eeeeel )y

811°° %1
- ,A'Bl = -(?1 32"‘7k) . . >0
' alk..} 8 o

o0 que acarreta
x'(-A'B)x > 0

porque -A definida positiva implica

em -A' definida positiva.,
De modo semelhante

‘all... I
- lm[ =-(j192... fx) : > 0

7 R

e também -

x'(-BA)x >0
~ Se cada parcela é definida positiva também o serd sua soma e,
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em consequéncia, a fungdo
v: B*—~ R
X \—v(x) ='x' [ A'B + BA].x,

€ definida negativa. Além disso v(0) = O e portaﬁto a v do e~
nunciado é funcdo de Liapunov para o sistema (3.3.1).

3.4~ Sistemas que admitem aproximag@o linear

-

Em certos casos o sistema de equagoes diferenciais
ordindrias

x =f(x) , xeR (3.4.1)
£(0) =0
‘ P Pode ser eserito na forma

£(x) = Ax + g(x), ¥xe F* (3.4.2)
onde A é uma matriz constante ndo singular e g: R—»R" ¢
uma fungfo cujas componentes g;: R*— R s8o fungdes algé-
bricas nio lineares de x de grau maior ou igual a dois.

Da equacio (3.4;2), considerando que a funcio g:R—»R"
' possa ser expandida em série de poténcias em torno da origem,
ras varidveis Xp9Xpgeees Xy comegando'com térmos de ordem maior
ou igual a dois, podemos obter o sistema

x = Ax (3.4.3)

chamado aproximagdo linear. As imposigoes acima implicam em
que f(x) possa ser expandida em série onde a primeira parcela
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contém os térmos lineares e a segunda contém os té€rmos de or-
dem superior ou igual a dois,

Assim se de (3.4.1) podemos obter (3.4.2) e g admi-
te expansfo em série em torno da origem, podemos obter (3.4.3)
diretamente, simplesmente tomando apenas os térmos lineares.

Sobre Sistemas: deste tipo Liapunov [;1] estabeleceu
0 seguinte teoreﬁa, muito representativo para o estudo da eg
tabilidade. |

Peorema da aproximac@o linear

Se a solugdo trivial do sistema (3.4.3) € um ponto
de equilibrio assintdticamente estdvel, ou seja, se A tem au
to-valores com parte real negativa, entfo a solugfo trivial
também € um ponto de equilibrio assintdticamente estdvel do
sistema (3.4.1), cujo segundo membro € da forma (3.4.2).

Se A possue pelo menos um auto-valor nulo estaremos
em presenca de um caso critico. Margolis [12] prova que neste
caso nfo hd regifio de estabilidade assintética que contenha a
origem. Assim estudaremos os casos em que A tenha auto-valores

com parte real negativa, A importdncia deste procedimento resi
" de no fato de podermos tirar conclusdes rdpidas do sistema em
questio acérca de um possivel dominio de estabilidade assintd
tica de (3.4.1), cujo segundo membro admite a forma (3.4.2) ,
analisando a aproximagdo linear,

3.5- Fungdo de Liapunovpara sistemas nfo lineares - Formula-
¢c8o de Krasovskii '

Consideremos o sistema autonomo
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x = £(x) | (3.4.1)

f£f(o) =0

onde f: B*—>R' em geral nao linear, Seguiremos o procedimen
to usual fornecido por Krasovskii [25] e que € uma extensdo
do trabalho de Liapunov. |

Vamos escolher como fung¢@o de Liapunov a forma qua.
drdtica

v(x) = f'Bf ’ x e R? | (3.4.4)

onde B € uma matriz definida positiva constante (simétrica) e
f' é a matriz £ transposta.

Galculemos a derivada de v em relagdo a t ao longo
das trajetdrias de (3.4.1)

- y=r1Bf4+2B £ (3.4.5)
at - |
Mas . 9
f:.d-gz »f-g}{:;‘.(bf f = Jf
- at 2x 2t - 9x
onde [~ -1
% I% 7%n
J‘ - l:g. = : '
0= °
01 1% %

Assim ao longo das trajetdrias de (3.4.1)

-35=



v(x)

|

£f'BJf &+ £'9'B T

ou x'r(x) =f'( BJ+ J'B)f | (3.4.6)
Escrevamos

v(z) =-£'0f
onde | -Q = BJ+J'B

A condigéo para estabilidade assintética agora fi-
ca reduzida & imposigfo de restrigdes sobre a matriz Q de mo
do a tornd-la definida positiva. Escolhida a matriz Q podemos
tentar determinar os elementos de B, Se éstes elementos sfo
tais que a matriz B seja definida positiva, todas as condigdes
sdo: «L. satisfeitas e a estabilidade assinttica & assegurada.

Note-se que aqui ndo se garante sempre a existén-
cia de B definida positiva podendo mesmo nem existir. Bste
procedimento 44 portanto condigoes .suficientes, Se ndo for pos
sivel encontrar a matriz B escolhendo a matriz Q nflo se pode
concluir a instabilidade da solugdo trivial do sistema (3.4.1).

3.6- Dominio de estabilidade assintdtica

Consideremos o sistema (3.4.1) e vamos admitir que
exista uma fungfo de Liapunov v para estabilidade assintdti-
ca da solugdo trivial de (3.4.1). Isto equivale a dizer que
a v é, por exemplo, definida positiva e sua derivada em rela
¢2o ao tempo 20 longo das trajetdrias de (3.4.1) € definida
negativa, Para determinar um dominio de estabilidade assintd
tica vamos proceder como segue.
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Escrevamos

v(x) = ¢, x @ Rn, e>0 ,‘ ce vR .
Podemos variar c¢ até obter
v(x) = cq
que tangencia a superficie definida pela equacdo
';(x) = 0.

0 conjunto de pontos interiores & superficie fechada
- w(x) =c

830 tais que
v(x) <0

formando portanto um dominio de estabilidade assintdtica da
solug8o. trivial do sistema (3.4.1). '

Considere x e R2 e veja a figura 3.6.1 para ilﬁstrg

fig. 3.6.1
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3.7- Comentdrios

KNa procura de uma fungfo de Liapunov a primeira
tentativa sempre recai nas formas quadrdticas pela faéili
dade de discussl@o de sinal que apresentam. Em realidade na
meioria das aplicagdes do segundo método de Liapunov consi
dera-se uma forma quadrdtica bdsica =-x'Q x e procura-se
obter a forma x'B x de sinal contririo. Esta discussdo no
entanto nem sempre & fdcil, especialmente se o sistema néo
admite aproximag@o linear e, além disso, a matriz B  pode
nem existir. Repetimos que se B n3o € encontrada ainda nfo
se pode concluir instabilidade para o sistema considerado.

Devido a estas dificuldades tem-se procurado ma
neiras diferentes de ataque ao problema..Este € o objetivo
do capitulo seguinte, onde damos uma aplicagdo do método
dos sistemas lineares associados aos sistemas autonomos.
Bste procedimento se baseia na escolha prévia de uma for
‘ma quadrdtica de certo tipo e, usando a nogdo de siétema
linear associadq permite conclusSes sobre a estabilidade
assintdtica da solugdo trivial de sistemas como (1.2.4).

e’ L
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CAPITULO 4

APLICAGKO DA TEORIA DOS SISTEMAS LINEARES ASSOCIADOS A0S
SISTEMAS  AUTONOMOS

4.1~ Introdugéo

~ Bste capitulo é baseado no‘trabamho do professor L.
R. Borges Vieira [261 e seu prinecipal resultado € uma padroni
- zag8o das escOlhas arbitririas permitidas pelo método. Estu -
dando sistemas autanomds e procurando‘dominioselipsoidais e:
e esféricos de estabilidade assintdtica pudemos chegar a algu
mas conclusdes interessantes. |

E bem verdade que as escolhas permitidas pelo méto
do de Borges Vieira dfo flexibilidade mas também aumentam as
dificuldades.ide aplicagdo pelos utilizadores menos experimen
tados.

A escolha que fixaremos permitem mais facilidade -
nes aplicagdes. Para isto-foi necessdrio modificar alguns teo
remas € introduzir outros. Borges Vieira define fungdes e con
juntos importantes para seus resultados. Daremos sdmente um re
sumo destas/definigSes e o faremos jd com o intuito de apliecd
las aos sistemas autonomos.

4.2- 0 sistema autonomo de classe €{.

Consideremos o gistema

x = £(x) , o | (4.2.1)
£(0) =0



onde f: sl o

x —=f(x)

e satisfaz todas as condigbes usuais para existéncia, conti-
nuidade, unicidade e prolongabilidade até ® das solugoes.

4.3- A fung@o de Liapunov

Em seu trabalho Borges Vieira estuda os sistemas
'nfo autonomos de um modo geral e utiliza como fungé'iii de Lia
punov uma fungdo V(x,t) para estabilidade assintética da solu
gdo trivial do sistema (1.2.2) que tem propriedades como em
2.6. Utilizamos vdrias fungdes-T de modo que

Y@z Wz, Vxer
e \.T(X)é:-Q(x), ' VxeRn,‘

Ao tratarmos com sistemas autonomos usaremos aqui,

‘como fungdo de Liapunov, formas quadrdticas definidas positiw
vas. Estas formas pertencem & classe T e, de acordo com a

discussfio de Borges Vieira, hd interésse em se tomar

Y@ =v@ =0, ¥xe @

® conveniente também tomar © menor possivel. Em particular
" tomaremes ©(x) = 0 para os sistemas autdénomos, o que elimina
a necessidade de vdrias escélhas arbitrdrias. Desse modo uti
lizaremos fungoes de Liapunov como definidas em 2.8 para es-
tabilidade assintdtica da solugdo trivial de (4.2.1), ou seja,
usaremos uma fungéo v: R°>R tal que |
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v(2)>0,¥x # 0 ‘ (4.3.1)

v(0) = 0 : - (4.3.2)
v(x)< 0, ¥x to (4.3.3)
¥(0) = 0

4.4~ Teorema e definigbes importantes .

Bef.: O nimero h(v,D)
| Seja v: R*™>R uma funco e D C R® aberto conexo,
que contém a origem em seu interior. Definimos

,‘h‘(v,D) sup{h / he (0, sup v))\ L.(v,h) c D}

. -n

onde L(v,h)

)‘ xe B® / v(x) < h}
E claro que da definicfo
0 < u(v,D) L sup v

Def.: O conjunto © ('v,vD)
Seja v e D como definidos antes.

G(V,D) = Il x/ xe DA vix) <'h(v,D)} (4.3.4)
Podemos escrever também das definigdes acima que

G(v,p) = L_) Int L(v,h) T (4.3.5)
- 0<n<n(v,D) |

e ainda que
© (v,D) = Int L(v,h(v,D))  (4.3.6)
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Teorema de Borges Vieira
Seja v: RP—R

x +—>v(x) = x' B #.

Se v é uma funcdo de ILiapunov em D para estabili-
dade assintdtica da soluglo trivial do sistema (4.2.1) onde
"B é uma matriz nxn,'constaﬁte, definida positiva (simétrica),
_entdo os conjuntos © (v,D) sfo dominios de estabilidade as=-
sintética da solugfo trivial do sistema (4.2.1).

Prova

° Devemos mostraf}que o
lim  ((t,x,) = o, "leo e G(v,D) (4.3.7)
t=0 g _ _
Mas x, ¢ 6(v,D) =" v(x;) < h(v,D)..

Mostremos primeiramente que

ua  v(Q(t,x)) =0 ¥xe 6(v,D)
t—~ o :

Consideremos a relagdo (4.3.3). v & uma derivada em relagdo
ao tempo e estritamente negativa para (P(t,xo) e D~ {0} .

" Entdo : : )
B,D)>v(§ (£, %)) >v(§ (,%))» ¥

¥x, ¢ 6(v,0) ,¥t51,

onde v é um nimero real conveniente. A fungéo v é definida
 positiva. Logo ¥V ndo pode ser negativo e também nio pode
I d

ser pesitivo porque para qualquer x = @(t,xo) £0 v e
negativa. Assim V € estritamente decrescente e assume vald
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res menores do que qualquer restrig@o inferior positiva
estabelecida. Entdo

lim v ‘\P(t,xo-)) =v=0, '\J‘xo e G(v,D)
t->- : : .
: (46308)

A matriz B € constante, simétrica e definida positiva admi
tindo portanto n auto-valores reais positivos >\l’ ,)\
que suporemos em ordem crescenté

n

o< Mg Nyg v g A

Sabemos que

A < _X'B x
1 x'x

>\ Y)OLx-fO,xeRn

n

N

Como )\1 x'x £ x'B x '\l’x e B¢

‘e 2 v(x) = x'B x é funcdo de Liapunov por hipdtese

Elt_in;o v( \O(t,xo)) = %in;g(O(t,xo)]'B (p(t,xo) = 0,}

po;'éue v(x) = v(\Q(t;xo)) =x'Bx2 )l“ t()('t:;xo)”

¥ x = (P(trxo) e G(v,D)

Mas para que x=‘Q(t,x°) tenda a zero necessiariamente todas
as componentes de x devem tender a zero também. Desse mo
do

L*Tm \P(t,xo) = 0 \lxo e 6(v,]?)

que nos garante a tese do teorema,
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4.,5- Familias de Sistemas associados

Consideremos novamente o sistema de classe €

x=2(z) ,xe R | (4.5.1)
£(0) =

Seja z = (21'22""' Z, )tV e Rn.Vamos escrever a seguinte

familia de sistemas de equagoes diferenciais ordlnérlas de
primeira ordem parametrizada pelo vetor z

x = ul(xi,...,xh;zl,...,zn) 1
%1 = ‘un(Xl,...,%l;Zl,.‘..,Zn) (405.2)

onde as fungoes de transigéo wi (i = 1,2y.e.yn) dependem de
z. Escreveremos abreviadamente (4.5.2) como

x = U(x;2) . (4.5.3)

Def.: Familia de sistemas associados

Dizemos que a familia de sistemas de equagbes dife
" renciais (4.5.3) € uma familia de sistemas agsociados, em D,

ao sistema (4.5.1) se as duas condigdes seguintes s8o satisfei
tas

. i) Acada z e DC R® corresponde um sistema
x = U(x;z) da familia (4.5.3) que pertence i classe€ ;
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11) A fungdo U(x;z) deve ser tal que
U(z3z) = £(z) YzeD (4.5.4)

A condigio ii é chamada de condiglo de associagfo e pode

ser 1nte1pretada do seguinte modo. Se,]aX'(t :é ) uma traje
téria qualquer tal que em t = T o ponto que descreve a
trajetdria estd na posigdo z, isto €

z = Q(Eaxo)o

Consideremos o‘siétema da familia associada

(4,5.3) que corresponde a z = (Q(t X, ) e se;aj?(z,t)
a trajetéria deste sistema que em t = t passa por

z = Q(%,xo)'

A condig8o ii indica que as trajetdrias tém no ponto =z
o mesmo vetor velocidade, isto é

_ Q (t,z) f éL(t,z)

onde Q(t,z) € a funcdo de transigéo do sistema obtido
fixando-se z na familia associada (4.5.3).

Em particular as trajetdrias tém o mesmo vetor
tangente. Por outro lado se a famflia (4.5.3 satifaz &
condigdo i e se a igualdade dos vetores velocidade tem _
lugar em qualquer ponto de gualquer trajetdria.de (4.5.1),
entdo a condigdo ii & satisfeita necessiriamente.

4.6~ Fam{lia de sistemas lineares associados
B conveniente verificar se dado qualquer siste-
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macda classe € sempre existe uma famflia de sistemas assg
ciados. Se as famflias associadas a um dado sistema nfo 1i
near sfio também n8o lineares, o estudo destas dltimas nfo-
apresenta grande interésse., Neste sentido a proposiglo se-
guinte é muito importante. |

Proposicéo 3

Qualquer que seja o sistema (4.5.1)‘de classe €.
exXiste pelo menos uma familia‘de sistemas lineares associa
da a éele.

Para a prova desta proposicéo Borges Vieira comstruiu
uma familia linear associada e mostrou que as condigoes i e ii
s8o satisfeitas. Esta famflia & da forma

onde os elementos uik(z), (i;k=l,2,..,n) sdo da forma °

DL
L

1

uik(Z‘lg...,zn) fi(zl,o-o,zn)

¥Yzep - fo}, (4.5.6)
. 2 no2 N '
isto § “z“ =) 'zj =+ O,ese z =0 wu,;(0,...,0)=0,
- j=l 1.. N . , .

onde fi(z) é a i-ésima componente do vetor f(x) com x= z.

Tendo em vista as condigdes de associagfo, em par
ticular a ii, Borges'Vﬁeira mostrou que existe uma reiagéo
entre a estabilidade dos sistemas associados da fam{lia -
(4.5.3) ec o sistema (4.5.1), tratando-se da estabilidadevda
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solugdo trivial,

. [ B .
Vamos construir a fungdo v (x;z), derivada de v
em relagdo a t ao longo das trajetdrias dos sistemas asso
ciados.

’

. 'n ' |
v (x52) =7 %%51%3‘ X,z @ D (4.5.7)
S i=1

? (X'DZ) = % in ui X,Z € D) A= .L’ .../h (4 ’5"_’0“)
. =11 '

Seja z e E, {OYcE, E aberto e seja x = U(z,x)

Teorema

uma famflia associada ao sistema (4.5.1). Se a fungdo v §é
fungfo de *Liapunov em D para todes os sistemas asscciados
obtidos fixando-se um 2z @ E, entig se G = DNE, a v &
também fung¢do de Liapunov em G para estabilidade assintd
tica da solugdo trivial do sistema (4.5.1) dado. -

Prova v _
.Se v é fungdo de Liapunov para os sistemas asso
ciados entdo '

v(x)>0 ¥xe D (4.5.8)
v(0) =0 | | | (4.5.9)
Tf(x;zj(O ¥xe D,V z @ E (4'.5.‘10)'
V'.(O;z =0 MNzekE : (4.5.11)

Como

lofcE e {0}cD =3{0yc @G
Consideremos agora X,z @ G. Assim

v(x)>0 ¥xe € ' (4.5.12)
v(0) = 0
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T (x32)<0 WYxz e 6 (4.5.13)
?.(O';ZFO ¥ze G (4.5.14)

Agora em G tomemos x = z e podemos escrever (4.5.13) e
(4.5.14) como |

¥ (2;x)<0 ¥xe G (4.5.15)
% (030) = 0
onde' '\?.(x.*,:x:-) = i VK_’L(X) ui(x;x) C (4.5.16)

i=1l

vdlida para qualquer xce D e consequentemente para qualquer
x @ G. A condicdo ii fornece

U(x3x) = f(x)? \v[xe G

Substituindo em (4.5.16) vem -
n

‘i'r°(x;x) = Z v}&(x) fi(x) -‘le e G

i=1

onde o segundo membro € exatamente v’ derivada de v ao longo
das trajetdrias do sistema (4.5.1).

A prova do teorema fica completada se considerarmos
agora as relagoes (4.5.12) e (4.5.15) escritas

v(x)>0 ¥x e 6 ,%x£0

v(0) =0

V.(x) <0 x e G , x 0

v (0)= 0.
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