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SINOPSE 

Neste t r a b a l h o  apresentamos métodos de determinação 

de domínios de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  da so lução  t r i v i a l  

de s i s temas  de equações d i f e r e n c i a i s  o r d i n á r i a s  de p r ime i ra  

ordem, em g e r a l  não l i n e a r e s ,  u t i l i z a n d o  o  segundo método - 
ou método d i r e t o  de Liapunov. 

Nos pr imeiros  c a p í t u l o s  são  dados um pequeno h i s t ó r  

r i c o ,  un s e n t i d o  f í s i c o  pa ra  o  t ra tamento matemdtico e  a 
u t i l i z a ç ã o  das formas quadrá t i cas  como função de Liapunov. 

No c a p í t u l o  4 6 f e i t a  uma ap l i cação  da t e o r i a  dos - 
s is temas  l i n e a r e s  associados  aos  s i s temas  autônomoq para a 
determinação de domínios e l i p s o i d a i s  e e s f é r i c o s  de e s t a b i -  
l i d a d e  a s s i n t ó t i c a ,  É: fo rnec ido  a i n d a  um procedimento lógi -  
co p a r a  o  c r i t é r i o  dado. 

Nos c a p í t u l o s  segu in tes  sao  dados os  métodos de 

Schultz-Gibson e  o  de Zubov. O pr imei ro  u s a  o  g rad ien te  da 

*função de Liapmov e ,  através de unia i n t e g r a l  de linhs) en  - 
contra-se a função de Liapunov. O segundo u t i l i z a  uma equa- 
ção d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  que, s e  tem solução em forma fecha-  
da, permite  a determinação do domínio exa to  de e s t a b i l i d a d e  
a s s i n t ó t i c a .  Ambos, bem como o  método do cap.4, permitem, - 
quando f o r  o  caso,  conclusões sÔbre e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i -  
ca  g lobal .  

~ Ô d a s  as noções julgadas e s s e n c i a i s  s ã o  i n t r o d u z i  - 
das no s e n t i d o  de s e  consegui r  um t r a b a l h o   auto cont ido  - 
t a n t o  quanto p o s s í v e l ,  

- iv- 



This work presents some methods t o  determine the 

domains of asynto t ica l  s t a b i l i t y  of the t r i v i a l  solut ion o f  
f i rs t -order ,  non-linear, d i f f e r e n t i a l  equations when Liapu - 
nov' s second ( d i r e c t )  method is  used. 

The f i r s t  three chapters a re  introductory and p r g  
sent  an h i s t o r i c a l  review, the use of quadratic forms a s  L i a  - 
punovl s functions, and a physical in te rpre ta t ion  of the ma- 
thematical treatment 

Chapter 4 presents an application of Linear Sys- 
tem Theory t o  autonomous systems, and the determination of 
the e l l i p t i c a l s  and spherScals domains of s t a b i l i t y .  A log& 
c a l  procediare of the c r i t e r i m  is a l so  presented. 

The following chapters introduce the Sehultz - 
Gibson's and Zubov* s methods. The first  uses a l ine  i n t e  - 
gral of the gradient of Liapunov's function. The second u - 
ses  a p a r t i a 1  d i f f e r e n t i a l  equation t h a t ,  as long as it has 
a closed-form solut ion,  allows the determination os the e- 
xact domain of asyntot ic  s t a b i l i t y .  

A 1 1  the concepts considered es sen t i a l s  a re  i n t r g  
duced'in order t o  obtain a sexf- contained work a s  such as 

possible . 
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x - vetor  do espaço R" de componentes xl, ...,% 
-. 

x' - vetor  x transposto 
f ( x )  - função v e t o r i a l  de componentes fl,. ..,% 
t - tempo 

l, 1 - conjunto 

(i I\ - nozma 
\ \ - determinante 

- matriz 
i, j , k - índices e se  não especificado valem l , 2  ,. . . ,n 
v -  para todo 
e - pertence 
c - contido 
A - ~ o m í n i o  de estabilidade- aas in tó t i ca  

A,B,Q - matrizes constantes nxn 
V ( x ,  t ) - função de Liapunov para sistemas não autÔnomos 
v(x) . função de Liapunov para sistemas autônomos 

1 ,  - auto-valores 
I - matriz ident&&Sde? 

-h- matriz disgonal 
D,E, G - conjuntos abertos e conexos 
h(v,G) - número r e a l  posi t ivo 
@(V, G )  - Domínio de es tabi l idade as s in tó t i ca  
U(z) - matriz da famí l ia  de sistemas associados 
\O\ - conjunto cujo 
vv - gradiente de v - 
A - aderência de A - 
A \  A - f r o n t e i r a  de 

Único elemento é a origem 

A 



~ i s t g r i c a m e n t e  o problema da es tabi l idade de um pon - 
t o  de equ i l ib r io  de um sistema surgiu na ~liecânica em 1788 com 
Lagrange e seu Nechan%que Analytique, A t e o r i a  de es tabi l ida-  
de de Lagrange f o i  colocada sobre firmes bases matemáticas - 
por Lejetme- Dir ichlet  e a prova, publicada no Crel le ' s  Jour- 
na1 em 1846, f icou conhecida como teorema de Dir ichlet  . No 
ano de 1892 foram publicados os trabalhos de Liapunov 11 , 
Roincaré [2 1 e Routh r 3 3  . . 

Um pouco antes  e durante a segunda guerra mundial - 
a s  necessidades mi l i t a res  exerceram um notável  estimulo nas 
pesquisas e m  Sistemas de ~ o n t r Ô l e  ~ n t o d t i c o  ( Nyquist [ 4 1  , 
Bode[ 5 1  , Nichols i61 , Ewns 1 7 1  ) &s a maioria dos md- 
todos desenvolvidos e r a  apl icável  apenas a sistemas lineares- 
enquanto que a andlise dos sistemas não l inea res  f o i  relegatia 
a i;erra segundo plano pelas  dificuldaaes que apresentam, 

E h  1950 K0,chenburger [ 81 publicon um abtigo apresen - 
tando o método das funções descr i t ivas  que durante muito tem- 
po se  cons t i tu iu ,  no ocidente, na Única ferramenta disponível 
para a aná l i se  e s ín te se  de servo..:-mecanismos não l ineares .  

Ha Wssia  eram desenvolvidos métodos iie :análise: &e 
sistemas de controle não l ineares  baseados a o  trabalho de 
Liapunov i 11 que fornecia  condições suf ic ien tes  para e s t a b i l i  - 
dade. Em 1938 Pers idski i  [9] atacou o problema da determina - 
ção de condições necessárias,  no que f o i  seguido por Malkiq 
Nassera e outros, e em 1945 Lurte [ lo]ut i l izou os métodos de 
Liapmov na anál ise  de servo-mecanismos não l ineares ,  sem que 



i s t o  despertasse curiosidade no ocidente. 

A p a r t i r  de 1953 ressurgiu o in te rêsse  pelos méto - 
dos d i re tos#  de anál ise  da es tabi l idade de sistemas não l i n e a  -.. 

res .  

Intuitivamente sabemos que es tabi l idade s ign i f i ca  a 

aptidão a recuperar o equ i l íb r io  após uma perturbapão - 
geira.  Quando um sistema 6 descr i to  por equações diferenciais  

ordinárias l ineares  a v o l t a  ou não ao  equ i l íb r io  independe da 

magnitude da perturbação o que não acontece necessàriamente - 
nos sistemas não l ineares .  D a í  s e r  importante na anál ise  da - 
estabi l idade de sistemas não l ineares  conhecer até que ponto 

o sistema pode s e r  perturbado conservando a sua tendência a 
recuperar o equ i l íb r io  perdido. 

No presente trabalho expomos e criticamos vár ios  d - 
todos para de terminar o comportamento as s in tó t i co  de sistemas 
descr i tos  por  sistemas de equações dif  e reqc ia is  ordinárias de 
primeira ordem (não necess&riamente l ineares  ) . Para tanto p r g  

cisamos d e f i n i r  rigorosamente os conceitos básicaos da teoria-  
da es tabi l idade,  o que ser% f e i t o  nos parágrafos seguintes. 

1.2- ~ e f i n i ç õ e s  básicas do problema da es tabi l idade 

Uma equação d i fe renc ia l  ordindria de ordem n 

pode s e r  reduzida a um sistema de n equações diferencia.is .or- 
dinár ias  de primeira ordem com a introdução das variáveis L14 

4f - são chamados métodos d i re tos  aqueles que não pressupõem 
a resolução das equações que descrevem a evolução do 
sistema. 



Seja o sis'tema 

onde x e  R", u s s ( [ t O , + o o ) , p )  onde 

S( [to, +<D) ) ,R~)  = {u/ u : [to, a) + Bm, u seccionabente cont 
e 

f : RnX s (  \ t 0 , + ~ ) , m x  [to, a) + fl 

sa t i s faz  as  condições para existência,  unicidade e prolongabL 
lidade a t é  -tm das soluç%s da equação (1.2.1) quaisquer que 
sejam t o e R  e x o e R ?  

Se em (1.2,l) u = O o sistema é di to  Livre ( não 
forçado ) e sua equação assame a forma 

No caso de sistemas l i v r e s  admitiremos, além da existência, 
unicidade e prolongabiU.da.de das s o ~ ç õ e s ,  que a função de t ran  - 
sição 1123 a 

que no caso de sistemas f í s i cos  6 definida para t 2 to 1137 , 
co22tínua e diferencidvel com derivadas parciais  contínuas, 

Existem casos em que o segujdo membro da equação - 
(1.22) não depende explicitamente de t e (1.2.1) pode s e r  e g  



e um s i s t ema  d e s c r i t o  p o r  uma equação des te  t i p o  é chamado i n  - 
v a r i a n t e  no tempo ou e s t q c i o n á r i o .  

Um s is tema l i v r e  e e s t a c i o n á r i o  é chamado autonomo 
e 6 d e s c r i t o  por  uma equação do t i p o  

NO Caso de um s i s t ema  autônomo 

- ,  , - r :  -:- 

L,. .. . . ., .- 

Em v i r t u d e  d e s t a  proposição fixaremos to = O quando e s t i v e m o s  
ana l i sando  s i s temas  autÔnom& e escreveremos 4- 

em lugar de e s c r e v e r  

A cada solução  de (1.2.1) pode s e r  associada  uata cur - 
v8 no chamada movimento C151 . No caso  de s i s temas  auto 
nomos associamos a cada solução uma curva parametr izsda  no 
chamada t r a j e t ó r i a  de f a s e  ou curva de f a s e .  õ x p l h i t a m e n t e  



Um ponto xo e R? divide uma t r a j e t ó r i a  que o conte- 
nha ( que passe por ê le  ) em duas semi-trajetórias [15] 

Podemos def in i r  aldom&ticamente sistema d inh ico  a 
p a r t i r  de certas  condições sobre a fnnção de transição indepen 
dentemente das equações diferenciais que lhe deram origem. 

Def.: Siatema dinâmico é uma função 

que sa t i s faz  
a - f x0<K, E <  a, 4 (ti;%) são funções definidds 

(102.9) 
Para que (1.2.4) descreva um sistema dinâmico  a ara que a fun- 
ção de transição da equação (1.2.4) sa t i s faça  os axiomas - 
(1.2.7),(1.2.8) e (1.2.9))é suficiente que a função f no s e  
w d o  membro de (1.2.4) se ja  limitada. I s t o  assegura a exis  - 
tência da solução de (1.2.4) para t 2 t o ,  to e (-a, a). Se 6 8  
t e  não é o caso podemos subs t i tu i r  em (1.2.4) a variável inde - 
pendente t pela variável 



cujas soluções são definidas para todo t e R e apresentam o 
mesmo comportamento a s s i n t h i c o  de (1.2.4) 

A equação (1.2.1), bem como o sistema-que e l a  repree 
senta, 6 l inear  se f é uma função l i nea r  de x e de u. 

O s  valores de x que anulam idênticamente o segundo 
membro de (1.2.2) são chamados estados de equil íbr io,  pontos 
c r í t i cos  ou pontos de eJquilíbrio. Em outras palavras 

"' é ponta de equil íbr io de (1.2.2)" e xe 
e ( i f  t= to) (  f ( x e , t )  = 0) 

Um ponto de equil íbr io 6 isolado se existe  uma vizinhança do 
mesmo que não contém nenhum outro ponto de equilíbkio[3fl. 

Um sistema l i nea r  não pode t e r  mais do que um ponto 
de equi l íbr io  isolado, enquanto que o s  sistemas não l ineares 

, . .  -. - podem apresentar vários. L' , .. e - - - A . - 
3 i l  - 

' ~studaremob sempre a estabilidade de pontos de e - 
quil íbr ios  isolados e a análise para cada um dêles deve s e r  fl 
f e i t a  separadamente. 

Na equação (1.2.1) se considerarmos a função a f i-  

da ( p/ exemplo = Ü' ) podemos escrever 

ao invés de 



Neste caso estamos considerando a entrada como fazendo parte 
da dinâmica do sistema. 

. . 
A cada Ü em '(1.2.13) corresponde uma função g em 

(1.2.12) e variando Ü podemos t e r  diferentes comportamentos . as  v- 

sint6t icos.  Se limitarmos as  entradas ?i classe das entradas - 
constantes reduziremos as  equaçÕe s dos sistemas estacionários 
à forma da equação (1.2.4) (sistemas autônomos). 

1.3- A idéia do segundo método ou mdtodo direto de Liapunov 

O trabalho original  de Liapunov [ll contém d o i s  mé - 
todos  para a análise da estabilidade da solução t r i v i a l  de - 
sistemas l i v r e s  e homogêneos conhecidos na l i t e r a tu ra  como o 
primeiro e segundo métodos de Liagunov. 

O primeiro método é aplicado quando o segundo membro 
de(1.2.2) tem a forma 

onde A ( t )  é uma matriz nxn e a s  componentes de q(x , t )  são da 

em alguma vizinhança da origem de e, onde as  funções p!ml .e%) 
para 1 6 j ( n  e ml+ m2+. . Amn> 1 são limitadas e seckonal- 
mente contínuasemrto, os) qualquer que se j a  to e R [la . 

Se o segundo membro de (1.2.2) f o r  da forma (1.3.1) 
a estabilidade da solução t r i v i a l  do sistema 



pode s e r  determinada a p a r t i r  do sistema 

chamada aproximação l i n e a r  de (1.3.1), desde que os  pontos de 
equil íbr io de (1.3.3) se jan isolados [1,17,18] . 

O segundo método u t i l i z a  funções (que são generali- 
zações da função energia t o t a l  no caso de sistema f í s i c o )  cg 
jas derivadas ao longo das t r a j e tó r i a s  de. (1.2.2 ) 60 inf arma - 
ção sobre a estabilidade do sistema. Este método fornece con- 
dições suficientes para a estabilidade, 

Para i lustração consideremos o exemplo 1.3.il. 

E ~ m p l o  1.3*1 

Seja o c i rcui to  BC da f i g .  1.3.1 

descrito pela equação diferencial  

A equação (1.3.4) tem como solução 

Podemos concluir por inspeção que o sistema é estdvel.2~onsi- 
deremos no entanto a energia amarzenada no capacitor 



A energia do sistema 6 sempre positiva e sua derivada no caso 
d negativa. I s t o  indica que a energia 4 'decrescente. Logo o 
sistema tende a uni equilíbrio estável, 

O segundo método de Liapunov u t i l i z a  m a  generaliza O 

ção da análise acima, Do ponto de v is ta  matemático era l í c l t o  
tentar  a aplicação de funções mais gerais não ficando restr i-  
ta  a análise & futição cpedd medida da energia do Bistem. IQe- 
sentido Liapunov mostrou que se podem encontrar funções def i4 
nidas positivas ou negativas, cujas derivadas ao longo das t r a  O 

jetórias do sistema, como em (1.3.7), sejam definidas e de s i  - 
na1 contrário função considerada, além de provar a suficiên - 
tia das condições acima, 

1,4- Comentários 

O segundo método de I;iapaxiov 6 poderoso e sua gran- 
de vantagem 6 que as conclusÕes sobre a estabilidade da solu- 
ção t r i v i a l  de um sistema podem s e r  tiradas diretamente dos - 
segundos membros de suas equações diferenciais , sem necessf da - 
de do conhecimento explícito das suas soluções, 

l&te método 6 de i n t e s s s e  principalmente nos s i s t e  - 
mas não lineares, quando se toma d i f í c i l  a obtenção das s o l a  - 
çÕes e quando aqueles métodos clássicos de Nyquist, e tc , ,  dei - 
xam de se r  aplicáveis, 

grande dificuldade porém reside na procura de uma 
função com as propriedades acima. Infelizmente ainda não pode - 



mos contar com um procedimento geral que forneça em qualquer 
caso uma função de Liapunov. Contudo existem métodos aplicá- 
veis a certos t i p o s  de sistemas que fornecem em geral m a  - 
função de Liapunov. Trataremos destes me'todos mais adiante, 
Antes porém se fazem necesskrias algumas definições e teore- 
mas que damos a seguir. 



2.1- Introdução 

h t e  capítulo contém um resumo dos conceitos de es ta  - 
bilidade e o s  principais teoremas de Liapuov. Baseado na idéia 
do segundo método dada antes varaos definir as funções de Liapu - 
nov de modo geral e depois tecer  alguns comentários sobre as 
f'unções usadas no estudo da estabilidade da solução t r i v i a l  de 
sistemas autônomos . 

Seja um sistema de equações diferenciais de primeira 
ordem 

onde y e e, t to e g continua de t a l  modo que se possa garan -. 
tir a existência, unicidade e prolongabilidade a té  , <n9dado y 

0 9 
das so\uçóes. 

2.2- Movimentos perturbados e não perturbados 

Consideremos um movimento 



onde 4 6 a função de t r ans i ção  de (2.1.1). 

Vamos cons idera r  uma vizinhança V de yo e d e a 
família yo 

O movimento 

6 chamado movimento não perturbado e os membros. da familia - 
(2,2,2) d i f e r e n t e s  de (2,2.3) são  chamados movimentos p e r t u s  
bados . 
Def,: Es tab i l idade  de um movimento não perturbado 

O movimento (2.2.3) 6 e s t á v e l  no aen t i ao  de Liapunov 

(2.2.4) 
Def , : In s t ab i l i dade  de ram movimento não perturbado 

O movimento (2.2$3) é i n s t á v e l  no s e n t i d o  de Liapu- 

(2.2.5) 
Obs.: A s  noções de e s t a b i l i d a d e  e i n s t a b i l i d a d e  segundo Lia-  

punov não são  con t r á r i a s .  
,- Consideremos a equação (2.1.1) e o movimento 



(2.2.1). Façamos 

Derivando oibtemos 

~ e r i v k d o  (2.2.6) e s u b s t i t u i n d o  (2.2.8) em (2.2,Q) vem 

X ( t )  = g ( x ( t ) +  g ( t ; ~ ~ , t ~ ) , t )  - cp'(t;Yo,to) 

f t ~ t ,  (2.2.9) 

que tem a forma da equação (1.2.2) onde 

f ( x ( t ) , t ) =  g(x(t)+q(t;so,to)it)-lp(t;s,,to> 

A equação (2,2.9) Sraduz a evolução das  pe r tu rbações  

do movimento não p e r w r b a d o  . (2.2.1). Com a mudança de v a r i á v e i s  

(2.2.6) o movimermto (2.2.3) é reduzido origem x = O e as p e r  - 
tu rbações ,  bem como sua evolução, passam a s e r  es tudadas  Bor um 
s i s t ema  do t i p o  (1.2.2). 



Como os  métodos disponíveis para a análise da estabi - 
lidade de sistemas não lineares estudam a estabilidade da solu - 
ção t r i v i a l  de u m  sistema l ivre  e hpmogêneo, se quieernos es-Q 
dar a estabilidade de um movimento qualquer devemos fazer a - 
mudança de variáveis como em (2.2.6). 

Desta f orna consideraremos apenas os  sistemas regidos 
p o r  equações na forma (1.2.2), supondo afnda que 

Diremos neste caso que o sistema pertence classe CL~), se é - 
descrito p o r  um sistema . de equações diferenciais ordindrias - 
de primeira ordem da forma 

2 .3- Definições de estabilidade para sistemas l ivres  

Def,: Estabilidade da solução t r i v i a l  
A solução 

sentido &e Lbapunov 
t r i v i a l  da equação (2.2.13) 6 estável no 
se para todo to e R o movimento 

6 estável no sentido de Liapunov. 



Def,: Estabilidade assintótica da solução t r i v i a l  
A solução t r i v i a l  da equação (2.2.13) 8 assint&ticg 

mente estável no sentido de Liapunov s~P(+,, 

i )  6 estável no sentido de Liapunov 
ii) i i m  il((t;xo,to)fl = 0 

t* a> 

Def, : Instabilidade da solução t r i v i a l  

A solução t r i v i a l  da equação (2.2.13) é instdvel no 
sentido de Liapunov se para todo to e R o movimento 

6 instável no sentido de Liqunov. 

2.4- Domhios de estabilidade assintótica 

Def. : Domínio exato de estabilidade assintótica 
O conjunto 

é chamaiào domínio exato de estabilidade assintótica da solução 
t r i v i a l  da equação (2.2.13) em relação a to. 

diremos que A = A = Atp é um domínio de estabilidade: ass ig  

tót ica de fX..2.4), que é o caso dos sistemas autônomos. 

t --: 

Def. : ~ o r n í n i o  de estabilidade assintótica 
A um subdonjunto S aberto e simplesmente conexo de A 



que contenha a origem de Ftn chamaremos de domínio de e s t a b i l i  .I 
dade ass in tó t ica  da solução t r i v i a l  de (2.2.13). 

Quando A = 8 dizemos que a origem 6 uni ponto de - e 
qui l íbr io assintòticamente estável  globalmente, ou que a solu- 
ção t r i v i a l  do sistema (2.2.13 ) 6 assintòticamente estável $10 - 
baimente . 

A s  palavras domínios e região têm significado varia  - 
do de autor  para autor. No presente trabalho usaremos a con - 
venção 

&mínio = Conjunto aberto e simplesmente conexo, 
Região = Conjunto fechado e simplesmente conexo. 

Do que f o i  v is to  anteriormente não resul ta  Óbvio que 
A definido em (2.4.1) se ja  um domínio. Enrgin, citado por 

to 
Zubov 1161 , demonstrou que os conjuntos A são realmente domínios - 
e alzm d i s s o  que a f ron te i ra  de A é a reunião de uma família 
de t ra je tó r ias  do sistema. 

2.5- Funções definidas 

Def.: Jhmção definida posit iva (negativa) 
Uma f'unção 

é d i t a  definida posi t iva (negativa) se 

Def. : Função semi-def inida posit iva (negativa) 
Uma função 



6 di ta  semi-definida posi t iva ( negativa) se  

i )  ~ ( x , t ) z , ~  ( < O ) ,  x +  O , & t O  (2.5.3) 

ii) ~ ( x , t )  = O, d t p  to (2.5.4) 

Def . : Função, indefinida 
Se V: pl- B náo é semi-definida pos i t iva  nem semi - 

-definida negativa a V 6 d i t a  indefinida. Em outras palavras 

Def. : Limite superior i n f in i  tesimal 
Dizemoa que V : P+ '~R  admite um l imi te  superior 

inf ini tesimal  se dado E 7  O existe  6 ( E ) arbi tdr iamente pe- 
queno t a l  que, se Ilxlk6então temos 

I v ( x , ~ ) \ L E  Y t a to (2.5.7) , 

Qualquer fungão que anule na origem admite um l imite superior 
infinitesimal C191 . 
Def.: Conjunto L ($,h) 

Seja : $_+R, definida posit iva e h s R: Definimos 

D e f  .: Função-T 
Dizemos que uma função 9 : d R é funçãox se sa- 



t isfaz as propriedades 

i ) 4 é 'contfnua x e IIn e admite derivadas parciais 
ii) (p ( O )  = 0 

i i i )  \ P ( x ) 7  O # X  # O 
i v )  O s  conjuntos L ( Q , ~ )  são limitados hCsup \P(x) 

xe R== 

2,6-  unções de Liaptanov 
Baseado na discussão do capítulo anterior  vamos cog 

siderar funções que têm propriedades de função de energia, mas 
que não representam a energia do sistema necessàriamente. Vamos 

admitir que V: $"'-R 6 continua e tem derivadas parciais,  

Def .: Função de Liagunov para estabilidade 
Dizemos que V é função de Liapunov Wra estabilidade 

da solução t r i v i a l  do sistema (2.2.13) em D c $,.-D aberto,- 
~$mpfesmBnte conexo e contendo a origem, se e s s t e  m a  função-Ti' 
\I t a l  que 

Def. : Jhmção de Liapunov para estabilidade assintótica 
Dizemos que V é função de Liapunov para estabilidade 

assintótica da solução t r i v i a l  do sistema (2.2.13) em D c e, 
se existem fnnpÕas$ ql \p e B tais que 

(x) 2 v ( x , ~ )  &x), # x e ~ , l d  t & t  O (2.6.5) 

V(0,t) = O d t & t o  (2.6.6) 



Em r e m o  uma função de Liapunov para estabil idade 
aes in tó t i ca  da solução t r i v i a l  do sistema (2.2.13) 6 uma f -  

ção definida pos i t iva  l imitada por duas funções e que tem de - 
r ivada def i e i d a  negativa ao longo das t r a j e t ó r i a s  do sistema 
(2,2.13). Do mesmo modo poderíamos d e f i n i r  uma função que - 
fosse definida negativa e cuja derivada ao longo das t r a j e t ó  -.- 

rias do sistema (2,2.13) fosse definida posi t iva .  

A derivada de V ao longo das t r a j e t ó r i a s  do sistema 
(2.2.13) é dada pela  expressao . 

- d x e  e , d t 3 t 0  (2.6.9) 

ondeVV1 6 o transposto do ve tor  gradiente. 

2.7- Pr inc ipa is  teoremas de Liapunov 

Teorema da es tabi l idade 
A solução t r i v i a l  do sistema (2.2.13) é es táve l  no 

V? 

sentido de Liapunov se è x 2 s - t & . ~ 5 a : f ~ ç ã o  de ~iap-ov V : && 
definida pos i t iva  ou negat.iva, a j a  derivada ao longo das tra- 
je tó r i a s  do sistema (2.2.13) em relação ao tempo 6 uma função 
semi-definida e de s i n a l  contrár io  a V. em D c R?, v f  h. 



. Teorema da estabilidade assint68ica 
A solução t r i v i a l  do sistema (2.2.13) 8 assintó- 

ticamente estável no sentido de Liapunov se e f i5 t& wno função 
de Liapunov V: P ' l + R  definida positiva ou negativa , cuja 
derivada ao longo das t ra je tór ias  do sistema (2.2.13) em re la  - 
ção ao tempo é uma função definida, de s ina l  contrário a V, e m  
D c *,%/t,to. 

Teorema da instabilidade 
Se existe uma fiuição V: R 

(x,t)1-5,v(x,t) 
que admite wn limite superior infinitesirnal e cuja derivada ao 
longo das t ra je tór ias  do sistema (2.2.13) em relação ao tempo 
é uma função gefinida posirtt:lora.:.oa negativa e,  se a V, para x 
suficientemente pequeno e valores de t suficientemente grana6 
tem o mesmo s ina l  que a derivada, então a aolução t r i v i a l  do 

sistema (2.2.133 6 instável. 

A prova destes teoremas pode s e r  encontrada nas re- 
ferências [1,17,18,20] . A função V f o i  considerada definida 
e contínua em e'' . Para se garantir ou não a estabilidade da 
solução trivial( 'do sistema (2.2 . l3)  exige-se um comportamento 

determinado em relação a s inal  para a função V, bem cozo para 
sua aerivada. Desse modo é maia OU menos evidente que existi-  
r á  um certo domínio contido em D para o qual o comportamento 
em relação a s ina l  da função V e de sua derivada verificam as 
condições dos teoremas. A &te dominio chama&emos domínio de 
estabilidade ou instabilidade. Devido ao objetivo deste traba - 
lho mencionasemos sòmente domínios de estabilidade tal como 
definidos em 2.4. 

Do ponto de vis ta  de aplicação, encontrada uma ft&- 
ção de Liapunov o problema da estabilidade da solução t r i v i a l  
de sistemas como (2.2.13) tem solução elegante. A questão po; 



rém é que, infelizmente, estas funções não são h i c a s  e de modo 

geral, encontrada uma delas, não sabemos se o domínio de termi- 
nado 6 o mais conveniente. Outra questão. que surge é a de se - 
para qualquer sistema estável existe ao menos uma função de 
Liapanov. Este problema é chamado o problema inverso e se en- 
contra resolvido satisfatòriamente sòmente para sistemas auto - 
nomos lineares, apesar de resultados promissôres já obt idos  - 

Conforme mencionado por Habn 1223 o i n t e s s s e  nos - 
teoremas inversos tem import&cia teórica mas não encontram - 
grande aplicação no tratamento dos problemas da estabilidade - 
na prática, já que ê le  supõe o conhecimento anterior da solu - 
ção das equações que regem o sistema. % claro que, eventualmen - 
t e ,  o con.hecimento da exi.slx%ci$u da função de Liapunov pode 
ser muito importante. 

Na determinação das funções de Liapunov foram inves- 
tigados procedimentos lógicos que se aplicassem a qualquer sis - 
tema. PJo entanto os  resultados obt idos  sòmente são aplicáveis 
a certos t i p o s  de sistemas. O método de Zubov i161 p o r  exemplo 
exige que o sistema admita uma aproximação l inear  assintòtica- 
mente estável. O método de Schultz-Gibson exige que o sistema 
seja de wn t i p o  determinado com um Único ponto de equilibrio. 
O de Borges Vieira exige que um certo conjunto conDenha a o r i  .I 
gem em seu interior .  

Trataremos quase que e xclu~iva~mente do problema da 

determinação de regiões de estabilidade assintótica para sis .L 

temas autÔnomos usando formas quadráticas e os  procedimentos 
acima. 

Existem na l i t e ra tura  certos estudos que conduzem a 
funções de Liapunov através de considerações sobre os balanços 
de energia do sistema físico.  este 6 o caso de reatores quími4 



cos, por exemplo, onde ex i s t e  uma s é r i e  de AuiçÕes de Liapunov 
propostas. No entanto ê s t e s  estudos cuidâm do problema da e s t a  - 
bil idade da solução t r i v i a l  para um sistema f í s i c o  pa r t i cu la r ,  
ao contrdrio dos métodos ci tados,  

$ conveniente considerar, devido & sua grande ap l i ca  - 
bil idade e importância prá t ica ,  o caso dos sistemas autônomos 
com maior ênfase. O s  sistemas autônomos, em controle por exen- 
plo,  correspondem aos reguladores onde se  quer manter uniã de - 
terminada var iáve l  de sa ída  em um cer to  va lor  independentemen- 
t e  de variações na entrada do sistema ou em seus parâmetros. 

O segundo método de Liapunov fornece condições snf i -  
c ientes  para se  es tudar  o comportamelSto de sistemas em regime 
permanente sob a inf luência  de perturbações, permanentes ou não. 
A atenção tem sido voltada principalmente para  o caso de pe* 
turbações passageiras. 

Devido às considerações f e i t a s  sÔbre translação no 
tempo para sistemas autônomos, podemos reduzir  o estudo do sis - 
tema em regime permanente com perturbações passageiras ao  es- 
tudo de um sistema com um ponto de equ i l íb r io  na origem e em 
que contamos o tempo a p a r t i r  do ins tan te  em que cessa a perc 
turbação. I s t o  pode s e r  f e i t o  considerando a origem como uin 

ponto de equ i l íb r io  e estudando sua resposta a condições i n i c i a i s  
aplicadas equivalentes 3 perturbação. 

A s s i m ,  para as considerações dos capí tulos  seguintes 
é importante consbderarmos os i t e n s  seguintes. 

2.8- O s  sistemas autônomos 
Seja o sistema 



onde o segundo membro s a t i s f a z  condições semelhantes hquelas 
impostas ao (segundo membro de (1.2.1). 

A s  definifões de es tabi l idade para ê s t e s  sistemas são 
as mesmas que aquelas dadas em 2.3. Vamos r e p e t i r  que o segun- 
do membro de (2.8.1) não depende explicitamente do tempo e ,  c 2  
mo função de Liapunov para es tabi l idade as s in tó t i ca  da s o l u ç ~ o  
t r i v i a l  de (2.8.1), podemos usa r  uma v : R ( independente 
de t ) com as propriedades 

onde 4 e 0 são funções-r ,  ou, resumindo, 

Continuam vdlidos os teoremas de es tabi l idade , estabi l idade 
as s in tó t i ca  e instabi l idade se  trocamos (2.2.13) pelo sistema 

i:1'2.8.1) e a 

V: R 

(x,t>l-Y(x,t) 
pela  função 

v: Bn- R 



Para completar ês te  capítulo é interessante dar uma 
interpretação das funções definidas em sinal .  Consideremos - 
x e R* para f a c i l i t a r .  A s s i m  v(*-) =. v(xl, x2). Façamos 

e vamos construir  um gráfico escolhendo para eixos de referên - 
tia 3, x2, z como na f igura 2.8.1. 

f h 1  

Como v(x) > 0, definida e continua para qualquer x # O e v(o)=o, 
a equação (2.8.9) representa uma superf$cie em com o aspecto 

da f i g u r a  2.8.la. Se tomarmos Z = k teremos 
<.- I 
d 

que 6 uma curva fechada resultante da interseção de um Plano 
paralelo ao plano xlx2 com a superfície de equação (2.8.9). Con - 
siderando agora as  projeções destas curvas fechadas, obtidas va - 
riando k,  sÔbre o plano xlx2 obteremos curvas fechadas,rctiama- 
das curvas de n ível  de v, como na .figura 2.8.lb,que determina- 
rão conjuntos de valores em seus inter iores .  Considerações seme - 
lhantes podem s e r  f e i t a s  para o espaço R ~ .  

2.9- Comentários 

Considerando a s  propriedades da função de Liapunov 



conclu~mos que uma das etapas presentes na procura de uma t a l  
função 6 a verificação da sua definição em sinal .  A s  formas - 
quadr&icas do t i p o  

x' B X, 

onde B 6 uiaa matriz n w  e x e 8, são candidatas e, se são defi - 
nidas ou não, pode se r  deterninado utilizando-se as condições 
de Sylvester. A s  funções não quadráticas em geral são de d i f i  

-.. 

c i l  decisão quanto a sinal.  A s s i m  é l í c i t o  e conveniente ten- 
t a r  antes de tudo formas quadráticas como função de Liapunov. 
Este procedimento é o objetivo do capitulo seguinte. 



3.1- Introdução 

paraoque uma v: $4 R possa s e r  escolhida como pos - 
s f v e l  função de Liapunov, a primeira imposição sobre a mesma 8 
que e l a  s e j a  definida. De wn modo gera l  nem sempre d f á c i l  deci - 
d i r  se  v é definida ou não. 

c lasse  das m ç õ e s  prováveis fazem par te  as funções 

do t ipo  

v: p- R 

onde 

Estas funções em p a r t i c u l a r  permitem ver i f icação de s i n a l  com 
a u t i l i zação  das condições de Sylvester. 

3.2- Condições de Sylvester  1231 

Para a forma quadrdtica xtBx s e r  definida pos i t iva  
6 necessário e suf ic ien te  que a matriz V s e j a  definida p o s i t i  - 
va i s t o  é, todos os de terminantes menores pr inc ipa is  domina& 



t e s  são posit ivos,  ou se ja  

De moda semelhante, para que xlBx seja definida ne- 
gativa 6 necessário e suficiente que a matrizz B se ja  defini- 
da negativa, i s t o  6, tenha os aeterminantes menores principais 
dominantes de ordem par  positivos e os de ordem Impar negati- 
VOS, OU se ja  

convém observar que se D1>O, D27/ 0, . . . , D a  O i s t o  não @ 

pl ica  necessàrimente que a forma quadrática xtBx se ja  semi-de - 
Êinida posi t iva [23] . 
3.3- Funções de Liapnov para sistemas Lineares 

Consideremos os s i s t e m s  da forma 



onde A 6 ums matriz constante nxn e xe e. Consideremos tarn- 
b6m uma função 

v: da- R - 
X W V ( X ) =  ~ B X ,  

onde B 6 xha matriz constante nxn, e calculemos sua derivada 
ao longo das t r a j e tó r i a s  do sistema (3.3*1) 

. 
Admitindo-se que v é definida posit iva,  temos que t e r  v def i  - 
nida negativa para que v se ja  uma função de Liapunov para es- 

tabilidade ass in tó t ica  da solução t r i v i a l  de (3.3 .I). Eserei 
vamos 

Desse modo, dado o sistema l inear  (3.3,1), preeisan 
mos encontrar condições sob as quais a matriz €2 se j a  defini - 
da posi t iva o que implicaria na estabilidade ass in tó t ica  da - 
solução t r i v i a l  do sistema (3.3.1). A s s i m  vamos escolher a m a  - 
t r i z  & e determinar os elementos de B mediante a resolução de 

2 um si9 tema de n equações algébricas l ineares.  Considerar a 
matriz B simétrica acarreta  que Q também 6 simétrica como po- 

de fàciimente s e r  verificado. Com e s t a  consideração ,escolhi da 

uma matriz Q, a matriz B pode s e r  determinada agora resolven- 



,*- 
do-se nm equações l ineares que sempre tem s o l u ç a ~  LI~]. 

2 

importante notar que, se a solução t r i v i a l  do sis - 
tema (3.3.1) é assintòticamente estável,  i s t o  é, a matriz A - 
tem todos o s  auto.~valores com parte r ea l  negativa, e x i s t i d  - 
sempre, escolhida uma matriz Q definida, uma matriz B, b i c a  - 
mente determinada através de wa sistema de nM equações 
7 .' - ,, - e, - 2 
Tiiiéai+di de s ina l  oposto ao da matriz Q 11,17,24] . 

Existe uma relação importante e que nos será b a s t a  - 
t e  Ú t i l  no capítulo seguinte, entre os sistemas l ineares e as  
formas quaddticas.  Esta relação 6 dada pela proposição seguin - 
te .  

oroposição 1 
Uma condição necessaria e suficiente para que a f o r  - 

ma quadrática x'Ax se ja  definida negativa é que o sistema 

obtido com a matriz A da forma quadrática, se ja  assintÒticameo 
t e  estável ,  i s t o  é, tenha auto-valores com parte r ea l  negati- 

Prova 
a) ~ u f  ic lência 
Seja x e 9 e A una matriz nxn. 
Seja Ai O i-ésimo auto-valor e consideremos os n 

auto-valores e m  ordem crescente 

- 

%-  Salvo menção expl íc i ta  em contrário consideraremos sempre 
a matriz B simétrica. 



se houver n-q auto-valores repetidos e onde h ( O . 8 c o e  
n- q 

cida a seguinte relação entre o s  auto-valores 124 

  xis te  F # O t a l  que 

- 
- xtAz h , -  - - - 

x'x 

e Z # O t a l  que 

A s s i m  para xaAx s e r  definida negativa 6 suficiente que n-q& O 

já que x t x )  O v x  # O. Mas i s t o  6 nossa hipótese.  ai segue 
a suficiência. 

b )  Necessidade 
Admitindo agora 

' Ax x \ <A 
x'x n- q 

e x t x  7 0  dx f O, segue que h < O necessariamente. Mas n-q 



que garante que a proposição é s a t i s f e i t a ,  suf ic ien te  e neces - 
s à r i m e n t e  . 

J?, conveniente agora, ainda para aplicação no capi- 
10 seguinte,  enunciar a proposição abaixo, que nos garante que 
Apode s e r  uma matriz ãbgonal quando tomamos v como função de 
Liapunov para o sistema (3.3.1). 

~ r o p o s i ç ã o  2 

Um sistema l i n e a r  autÔnomo cuja solução t r i v i a l  6 a s  - 
sintòticamente e s t áve l  ( auto-valores com par te  r e a l  negativa) 

admite como função de Liapunov uma forma definida pos i t iva  do 
t ipo  

onde B é uma matriz diagonal e f *, . .. , (n o8 elemen- 

tos  da diagonal pr incipal .  

Prova 
Para provar a proposição é suf ic ien te  provar que a 

derivada em relação ao tempo, % a o  longo das t r a j e t ó r i a s  do s i a  - 
tema (3.3.1), é definida negativa, 

Da  mesma forma que antes 

onde a m a t r i z  - 



deve s e r  definida pos i t iva  e  pode s e r  e s c r i t a  na forma 

Aplicando agora as condições de Sylvester  para as parcelas ac& 
m a  temos, para o  k-ésimo menor pr inc ipa l  dominante (k=l ,  2,  a ) ,  

a 11" ' . 
O 

O 

a lk" ' 

o que aca r re t a  

x*(-A*B)X , O - 

porque -A definida pos i t iva  implica em - A f  definida posit iva.  
De modo semelhante 

e 
O 

a kl"' "kk 

e também 
x'(-BA)x > O  

Se cada parcela é definida pos i t iva  também o s e r 6  sua soma e ,  



em consequência, a funçao 

. 
6 definida negativa. A l é m  disso v(0)  = O e portanto a v do e- 

nunciado é função de Liapunov para' o sistema (3.3 .I). 

3.4- Sistemas que admitem aproximação l i n e a r  

t 

Em cer tos  casos o sistema de equações d i fe renc ia is  
ordinárias 

1. 

. onde 

i = f ( x )  , x e f  (3.4.1) 

f ( O )  = O 

pode s e r  e s c r i t o  na forma 

f(x) = AX + g(x) ,  4 x  e R~ (3 .42)  

A é uma matriz constante não 'singular e g: R" é 
uma função cujas componentes gi: p- R são funções algé- 
br icas  não l ineares  de x de grau maior ou igua l  a dois. 

Da equação (3.4.2). considerando que a função g:&B" 
possa s e r  expandida em s é r i e  de potências em torno da origem, 
rias varidveis xl, x2, . . . , %, começando com t ê m o s  de ordem maior 
ou igua l  a dois, podemos obter o sistema 

chamado aproximação l inea r .  Aa imposições acima implicam em 
que f ( x )  possa s e r  expandida em s é r i e  onde a primeira parcela 

- 33- 



contém o s  têrmos lineares e a segunda contém os  têrmos de O- 

dem superior ou igual a dois, 

A s s i m  se de (3.4.1) podemos obter (3.4.2) e g admi- 
te  eq)ansão em série em to rno  da origem, podemos obter (3.4.3) 
d i s e  tamente, simplesmente tomando apenas os  têmos lineares. 

sobre a i s  temailiddes t e  tipo Liapunov i 11 estabeleceu 
o seguinte teorema, muito representativo para o estudo da es -.. 

tabilidade . 
Teorema da aproximação l inear  

Se a solução t r i v i a l  do sistema (3.4.3) é um ponto 
de equilíbrio assintòticamente estável, ou seja,  se A tera au I 
to-valores com parte real negativa, então a solução t r i v i a l  
também é um ponto de equilibrio assint6ticamente estável do 

sistema (3.4.1), cujo segundo membro 6 da forma (3.4.2). 

Se A possue pelo menos um auto-valor mlo estaremos 
em presença de um caso cri t ico.  Mergolis b9l prova que neste 
caso não hd região de estabilidade assintótica que contenha a 
origem, A s s i m  estudaremos os casos em que A tenha auto-valores 
com parte rea l  negativa. A importância deste procedimento r e s i  - 
de no f a t o  de podermos t i r a r  conclusÕes rápidas do sistema e m  
questão acêrca de wn psssfvel domínio de estabilidade assint8 - 
t i ca  de (3.4,1), cujo segundo membro admite a forma (3.4'2) , 
analisando a aproximação linear,  

3.5- Função de Liapunovpara sistemas não lineares - Fomnla- 
ção de Rrasovskii 

Consideremos o sistema autÔnomo 



O 

x = f (x )  

onde f :  d-9" em geral  não l inear .  Seguiremos o procedime2 
t o  usual fornecido por ICrasovskii 1251 e que 6 uma extensão 
do trabalho de Liapunov. 

Vamos escolher como função de Liapunov a forma qua - 
drát ica 

onde B 6 uma matriz definida posit iva constante (simétrica) e 
f e d a matriz f transposta. 

klculemos a derivada de v em relação a t ao longo 
das t r a j e tó r i a s  de (3.4.1) 

onde 

af l  af, ... a*, 
axl. - 

2% 
0 

A s s i m  ao longo das t ra je tó r ias  de (3.4.1) 



Escrevamos 

onde -Q = B J + J s B  

A condição para es tabi l idade a s s i n t ó t i c a  agora fi- 
ca reduzida imposição de r e s t r i ções  sobre a matriz & de mo - 
do a tornd-la definida pos i t iva ,  Escolhida a matriz Q podemos 
t e n t a r  determinas os elementos de B. Se ê s t e s  elementos são 
tais qne a matriz B s e j a  definida pos i t iva ,  todas as condiçees 
SE& - 1" s a t i s f e i t a s  e  a es tabi l idade as s in tó t i ca  é assegurada. 

iQote-se que aqui não se  garante sempre a existên- 
c i a  de B definida pos i t iva  podendo mesmo nem e x i s t i r ,  e s t e  
procedimento dd portanto condições .suf ic ientes .  Se não f o r  pos - 
s i v e l  encontrar a matriz B escolhendo a matriz & não se  pode 
concluir  a instabi l idade da solnção t r i v i a l  do sistema (3.4 ,I), 

3 -6- ~ o m í n i o  de es tabi l idade as s in tó t i ca  

Consideremos o sistema (3.4.1) e  vamos admitir que 
e x i s t a  uma função de Liapunov v para es tabi l idade ass in tó t i -  
ca da solução t r i v i a l  de (3,4.1). I s t o  equivale a dize* que 
a v é, por exemplo, definida pos i t iva  e  sua derivada em r e l a  - 
$0 ao tempo ao longo das t r a j e t ó r i a s  de (3.4.1) é definida 
ne gativa. Para de terminar um domínio de es tabi l idade as s in tó  - 
t i c a  vamos proceder como segue. 



Escrevamos 

Podemos variar c até obter  

que tangencia a superf i c i e  definida pela  equação 

O conjunto de pontos in te r io res  à superf íc ie  fechada 

são tais que 

f ornando portanto um domínio de es tabi l idade as s in tó t i ca  da, 
solação. t r i v i a l  do sistema (3.4.1). 

Considere x 2 s R -A e veja a f igura  3.6.1 para i l u s t r a  

f ig .  3.6.1 



Na procura de uma  unção de Liapunov a primeira 
tentativa sempre recai nas formas quadráticas pela f a c i l i  - 
dade de discussão de s ina l  que apresentam. Em realidade na 
maioria das aplicações do segundo método de Liapunov consi .I 
dera-se uma foma quadrdtica básica -x'Q x e procura-se 
obter a forma xlB x de s ina l  contdr io .  Esta discussão no 
entanto nem sempre 6 f á c i l ,  especialmente 8e o sistema não 
admite aproximação l inear  e ,  além d isso ,  a matriz B pode 
nem exis t i r .  Repetimos que se B não é encontrada ainda não 
se pode concluir instabilidade para o sistema considerado. 

Devido a estas dificuldades te-se procurado ma - 
neiras diferentes de ataque ao problema. aste é o objetivo 
do capítulo seguinte, onde damos uma aplicação do método 
dos sistemas lineares associados aos sistemas autÔnomos. 
Bste procedimento se baseia na escolha prévia de uma f o r  - 
ma quadrática de certo t i p o  e ,  usando a noção de sistema 
l inear  associadq permite conclusÕes sobre a estabilidade 

assintótica da solução t r i v i a l  de sistemas como (1.2.4 ). 



APLICAÇÃO DA TEORIA DOS SISTEMAS LINEAmS ASSOCIADOS AOS 
SISTEBIIAS AUT~ROMOS 

4.1- Introdução 

%te  capi tulo 6 baseado no trabamho do professor L. 

R. Borges Vieira [26] e seu pr inc ipa l  resultado 6 uma p a d r o g  
zaç& das escolhas arbi j i rár ias  permitidas pelo mgtodo. Estu - 
dando sistemas autônomos e procurando domínios e l ipso ida is  e.. 
e esf&ricos de es tab i l iãade  a s s i n t ó t i c a  pudemos chegar a algu - 
m a s  conclusões interessantes .  

$ bem verdade que a s  escolhas permitidas pelo méto .I 
do de Bmges Vieira dão f lex ib i l idade  'mas também aumentam as 
dificuldades :!de aplicação pelos u t i l izadores  menos experimen - 
tados. 

A escolha que fixaremos permitem m a i s  faci l idade - 
nas aplicaç6ea. Para i s t o  * f o i  necessário modificar alguns teo - 
remas e in t roduzi r  outros. Borges Vieira define funções e con - 
juntos importantes para seus resultados. Daremos sÒmente um 
sumo destas definições e o faremos já com o i n t u i t o  de ap l i cá  - 
las aos sis temas autônomos. 

4.2- O sistema autônomo de classe  E (  .: 

Consideremos o sistema 



onde f: $A B" 
x d f  (x) 

e s a t i s f a z  todas as condições usuais para exis tência ,  conti- 
nuidade, unicidade e prolongabilidade até O das soluções. 

4.3- A função de Liapunov 

Em seu trabalho Borges Vieira estuda os sistemas 
não autônomos de um modo gera l  e u t i l i z a  como função de L i a  - 
punov uma fbnção V(x,t)  para es tabi l idade as s in tó t i ca  da aolu - 
ção t r i v i a l  do sistema (1.2.2), que tem propriedade como em 
2.6. Utilizamos &rias funções--ir de modo que 

Ao tratarmos com sistemas autônomos usaremos aqui, 
como função de Liapunov, formas quadrdticas definidas p o s i t i g  
aas. E s t a s  formas pertencem Sb classe  e ,  de acordo com a 
discussgo de Borges Vieira, há in te rêsse  em se tomar 

$ conveniente também tomar % menor possível.  Bn p a r t i c u l a r  
tomaremes &x)  = O para o s  sistemas autÔnomos , o que elimina 
a necessidade de var ias  escolhas arbitdrias.  Desse modo u t i  - 
lizaremos funções de Liapunov como definidas em 2.8 para es- 
tabil idade as s in tó t i ca  da solução t r i v i a l  de ($.2.1), ou s e j a ,  
usaremos uma Função v: R% R t a l  que 



4.4- Teorema e definições importantes . 

Bef .: O número h(v,D) 
Seja v: R%R uma função e D C .aberto conèxo, 

que contém a origem em seu i n t e r i o r .  Definimos 

onde 

c la ro  que da definição 

Def.: O conjunto b , D )  
Seja v e D como definidos antes.  

Podemos escrever também. das definições acima que 



Teorema de Borges Vieira 
Seja v: & R  

x -v(x) = X' B x. 

Se v 6 uma função de Lfapunov em I) para es tabi l i -  
dade ass in tó t ica  da solução t r i v i a l  do sistema (4.2.11 onde 
B 6 uma matriz nxn, constante, definida posi t iva (simétrica), 
então os  conjuntos 6 ( v , ~ )  são dominios de estabilidade as- 
s in tó t ioa  da s o l u ç ~ o  t r i v i a l  do sistema (4.2.1). 

\ 

Prova 
t Devemos mostrar que 

Mas 

Mostremos primeiramente que 

C6nsideremos a relação (4.3.3). Y 6 uma derivada em relação 
ao tempo e estritamente negativa para g ( t , x 0 )  e n - {O) 
~ n t ã o  

h ( v , ~ ) > v ( ~ ( t ~ , x ~ > ) > v ( q  ( t ! xo ) )  7 

- 

onde é um número r ea l  conveniente . A função v 6 definida - 
positiva. Logo v não pode s e r  negativo e também não pode 
se rpog i t i vo  porque para qualquer x = $(t,x,) # 0 i 6 
negativa. Assim Y é estritamente decrescente e assume va- 



res menores do que qualquer r e s t r i ç ã o  i n f e r i o r  pos i t i va  
e s  t abe lec ida ,  Então 

A matr iz  B é constante,  s imét r ica  e def in ida  p o s i t i v a  admi - 
t indo por tan to  n auto-valores reais pos i t ivos  '\, . .' , L 

P 
que suporemos em ordem c re scen te  

Sabemos que 

e a v(x) = xuB x é função de Liapunov por  hipótese 

Mas para que x'&t, xo) tenda a zero necessàriamente tôdas 
as componentes de x devem , tender a zero também, Desse q 
do a 

que nos garante a tese  do teorema, 



4.5- ~ a m í l i a s  de Sistemas associados 

Consideremos novamente o sistema de clasee c 

Seja z = (zl,zp, .. ., zn)l  e 9 J a m o s  escrever a seguinte 

famíl ia  de sistemas de e quaçóes diferenciais  ordindriaa de 
primeira ordem parametrizada pelo ve tor  z 

onde as funções de t rans i fão  Ti i = 1 2 ,  . . , ) dependem de 
z. Escreveremos abreviadamente (4.5.2) como 

Def.: ~ m f l i a  de sistemas associados 

Dizemos que a famflia de sistemas de equações dife  - 
renc ia is  (4.5.3) 6 uma família de sistemas associados, em D, 

ao sistema (4.5.1) se  as duas condições seguintes são s a t i s f e i  - 
tas 

i) A cada z e D C d corresponde um sistema 
x = U(x;z) da família (4.5.3) que pertence à c lasse  E ; 



i i )  A f'unção U(x;z) deve s e r  tal  que 

A condição ii é chamada de condição de associação e pode 
s e r  interpretada do seguinte modo. Seja f ( t , i o )  uma t r a j e  - - 
tória qualquer t a l  que em t = t o ponto que descreve a 
t r a j e t ó r i a  e s t á  na posição Z,  i s t o  é 

Consideremos o sistema da familia associada 
corresponde a z = (P(t,%) 
deste sistema que em t = t passa por 

A condição ii indica que as t r a j e tó r i a s  têm no ponto z: 
o mesmo ve tor  velocidade, i s t o  é 

onde a ( t , z )  6 a função de transi@o do sistema obtido 
f imndo-se z na família associada (4.5.3 ) . 

Em p a r t i c u l a r  as t r a j e t ó r i a s  têm o mesmo ve t o r  
tangente. Por outro lado se  a f a d l i a  (4.5.3 s a t i f a z  & 
condição i e se  a igualdade dos ve&ores velocidade tem 
lugar  em qualquer ponto de qualquer t r a j e t ó r i a .  de (4.5.1), 
então a condição ii 6 s a t i s f e i t a  necess&riamente, 

4.6- Família de si8 temas l ineares  associados 
-. 

I? conveniente v e r i f i c a r  se  Qdo qualquer s i s t e -  



mac-da classe E sempre existe uma família de sistemas asso - 
ciados. Se a s  famílias associadas a um dado sistema não li - 
near são também não lineares, o estudo destas Últimas não 
apresenta grande interêsse. Neste sentido a proposição se- 
guinte 6 muito importante, 

Qualquer que seja  o sistema (4.5.1) de classe € 

existe pelo menos uma família de sistemas linea-res associa - 
da a êle.  

I 

Para a prova desta proposição Borges Vcieira construiu 
uma família l inear  associada e mostrou que as  condições i e ii 
são sa t i s fe i tas .  Esta família é da forma 

onde os  elementos uik(z) ( i ,k=l ,  2,. . ,n) são da forma ' 

onde f i (z  ) 6 a i-ésima componente do ve t o r  f (x)  com x= z; 

Tendo em vis ta  as condições de associação, em paz 
t i cu la r  a ii, Borges v i e i r a  mostrou que existe uma relação 
entre a estabilidade dos sistemas associados da família - 
(4.5.3) e; o sistema (4.5.1), tratando-se da estabilidade da 



solução t r i v i a l .  . 
Vamos c o n s t r u i r  a função 7 (x;~), derivada de v 

em r e l a ç ã o  a t a o  longo das t r a j e t ó r i a s  dos s i s t emas  asso 
c iados  . 4 

Se ja  z e E, { 0 \ c E ,  E a b e r t o  e s e j a  ; = U ( z , x )  
uma f a m í l i a  associada  a o  s i s tema (4.5.1). Se a função v é 
f'unção de 'Liapunov em D p a r a  todos os  s i s t emas  assbciados  
ob t idos  fixando-se um z e E, e n t ã q  s e  G = D n  E, a v 6 
também função de Liapunov em G p a r a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó  - 
t i c a  da so lução  t r i v i a l  do s i s t ema  (4.5.1) dado. . 

Prova 
Se v 6 função de Liapfinov p a r a  os  s i s t emas  asso 

c iados  en tão  

Consideremos agora  x,z e G. A s s i m  



Agora em G tomemos x = z e podemos escrever (4.5.13) e 
(4.5.14) como 

- 
onde v*(x ;d  = 2 v ã= (x) ui(x;x) 

d l i d a  para qualquer =:e D e conse quentemente para qnalquer 
x ii G, A condição ii fornece 

Substituindo em (4.5.16) vem 

onde o segundo membro 6 exatamente c '  derivada de v ao longo 
das t r a j e t ó r i a s  do sistema (4.5.1). 

A prova do teorema f i c a  completada se  considerarmos 
agora as relações (4.5.12) e (4.5.15) e s c r i t a s  



Combinando o teorema de Borges V i e i r a  e o teorema 
a n t e r i o r  podemos e n u n c i a r  o c r i t é r i o  abaixo. 

c r i t é r i o  1 

Se o s i s t ema  de c l a s s e  E (4.5.1) tem uma família 

de s i s t emas  associados  (4.5.3) c o n s t i t u í d a  de s i s temas  as- 
sociados  ob t idos  fixando-se um z e G = D nE, \O\ C G , e se 
o s  s i s t emas  associados  têm como função de L i a p n o v  p a r a  e s t a  - 
b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  em D a função v, e n t ã o  os  conjuntosG (v,D) 
s ã o  domínios de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  da so lução  t r i v i a l  
do s i s t ema  (4.5.1). 

O s  teoremas a n t e r i o r e s  s ã o  enunciados e demonstra- 
dos sem s e  f a z e r  men& e s p e c í f i c a  sobre  a família assoc iada  
usada. Exige-se apenascz 

Se i s t o  acontece o método d6 um r e s u l t a d o  concreto.  

Ao s e  a p l i c a r  o método 6 conveniente e s t u d a r  as. 
famílias de s i s t emas  associados  que permitem a n á l i s e  s imples  
e rápida. Damos a d i a n t e  um o u t r o  c r i t é r i o  a p l i c á v e l  a o s ' s i s  - 
temas autonomos u t i l i z a n d o  famílias l i n e a r e s  a s soc iadas .  

4.7- 0~&&0do dos s i s t e m a s  l i n e a r e s  associados .  

S e j a  um s i s t ema  de c l a s s e  e 
a 

x = f (x) x e  Rn 

Suponhamos que & t e  s i s t ema  a d m i t a  
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como f a m i l i  a de sistemas lineares associados , O procedimento 
do c r i t é r io  1 se resume em escolher a função de Liapunov v- 
para OS sistemas lineares associados e dai de terminar - 
G = DnE onde E é o conjunto cPe valores de z t a i s  que os 
sistemas lineares associados tenham v vomo fanção de Liapu- 
nov em D para estabilidade assintótica de suas soluçãoes tri- 
viais.  

Mas encontrar o conjunto E, baseado na proposição 
1 e 2 admitina0 v uma forma quadrdisica, 6 a mesma coisa que- 
procurar o conjunto E de pontos z: t a i s  que os  sistemas linea - 
ses associados sejam estáveis, como veremos adiante, 

Observemos agora várias coisas. Vamos procurar, dado 
o sistema (4.7.1) e a família l inear  associada, uma função de 
Liapunov para sistemas lineares. Usaremos sempre então 

onde B é uma matriz constante nxn6 definida positiva e sim& 
t r ica.  

e 

O c6lculo de 7 (x;z), derivada de v em reZi3ção ao tem - 
po e ao longo das t ra je tór ias  dos sistemas lineares associados, 
fornece : 

OU 

OU 



Para estabilidade assintótica da .solugão~&rivial  
dos sistemas lineares associados, se v é definida positiva, -. 6 suficiente que v se ja  definida negativa. Esta imposi- 
ção condilz.,a uma relação entre os  elementos, da matriz B e 
o s  par&etros z. Para solução do problema vamos então es- 
colher os  elementos de B e determinar os valores de z t a i s  
que (4.7.4) seja definida negativa. 

De acordo com a proposição 1, a condição necessd I -  

r i a  e suficiente para que uma forma quadrdtica xlP x seja 
definida negativa é que o sistema l ineara  formado com a matriz 

8, .- K = Px, seja assintòticamente estdvel. A s s i n i  vamos, a 
p a r t i r  de (4.7.4), formar o sistema l inear  

e impor restrições de modo a obter um conjunto de valores pa - 
ra os  par&netros z t a i s  que O sistema (4.7.5) seja assint6- 
ticamente estável. 

Impor restrições para estabilidade assintótica da 
solução t r i v i a l  de (4.7.5) é o mesmo que impor condições pa - 
ra que as partes reais  dos auto-valores da matriz 

sejam negativos. 

O conjunto D contém a origem como h i c o  ponto de 
equilibrio de (4.7.1) e o conjunto E, escolhida uma Função 
de Liapunov v , está  perfeitamente determinado. A s s i m  - 
G = Dl) E também pode s e r  determinado. Se G contém a origem 
em seu in te r ior  o conjunto 6 (v,G) é wn domínio de e s t ab i l i  - 
dade assintótica da solução t r i v i a l  de (4.7.1) 



Mas já sabem~s que 

e ,  como 

então G(v ,G)  = *  ~ n t  ~ ( v , h )  

Desse modo para determinar o dominio de es tabi l i -  

' dade ass in tó t ica  da solução t r i v i a l  de (4,7.1) é suficiente 
determinar o conjunto 

U I n t  ( ~ ( v ,  h )  = Iiit L(v,h(v, G) ) 
o<h<h(v, G )  

4.8- critério para estabilidade ass in tó t ica  da solução t r i v i a l  
de sistemas autônomos uti l izando sistemas l ineares associa - 
dos 

Consideremos o sistema (4,7,1). De acordo com as 
consideraçC[Ões anter iores  podemos resumir 6s t e  c r i t é r i o  nos 
passos seguintes: 

1, Encontrar o s  pontos de equil íbr io de (4,7.1) 
e escolher s conjunto D de modo a conter a 
origem como único ponto de equi l íbr io  (pode- 
mos t en ta r  uma Bsper-esfera p o r  exemplo, ou 
d se a origem 6 o Único ponto de equi l fbr io) ,  



2. Encontrar uma família de sistemas l ineares . 
associados x = U(z)x, 

3. Escolher uma v: I?+- R 
x i-sv(x)=x1B X, 

onde B 6 uma matriz constante nxn, definida 
posit iva e s i d t r i c a ,  

4. Pomar o sistema (4.7.5) 

5. Determinar E, conjunto de pontos z t a i s  que 
(4.7.5) 6 assintòticamente estável ,  

6. Fazer G = D A E  e se {O\CG encontrar 

que 6 um domínio de estabilidade ass in tó t ica  
de (4.7.1). 

4.9- ~omínios de estabilidade ass in tó t ica  el ipsoidais  

Se procurarmos agora sòmente dominios de es  tabi l ida  - 
de el ipsoidais  cujos eixos coincidam com os eixos coordenados 
de chegaremos a alguns resultados interessaxtes. 

Para encontrar a família associada vamos usar  a con - 
dição ii. A s s i m  . 



onde 

A família assoc iada  é en tão  

P a r a  o b t e r  domínios de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  
e l b p s o i d a i s  p a r a  a so lução  t r i v i a l  de (4.7.1) com os  e i -  
xos co ihc iden tes  com os  e i x o s  coordenados devemos tomar 
B =h , o n d e 1  é uma m a t r i z  d iagonal ,  com elementos { i 
na  d iagonal  p r i n c i p a l  . 

1 

A s s i m  o s i s t ema  

f i c a  



Podemos agora determinar E encontrando o conjurjto 
de pontos z t a i s  que o sistema (4.9.2) tenha a origem como pon - 
t o  de e q u i l i b r i o  assintòticamente es tável .  Agora 6 possfvel 
r e a l i z a r  o passo 5 de 4.8 de modo m a i s  simples e ,  com o pas- 
so 6 ,  encontar um domínio de estabi l idade as s in tó t i ca  pai9 a 
solução t r i v i a l  do sistema (4.7.l),  se  a origem está contida 
em E, 

4,101 ~omin ios  de es tabi l idade es fér icos  

Sabemos que 6 (v, G) tem uma forma que depende da re- 
lação 

onde no caso an te r io r  

Para domínios que são in te r io res  de hiperesf e ras  po- 
demos tomar 

onde I é a matriz identidade. 



Seja v: R 

X + V ( X )  = x * A x  
e o sistema (4.9.1). Se os  elementos da m a t r i a h  são i- 
guais a k, então a determinação do conjunto E s ó  depen- 
de da forma de v (independe de k). 

Prova 
Tomemos o sistema (4.9 -1) fazendo os  elementos $i 

de h iguais a k com i = 1 , 2  ,..., n. Podemos agora escrever 

(4010.1) 
0 

então x = k(U'+ U ) x 

Para estabf lidade assintótica de (4.10.1) os  auto- 
-valores da matriz (U'+ U) devem t e r  parte rea l  negativa, 
e podem ser calculados através de 

e ,  como k 6 O 

Com a equação acima,lpodernos. determinar-:o~oonjunto 
E de valores 2; t a i s  que os  , - auto-~aloms $e E { b j . Ò . ~ : J - - t ~  - 
nhm Parte rea l  negativa, ou seJa,  6 possível determinas o 

conjunto de valores z t a i s  que (U8+ U )  se ja  definida negati - 
va. Como k não influencia a determinação dos autovalores , 
temos provada a proposição. 



Por outro lado tomando 

- A =  kI, 
se  o conjunto G = D O  E contiver a origem então G(v,G) é 
um domínio de es tabi l idade e se rá  determinado por 

OU x'x < h(v, G )  

k 

Desse modo é conveniente para faci l idade tomar k = 1 

Com e s t a s  consideraçkes  a procura de. domínimde f o r  - 
ma es fé r i ca  de es tabi l idade as s in tó t i ca  pode s e r  l a l i e a d a ,  - - ,., 

com os passos seguintes: 

1. Encontrar os pontos de equ i l íb r io  do sistema 
(4.7.1) e escolher o conjunto aberto D, 

2. Encontrar a famíl ia  l i n e a r  associada x = U(z)x, 

3. Pomar o sistema = (vf+ U) x,  

4. Encontrar o conjunto E de valores z t a i s  que o . 
sistema l i n e a r  x = ( U f 9  U) x tenha a origem co - 
mo um' ponto de equijAdrio assintòticamente es%á - 
ve l  (auto-valores com par te  r e a l  negat iva) ,  

5. Encontrar G = D O E  e B(v,G) que é o supremo 
dos h, quadrado dos r a ios  das hiperesferas ainda 
contidas em G. O domínio de .es tabi l idade ass in tò  - 
t i c a  da solução t r i v i a l  do sistema (4.7.1), se 

(01 C G ,  é dado por xfx<h(v ,G) .  



4.11- Domínios de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t 6 t i c a  quando U(z ) é 
diagonal  

. Ab casos em que os  s i s t emas  de c l a s s e  E , como (4.7.14, 
podemser colocado na forma 'c 

Neste caso  a família assoc iada  ao  s i s tema (4.11.1) tem uma ma- 
t r i a  da forma 

e a família l i n e a r  a s soc iada  6 

0 s i s t ema  (4.9.1) 6 e s c r i t o  n a  forma 

O conjunto  E agora  é determinado resolvendo-se o s i s tema 



e ,  como f i > O, 6 s u f i c i e n t e  e n c o n t r a r  a so lução  do s i s t ema  
de i n e  quaç Õe s 

Encontre iam domínio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  p a r a  
. P .  

I ' , . .  a solução t r i v i a l  do s i s tema ' , Se , - r r. - / 

Encontremos os  pontos de e q u i l í b r i o  do s i s tema;  p a r a  i s t o  6 
s u f i c i e n t e  r e s o l v e r  o s i s tema a l g é b r i c o  abaixo 

o = - 4 5 +  x1 3 

0 = -4x2+X2 3 

c u j a  so lução  é (0,0),  (0,?2), ('?,O), (22,2),  (2,*2)). 

O conjunto D s e r 6  o i n t e r i o r  do quadrado de l ado  i- 
g u a l  a 2, "centrado "na origem. 

A família l i n e a r  aesociada  s e r á  

e o conjunto  E s e r á  dado p e l a  so lução  das inequações 



O -4 +X2 < 
cuja solução é 

x, ,/ 7 2  

x2 < $ 2  

A s s i m  G = D Q E = D = E. O domínio de estabilidade ass in  - 
t ó t i ca  será  o i n t e r io r  do conjunto de pontos dado pela super - 
f i c i e  fechada de equação 

OU se ja ,  

Mudemos o sistema anter ior  dado para 

08 pontos de equil íbr io são (0,0), (?4,0), (O,? P), (+4,2), (4,22). 

Consideremos D como sendo o i n t e r io r  do retângulo de vért ices  
(-4,2), (4,219 (-4,921, (49-2)- 

Aqui tmbém U(z) é diagonal e a família associada é 



O conjuntoEagora é dado p o r  

c u j a  so lução  é 

Do mesmo modo que a n t e s  tomemos os pontos i n t e r i o r e s  à s u p e r  - 
f í c i e  fechada  de equação 

Se quizéssemos um domínio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  de f o r  - 
m a  e s f é r i c a  tomaríamos 

e a solução s e r i a  



No caso de domínio e l i p s o i d a l  poderíamos tomar 

e assim 
2 2 v(x)  = x d x  = xl +e2 h(v,G) 

onde 
h ( v , ~ )  = 1 6  

Desse modo o conjunto ( v , ~ )  dado 

6 um domínio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  da so lução  t r iv ia l  
do s i s t ema  (4.13.2) dado, 

4,12- Comentários 

O procedimento dado n e s t e  c a p i t u l o  conduz a r e s u l t a  - 
dos concre tos  sempre que o conjunto G contém a origem em s e u  
i n t e r i o r ,  A determinação do conjunto  E não pressupõe o conhe - 
cimento da função de Liapunov, que s ó  aparece exp l i c i t amente  . 
n a  determinação do domínio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  da sg 
lução t r i v i a l  do s i s t ema  con8iderado. Contudo f o i  a t r a v é s  do 

.uso  dessas  funções que f o i  p o s s í v e l  e s t a b e l e c e r  as provas dos . 
teoremas bás icos .  

Nos casos em que a origem é o Único ponto de e q u i l í  - 
b r i o  e G = p, a e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  g l o b a l  da so lução  
t r i v i a l  do s i s tema poderá s e r  ga ran t ida .  



Deve-se n o t a r  que 6 p o s s i v e l  o b t e r  melhores r e s u l t a  - 
dos com ap l i cações  r e p e t i d a s  usando funções .de Ikapunov d&fe - 
r e n t e s .  O domínio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  f i n a l  s e r á  a 
reunião  dos domínios obt idos  em cada ap l i cação .  

, O procedimento considerado no c a p í t u l o  a n t e r i o r  adni - 
t e  a funçao de Liapunov como sendo uma forma quadrdt ica  e ,  - a 
t r a v é s  da imposição de condições sobre  a der ivada  de v, em - 
r e l a ç ã o  a t ao  longo das t r a j e t ó r i a s  do s i s t ema ,  procura-se 
de terminar  a função v. 

Neste c a p i t u l o  a função de Liapunov f o i  o v e í c u l o  pa -.- 

ra o es tabelec imento  de r e s u l t a d o s  e f o i  sempre admitido que 
fosse  uma 'forma quadrgt ica .  

Mo c a p i t u l o  segu in te  apresentarnos o método de Schul tz-  
Gibson que i n i c i a  a resolução  do problema fazendo cons ide ra  - 
ções sobre  o g rad ien te  de v. O procedimento d i f e r e  e s s e n c i a l  - 
mente dos a n t e r i o r e s  porque não u s a  o conhecimento a p r i o r i  
da forma da função v p a r a  a obtenção dos r e s u l t a d o s .  



5 .L Introdução 

Este método, devido a ~chultz-Gibsonk{ffornece um p r g  

cedirnento lógico para a determinação de uma função de Liapunov. 
N a  l i t e r a t u r a  em gera l  parte-se de uma c e r t a  função e procuram - 
-se condições sob a s  quais e l a  conduza a conclusÕes sobre e s  - 
tabil idade.  Deste t ipo  s&o, p~incipalmente ,  as funções propos - 
t a s  por Erasovskii, 

O método dos gradientes var iáveis  não pressupõe o 
conhecimento da função v. A d m W - s e  que o gradiente de v s e j a  
de m a  forma ge ra l  considerada e ,  com res t r i ções  sobre os coe - 
f i c i e n t e s  e anulando o rotacional  do gradiente, determina-se . 
v de t a l  modo que v possa s e r  encontrada atravgs de uma in- 
t e g r a l  de lknha. 

O método, como apresentado, permite conclusÕes sobre 
es tabi l idade a s s i n t ó t i c a  global. Para i s t o  consideraremos a 

equação do si5bm\9 



onde f (O) = O. Este sistema apresenta um único ponto de 
equi l fbr io ,  a origem, e Mmitiremos que o segundo membro sa- 
t i s f aça  as condições usuais para exis tência ,  unicidade e pro - 
longabilidade a t 6  +a> das soluções, dado xo = ~ ( 0 ; ~ ~ ) .  

Podemos escrever (5.1.1) do modo compacto seguinte 

onde 

onde a s  funções ai: $-c R são contínuas. 

I Utilizaremos um teorema de Liapunov modificado devi - 
do a La Sal le ,  c i tado por Schultz e Gibson. 

5.2- Um teorema de Liapunov modificado 

Se ex is te  uma função v: d- R com derivadas p a r  
d - 

c i a i s  continuas de t a l  modo que 

. 
v(x)<f:O ~ x # O  (ao menos semb- def in ida  nega.- . 

tili*) 
V ( X )  -s;" OD se  \ (~ I \ - )mt  

. 
então, se  v não 8 idênticamente nula ao longo de qualquer 



t ra je tór ia  diferente da origem, o sistema (5.1.2) é assin- 
tòticamente estgvel globalmente. 

5.3- O método dos gradientes variáveis 

Se v 6 uma função de Liapunov, a derivada de v em 
relação aotempo ao longo das t ra je tór ias  de um sistema au- 
tônomo dado, 6 calculada pela expressão 

Esta expressão também pode s e r  escr i ta ,  em têmos do gradi- 
ente, na forma 

I 

que notaremos' 

onde é um vetor linha de componentes ( V  vl,. . . , Vvn). 
e 

Para obter a função v a p a r t i r  de v 6 suf5ciente 
* 

calcular a integral 

O integrando é em última análise u m  produto escalar 
de doia  vetores e ,  portanto, como era de se esperar, v será 
um escalar. A integral (5.3.3) deve ser  calculada de modo - 
que v seja 6nica. Vamos então impor que o rotacional do g r a  



diente s e j a  nulo, i s t o  é 

porque assim o integrando será uma diferencial  exata e a v 
ser& Única, independentemente do percurso de integração . E= 
t a s  condições podem s e r  resumidas d o  modo seguinte. 

Para o rotacional do gradiente se anular a condição 
é que a matriz $ ?folimada pelos elementos 

se ja  simétrica, A s s i m  

De um modo geral  as 

simétrica são 

3VVi - - ( i , j = l e . . n ,  i ,= j )  .a  xj . '2xi 

&- NO caso do R~ 
n n 

q x v v = L  c Fj x u ~ ] ! ! ! ,  
j= l  k=l  x. 

onde u é o vetor uni tár io  na d i p ç ã o  x 3 3 '  



Se (5.3.3 ) pode s e r  calculada independentemente do 

percurso de integração, podemos tomar o mais simples como na 
3 f igura  5.3.1, considerando para exemplo x e R . 

6x3 

f i g .  5.3.1 

Então podetnos ca lcu lar  

A s  consideraç%sc sobre o rotacional  do gradiente de 
v e as relações decorrentes aparentemente complican o proble - 
m a ,  mas são e l a s  justamente que permitem a determinação de. v. 

1 de se  esperar  que o gradiente de :v~.tenha n compc 

nentes. Vamos supor então que o gradiente de v 6 da forma ge - 
ral abaixo, com coef ic ien tes i  var iáveis ,  



Devemos agora impor condições sobre o V v de modo 
que $ seja ao menos semi-definida negativa. Para i s t o  usemos 

o( ii> O ( i  . n )  para que v tenha ao menos uma chance 

de s e r  definida positiva e D(ii função sÒmente de xi '(i=l, 

A escolha de 0(,= 2 garante a inclusão de um têr- 
2 mo 5 . 0s Nij (i j )  são deixados arbitrários e são  a 

soma de uma parcela constante 4. 
pjc 

e de uma parcela qi jv 
função de a t é  (n-1) variáveis. A s s i m  

Desse modo podemos escrever em sua forma mais geral, 
com as imposições f e i t a s ,  a matriz H . 

onde V V = H X  
Elote que o(, f o i  escolhido como constante e O(ii podem ! 



s e r  f'unções de qualquer ou de todas as variáveis xi exceto a 
enésima. 

Estas condições são impostas para assegurar que V V 
tenha uma parcela da forma x, 2 e não produza qualquer têr- 
mo l inear  ou de mais a l t a  ordem naquela variável, Perde-se - 
pouco na generaliaade e com estas imposições é possí5el veri  - 
f icar ,  mediante consideraçaÕes geométricas, se v = c,  c po- 
s i t ivo ,  são curvas fechadas. 

*i 

Para aplicar  o método podemos proceder de acordo - 
com os  passos seguintes: 

&por V v  da forma (5.3.5); 

. 
Do v v  aeterminar v = v v * i ;  

Restringir v para s e r  ao menos semi-definida ne - 

Usar as  o(n-l) equapões do rotacional obtidas 
2 

de modo a t o r n a r  simétrica a matriz $I para deter - 
minar o s  coeficientes ainaa desconhecidos no vv; 

. 
Conferir a função v p o i s  o passo anterior pode 
alterá-la; 

f 

Calcular v usando (5  . 3.3) e ver i f icar  se v é de - 
finida p o s i t i m ,  que é o mesmo que ver i f icar  se 
v= c são curvas fechadas, c positivo. 

~onvérn observar que nas aplicações a maioria dos Nii 
se anulam quando se impõemrestições sobre v. 

-70- 



5.4- Exemplo: 

Considere o sistema 

1. Vamos usar 

2. Com o gradiente na forma acima calculemos v ao 

longo aas t ra je tór ias  do sistema 

3. Efetuando as operaçÕes.3ndicadas chegamos a 

Para v s e r  definida negativa vamos impor 



4. Escolhendo = 1 e com 

o Vv f i c a  

A condição para o rotacional do gradiente se anular neste ca -. 
s o  é 

Logo 9421v - +li +d21v .-" 

2% 
'5. 21c 

onde 
o( 21v = \V(ri) = cte.  

o( e assim 2h- = 1. 

5. Com êstes valores para o s  coeficientes temos ago - 

A v pode agora ser  calculada usando (5.3.3) 



que fornece 

Assim pudemos encontrar uma f9nção v definida posi- 
t i v a  que tem derivada, em relação ao tempo ao longo aas tm- 
je tó r i a s  do sistema (5.4.1)9 definida negativa. Além disso 

satisfazendo assim todas as condições do teorema de La Salle 
dado no $tem 5.2, Podemos então concluir  que a origem do sis - 
tema (5 .i .I) 6 assintòticamente es táve l  globalmente. 

Observemos que a escolha de 

acarre  .@a 
= 0 

, 

Nestas condições o gradiente de v f i c a  então 

e portanto 

que, com auxí l io  de (5.3.3), fornece 



A função v é d e f i n i d a  p o s i t i v a  e 

A l é m  d i s s o ,  como a função v é sÒmente semi-definida nega- 
t i v a ,  devemos v e r i f i c a r  a última condição do teorema de La' 
S a l l e  ( i tem 5.2). . 

A função v so'se anu la  a o  longo do e i x o  5 de 
equação x2= O . porém a r e t a  x2 = O não é soiução  do sis 

.' - 
tema ( . .  Desse modo também a q u i ,  já que v n ã o  s e  a - 
n u l a  a o  longo de nenhuma t r a j e t ó r i a  de (5.4.1), a e s t a b i l i  - 
dade a s s i n t ó h i a  g l o b a l  da so lução  t r i v i a l  do sistema (5.4.1) 
6 g a r a n t i d a ,  

5.5- Comentários 

E s t e  método fornece  meios p a r a  s e  e n c o n t r a r  Ruições 

de L i a p u o v  p a r a  sistemaScomo (5,1:1), que aãni tem sòmeate a 
origem como ponto de e q u i l i b r i o  e que, em s u a  forma niais ge- 
ral ,  apl ica-se  a todos os  casos  p a r a  os  quais  uma solução -r ,. - 
t r i v i a l  a s s in tò t i camente  e s t á v e l  e x i s t a ,  

A s  funções de Liapunov encontradas nem sempre s ã o  - 
formas quadrdt icas ,  o que d i f i c u l t a  bas tan te  a d iscussão  de 
s i n a l ,  já que não s e  aplicam condições do t i p o  das condições 
de S y l v e s t e r  aque les  casos.  

A p a r c e l a  m a i s  d i r e i t a  do segundo membro de (5.3.4) 
é 



que é 
ve t o r  

A s s i m  

uma das n variáveis x1,x2,. . .,S. A endsima linha do 
gradiente (5.3.5) tem a foma 

(5.5.1) fornece uma soma do tipo 

A s  outras parcelas do segundo membro de (5.3.5 ) fornecem fun - 
ções hi (i=l,. ..,n-I) de no máximo (R-1) variáveis com as  
restr ições impostas antes. A s s i m  v 6 sempre da foma 

Como discutido por La Salle 1271 podemos escrever 

Para que v se ja  definida posit iva é suficiente que 

2 (h - g ), função de (n-1) variáveis, s e j a  definida po - 
s i t i va .  Se es ta  função f o r '  quadrática .em uma ou mais variáveis 
podemos r epe t i r  o procedimento. Este f o i  o caso do exemplo &a- 

do. 

O s  autores sugerem wn procedimento geométrico que i- 
lustramos com um sistema de terce i ra  ordem. Vamos admitir que 



é uma função de Liapunov para o sistema de t e r c e i r a  ordem 

. I . 
x = f (x) 

Se na (5.5.3 ) fazemos constante urna das var iáveis  e s  - 
taremos interceptando 

por um plano perpendicular direção definida pela  var iáve l  
f ixada.  A s  interseções deste plano com (5.5.4) devem sempre 
de terminar curvas fechadas . 

Se movemos o plano ao longo da direção definida pe- 

la  var iáve l  fixada a curva interseção deve desaparecer. Cog 
sideraçges semelhantes podem s e r  de i t a s  com relação a s i s t e -  

mas de ordem n. 

Afora e s t a s  dificuldades que podem ocorrer,  o méto- 
do dá uma maneira lógica Be s e  procurar funções de Liapunov 
para sistemas da forma do sistema (5.1.1). Fieconhece-se que 
é realmente de aux í l io  valioso na solução de problemas de - 
estabi l idade da solução t r i v i a l  com auxí l io  do segundo método 

de Liapumiov. 

Também no capí tulo seguinte apresentamos outro groce - 
dimento que tem iam c a r á t e r  diferente  do usual. Utilizando a 
noção de sistemas dinâmicos (capítulo 1) Zubov encara o p o  
blema da es tabi l idade as s in tó t i ca  sob um ângulo novo e apre- 
sen ta  resultados bastante interessantes .  



O @TODO DE ZUBOV 

6.1- Introdução 

Usando os resultados do matemático r u s s o  V.I.Zubov 
[ 16,171 , uma função de Liapunoo pode s e r  encontrada, pa- 

ra sistemas cuja solução t r i v i a l  é assintòticamente e s t á  - 
vel ,  através da solução de uma equação diferencial  pa rc ia l  
e ,  se e s t a  equação tem solução numa forma fechada, a fun- 

ção de Liapunov, solução da equação, será única e perni t i -  
r d  a determinação do domínio exato de estabilidade assint6 - 
t i c a  (item 2.4). 

Nos casos em que a equação diferencial  parc ia l  meg 
cionada não tem solução em forma fechada, é possível encon- 
t r a r  funções de Liapunov que nos levarão a wi domínio de 
estabilidade ass in tó t ica  da solução t r i v i a l  do sistema c02 
siderado (contido no domínio exato-), mediante o uso de ex- 
pansão em sér ie .  

Consideremos o sie tema de equações diferenciais o r  - 
dinárias de primeira ordem 

0 

x = f (x) 

f ( O )  = O 

onde x e d, a. origem x=O 8 assintòticamente estável  e 



o segundo membro de (6.1.1) é uma funçgo contínua que s a t i s  - 
faz cer tas  condições que garantem a existência, unicidade e 
prolongabilidade a t é  +a, da soluç8o g ( t ; x0 )  para todo xo. 

O s  teoremas de estabilidade quando formulados tendo 
em v i s t a  aaoção de sistema dhi&ico assumem formas particu- 
larmente elegantes. Com êste  enfoque Zubov apresenta seus - 
resultados principais bem como uma aplicação para os  s is te-  
mas aut  Ônomos . 

Vimos no stem 1.2 condições sob as  quais um sistema 
de n equações diferenciais ordinárias pode-ter como solução 
um sistema dinâmico. A importância deste f a to  6 que os re - 
sultados de Zubov para sistemas d inh icos  são aplicáveis a 
sistemas da forma (6.1.1), *de acordo com o seguinte teorema, 

6.2- ~eoiema de Zubov [16] 
, 

Se existirem A C 9, A aberto contendo a origem, 
v: ~ - d  continua, %: $-R continua t a i s  que 

i. 

ii, 

iii. 

i v ,  

V. 

-.. 
Para toda  sequência (xiIk a de pontos de A , 
convergente para algum x e Â \  A ,  l i m  v(xk) = 1 

O k* oo 

Mo caso de A s e r  ilimitado, para toda sequência 

(%jk>, de pontos de A t a l  que l i m  \I %\\ = 03 , 
k-oo 



l i m  v(xk) = 1 
k+oo 

então A é o domínio exato de es tabi l idade a s s i n t ó t i  - 
ca da solução t r i v i a l  de (6.1.1). 

A condição v pode s e r  e s c r i t a ,  considerando (6.1.1) 
um sistema de segunda ordem, naifoma 

que é uma equação d i fe renc ia l  p a r c i a l  l i n e a r  com coeficien- 

t e s  variáveis.  A função -8 pode s e r  uma forma quadrática - 
definida pos i t iva  ou semi-def in ida  pos i t iva  conforme C281 . 

Em lugar de (6.1.ã) vamos considerar a equação d i fe  
<I 

r enc ia l  pa rc ia l  

Se o segundo membro de (6.1.1) sa%Iafaz a s  condições 
próprias que garantem a exis tência ,  unicidade e continuidade 

das soluções para 

então a função v pode s e r  encontrada de maneira Única atra- 
vés de (6. P.2), escolhendo-se $ como uma forma quadrática de - 
f i n i d a  posi t iva .  Se ê s t e  não é o caso então usamos rc:62.r> 
escolhendo 8 da mesma maneira. A função v assim encontra- 



da s a t i s f a z  a (6.2.2) e a (6.2.1) respectivamente, bem como 

às condições do teorema de Zubov, 

6.3-  Conclusões do teorema de Zubov 

Vejamos algumas conclusÕes importantes obtidas dire  - 
tamente do teorema de Zubsv. 

Seja A um dominio de es tabi l idade assinto ' t ica da so - 
lução t r i v i a l  de (6.1.1) e s e j a  

a. Se x s A, B c R?, então O 6 v ( x )  < 1 

- 
b. Se y e A \ A ,  x e  A ,  então lim v(x) = 1 

x+ Y 

c. Se h e  ( 0 , l )  então G(A) c A e 6 l imitado 

d,  :Se v(x)  = 1 exis te  e l a  6 solução de (6.1.1) 

e .  Para 49 f ixada,a  v (x )  solução de (6.2.2) é 
Única 

f .  Ã \ A  é uma famíl ia  de curvas v (x )  = 1 

g. Para que a solução t r i v i a l  de (6.1.1) s e j a  a s s in  - 
tòticamente es táve l  globalmente 6 necessário e 
suf ic ien te  que V ( X )  < I. +/xe R" 

Estamos interessados em, dado o sistema (6.1.1), de- 
tqminar  uma função de Liapunov v(x)  que nos dê inf  omações 
acêrca da es tabi l idade as s in tó t i ca  da selução t r i v i a l  do - 



sistema. O teorema de Zubov dá condições, a t ravés  da expres - 
são (6.2.2) e das conclusÕes acima, para a deteminação da 
função v de Liapunov que pode conduzir ao domhio exato de 
es tabi l idade a s s i n t ó t i c a  da solução t r i v i a l ,  cuja f r o n t e i r a  
tem a equação v ( x )  = 1. 

Vejamos um exemplo ci tado por Zubov e outro por Mar - 
go l i s  . ( ~ e f s r ê n c i a s  r167 e C281 respectivamente ) . 
6.4- Exemplos 

Seja o sistema 

Vamos escolher 

A equação deferencial p a r c i a l  (6.2.2) é então 

Esta equação pode s e r  solucionada resolvendo-se o 
sistema, comumente chamado associado, de equações diferen- 
c i a i s  ordinár ias  



e determinando-se duas funções u ( x )  e w ( x )  tais que 

P(u,w) = O 

onde P 6 uma função arbitrária relacionando u com w e 

fornecendo m a  solução  da equaçibo : d i f e r e n c i a l  parcial de 
\ 

pr imei ra  ordem (6.2.2). F é uma solução g e r a l  de (6.2.2). 

Reste caso  a função v encontrada,  s o b u ç ~ o  de - 
(6.4,2), 6 

36 sabemos que a f r o n t e i r a  6 dada p e l a  equação 

Quando temos 

X y " 1  

a condição acima 6 s a t i s f e i t a .  Por tan to  e s t a  curva (6.4.4) 
def ine  a f r o n t e i r a  do domínio exa to  de e s t a b i l i d a d e  ass in -  
t ó t i c a  da solução t r i v i a l  do s i s t ema  dado, 

Podemos u s a r  a i n d a  uma o u t r a  função de Liapunov 
fazendo a s u b s t i t u i ç ã o  

Derivando ambos os  membros obtemos 



Subs t i tu indo  em (6.2.2 ) obtemos 

e agora  a condição que def ine  a f r o n t e i r a  do domínio exa to  
de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  da so lução  t r i v i a l  de (6.1.1) 
é 

v ( x )  '-B 00 quando x\) +co 

Com e s t a  s u b s t i t u i ç ã o  a equação (6.4.2) do exemplo 
6.4.1 f i c a  

c u j a  so lução  é 

que, com a condição de f r o n t e i r a  modificada,  também conduz 
à curva 

Exemplo 6.4.2 

Consideremos agora  o s i s t ema  



Usando uma função d e f i n i d a  p o s i t i v a  

podemos obter, como solução  de (6.4.7) , a função de Liapunov 

Notemos que p a r a  qualquer  x s R" e 

((x\\L co =>dx) L m. 

Assim, como 

a solução t r i v i a l  do s i s t ema  (6.4.6) 6 ass in tò t i camente  e s  - 
tável globalmente. 

6.5- Considerações 

Como s e  pode v e r ,  teòr icamente,  o método de Zubov - 
conduz sempre a M r e s u l t a d o  que fornece  o domínio e x a t o  de 



estabi l idade as s in tó t i ca  da solução t r i v i a l  de (6.1.1), s e  
a solução t r i v i a l  de (6.1.1) 6 assintòticamente estdvel.  
Para i s t o  basta que o sistema de equações diferenciais  or- 

dinár ias  (6.1.1) s a t i s f a ç a  às condições usuais de exis tência ,  
unicidade e prolongabilidade a t é  + ao das soluçÕes. 

Normalmente 6 muito d i f í c i l  encontrar-se a solução 

de (6.2.2) numa forma fechada. São bem poucos mesmo os ca- 

sos Desse modo 6 interessante  e conveniente pen - 
sar-se numa solução aproximada de (6.2.2), que nos leve pe - 
10 menos a ma estimativa do domínio de es tabi l idade a s s i n  - 
t6tica da solução t r i v i a l  de (6.1.1). A s  soluções em s é r i e  
são os recursos que se  prestam a ê s t e  t ipo  de solução. 

6.6- A s  soluções em s6r i e  

O sistema de equações d i fe renc ia is  (6.1.1) a d m i t i -  

r6  um domínio de es tabi l idade asa in tó t fca  para a solução - 
t r i v i a l  se  e sòmente se  a solução t r i v i a l  f o r  ass intòt ica-  
mente e s t&e l  . 

Por causa disso m o s  considerar os sistemas da f o r  - 
ma ( 3 . 4 . 2 )  

onde x s R" e .A é uma matriz c o n s t a t e  nxn, cujas r a i zes  
da equação c a r a c t e r í s t i c a  

têm par te  r e a l  negativa, e onde, g (x )  são funções que admi- 

tem expansão em s é r i e  de potências com t ê m o s  de grau maior 
ou igua l  a dois. 



A matriz A t e r  auto-valores com par te  r e a l  nega- 
t i v a  6 condição suf ic ien te  para es tabi l idade as s in tó t i ca  da 
solução t r i v i a l  de (3.4.2). 

O s  sistemas da foma (3.4.2) aparecem comumente nas 
aplicações e permitem d i s c u t i r  com r e l a t i v a  faci l idade a e s  - 
tabi l idade da solução t r i v i a l .  

Para (3 -4.2) Margolis demostra que ex i s t e  um domínio 
de es tabi l idade assintG%ica para ~ : B O ~ U Ç ~ O  t r i v i a l  sòmente - 
quando os auto-valores de A têm parte  r e a l  negativa. 1191 

N a  equação d i fe renc ia l  (6.2.1) a  expressão 

representa um f a t o r  de escala.  Consideremos agora a equação 
d i fe renc ia l  p a r c i a l  do item iii do teorema de Zubov e s c r i t a  

Como pode s e r  verif icado e s t a  equação também satis- 

faz as condições Cb teorema de Zubov. 

Liapunov [l] demonstrou que se 0 ( x )  f o r  tomada co - 
mo uma forma  quadrática definida pos i t iva  ou qualquer f o m a  
definida pos i t iva  de grau 2m, m a  1, a função v pode s e r  - 
obtida de maneira bica na forma de una s é r i e  de pot$ncias 
convergente* 

V(X) = v*(x) 4- v3(,x)+ . . . +vm(x)f . . . 
onde vm(x) é um polinômio homogêneo de grau m nas componen- 



t e s  do v e t o r  x, 

Zubov [I$] a p r e s e n t a  a s s é r i e  (6.6.3) acima e a f i s  
m a  sem demostrar que os  termos de grau zero  e de pr imeiro  

grau s ã o  nulos .  

Uma prova d e s t e  f a t o  6 apresentada  p o r  Margolis 

P a r a  a determinação da p a r c e l a  v,(x) o segundo meg 

bro  de (6.6.3) 6 i n s e r i d o  em (6.6.2), conduzindo às segu in  - 
t e s  r e l a ç õ e s  de r e c o r r ê n c i a  

m-ésimo grau que é conhecida quan - 

6.7- Soluções a p r o d n a d a s  

N a  s é r i e  (6.6.3) medida que tomamos m a i s  t ê m o s  

òbviamente as d i f i c u l d a d e s  aumentam, Podemos, no e n t a n t o  , 
e m  mui tas  a p l i c a ç õ e s  
no segundo membro de 

u s a r  uui número conveniente de termos 
(6.6.3). Pa ra  i s t o  é n e c e s s á r i o  que 



cada conjunto de pontos 

onde m>, 2 e  k 6 uma c e r t a  cons tan te ,  e s t e j a  i n t e i r a -  
mente con t ido  em A ,  domínio exa to  de e s t a b i l i d a d e  ass in-  
$Ótica.  

Vamos c o n s i d e r a r  a função v2(x) e o conjunto V p  

def in ido  

~ Ô b r e  ê s t e  conjunto v a o s  tomar 

d= min V*(=) x e V* 

"1 

fig. 6.6.1 - Exemplo com x e 

Teorema :6*6*1 
Ò conjunto de pontos de f in ido  p o r  v2(x) =O( 

e s t á  in te i r amente  con t ido  no domínio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n  - 
t ó t i c a  A da so lução  t r i v i a l  de (3.4.2). 



Teorema 6.6.2 
O conjunto de pontos def in ido  p o r  v 2 ( x )  = cog  

tém in te i r amente  o domínio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  A da 
solução t r i v i a l  de (3.4.2). Se f = oo a e s t a b i l i d a d e  a s s i n  - 
t ó t i c a  g l o b a l  pode s e r  gogi tada  

O s  do i s  teoremas acima combinados implicam em que - 
os  pontos f r o n t e i r a  de A, domínio exato  de e s t a b i l i d a d e  as- 
s i n t ó t i c a ,  permaneçam no domínio 

O s  argumentos na  prova dos teoremas acima, dados p o r  
Hahn r221  , não usam o f a t o  de v2(x)  s e r  forma quadrá t ica  e 
s e  apl icam igualmente bem à função 

v2$ v3 , etc . .  

Se ja  agora  

C 1 ("1 = min \ v ( n ) ( x )  sobre  ~ ( n ) ( r ) ]  

A extensão  do teorema 6.6.1 conduz a o  teorema 6.6.3. 

Teorema 6.6.3 

O conjunto de pontosdef in ido  p o r  V ( ~ ) ( X )  = cl(n) e s  - 



tá inteiramente contido no domínio exato de estabil idade as - 
s i n t ó t i c a  A da solução t r i v i a l  de (3.4.2). 

O teorema 6,6.3 induz a pensar que o uso de mais 2 
têmos na s6r ie  (6.6.3) conduz a melhores resultados,  ou - 
s e j a  

I s t o  nem sempre é verdade para todos os valores de n. 
( Margolis [28] ) 

6.8- Comentários 

A l é m  das condições de suf ic iênc ia  o teorema de Zubov 
fornece condições necessárias para a exis tência  de funções 
de Liapunov para es tabi l idade as s in tó t i ca .  Se a solução da 
equação d i fe renc ia l  (6.2.2) puder seKencontrada numa forma 
fechada, o método de Zubov conduz ao domínio exato de esta- 
bil idade as s in tó t i ca  para a solução t r i v i a l  do sistema - 
(6.L,1) considerado. 

O método permite ainda, quando f o r  o caso, concluir  
se  a es tabi l idade a s s i n t ó t i c a  da solução t r i v i a l  é global. 

Quando não f o r  possível  encontrar-se uma solução na . 
forma fechada para ( 6 . 2 . ~ ) ~  para sistemas como (3.4.2) pode- 
-se encontrar uma aproximação do verdadeiro domínio de e s t a  - 
bil idade . 

Estudos têm sido f e i t o s  no sentido de se  procurar - 
métodos computacionais para a solução de (6.2.2). Margolis 

C19 , 281 desenvolveu um programa codificado em Fortra% a- 
p l i cáve l  a sistemas de segunda ordem, e resolveu o problema 



para sistemas representáveis pela  equação de Lienard e de 
Van der Pol, apesar de dificuldades na conve rgência das 

, -*- *-, 6 soluções aproximadas.+ :r :-- , ,, 

Outra dificuldade que surge na u t i l i zação  de soluç6es 
aproximadas é a decorrente do aumento da ordem do sistema 
1293 (discussão). 



@OI?CLUS~ES FINAIS 

7.1- Comentários f i n a i s  

O segundo método de Liapunov, como se  pôde ve r i f i -  
car ,  dispensa o conhecimento exp l í c i to  das soluçÕes do sis - 
tema de equações d i fe renc ia is  ordinár ias  sob estudo. Éste 

6 um aspecto bastante interessante  e muito importante do 
método, p r i c i p a h e n t e  tratando-se de sistemas não l ineares  
que têm solução g e r a h e n t e  muito d i f í c i l  de s e r  encontrada. 

Por e s t a  razão em p a r t i c u l a r  ê s t e  método tem sido 
muiSo estudado, @aja v i s t o  o grande número de publicações 
a seu respe i to ,  No entanto, apesar da extensão da b ib l io  - 
graf i a ,  alguns conceitos ainda não estavam bem definidos . 

Entre outros,  ê s t e  trabalho teve o objetivo de f i -  

xar aquêles conceitos do segundo mdtodo de Liapunov e a p r e  
sen ta r  a matéria de uma maneira que nos parece lógica. 

Tentativas t ê m  s ido f e i t a s  no sentido de se  aprovei - 
tar a potencialidade dos computadores d i g i t a i s .  Margolis 
119 , 281 e Rodden 1301, entre  outros, f omularam procedimen - 
t o s  codificados em Fortran para sistemas de segunda e se- 
gunda e t e r c e i r a  ordem respectivamente , 

Pode-se pensar também na sinulação de sistemas por 
meio de computadores analógicos ou d i g i t a i s ,  A dif iculda - 
de é que só se pode estudar  sistemas de segunda ordem, 

Como se  vê, O problema da determinação de domfnfos 



de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  da so lução  t r i v i a l  de um ter- 

t o  cisterna considerado a inda  s e  encon t ra  longe de e s t a r  - 
in te i ramentea  re so lv ido .  

Devido & s u a  grande a p l i c a ç ã o  e maior f a c i l i d a d e  
de t ra tamento  matemático tem-se dado maior  a tenção a o s  sis - 
temas autônomos e a i n d a  bem pouca aos  s i s t emas  não autono- 
mos. 

Apesar de não inteiramen' te  soluçionado o problema, 

o segando método de Liapunov s e  p r e s t a  r a z o h e l m e n t e  bem 
solução de c e r t o s  t i p o s  de s i s t emas  autonomos l i n e a r e s  

ou não. 

7.2- suges tões  p a r a  f u t u r o s  e s tudos  

Alguns < tens  podem s e r  apontados como merecedores 
de m a i s  a tenção e es tudo.  

No método dos sistemas l i n e a r e s  associados  um dos 
passos  n a  ap l i cação  do c r i t é r i o  é a determinação de um con - 
junto  E, cuja i n t e r s e ç ã o  com o conjunto D fo rnece  G que - 
contém em seu  i n t e r i o r  o 6 ( v ,  G ) ,  domínio dees tab i l idade  as - 
s i n t ó t i c a  p a r a  a so lução  t r iv ia l  do s i s tema em questão.  M z  
d i a n t e  o es tabelec imento  de condiçõeá convenientes  e com - 
uma função de Liapunov m a i s  g e r a l  6 i n t e r e s s a n t e  t e n t a r  p r o  - 
var que o p rópr io  conjunto  G é um domínio de e s t a b i l i d a d e  1 -- 
a s s i n t ó t i c a .  

Mo método dos g r a d i e n t e s  v a r i g v e i s  , como apresenta- 
do, f ica-se r e s t r i t o  a s i s temas  que admitem sòmente a o r i  - 
gem como ponto de e q u i l í b r i o .  Ganha-se, quando 6 o caso,  - 
condições de s e  c o n c l u i r  sobre  a e s t a b i l i d a d e  g logal .  Ro e 2  
t a n t o  poderíamos t e n t a r  e s t e n d e r  o procedimento a s i s t emas  
com m a i s  de um ponto de e q u i l í b r i o .  

-93- 



Bn awrdo com sugestão de ~ a h n l 1 5 3  em lugar de v(x) 
usar RT(x), conf orne substituição mencionada, e 

tentar  um programa autom6~ico de cácalo em computador digi- 
t a l  para solução das relações de recorrência(6.6.4) e (5.6.5). 
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