


ABSTRACT

An univariate deterministic-stochastic model
for hydrologic time series was developed by the combination
of the methodologies presented by YEVJEVICH (1972) and BOX
and JENKINS (1970). The time series has been transformed
according to BOX and COX (1964), and a logarithmic transformation

has been identified.

New tests have been developed for the
determination of the number of harmonics in periodic
parameters and constancy of parameters, based on the theory

of confidence intervals.

As an exemple of the application of the
techniques developed, a time series has been used refering
to the monthly mean streamflows taken at Salto Osorio
fluviometric post, at Igquacu River, from January 1941

until December 1971.

Forecasts for 1971 (not belonging to the
sample), 1968 (dry year), 1970 (average year) and 1957
(wet year) have been obtained by different models based on
Yevjevich's, Box and Jenkins', as well as on the proposed
methodology. Then a comparison among these forecasts was
made using three differents schemes. This comparison was
very favorable to the mixed methodology proposed in our

work .
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tringe, implicitamente, o risco de deficit a situagoes pio
res que as ocorridas no historico. Tais eventualidades sao
num consenso geral, consideradas calamitosas,admitindo-se,

nestes casos, o nao atendimento da carga.

Considerando que & bastante improvavel a re
peticao da sequencia de vazoes historicas e consequentemen
te do periodo critico, existe pouca informagdo sobre as pos
sibilidades do comportamento futuro do sistema. Por outro
lado o periodo critico & uma variavel aleatdria que possui
caracteristicas importantes, além de sua duracdao, comumen-
te utilizada, tais como intensidade, volume de deficit e a
forma como as vazoes se sucedem. Nos estudos referentes a
simulacao da operacao tem-se recorrido ao seu valor histo-
rico. Uma melhor solucdo seria coloca-lo num contexto pro
balistico, ou seja, estimar sua representatividade a par-
tir das caracteristicas estruturais das series anuais his-

toricas.

Por todos esses motivos, torna-se desejévei
que se utilize modelos estocasticos de séries hidrologicas
temporais nos estudos referentes a operacao e planejamento
da expansao de sistemas mistos hidrotérmicos pois,estes mo
delos podem ser empregados em conjunto com tecnicas de pro
gramagao matematica, no sentido de se otimizar a operacao

do sistema.

I.2 - OBJETIVOS DOS ESTUDOS

Este estudo tem como objetivo a apresenta-

¢ao de um modelo deterministico-estocastico univariado pa-



ra seéries hidrologicas de tempo, pela combinacao dos mode
los apresentados por YEVJEVICH (1972) e BOX e JENKINS(1970).
A procura da integracao dos dois modelos se prende ao fa-
to de que o primeiro aventa somente a hipotese de modelos
de dependencia autoregressivos, enquanto que o segundo,no
caso sazonal, sO0 consegue representar a variabilidade no

momento ordinario de primeira ordem.

0 estudo visa contribuir com o planejamen-
to da operacao de aproveitamentos hidroeletricos a medio
prazo, atraves de previsoes univariadas. E importante que
se ressalte por outro lado, que um modelo confiavel para
séries temporais univariadas se constitui num passo pre-
vio e imprescindivel para mais adiante fazer o modelamen-
to multivariado, visto que este & capaz de 1evap em conta
as condicoes de dependencia entre séries, para.um conjun-

to basico de postos.

Foram desenvolvidos, na analise da es

trutura de series hidrologicas, novos testes para a deter
minacao do numero de harmonicos significativos em parame-
tros periodicos e constancia de parametros, baseados na

teoria dos intervalos de confianca.

0 capitulo II deste trabalho relaciona, de
forma sucinta, os diversos modelos constantes da literatu

ra sobre o assunto.

0 capitulo III versa, basicamente, sobre o
modelo, dando-se realce aos novos testes propostos e a ma

neira pela qual os dois modelos podem ser integrados para



a obtencao de um terceiro.

As aplicacoes com seus dados e vresultados
constam do capitulo IV. A série temporal hidrologica uti-
Tizada e referente as vazoes medias mensais medidas no pos
to fluviométrico de Salto Osorio, situado na bacia do rio

Iguacu, no periodo de janeiro de 1941 a dezembro de 1971.

Finalmente, no capitulo V sao apresentadas
respectivamente, as conclusoes do estudo e as recomenda-
coes consideradas oportunas para o desenvolvimento do mo-

delo.



II - REVISAO DA LITERATURA

IT.1 - MODELOS PIONEIROS

0 primeiro trabalho voltado para geracao de
sequencias sintéticas de vazoes que se tem noticia foi o
desenvolvido por SUDLER (1927). Selecionando 50 valores
de vazoes anuais de uma distribuicao com um especificado
coeficiente: de variacao e, escrevendo cada uma em um cartao,
ele obteve uma sequéncia de 1000 vazbes sintéticas apos em
baralhar 20 vezes a massa de cartoes. Esta sequencia foi
usada em estudo para a determinacao de possiveis tamanhos
de barragens. O trabalho de Sudler representa um signifi-
cante avango sobre outros métodos pioneiros, visto que con
siderou diferentes amostras de vazoes, em lugar de se limi
tar somente aos dados historicos. Em contrapartida, como
so considerou a mesma sequencia de 50 anos a estrutura de

autocorrelacdo dos dados historicos foi destruida.

Como e sabido, as vazoes em muitos rios pa-
recem mostrar uma certa persistencia, isto e, altas vazoes
seguem altas vazoes e baixas vazoes seguem baixas vazoes.
Em séries com curto intervalo de observacao, por exemplo
hora, a persistencia & obvia, se a vazao em um rio e alta
em um determinado instante & bem provavel que ela ainda se
ja alta uma hora apos este instante. Quando do aparecimen
to do trabalho de Sudler nao havia sido desenvolvido ainda
nenhum estudo sistematico para se verificar se as vazoes

mostravam uma persistencia sobre uma longa estrutura de tem



po. HORTON (1923) apresentou alguns testes simples asso-
ciados com a moderna teoria do movimento e mostrou gue as
vazoes nao derivavam de um processo sem autorre]agEO.Entpg
tanto, Horton nao investigou a estrutura da corpe]ag&o ser

rial.

HURST e FELLER (1951) forneceram uma contri
buicao decisiva a Hidrologia ao investigarem a persisten-

cia hidrologica a longo termo.

Nesta ocasiao estudaram a estatistica chama
da de amplitude dos desvios acumulados em relacao a média.
Considerando dados extensivos de fenomenos naturais tais
como vazao, precipitacao, etc.e, usando t&cnicas de regres

sao, determinaram os valores de k na equacao,

RN n K
n =

(2.1) RO ()
onde,

. .

Rn - estimador das amplitudes dos desvios acumulados em re
lagao a media da serie;

s - estimador do desvio padrdo da série;

n - numero de termos da serie.

0 conjunto de resultados para k mostrou uma
media igual a 0,72 e um desvio padrao de 0,09; os valores

de k excederam significantemente o valor tedrico 0,5.

CHOW (1951) usou mais dados de Hurst e uma

segunda regressao mais geral, da forma,

(2.2) =k, n
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e encontrou valores para o expoente k, que excediam, tam-
bem, ao valor tedGrico 0,5. O fato de series de longo pe-
riodo de observacao fornecerem expoentes diferentes de 0,5

& chamado de fenomeno de Hurst.

Hurst e Fe]]er sugeriram, ent3o, que se aban
donasse a hipotese de que as vazoes derivassem de populacoes
com ausencia de correlacao serial. Hurst sugeriu, em adi-
ggo, que a possibilidade de tendencia a longo termo em se-

ries naturais merecia investigacao.

THOMAS e FIERING (1962) desenvolveram um
modelo estocastico linear para geracao de sequencias sinté
ticas de vazoes. Tomando por base dados mensais, o modelo
representa as medias, os desvios padroes e o coeficiente
de correlacao de ordem- 1 entfe vazoes mensais sucessivas e
utiliza uma regressao linear para relacionar a\mzéoQtH(j)
no (t+1)-ésimo mes do j-esimo ano (t sendo estimado a par-
tir do inicio da sequencia gerada) com a vazao Qi (J) no t-
esimo mes do j-ésimo ano. Considera-se ﬁt e Gt+1’ as des-

cargas medias mensais durante os meses t e t+1, S, e S

t t+1°?
os desvios padroes do registro historico para os meses t e
(t+1), Pes O coeficiente de correlacao estimado entre as
vazoes para os meses t e (t+1), respectivamente e Et uma
sequencia de variaveis aleatdrias, independentes entre sj
e normalmente distribuidas com média zero e variancia um.
0 modelo de Thomas - Fiering & dado pbr:

0y, (3)-Ty,, 0, (3)-T,

(2.3) = r —— \/1 - 2 ¢
st+'| t t
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Por outro lado, lembrando-se que o coefi-
ciente de regressao estimado entre as s8ries de vazoes

dos meses t e (t+1), b se relaciona com o coeficiente

t’
de correlacao estimado, s atraveés de,

vem que (2.3) pode ser escrito como,

2

(2:5) Qg (3) = Quyy + Dy(Qp(3) - Qe sy N1 &y

Deve-se notar, também, que se o coeficien
te de correlagao mensal nao & significantemente diferente
de uma constante, um coeficiente representando a media en
tre os 12 valores pode ser usado e a equagao (2.3) passa
a representar um modelo de 1% ordem da famTlia dos autore

gressivos nao sazonais.

Como dito anteriormente, a equagdo (2.5)
pode ser utilizada para gerar eventos sint&ticos que se
assemelham aos historicos em termos da média, desvio pa-
drao e coeficiente de correlacdao de ordem 1. Para consi-
derar a assimetria, THOMAS e FIERING (1963) substituiram
a componente aleatoria £¢ Ppor e, a qual e definida co-

mo,

2
2 Yt Ye 3 J
(2.6) €¢ = —7; [(1+ 5 - 36 ¥ - 1

onde a assimetria de e,, v, e relacionada com a estima
tiva da assimetria de um processo markoviano de ordem 1,

Yyspor,
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(2.7) 1-p5 (1) .
. Y. = 3 Y
= {0y

Sen, € uma variavel aleatoria normalmen
te distribuida com média zero e variancia um, entao €4 e
aproximadamente uma variavel aleatoria com distribuigao
gama com media zero, variancia unitaria e assimetria Yo
Com ey como componente aleatoria, o processo de Markov de
12 ordem constitui um processo estacionario de 32 ordem
que pode ser usado para gerar eventos sinteticos que se
assemelhem aos eventos historicos em termos da media, des

vio padrao, assimetria e coeficiente de correlacao de or-

dem 1.

YEVJEVICH (1964) dinvestigou, atraves de a-
nalise de correlacao serial, o comportamento de séries anu-
ais de vazao, precipitagao e precipitagao efetiva para qua

tro grandes amostras. As conclusoes a que chegou foram:

a) o fator fisico basico para explicar a dependencia no
tempo entre as series estudadas e o transporte da agua

de ano para ano;

b) nao ha evidencia, mesmo estatistica, da existencia de

movimentos ciclicos nas sequencias destas variaveis;

c) as flutuagoes nas vazoes e chuvas de anos umidos para
anos secos nao e explicada, de forma significante, pe-

los ciclos das manchas solares;

d) a sequencia de anos umidos e secos pode ser considera-

da como um processo estocastico puro;
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e) a dependéncia no tempo para as series estudadas @&

explicada por um modelo @ médias mOveis;

f) modelos lineares autoregressivos de 12 e 22 ordem se
ajustam bem quando ha um grande transporte de agua de

ano para outro.

MATALAS (1967) a partir do esquema bésico
de Thomas - Fiering questionou a normalidade para dados
hidrologicos tanto no campo da Fisica quanto da Estatisti
ca (nao negatividade das vazoes) e considerou, tambem, a
assimetria pela utilizagao das distribuigcdes gama e Tog-
normal de tres parametros no ajustamento da componente in
dependente. Nesta ocasiao propos a utilizacdo de técni-
cas de regionalizacao e estimativas de maxima verossimi-
Thanca para minimizar as tendéncias associadas com as es-
timativas dos parametros que caracterizam as sequencias

historicas.

FIERING (1967) analizando, sob a luz do fe
nomeno de HURST, as séries geradas a partir do esquema de
Thomas - Fiering para amostras de pequeno comprimento, t1
picas em registros hidrologicos, obteve resultados empTri

cos para determinacao do expoente na equacdo de regressao,

k

R
(2.8) N - qn?
o} 1

encontrando valores maiores que 0,5 - valor assintdtico pa
ra series independentes - mas menores que 0,72 ou 0,87,0bti

dos por Hurst e Chow, respectivamente.
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Partindo do fato de que os modelos de Markov
nao explicavam completamente o fenomeno de Hurst, Fiering
considerou a possibilidade de que as vazoes nao dependes
sem somente das imediatamente anteriores mas também de
uma longa sequencia do historico, obtendo o modelo geral

multiplo,

— _ 2
(2.9) Qt = BO+81Qt—4 + ... +Bk Qt—k + o |1 r Et

onde a vazao atual, Q,, depende Tinearmente de k vazoes an
teriores Qt—1"'Qt-k . 0s coeficientes de regresséoso,“.,
Bk sao estimados a partir da amostra e r? & o coeficiente
de determinacao encontradc na andlise de regressao. Outra
vez Fiering utilizou o esquema de geracao para obter esti
mativas empiricas do coeficiente de Hurst; para modelos
multiplos encontrou expoentes da mesma ordem que o obtido

por Chow.

Alguns pesquisadores como FIERING (1964)
e MATALAS (1967) progrediram com os metodos de geracao ao
considerarem varias sequencias de valores sintéticos cor-
relacionados; tais metodos sao Uteis em estudos que Tidam
com mais de um rio onde as vazoes, para um rio particu]ar,
sao autocorrelacionadas no tempo e correlacionadas no es-

pago com as vazoes de outros rios.

ASKEW, YEH e HALL (1971) fizeram um estudo
comparando os resultados obtidos por diversas técnicas de
geracao para processos normais, observando que nenhuma de

las produziu um periodo critico t3ao o mais severo que
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aquele registrado no historico. Para regioes aridas e, con-
siderando vazoes mensais, o processo Markoviano normal de
primeira ordem se mostrou melhor ajustado que um de segun

da.

SINGH e LONNQUIST (1974) mostraram que na
adocao do modelo basico de Thomas e Fiering seria deseja
vel que os dados historicos fossem transformados de tal
forma que se ajustassem a uma distribuicdao normal tao bem
quanto possivel. Tomando os logaritmos das vazoes mensais
do rio Sangamon, no periodo 1914 - 1970, observaram que'0
ajustamento de duas distribuicoes apresentava resultados
melhores que quando se utilizava distribuicoes como nor-

mal ou gama.

LENTON, RODRIGUEZ - ITURBE e SCHAAKE(1974)
propuseram o método de Bayes para estimacao do coeficien-
te de autocorrelagdo,p , no modelo autoregressivo normal
de ordem 1. Tres diferentes métodos determinaram as fun-
coes de densidade de probabilidade marginal posterior com
0os estimadores de Bayes sendo obtidos a partir de uma da-
da funcao de perda. Atraves da comparacgao, pela utiliza-
cao da funcao de risco e do risco esperado, os estimado-
res Bayesianos mostraram-se mais vantajosos, especialmen-
te para o caso de pequenas amostras, que os obtidos pelos

métodos dos momentos e maxima verossimilhanca.

I1.2 - MODELOS BASEADOS NA ANALISE ESTRUTURAL PROPOSTA POR

YEVJEVICH
YEVJEVICH (1972) mostra como pode ser le-
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vada a termo uma and@lise estrutural em séries hidrolfgi
cas de tempo mensais onde, basicamente, os seguintes pon

tos sao realcados:

(i) Remogao- da periodicidade da s&rie atraves da an3li
se harmonica em parametros periodicos;

(ii)a inferencia sobre o melhor modelo de dependencia(de

uma certa ordem de estacionaridade) para as componen

tes estocasticas;

(iii)a inferencia acerca da distribuicao de probabilidade
que melhor se ajuste a distribuicao de frequencia da

componente estocastica estacionaria independente.

0 processo gerador de uma série hidrologi

ca temporal, Xt’ pode ser representado por tres componentes,

(2.10) X

[t}
—
+
w
+

t t t 7 Fy
(2.710.a) X

n
—
+
w
+
w
m

t t t t t
A primeira, Tt’ representando a tendencia

do processo pode ser explicada pela nao homogeneidade na
tural ou artificial das bacias ou pela heterogeneidade
(erros grosseiros) e inconsistencias (erros sistematicos)
dos dados. Sua remogao pode ser feita com auxilio de uma
media movel com muitos pontos ou pelo ajuste, atraves do

metodo dos minimos quadrados, de uma funcao polinominal.

A segunda, St e/ou S't R responsave]l
pela sazonalidade do processo , pode ser identificada a-
través de parametros periodicos como medias,variancias,

assimetrias mensais, etc.
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Removidas as duas primeiras componentes ob

tem-se a terceira, que representa um processo aproxi-

Et’
madamente estacionario e e provocada por diferentes fato-
res tais como a turbulencia do ar, transmissao de <calor,

opacidade do ar quando a radiagao de calor, etc.

- SEPARAGCAO DAS COMPONENTES PERIODICA E ESTOCASTICA

Desde que exista a componente T e esta

t

ja tenha sido removida da série, a separacao das componen
tes periodica e estocastica pode ser feita atraves de dois
meétodos: nao parametrico e parametrico. Em ambos, a re-
mocao .da componente periodica, visando uma componente
estocastica estacionaria na média e na variancia,consiste
em dividir a serie, subtraida da media, pelo desvio padrao.
Os dois parametros podem, ou nao, ser periodicos. Caso se
jam, no primeiro metodo eles sao obtidos da propria serie

enquanto que no segundo sao substituidos por funcoes pe-

riodicas ajustadas, com um numero limitado de harmonicos.

De acordo com as diversas possibilidades,
os modelos de composicao, para a media e variancia, podem

ser representados por:

a) meédia periodica e variancia constante

(2.17) Xp,r = XT + SX €,
onde,
Xp - serie original no ano p (p = 1,n) e no instante

T {1=1,w0);



18

ep . componente estocastica no ano p e instante Tt;
?

YT e S - respectivamente, médias no periodo basico w e

desvio padrao de Xp,r

b) média constante e variancia periodica

(2.12) X, =X+ S e

onde,

X - média da serie X :
P.T

S. - desvios padrao no periodo basico w.

c) média e variancia periodicas.

Este caso pode ser dividido em dois tipos:

c.1) coeficiente de varjacao constante

(2.13) Xp,T = X_L_ (1+n €

pr) ) XrYpsT

onde,

(2.14) 17 =

Neste caso, desde que se tenha Xp T>O,YT>O
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ocu,
(2.17) X

0 que indica um modelo de composigao simplificade, simi-

lar ao modelo (a).

c.2) coeficiente de variacdo periodico

(2.18) X, =X+ S e

Ressalte-se, como observacgdo, que no caso
da utilizacao do método paramétrico a componente estocds-
tica dependente, ¢ ou *, deve ser padronizada em

P ’ PsT YP;T’ b CP,T
visto que nao possui exatamente média zero e variancia um
Isto se deve ao fato de que este m&todo consiste de fun-

coes periodicas ajustadas s médias e/ou As varianctiascom

um numero limitado de harmonicos.

Em relacdo aos testes de significancia de
harmonicos em parametros periodicos, Yevjevich apresenta
o método de Fisher, aplicavel quando no modelo de compos i
cao, em que a variancia de Xp,r e constante, a componente
estocastica for independente e métodos empiricos,sendo um
deles grafico, pela utilizacao do periodograma acumulado,
para os casos mais complexos de composicao como 0sS da equa
cao (2.18); propoe, tambem, dois métodos de adaptacio ao
mEétodo de Fisher para o caso de normalidade das séries es

tocasticas dependentes.

0 passo seguinte consiste em estimar os coe

ficientes de autocorrelacao R . da componente estocastica,
5
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A componente estocastica & entao obtida a partir de uma

destas equacoes.

ITI.5 - ANALISE HARMONICA EM PARAMETROS PERIODICOS

A componente periodica de um parametro w po
de ser aproximada por m harmonicos de um periodo basico

w, da seguinte forma,

{3.6) ™

It

3

-+
o~ 3

onde,

m.o- funcao periodica ajustada aos ® valores do parame-

tro PT, da amostra;

m_ - medias dos . valores ajustados aos w valores de PT

da amostra ou media destes w valores;

m - numero de harmonicos significativos no periodo basico
w, m= 1,2,..., w/2 ou (w=-1)/2, se w e impar;
2mj -~ .
Xj= m - frequencia angular;
2 2 -
Cj= Aj + Bj - amplitude do harmonico J;
1 B, _
¢j= TAN ~J - fase do harmonico J;
A.
J

A. e Bj - coeficientes de Fourier,estimados a partir dos
valores de P. pelas formulas,



_ 2 2 e 2nj.T
(3.8) B.= 0 E PT sen (——zr—ﬁ

para o ultimo harmonico, j= w/2 ou Jj= (w-1)/2, os coefi

cientes sao estimados por,

_ J
(3.9) Ay = 27—

(3.10) B, = 0

IIT.6 - SIGNIFICANCIA DE HARMONICOS EM PARAMETROS PERIODICOS

A importancia de um metodo para determinar
o numero de harmonicos significativos em parametros perio
dicos esta diretamente relacionada com a hipdtese de parci
monia.

0 desenvolvimento de um novo metodo baseado
na teoria dos intervalos de confianca, se prendeu ao fato
de que a literatura especializada ou apresenta metodos em-
piricos ou metodos que so podem ser utilizados nos modelos
mais simples de composigcao, como foi explicado anteriormen

te.

Suponha-se, entao, que um parametro w seja
periodico num periodo basico w e que, portanto, se tente
representar este parametro por uma funcdo periodica. 0 pro

cedimento tradicional consiste em se ajustar uma serie de
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Fourier aos w valores de 7 da amostra, sendo o numero
maximo de harmonicos igual a w/2 ou (w-1)/2. No entanto,
como as series de Fourier sdo rapidamente convergentes, 0s
harmonicos de ordem superior a quatro, para series mensais
podem ser, na maioria das vezes, considerados nao signifi-
cativos. O teste ora proposto visa determinar a ordem, a

partir da qual, os harmonicos podem ser desprezados.

A filosofia do teste e bastante singela. Ba
seia-se no fato de que as « estimativas de 7w sejam
encaradas como uma amostra efetiva. Desde que o estimador
de w @& uma variavel aleatoria entdo, cada uma das w Ob-
servacoes representa, na verdade, uma realizagao dessa va
riavel e pode-se, dessa forma, determinar intervalos que,
com uma probabilidade especificada, conténham 0os verdadei-
ros e desconhecidos valores do parametro m. Obtidos os in
tervalos, fica determinado, tambem, uma faixa de confianca
para o parametro no periodo fundamental w. Entao, o paré
metro 7 e estimado com o nimero maximo de harmonicos e,
com os harmonicos classificados em ordem decrescente de va
riancia, vai-se computando o parametro sucessivamente, pe
lTa subtracao de um harmonico de cada vez, no sentido do me
nos para o mais significante, ate uma certa ordem, a par-
tir da qual a funcao harmonica ajustada nao esteja inte-
gralmente contida na faixa de confianca determinada. Em
consequencia, para a ordem anterior a esta assim determi
nada, a funcao periodica ajustada estara contida na faixa

de confianga. Esta ordem sera considerada aqui como Timi
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trofe, sendo,entao,o numero de harmonicos para o parametro,

dado pela ordem anterior a esta.

Com relacdo a classificacao dos harmonicos

c?
em ordem de importancia basta notar que o valor 23 .
' 2 2 _
onde Cj= Aj + Bj representa a amplitude do harmonico

j, mede a contribuicao do harmonico de ordem j para a va
riancia total.Entretanto,o probliema maior reside em se ob-
ter os intervalos de confianga de (1-1)%, que se apresenta

a seguir.

Seja E um evento aleatorio com probabilida-
de A de ocorrer numa dada experiencia e admita-se que es
ta probabilidade se mantenha constante para n experien-
cias independentes, realizadas nas mesmas condigoes. A pro
babilidade para que o evento E ocorra, pelo menos uma

vez, & dado por,
(3.11) o =1 - (1-2)"

Suponha-se, agora, o seguinte teste de hipo

teses:
Ho : o parametro m e periodico
Hy : o parametro m nao e periodico

Admitindo-se a hipotese nula como verdadei-
ra e fixando-se a probabilidade o em digamos 1%, 5%,etc,
tem-se o nivel de significancia do teste, ou seja, a proba
bilidade de se cometer um erro do tipo I, no sentido de

que a funcdo periodica deva estar contida na faixa de con
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fianca do parametro. O valor o sera, entao, a probabili
dade de que, por mero acaso, sendo o parametro periodico,
a fungao harmonica ajustada caia, pelo menos uma vez, fora
da faixa de confianga determinada. Desde que se especifi
que o, obtem-se X e, portanto, os intervalos de confian

ca desejados.

Caso o intervalo de confianca seja mensal e

o nivel de significancia seja fixado em 5%, tem-se:

12

0,05 =1 - (1-2)

A = 0,004265 = 0,4%

Um procedimento analogo consiste em se fi-
xar A (ou 1-1) e obter o correspondente valor de «a. Po

de-se, entao, construir a curva caracteristica de operacao

ou curva 0C do teste (figura 3.2).

Deve-se notar, entretanto, que no caso de o
parametro w ser o coeficiente de correlacao mensal, uma
leve mudanca deve ser introduzida no teste. Para evitar a
correlacao espuria explicada no capitulo anterior, o inter
valo de confianca, A, em funcao do nivel de significancia,

o, & dado por,
1/6
(3.12) x=1 - (1-a)

A curva caracteristica de operacao, para es

te caso, e representada pela figura 3.3.

Fixado o (ou X), passa-se a obtencao dos

intervalos de confianca para as medias, variancias (d. pa-
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droes), coeficientes de correlacdo e coeficientes de varia

cao mensais.

Assim,

a) INTERVALOS DE CONFIANGCA PARA AS MEDIAS MENSAIS

Seja X_ (1=1,12) uma variavel aleatoria
2

N(u.,o.). A distribuicao de amostragem de X_ ( media da

amostra na posicao tT) e normal com media wooe variancia

2 - ~ -
oT/n » onde n e o tamanho da amostra. Se X, nao e nor
g

2

mal, a estatistica YT e assintoticamente normal (uT;—%—).

Por outro lado, pode-se mostrar tambem que,

No caso mais geral, se GT e desconhecido,

tem-se que o intervalo de confianca para o e dado por,

S S
(3.13) P {X -t o<y <X+t — = 1-A
T A/2 S T =T A2

onde, t>\/2 e um valor da distribuicdo t de Student com
Vv = n-1 draus de liberdade, ST uma estimativa de o e

A o0 nivel de significancia.

Logo, o intervalo de confianca de (1-A)% po

de ser representado por,

(3.14) CONF {Cl < pu_ < Co } s, T= 1,2,...,12
T — 1 T
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b)  INTERVALOS DE CONFIANCA PARA AS VARIANCIAS (D.PADROES) MENSAIS

0 estimador nao tendencioso para a varian-
cia da populacdo, ci ( T=1,12) & dado por,
Q 1

2 — - v 2
(3.15) sz = —— 3 (x; - X)

Pode-se mostrar (KMENTA, 1971) que a distri
buicao de amostragem da estatistica gi e um caso especial
da distribuicao gama de parametros a=(n-1)/2 e B=20§/(n-1).
A forma exata da distribuicao de g% depende, entao, de dois
parametros : da variancia da populacao, ci e do tamanho n
da amostra. A distribuicao e sempre assimetrica positiva
para pequenas amostras e vai se tornando cada vez mais si
metrica a medida que o tamanho da amostra cresce. Conse-

quentemente a média da distribuicdo, de S% vale 0% e a

variancia & dada por,

~ 2 0
(3.16) VAR (Si) = —

u
T

n-1

Para se determinar a probabilidade de que
gi caia num especifico intervalo, tem-se que obter areas
sob correspondentes curvas gama. Ter-se-a, entao, diferen
tes curvas para diferentes combinacoes de ci e n e a
determinacao da area apropriada passa a ser muito trabalhe

Sa.

Com relacao a determinacao dos intervalos

de confianca, o problema pode ser contornado de forma ra-
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zoavel bastando para tanto gue se assuma a normalidade da
distribuicao.

. ~ . n S2

Lembrando que a variavel aleatdria ¢

2
T

o
tem distribuicdo x*® assintdtica com wv=n graus de Tiber

dade, onde,

2 _ 1 _ 2
(3.17) ST = — ? (Xi uT)
vem que,
n S2
(3.18) P C; < < C, = 1 = X
T gi - T

com A= nivel de significancia.

Atraves das tabelas da distribuicdo y2 po-

de-se obter dois niUmeros €; e C, , tais que:

T T
P C]_ i X2 }= 1")\/2 e P X2 < Cz = 1-1/2
T 0BS 0BS = T
ou seja, os Timites C, e C, sdo tais que a probabilidade
T T

de que um valor dbservado exceda C; seja igual a 1-A/2 e
T

de que nao exceda C, seja tambem igual a 1-7/2.
T

Entao, o intervalo de confianca de (1-1) %

para o parametro oi vale,

2 2
Z.: (X'i U,L_) L (Xi UT)
(3.19) CONF L < g2
C, -1 C,
T T
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desconhecida, entao a va-

M1

Se a media Mo

z (x1.-xT

)2

2

M1

riavel aleatoria assintoticamente 1y

52 (n-1)

Valores C; e C, sao. obtidos de forma
T T

analoga, considerando apenas que v=n-1 graus de liberdade,

sendo o intervalo de confianca de (1-2)% igual a:

(3.20) CONF 1 <

Com relacao aos desvios padroes mensais, o

intervalo de confianca de (1-1)% vale,

(3.21)  CONF 1 <o < 1'

c) INTERVALOS DE CONFIANCA PARA 0S COEFICIENTES DE CORRELAGAO MENSAIS

Suponha-se que (X _, X

seja uma variavel
17 Xpyq) Sed

aleatoria normal bi-dimensional e o, (1= 1,72) o coefici-

ente de correlacao entre as variiveis XT e XT+,|

Atraves do coeficiente de correlacao da

amostra bi-dimensional, RT » Seja a estatistica.

’ 1 + R
(3.22) 1Zo = — n — T
: T 2 7 + R

T
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FISHER (1921) mostrou que esta estatistica

e uma estimativa da media,

*
(3.23) u, = — ln —

2 1-p

—— — - * . -
de uma variavel aleatoria ZT , assintoticamente normal com

variancia dada por

2
(3.24) o = —_
T n-3

onde, n @€ o tamanho da amostra.

Por analogia com intervalo de confianca pa-

ra as medias, pode-se mostrar que,

*
(3.25) P { Zo_ - K <u. < Zo_ + K} = 1-2
T - "t = T
onde, K= ZA/Z - e X e o nivel de significancia.
n-3

Consequentemente os intervalos de confianca

para op_ e dado por:

(3.26) CONF { C, <o, 2 C }
T T

com, C, = TANH (Zo - K) e C, = TANH (Zo + K)
T ‘ T

d) INTERVALOS DE CONFIANGA PARA 0S COEFICIENTES DE.VARIACAO MENSAIS

0 coeficiente de variacao mensal e definido
como sendo a relacao entre o desvio padrio mensa1,'ST e a

media mensal, X , ou seja,
T
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1

(3.27) V_ I (1t = T,12)
X
Pode-se mostrar (CRAMER, 1970) que a distri

buicao de amostragem dos VT » cada um computado para os n

anos de observacao, € assintoticamente normal com media

(3.28) n_ = T (1= 71,72)

onde, u e media mensal e M, » My, € U, sao os momen-
T T T
tos centrais de ordem 2, 3 e 4, respectivamente.

Entao, a variavel aleatoria,

(3.30) Z T T v N (0,1)

Se, oy e desconhecido pode-se recorrer ao
T

fato de que a variavel aleatoria,

(3.31) t= —+ T

possui distribuicao t de Student assintotica com v= n-1

graus de liberdade, onde SV e obtido através a utiliza-.
T

cao da media e dos respectivos momentos centrais de ordem

2, 3 e 4 da amostra.
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Entdo, os intervalos de confianca de (1-1)%
para os coeficientes de variacao n. (1=1,12) sao obtidos

por,

(3.32) P { VT - t}\/z SV < n_ < V'L' + t)\/z SVT} = 1=\

ou seja,

(3.33) CONF {cl <m_ < C, } s T= 1,2,...,12
T T

IIT.7 - TESTE PARA .CONSTANCIA DE PARAMETROS

A partir do instante de que um dos princi-
pais objetivos deste trabalho @ a obtencao de um modelo
economico, quanto ao numero de parametros e coeficientes,
torna-se imprescindivel que se verifique a hipotese de que
alguns parametros ndo sdo significantemente diferentes de
uma constante. As equagoes (2.11), (2.12) e (2.17) ressal

tam esta afirmacao.

Em relacao ao novo teste aqui proposto, po
de-se dizer que como o anterior, descrito em I1I1.6, e de
uma filosofia bastante simples e se constitui numa alterna
tiva para procedimentos tradicionais como dividir a amos-
tra em duas sub-amostras e testar a iqualdade de suas mé-
dias e variancias. Para tanto, basta que se obtenha, para

o parametro a ser testado, os respectivos intervalos de

confianca.
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Ponha-se, entao, como hipotese nula do tes

te,

Ho : 1 = ¢

e, como alternativa,

H]_: 1T7éC

—

onde, m & o parametro que se deseja testar e ¢ o uma

constante.

0 teste consiste em se comparar o minimo dos
limites superiores com o maximo dos inferiores e rejeitar

Ho quando,
MAX { LIM INF } > MIN { LIM SUP }

ou seja, rejeitar a hipotese de que o parametro m & signi-
ficantemente igual a uma constante se a linha poligonal for
mada pelos limites inferiores (superiores) interceptar a
formada pelos superiores (inferiores). Em outras palavras,
isto significa que a componente @Q da analise harmonica
nao esta totalmente contida na faixa de confianca do para-
metro. Os graficos a sequir ilustram a ideia do teste, on

de a hipotese nula & rejeitada em (a) e aceita em (b).

(a) (b)
FIG.3.4 - INTERVALOS DE CONFIANGA DE (1- A)% PARA T
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Para reforcar a ideia da importancia deste
teste, note-se, apenas como exemplo, que caso se aceite a
hipotese de que o coeficiente de variacao mensal, N s e
um parametro nao periodico, uma economia imediata & obtida
na estimagao dos parametros, visto isto implicar em que os
harmonicos das funcdes periodicas ajustadas as meédias e
aos desvios padroes mensais, respectivamente, YT e ST,pos-
suem as mesmas frequencias e fases e amplitudes proporcio

nais.

Finalmente, se o parametro a ser testado e
o coeficiente de correlacao mensal, uma dicotomia semelhan
te aquela descrita no capitulo anterior, reunindo os meses
pares e impares, deve ser realizada, sendo o teste aplica

do, entao, nas duas sub-amostras assim constituidas.

ITI.8 - MODELOS DE DEPENDENCIA PARA A COMPONENTE ESTOCASTICA

Uma maior generalizacao das duas metodolo-
gias, a de Yevjevich e a de Box e Jenkins, pode ser obtida
neste estagio. As equacoes (2.11) a (2.18) fornecem um
meio de se obter a componente estocastica do modelo,com au
sencia de periodicidade na média e variancia. Esta varia-
vel deve ser padronizada em vista de se ter adotado o meto
do parametrico para separar as componentes periodica e es
tocastica. Seja, entao, gp . @& componente estocastica de

b

pendente padronizada do modelo.

Certamente, dependendo da particular aplica

cao,esta componente pode ser representada por um modelo ARIMA sazonal
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Basta, por exemplo, que a analise harmonica nao tenha reti-
rado toda a periodicidade da media e/ou variancia. 0 que se
quer dizer com isso & que Zp,T nao deve ser considerada au
tomaticamente um modelo Markoviano ou outro qualquer tipo de
modelo mas sim, um apropriado ARIMA, sazonal ou nao, a partir dos es
tagios de identificagdo, estimacdo e testes de verificacao damodela
gem Box e Jenkins. Por outro lado, & possivel que em alguns
casos, o correto modelo de dependencia para a componente %%T
seja o de Markov.

Seja, entao, {at, t=1,N , N= nw?} a série discreta,
medida a intervalos equiespagados no tempo.Admita-se que (4
possa ser modelada por um modelo multiplicativo ARIMA sazo-

nal da forma,

(3.38) ¢,(B) o,(B%) v! v) . =0 (B) o, (B%) a,

onde,

t - discretizacao no tempo;

s - periodo de sazonalidade;

B, v - operadores, atraso e diferenca, definidos em II.3;

¢p(B), ® (BS), eq(B), OQ(BS) - respectivamente, operador au
toregressivo, autoregressivo sazonal, medias moveis, e me
dias moveis sazonal definidos, tambem, em II.3;

{a,, t=1,N-d-sD } - sequencia de variaveis aleatdrias inde

pendentes e normalmente distribuidas.

A equagao (3.34) pode ser representada,de for
ma compacta, por (p,d,q)x(P,D,Q)s com (p,d,q) representando a ordem
dos operadores nao sazonais e (P,D,Q)s, a ordem dos operado
res sazonais. Evidentemente, se o modelo & ndo sazonal, so

mente a notacao (p,d,q) & necessaria.
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I11.9 - IDENTIFICACAO DO MODELO

0 proposito do estagio de IDENTIFICACAOD e
determinar os graus das diferencas simples (d) e sazonal
(D), requeridas para produzir estacionaridade, bem como a
ordem nao sazonal e sazonal dos operadores autoregressivos
(AR) e medias moveis (MA) da serie adequadamente diferen-
ciada. Isto pode ser conseguido ap0s o exame cuidadoso do
grafico da série e das funcoes de autocorrelacdao e autocor

relacao parcial estimadas.

Para modelos nao estacionarios sem componen
te sazonal, a fungao de autocorrelagao decresce linearmen
te; a ocorrencia de picos em intervalos que sejam multi-
plos inteiros do periodo de sazonalidade (s) indica, em ge
ral, que uma diferenca sazonal e requerida. Para a deter
minacao do grau adequado de diferenciacdo, um cuidado espe
cial deve ser tomado, visto que a variancia da serie de-
cresce com o grau da diferenca até que se obtenha estacio

naridade e cresce novamente com a sobrediferenciacao.

IIT.9.1 - FUNGCAO DE AUTOCORRELACAO DA AMOSTRA

0 coeficiente de correlacao linear simples

entre duas variaveis X e Y (R, ) pode ser encarado como

Xy
uma medida de ajustamento de uma equacao da forma,

(3.35) Y = a + B8 X

ny pode ser estimado por,



63

(3.36) ny =
/ NI ox: - (z x.)2 V/N z y? - (z y_)2
1 1 1 1
onde os somatorios se extendem de i=1 3 i=N. R pode va

Xy
riar no intervalo (-1 , 1). A um valor de ny = 0 corres

ponde a uma ausencia de correlacdo; para ny = 1 tem-se
uma correlacao linear positiva perfeita, .enquanto que
ny = =1 mostra uma associacao linear perfeitamente nega

tiva. 0 sinal indica se y cresce ou decresce com o au
mento de x . Em geral se supoe que os valores da varia-
vel dependente, y , sao normalmente distribuidos em torno
da reta de regressao ajustada aos dados e, os desvios das

observacoes em relagao a linha ajustada, independentes.

Ao quadrado de ny denomina-se coeficiente
de determinacao. Fisicamente representa a percentagem da

variacao de y que & associada a uma dada variacdo em x.

Se, por outro lado, o conjunto de dados e
relativo a séries de tempo estacionarias, pode-se aplicar
(3.36) para se estimar os coeficientes de autocorrelacao
entre os valores da variavel x, e a mesma variavel defa

sada de k unidades. O0s coeficientes de autocorrelacao

para um particular intervalo k, s3o estimados por,

(3.37) . (N-k) (= Xi XipW) © (z Xi) (Z X1+k)

/ (N-K) 3 (%)-(2 x;)®  / (Nk) = (2, )~(F %:,)?

—

neste caso, 0s somatorios se extendem de i=1 a i=N-k.
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A R, > expresso como funcao de k, da-se o
nome de funcao de autocorrelacao da amostra. O exame des
ta funcao indica os intervalos ou periodos, em relacao aos
quais, os dados das series de tempo podem ser correlaciona

dos.

Se previamente os dados sao padronizados, a
expressao anterior, para N suficientemente grande, se re-

duz a,

(3.38) R T 2avk 5 o Nk

A funcdo de autocovariancia da amostra para

series temporais com meédia zero €, entao, estimada por,

4 _ 1
(3.39) Ck = - 121 X5 Xig
Segue-se que,

C C
(3.40) R = —F - __K
2

C S
0 X

Um ponto importante a ser realcado @ 0 erro
padrao das estimativas das autocorrelagoes. A variancia
de Rk’ para um processo normal estacionario, fornecida por

BARTLETT (1946) e dada por,

o

~ 1 2 - 2.2
(3.41) VAR (R)) = - .L, {p\) TPk Py-k TPy Py B t2R0y

1
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onde,pv € a autocorrelacao teorica defasada de v unida-
des, definida por,
Y

N
(3.42) o

Yo

com, vy sendo a autocovariancia teorica de ordem v .

Para um pfocesso, no qual todas as autocor-
relacoes o, sao nulas para v > g, a aproximacao de Bartlett

fornece,

(3.43) VAR (R

2
‘A
—_
+
™~y
<
N Mo
N
©
< N
| I
=~
Vv
0

O ==

Expressoes semelhantes foram obtidas por

Bartlett para a covariancia entre autocorrelacbes estima-

das, Rk e Rk+s Em particular, para grandes valores de
k, tem-se,

_ . q o
(3.44) cov {7 Rk, Rk+s:{ = T \)=%°o p\) p\)+s

0 resultado de Bartlett mostra que um cuida
do especial deve ser tomado ao se analisar as autocorrela-
coes estimadas, visto que para valores proximos pode exis

tir uma alta correlacao.

BOX e JENKINS (1970) sugerem que o maximo va
Tor de k, no calculo da funcdo de autocorrelaciao da amos-

tra, nao ultrapasse a N/4, onde N & o comprimento da série.
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I11.9.2 - FUNGAO DE AUTOCORRELACEO TEGRICA PARA MODELOS
AUTOREGRESSIVOS (AR), MEDIAS MOVEIS (MA) E MIS-
TOS (ARMA)

I11.9.2.1 - MODELOS AUTOREGRESSIVOS

Seja um processo autoregressivo estaciona-

rio de ordem p, definido pela equagao (2.27).

Multiplicando (2.27) por Z e tomando os

t-k
valores esperados obtem-se,

(3'45) Yk=¢1 Yk_1+¢2 Yk_2+"'+¢p Yk_p 9k>0
Dividindo (3.45) por Y, Vem,

(3.46) o = b, pk-—’l+¢2 +¢pp , k>0

pk“2 + ... k-p

Substituindo k= 1,2, ...,p em (3.46), obtéem-
se um conjunto de equacoes lineares para ¢1,¢2,...,¢p em
termos de p,,p, ,...,pp . A esse conjunto da-se o nome de
equacoes de Yule-Walker que, em termos matriciais sao re-

presentadas por,

oB 1 Py P, ---pp_ﬂ ¢y

<P Py T P e B %
(3.47) _ .. .
O..’I

"p %=1 Pp-2 Pp-s *p
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A equacao (3.47) pode, também, ser represen

tada por,
(3.48) ) (B) p, =0 , k=1,2, ... ,p
p k
onde, ¢p (B) =1 -¢, B -¢, B2 - ... - ¢p BP e B opera

agora em k e nao em t.

Escrevendo ¢p (B) como um produto de mono-

mios, tem-se:
p
(3.49) ¢ (B) = 1I (1 - G, B)

Entao, a solucdo geral de (3.46) & dada por,

k K
(3.50) o = Ay G + Ay Gyt ...+ A Gg

_1 1 -1 _ - ~
onde, G, , G, , ... , Gp sao as raizes da equagao carac

teristica ¢p (B) = 0.
A condicao de estacionaridade requer que
|61[ < 1, ¥1 = 1,p . Entao se as raizes Gi sao distintas,

pode-se ter dois casos:

- - ' k
(a) a raiz 61 e real = Ai Gi — 0 quando k—= <. A fun
cao de autocorrelacdo assume um aspecto exponencial decres

cente;

(b) o par de raizes complexas conjugadas Gi R Gj contribui
com o termo A df sen (2m f k + ¢) onde d @& o fator de
amortecimento, f, a frequencia e ¢ , a fase. A funcao de

autocorrelacao tem o aspecto de uma senoide amortecida.
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Para o caso de um processo autoregressivo de

primeira ordem, tem-se:

(3.51) o =0, o, » k>0

(3.51.a) p =1 = o = ¢f

, k>0
0 k —

Logo, para um processo AR (1) a funcao de
autocorrelacao decresce exponencialmente a zero quando ¢,
e positivo; para ¢, negativo, o decréscimo e acompanhado

de uma oscilacao.

Para um processo AR (2):

Expressando p, e p, em termos de ¢, e ¢, ,

obtem-se para valores iniciais:

¢,
Py, =
1-¢,
e,
2
)
p, = ¢, + ————ro0
1T - ¢,

A solucao geral para a equacao em diferen-

cas (3.52) e dada por,

k

2k 2
k G1(1-G,)G,-G, (1-G;) G,

k
(3.53) o = AGi+AG, =

(G, - Gy) (1 + Gy Gy )
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_1 —1 -~ Ll ~ - -
onde ., G, e G, sao as raizes da equacao caracteristica

Se as raizes sao reais (¢i + 4 ¢, >0), a
fungao de autocorrelacdo consiste de uma mistura de expo-
nenciais amortecidas. Se as raizes forem complexas conju
gadas (¢§ + 4 ¢, < 0) o processo autoregressivo de segunda
ordem apresenta um comportamento pseudo-periodico. A fun
cao de autocorrelacao tem o aspecto de uma sendide amorte

cida.

I1I1.9.2.2 - MODELOS MEDIAS MOVEIS

Seja um processo medias moveis dinversivel-
inversibilidade e uma condicao necessaria para garantir a

unicidade - de ordem q, definido pela equacao (2.30).

Usando (2.30) a funcao de autocovariancia pa

ra um processo medias moveis de ordem q & dada por,

(3.54) v =E{(a-6,a_-...-0 .-8

k £ q 2t-q) oo ®12ppg 02t}

Por conseguinte, a variancia do processo va

le:
(3:85) v, = (1+07 +02 + ... +87) o
e,
-0. . L 1 2 =
( ek +6, 6 k1 0,0 0t .o #8 q—keq )"a’ k=770
(3.56) v = )
0 ak>q
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Entao, a funcao de autocorrelacao & dada

por,

(3.57) p, = =

0 ‘ » k>g

Logo, a funcao de autocorrelagao para um pro
cesso medias moveis de ordem gq, assume o valor zero para

todo k > q.

IT1.9.2.3 - MODELOS MISTOS

Para processos mistos, autoregressivo de or
dem p e médias moveis de ordem q satisfazendo, respec
tivamente, as condigoes de estacionaridade - a equagao ca
racteristica ¢p (B) = 0 possuindo todas as raizes fora do
circulo unitario - e inversibilidade - as raizes de qﬁB)=O,
caindo fora do circulo unitario - a funcao de autocorrela
cao tem o aspecto de exponenciais é/ou senoides amorteci-

das, para k > q - p.

II1.9.3 - FUNGCAO DE AUTOCORRELAGAO PARCIAL DA AMOSTRA

Da mesma forma que a funcao de autocorrela
cao, a finalidade precipua da funcdo de autocorrelacao par
cial e a ajuda na identificacao da ordem e classe do mode

1o que possa melhor se ajustar a uma.serie de tempo observada..
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Representando por ¢kj’ o j-esimo coeficien

te da equacao (3.46), tem-se:

(3-58) pj = ¢k’] pj-’l + ¢k2 pj-2 oot ¢kk pj—k s J=1.k

Sob a forma das equacoes de Yule-Walker,vem:

0, 1 0, P2 T Pi-a Pk
pz p]_ 1 pl eee pk_2 ¢k2
(3.59) ) = . . . .
°y k-1 Pk-z Pkes T T Pk
Resolvendo-se estas equacoes para k=1,2,3,...,
obtem-se:

q)ll = pl 3

1 pl}

LP p P, = P
¢22 = ! 2 = 2 ! 3

1 1

pl} - 2

P, 1

- o, o]

Py 1 P2

P2 P1 Ps] ) )
byy = = - e, assim por diante.

1 Py Py

0, 1 o,

P2 Pi 1 |
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A ¢kk expresso como funcao de k da-se o

nome de funcao de autocorrelacao parcial.

A estimacao da funcao de autocorrelacao par
cial pode ser obtida atraves da substituicdao de pj por sewu .

estimador, Rj’ isto e,

(3.60) RJ=¢k R._1+¢k2 Rj_2+...+¢kk Rj_k 9J=19k

1]
obtendo-se, desta forma, um conjunto de j= 1,2,...,k equa
coes que devem ser resolvidas para k= 1,2,..., Como obser

vagao, cabe ressaltar que este procedimento nao deve ser
empregado quando os parametros assumem valores proximos a
faixas de nao estacionaridade. A funcdo de autocorrelacao
parcial pode também‘ser'estimada pelo coeficiente de mais
alto grau de modelos autoregressivos de ordem 1,2,3,... ,
respectivamente, utilizando-se estimadores de minimos qua

drados.

Por outro lado, QUENOUILLE (1949) mostrou que
para um processo autoregressivo de ordem p as autocorre
lacoes parciais estimadas para ordens maiores ou igquais a
(p+1) sao aproximadamente independentes e normalmente dis
tribuidas com meédia zero e variancia dada por,

(3.61) VAR (9,) = —— , k> p+1
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I11.9.4 - FUNGAO DE AUTOCORRELAGAO PARCIAL TEORICA PARA
MODELOS AUTOREGRESSIVOS (AR), MEDIAS MOVEIS (MA)
E MISTOS (ARMA)

ITI.9.4.1 - MODELOS AUTOREGRESSIVOS

Para processos autoregressivos estaciona-
rios de ordem p, a funcao de autocorrelacao parcial assu
me valores nao nulos para k > p. Este resultado & uma con
sequencia natural da definicdo de funcdo de autocorrelacao

parcial.

I11.9.4.2 - MODELOS MEDIAS MOVEIS

A fungao de autocorrelagdo parcial para pro
cessos inversiveis médias moveis de ordem q tem uma
extencao infinita sendo seu aspecto dominado por exponen-

ciais e/ou senoides amortecidas (BOX e JENKINS, 1970).

A partir da equagao (3.57), para um proces

so medias moveis de primeira ordem, tem-se que:

(3.62) p, =———— e p =0, K>1

(3.63)
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Entao, se | o] < ef , a funcdo de autocor-
relacdo parcial € dominada por uma exponencial amortecida.

Se p, e positivo, entdo o e negativo e vice-versa; no

1
primeiro caso a funcao alterna o sinal; no segundo e nega-

tiva (BOX e JENKINS, 1970).

A funcao de autocorrelacao parcial para pro
cessos medias moveis de segunda ordem & denominada por uma
soma de exponenciais - raizes de 0, (B) = 0, reais - ou de
uma senoide amortecida - raizes de 8, (B) = 0, complexas
conjugadas. Seu comportamento pode ser comparado -ao da

funcao de autocorrelagdo para um processo AR (2).

ITI.9.4.3 - MODELOS MISTOS

Para um processo misto ARMA (p,q), satisfa
zendo as condicoes de estacionaridade e inversibilidade |,

tem-se que:

onde, 6 (B) & uma serie infinita em B. Entdo, a funcao
q

de autocorrelacao parcial para um processo misto tem exten
sao infinita. Seu aspecto & dominado por uma mistura de
exponenciais e/ou senoides amortecidas para k > p - q (BOX

e JENKINS, 1970).
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ITI.9.5 - MODELOS SAZONAIS

0 processo sugerido para identificacao do
modelo referente a uma serie de tempo com componente sazo-

nal e semelhante ao de uma serie nao sazonal.

Entao, para um processo medias moveis sazo
nal, a funcao de autocorrelacao sera composta de valores nu
los para k > q + SQ, sendo valida, também, a aproximacgao

de BARTLETT (1946),

(3.64) VAR (R , k>qg+ sQ

=]~
i
—_
-+
™
™~
o]

K

De forma analoga, para processos autoregres
sivos sazonais, a funcao de autocorrelacao parcial assume
valores nulos para k > p + SP. Neste caso, e valida, tam-

bém, a expressao fornecida por QUENOUILLE (1949),

(3.65) VAR (§,,) = —— ., k > p + SP

Em adicao, BOX e JENKINS (1970) apresentam
uma tabela de funcoes de autocovariancias ( autocorrelacoes )

teoricas para modelos com diferentes valores de p,q,P e Q.
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Suponha-se que 0 processo gerador de uma s§

rie { Z t = 7,0 } seja um modelo ARIMA (p,d,q). Ponha-

.t ?
se como objetivo a estimacao dos parametros ¢1,...,¢P e
61,...,eq deste modelo. O problema & equivalente a esti-
mar 0S parametros ¢'s e 8's do modelo estacionario ARMA

(p,q), associado, o qual pode ser escrito por,

(3.66) 8y =W~ by W, e = p e * 0y A gt 4B B

q t-q

onde,

Ao se minimizar a soma dos quadrados dos re
siduos, a,, obtém-se estimativas aproximadas de maxima ve

rossimilhanca para os parametros (BOX e JENKINS, 1970).

De acordo com BOX e JENKINS (1970) estas es
timativas podem ser obtidas pela utilizacao de dois proce-

dimentos gerais:

(i) calculo condicional da soma dos quadrados dos resi

duos at ou,

(i1i) calculo nao condicional da soma dos quadrados dos

residuos a,

Observando a equacao (3.66) nota-se que 0

problema maior reside em nao se dispor dos valores iniciais.
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0 contorno desta situacao, no caso de se

adotar o procedimento (i) pode ser feito de duas maneiras:

(ia) colocando todos os valores iniciais iguais a zero

Neste caso, se n = N-d & suficientemente grande, obtém-se
bons resultados, a menos que a]guns zeros do polinomio au
toregressivo estejam proximos do circulo unitirio. Se isto
acontecer, longos e demorados transientes podem ser intro

duzidos;

(ib) fazendo os p primeiros valores de ay iguais a
zero, isto €, calcula-se os a's a partir de t = p+1. Se
o tamanho N da serie for grande (ou, n= N-p-d, grande),

a perda de informacao sera desprezivel.

Caso o modelo seja um IMA (d,q), (ia) e (ib)

sao identicos.

Para o procedimento (ii) um calculo preli-
minar em sentido inverso € feito, tomando-se as esperancas
condicionais da equagao (3.66), isto & [ w_j],j=0n,2,.“,p.
Estes valores condicionais s3do as previsoes inversas de
Wy necessarias ao inicio da recursio. Esta técnica @

chamada de "back forecasting"e & descrita sucintamente a

seguir.

A equacao (3.66) pode, alternativamente,ser

escrita por,

(3.67) ¢, (B) w

ou por,
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com e, sendo uma sequencia de variaveis aleatorias inde
pendentes com média zero e variancia gé = g;
Bs equacoes (3.67) e (3.68) da-se, respec

tivamente, o nome modelo adiantamento e modelo atraso.

Tomando-se o valor esperado condicional de

(3.68), obtem-se:

(3.69) ¢, (F) {wt] = 84 (F) [et]

[wt] = W, » para t=1,n e igual a previsao inversa para

t < 0,

[¢>]
+
| ISR
I

= E [et | ¢ . 8 , w] , para t=1,n e igual a zero
n, V] v}

para t > n+1

A equacao precedente & utilizada para gerar

previsoes inversas.

A expectancia condicional de (3.67) conduz
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A equagao (3.70) representa a condicao ne-

— . 1 .
céssaria para se dgerar oS [at] S requemdos.

No. caso de um modelo multiplicativo sazonal
0s mesmos procedimentos podem ser utilizados. A equacgao

(3.34) mostra como os residuos a dependem dos parame-

t
tros. Entao, ao se adotar o procedimento (ii), os proces

sos atraso e adiantamento podem ser escritos como:

(3.71) o, (F) & (F%) w, = 5 (F) ¢ (F) e,
e,

(3.72) 4, (B) o (B%) v, = 8, (B) & (B%) a
onde,

wt = Vd VE Ct

Tomando-se os valores esperados condicio~

nais das equacgoes anteriores, vem:

(3.73) o, (F) & (F) ['wt] = 8, (F) oy (F%) [- e, ]

A equacao (3.73) e utilizada para gerar os
"back-forecasts" ( w—j] » J=0,1,2,...) necessarios a

obtencao dos [ at] S da equacgao (3.74).
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Deve-se ressaltar que na estimacao dos pa-
rametros pelo metodo dos minimos quadrados podem ser obti
.dos tambem os respectivos erros padrdo de estimativa, atra

ves da matriz de variancia-covariancia dos estimadores.

ITT.11 - TESTES DE VERIFICACAO

Concomitantemente com os testes de verifica
cao, chega-se ao Ultimo estiagio da modelagem Box e Jenkins
ou, em ultima analise, ao Ultimo estagio do ciclo ora proposto.
Os testes, alem de fornecerem uma medida da aderéncia do (s)
modelo (s) filtrado (s) nos estagios anteriores, devem
ser capazes de indicar uma maneira pela qual um modelo ina
dequado deve ser modificado. Tem-se, entao, para cada mo
dificacao, uma repeticao total ou parcial dociclo Yevijevich-

Box e Jenkins.

0 sobreajustamento, assunto da secao III.11.1,
€ o primeiro dos testes considerados. Objetiva verificar
se a identificacao do modelo foi correta ou, se incorreu-
se em um subajustamento, isto €, na adocao de um modelo com

menos parametros que o necessario.

—

As secoes III.11.2 a III.11.4 se vrelacio-
nam com as importantes hipoteses postuladas aos residuos:

independencia e normalidade.

A secao III.11.5 mostra a maneira pela qual
os residuos podem ser utilizados, para se efetuar modifica

coes em um modelo inadequado.
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ITI.T1.1 - TESTE DE SOBREAJUSTAMENTO

Tendo-se identificado o que se acredita ser
o modelo correto, pode-se coloca-To em suspeigao pelo ajus
tamento de um modelo mais elaborado. A aceitacdao de um mo
deTo com um numero adicional de parametros estd condiciona
da aos estagios de estimac3o e verificagdao. Os parametros
adicionais devem ser estimados para o modelo mais complexo
somente onde se teme que o modelo mais simples seja fraco.
Por exemplo, se a funcao de autocorrelagao possui valores
significantes nos "lags" 1 e 3 e houve razbes para que um
modelo MA (1) fosse previamente estimado, entdo, o modelo
para verificar, atraves do sobreajustamento, o modelo esti

mado, seria um MA (3) com 6, = 0.

Com auxilio do erro padrdo da estimativa de
O, pode-se decidir pela aceitacao ou nao do modelo mais
completo. No entanto, a aceitacao final fica condicionada

aos testes de verificacao.

Deve-se frisar que um cuidado especial deve
ser tomado visto que uma redundancia pode ocorrer quando
se aumenta simultaneamente as componentes AR e MA de um

modelo.

ITI.11.2 - ANALISE DAS AUTOCORRELACODES DOS RESIDUOS

Suponha-se que se tenha ajustado a uma se-

rie particular de dados { Z t= 1,8 '} um modelo definido

t5
pela equagao (2.34).
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Com os estimadores de maxima verossimilhan

ca, § e 6 , pode-se obter uma estimativa dos residuos
Y] Y]

atraves de,
(3.76) a, = b

E possivel mostrar (BOX e JENKINS, 1970)que

M1

se o modelo adequado, entao,

~ 1
(3.77) a, = a,. + 0 ( )
t t S
onde,
n = N-d,

ou seja, a menos de um infinitésimo de mesma ordem que

-1/2
(n) ,0s residuos estimados sao iguais aos verdadeiros

e desconhecidos residuos ay Entao, com o crescimento de
n, a serie de residuos estimados se aproxima de um ruido

branco.

Em particular, se o modelo € correto, suas

- ~
autocorrelacgees, Rk (a), serao para valores moderados e
grandes de k, nao correlacionadas e tenderdao a uma distri

buicao normal assintotica, isto &,

~ 1
(3.78) Ry (a) ~ N (0 ; —)
n
Na realidade, este resultado & sugerido por

um outro devido ANDERSON (1942). Para as autocorrelacoes
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estimadas dos residuos verdadeiros, a tem-se,

t?

Entretanto, BOX e PIERCE (1970) mostraram
que quando os residuos sao substituidos por suas estimati
vas, obtidas apos se ajustar a forma correta do modelo, es
te resultado e distorcido para pequenos valores de k. En

tao, Rk (Et) pode ser altamente correlacionada e suas va-

i~ . . 1
riancias podem ser muito menores que - -

ITT.11.3 - TESTE DE PORTMANTEAU (BOX e PIERCE)

0 teste anterior considerava as autocorrela
coes Rk (a) individualmente. Uma alternativa consiste em
se considerar as L primeiras autocorrelacoes como um to-

do. Nisto baseia-se o teste de "pdrtmanteau".

Suponha, entao, que o modelo ajustado seja
aquele dado pela equacao (2.34). Entao, se o modelo & apro

priado, a estatistica Q, definida por,

L ~
(3.80) Q=n 3 ( Rk (a) )2

tem uma distribuicao qui-quadrado assintotica com wv=L-p-q
graus de liberdade. Se o modelo & inadequado, os valores

de Q serao elevados.

Por intermedio da estatistica Q pode-se
formular um teste de hipoteses sobre a adequabilidade, ou

nao, do modelo.
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Em relagcao ao numero de autocorrelacbes a
serem estimadas, deve-se tomar o valor de L suficientemen:
te grande, de tal forma a garantir que os pesos wj’ do mo

delo escrito sob a forma,

(3.81) w, = ¢5“ (B) 6, (B) ay = v (B) a,

possam ser desprezados para j > L.

Para a situacao mais geral, ou seja, quando

o modelo apresenta componentes sazonais, tem-se que,

(3.82) Q ~ x* ( L-p-q-P-Q)

neste caso, deve-se ter L= 4s (HIPEL, 1975).

IIT.11.4 - TESTE DO PERIODOGRAMA ACUMULADO

Um outro teste a ser aplicado consiste no

periodograma normalizado acumulado da série de residuos

{ a, » t=1,n }, definido por,
J
. Z .
(3.83) ¢ (fj) = =2 T (fi)

onde,
2 n 2 n 2
(3.8%) I(fi)=—|( I a, cos 2nfit)™+( % a, sen 2nfit)
n t=1 ¢ t=1 0

e o0 periodograma da séerie { a.l
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fi = — , a i-eésima frequéncia e,
. ;
. :
(3.85) o2 = — izq I (fi)

a estimativa da variancia da serie de residuos, 0; , com

- n-1 - =
L = — > se n e par ou, L= —— se n e Impar.

A grande vantagem de se utilizar o periodo
grama acumulado se prende ao fato de que ele ajuda a iden
tificacao de nao aleatoriedades periodicas remanescentes.
MeThor dizendo, em algumas situacdes, particularmente quan
do se trabalha com series de tempo sazonais, pode ocorrer
que nao se tenha adequadamente considerado as caracteristi

cas periodicas da serije.

Como, C (fj) representa uma estimativa de
P (fj) / og onde, P (fj) e o espectro acumulado, tem-se
que o grafico C (fj) x fj, para um ruido branco, apresen
ta um comportamento Tinear entre os pontos (0;0) e (0,5 ;1).
Em contrapartida, o periodograma acumulado para séries nao
aleatorias apresenta desvios significantes em relacdao a re

ta que passa por estes pontos.

Na pratica, entretanto, nao se dispoe  dos

s mas somente se seus valores estimados a's. No entan

a
to, para grandes amostras o periodograma para os a's pos
sui propriedades semelhantes ao dos a's (BOX e JENKINS,

1970).

Por outro Tado, o periodograma acumulado es
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ta para o espectro acumulado da mesma forma que a funcao
de frequencia acumulada empirica esta para a funcao de dis
tribuicao acumulada. Ent3o, desde que se considere os g's
como ruido branco, pode-se probabilizar os afastamentos do
periodograma acumulado em torno do valor esperado ( reta
unindo os pontos (0;0) e (0,551) ). Em particular, um tes
te como o de Kolmogorov-Smirnov pode ser utilizado (HIPEL,

1975)
A probabilidade assintotica de que,

K

(3.86) MAX | C (f3) - 2 fj | » A
J n-1
e

onde, [ n;1 } representa a parte inteira do numero dentro

dos colchetes, € o nivel de significancia,

_ 2 2
- ZkK u

Limites de confianca para o ruido branco po
dem ser desenhados no grafico do periodograma acumulado
atraves de linhas paralelas distando, para a direita e pa-

ra a esquerda, k, / da reta que une os pon-

tos (0;0) e (0,5;31).

Valores aproximados de kA em fungao do ni

vel de significancia XA sao fornecidos na tabela que se segue.
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A 0,01 0,05 0,10 0,25

k 1,631 1,36 1,221 1,02

TABELA 3.1 - VALORES DE k PARA 0 TESTE DE KOLMOGOROV-
SMIRNOV. '

IIT.11.5 - MODIFICACAO DO MODELO ATRAVES DOS RESIDUOS

Suponha que os residuos b, de um modelo in

correto,

(3.88) %, (B) v ¢ = %,

sejam nao aleatorios. Admita, ent3ao, que com auxilio das

funcoes de autocorrelacao e autocorrelacao parcial seja

identificado, para a serie { by, t= T,n, n= N-d, }o, um

modelo da forma,

(3.89) ¢, (B) vi'b, = 8 (B) a

1 t q1 t

Eliminando-se b, nas equagoes (3.88) e (3.89)

obtéem-se o novo modelo,

(3.90) ¢ (B) o, (B) VOV
o 1

0 modelo dado pela equacao (3.90) deve, em
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seguida, passar pelos estagios de estimacdao e testes de ve

rificacao.

Um desenvolvimento similar pode ser feito

para o caso de uma serie com componentes sazonais.

IIT.12 - PREVISAO PARA 0 MODELO MISTO

II1.12.1 - FORMAS EXPLICITAS DO MODELO PARA A COMPONENTE
ESTOCASTICA DEPENDENTE PADRONIZADA Ty

Suponha que a componente estocastica depen
dente padronizada ¢ ¢ seja ajustado um modelo multiplica
tivo ARIMA sazonal conforme a equacgao (3.34). Esta equa-

cao pode ser reescrita como,

(3.91) o' (B) g, =6 (B) a

onde,

p+sP+d+sD

— - 1 _ ] 2 _ _ 1
=1 9, B o, B ) ¢p+SP+d+SD :

€ o operador autoregressivo generalizado de ordem p+sP+d+sD
tal que d+sD das raizes da equacao caracteristica ¢'(B)=0
estejam sobre e as demais raizes fora do circulo unitario.

6! (B)=0,(8) &, (BS)="1-6! B - 0} B2 ... - 0 450 pa+sQ
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e o operador médias moveis generalizado de ordem g + sQ
tal que as raizes da equagao caracteristica 6' (B)=0 caiam
fora do circulo unitdrio para garantir a unicidade (inver-

sibilidade) do modelo.

A equacao (3.91) pode, alternativamente,ser

escrita de tres formas diferentes:

(1) equacao em diferencas

(3.92) Sp =0 gt 9, o ¢p+sP+d+sD ;t—p-sP-d—sD *

-6, a,_,. -0, a

t-1 t-2 = o T eq+sQ at—q-sQ

(i1) soma infinita de residuos - de forma analoga 3 equa-

cao (2.21), tem-se,

(3.93) ¢, = %' (B) a,
ou
(3.93.a) Ty TtV A, o, ay _o +
onde,

8,(8) @Q(BS)

' (B)= =1+ y] B+ ¢, B+
d _D S
7€ v 0, (B) 0p(B°)
Os pesos wj (i= 1,2, ...) s3do obtidos igua

lando-se os coeficientes em B na equacao,

(3.94) ¢' (B) v' (B) = 0' (B)
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(iii1) soma infinita dos valores passados da serie, somados

a um residuo - por analogia a equacao (2.23), vem,

(3.95) ' (B) ¢, = a

t

ou
(3.95.a) g, =m) Cu_, * Ty Ty ot +oay
onde,

6,(B) o (B%) vd 2

m'(B)= P =1 -7 B-m B -
BS
04(B) &y (8°%)
Os pesos w& (j= 1,2, ...) sao obtidos igua

lando-se os coeficientes em B na equacgao,

(3.96) ¢' (B) = 6" (B) ' (B)

I11.12.2 - DERIVAGAO DA PREVISAO DE ERRO MEDIO QUADRATICO
MINIMO

Seja a serie {ct}, onde se conhece os valo
res Lis Tops -+- 5 Ly - Deseja-se fazer uma previsao de va

lores futuros da serie, Cepp (L= 152, 3, ... ). Seja

Tt (L) a previsao do valor Tisl - Suponha que z, (L) seja

uma funcao linear de valores observados da serie,

(3.97) g (L) =C (L) g+ Co (L) Ty, + C; (L) Zypp * -
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Como,

= 1 X
Et = at + P, at_1 + wz at_2 + ...

i )
at_1 + wl at_2 + wz at_3 + ...

_ 1 1
Ct—j = at-j + Y, at-j*1 + P, at—j-2 + ...

Entao , pode-se substituir (3.97) e obter:

3.98 Ly=9* a, +y* a + ¥ a + ...
( ) Ct( ) WL £ ¢L+1 £=1 ¢L+2 £-2
Deseja-se calcular yp* , y* s +.. . A pre
L L+1 .

visao de erro medio quadratico minimo,z, (L), & aquela que

i (
minimiza a expressao:

(3.99) E { gy - Et (L) 12

Mas, fazendo t= t+L na equagao (3.93.a) ,

vem:

(3.100) b+

— I ] ] 1
Seal™ AL TV Ay oy LI TPLL L UL T SPLEEE

Entao,

(3.101) Ly, - gt (L) 12 = a b e ? @2

12 2
gl F VT g P T Byt
| * 2 2 ] _ah% 2 .2
+ ( wm wL ) ag + (wL+1 ¢L+1) PR

+ soma de produtos do tipo
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( a, X a; ; i,j= 1.2,

C..
1 J

Tomando-se o valor esperado,

(3.102) E{zgy, -z, (L) ¥ =c2+9)%0

2
a a ) L-1 "a

+ (wi - wf)z 0,2 + (wl )2 62

+
a L+1 a

+ zero

Como a primeira linha @€ uma constante

tiva, o minimo da expressao acima ocorre quando,

p* o= g
L L

y* =9
L+1 L+1
* = wl
L+2 L+2

E, portanto,

(3.103) 1z, (L)= '

' a, + v Aty Bip * o

L+1

Note-se que a equacao (3.100) pode ser

pressa como,

(3.704) ¢y, = e, (L) + Et (L)

+ ...+ P2 g2

posi

ex-
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onde,

— y 1
(3.105) ey (L)= apy ¥ v, Qpyoqg T oeee t wL-1 LI

representa o erro da previsao.
Seja, [Ct+L] a esperancga condicional de

Cial dado o conhecimento de todos os «z's ate o instante

t. Entao,

L+1 81 ¥ LIJ|_+2 B ¥ e T [-Ct+LJ

ou seja, a previsao de erro medio quadratico minimo,na ori

(3.106) g, (L)=9/ ag+¥

gem t, para um periodo de tempo a frente t+L € a expectan

cia condicional de no instante t.

el
Tomando-se o valor esperado da equacao (3.105),

obtem-se:

(3.107) E { e, (L)} =0

A equacao (3.107) indica que a previsao e

nao tendenciesa. A variancia do erro de previsdo, vale:

(3.108) VAR {ey (L) } = (1 + 92+ %+ ... +wi:) ol

III1.12.3- TRES FORMAS BASICAS PARA PREVISAOQ

Sejam, respectivamente, {at+J e [ Ct+l ]

as expectancias condicionais de a e tomada
P ° t+L Ct+L ? adas

no instante t.
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Para L > 0, as tres diferentes maneiras' de

expressar as previsoes, sao:

(1) previsoes a partir da equacao em diferengas - subs
tituindo t por t+L na equagao (3.92) e tomando as espe

rancas condicionais, vem:

(3:109) [ een] =8 (1 =60 [aing] s

¢p+sP+d+sD [Ct+L—p—sP—d-s% * [ at+L} *

-9, [at+L—1J o 7 eq+sQ [at+L—q—sé}

(i) previsoes a partir de uma soma infinita de residuos
. tomando-se os valores esperados condicionais da equagao

(3.100), obtém-se:

(3.110) Tiol Lt (L)='L at+L} + ) [ CHR | + ... ¥

1 i ] 1 ]
+ ¢ at_H + P [ at_ +

(iii) previsoes a partir de uma soma infinita dos valores
passados da serie, somados a um residuo - fazendo t= t + L
na equacao (3.95.a) e tomando-se as expectancias condicio

nais, encontra-se:

(3.111) [ ct+g] = Zt (L)=:p& [:§t+L-{} + o, [Ft+L_é} +...+{:at+t]
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Com relacao ao calculo dos valores espera-

dos condicionais das equagoes (3.109), (3.110) e (3.111) ,

(>3}

note-se que se um inteiro nao negativo, entao,

[Ct-j} = S . §= 0,1,2,...

_Ct+j} =z, (J) , i= 1,2,3,
(3.112)

at—J:l = at-J= Ct_j Ct_J_,l(’l) s J= 051’2’

_ j ) O 2 = 192939

No presente trabalho, as previsoes para a

componente Ty foram obtidas a partir do procedimento (1i).

II11.12.4 - DISTRIBUICKO DAS PREVISOES

Se a serie ruido branco e normal e identica
mente distribuida com media zero e variancia og e, levan
do-se em conta as equacoes de (3.104) a (3.108), um futuro

' ~ L—/l
- - - - —~ . 2 1
valor Cyyp do processo possui distribuigao N[ct(L),wa jéo wj}’

onde wo = 1.

Por conseguinte, pode-se facilmente obter os

limites de confianca para as previsoes.

Por outro lado, examinando-se a equacao (3.108),
nota-se que se d+D > 0, a sequencia formada “pelos pesos

(j= 1,2,...) nao converge, acarretando que VAR{etUJ}—> o
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quando L —> « . De outra forma, se o modelo @ estaciona-
rio (d+D=0), VAR {e (L)} —> Y, (variancia da serie de
tempo) quando L — « e as previsGes tendem ao nivel medio

da serie.

Previsoes feitas a partir da mesma origem
t mas para diferentes periodos @ frente, L e L+m, sdao cor

relacionadas (ANDERSON, 1975):

(3.113) Cov [jet(L), e, (L+m)] = d; %51 v V'
j=0 J j+m
Isto significa que as previsoes feitas a par-
tir de uma origem fixa, para periodos de tempo a frente ,
tendem a superestimar ou a subestimar os valores reais.
As covariancias das previsBes tomadas a partir de diferen-
tes origens mas para o mesmo periodo de tempo a frente va

Tem (ANDERSON, 1975):

0 > Iml > L

(3.114) cov [et(L),et-er(L)] -

ol T v s [ml <L
j= j j+|m|

Para este caso, as previsoes sao correlacio

nadas somente entre as origens.
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II1.12.5 - ATUALIZACKO DAS PREVISOES

Utilizando as equacoes (3.110) e (3.112) ,
a previsao na origem t+1, para um periodo de tempo L pas

sos a frente, & dada por,
(3.115) g, (L)= wL 8y q Y ag + Y a4 * ...

A previsao para L+1 periodos de tempo a fren

te da origem t, vale:

(3.116) ;t(L+1)= P! a, + P! + P! a

a + ...
L+1 L+ 0 L+3

t-2
Subtraindo (3.116) de (3.115), vem:

(3.117) Cipq(L)= Ty (L#1) + wL I

A equacao (3.117) € utilizada para se atua
lizar as previsoes. Se as previsoes foram determinadas na
origem t para periodos de tempo 1,2, ... , L , a frente,

entao, quando estiver disponivel, calcula - se

Ct41

a - Ty (1) e as previsoes na nova origem t+1, pa

t+1 T Ctaq
ra periodos de tempo 1,2, ... , L-1, a frente, pela utili
zag3o da equacao (3.117). A ultima previsdo, Et+1 (Ly .,
pode ser obtida a partir da equagdo em diferencas (3.109),

em conjuncao com a equacgao (3.112).
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IIT.12.6 - PREVISAO PARA A SERIE ORIGINAL

As previsoes com os intervales de confianca
sao calculadas inicialmente para a serie transforma&a{Zé%j}.
Isto & obtido pela integracao da componente deterministica
do modelo com as previsoes e intervalos de confianca para
a componente estocastica dependente padronizada Ty ( a par
tir de uma das equagoes de (2.11) a (2.18) ).Em seguida,

uma transformacao no sentido inverso e feita para que se

possa obter os resultados desejados.

Se, por exemplo, a transformacao adotada for
a logaritmica e, o modelo de composicao para as medias e
variancias mensais for aquele dado pela equacdo (2.18),tem-

se que a previsao para a variavel transformada, L passos a

-

frente da origem t, Zéx)(L), e dada por,

(3.118) ZM Ly =X+ s (s z, (L))

t T T
A previsao para a variavel original €,neste

caso, obtida como,

20 (1)

(3.119) Zt (L) = e

Com respeito aos limites dos 1intervalos de
confianca de (1 - X )% basta que na equacao (3.118) se
substitua a previsao Zt(L) pelos valores correspondentes
aos referidos limites e se resolva, a partir dai, a equa-

cao (3.119).
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IV - APLICACAO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

IV.1 = INTRODUCGAO

Este capitulo tem como objetivo a aplicacao
dos modelos apresentados anteriormente, com vistas a se ob
ter previsoes univariadas. Os dados da serie hidrologica
temporal utilizada foram fornecidos pelo Departamento de
Engenharia de Geracao da ELETROSUL. Referem-se as vazoes
médias mensais no periodo de janeiro de 1941 3 dezembro de
1971, obtidas no posto fluviométrico de Salto Osorio (tabe
1a 4.1 e figura 4.2). Este posto esta situado na bacia do
Rio Iguagu, na Regiao Sul do Brasil, cuja Tlocalizacao e
mostrada na figura 4.1. A revisao bem como a consisténcia
dos dados foi feita, segundo a ELETROSUL, pela Universida-
de Federal do Parana, em 1973, tendo sido adotada, portan
to, a hipotese de consisténcia e homogeneidade dos mesmos.
A avaliacao dos desempenhos dos modelos mostrados nas se-
coes II.2 e II.3 com os desenvolvidos no capitulo III foi
feita para o ano de 1971 (nao pertencente a amostra utili
zada na estimacao dos parametros dos modelos) bem como pa-
ra os anos de 1968 (ano seco), 1970 (ano medio)e 1957 (ano

Umido) .

0O computador empregado para processamento
dos programas, utilizados nas secOes posteriores deste ca
pitulo, foi um IBM/370 modelo 145 com 1024 K bytes de memo
ria real e 16 M bytes de memoria virtual do Centro de Pro-

cessamento de Dados da ELETROBRAS.
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A secao IV.2 apresenta os resuitadds, quando
da aplicacao da metodologia de Yevjevich, em duas etapas:
analise estrutura] e previsﬁo. Para 0 programa da primei
ra fase foram gastos 48,14 seg. de CPU e para o da segunda,

1,27 segq.

A secao IV.3 re]aciona 0s resu]tados obti-
dos, pela aplicacao da metodologia de Box e Jenkins,em qua
tro etapas: transformagﬁo, identificagao, estimagao e tes
tes e previs&o. 0 tempo de CPU gasto pelo primeiro dos pro
gramas foi de 2 min. e 26,78 seg.; para o segundo 1 min. e
41,26 seg.; o terceiro gastou 7 min. e 30,98 seg. e o quar

to 46,08 seq.

Na segao IV.4 tem-se os resultados concer-
nentes 3 nova metodologia proposta: integracao entre a ana
lise estrutura] apresentéda por Yevjevich com os modelos
ARIMA de Box e Jenkins. As etapas foram: transformagﬁo R
analise estrutural, identificacao, estimacgao e testes e
previsao. Para a segunda, um novo programa foi desenvolvi

do, gastando 51,40 seg. de CPU.

Finalmente, na secao IV.5, tres critérios fo
ram utilizados no sentido de se avaliar os resultados obti
dos pelos tres métodos diferentes: soma dos quadrados dos
desvios das previsﬁes em re]ag&o aos valores observados ,
desvio maximo em va]or absoluto e, soma dos quadrados dos
afastamentos dos Timites superiores dos intervalos de 95%

em relagao aos valores observados.
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IV.2 - PREVISAO COM MODELOS DE YEVJEVICH

A analise estrutural proposta por Yevjevich
foi realizada de duas formas diferentes: na serie original
e no logaritmo neperiano da serie. Da primeira resultou o
modelo A-1, onde as previsoes foram obtidas atraves de uma
distribuicao log-normal de tres parametros ajustada a se-
rie independente. 0 modelo A-2, resultante da transforma
cao logaritma considerou uma distribuicdo normal ajustada
a componente estocastica independente. Neste caso, as pre
visoes para a serie original foram tomadas como sendo o0s

antilogaritmos das previsoes para a serie logaritmada.

As fases da analise estrutural para os mode

los A-1 e A-2 foram:
1) COMPUTAGCAO DAS ESTATISTICAS MENSAIS DA SERIE

As estatisticas media, variancia, desvio pa
drao, coeficientes de variacao, assimetria e excesso, men-

sais, para os dois modelos, constam da tabela 4.2.

2) SEPARACAO DAS COMPONENTES PERIODICA E ESTOCASTICA

Adotou-se, no presente trabalho, o metodo
parametrico para separar as componentes periodica e esto-
castica. Foi feita, também, a hipotese da existéncia de
componentes periodicas de 12 meses nas medias e desvios pa
droes mensais. Para os dois modelos, a analise harmonica
nas medias mensais forneceu os resultados mostrados na ta
bela 4.3. Os valores desta tabela foram estimados a par

tir das expressoes (3.7) e (3.8).
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MODELO A-1 MODELO A-2
HARMONICO
A B c A B, | ¢
] 29,815 | -149,699 | 152,639 | 0,092 | -0,098] 0,134 |
2 - 68,884 | - 38,240 | 78,786 | -0,066 | -0,062| 0,091
3 -143,118 | - 75,106 | 161,629 | -0,165 | -0,095| 0,190
4 - 0,811 1,300| 1,532| 0,021| 0,034} 0,040 |
5 18,200 1,326| 18,248| -0,004| -0,012] 0,013 |
6 2,800 0,000f 2,800 0,009| 0,000} 0,009 |
| 1
| COMP.CONTINUA 915,194 6,599

TABELA 4.3 - ESTIMATIVAS DOS COEFICIENTES DE FOURIER E DAS
AMPLITUDES DOS HARMONICOS DA FUNCAO PERIODICA CORRESPONDEN
TE AS MEDIAS MENSAIS DA SERIE DE VAZOES MENSAIS

0SORIO.

DE  SALTO

A significancia dos harmonicos foi testada

segundo o procedimento empirico da selecao de dois valores

criticos, Puin  © Pmay » Para a proporcao da variancia do

parametro explicada pelos seis harmonicos (YEVJEVICH,1972).
Para o modelo A-1, resultaram tres harmonicos significativos

e para o A-2, quatro. Em relacao a classificacao dos har-

monicos em ordem decrescente de significancia obteve-se ,

respectivamente: 3,1,2,5,6,4 e 3,1,2,4,5,6.

As medias mensais foram, entdo, ajustadas pe

las seguintes funcoes periodicas:
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MODELO A-1

X,= 915,194-143,118 cos (—— .7)-75,106 sen (<5 .7)+29,815
™ ™ . ™
—g—~.T)—149,699 sen (—— .T7)-68,884 cos (—— .T)-38,240
i

cos ( 5 3

sen(—g—.T)

MODELO A-2

X = 6,599-0,165 cos (—— .7)-0,095 sen (—— .T )+0,092 cos (5 1)+

-0,098 sen (—— .7)-0,066 cos (5~ -7)-0,062 sen (—— .1)+0,021

cos ( 22 .T)40,034 sen ( 22 .T)

A tabela 4.4 apresenta, para os dois mode

los, as médias mensais ajustadas.

MES MODELO A-1 MODELO A-2
JAN 723,000 6,468
FEV . 944,902 ‘ 6,665
MAR 909,485 6,683
ABR 695,083 6,409
MAI 738,092 6,357
JUN 959,613 6,627
JUL 971,770 6,595
AGO 888,135 6,412
SET 1058,670 6,690
ouT 1270,421 7,001
NOV 1089,646 6,803
DEZ 733,007 6,482

TABELA 4.4 - MEDIAS AJUSTADAS AS MEDIAS MENSAIS DA SERIE
DE VAZOES MENSAIS DE SALTO O0SORIO.
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A analise harmonica nas variancias mensais,
empregando as mesmas expressoes forneceu, para cada modelo,

0S parametros Aj ’Ej e Cj constantes da tabela 4.5.

~ MODELO A-1 MODELO A-2
HARMONICO j '

A. B. C. A. B. C.

J J J J J J
1 -142302,25 | -243735,00f 282235,13{-0,121 {-0,139 | 0,184
2 -101892,81 96174,00 140112,75-0,013| 0,061 | 0,062
3 - 31278,49 5985,99f 31846,13 0,011 | 0,007 | 0,013
4 6788,38 | - 91448,31f 91699,88-0,022 |-0,086 | 0,088
5 36737,43 | - 43280,64) 56770,17 0,040 | 0,022 | 0,046
6 - 32655,86 0,00} - 32655,86/-0,014 { 0,000 {-0,014

| COMP .CONTINUA 414568,375 0,413

TABELA 4.5 - ESTIMATIVAS DOS COEFICIENTES DE FOURIER E DAS
AMPLITUDES DOS HARMONICOS DA FUNCAO PERIODICA CORRESPONDEN
TE AS VARIANCIAS DA SERIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO 0S0
RIO.

Para o primeiro modelo a ordem dos harmoni
cos foi: 1,2,4,5,6,3, sendo todos os seis considerados sig
nificativos. 0 sequndo modelo mostrou a seguinte ordem:

1,4,2,5,6,3, sendo somente o0s quatro primeiros considera
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dos significantes.

As funcoes harmonicas ajustadas as varian-

cias mensais foram:
MODELO A-1

% = 414568,375-142302,25 cos (—— .t)-243735,00 sen (—— .t)+

T 6 6
T n 2m
-101892,81 cos (—— .T)+96174,00 sen (—— .7)+6788,38 cos(<"_ .7)+
3 3 3
-91448,31 sen (—2"— .1)+36737,43 cos (2T £)-43280,64
3 6
5m T
sen ( .T)-32655,86 cos (m.T)-31278,49 cos (—— .T) +
6 2

+5985,99 sen (—— .1)
2

MODELO A-2
S2 = 0,413-0,12 cos (- .1)-0,14 sen (—— .7)-0,02 cos (—2"— .7)
T 6 6 3
-0,09 sen (-2 .1)-0,01 cos (-"— .7)+0,06 sen (<"— .1)
3 3 3
+0,04 cos ( 5T .T)+0,02 sen ( o .T)
6 6

Para os dois modelos, a funcgao periodica ajus
tada aos desvios padrao mensais foi calculada como sendo

a raiz quadrada de S2
T

As variancias e os desvios ©Padrao mensais

ajustados, para os dois modelos, estao na tabela 4.6.
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uES MODELO A-1 MODELO A-2
VARIANCIAS | D.PADROES | VARIANCIAS | D.PADROES

JAN | 104401,63| 323,112 0,198 0,445
FEV | 396847,88 | 629,959 0,377 0,614
MAR | 262904,19 | 512,742 0,287 0,536
ABR | 114884,75 | 338,947 0,204 0,451
MAI | 406322,00 | 637,434 0,520 0,721
JUN | 423651,19 | 650,885 0,459 0,678
JUL | 689550,75| 830,392 0,593 0,770
AGO | 787052,50 | 887,160 0,737 0,858
SET | 848907,38 | 921,362 0,521 0,722
OUT | 419073,69 | 647,359 0,402 0,634
NOV | 371260,25| 609,311 0,358 0,599
DEZ | 149965,69 | 387,254 0,298 0,546

TABELA 4.6 - VARIANCIAS E DESVIOS PADREO AJUSTADOS AS VA
RIANCIAS E DESVIOS PADRAO MENSAIS DA SERIE DE VAZOES MEN-

SAIS DE SALTO OSORIO.

Como para ambos os modelos, A-1 e A-2, a hi
potese nula de que os coeficientes de variacdo mensais nao
diferissem de uma constante foi rejeitada, o modelo de com
posicao, para a média e variancia, ficou sendo aquele dado

pela equacgao (2.18).

A media e o desvio padrado da componente es

tocastica dependente, ep » para os modelos A-1 e A-2 R

2

constam da tabela 4.8.

As componentes estocasticas dependentes pa-

dronizadas para os dois modelos foram computadas como sendo:



MODELO A-T:

Cpx T €p.p * 0,007
MODELO A-2
= BT

P>T 1,002
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3) AJUSTAMENTO DE UM MODELO DE DEPENDENCIA R COMPONENTE ES

TOCASTICA DEPENDENTE PADRONIZADA.

Os coeficientes de correlacao mensais, estima

dos pela equacao (3.36), estao na tabela 4.7. 0 teste de
constancia para estes coeficientes, explicado na secao II.2,
indicou, para ambos os modelos, que eles poderiam ser con

siderados constantes, respectivamente iguais a 0,5239 e a

0,5938.

MES MODELO A-1 MODELO A-2
JAN 0,4970 0,6328
FEV 0,6872 0,6110
MAR 0,1875 0,3006
ABR 0,3310 0,5878
MAI 0,5803 0,6604
JUN 0,6863 0,7608
JUL 0,5808 0,6780
AGO 0,8337 0,7132
SET 0,3340 0,3808
ouT 0,5878 0,6727
NOV 0,5427 0,7020
DEZ 0,4395 0,4307
MEDIA 0,5239 0,5938

TABELA 4.7 - COEFICIENTES DE CORRELACAO MENSAIS

DE VAZOES MENSAIS DE SALTO 0SORIO.

DA

SERIE
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A escolha da ordem dos modelos autoregressi
vos foi feita de acordo com o método dos coeficientes de
determinac3dao, apresentado na secao II.2. Para o primeiro

modelo, encontrou-se Rf= 0,2740 ; R§ = 00,2741 e R§=0,2799.

2

0 modelo A-2, forneceu: R%= 0,3516 ; R3= 0,3516 e R§dL3528.
Entao, para ambos os casos, selecionou-se um modelo de de
pendencia autoregressivo de 12 ordem. Uma inspegao no cor
relograma da serie dependente padronizada confirmou esta

selecao.

4) AJUSTAMENTO DE UMA DISTRIBUIQKO DE PROBABILIDADE A COM
PONENTE ESTOCASTICA INDEPENDENTE .

E componente estocastica independente, estima

da a partir da equagao (2.20) para m=1 e ¢,= R , ajus-

1,T
tou-se, para o modelo A-1, uma distribuicao log-normal de
tres parametros, os quais foram estimados pelo metodo dos
momentos (YEVJEVICH, 1970). As estimativas dos tres para-

metros da distribuicao log-normal constam da tabela 4.8.

Os testes de ajustamento apresentaram os se

guintes resultados: QUI-QUADRADO: 19,250 e KOLMOGOROV-SMIRNOV :

0,055.
Como, x> = 19,250 < x? =19,675 e
0BS CRIT(95%,11)
A = 0,055 < A =0,072, aceita-se, a um nivel
0BS CRIT(95%,360)

de significancia de 5%, a hipotese de bom ajustamento.
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Em relacao ao modelo A-2, a distribuicao de
probabilidade ajustada foi a normal, cujos oS panametros
estimados, tambem, pelo metodo dos momentos, constam na ta

bela 4.8.

0s resultados dos testes de ajustamento fo-

ram: QUI-QUADRADO: 23,917 e KOLMOGOROV-SMIRNOV: 0,062.

Como, x* = 23,917 < 2 = 26,2 e
0BS CRIT(99%,12)
A = 0,062 < A = 0,072, aceita-se, a niveis
0BS CRIT(95%,360)

de significancia de 1% e 5%, a hipotese de bom ajustamento.

Os parametros utilizados nos dois modelos

encontram-se, de forma resumida, na tabela 4.8.

5) PREVISAO

A maneira como se obtem as previsoes, L pas
sos a frente de uma origem t, pre-fixada, a partir da me-

todologia de Yevjevich esta descrita no APENDICE I.

As previsoes e os intervalos de confianca
de 50%, 90% e 95% pelos dois modelos para 1971 (ano nao
pertencente ao historico), 1968 (ano seco), 1970 (ano mé-
dio) e 1957 (ano umido) estao respectivamente, nas tabelas

4.9, 4.10, 4.117 e 4.12.
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IV.3 - PREVISAO COM MODELOS DE BOX E JENKINS

Para a serie cujos valores se encontram na
tabela 4.1, aplicou-se a metodologia de Box e Jenkins com

o objetivo de se prever os anos de 1971, 1968, 1970 e 1957.

Com respeito aos resultados propriamente di

tos, pode-se destacar:

1) TRANSFORMACAO DE PARAMETROS

A transformacao de Box e Cox, como descrita
na secao III.2, foi aplicada a serie original, tendo-se ob
tido para estimativas otimas os valores: A¥=0,0 , A* =20,0
e y?=2,735, 0s quais indicaram uma transformagao do tipo:

ln (Z, + 20), onde Z, e a serie original.

t

Entretanto, obteve-se para A,=0,0 e A, =0,0
o valor x2= 5,211, sendo também aceita, neste caso, a hipo
tese nula a um nivel de significancia de 5% e 7 graus de
liberdade. Em vista desse fato e também porque na pratica,
a transformacao logaritmo natural & frequentemente razoa-
vel para dados sazonais de vazoes e principalmente atenden

do o criterio da parcimonia, optou-se pela transformacao:

A tabela 4.13 mostra o plano (A, X X,), no
entorno do ponto A,=0,0 e A,=20,0 , enquanto que a figura

4.3, a transformacao logaritmica adotada.
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(A)

FIG. 4.3 — TRANSFORMAGAO ADOTADA

2) IDENTIFICACAO DO (S) MODELO (S)

Uma inspecao nas funcoes de autocorrelacgao
e autocorrelacao parcial da serie tmmsfommda{Zikx}, estima
das a partir das equacoes (3.37) e (3.60), e nos seus res-
pectivos graficos indicou que uma diferenca sazonal (D=1)

era requerida. Entao, a identificacao do (s) modelo (s)

foi feita para a serie,

Utilizando-se as equacgoes (3.37) e (3.60) ,

obteve-se as funcoes de autocorrelacao e autocorrelacao



parcial da serie wy

123

(2)

0s modelos

identificados in

j-

cialmente, escritos de acordo com a equacao (2.42), foram:

B-1:

B_2:

ou,

B-1:

B-2:

3) ESTIMACAO DOS PARAMETROS DOS MODELOS B-1

(1—¢1 B)

(1 - ¢, B) (1 -9, Bl2) V¥

vy, I, =

de forma compacta:

(1,0,0) x (0,1,1),

(1,0,0) x (1,1,0),

12

t

e B-2

De acordo com a tecnica "back forecasting",

descrita na secao III.10, estimativas aproximadas de maxi-

ma verossimilhanca  -foram obtidas para os

dois modelos.’

parametros

dos

A tabela 4.14 resume os resultados obtidos.

ERRO PADRAO

VARIANCIA

COEFICIENTES | pa ESTIMATIVA | DOS RESTDUOS
$,=0,6065 0,0427 | |
-1 | . 0,318846
0,=0,8375 0,0305 |
$,=0,6033 0,0428
- 0,405483
¢,=-0,3586 0,0507

TABELA 4.14 - PARAMETROS DOS MODELOS B-1 e B-2 PARA A
RIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO 0SORIO.

SE
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4) TESTES DE VERIFICACAO APLICADOS A0S MODELOS B-1 e B-2

Os testes aplicados aos modelos, explicados

na secao III.11, foram:

(i) corre]ogréma dos residuos - os limites de 95% de con
fianca para as autocorrelacoes das estimativas dos resi-
duos, obtidos a partir da equagao (3.78), mostraram que en
quanto o modelo B-1 era adequado, o modelo B-2, por pos-
suir os valores R, (a) e R, ., (a) excedendo os Tlimites

de confianca, poderia ser inadequado;

(ii) periodrograma acumulado - os periodrogramas acumula
dos para os dois modelos, obtidos a partir:. da ' equacao
(3.83), apresentaram gréficoé que se assemelharam bastante

ao grafico de um ruido branco;

(iii) teste de portmanteau - as estatisticas Q, estimadas
pela equacao (3.82), indicaram que a hipotese de adequaci
dade do modelo B-1 era aceita a 95% de confianca, enquanto
que para o modelo B-2, esta hipotese era rejeitada. O0s re
sultados dos testes de portmanteau se encontram na tabela

4.15.

] . | QUI-QUADRADO
MOD. B-1 | MOD. B-2 | 1p57" (g5 )

Q PARA
0BS 43,449 79,659 55,8

40 G L

TABELA 4.15 - TESTE DE PORTMANTEAU PARA 0OS MODELOS B-1 E B-2 DA
SERIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO OSORIO.
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(iv) sobreajustamento - em se levando em conta os resulta
dos dos testes anteriores, os modelos selecionados para so

breajustar o modelo B-1, escritos de forma compacta,foram:
B~3: (2,0,0) x (0,1,1)12
B-4: (2,0,0) x (1,1,0),
B-5: (1,0,0) x (0,1,2);»

B-6: (1,0,0) x (1,1,1)1,

5) ESTIMACAO DOS PARAMETROS PARA 0S MODELOS B-3, B-4, B-5
E B-6.

Estimativas aproximadas de maxima verossimi
Thanga para os parametros dos modelos B-3, B-4, B-5 e B-6
e seus respectivos erros padraoc encontram-se na tabela

4.16.

ERRO PADREO | VARIANCIA
COEFICIENTES | pa £STIMATIVA DOS RESTDUOS
61= 0,6094 0,0537
B-3 $2= -0,0051 0,0538 0,318837
B1= 0,8374 0,0305
$.= 0,5789 0,0537
B-4 92= 0,0406 0,0537 0,404818
$1= -0,3618 0,0507
6= 0,5976 0,0432
B-5 1= 0,6693 0,0534 0,308887
8,= 0,1907 0,0537
b1= 0,5974 0,0431
B-6 21= 0,1881 0,0642 0,310600
S1= 0,8873 0,0314

TABELA 4.16 - PARAMETROS DOS MODELOS B-3, B-4, B-5 e B-6 PARA A SERIE
DE VAZOES MENSAIS DE SALTO OSORIO.
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6) TESTES DE VERIFICAGCAO PARA 0S MODELOS B-3, B-4, B-5 E
B-6.

Inicialmente aplicou-se um teste para veri
ficar a hipotese de que os parametros &2 dos modelos B-3 e
B-4 fossem iguais a zero. Este teste foi realizado em vis
ta dos estimadores de maxima verossimilhanca serem assinto
ticamente normais e eficientes, e porque aqueles parame-
tros apresentaram estimativas proximas de zero. Para ambos
os modelos, a hipotese nula de que ¢,=0 foi considerada :con
sistente a um nivel de significancia de 5%. Entao, prosse
gui-se com os demais testes apenas para os modelos B-5 e
B-6, em virtude dos modelos B-3 e B-4 terem recaido nos mo

delos B-1 e B-2 anteriormente analisados.

0 teste do correlograma dos residuos apre-
sentou, para os modelos B-5 e B-6, apenas um unico valor
nao pertencente ao intervalo de confianca das autocorrela-
coes estimadas dos residuos ("lag 18"). Como o numero de
autocorrelacoes testadas foi de 43, aceita-se que este va
lor corresponda a faixa de rejeicao de 5% do teste, ou
seja, aceita-se, a um nivel de significancia de 5% que os
residuos destes modelos representem estimativas 'do ruido

branco.

0s graficos dos periodogramas acumulados dos
modelos B-5 e B-6 mostraram um comportamento bastante 1i-
near entre os pontos (0;0) e (0,5;1), indicando a adequaci

dade dos modelos.



127

Quanto ao teste de portmanteau, a hipotese
nula de que os modelos B-5 e B-6 eram adequados foi acei-
ta para um grau de confianca de 95%. A tabela 4.17 sinte

tiza os resultados deste teste.

] < | QUI-QUADRADO
MOD. B-5 | MOD. B-6 | fxp” gra" )

Q PARA

0BS 36,400 37,623 55,8

40 G L

TABELA 4.17 - TESTE DE PORTMANTEAU PARA 0S MODELOS B-5 E
B-6 DA SERIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO 0SORIO.

Tendo-se em vista os resultados dos testes
aplicados aos residuos dos modelos B-5 e B-6 e, ressaltan
do-se mais uma vez o criterio da parcimonia, n3o se prosse

guiu com o teste de sobreajustamento.

Com relacao aos modelos B-5 e B-6 que serao
lTevados a fase de previsao, note-se que eles podem ser es-

critos, de acordo com a equacao (2.42), como:

MODELO B-5:
(1-, B) wik) - (1-9, B'? -9, B ) a,
onde,
WMoy (M) o 1pizy Ln g
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ou,

(1-0,5976 B) wi*) = (1-0,6693 B'*- 0,1907 B**) a,
MODELO B-6:

(1-0, B) (1-2, B'2) wix) = (1-0, B'2) a,
ou,

(1-0,5974 B) (1-0,1881 B'2) o(*) = (1-0,8873) a

t t

1y

7) PREVISEO

As previsoes e os intervalos 'de confianca
de 50%, 90% e 95%, obtidas pelos modelos B-5 e B-6,panra 0sS
anos de 1971, 1968, 1970 e 1957 constam, respectivamente,
das tabelas 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21.
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IV.4 - PREVISAO COM MODELOS MISTOS YEVJEVICH-BOX e JENKINS

Inicialmente as previsoes foram <calculadas
para a componente estocastica dependente padronizada
Esta componente foi obtida a partir do modelo de :composi-
cao selecionado na analise estrutural procedida na serie
transformada {Zﬁk) } . Este modelo de composicao, para a
media e variancia mensais, em combinac3ao com uma transfor-

macao inversa, forneceu os resultados requeridos.

As fases e os resultados obtidos pela inte
gracao das metodologias propostas por YEVJEVICH (1972) e

por BOX e JENKINS (1970) estao relacionadas a seguir:

1) TRANSFORMACAO DE PARAMETROS

A mesma transformacao de parametros explica
da na secao IV.3 foi realizada na série original. S3o va
lidos, portanto, os resultados apresentados na tabela 4.13,
bem como a figura 4.3, representando a transformacao ado-

tada.

2) ANALISE ESTRUTURAL PARA A SERIE TRANSFORMADA

Desde que a transformacao adotada foi a 1o
garitmo natural, as estatisticas mensais da serie transfor
mada sao as mesmas obtidas para o modelo A-2, da secao

IV.2. O0s resultados constam da tabela 4.2.

Para a separacao das componentes periodica

e estocastica do modelo foi adotado o método paramétrico ,
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descrito em II.2, em virtude da hipotese basica d, da se

cao III.3.

0 modelo de composicao para a media e va-
riancia mensais foi obtido a partir dos testes de constan
cia, descritos em III.7, realizados nas medias, variancias
e coeficientes de variagao mensais. Os resultados dos tes
tes estao, respectivamente, naé fiquras 4.4, 4.5 e 4.6 e
indicaram o modelo de composigao semelhante ao da equacao
(2.18), ou seja, tanto a meédia quanto a variancia e coefi-

ciente de variagao mensais sao periodicos

Como o modelo de composicao foi aquele dado
pela equacao (2.18) uma analise harmonica nas medias e va-
riancias foi realizada. Com relacao aos coeficientes de
Fourier estimados peltas equacoes (3.7) e (3.8) e das ampli
tudes dos harmonicos, sao validos os mesmos resultados en
contrados para o modelo A-2, os quais se encontram relacio

nados, respectivamente, nas tabelas 4.3 e 4.5.

A significancia dos harmonicos foi testada
de acordo com o procedimento descrito em III.6. Para as
medias mensais foram considerados significativos os harmo-
nicos de ordem 3, 1 e 2; para as variancias mensais, os de
ordem 1, 4, 2 e 5. Note-se que quanto‘as médias houve uma
economia de um harmonico em relagdo ao teste empirico pro
posto por Yevjevich. As médias e variancias mensais ajus

tou-se as seguintes funcoes periodicas:
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0,17 -

————— C. DE VARIAGAO AMOSTRAIS

INTERVALOS DE CONFIANGA DE 95%

0,15

0,13 -

0,091

0,071

0,05 -

JAN [ FEV [ maR | aBR [ Ma1 | yun | suL | aso | seT | ouT | Nov | DEZ |

FIGURA 4.6 -~ TESTE DE CONSTANCIA PARA OS COEFICIENTES DE VARIAGAO
MENSAIS DA SERIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO OSORIO
{ SERIE TRANSFORMADA)
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X = 6,599 - 0,165 cos (—g— . 1) - 0,095 sen (—%— ) +
+ 0,092 cos (—%— . t) - 0,098 sen (—%— . 1) - 0,066
cos (—— . t) - 0,062 sen (—— . 1).

3 3

si = 0,413 - 0,121 cos (—— . T) - 0,139 sen (—— . T) +
- 0,022 cos ( Zg T) - 0,086 sen ( Zg ) +
- 0,013 cos (—%— . t) + 0,061 sen (—g— . ) + 0,040
cos 52 . 1) + 0,022 sen ( 52 .oT)

As medias e variancias mensais observadas e
ajustadas e os respectivos intervalos de confianca constam

das figuras 4.7 e 4.8.

A funcao periodica ajustada aos desvios pa-
drao mensais foi calculada como sendo a raiz quadrada da
variancia ajustada. Neste caso, porque a funcao periodica
ajustada as variancias mensais foi a mesma que a ajustada
as variancias mensais do modelo A-2,s3o validos os resulta

dos apresentados na tabela 4.6.

As estimativas da media e desvio padrao da

componente estocastica dependente ep o estimada a partir

]

da equagao (2.18) foram, respectivamente, 0,004 e 1,002.En

L -0,004
foi estimada como: g _ = -P2T

tao, a componente
P Cp > T p,T 1,002

Os coeficientes de correlacao mensais da com-
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ponente €p,1 ° foram estimados a partir da equacao (3.36).
0 teste de constancia, descrito em III.7, indicou que es-
tes coeficientes nao eram significantemente diferentes de
uma constante sendo, entao, estimados por Q,5943. A figu

ra 4.9 apresenta o referido teste.

3) IDENTIFICACAO DO (S) MODELO (S) PARA A COMPONENTE
ESTOCASTICA DEPENDENTE PADRONIZADA

Com as funcoes de autocorrelacao e autocor-
relacao parcial das séries {z ] e {wg = V;, ¢, } , estima-
das pelas equacoes (3.37) e (3.60) identificou-se, inicial

mente, os modelos:

C-1 : (1,0,0) x (0,0,0)1,
C-2 : (1,0,0) x (1,0,0)12
C-3 : (1,0,0) x (0,0,1):,
C-4 : (1,0,0) x (0,1,1)2

De acordo com a equacao (3.34) estes mode-

los podem, tambem, ser escritos por,

C-1 = (1 -6, 8) g, = a,

C-2 : (1 - ¢, B) (1 - &, B'2) Ty = 8y

c-3 (1 - ¢, B) g, = (1 -0, B?) a,

c-4 : (1 - ¢, B) VvV, c, = (1 -6, Bl?) a,
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4) ESTIMACAO DOS PARAMETROS DOS MODELOS C-1,C-2,C-3 e C-4

Estimativas aproximadas de maxima verossimi
Thanga, obtidas a partir da tecnica "back forecasting",des

crita na secao III.10, para os quatro modelos constam da

tabela 4.22.
ERRO PADREO | VARIANCIA
COEFICIENTES | pn FSTIMATIVA | DOS RESTDUOS
C-1 6,= 0,5922 0,0425 0,651451
,= 0,5897 0,0426
C-2 0,648921
5,= 0,0645 0,0534
$,= 0,5889 0,0426
c-3 0,647987
©,=-0,0886 0,0533
4,= 0,5991 0,0430
C-4 0,780761
©y= 0,8675 0,0279

TABELA 4.22 - PARAMETROS DOS MODELOS C-1, C-2, C-3 e C-4
PARA A SERIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO OSORIO.

5) TESTES DE VERIFICACAO APLICADOS AOS MODELOS C-1, C-2,
C-3 e C-4

Segundo o descrito na secao III.11, os tes

tes aplicados aos modelos C-1, C-2, C-3 e C-4 foram:
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(1) correlograma dos residuos - as autocorrelacoes de or
dem 24, 26 e 31 das estimativas dos residuos, para os mode
los C-1, C-2 e C-3, excederam os limites do intervalo de
95% de confianca. Com relacao ao modelo C-4, a Unica auto
correlacao que nao pertenceu ao intervalo de 95% de confi
angca foi a de "lag" 26. Como o numero de autocorrelacoes,
testadas para o primeiro modelo foi de 41 enquanto que pa
ra os demais foi de 42, conclui-se que apenas o modelo C-4
e significante a 95%. Os modelos C-1, C-2 e C-3 sao,entre

tanto, significantes a 99%;

(i) perﬁodograma acumulado - os periodogramas acumulados
para os quatro modelos, estimados a partir da equacgao (3.83),
mostraram que os residuos destes modelos poderiam ser con

siderados como estimativa de um ruido branco;

(iii) teste de portmanteau - estimativas da estatistica Q,
obtidas a partir da equagao (3.82), indicaram que todos os
quatro modelos eram significantes a 95% de confianca. 0s

resultados deste constam da tabela 4.23.

QUI-QUADRADO

MOD.C-1 | MOD.C-2 | MOD.C-3 | MOD.C-4 TAB (95%,40)

QOBS PARA

48,683 | 46,845 | 45,947 | 40,470 55,8
40 G L

TABELA 4.23 - TESTE DE PORTMANTEAU PARA 0S MODELOS C-1,
C-2, C-3 e C-4 DA SERIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO OSORIO
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(iv) sobreajustamento - de acordo com os testes anterio
res e considerando a hipotese de parcimonia selecionou-se,

para sobreajustar os modelos C-1 e C-4, os seguintes mode

los:
c-5 : (2,0,0) x (0,0,0)12
c-6 : (1,0,0) x (0,1,2);,

C"‘7 . (19030) X (-Ia-ls-l)lz

6) ESTIMAGCAO DOS PARAMETROS DOS MODELOS C-5, C-6 e C-7

As estimativas aproximadas de maxima veros
similhanca e seus respectivos erros padrao para oS para-
metros dos modelos C-5, C-6 e C-7, encontram-se na tabela

4.24.

ERRO PADRAO VARTANCIA

COEFICIENTES | ha"FSTIMATIVA | DOS RESIDUOS
1= 0,5930 0,0529

c-5 | . 0,651447
65 =-0,0018 0,0530
9, 0,5918 0,0433

C-6 0,= 0,7501 0,0538 0,769959
0,= 0,1316 0,0544
9,= 0,5918 0,0433

C-7 9,= 0,1220 0,0628 0,772059
9,= 0,8956 0,0292

TABELA 4.24 - PARAMETROS DOS MODELOS C-5, C-6 e C-7 PARA
A SERIE DE VAZOES MENSAIS DE SALTO 0SORIO.
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7) TESTES DE VERIFICACAO PARA 0S MODELOS C-5, C-6 e C-7

O primeiro teste a ser aplicado, visou veri
ficar a hipotese de que os parametros $2 e %1 dos mode-
los C-5 e C-7, fossem iguais a zero. Para ambos os modelos,
as hipoteses nulas de que ¢,=0g ;=0 foram consideradas
consistentes a um nivel de significancia de 5%. Prosse-
guiu-se, entao, com os demais testes, apenas para o modelo
C-6, visto que os modelos C-5 e C-7 recairam nos C-1 e C-4,

analisados anteriormente.

0 teste do correlograma dos residuos apre-
sentou as autocorrelacoes de "lag 18" e "Tag 26" nao per
tencentes ao intervalo de 95% de confianga. Como o numero
de autocorrelacoes testadas foi de 43, aceita-se que este

resultado corresponda ao nivel de significancia do teste.

0 grafico do periodograma acumulado mostrou
um comportamento Tinear entre os pontos (0;0) e (0,5;1),in
dicando que os residuos do modelo C-6 representavam estima

tivas do ruido branco.

Com relagao ao teste de portmanteau, a hipo
tese nula da adequacidade do modelo C-6 foi aceita a um ni
vel de significancia de 5%. A estimativa da estatistica
Q, para este caso, foi de 38,661 enquanto que o valor cri

tico tabelado a 95% e 40 graus de liberdade & de 55,8.

Em vista do criterio de parcimonia adotado
neste trabalho, alem de n3ao se prosseguir com o teste de

sobreajustamento para o modelo C-6, considerou-se que 0s
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resultados dos testes aplicados a este modelo nao justifi-
cavam sua escolha em detrimento do modelo C-4. Por estes
motivos levou-se a fase de previsao os modelos C-1 e C-4,

os quais, de acordo com a equacao (3.34), podem ser escri

tos como:
MODELO C-1:
(1-0,5922 B) Ty =
MODELO C-4:
(1-0,5889 B) Vi, Ty = (1-0,8675 B'?) a,

8) PREVISAO

As previ;Ses e intervalos de confianca de
50%, 90%, 95%, como explicadas na secao III.12, foram obti
das para os anos de 1971, 1968, 1970 e 1957 atraves da in-
tegracao dos modelos C-1 e C-4 com a componente determinis
tica resultante da analise estrutural. O0s resultados cons

tam, respectivamente, das tabelas 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28.
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IV.5 - AVALIACAO DAS PREVISUES PELOS DIFERENTES MODELOS

Visando ava]iar as previsaes feitas pelos
modelos apresentados, pode-se utilizar diversos critérios
Neste traba]ho foram uti]izado§ os seguintes: (1)soma dos
quadrados dos afastamentos das previsBes em relacao aos
va]ores observados; (2) desvio maximo, em va]or absoluto,
das previsoes em re]agéo as observacoes; e (3) soma  dos
quadrados dos afastamentos, dos limites superiores dos in
tervalos de 95% das previsdes, em relagao aos dados obser
vados , doravante chamados de ctitérios 1, 2 e 3.Estes cri
térios fokam utilizados de duas formas distintas. Em pri
meiro lugar, visou-se uma avaliagao das previsdes doze me
ses a frente de uma origem pré-fixada. Estas previsBes
corresponderam aos anos de 1971 (nao pertencente ao histo
rico), 1968 (ano seco), 1970 (ano médio) e 1957 (ano umi-
do) sendo, entao, as origens para as previsoes tomadas em
dezembro dos anos imediatamente anteriores. Em segundo
1ugar, objetivou-se ava]iar os desempenhos dos modelos a
medida que se passava a conhecer os primeiros 3, 6 e 9 me
ses de 1971. Neste caso, as origens corresponderam, res

pectivamente, aos meses de margo, junho e setembro de 1971.

1) AVALIAGCAO DAS'PREVISUES DOZE MESES E FRENTE

Os resultados da aplicacao dos critérios
1, 2 e 3 aos diferentes modelos constam da tabela 4.29

Nela, nota-se que em relacao ao ano de 1971, o critério
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1 indicou como mefhores os modelos A-2 e C-1, com o cri-
tério 2, nenhuma conclusao pode ser tirada e, com o crité
rio 3, sobfessairam os modelos A-1, A-2 e C-1. Para 0 ano
de 1968, enquanto o critério 1 indicava os modelos A-1 e
c-1, os critérios 2 e 3 indicavam os modelos A-1, A-2 e
C-1. Com respeito aos anos de 1970 e 1957, o critério 1
apontou, respectivamente, os modelos B-5 e B-6. Houve uma
pequena predominﬁncia do modelo B-5, para 1970, em rela-
cao ao critério 2, enquanto que para 1957, nenhum modelo
predominou; com o critério 3, os modelos A-1, A-2 e C-1

sobressairam sobre o0s demais.

2) AVALIAGCAO DAS PREVISUES PARA 1971 COM 3, 6 e 9 = MESES
CONHECIDOS

As previsoes e intervalos de confianca de
95% para 1971, tendo como origem respectivamente os meses
de marco, junho e setembro do mesmo ano, obtidas pelos seis

modelos, estao representadas nas figuras 4.10 a 4.27.

A aplicacao dos critérios 1, 2 e 3, neste
caso, apresentou os resultados constantes da tabela 4.30.
Estes resultados mostram uma nitida predominancia dos mo-

delos A-1, A-2 e C-1 sobre os demais.

3) DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Como se pode observar pelas analises ante-
riores os modelos A-1, A-2 e C-1 foram os que apresenta-

ram melhores desempenhos. No entanto, ao se verificar com
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mais cuidado os resultados pertinentes ao modelo A-1, no
ta-se que este modelo apresenta algum dos limites inferio

res negativos. Sugere-se, entao, os modelos A-2 e C-1

como 0s que apresentam uma melhor performance.

Deve-se notar, entretanto, gque se o0 objeti-
vo € a obtencdo de previsﬁes a curto prazo, uma maior pre
cisao poderia ser alcangada com o te1acionamentd dos pro
cessos de afluencia e precipitacdo. Por outro lado, e
inegavel a dificuldade na coleta e analise de dados para
este proposito. Por este motivo, tanto o modelo A-2 quan
to o C-1, devem ser encarados apenas como uma aproximacao
Timitada do sistema fisico real referente a séries hidro-

1ogicas temporais.

E importante que se observe, também, que
alem de nao ser de todo correto uma avaliagdo das previ-
soes para anos peftencentes a série histSrica, visto que
e1es.f0ram utilizados na determinagﬁo dos parametros dos
modelos, esta avaliagao ficou um tanto prejudicada por cau
sa de mudancas bruscas de comportamento da propria série.
Assim, o0 ano anterior ao ano seco selecionado (1968), foi
umido é, o anterior ao umido selecionado (1957), foi .seco.
Ora, diante de situacoes adversas como estas, era de se
esperar que nenhum dos modelos testados apresentassem re
sultados altamente satisfatGrios. Um outro ponto impor-
tante € que o perrio ano de 1971 apresenta alguns valo-
res divergentes em relagao a série histBrica, especialmen

te nos meses de janeiro, abril, maio e junho.
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v - 'C’O’N'C'L'U'S'G’E.'S' E 'RE'CO’M’E'N'D’A’CUES‘

Em vista dos resultados anteriores, as se-

guintes conclusoes podem ser tiradas:

(i) o modelamento de séries hidro]Ggicas temporais ob-

jetivando a obtencao de previsBes, com vistas ao planeja

mento da operagdao de sistemas hidrotermicos, através da me
todologia mista, mostrou-se amplamente viavel, do ponto de
vista computacional;

(i1) a 1ntegrag§o das metodologias de Yevjevich e Box e
Jenkins alem de possib111tar a obtencao de um modelo ca-
paz de representar com boa precisao o’processo periodico-
estocastico da série hidro1691ca analisada possibilitou ,
também,a obtencao de um método que satisfaz amplamente co
mo modelo de previsio, no contexto dos que sao atualmente

utilizados com este proposito;

(i11) a transformagac de Box e Cox aplicada a série coin
cidiu com a tradicionalmente utilizada em Hidrologia, ou

seja, a transformacao logaritmica;

(iv) a selegao do modelo de dependencia para a componen
te estocastica dependente padronizada, de acordo com a me
todologia de Box e Jenkins, conduziu a um modelo da classe
sugerida por Yevjevich para.esta componente (autoregressi
VO 1inear de 12 ordem). Entretanto, nao se pode afirmar,

a priori, que para todas as séries hidrologicas, o modelo
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autoregressivo seja o mais apropriado.

(v) em vista de (iv) e (v) era de se esperar, como de
fato ocorreu, que os modelos A-2 e C-1 tivessem desempe-

nhos semelhantes;

(vi) 0S novos testes propostos para selecao do numero
de harmanicos em parﬁmetros periodicos e constancia de pa
rﬁmettos apresentaram resu]tados que nao diferiram de ma
neira significante daqueles sugeridos por Yevjevich (o que
de certa forma, € muito importante). Entretanto,enquanto
no primeiro caso, o teste para selecao do nﬁmero de harmo
nicos baseado nos intervalos de confiancga dos parametros
deixava de ser um teste puramente empirico, no segundo ca

so houve um ganho no tempo de processamento dos progra-

mas.

Visando possiveis desenvolvimentos do presente tra

balho, as seguintes recomendacoes podem ser feitas:

(1) o desenvolvimento de um estudo semelhante ao aqui
apresentado para os demais postos da Regiao Sul,bem co-
mo para outras regiﬁes e, a partir dai, a selecao de um
modelo de previsEo que possa ser utilizado para toda uma

regiaos;

(i) desenvolvimento de outros critérios probabilisti-
cos para selecao do me]hor (es) modelo (s) para uma dada

regiao;
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(iii) maior importancia ao tempo de resposta dos modelos,
isto e, uma verificacdao da adaptacao dos modelos a medida

que novos valores da serie vdo sendo conhecidos:

(iv) selecao de um modelo a partir de previsSes obtidas

um passo a frente (modelos adaptivos):

(v) obtencao de previsoes multivariadas e desenvolvi-
mento de critérios para sele¢ao de modelos com esta fina

1idade;

(vi) adaptagao dos modelos para geragao de séries univa

riadas e multivariadas;

(vii) desenvolvimento de critérios para selecao do melhor

modelo de geracgao para uma dada regido.
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APENDICE 1

PREVISAO A PARTIR DA METODOLOGIA DE YEVJEVICH

(i)  INTRODUCEO

De acordo com a segao IV.2, a ané]isevestrg
tural segundo YEVJEVICH (1972) foi realizada tanto na se-
rie de vazoes mensais de Salto Osorio quanto no Tlogaritmo
neperiano da série, resultando dai, dois modelos: A-1 e
A-2. Para o modelo A-1, a distribuicao de probabilidade
ajustada a componente estocastica independente do modelo
foi uma log-normal de tres parametros, enquanto que, para
a mesma componente do modelo A-2, foi ajustada uma distri-

buicao normal.

A apresentacao neste apendice, restringe o
desenvolvimento das previsoes, L passos a frente de uma ori
gem t, pre-fixada, bem como de seus respectivos interva-
los de confianca, a modelos do tipo A-2. Um procedimento
bastante analogo ao aqui descrito pode ser utilizado na de
rivacao das previsoes e intervalos de confianca para mode-

los do tipo A-T1.

0O problema maior, quando se utiliza a meto
dologia de Yevjevich para previsao, reside na obtencao da
variancia do erro desta previsdao. Como o modelo & compos-
to de uma parte deterministica e outra estocastica, as pre
visoes e os intervalos de confianca sao obtidas,inicialmen

te, para a componente estocastica dependente padronizada
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do modelo. Uma integragcao com a componente deterministi-
ca em conjunto com uma transformacao no sentido inverso for

nece 0s resultados requeridos.

(ii) PREVISAQO APOS TRANSFORMACAO LOGARTITMICA

Sejam, respectivamente, Z, e Z(K) =L (Z
a serie e sua transformada logaritmica.

Supondo a previsao feita pelo valor espera

do, em geral tem-se que:

E(Z 7
(ii.1) e(t”) £ E (e '

onde as expressoes entre parenteses denotam um valor espe

rado condicionado a serie histdorica Z z Z

t?> Tt-1° Tt-2

Além disso, por causa da convexidade da fun

cao exponencial, neste caso tem-se:

Se o logaritmo da serie @ normalmente dis-

tribuido, entao a relacao exata vale:

1

Z E(Z ——

(i11.3) E (e ™) = ¢ '

VAR (Z

t+’l) t+’l)

E(Z

1)
> e t+1

A expressao anterior resulta do fato de que

A) € normal entdo Z, e log-normal.

se Z£
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Recorde-se que se y @ uma variavel aleatd
ria com distribuig¢ao N (u,02) e x wuma variavel aleato-
ria tal que x= antilog (y) ou x= ey , entao, diz-se que x

possui uma funcao de densidade log-normal.

A moda da distribuicao ocorre no ponto
> _
e a mediana no ponto x=e" . 0s momentos em re

lagao a origem sao dados por:

Ju+—%— j? o?
(ii.4) aj = e , J=1, 2, 3,
Em consequéencia, tem-se que:
1 2
- U+ — 0
media: E(x)= a, = e 2
- 2 2u + _%— bo? 2u+ o2
variancia: VAR (x)= a, - a; = e - e“F
2 2
eZu + g (eo -1

Desde que y e normal, a probabilidade de
que y seja menor ou igual a (u - k o), depende somente de
k., por exemplo, P (y < u - 1,96 o) = 0,025. Em vista da
relacao entre y e x, tem-se que a probabilidade de que

u-ko

X < e € igual a probabilidade de que y < u-ko e, por

tanto, depende somente de k. A situacao € a mesma para

x > eHko

Consequentemente, se os limites de confian-

¢a para uma realizagcao de y sao y + ko, entao, tem-se o



187

mesmo grau de confianca para que x pertenca ao intervalo

Sejam, Z(X) 0 valor futuro da vmﬁﬁvélz(x),
t+L t
(2)

L passos a frente da origem t e Zt (L) a previsao des

te valor.
A distribuicao condicional de Zi,  » dado a
serie Z,, Zy 4s Ly os --., vale,
Zeoo v ML Zo (L) VAR [ e, (L) 1
CYNCN
onde ey (L) representa o erro de previsao: e, (L)= Zt+L - Zt (L)

~(A)
Logo, se Zt (L) + k}\/2 DP [ e, (L) ] constitui um

A

intervalo de confianca de (1-A) para Z£+ entao,

)
L

o (L) 2k, OP [ey (L) ]

e , constitui um intervalo de

confianca de (1-X) para Zt+L

(iii) PREVISAO COM 0 MODELO A-2

0 modelo A-2 se escreve:

e,
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(i11.3) Ty = R, Ciq * 1 - R% Et
com,
€, - €
t

(iii.4) ¢, =

t S

£

€,

(iii.5) &, : N (0,1) e independentes entre si.
£ p

As previsoes sao obtidas inicialmente para a
componente estocastica dependente padronizada . Seja, en-

tao, it (L) a previsao do valor futuro ¢ Esta pre

t+L
visao e dada por,

(111.6) £, (L) =R, . (L-1)

Com relagcao a previsdao para a variavel trans

(A)
formada, Xt (L), tem-se:
e, (L) - ¢ e, (L-1) - &
(ii1.7) —=% =R —t
S€ S€
ou ,
Q(A)(L) X Q(A)(L )- X
- __/] -
(iii.8) —* L% =R, (-t - F)
S s
T T=-1

onde, L=7 , 12 + 7 , 24 + 7 , ... , 1= 1,12 e,Xt (0)=X



ax(A) ~
Explicitando X£ (L) na equagao (iii.8 )
chega-se a:
~(2) —
.. ~(A) v — 'Xt (L-1)- XT-1
(11i.9) Xt (L)= XT + ST e (1-Ry)+ ST.R1 ( - )
=1

A previsdo para a variavel original @ dada

por,

(111.10) X, (L) = e

(iv) INTERVALOS DE CONFIANCA PARA AS PREVISOES OBTIDAS
COM 0 MODELO A-2

Visando o bom entendimento, a derivagao dos
intervalos de confianga sera feita objetivando a componen-
te estocastica dependente padronizada do modelo. Uma inte
gragcao com a componente deterministica fornece os resulta-

dos desejados. Assim, para:

(111.11) g, =R E i

—

(i1i.12) 7, (1) = R,

erro da previsao:
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. o o8, - _A = - 2
(111.13) ey ()=, -z, (1) v 1- R}

(i11.14) DP (e, (1)) = /1 - R?

intervalo de confianga de (1 - A) % :

(111.15) Ty (1) + ky,p DP (e, (1) )

ou

(i11.15.a) Ry &y * ky m

L = 2

(119.16) Ty, = Ry Loy + /‘1__?{ ;.
= Rf Ct + R, /rT—j—Eg Et+

(i11.17) ;t(2) = R1 Ty (1) = R? Ty
erro da previsao:

(iii.]S) et(2)=ct+2 B Ct(2)= Rl 1_R% Et'l"l

(111.19) DP (e, (2))=/ 1-R2  / 14R?

intervalo de confianga de ( 1-1 )%:

t+1

+ v/ 14R?

gt+2
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(111.20) z, (2)  k, ,,

ou,

(111.20.2) R, ¢, (1

)

+
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DP (e, (2) )

k

A2

1-R? / 1+R?

L =L
(ii7.21) Zeel = Ry oy R, 1-R? Eigq T oo YV 1RY Eth
(iii.22) g (L) =R, g, (L-1)
L
= Rl C.t
erro da previsao:
(111.23) ey (L)= g, gy (L) =
L-1 —
- -R2 -R2
=Ry SRy g+ o+ AR B

(111.24) DP (e (L)y=/1-R: /4 +RE + Ry + ...+ ReL™?

intervalo de confiangca de ( 1 - A )%

(111.25) ¢, (L) +
ou,

(i11.25.2) R, g (L-1)

k

v

-+

s DP (e, (L))

Ky /2

/1R,

/s RZ + ... + R2L-2
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