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RESUMO

Apresentam-se neste traba1ho dois a]goritmos para
construcao de Ervores binarias de busca semi-otimas, a partir . da
distribuigio de probabilidades estacionéria das consultas aos N
nos e N+1 folhas da estrutura.

Os algoritmos utilizam uma tecnica de construgao e
percurso de uma arvore auxiliar (ndo-binaria) atraves de enumera
cao implicita, a partir de teoremas demonstrados.

As Ervores obtidas foram superiores as resu]tantes
de tentativas heuristicas anteriores existentes na literatura. Am
bos os algoritmos consomem mem6ria proporcional a N e tempo propor
cional a N.1092N.

Alem disso, paraarmﬁvos em que nao se conhece qual
quer 1nformag50 sobre o comportamento das consultas, foi elaborado
um algoritmo adaptativo que permite 1nser96es e consultas aleato
rias e a otimizagao da Ervore binaria cada vez que e gerada uma

transacao.



ABSTRACT

Two algorithms are presented here for the construction of near
ly optimum binary search trees, from the stationary probability distri-

bution for access to the N nodes and N+1 leaves of the structure.

These algorithms use a technique of constructing and visi
ting the vertices of an auxiliary tree (non-binary) through an implicit

enumeration, from proved theorems.

The constructed trees are in average better than those resul
tant from heuristical experiences made before, included in the 1iterature.
Experimental results show that both algorithms use storage proportional to

N and time proportional to N Tog,N,

Additionally, for keys from which no information about the
access behavior is known, an adaptative algorithm was elaborated to permit
random access or insertion and optimization of the binary tree each time a

transation is performed.
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CONSTRUCAO DE ARVORES BINARIAS DE BUSCA SEMI-OTIMAS

ATRAVES DE ALGORITMOS HEURTSTICOS

0. INTRODUCAO

Dentre as tecnicas para organizacao de arquivos
com elevado numero de chaves, arvores binarias de busca constituem
método importante, porque s3ao eficientes tanto para acesso aleato
rio como sequencial, bem como para modificagao do arquivo.

Alem disso e pelo fato de terem originado interes
santes problemas matematicos (em conexao com outros ramos de pes
quisa, tais como teoria da codificacao, classificagao, arvores de
decisao) as arvores binarias tem sido bastante investigadas nos ul
timos anos, havendo maior nﬁmero de descobertas de suas proprieda
des matematicas, em relagao aos outros métodos de organizacao de
arquivos.

No presente trabalho, sao apresentados dois algo
ritmos para construcao de arvores binarias ordenadas lexicografica
mente, bem como um a1goritmo adaptativo, que otimizam o valor espe
rado do numero de comparacoes para busca de uma informagao na es

trutura construida.



0.0. Definigoes

Def.: 0.0 - Uma arvore binaria pode ser definida,

recursivamente, como segue:

a. uma arvore vazia, To’ de zero n0s, e uma arvore binaria;

-

b. uma arvore binaria Ty> de N > 1 ndos, e um triplo ordenado
(L{v),v,R(v)), onde v @ um no chamado raiz de TN’ L(v) e R(v)
sdo arvores binarias de 1 e r nds, chamadas respectivamente de
sub-arvores da esquerda e direita da raiz (1 > O, r >0,

T+r=N-1).

Def.: 0.1 - Dadas N informagoes ou "chaves" em or

dem lexicografica (K] < Ky < oo < Ky) »uma arvore binaria de busca

€ uma arvore binaria, Ty, tal que para cada ndo n as seguintes pro

priedades valem:

a. todas as chaves na sub-arvore esquwrda de n precedem n na ordem
lexicografica dada;
b. todas as chaves na sub-arvore direita de n sucedem n na ordem

Texicografica dada.

Por exemplo:



Estas arvores serao chamadas simpiesmente de arvo

res de busca.



1. BUSCA EM ARVORES BINARIAS

1.0. Formulacao do Problema

0 problema resolvido por Knuth l8,9|, relativo a.
construcao de arvores binarias otimas para busca, pode ser enuncia

do matematicamente da seguinte maneira:

Dadas N chaves K1 < K2 <. .. < KN e as probabilidades

P; = P{Ki seja o argumento de uma buscal, i =1, ... , N

q; ={P{K1 <argumento da busca < Ki+1}’ i=1, ... , N-1

9y = P{argumento da busca < Ky 3

qy = P{argumento da busca > KN } (1)
N N
T o p; + ¥ q. =1
i=1 ' j=o J

Objetivo: Construir uma arvore binaria T*,de busca,
de modo que o valor esperado do numero de comparagoes para locali
zar ou determinar a ausencia de um argumento K,escolhido segundo a

distribuicao de probabilidade dada por (1), seja minimizado.



,131.1Cu5to‘Esperado

Como o numero de arvores binarias constituidas de

3/2 ~ . .
/ — entao o0 minimo existe.

"l

N ngs & finito — (ZR)/(ne1) = 4N/
Seja Ty @ familia das arvores binarias de busca
com N nos e T g Ty; o nivel k:>de um no interno K; e 0 n? de.nos me
J
numero de nos internos desde a raiz ate a folha j.

nos 1 docaminho desde a raiz ao no Kj e 1, nivel da folha j, € )

Dado K = Kj, o numero de comparacoes CT|K para lo
- J
calizar Kj sera:

c = T+ 1 (2)
TK; @

e o numero de comparagoes para detetar se um argumento de busca K

satisfaz a Kj < K < Kj+1 e:

c -
TIKy < K< Kjpp = 1g) (3)

A cada no interno j da arvore associaremos uma cha
ve Kj, a probabi]idade pj e outros valores que serao .posteriormeﬁ
te apresentados. Esta arvore pode ser extendida com N+1 folhas, as
quais associaremos as probabi]idades QgsGys- 20y da seguinte for
ma: a folha q; esta localizada na sub-érvore direita do no interno
T j=1,2, ..., Neqgna sub—érvore esquerda do no Ky

Deste modo o evento (2), acima, ocorre com probabi

lTidade pj e o evento (3) ocorre com probabi]idade qj; sendo CT 0



numero de comparacoes para localizar o argumento K distribuido
acordo com (1), C; sera uma variavel aleatoria tomando os

+ : iT1 . - i .
res 1@ 1 e 1, com probabilidades Py € g respectivamente

tao o valor esperado de Cr e:
N N
E(Cq) = jz] pj(.1®+ 1) + jEO qJ.]

Para simplificar a notagao vamos denominar os

internos K1,K2,...,KN, de 1,2,...,N; dada uma arvore de busca
construida com os nos 1,2,...,N, definimos:
T(i) — & a sub-arvore binaria com raiz i;
L(i) — & a sub-arvore - = esquerda do no i;
R(i) — € a sub-arvore direita do no i
W(i) — W(T(i)) = , 2 p;+ I 0y
JeT(i)y 3 1eT(4)

de

“valo

T



W(2) = 38
NOTAGAQ: - no de ordem i e peso p
®
FI1G. |
E obvio, pela definicao de W(i), que:
W(i) = W(L(i)) + p; + W(R(i)) (6)
i
N
Teorema 1.0 — E(C;) = T W(i) |71

Prova (por indugao): Se N = 1 & trivial, porque

E(CT) = P + Ag + a1 = W(Tl).

Suponhamos que o teorema vale para uma arvore qual
quer com N - 1 nos. Seja Ty uma arvore binaria qualquer com N » 2
nos, v um no interno de distancia (nivel) maxima a raiz e W(v) a

soma das probabilidades P; € Qi conforme (5).



Sem perda de generalidade, podemos admitir que o N-esimo no foi

acrescentado a direita de V, produzindo a arvore T.

N-1
v .
[ l L
FIG. 2
qv ClN
_ N
Aplicando a definicdo: E(C3) = p ('T +1) + Z qJT
3-1
Seja C o caminho que liga a raiz ac u1t1mo no 1nc1u1do. Vemos
que:
a) pj = pj, NE RN qj=qj, J=04...N=13 Py € qN sao os valores incluidos;

b) Se t # C, entao W(t)=W(t); T©= 1@3 T = 1

¢) Se t € C, entdo N(t)=U(t)4pyiqy para t £ N; H(n)=pyaya s Toslgye T

para j#Nyv; T@=T1+1.

Comparando 'T e T, ;. podemos escrever:
N1 N1 -1

Ne=T1
z 1 % q.l (Tg$)) = = W( 1 1
J_]p(®‘)+3q.+q+q DENOR A (1) +ay*ayTgP (s

TUHE) + Z W) + +1-zw1+zw;|+ %

'I?fC ( ) JEC ( ) q ﬂN .+Ph(b ) ( ) JEC( ( ) pN+qN)
J#N N

autgytPy = T W(i) + =z W(J) +UW(N) = z H(k)

VNN i£C JjeC k=1

E(Cq)



1.2. Arvore Otima de Busca

Def.: 1.0 - Uma Ervore binaria de busca T* se diz

otima se
E(Crs) < E(Cq)s V T e Ty,

0 conjunto das arvores otimas pode ter mais de um

elemento.

0 principio basico do algoritmo de construgao de
arvores otimas (Apendice 0 - A]éoritmo K) e que se T* per
tence ao conjunto das Ervores otimas,entao todas as sub-arvores de
T* s3ao otimas. Do contrério, a otimizacao de uma sub-Ervore nao-oti
ma causaria redugao no valor de E(CT*)' Trata-se de um algoritmo
"bottom-up".

Embora a Ervore produzida seja otima,o Algoritmo K
tem como principal restrig&o a sobrecarga de memaria e de tempo,da

2 3

ordem de N° e N”, respectivamente.Atraves de uma propriedade demons

trada em |9]| e possivel tornar o tempo de execugao proporciona] a
N2,
Para se ter ideia,umprogramamscrito em AGOL-W |13]

para N = 256 nos, consumiria aproximadamente 832 Kbytes de memoria,

na fase de execugao. Se N = 16K ndos,o tempo de execucao seria esti
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mado em torno de 460 minutos (mais de 7 horas), em um computa-
dor /370-mod. 165-IBM, e necessitaria de cerca de 3,22 megabytes
nesta fase.

Outra limitacdao do "Algoritmo K" & nao ser adapta
tivo, dificultando sua aplicagao quando se desconhecem as probabi
Tidades estacionarias de consulta as chaves e entre chaves consecu
tivas.

Cabe registro ainda sobre a existencia de um algo
ritmo bastante compléxo,. . devido a Hu e Tucker,que edifica uma EL
vore binaria otima quando q; =0, i =0,1, ... , N e requer da or

dem de N unidades de memdoria e Nlog,N unidades de tempo [6].

1.3. Metodos Heuristicos

Diante das dificuldades para executar o “A]goritmo
K" quando N se eleva, tentativas tem sido feitas visando a constru
cao de Ervores semi-otimas — da ordem de 2% ou menos de diferenca
para o va]or otimo de E(CT) — em cuja obtencao o consumo de tempo
seja da ordem de N1ogZN e 0 uso de mem6r1a seja proporciona] a N.

0 trabalho de Walker & Gotlieb [14] mostra um algo
ritmo "top-down" que consome mem6r1a O(N) e tempo 0(N1092N), produ
zindo arvores binarias em que E(Cy) = ]’012E(CT6t1ma)’ em media,
com desvio padrEo de 0,011 para os dados do Apendice 1, implementa

dos no citado estudo.

0 principio utilizado consiste na formacao dos ni
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veis 0,1, ... ,J, atraves da escolha de uma raiz inicial pelo meto
do do centroide (*).

Como o centroide pode ter probabilidade de consul
ta muito pequena, busca-se numa vizinhanca o no de maior probabili
dade, colocando-o0 na rajz da arvore. A vizinhanca e definida por
parametro externo. Quando o n? de nos das sub-arvores a serem for
madas for inferior a No — que e um 1nd1cador do n? de nos de uma
sub-Ervore que deve ser construida pelo "Algoritmo K"— constroem-
-se sub-érvores otimas através do Algoritmo K.Do contrério,ap11ca—
-se novamente o metodo centroide as sub-arvores formadas ate encon

trar N < Ng- Este sera chamado "Algoritmo GW" ou "Algoritmo G".

1.4.Rotacgoes

J. Bruno e E.G. Coffman Jr. [2]| utilizamo conceito
de rotacdao dos nos (também chamadas promocoes ou transformagoes) a
fim de obter redugGes sucessivas do E(CT), a partir de uma arvore
inicial.

Estas transformagoes sao explicadas a seguir, onde
t(i) = T significa que a rotagao t. aplicada ao no i de uma Ervore

binaria T produziu a arvore T.

(*) - Centroide e um no, Ke» tal que o o .:ivalor absoluto de

W(L(c)) - W(R(c)) e minimo.
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Def.: 1.1 - Se i = raiz de T, entao t(i) = T, isto

€, a arvore T nao se altera; caso contrario, definimos:

a - rotacdao para a direita de um no i em torno de um no j, t (1),

onde i & a raiz de L(j), a seguinte transformagao de T:

(i)
—_—
L(i) R(i) R(i) R(j)
T T
NOTAGAQ: | —»J
FI1G.3

b - rotacao para a esquerda de um no j em torno de um no i, t1(j),

onde j e a raiz de R(i), a seguinte transformacao:

LCj) RCj)Y LCi) LCj)

NOTAGAQ: | €«—J
FIG.4
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Constata-se que se T & T e T = t(i),entao T ¢ Ty
Por conveniencia adotemos a convengao de que £ < Te
£ > T, onde £ = arvore binaria vazia e >/< significamaior/menor que

qualquer no de T e podemos escrever:

L(i) < i < R(i) < J < R(J) — antes da rotagao

L(i) < i < R(i) < j < R(j) — depois da rotacao. Logo T ¢ Ty

Desta forma a ordem lexicografica e mantida quando

0os nos sdo visitados em ordem simetrica |7].



- 14 -

2. ALGORITMO I - Insercao a Direita

2.0. Fundamentos

Dada uma arvore binaria de busca T e umno i g T,

define-se:

E(1)
D(1)

py + W(L(i)), peso esquerdo de i

p; + W(R(i)), peso direito de i.

Da formula (6) se segue que W(i) = E(i) + D(i) - p;

Teorema 2.0 | 2 |: Seja T a arvore obtida atraves de
uma rotacao para a direita de um no i em torno de um no j de wuma

arvore T. Entao:

E(Cq) - E(Cq) = D(3) - E(i)
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ty (i)
——
L(i) R(i) R(i) R(j)
T i
NOTAGAQ: | —J
FI1G.5

Prova: Temos, na figura acima:

W(v) = W(v), v 71, v
W(3) = py + W(R(1)) + W(R(J))
W(i) = ps + W(L(i)) + W(J)
W(3) = By + W(R(3)) + W(3)

E(Cq) = E(Cq) = W(H) + W(J) - W(i) - W(J)

Mas W(i) = W(Jj) por construgao e

E(C:) - E(Cq) = Py + W(R(I)) + W(R(T)) - (py + W(L(F)) + W(R(1)) )
E(C3) - E(Cq) = D(3) - E(1)

Teorema 2.1 |2 |- Seja T a arvore obtida atraves de

uma rotacao para a esquerda de um ndo i em torno de um no j. Entao,

E(C7) - E(Cq) = E(§) - D(i)



W(j), logo

M(3) - (i)

W(L(3)) + py + W(L(T)) =(W(L(T)) + py + W(R(1)))
5 F (L)) = (py + W(R()))

E(j) - D(i)

]

: 2.0 — Uma rotacao e dita viavel se

E(C3) - E(Cq) < O
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Teorema 2.2 - Uma rotacao i ~ j e viavel se e so

mente se E(i) > D(J).

Prova:Pelo Teorema 2.0,E(CT)<E(CT) se D(Jj)-E(i)<0
que implica E(i) » D(j). Reciprocamente, se E(i) > D(J)., entao

D(J) - E(i) <0 e E(CT) < E(CT).

Teorema 2.3 - Uma rotacao j <« i & viavel se e so

mente se D(i) > E(J).

Prova:Pelo Teorema 2.1,E(CT)<E(CT) se E(j)-D(i)< O
que implica D(i) > E(J). Reciprocamente, se D(i) > E(J), entao
E(j) - D(i) <0 e E(CT) < E(CT).

Def.: — Ultimo caminho: Dada uma arvore binaria

T, o sey ultimo caminho @ o conjunto de nos tais que:

1. a raiz pertence ao ultimo caminho:
2. o filho da direita de qualquer no do Ultimo caminho pertence ao

ultimo caminho.

Em consequéncia, dada a raiz de T, esta determina
do o seu Ultimo caminho, constituido pela raiz e todos os filhos da

direita, de acordo com a linha pontilhada na figura 7.



Se T for vazia, o ultimo caminho @ vazio.

2.1. Descricao do Algoritmo I

A partir de uma arvore binaria vazia, faz-se a in
sercao dos nos na ordem lexicografica. Cada vez que & feita uma in
sercao procura-se me]horar a arvore através de sucessivas rotacoes
para a esquerda, no ultimo caminho, tendo em vista que a dinclusao
de p; *+ q; nao provoca desbalanceamento nos pesos esquerdo e direi
to, E(j) e D(j), dos ndos nao pertencentes ao Ultimo caminho. Admi
te-se, assim, que todas as rotacoes viaveis surgidas apos a inclu
sao de um no em T se encontram no ultimo caminho. E claro que antes

da inclusao poderia haver rotacoes viaveis em outros caminhos da



arvore binaria.

Com a inciusao, os pesos da direita dos nos do ul
timo caminho sofrem aumento.

A escolha da sequencia de rotacles a ser efetuada
e feita apos o exame de todas as sequencias possiveis, selecionan
do aquela que nos da a maior redugcao em E(CT). 0 exame de todas as
sequencias de rotagoes decorre da necessidade de analisar a redu
cao ou aumento de E(CT) de todas as arvores binarias que podem ser
obtidas a partir das sequencias de rotacoes no ultimo caminho, uma
vez que cada sequencia produz uma arvore diferente (a excecdo das
sequencias redundantes, de acordo com o paragrafo 2.3.3).

A investigacao deste problema mostrou que todas as
sequencias de rotacoes podem ser organizadas em forma de uma -arvo

re nao-binaria, que chamaremos de arvore auxiliar, cujos vertices

podem ser percorridos atraves da tecnica de enumeracao implicita,
a ser explicada no paragrafo 2.3.1. Ao final deste exame, dispoe
-se da sequencia dos nos que devem ser rebaixados de nivel no UT1ti
mo caminho, de modo a reduzir o custo esperado E(Cy) ao maximo. Is
to @ feito com o auxilio de uma tabela que contem o peso da diréj
ta D(i) e o peso da esquerda E(i), para todo ndo pertencente ao Ul
timo caminho, a qual sera chamada tabela de pesos.

E importante notar que ao ser feita uma promocao

para a esquerda realizam-se as segquintes modificacOoes na arvore e

na tabela de pesos:
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L) R(Cj) L) LCi)

F1G.8

Tabela de Pesos 2.0

Antes da Rotacdo|. Depois da Rotagao
E D - E D

i E(i) D(i) E(i) D(i)-E(J)
il E(3) D(§) | E(I)+E(3) D(3)

Apos i <« Jj, D(i) e reduzido, ja que perdeu o ramo
direito de j, e E(j) aumenta porque ganhou i e L(i). De‘forma que.,
apos a transformacao tem-se: D(i) =D(i) - D(Jj) e E(J) = E(J) +

E(i), onde o simbolo ~““indica os valores depois da rotagao.

2.2. Insercao

Por conveniencia, vamos numerar os nos do ultimo
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caminho de 1T a m, a partir da raiz. Por definicao, D(i) = Py *

W(R(i)).
Feita a insercao do no m+l, m # 0, juntamente com

a folha e ° conforme a fig. 9, os novos pesos W, E e D serao da

dos por:

(R(m)) = W(R(m)) + p_,i + q .1

D(m) = D(m) + Pos1 * G
E(m) = E(m)

Por inducao,

D(3) = D(§) * Pryq * Gppqs 3= 1o oon om
E(\])=E(\])a j=.ls--- s M
E(m+1) = Pose1 * O

D(m+1) =

Pa+1 + I+l



F1G.9

No caso do 19 no inserido, inclui-se tambem a fo

lha associada a 99> produzindo a arvore abaixo

q | T

FIG. 10



2.3. Geragao e Percurso da Arvore Auxiliar

Dado o Ultimo caminho de uma arvore binaria T e
uma tabela de pesos deste caminho, um algoritmo de geragao e percur
so de uma arvore auxiliar produz a sequencia de nos que devem ser
rebaixados de nivel a fim de reduzir o valor de E(CT) ao minimo.

Por conveniéncia, numeramos de 1 atée m+1 os nos do
ultimo caminho, sendo 1 associado a raiz e m+1 associado ao ultimo
no incluido. Para distinguir da arvore binaria, chamaremos de verti
ces aos nos desta Ervore auxi]iar. Representaremos estes vértices
pelo nimero dos nos da arvore binaria que baixam de nivel, na ordem
especificada a seguir. Por analogia, chama-se nivel de um vertice
ao numero de arcos do caminho desde a raiz ate cada vertice. A raiz
tem nivel O.

A sequeéencia de enumeragao dos vertices pode ser

feita por nivel, do seguinte modo:

1. a raiz tem numero m+1 e possui m filhos no nivel 1 da arvore au

xiliar, que sao numerados m, m-1, ... , 2, 1, da esquerda para a
direita;
2. cada vertice v, v #raiz, produz n;-1 filhos, onde ny = no de

vértices do nivel de v, na arvore auxiliar. Estes filhos sao nu

merados da esquerda para a direita com o numero dos irmaos de v,

tomados da esquerda para a direita, a partir do 19 irmao a direi



ta de v, ciclicamente, isto €: se ndo houver mais irmaos a direi
ta, continua-se a enumeracao a partir do irmao mais a esquerda,

até completar os n]-1 filhos de cada vértice.

Por exemplo, temos as seguintes arvores auxiliares

para 2, 3, 4 e 5 nos no caminho sob exame:

3 -
2 2 | -
1 A 2
m+4=2 m+4=3
(a) (b)

m+1=4
(c)
5
4 3 2 |
| <
7
3 2 | 2 | 4 | 4i 3 A%/ 3k 2
7 7 I‘ I, \\ ,I \\ /l \\ /,
2 i 33,/ 2 | 44, 22 1 4/ 33 NI 4 3, 12 2{/ \<|-l;./ 3
|/ II ( f ) ,( ‘, i b
I 1 : ! ! ' b Ly
! | i ] ! 1 i
| ! i 1 1 il R
1 I 1 i 1 i 1 1
' ' ! L TS A
| 2' '3 it le 3 4 e et 2 '3 4N 3''a 1 2 3 '4 23 4
m+4{=5
(d)



Este tipo de enumeragﬁo assegura que as sequencias
de rotagaes iniciadas pelo no de no m serEo as primeiras a serem
examinadas na ordem adotada para visita dos vertices da arvore au
xiliar. Este procedimento parece ser adequado vez que se pode admi
tir que os nos dos niveis mais baixos sofrem um maior desbalancea

mento quando se faz a inclusao do (m+1)-e€simo no.

Em consequéncia, o n9 de vertices da arvore auxi

liar e

-
D =3€A;, onde m = nQ de nos do uUltimo caminho menos 1 e A; = ar
ran;;s de m, r a r.

Entao,
D = 1+ m+ m(m-1) + m(m-1)(m-2) + ... +'m(m-1)(m-2)...J +
+Im(m—1)(m-2)...' om- termos
m termos

0 percurso da Ervore auxiliar a fim de obter a se
quencia que reduz o valor de E(CT) ao maximo € feito em pre-ordem,
qual seja: primeiro e visitada a raiz, depois a sub-Ervore auxi
Tiar da esquerda e em seguida a sub-arvore auxiliar da direita, re
cursivamente. Isto @ feito com o auxilio de uma pilha, conforme

programas anexos (Apendice 6).
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2.3.1. Enumeracao Implicita e Retorno

A medida que m cresce o numero de vértices da arvg
re auxiliar, D, torna-se muito grande - da ordem de m" — o que im
plicaria em um consumo elevado de tempo para visitar todos os véﬁ
tices na citada preé-ordem. Procurou-se, entao, estabelecer um cri
tério satisfatorio para obter a sequencia de promogoes no ultimo
caminho que provoque a maior reducao de E(CT), sem percorrer todos

os vertices da arvore auxiliar. As definigdes, lemas e teoremas

que se seguem provam como isto pode ser realizado.

Def.: 2.2 - G(J) =D(j+1) - E(J), j =1, ....., m
chama-se ganho obtido com o rebaixamento do no J pelo no j+1, em

um caminho qualquer de uma arvore binaria T.

Def.: 2.3 - Gi(ni) € o ganho obtido quando n. e re

baixado apos a execucdo das i-1 primeiras rotacgodes.

Def.: 2.4 - Dada uma sequencia de rotacoes Nysnys
+sNps O ganho acumulado da sequéencia.e dado por
k

F(ny.no, ...,;nk) = 311 Gj(nj)



Pef.: 2.5 - Seja NysNys «..,n UMa sequencia de
nos a serem rebaixados. Diz-se que NysNos ooy € uma  sequencia
de ganho maximo, ou sequencia otima, se F(nysnys...om) 2 F(s), on

de s e qualquer sequencia de ndos a serem rebaixados diferente de

n1 ,n2,

,nk.

2.3.2. Principio de Otimalidade da Sequencia de Ganho Maximo

Lema 2.0:

Prova:

Lema 2.1:

Se nyshys «o. Ny € uma sequencia de ganho maximo para o
ultimo caminho 1, 2, ... , m+l, entao NpsNgs «ooshy e uma
sequencia de ganho maximo para o caminho resu]tante, de m
nos apos n, ser rebaixado.

Por hipotese, NysNos «oesly e uma sequencia de ganho maxi

mo. Se n,, ...,n nao for uma sequencia de ganho maximo

para o caminho de m nos significa que existe uma outra se

quencia ny» «...ny, de ganho maximo. Desta:maneira,.
F(n1,né, ...,né) > F(n1,n2, ...,nk) contrariando a hipote .
se. Logo, ny,nj, ...,np tambeém e uma sequencia de  ganho
maximo e entao Nos «eushy & uma sequéncia de ganho maximo

para o caminho resultante de m nos.

Se para toda sequencia de ganho maximo ny,n,,...,n, valer

Ter G(ny) > 0, entao G;(n;) >0, i =2, ...,k.



Prova: Do lema 2.0 se segue que NosNgs «..5Ny € uma sequencia de
ganho maximo para os m nos pertencentes ao ultimo caminho
apos a rotacgao de ny - Logo Gz(nz) » 0. Aplicando “novamen
te o lema 2.0, obtemos G3(n3) > 0 e assim sucessivamente

ate G (n,).

Teorema 2.4 - Se G(j) ¢« 0 para j =1,2, ...,m en

tao a sequéncia de ganho maximo € vazia.

Prova: Se m = 2, e valido porque G(1) € 0 e entao

a promocao nao e viavel. Admite-se que o teorema seja valido para

m » 2. Consideremos agora um Gltimo caminho com m+1 nos tal que
G(j) « 0 para j= 1,2, ...,m e suponhamos que existe uma sequencia
de ganho maximo NysNos «onsNy nao vazia neste novo caminho.

Sejam E(i) e D(i) os novos pesos no Ultimo caminho
apos a remocao de Ny onde ny = J para algum 1 £ J < m.

Entao D(i) < E(i+1), i # J para o novo : caminho
1,2, ...,3-1,j+1, ...,m+1, de m nos, porque G(j) <€ 0. Consequente
mente, n,,Ng, ...,Np e vazia e como G(j) = G(n1) < 0 chegamos a uma
contradigao, isto e, NisNos «.vsl e vazia.

A tabela a seguir mostra os pesos esquerdo e direi

to antes e depois do rebaixamento de j.
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Tabela de Pesos 2.1

J=1{ E(3-1) D(3-1) | E(3-1) D(3-1)

J+1| E(3+1) D(J+1) | E(J)+E(J+T)  D(Jj+1)

m+1| E(m+1) B(m+1) E(m+1) D(m+1)

Def.: 2.6 - Fi(e],ez, ""em—i) = ganho maximo pa
ra um caminho constituido pelos nos 1,2, ...,m-1 apos serem vrebai
xados 0S nos NysNos «ves,. 0 conjunto {e],ez, ""em-i} =
{1,2, ...,m} - {n1,n2, ...,ni}, ou seja, os n's sao rebaixados, os

e's sao os nos promovidos e que permaneceram no caminho.

Teorema 2.5 - Se ny,N,, ...,N, € uma sequéncia oti

ma (ndo vazia) para um caminho de m nos entao G(ny) » 0.

Prova: Se m =2, entao G(ny) > 0 e o teorema & va
1ido. Suponhamos que vale tambem para m 3 2 e consideremos um cami

nho com m+1 nos e uma sequencia otima nao vazia nys -...n tal que
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G(n]) <0, ny =J para algum 1 < J ¢ m.

A tabela resultante da remogao de j sera:
Tabela de Pesos 2.2
No | _E D
1 E(T) D(T)
-1 E(3-1) D(j-T)
J+1 1 E(J)+E(J+T) D(j+1)
j+2] E(j+2) D(j+2)
m+1| E(m+1) D(m+T1)
Como, por hipotese, a sequencia NisNos «wwslly e
otima, o princhio de otimalidade garante que n,, ....n, e otima
e pelo lema 2.1, nenhuma de suas promogSes da perda. Logo, como

G(j) <0 e D(j) = D(j+1), J =1, ...,m entao D(k) € E(J)+E(j+1),
k » j+2. Em consequéencia, nenhuma promogao da sequencia Nos «ewsly

do tipo j+1 <« k, k 2 j+2.

M1

Temos, entao:

F](l,2,...,j—1,j+1,...,m+1) = F1(1,2,...,j-1,j+])+F1(j+2,...,m+1)
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Porem:
F](1,2,...,j—1,j+1) < F(1,2,...,3) porque D(i) = D(i+1), para
i =1,2,...,m, e
F]gj+2,...,m+1) = F(j+2,...,m+1)

Logo,
G(j) + F](1,2,...,j-1,j+1,...,m+1) < F(1,2,...,3)+F(j+2,...,m+1).

Encontrou-se entao uma sequencia que nao rebaixa J
e da ganho acumulado maior do que NysMys--.5N 5 0 que € uma contra
dicao. Logo, G(n]) > 0. |

Os teoremas 2.4 e 2.5 acima permitem podar a arvo
re auxiliar quando se encontra uma rotagEo em que %(j) < 0, evitan
do o prosseguimento do exame de sequencias em que ha alguma promo
cao nao viavel.

Pelo visto nos teoremas 2.2 e 2.3 podemos decidir
se uma rotacao e viavel ou nao com base nos pesos da esquerda e da
direita de cada no, dispensando o armazenamento e calculo dos

W(i). Desta forma, cada no da arvore binaria tem os seguintes cam

pos:
L ECi) P q; D (i) R
FI1G.I2
onde L @ o apontador para a raiz da sub-arvore esquerda, R & 0

apontador para a raiz da sub-Ervore direita e Py Qi E(i) e D(1i)



tem o significado definido anteriormente.
Na implementacao do algoritmo a sequencia de maior
ganho acumulado & sempre guardada até surgir uma sequéncia cujo

ganho acumulado seja maior.

2.3.3. Promogoes Redundantes

Dado um ultimo caminho de m+1 nos, associados a nu

meragao 1,2,...,m+1, a partir da raiz, seja uma sequencia qualquer
NpsNos «-eslys dos nos rebaixados. Associemos a cada no rebaixado
um no t., i =1,2,...,k onde n, « t., isto e, t. foi promovido pa

ra o lugar de i, formando a sequencia dos nos promovidos para o Tu

gar dos Ny t1,t2, ...,tk.

Def.: 2.3 - Dizemos que uma promogao ny < tj e re

dundante se n; F tj_1 e ns > ns_q, de acordo com a numeracao acima

citada.

Por exemplo, na fig. 13, a sequencia 1 « 2, 3 <« 4

FIG.I3



mostra que 3 +« 4 & redundante.

Obviamente, chamaremos sequéncia redundante qual
quer sequencia que contenha pelo menos uma promogEo redundante.

Observa-se que se uma sequencia & redundante, exis
te uma outra sequencia nao redundante ja examinada em pré-ordem cu
jo ganho acumulado equivale ao da sequencia redundante. No exemplo
anterior, F(1,3) =D(2) - E(1) + D(4) - E(3) e F(3,1) =D(4) -
E(3) + D(2) - E(1).

E claro que a eliminagao destas sequéncias nao im
pede que sejam examinadas todas as Ervores obtidas pelas transfor
macoes no ultimo caminho, porque existe outra sequencia nao-redun
dante a partir da qual se obtem a mesma Ervore binéria que seria
indicada pela sequéencia de rotagoes redundante.

As afirmacoes acima estabelecem um segundo crite
rio de poda dos ramos da Ervore aux11iar, tornando mais rapida a
execucao deste a]goritmo, vez que todos os vértices que emanam de
um vértice representativo de uma promogao redundante . nunca

serao visitados.

2.4. Atualizagao da Arvore

Obtida a sequéencia de ganho maximo, faz-se a atua
lizagao da arvore, executando-se as rotacgOes indicadas pela sequen

cia e modificando os pesos correspondentes.



Por exemplo, no ultimo caminho abaixo.- fig. 14 -
T e transformada em T apos a atualizacao indicada pela sequencia
(23,18,11), correspondente a sequencia (5,4,2) de acordo com a nu

meragao associada a partir da raiz.

FIG. 14

Surge agora um tipo de rotagao nao aplicado no ul
timo caminho.
Seja a arvore da fig. 15, sem peso nas folhas, on

de a ordem Tlexicografica € alfabetica e seja (G) a sequéencia otima

do caminho ACGIJ, cujos pesos se encontram na tabela 2.3.
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FIG.15

Tabela de Pesos 2.3
No E D
A 142 319
C 93 142
G 37 54
I 24 38
J 23 23
E 25 25
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Quando se faz a atualizacao indicada pela sequéﬂ

cia, atraves do rebaixamento do no G, temos:

FI1G. 16

Tabela de Pesos 2.4

A 142 319
C 93 142




A arvore obtida e:

FIG. 17

Trata-se, pois, de uma promocao para a direita que
€ testada apds cada rotagao no processamento da sequencia de ganho
maximo.

No apendice 4 mostra-se um exemplo completo da exe

cucao deste algoritmo.
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3. ALGORITMO II - INSERCAO EM ORDEM ARBITRARIA

Ao contrario do algoritmo anterior, em que a inclu
sao e feita obedecendo a ordem 1exicogr5f1ca, os algoritmos que se
seguem permitem a 1nserg§o em uma ordem arbitréria.

As principais diferengas em re]agﬁo ao primeiro al

goritmo sao:

1. insercdo dos nos na arvore binaria de acordo com 2  critérios
heurTsticos (peso q;.1tP;tq; e centr61de), a serem descritos no
parEgrafo 3.3;

2. aplicacdao do algoritmo de geracdo e percurso da Ervore auxiliar
em qualquer caminho de T.

3.0. Descricao

Seja z o 10 no a ser incluido na arvore. Faz-se a

1nserg§o de z junto com P,> d,.7 € Q> de acordo com a figura 18.

FI1G.18
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A insercdao de outros nos i # z e feita

uma pesquisa binaria na arvore, da seguinte forma:

a. se i < z, entdo e feita a insercao de Pi+as_q

b. se i > z, entdo & feita a insercao de p,+q..

atraves de

Apos a insercao de um no na arvore binaria ocorre

um aumento do valor de W(L(v)) ou de W(R(v)), onde v e um no  per

tencente ao caminho onde foi feita a insercdo e o no incluido i,

associado ao numero m+1. Temos entao, os seguintes casos

para 0

calculo dos novos valores de W(R(v)) e W(L{v)) e, consequentemen-

te, dos E(j) e D(Jj):

a. 1 <z
1. i < v
R(L(v))=W(L(v))+ps+a;_1> W(R(v)) = W(R(v))
2. 1 > v
R(L(v)) = W(v), B(R(V)) = W(R(V)) + py + aj_
b. i >z
1. i < v
R(L(v)) = W(L(v)) + ps + q;» W(R(v)) = W(R(V))
2. 1 > v
W(L(v)) = W(L(v)), W(R(v)) = W(R(V)) + p; + q;.

E obvio que para todo j ¢ ao caminho citado,

W(L(3)) = W(L(3)) e B(R(3)) = W(R(J))-



A figura a seguir ilustra a insergdo do no I.

Em consequencia, e a exemplo do algoritmo anteri-
or, utilizamos uma tabela de pesos E(j) e D(j), j = 1,...,m+1, que
e atualizada de acordo com os casos acima. Os procedimentos de ge-

racao e percurso da arvore auxiliar sdo semelhantes.

3.1. Geracdo e Percurso da Arvore Auxiliar

0 contra-exemplo a seguir nos mostra que nao se po

de aplicar a poda na arvore auxiliar a partir do prmmiroGj(j) £ 0.
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Tabela de Pesos 3.0

NO E(1) D(i) E(i) D(1)
u -1 756 636
k - 2 422 237
a - 3 142 293 E=D D=D
c -4 93 116
j -5 58 23 58 23
e - 6 20<” 35 5 35

\\
i-7 15 ~5 35 15
F(6,5) = + 7 porque G(6) =.- 5 e G(5) = 12

Encontramos, deste modo, um novo tipo de sequencias
de rotacoOes viaveis, qual seja, uma sequéncia com duas rotacoes em
direcao diferente, com G(j) < 0 na la. rotacao e ganho acumulado

positivo,

Teorema 3.0 - Seja um caminho dado pela fig. 19 e

sua tabela de pesos:
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Tabela de Pesos 3.1

NO E D

3 E(J) D(J)
j+1 E(j+1) D(j+1)
j+2 E(j+2) D(j+2)

Se D(j+2) < E(j+1) e E(j+2) + D(j+2) > D(j), entao
a sequéencia j+1 <« j+2, j+2 - j tem ganho acumulado positivo para

jt2 <« m+l e j- > 1,

Prova: Basta efetuar a sequencia de promocoes e ve

rificar a condicao sob a qual o ganho acumulado & positivo.
0 ganho acumulado F(j+1, j) e:

D(j+2) - E(3+1) + E(J+1) + E(j+2) - D(J) = D(j+2) + E(j+2) - D (J)-
Entao, se D(j+2) + E(j+2) > D(J), F(j+1.,3) > O.
A condigao D(j+2) < E(j+1) serve apenas para mos-

trar que a sequéencia de rotacoes pode conter promocdes com Gi(ni)

< 0,
Adotou-se, heuristicamente, com base no teorema an

terior, o seguinte critério de poda:



se uma promogao para a esquerda nao €& viavel, e a pr6xima rota
cao a ser examinada e para a direita, tenta-se a rotacao para a
direita. Se o ganho acumulado for negativo poda-se o ramo da 52
vore auxiliar;

se uma promogao para a direita ndo e viavel e a pr6x1ma' rota-
cao a ser examinada e para a esquerda, tenta-se as duas rota
coes seguidas. Se o ganho acumulado for negativo, poda-se o ra

mo da arvore auxiliar.

Analogamente, prova-se que se E(j+2) < B(j+1) e

E(i+2) + D(j+2) > E(J) entao j+2 + j+1, j < j+2 da ganho acumulado

positivo, conforme a figura abaixo:

j+¥2
FI1G.20



E c]aro que se as duas rotagaes seguidas tem ganho
acumulado positivo prossegue-se o exame da sequencia, a exemplo do
caso em que a rotagao inica da ganho. No caso em que a proxima ro-
tacao e no mesmo sentido da anterior e esta da perda, entao poda

-se a arvore auxiliar naquele ramo.

3.2, Atualizacao da Arvore Binaria

Como as rotagGes da sequencia obtida podem ser
tanto para a esquerda como para a direita, torna-se necessério tes
tar esta condigdo. A cada rotacao efetuada, faz-se uma otimizacdo
‘local para réa]izar as promogaes 1aterais do tipo mostrado na fig.
15. Neste a]goritmo, tais promogGes poderEo ser para a direita ou

para a esquerda.

3.3. Descricao e Justificativa da Ordem de Insercdo

Observacoes citadas por Walker e Gotlieb [14] indi
cam que a arvore binaria otima de busca depende de 2 fatores: colpo
cagao praximo da raiz dos nos e folhas com maior probabi]idade de
consulta e do balanceamento das sub—Ervores da esquerda e direita

de cada no.

Por exemplo:



F uma arvore otima de busca.
Estas colocacoes nos induziram a utilizar dois cri
térios de ordenagdo para inclusao de nos e folhas na arvore bina

ria:

a, insercao por ordem decrescente da variavel
. +p.t+Qs, i=1,...
q171 Pi*dy» 1 1, N
b. construgao de uma arvore binaria inicial pelo método dos cen

troides e ordenacao de acordo com a numeracao da fig. 22,
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Observa-se que neste caso se inserem 0s nos, nivel
por nivel, a partir da raiz. Dentro de cada nivel, ordenam-se os
nos tomando, alternadamente, um no da esquerda e um da direita da
raiz, ate completar o Ultimo no do nivel.

E 10gico admitir que no 10 metodo de insergao, a
formacdo dos niveis mais prﬁximos da raiz ocorre logo no injcio das
insercoes, contribuindo para a obtencao mais répida da sequencia

de ganho maximo.



4, ALGORITMO ADAPTATIVO

4.0. Descricao

Na maioria das situagoes praticas, ndo se conhece
a distribuicdo das probabi1idades de consulta aos nos e folhas,
tornando necesséria a construcao de um a1goritmo em que se rea1i
zem as rotagoes necessarias a medida que as chaves foram consulta
das, a fim de manter a otimalidade da Ervore.

Este algoritmo adaptativo tem por base o princhio
de consulta e insergio utilizado no capitulo 3, e testado apenas
para distribuicoes com peso nulo nas folhas. Seus princhios podem
ser enunciados assim:

Dadas N chaves (K] < K2 < siee < KN) na primeira
vez que uma chave & consultada faz-se a sua inclusio na Ervore bi-
niria. Sempre- que se faz consulta a uma determinada chave, o seu
campo p. ., de frequéncia de consulta, e incrementado de 1. Em ambos
0s casos, atualizam-se os pesos dos nos pertencentes ao caminho
que liga a raiz ao no consultado. Executa-se, em seguida, o algo-
ritmo de geracdo e percurso desde o no consultado até a raiz, de
terminando a sequencia de ganho maximo. Fazem-se as rotagOes indi-
cadas pela referida sequencia. Feita a Ultima atualizacdo da Ervo—

re, uma visita de seus nos permite calcular o custo esperado da



arvore.

4.1. Geracao de Consultas
Utilizaram-se geradores randomicos de tal forma que

a distribuicao de consultas seja exponencial. Aplicamos o metodo

da transformagdo inversa|3,10].

4,2. Atualizagao e Inserggb

Dada uma chave K fornecida pelo gerador randﬁmico,
este procedimento busca se K pertence a arvore binaria (Se a arvo
re for vazia, insere-se 0 no consu]tadqy.Durante a busca, atualiza
0S pesos esquerdo ou direito dos nos do caminho percorrido, confoi
me o caso. Ao final da busca, se houve sucesso 1ncrementa—se de 1
o contador de consultas ao no. Se houve insucesso, inclui-se a cha
ve K na arvore, a direita ou a esquerda do ultimo no visitado, de

acordo com a ordem das chaves.

4.3, Arvore Auxiliar

0s algoritmos de geracdo e percurso da arvore auxi

liar e o de atualizagdo da arvore binaria funcionam de modo identi



co ao segundo algoritmo apresentado. A arvore auxiliar e gerada a
partir do no consultado ou incluido ate a raiz. Desta forma, se
temos um caminho com m nos e foi gerada uma consulta para o no j,
1< j<m, entao as rotacées dos nos j+1,..., m nao sao examinadas
ja que se houvesse alguma rotacado viavel para k = j+1,..., m faria

parte de uma sequencia ja processada.

4.4, A]goritmo Adaptativo Modificado

Observa-se que a visita por enumeragao implicita e
em pré—ordem dos .vertices de promogoes entre o no referenciado e
. a raiz pode abranger elevado nGmero de vértices degradando o tempo
de execugao quando o no referenciado esta nos niveis mais baixos
da Ervore binéria. Sabe-se que cada.referéncia aumenta apenas de
1 o peso direito ou esquerdo de cada no no caminho visitado, '1ndi
cando a viabilidade de uma maneira mais simples para otimizacao do

caminho referenciado.

Uma politica que pode ser examinada seria a se-
guinte:

Dados 1, 2, ..., m — numeracao dos nos desde a
raiz 1 ate ao no referenciado m — executar o0s seguintes passos:

1. sem = 0, parar; caso contrario, tentar rotacao simples com 0

no de numero m. Se houver ganho, realizar a rotacao simples e
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voltar ao passo 1;
2. tentar rotacao dupla de m. Se houver ganho, concretizar a rota-
cao, fazer m = m-2 e veltar ao passo 1. Se nao houver ganho,

m=m-1 e voltar ao passo'1.

Neste caso, 0 maximo nGmero de rotagGes e m-1. 0
maximo niimero de Nos examinados ocorre quando nenhum ganho & possi
vel no caminho e @ 2m - 3, qual seja, o numero de rotagaes duplas
possiveis. A subtragao de 3 e causada pelo fate de a raiz e seu
filho n3o poderem receber dupla rotagEo. A reducao de tempo prova-
velmente serE consideravel, dependendo da distribuigao de prebabi-
lidade das consultas geradas, sem grande prejuTzo no va1or espera-
do do custo.

A implementacao deste a]goritmo e analise compara

tiva dos resultados podera dar origem a uma futura pesquisa.
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5. ANALISE DE CASOS ESPECIAIS

Existem distribuicoes de probabilidade especiais
que podem tornar mais lentos ou mais rapidos os algoritmos apresen

tados. Casos tTpicos s3ao examinados em seguida.

5;0.A1gor1tm0 1

Peso nule nas folhas

- Caso mais favoravel

Seja pj > pj_] + pj_2 + ... + Py + p], j=2, ...sN.

A arvore otima obtida & uma lista linear com raiz
Py-

Neste caso, produz—se uma lista Tinear em tempo
proporcional a N, porque oultimo caminho sempre tera apenas 2

nos apos cada inclusdo e 1 no apos o processamento da  sequencia
otima. Visita-se apenas 2 vertices da arvore auxiliar para cada no

inserido.

- Caso mais desfavoravel

Seja pj > p. +

341 pj+2 oot Pyl T Py j=1,... N-1.



A arvore otima & obtida e consiste de uma lTista
Tinear com raiz Pq-

Sabe-se que todos os nos incluidos permanecem no ul
timo caminho e D(i) < E(i-T1), i=2,..., m+l. Sendo m+1 o nO de nos
do UTtimo caminho, a constatacdo de que a sequéncia otima & vazia
consome a visita da raiz e dos m vertices do primeiro nivel da arvo
re auxiliar e mais uma nova visita ao 10 vertice, totalizando m+2

visitas. Entao, o tempo de execucao e da ordem de NZ2.

Peso nao nulo nas folhas

- Caso mais favoravel

0 1
> r q, + z Py> j=2, ..., N.
i=j-

Seja Bj + q %
k=j-1

J

E obtida uma Tista Tinear, que e a arvore otima. A
raiz @ o N-esimo no. Verifica-se que apos cada inclusao o ultimo
caminho possui apenas 2 nos. Com a visita do unico veértice da arvo-

re auxiliar determina-se a sequéncia otima. Logo, o tempo de execu-

cao e pyoporcional a N.

- Caso mais desfavoravel

j . + . > .+
Seja Py * 9 . L P
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A exemplo do caso mais desfavoravel, anterior, a
arvore otima e obtida e coincide com uma lista linear. A raiz da
arvore @ o no de ordem 1. A estrutura binaria otima e produzida em

tempo O(N?).

5.1. Algoritmo IT

- Casos mais desfavoraveis

Seja P > pj+] + pj+2 ... Py (j=1,...,N-7T) ou

Pj > pJ._1 + pj_2 too.. 4Py (j=2,...,N).

Em ambos os casos o algoritmo consome O(N?) unida
des de tempo e constroi uma arvore otima, que no caso &€ uma lista
linear. A raiz e Py no primeiro caso acima e py No segundo. Apos a
k-8sima insercdo, o unico caminho existente na arvore binaria tera
k nos, de forma que a execugao consome tempo aproximadamente igual

a 0(
k

(k) = 0O(N?), em ambos 0S casos.
1

N ™M=
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6. TESTES E RESULTADOS

Para fins de testes dos'algoritmos foram elabora-
dos os programas constantes do Apéndice 6, escritos em ALGOL-W|13]|

e rodados no computador IBM-/370-65, da PUC/RJ.

Teste

=)

Tem como objetivo comparar os resultados obtidos

pelo "Algoritmo GW" com o dos algoritmos I e II, de acordo com o

quadro 6.0.
Quadro 6.0
7"Sintese do-Téste "
MEDIA DA DESVIO PADRAQO {COEFICIENTE DO
ALGORITMO RELACAO DA RELACAQ MOMENTO DE
E(CT)/E(CT*) E(CT)/E(CT*) ASSIMETRIA
I 1,017 0,008 0,492
GW 1,013 0,012 1,269
II-Centroide 1,012 0,007 - 0,160
II-Peso Decres—
cente 1,008 0,005 | 0,681




onde T* e a arvore otima e o coeficiente de momento de assimetria

n
%) e dado por (Z(R-R)3)/0®, sendo R a me-
i=]

dia aritmetica de R e 0 o seu desvio padrao.

da relacao R = E(CT)/E(C

Ve-se no quadro anterior que as arvores de melhor
qualidade sao obtidas pelo Algoritmo II, com insercdo pelo valor

decrescente de 9j.7 * P; + d;, porque a media da relagao

;
E(CT) W(E(CT*) e de 1,008. 0 desvio padrao de 0.005 indica a maior
concentracao em torno da média em re]ag&o aos outros casos, e 0
coeficiente de momento de assimetria mostra que a dispersao esta a
cima da media.

Na insercdo pelo metodo do centroide foi contado o
numero maximo de vértices por cada inclusao e o nﬁmero total de
vertices visitados nas arvores auxi]iares. Com base nos va]ores ob
tidos, pode-se dizer que ha indicios de que a sequencia otima en-
contrava-se, na maioria dos casos, no caminho da raiz ao vertice
mais a esquerda da Ervore auxi]iar indicando adequacao na geracao
e sequéncia de visita da Ervore auxi]iar. Deste modo o percurso em
pré-ordem por enumeraggo implicita visitaria apenas o caminho des-
de a raiz ate ao vertice mais a esquerda e os vertices do nivel 1

da arvore auxiliar, tornando rapida a obtencdo da sequéncia otima.

A fig. 23 ilustra o percurso.
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F16.23

Os apéndices 1, 2 e 3 mostram os dados e resulta-
dos utilizados para comparacao dos valores obtidos por Walker &
Gotlieb |14] e os alcancados pelos algoritmos desenvolvidos neste
trabalho.

Em fungao dos resultados deste teste, passou-se a
examinar o comportamento do a]goritmo II com inéergao em otdem de

crescente do valot de P + Py *og;.

Teste 1

Serve para analisar o comportamento do tempo de e

xecucdo em funcdo do numero de nos.
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Quadro 6.1

Sintese do Teste

TEMPO DE EXECUCAO POR

N NO (MILISSEGUNDOS) E(Cq)
NOS I 11 1 1T
64 1,72 2,34 5,77| 5,69
128 1,96 2,26 6,81| 6,51
256 1,91 2,50 7,68| 7,60
512 2,35 2,57 8,73| 8,55
1024 2,30 2,76 9,71| 9,56
2048 2,33 2,87 |10,68]|10,52
4096 2,39 3,06 |11,66]11,59
8180 2,42 - 12,69(12,59

As frequéncias de nos e folhas foram geradas se
gundo uma distribuicdo exponencial de media 100, a partir de um
valor inicial IX=7.

Verifica-se, observando os graficos do apendice

5eo0 Quadro 6.1, que:

a. o tempo de execucdo do primeiro e do segundo algoritmo sao da
ordem de N 1092N;
b. pela inclinagao das retas do grEfico 5.3 podemos conc]uir que

os algoritmos I e II s3o assintoticamente mais rapidos que o al
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goritmo GW.

Teste 2

Serve para testar o comportamento dos algoritmos

para exemplos apresentados por Knuth [8,9].

Quadro 6.2

Sintese do Teste (%)

RELACAD
NO DO E(Cr)/E(Cry
NO.| E(C.%) T )
exempLo VOl E(Cq
I IT
1 35 | 2,991 | 1,001 | 1,000
2 36 {3,238 | 1,000 | 1,000
3 35 | 4,800 . 1,000
4 36 | 4,722 - 1,017

Nos exemplos- 1 e 2, acima foram considerados. pesos

nas folhas. Nos exemplos 3 e 4, q; = 0, i=0, ...N.

(*) A distribuicdo de frequencias dos exemplos 1 e 2 foram retira
das da referencia |8], pag._437. A dos exemplos 2 e 4 foram ob
tidas na referencia |9, pag. 20.
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No quadro 6.2, vemos:

a. um exemplo em que uma arvore otima e produzida pelos algoritmos
I e IT (Ex. 2);

b. um exemplo no qual a Ervofe construida por I & semi-otima e a
construida por II e otima (Ex. 1);

c. um exemplo em que a Ervore constituida pelo segundo algoritmo

nao e otima (Ex. 4).
Teste 3
Serve para analisar o comportamento do A]goritmo 1

para p.. i=1, ..., N. escolhidos a1eatoriamente segundo uma dis

tribuicao exponencial e q; = 0, i=0, ..., N.
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Quadro 6.3

Sintese do Teste

exempog | HE(ETey 1 RELAGRO EXPONENCI
(C1) /€ (Cpe) | EXPONENCL

1 50| 3,896 1,000 100

2 50/ 3,897 1,000 80

3 50| 3,924] 1,003 100

4 60| 4,146 1,000 100

5 60| 4,145/ 1,000 80

6 60| 4,184 1,007 100

Observa-se que o primeiro algoritmo produz arvores

semi-otimas bastante satisfatorias quando N & pequeno (abaixo de

100 nos) ja que foram obtidas arvores otimas nos exemplos 1, 2, 4

—

e 5 acima e nos exemplos 3 e 6 a re]agEo E(CT)/E(CT*) e de 1,003 e

1,007, respectivamente.

Teste 4

Aplica o.a1gor1tmo I para

coes de frequencia de consulta:

as seguintes

distribui
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Progressdao Aritmetica, com

Py = 2000, Pi = Pi_g 7 X i=2, ..., 60

x = 20 9; = 0, i =0, ..., 60

Progressao Aritmetica, com
p'l = 2000 p-i = p-i_'l - _X? -i=25 s 60

X =30, q; =0, =0, ..., 60

Progressao Geométrica, com

_ _ i-1 . _
py = 2000 P; = pi_]. r , i=2, ..., 60, r = 0,8

Progressao Geométrica, igual ao caso c, acima, com r = 0,9

Progressao Geometrica, igual ao caso c, acima, com P = 8000

Quadro 6.4

STntese do Teste

TESTE E(Cre) | E(C3)/E(Cry)
a 5,026 1,009
b | 3,924 1,003
c 3,049 1,000(*)
d 3,067 1,000(*)
e 4,897 1,001

(*) A arvore obtida & semi-otima; a di-
ferenca E(CT) - E(CT*) e insignifi-
cante.
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Teste §

Consta dos testes efetivados com o A]goritmo Adap-

tativo, resumidos no quadro a segquir.

Quadro 6.5

Algoritmo Adaptativo

Sintese do Teste

MEDIA DA | E(Cy) | RELAGRO

EXPONENCIAL ADAP{Q;IVO ozé?o A:B
10 4,083 4,018 1,016
20 4,959 4,893 1,014
25 5,263 5,139 1,023

Observa-se no quadro acima, constrquo para N =128
e 30007 consultas, que o pior resultado da uma diferenca de 2,3%
do custo esperado otimo. 0 tempo de exeéugao observado parece ser
crescente com a media da distribuigéo de probabi]idade de consulta
aos nos.

Um Gltimo teste foi efetivado para N = 128 e 4001
consultas, sendo obtidos os custos esperados de 5,386 e 5,624, pa-

ra numeros randomicos exponenciais com media 30 e 40, respectiva-
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mente.
0s resultados da pagina anterior indicam que ha um
aumento do custo esperado em funcao da elevacao da media da expo

nencial,



7. CONCLUSOES

Os algoritmos apresentados parecem atrativos para

construcdao de arvores de busca por causa dos seguintes aspectos:

o primeiro porque @ rapido e simples;

0 segundo permite construg&o e otimizacao de Ervore numa ordem

arbitraria de insercdo de chaves;

- o adaptativo permite construir Ervores semi-otimas sem conheci
mento previo algum sobre as probabi]idades de consulta aos nos
e folhas;

- cada um dos a]goritmos consome memGria proporciona] a N e tempo
proporcional a N 1ogZN;

- 0s algoritmos implementados apresentam “performance“ superior a

existente na literatura, tanto com re]agﬁo ao custo da Ervore

quanto ao tempo de.execugao.

Finalmente, registrem-se alguns assuntos correla
tos tais como analisar o comportamento do custo esperado quando a

insercao e feita em ordem crescente da variavel 9;_7 * Py *+ Q.

5o imple-

mentacaodo algoritmo alternativo apresentado no paragrafo 4.4, tentati-
va de criagao de algoritmos O(N 1ogéN) e O(N) de tempo e memo -
ria,respectivamente, para construggo da Ervore otima, os quais po

derao servir de tema de pesquisa no campo das arvores de busca.



8.APENDICES
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APENDICE 0 [4]

Algoritmo K

Rrvores Binarias de Busca Otimas

Inicializacao

FOR i <« O STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN C; 4 <03 Wiy < g
FOR j <i+1 STEP 1 UNTIL N DO
g« Mijg % Py 9y,
END;
COMMENT: Arvores Iniciais - Encontra todas as arvores otimas com a
penas 1 no;

FOR j <« 1 STEP 1 UNTIL N DO

BEGIN Cy_p 4« Wi_q |
fi-1.5 T
END;
COMMENT: Obtem subarvores otimas com 2,3,...,N nos sucessivamente;

FOR d <« 2 STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN FOR j <d STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN i <j-d; M <« + o
FOR K+ ry s q STEP T UNTIL r ., .
BEGIN s <C; g + Cp

DO

IF s < M THEN {M <«s, K1l « K}
END loopks;



Cii™ Wij
ri,j ¢ Kis
END JLOOP:
END DLOOP:

END ALGK.

+

M

_66_
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APENDICE 1

Dados para Construcdo do Apendice 2 {14]

Classe 1: todos os q; sao iguais

Caso 1: q; = 0, 0 ¢ igN

Caso 2: q; = 10, 0 ¢ i ¢ N

Classe 2: Os q; foram calculados como fungao da vizinhanca de P;on

de P; = 0 para i = 0 ou i=N.

Caso 3: q; (pi + pi+1)/2, 0 ¢ ig N;
Caso 4: q_i = (P.i_-l + p.i + p.i_l_'l + p-i+2)/4: 0 < .i$ N;

ABS(3pi+]

Caso 5: q; - 2p.+3), 0 ¢ ig N

3
Classe 3: Os q; foram escolhidos de tal modo que a soma dos q; fos
se igual ou menor que a soma dos Pj do apéndice 3
Caso 6: q; escolhidos dos conjuntos 1, 2 e 3, casos 3 e 4 do apen
dice 4
Caso 7: q; selecionados dos conjuntos 1, 2 e 3, casos 3 e 4 do
apendice 8
Classe 4: Os d5 foram escolhidos de tal modo que a soma dos q; fos
se maior que a soma dos Pj do apendice 3.
Caso 8: q; escolhidos dos conjuntos 1,2 e 3, casos 3 e 4, do apen
dice 8
Caso 9: q; selecionados a]eatGriamente
Caso 10: q; = ]’5(p1-1+Pi+pi+1+pi+2)’ 0 ¢ i¢ N, de acordo com 0

apendice 3.
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A

Comparacao dos Resultados - E(CT)/E(CT*)

BUSCA Algoritmo G Algoritmo I Algoritmo 1II
DADOS OTIMA No=15 F=4

(a) (b) c=b:a (d) e=d:a (f) g=f:a
Conjunto 1: 1| 4.2944| 4.3635 1.016 4.3601 1.015 4.3134 1.004
, 2| 6.6060 6.6809 1.011 6.9022 1.019 6.6858 1.012
3| 5.8749 5.9439 1.011 6.1270 1.042 5.9009 1.004
41 6.0650 6.1591 1.015 6.1526 1.014 6.0746 1.001
5/ 6.6424 6.7192 1.011 6.7426 1.015 6.6807 1.005
6| 5.9633 6.0404 1.012 6.0319 1.011 6.0289 1.011
7| 5.8250 5.8256 1.000 5.8557 1.005 5.8825 1.009
8| 6.2576 6.3669 1.017 6.3070 1.007 6.3123 1.008
9| 7.0856 7.2746 1.026 7.2276 1.020 7.1704 1.011
10| 7.3376 7.3675 1.004 7.4838 1.019 7.4478 1.015
2: 1| 4.6317 4.7003 1.014 4.8012 1.036 4.6558 1.005
2| 7.2555 7.2602 1.000 7.4713 1.029 7.2983 1.005
3| 6.2534 6.2854 1.005 6.3889 1.021 6.2789 1.004
41 6.3976 6.4308 1.005 6.5469 1.023 6.4303 1.005
5| 7.0182 7.0570 1.004 7.1664 1.021 7.1082 1.012
6| 6.5382 6.5632 1.003 6.6014 1.009 6.6642 1.019
71 6.4549 6.4638 1.001 6.6429 1.029 6.4838 1.004
8| 6.5810 6.8593 1.042 6.6020 1.003 6.6162 1.005
9| 7.1216 7.4623 1.047 7.1929 1.010 7.1714 1.006
10| 7.6958 7.7384 1.005 7 .8551 1.020 7.7518 1.007
3: 1| 4.0035 4.0547 1.012 4.0594 1.020 4.0073 1.000
2| 6.4230 6.4747 1.008 6.5407 1.018 6.4802 1.008
3| 5.5561 5.5814 1.004 5.6037 1.008 5.5593 1.000
41 5.7628 5.8182 1.009 5.8323 1.012 5.8382 1.013
5| 6.2211 6.2596 1.006 6.3044 1.013 6.2320 1.002
6| 5.6524 5.7149 1.011 5.7428 1.015 5.6709 1.003
7| 5.5935 5.7259 1.023 5.7076 1.020 5.6188 1.004
8| 6.0850 6.3225 1.039 6.1500 1.010 6.1298 1.007
9| 7.0125 7.2805 1.038 7.1133 1.014 7.0583 1.006
10| 6.9738 7.0482 1.010 7.0602 1.012 7.0423 1.009
4: 1| 5.0362 5.0572 1.004 5.1175 1.016 5.0772 1.008
2| 7.4164 7.4609 1.006 7.5424 1.016 7.4975 1.001
3| 6.5463 6.5611 1.002 6.7034 1.023 6.6114 1.009
41 6.6505 6.6667 1.002 6.8013 1.022 6.7246 1.010
5| 7.2702 7.3371 1.009 7.4051 1.018 7.3869 1.016
6| 6.5494 6.5627 1.002 6.6970 1.022 6.6057 1.008
71 6.7508 6.7954 1.006 6.8906 1.020 6.8038 1.007
8| 6.7320 6.9473 1.031 6.7797 1.007 6.8286 1.014
9( 7.1119 7.3833 1.038 7.2024 1.012 7.1607 1.006
10| 7.8730 7.8765 1.000 7.9968 1.015 8.0008 1.016
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APENDICE 2

Comparacao dos Resultados - E(CT)/E(CTjL

(Continuagao)

BUSCA Algoritmo G Algoritmo I ‘ Algoritmo II

DADOS ~ OTIMA No=15 F=4 ‘
(a) (b) c=b:a (d) e=d:a (f) g=f:a
Conjunto 5: 1 4.1379 4.1815 1.010 4.1449 1.001 4.2235 1.020
2 5.9726 6.0523 1.013 6.1240 - 1.025 5.9968 1.004
3 5.7540 5.7765 1.003| 5.8487 1.016 5.7853 1.005
4 5.9979 6.0469 1.008 6.0771 1.013 6.0317 1.005
5 6.6600 6.8071 1.022 6.7745 1.017 6.7698 1.016
6 5.3331 5.3672 1.006 5.4599 1.023 5.3830 1.009
7 5.4117 5.4284 1.003 5.5404 1.023 | 5.4288 1.003
8 5.8119 5.8935 1.014 5.8346 1.003 5.8545 1.007
9 6.9904 7.2023 1.030 7.1415 1.021 7.1036 1.016
10 7.2693 7.3624 1.012 7.3964 1.017 7.3279 1.008
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APENDICE

2

Comparacao dos Resultados - E(C;)/E(Ci*)

Algoritmo II - Centroide

NO MAXIMO DE VER-
TICES VISITADOS

TOTAL DE VERTICES
VISITADOS NA AR-

DADOS (h) i=h:a POR INCLUSAO () | VORE AUXILIAR (k)

Conjunto 1: 1 4.3081 1.003 133 3389
2 6.6973 1.013 109 3497

3 5.9063 1.005 348 3364

4 6.0900 1.004 137 3785

5 6.7195 1.011 343 1372

6 6.0373 1.012 135 3434

7 5.9135 1.015 134 3391

8 6.3661 1.017 235 3682

9 7.2012 1.016 313 4201

0 7.4210 1.011 128 4208

2: 1 4.6558 1.005 180 3281
2 7.3999 1.019 167 3532

3 6.2732 1.003 160 3593

4 6.4206 1.003 106 3345

5 7.1690 1.021 195 4138

6 6.5901 1.007 273 3548

7 6.6219 1.025 167 3959

8 6.6946 1.017 171 3343

9 7.2423 1.016 245 3537

0 7.8870 1.024 149 4159

3: 1 4.0169 1.003 216 3535
2 6.4879 1.010 76 3541

3 5.5672 1.00] 366 4664

4 5.8177 1.009 169 4463

5 6.2722 1.008 239 4591

6 5.7861 1.023 186 4562

7 5.6366 1.007 197 3689

8 6.1158 1.005 475 4521

9 7.1852 1.024 233 3808

0 7.0557 1.011 154 4435

4: 1 5.1199 1.016 312 3620
2 7.5196 1.013 76 3298

3 6.5917 1.006 134 3336

4 6.7651 1.017 136 3718

5 7.3010 1.004 604 4408

6 6.6438 1.014 109 3587

7 6.8963 1.02] 174 3334

8 6.7821 1.007 137 2950

9 7.1938 1.011 168 3327

0 8.0889 1.027 233 3832
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APENDICE

2

Comparagao dos Resultados - E(C-)/E(Cy*)

(Continuacgao)
| NO MAXIMO DE VER- | TOTAL DE VERTICES
DADOS Algoritmo II - Centroide | TICES VISITADOS VISITADOS NA AR-
(h) i=h:a POR INCLUSEO (j) | VORE AUXILIAR (k)
Conjunto 5: 1 4.1428 1.001 250 3739
2 6.0927 1.020 245 3440
3 5.8210 1.011 251 3894
4 6.0618 1.010 120 3871
5 6.7077 1.007 804 5009
6 5.3811 1.009 95 3239
7 5.5175 1.019 231 4131
8 5.8329 1.003 299 4417
9 7.0789 1.012 172 3847
10 7.3930 1.017 130 3853




- 72 =

3

APENDICE

Dados Para Teste l14l

Pi

Frequéencias

ONOWANer— N <t —<+
LO NN

— MO r—LONLO N —
|
NN~ r—<tr—r—r—r—
o
—MNr—— O Or— M<tr—
— LO —
|

77]]4229]3
(a\] — Lo

Nr—r— O Mr—r-=190~r—
— N —

51402]4565
o — < —

—tr—omooc<tr—r— L
O —

—OMOr—r— MMNOYSE
LO r— AN —

— Nt <t =<t —
N N

IONONMSE m—r—r— <
Fr—r—e—C0O MM AN W
—

<t Nr—r—r—r~—r—r— O\
-

%212221122

——t—_S—— < — <
o [o0]

— NN O Nr—Or—
—
NN OON e —ANAN LD —
N

Ner—=Npr=r=r—O0Mr-r—
Lo <

Conjunto 1

0]012936]0
o™ <t (o))

NN ANF—r—r—r— <t L0 <t
—

—OOWOWMONF— r—r—
—

—OONOr—ON—~N

—

— N r—N—OMr—r— O
— o

—<tANr—r—NMLO™M —
—

— NAN—r—r—r—r———
w.lron/_—/n/_.l.l.lfo

—_SN AN N— OO — —
[aN e p]

———r——r—— 0N Al O
—

12]3534]%]

—

NDr—r—— OMN—M~NO —
o r— —
—_

— N r— OANr—r— MO

Ne—Or—r— O r—r—0) —
N N N

12471]3]2%

02]2]]]]]]
N e
]444%22]]2

—r—r— O~ MO r—— O
|
<t — M MNe—r—O<t— 0

72%]]3]223

——— N — N O
—
Ne—IONO— O < e——
—
—r—— N —_ = NS -

Nr—r—r—r—r—Q r— ™ r—
(3] O —
—
N— NP~ —N— N -
(2} o
N
MNe—Fr— NI~ ON
A M~ r—
[aV] —

NN e—<t < r— <t LO— LO
Lo 0 —

NANAN—r—MNr—— AN
— —

NN r—r—r—r— Mg MmN

—<t— NN —N— < —

Or— NrH—r—MN~Nr— AN —r—
— < Lo

—— N~ Ne—— N

——LIOONONMANN WO
<

Nr—r— MNr—r— OMMA
— — < 0

—
— L r—r—r— 0N — NN

—
Ne—r—r—r— QNN MSNAN
— o r—
—At— NNt —OMm
[aN]

O— N NO— <tV —r—r—
[en) — N~
o
O—r—r~Or—~r—ONr—r—

—

De— ANr—<t N —r—<tr—

Or—00Mr— ONN— <+
(32] O N

NN r— =D r— MWL LW
-—
— OO AN—ANNOYTE —
— (307
— O~ O r— M—OM
—

—

]283]”7]29

— <t AN — M —
— N
O r—

15

— N——r— L0 r—

" -

O— Nr—r—r—< Lo
(32

—_N—_O—r— OO r— I~
N LO —

1 45

—_r—r—r—N—~N - —

(3N
]234%5224]

Nr— Nr— OOt r—— Mmoo
—

—_— -

— MO NF—MO<tT N e—r—r—

N— OOV~ 00O NI AN —
[aN] [q VN

—N—ON M~ ——r— <
o
ONr—r—r—r— NN —
N
— NN~ M SN0 e— N
[aN}
—— MO — M —r—— ™
— <

<t r—— O =0 —— AN <
—

NN — A < 2%]2

b=



- 73 -

3

APENDICE

Dados Para Teste \14l
(Continuacao)

Pi

Frequencias

ot NANOTGt — < ——
<t — O\

o N

N
NMOr—MN—LIOMMN—M

~ — [aN]

— N

NWO—<FIONSSWON
— [o0) < LO —

Or—M~N—r—r— Nr——M
— O

NFNOOONNN—OY—
— N

——r— N0 r—r— N < <
N
— AN~ O—Or—r—M
— — LO
—MNO—~r— 00— NN
o —

—

—NONr—,—— OO r—
< —

ONMN— Or—— Mr— NN
[aNNee) < — —

—
42]]44111&

——MO——N—Or—
o — —

41%4321252

——r— 0ONMWYr—r—r—
NIt O
o

MOANr—r—r— <L O

—

128 350

Or— —— NNWO<F O
(@))] —

Conjunto 5




- 74 -

3

APENDICE

Dados Para Teste ‘14\

Qi

Frequencias

OMr—r— O ONNr—<+
ML N

—r—LlOOMNMMEFEMOLW LW

—
ON—O— NNy —
— o

— O O Mr—OMmM
— —

Nr—r—r— Or—<FLO O
o

— O~ OO —M
o Lo r—

(a\]
34%2152241

Nr— Or— Ntk r—r— MO0

— — —
N— "M r—<+tMr—r—r—

919128222]
[a\] o [a\]

— O NNF——r—r—r—<t
o

—r—r— NO— NN —

N

NN—<Fr— MO — N
N

NOCrr—r—r— Mr—r—r— 0

— <

—Or—r—<t O r—r— N <t
r—

Ne— NANMSNFN M — N <

o

Conjunto 6

Fr— NNOOTNr—— O
AN O o

OOWOWNrE—r—r—LIOMNM
r—

—<tFOONANON— WO r—
o) r—

1422534%21

ONr—— <N r—Or—m
—

— —
——r— Nt NN —

—NANNOO—O v — N
NN o

4.[.[.”011!3221

187211112%

N— OM~NOONN— <t r—
(a\]

Nr—r—r OO r—r—r—

< —

<tNrm—r— OOV r— O r—r— <t
—

N— OO NN — NN N <

o™

Or—<tr— ONr—< N <+
N < —
—— ONNF—NOLW -

—r—r—r— MM r—r—r— N

—<tOr—r—r— NN

7 3

— MO —N—M

1
54 227 22

1 84

<N WOWN— N

115 173

1
63
1
1
6
7
2
11

13
1
7

29
2
2
2
1
3
4

Ot r— <t er=r—r— NN —
N
OMNr—Fr—r— OO —r—Q
—r— L0
— OO ON—O— AN — N
— o

—

—rr—r— Or—O— O MmN
— <+

— N— NOY—M—OMm
—
40&41411112

—_Fr—rr O~ N— MM
— — o

32254%1241

N— MDr—r—r— (O r— 00—
Lo < m ™~

.IEOJ483.|50.|.2

o
NONOO— Ot r—r—=t

N — O

—

co



— 75 —
APENDICE 3

Dados Para Teste ‘14\

(Continuagao)

Frequencias Qi

Conjunto 9 12 831518 7 24 6 5 6 37 49 78 6 23 6 8 10 -6 156 720
900 6 1412623 12 8 48 19 25 6479 12 19 890 7 6 6 18
24 248 13 7 28 6 8129 6 8 42 6570 94 56 18 13 30 25 160
49 24 3068 6 12 60 12 9145183 6 97 8 9 27 7 13 5 840
6 14 3711 9 4 34 34 14240 6 6 5145 8 8 7 43907 110
711 41 8 7 7211 60 18 7 14 49 31930 7 75 7 98 7 6
70 7 1515121 23 18 14 7 12 6 25 63 7315 7 7 66 350 14
307 14 66632399990 6 6 5 4 1 1468 24 18 6 540 18 31
40 73 712 6 619 12970 12 43 2 7 25 1 90970 6 5 12
25 22 1118 7497 45221190 6 30 72 6 5 6 37 49 78 6 8
10 : _ : :

Os pi e qi estao arranjados de acordo com a seguinte matriz:

P1, P2, P3,..., P19, P20
P21, P2z, ..., P39, P40
P181, P182, ..., P199, P200
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APENDICE 4
EXECUGAO DO ALGORITIMO 1 PARA 0S DADOS DO APENDIGE 4.1

E D|IE D|E DIE DiE DIE DIE DIE DIE D|E DIE DIE DIE DIE D

192 142{142 177|142 235{142 235|142 240|142 260|l42 260|i42 265|142 272|la2 272|142 28I)l42 296{142 296142 319
35 35/35, 93|35 35
58 \\53 93 58{93 63|93 8393 83|93 88[93 95|93 95{93 104{93 19|93 lI9je3 142
5 5| 5¢ 25]5 5
20 "20]25 20{25 25|25 32|25 32|25 41 25, 56/25 25
5 5!5¢ 125 \\

7 7l 7|2 1ehiz 3|37 3157 54
\

15 15|24 I5l24 %8

Cl—iT|IOIMIMOIO|L (>

23 23

PROMOCAO E—=G

E 25 25125 3!

\
AN

G 37 \16 12 16

l 61 38
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APENDICE 4.1

DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS

A 142
B 35
c 58
D 5
E 20
F 5
G 7
H 9
I 15
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GRAFICO 5.0
ALGORITMOS I eIl
TEMPO MEDIO DE EXEGUGAO POR NO

128 256 512 1024 2048 4096 880
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GRAFIGO_5.
ALGORITMO I - DE INSERGAO A DIREITA
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GRAFIGO 5.2
ALGORITMO II- INSERGAO A PESO DEGRESGENTE
TEMPO DE EXEGUGAO
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GRAFICO 5.3
ALGORITMOS GW, I eIl
COMPARAGAO DOS TEMPOS DE EXEGCUGAO POR NO
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FORD ALGCL W {VERSIGN Z1NGV69) - 82 - ' 09 OC TOi

1=

BEGIN COMMENT: éQNSTRbﬁAB DINAMICA DE UMA ARVCRE BINARIA LEX ICOGRAFICA
SEMI-UTIMA A PARTIR DAS FREQUENCIAS DE CONSULTA A0S NOHS
E DAS FREQUENCIAS DE CUNSULTA ENTRE NOHS CONS ECUT I1VQS;

INTEGER ARRAY PESGDIRELTO 4P ESOESQUERDG, FATHER,
LEF TyGANHGPILHA,FILA,PILHA )
{1::200); INTEGER ARRAY GANHGACUMULADO(0::200);
INTEGER ARRAY FILHCANTEFRICR 1{0::200);
INTEGER ARRAY RIGHT(0::2C();
INTEGER RAIZyFRENTE s RETAGUARDA, ULT IMC,yN;
INTEGER PAI sFILHUsSTACKsGANHCMAXIMO
INTEGER K3
INTEGER IX,1Y; ~ REAL YFL,s Xy AVR3
STRING (1C) ARRAY WORD{1:3201); INTEGER ARRAY ALFA, BETA (0::201);

PFCCEEU?E tXPLNtNCIAL;

BEGIN IV: ‘IX*iZ&ulhBlﬁS?
1F 1Y<0 TrREN IY:= IY+421474E3€647+ 15
YFL :=IX32=IY; YFL2=YFL*0.4656613"'-9;
(2=—1¥A VRALN{YFL) 3 K3 =RCUND{ X)

END EXFLAE&CILL:

FFﬁCECUFE INCLUSAD {INTEGER VALUE 1)3; )
BEGIN CCMMENT: ACRESCENTA NOH AC RAMG CIREITE DA ARVORE;
Fﬁ?HER(I):=LLTIMD RIGHY!LLT{#C)==13
RlGhT(Ii =LEFT(13:=03; ULT IM0:
END INﬁLU‘Au,

PROCEDURE ATUALIZA {(INTEGER VALLE I);

BECIN

INTEGER PCINT;

PESCTESQUERDO{1): ALFA(i—l)*BETA(I):

PUINT:=ULTIMO; PESUDIREITG(POINT):
GANﬁQPILHAiFUINT):=bﬁhHCﬂCUﬁﬁLACL(PfINY) -FILA(PCINT)==PiLFA(PGINT) =

-]
WHILE PCINT == 0 LO
BEGIN
PESDD1REITUinINT3-~PESGDIRE1TO(POIET)+ALF£{I)+BETAf13,
PCINT t=FATHER{PGINT)
END
EMD ATUALIZA;

PRCCECURE ARVUREAUXILIAR;

BEGIN CUMPMENT #%% PRODUZ UMA FILA DE NOHS QUE FGRNECE U GANHO MAXIMO NO
RAMGC DIREITG CA ARVERE BIAARIA;

ihTELER PAI FILHU,STACK,G&NHUNAXIMDa

STACK :=FRENJE :=RE TAGUARDA :=GANHOMAX IMC: =03
FATFER{RAILZ):=ULT IMO;

FILHO:=ULTIMO; PAI:z=FATHER{ULTINC);

If RAIZ == ULTIMO THEN

BECIN

PROMOCAC: IF PESODIREITO{FILHO)>PESOESQUERDG(PAIL)
THEN BEGIN
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FORD ALGCL W {VERSIUON ZINOV69) 09 0701

- - COFMENT: %% A FROMCCAC ATUAL EH VIAVEL;

- ~ GANKOFILHA(PAIL): “PESDLIREITD(FILHG)-PEbGESQUERDD{PAi)e

-= . GANHUAC UMULADC{PAI) :=GANHCPILHA{PAT)+GANKCACUMUL ADD(STACK )3
-- PILFA{PAI ) =STACK ;

- FILHOANTERIGR{PAI):=FILKC;

- , STACK:=PAL; ,

- PESOESQUERDU (£ ILHO):=PE SOESQUERDO{FILHO) +PESOESQUERDGIPAIL )
-- , FATHER(FILHO) s =PAI:=FATKER(PAI);

- IF GAMHCACUMULADO {STACK) > GANHCMAXINC

5= , THEN BEGIN

-- COMMENT : PROMGCAO VANTAJOSA, COPIA PILHA M FILAj

-  GANKUGMAXIMU:=GANKCACUMULADO (STACK ) ;

- g RETAGLARDAZ=STACK;

- . WHILE P ILHA{RETAGUARDA) -= C DO

6= o BEGIN FILA(PILHA(RETACGUARDA })):=RETAGUARDA j;

- . RETAGUARDAz=PILHA{RET AGUAREGA)

-6 N END;

- .. FRENTE:=RETAGUARDA; RETAGUARCA:=STACK; FILA(RETAGUARDA):=G;
- GCTO TESTAFIM

-5 ~ENC

=4 ~ ENDj;

- RECLPERANCOHS: WHILE {STACKKPFAI) AND (STACK-~=0) GO
G— BEGIN

-- . K:=FILHCANTERIGR (STACK);

- | PESUESQUERDO(K) ¢ =PE SOE SQUERDO(K) ~PES OES QUERDD(STACK ) 3
el GANHOACUMULABD{STACK )3 =GANHOAC UMULADG{ S TAEK) - :
-- - GANKOPILHA(STACK);

- - FATHER (K ) :=STACK

— , PAL:=STACK;

-— | STACK :=P ILHA(STACK)

-4 ‘ END ;

- o FILHG:=P213

-— - PAL :=F ATHER(FILHO) 3

—_— TESTAFIN: |

- 1F STACK+=0 THEN

4= - BEGIN _ ‘

- _ WHILE {PAI>STAUK) AND (PAI-~=FILHOANTERIOR(STACK}) .DO
55 - BEGIN FILHGC:=PAI; PAL:=FATHER(FILHC) END;

- o IF PAI=ULTIMC THEN GGTC RECUPERANCHS

-4 ' _ ELSE GOTC PROMOCAG END

4= ' , ELSE BEGIN ,

-- , 1f FILHO~=ULTIMC THEN If PAIKFILHO THEN GO 10 PROMOCAOQ
-4 ENC

-3 END

-2 END ARVCREAUXILIAR ;

-- PRCCEDU RE FLLAGANHOMAX IMO 3
2- BEGIN

-- IiCCkTRGL(Z);

- FATHER({RAIZ):

-- WHILE FRENTE == 0 DO

3~ BECIN

—_ IF FRENTE = RAIZ

- © THEN RAIZ:=RIGHT(FRENTE)
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ELSE RIGHT{FATHER(FRE&TE)3:=RIGHT(FRE&TEJ;
K:=RIGHT (FRENTE);
PESCE SQUERDGIK) 3 FtSUE(@UERGE(KJ+PESDESQUERCC(FRENTE),
PESCCIREITO{FRENTE J:=PESODIREITG{ FRENTE)-PESCDIRETT1GIK) ;
FATHER{K) 3 FAThER{FRtNTE)a
FATHER{ FRENTE ) 3=
RleT{FRENTt):=LtFI(K3;
LEF 1{K) :=FRENTE;
If {LEFT{FRENTE }-=0) AND
{ FESOES U ERCO(LEFT( FRENTE ) )>PESODIREITO(FRENTE))
THEN BEGIN
K :=RICHT{ LEFT{ FRENTE) )3
PESCDIREITO(L EFT{FRENTE)}):=PESODIREITO{L EFT{FRENTE)})
o # PESCDIREITC{FRENTEDS
LEFT{FATHER{FRENTE) )s=LEFT{FRENTE);
RIGHT{LEFT{FRENTE)) 2=FRENTE; ,
- FATHER{LEFT(FRENTE) ) :=FATHER{FRENTE)};
CLEFTU(FRENTE):=
o ENC3
FRENTEz=FILA{FRENTE)
END
END FILAGANHORAXIMU;

PRDCEBURE URUtHFINﬁLiihTEGER VALUE N)3
EECIR COMMENT #%k PERCORRE RECURSIVEMENTE A SUBARVORE ESQUERDA , SUBARVC-
RE DIREITA E RAIZ. CALCULA TENFC MEDID GE PESQUISA;S

INTEGER €5DE;-INTEGER -ARRAY WaDsA {13:sN+1)3 REAL-EDT3 - INTEGER -IEOTS -~
INTEGER STAQUE s Jy IALFAAT;IALFA:

J:=13 STAGUE:=0; IEDT:=0;
T1: kHILE JK=A DC BEGIN

HRIiE("LEFT",LEFT{J):“NQH“:J;HGRD(J):“RICET":RIGHT(J))a

Wid): Ji=J+1
, END,
;:: RAIZ,
NRITE(”LEFT“,L&FT(RAIZ),"RA11“,RAIZ,“RIbHT“,RIGHT{RAIZ)),

T2Z: WHILE P == 0 DU BEGIN
- STAQUE:=STAGUE+1;
D{STAGUE) 3=C3
CA{STAGUE):=
P:=LEFT{P)
END;

Ti: 1F STAQUE=G THEN BEGIM
ARITE(YPESD PONDERADOM,1EDT,"SOMA DOS PESTS™,

WiRAT 1) ); ) )
WRITE (MO TCMPO MECIC COE PESQUISA EH: WLIEDT/W{RATLZ)) 3
GOTO SAIDA -
END
ELSE BEGIN

P:=A(STAQUE);
DE :=D (STAQUE) ;
STAQUE:=STAGUE-1
o END ;3
IF CE = O THEN BEGIN
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- - STAQUE:=STAQUE+1;

- o DI{STAQUE):=1;

- ‘ Q(STA&Ut) =3

-- o =RIGHT{(P);

- - GGIt 12

-3 - END

3~ _ ELSE BEGIN

-- B IF LEFT(P)=0 THEN IALFANT:=ALFA(P-1) ELSE IALFANT:=03
-- : , IF RIGHT(P)=0 THEN IALFA:=ALFA{P) ELSE IALFA:=0;
- o FCR J:=1 STEFP 1 UNTIL STAQUE £0 o

— ) - WOA() ) s=W(ALJ))+BETA(P)+IALFANT+IALFA;
-- N Wi{P):=W (P)+EETAIP)+IALFANT+IALFA;

— IEDT:=1EDT+K (P )3

- B GOTO T4

-3 END;

- SAIDA:

-2 END ORDEMFINAL;

- GANHOAC LMUL ADG{ 0) : =
- FILECANTERIGR{0) :=
- N:=C; INTFIELDSIZE:
- INTCVFLE=NULL 3
- ®RI TE(MAS FREGUENCIAS DADZS SAQ:%);

03 RAIZ:=135 ULLTIMO:=0;

03
125
125

- REAC(IX,AVE);
R LET TURA 1~ READCNLWORDAN41 )03 ALFA{N) 2 =03

- N WRITE(" WLALFAIN) )3

- o £AFUNthIﬁL,

— _ BETA{N+1) 2

2- IF WORDINAL I Gl1l)-=w,® THEN BEGIN N:=N+1;

- , WRITE(W "y WORDIN), BETAIN));

- o ' GCGTC LEITURA

-2 ) END; :

2= BEGIN COMMENT %% PARA CADA NCH EXECUTA AS PROCEDURES OE INCLUSAG, ATUA

-- S sx% LIZACAD DA TABELA DE PESOS DO RAMO DA DIREITA,PERCUR
- T %3 SC DA ARVORE AUXILIAR PARA CBTENCAG DA FILA DE GANHO
—- o ok MAX IMO

- FCR I:=1 STEP 1 UNTIL N DO
3-  BEGIN INCLUSAO(I);

-- B ATUAL IZACI) 3

—- ' ARVOREAUXI LIAF;

- o FILAGANHOMAXI MO
-3 ENC

-z END 3

- ORDEMFIMALL M)

—1 END.

/1 SECCNLS IN CUMP ILATIUN, €7032 BYTES OF CODE GENERATED
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