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APRESENTACEO

0 trabalho em foco retrata a utilizac3o do Principio de Decompo
sigdo de Dantzig - Wolfe, com o objetivo de descentralizar a producdo de uma -
empresa, cujos setores de producdo tem uma representacdo em blocos independen-
tes, bem como um bloco representativo de todos os setores de producao,

A utilizagdo € feita com uma interpretagio econdmica do procedi
mento de decomposigao, seguida de um exemplo ilustrativo resolvido no capltulo

tres, e os resultados s3o utilizados nesta aplicagdo.
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PRESENTATTON

This work shows the utilization of the Principle of Decompositi
on of Dantzig - Wolfe, with the purpose of descentralizing the production of
an enterprise whose sectors of production have a representation in independent
Blocks, as well as a representative block of all sectors of production.

The utilization is made with an economical interpretation of de
composition procedure, followed by an illustrative example resolved in chapter

3, and the results are used in this application.



PRESENTATTON

Ce travail montre 1' utilisation du Principe de Decomposition de
Dantzig - Wolfe a fin de descentraliser la production d' une entreprise avec
secteurs de production qui ont une représentation de blocs indépendants, aussi
bien que un bloc représentatif de tous les secteurs de production.

L' ytilisation est faite avec une interprétation €conomique du
procédé de décomposition suivi d' un exemple illustratif resolu dans le chapi-

tre 3, et les résultars sont utilisés dans cette application.
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1.

Geracao de Colunas do PPL

1.1.1. Método Simplex Revisado

Na execugao de uma iteragao do Simplex, muitas das informagdes con
tidas no quadro ndo sdo utilizadas. Por isto, somente os itens seguin-

tes s3o necessirios:
I. 0 custo relativo de fatores E-j « E utilizando-os, calculamos ES =
= min c.
J
IT. Afirmo que Ej < 0, isto implica que a coluna 1—5S = (518,. . ’Ems) de-

ve entrar na base. Para isto, os valores das variaveis basicas

Xp = (by,... ,bm)' serao utilizados para calcular
b b.
—— = min —= (1)
a a. >0 a.
TS is is

e a operagao pivé € processada sobre a_rs.
Observe que somente um vetor coluna ndo basico do quadro corrente
?S €, requerido.
0 Método Simplex Revisado, utiliza a inversa da matriz basica cor-

rente, com o objetivo de gerar as quantidades desejadas.

0 programa linear (PL) para ser resolvido &€, escrito na forma

min Z = cyxp + ...+ C X (2)
sujeito a Pixp + ...+ P x @b (3
X, 20, 1i=1, n D)

onde P. =(aj,...,a.)' (5)



€ a j-ésima coluna da matriz coeficiente A. Afirmamos ainda que, esta

- L3 o - . -
matriz tem dimensao m e O programa e viavel. Seja

B = [P, jm] (6)

jl ,l.I,P

b

a matriz basica para o programa e seja

(7

X (X. 3 Xo geensy Xo
H :12, 2

1
B J1 Jm)

e C (le’ cj2

B seees Cu ) (8)

Jm

o correspondente vetor de variaveis basicas e coeficientes da funcdo ob-

jetivo, respectivamente. Note que Cy € um vetor linha, o vetor x, sa-

B

tisfaz

BxB @b (9)

cuja solugdo &
Xxp =B b=b (10)

Afirmamos que B & uma base viavel, isto &

x5 2 0 (11)
Definindo
o] - t2 -
Pj = (alj""’ o5 2 cj) j=1, n 12)
Pn+1= (Cy Oyeney 0, 1! (13)
B= (bl,noa, bm, 0)‘ (lLI")
Entao, 2 3 podem ser escritas
n
E Pj X5 + Pn+1 (-2) = b (15)



" . “ .
onde -7 € uma varidvel basica permanente

Desde que B € viavel, a (m + 1) matriz

9, (16)

B= [P .o B, B 1= .5
1

j jm’ “n+1
g

s s as s e

€ a base viavel para o sistema aumentado 15. A inversa da matriz B &

R D S (17)

o que € verificado facilmente por multiplicacdo direta de matriz.
Definicao.
0 vetor linha

-1
T = (Myyeeny ’ﬂ'm) = CBB (18)

& chamado multiplicador do Simplex associado com a base B.
Note que, se o sistema 3 se multiplicarmos a primeira equagdo por
Tse.e, @& M-Esima equacdo por m» somando e subtraindo a equagdo Z, o

coeficiente de Xj n torna Cj -7 Pj . Colocando

C, = T P- = 0 (19)

e B! se torna

Bl | L (21)




n

. - « o -1
Se cada coluna do sistema 15 € multiplicada por B~ , forma o se-

guinte resultado candnico:

Xs b
j'. a
‘. + r P.x. = (22)
. - j‘]. .
3 "X j nao basico b
Jjm m
-Z+ %  C. X =~7
e e el D 0
j nao basico
Desde que
P. B : O P.
..lei = .'...:lllll ll!qtl (23)
c. . C
J . J

P. = B~ P. )
e o custo relativo de fator &

c. = c. - m P. (25)

- 1
Dada a matriz B ou equivalentemente, dado B e o multiplicador

do Simplex m, as quantidades necessarias para formar uma iteragdo no

Simplex, 'c-j e Fj » podem ser calculadas do problema original utilizan-

do cj e Pj - Afirmamos agora que Ej sera calculado por 25, enquanto

Pj por 24. Se os valores das varidveis basicas B, onde varia no come-
co do ciclo, um elemento pivo é—rs pode ser localizado em FS usando 1.
Isto tudo, para introduzir PS na base e retirar Pj , isto é, para gerar

a inversa da nova base. Para ver isto em detalhes, considere a matriz

partida.



- -
L] a
L] ls
B. ...PB. .. Ca 2
le ij Pn+1 L Pl L s (26)
X va
: : ms
. . c
- S

onde uj € a i-ésima coordenada do vetor unitario de dimensdo m + 1. Se

a matriz & multiplicada por B! , o resultado &

B . a |

=

esU]ee

TS +— elemento pivo  (27)

Qfsonss

L] - mS

ol

Agora seja a matriz acima, transformada pela operagdo pivoteamento so-

bre a__ produzindo
S

g7l (28)
Novo r]-

breeomp g 0wy,

onde os elementos de o nao sao todos nulos.

A segunda partic3o contém agora a desejada matriz Ng\:; . Para

observar isto compare a matriz acima com a original 26. As colunas da

nova base sao

8 =[P ...P. ,DP,B _ ..B ,P

29
Nova. Jl Jr. s Jr+1 Jm I'1+1:l . (29)

tendo reduzido a matriz unitaria.



Sumirio do Método Simplex Revisado

. -'l A"l o~
Linham+ 1 de B tema forma B = (- myy = mopeeny — m 1) onde m, sdo
mH1

os multiplicadores do Simplex. Para cada ndo basica varidvel, forma-se o
custo relativo de fator Ej .

_ m
c. =¢C. - X m. 4a8..=¢C. —7P.
J J iz 1 1] J J

Esta operagao, frequentemente submete a coluna Pj aos pregos fora.

Afirmamos que a coluna selecionada para ingressar na base, é para encontrar

min ¢C. = C
" 3 s
J
Sec, > 0, Pare. E a solugdo basica corrente & Stima.
Se Es < 0, calcule a coluna transformada
Ps 1 Fs
= B
% s

. = — _— 1
Seja P [ Ay s gl ]
Se todos Eis < 0, Pare, O G6timo € ilimitado.

Seja X = EXBEOJ +xs[—i5-53us

onde g € © s-ésimo vetor unitario. HEntdo, X € uma solugdo vidvel para to

do Xs 2 0, cujo valor objetivo %4 = Cp Xp + ey X quando XS, entao
7 — -
De outro modo, calcule

) b.

L= min —= =0

a a. >0 a,
Fas is is



Construindo a matriz aumentada

e transformando por pivoteamento sobre Ers' A primeira m + 1 coluna dore
sultado contém a inversa da nova base.

Atualizar a solugao basica por

(XB)- < (x.). — 0 a. i#¢0p
3

(XB)P < 0

e retorne a 1.



Problemas de Grande Porte

2.1. Introdugdo

Neste capitulo, os programas lineares cujas matrizes de restricdes
tem estrutura de blocos diagonal ligadas por varidveis de folga serdo es-

tudados. Um programa acoplado de ambas maneiras € mostrado a seguir:

max Z Fexy +...f Cpo + coy 1
Ayxy +... +APXP+Dy=b0 2
( Bixy + Piv = by |
Boxs + Doy = by
sujeito a ' 3
< e, . >

L x>0, 1i=1, n e y>0 b

S

0 principio de decomposicdo de Dantzig-Wolfe do capitulo 3 pode ser
utilizado para resolver este problema. Se o problema tem somente varia-
veis de folga, o procedimento de Dantzig-Wolfe pode ser aplicado para o
dual. Se ambas variaveis de folga e restricdes estfo presente, a matriz
restrigdo € particionada entre 2 e 3 como € mostrado. Relagdo 3, torna-
se a restrigao dos subproblemas e 2, torna-se o programa principal. Desde
que os subproblemas tem forma dual angular, pode ser tratado pelo princi-
pio de decomposicdo de Dantzig-Wolfe, que & exatamente, a teoria utiliza-
da no desenvolvimento desta tese; assim como, com o assunto deste capitu-

lo. Em qualquer caso, o resultado € um algoritmo de trés niveis, envol -
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vendo uma iteracdo (solucionando os subproblemas) dentro de uma iteragdo
externa (solucionando o programa principal). Desde que a iteragdo inter
na & completamente complexa, isto € computacionalmente indesejavel, espe
cialmente porque o Dantzig-Wolfe.

- 0 algoritmo desta segdo oferecem alternativas para resolver 1l-4
Eles sdo chamados métodos de particdo porque os problemas varidveis sdo
partidos em dois subproblemas de varidveis de folga, y, e blocos varia -
veis, X, Os Xs sao divididos em conjuntos dependentes e independentes
para especificando as matrizes basicas com cada matriz B;. Esta parti -
c30 permite as variaveis dependentes e blocos restricdes para ser elimi-
nados do programa, gerando um problema reduzido (menor).

0 adjetivo relaxacdo & empregado porque, eliminando as varidveis de
pendentes, o controle é pedido sobre as ndo-negativas. Estas sSo assim
relaxadas, e a iteragao define novas particSes de maneira que, elas s&o
eventualmente satisfeitas.

— Assim sendo, como ja foi destacado por Geofrion, o conceito de res
1

trigdo relaxada provem de um trabalho unificado, no qual os trabalhos

deste e outros metodos podem ser compreendidos.



2.2.

10

Relaxagao

Considere o programa geral cSncavo

max f£(x) 1
Problema
g;x)>0, i=1,m P 2
sujeito a
X s 3

onde f e g; sdo fungdes cOncavas de um vetor X e S € um subconjunto con-
vexo de E(S _ E'). Consideremos aqui o caso em que as restrigOes g2 0
sdo bastantes numerosas para darem problemas. Ento uma estraté'éia ra=
zoavel de solugdo € relaxar algumas dessas restrigdes e solucionaro pro
grama sG com as restantes. Se este problema € invidvel, assim também o
€ o original. Se € vidvel, e se a solugdo resultante satisfaz as restri
gOes relaxadas a solugdo € Gtima para P, Se ndo, obrigamos uma ou mais
das restrigoes relaxadas e repetimos o procedimento, Relaxamente passa-
ria a ser uma estratégia definitiva se relativamente pouco das restri-
gOes sdo conhecidas para terem um ponto Stimo. Isto €, verdade em pro-
gramas lineares nao degenerados.

— Gefrion tem formalizado esta id€ia como segue. Seja M o conjunto

de inteiros {1,...,n}, seja R um subconjunto de M, e seja PR O programa
max f(x) 5
g;(x) _0, i R 5
sujeito a
X S 6

Afirmamos que um conjunto inicial R pode ser encontrado tal que PR
tem um supremo finito e que todos supremos finitos sdo atingidos. Entdo,

- . " - . “
a técnica de relaxacdo, que permite restrigles adicionados procede como
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segue:

1. Conj. £ = + » e escolha um conj. inicial R tal que R estd limitado

superiormente por PR.

2. Solucicne PN. Se P* & inviadvel, P & invidvel. De outra maneira ob-

tenha uma solugdo Otima o
R . R aa. . .
3. Se gi(x )>0, 1 M-R, x e otimo para o problema original P.

4. De outra maneira, seja V _ (M - R) contendo indices depelo menos uma
restricao violada, e seja

D={i|g&H>0, i R
5. Se £ =m f, substituir R por R' = RuV e vd para 2.
6. Se £(xN) <f, substituir R por R' =R V -~ D substituir T por f & » 2.

— Este procedimento acrescenta uma ou mais restrigSes violadas e se
£(xX) tem decrescido, deve aquelas restrigOes em R que ndo sao limitadas
em x.  Tnsistindo que nao relacdo sao deletadas se £ = T garante
que somente um nimero finito de pontos do problema PR necessitam ser re-
solvidos, como veremos. A prova requer dois resultados preliminares.

R . . - - .
Teorema 1. Se x soluciocna PR e a restricao em D sdo deixadas fora, en-

tio x* também resolve PN L. Consequentemente, se X & solugdo Unica pa-

ra PR, entdo ela € também solugdo Unica para pRD,

Prova - Afirmamos que existe um vetor X, satisfazendo as restrigdes em

R - D tal que
£R) > £

|~3

Considere pontos sobre o segmento xR e X:

X, TAR+ AL =x, <A<l 8
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- .
Desde que S & convexo e todas g. sdo concavas, X, S e X, satisfaz

A A
as restrigSes em R - D para todo ¢ < A < 1. Considere a restrigdo em D.

Desde que g; sdo cOncavas,
- R
gi(x}\) > Agi(x) + (1 - A)gi(x )
Desde que gi(xR) >0, i D, entdo para A » 0 e suficientemente pe-
R

queno, gi(xx) >0,1i D. O0s pontos Xy & consequentemente vidvel em P

para tal A. Mas, pela concavidade de f.
- R R
f(x}\) > Af(x) + (1 - MEE) > £(x7) 9
que contradiz o Gtimo de N
Para provar a Unica possibilidade, se £(X) = f &) , entdo 9 produz
£x,) = G
para todo A > 0 e suficientemente pequeno, que contradiz a tnica possibi
lidade de XR.

— 0 pesultado seguinte mostra que a sequéncia de subproblemas maxi-

mos obtidos por relagdo é mondtono nao-crescente.
Teorema 2.
1
£G8) < FGE) 10

Prova - Se R' = RuV, o teorema € obviamente certo. Pelo teorema 1,

FGED) = £ 11

Desde que

R-D)uv

£(x ) < £ D) 12

o teorema esta provado
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Note que, a concavidade de f e g; convexidade de S permitem deixar fora

. o - - .
as restrigtes ndo obrigatorias.

Teorema 3. O procedimento de relaxagdo termina depbis de um nimero fini-
to de problemas PR tenham sido resolvidos, tanto como uma solugdo Otima

para P ou com um conjunto de restrigdes tal que a corrente PR & invidvel.

Prova - Desde que M € finito, ele tem somente um nimero finito de sub-
conjuntos diferentes. Desde que f (XR) decresce de iteracao para itera-
gao, nenhum subconjunto pode ser repetido. Desde que restricoes nao sdo
canceladas (suprimidas) se f (xR') = f(xR), e pelo menos uma restricdo €
adicionada, f pode permanecer constante, para somente um nimero finito de
iteracoes.

Relacdo para o método dual simplex. N&o & diffcil mostrar que, se o
programa P € linear, entdo, com propria escolha de V, relaxacdo & equiva-
lente para o dual simplex L em K e' s, Para mostrar isto, & conveniente

escrever P na forma

max cx 13
sujeitos Ax = Db 1
x>0, i=1,n 15

onde A € uma matriz mx n, e dim A = m,
A restrigao para ser relaxadas s3o ndo-negativas 15. Deixe esta ser inde

L ad . . - . » .
xada pelos indices das suas variavels associadas, e delxe

N = {1, 2,... n} 16

As equagGes 14 serdo sempre satisfeitas, isto €, o conjunto S em 3 €

S = {x|A x = b} 17

No que segue, supomos O seguinte;
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Afirmacdo 1. Todas bases vidveis do dual de 13 = 15 sdo ndo-degeneradas,

isto €, exatamente m da restrigdo dual € obrigatdrio.

. . . - [T a - . .
Teorema 4. Deixe os indices das varidveis ndo bisicas no ciclo inicial
- . . a . o~ [t »
do metodo dual compreendendo o conjunto inicial R, de relagao. Alem dis
. . - ) .« o
s0, deixe o conjunto V no passo 4 de relaxacdo se o indice da restrigao
. . o~ » . -
mais vioclada ndo-negativamente. Ent3o, no ciclo K do método dual de re-
laxacdo, o conj. indice das varidveis ndo-bdsicas no método dual & igual
. = R_ K R -
ao conjunto R em relagac, e X = X , cnde X e o vetor de valores para X

no método dual.

A prova deste teorema requer trés lemas.

lema 1. Se R é conjunto indice de varidveis ndo-bdsicas no ciclo k do

método dual, entdo x- & a Gnica solucdo Otima para PR,

Prova = Deixe B ser a base no ciclo K no método dual. E bastante mos-

trar que Ty = CBB_I é viavel para o dual de PR, com valor objetivo dual

igual a CpXp»> qQue mostrado a seguir junto com o seu dual;

PR Dual de PR
max Z = cx min V = 1b
Ax = Db 7B = p
sujeito a sujeito a :
X, 20,1 R nAg_ci,i R

onde AT & a i-8sima coluna de A. No método simplex dual, a base B &

dual viavel, assim m, satisfaz todas restricdes dual e

B

B! p

Cp 18

\Y (1TB) = = cp Xp 18

Portanto, xX resolve PN, Pela afirmagdo 1 da ndo degeneragdo dual, to -

das restrigoes dual em R s3o estritamente satisfeitas, assim esta solu-
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cdo Gtima € tnica.
Lema 2. Seja R o conjunto de Indices das varidveis ndo bdsicas.no ciclo
K do método simplex dual, e afirmamos que o algoritmo termina neste ci -
clo com a informacdo que o primal € invidvel (isto &€, com min _b_i =Br <0
e todos Gp 2 0). Fntd3o os subproblemas de relaxacdo formados por adi-
ciocnar o indice £ (o indice da r-ésima varidvel bisica) para R € ‘também
inviavel.
R+ I

Prova - Basta produzir uma solugdo ndo limitada para o dual de P

As consideragCes sobre o primal-dual sao

R+f R+f

p F Dual de P ©

max Z = cx min V = wb

Ax = b -rrAl=ci,iN—=R—f
sujeito a sujeito a i r

X. > 0,1 R+ f A >c., i R+ f

i= T =i T

Considere a solugao dual

onde B;l & linha v de B '. Desde que

- _ ol 3 S B .
8,5 (B A =B A >0, J R

entdo B;l & a solugdo para a restricdo homogénea dual, isto €, com todos
c; substituido por zero. Portanto, m em 19 € dual vidvel paratodo® >0,

com valor objetivo

Vin) B8 ¢, X

B B+-m% 20

Desdeque5r<0, Vig) -+ -« com g » o
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Lema 3. Se x_ entra na base no ciclo k do método simplex dual, entdo

o - . |
X, > 0 na solugao basica resultante

Prova - Pela operagdo pivoteamento

‘ﬂtﬂ

*:'sml

S

Por construgdo, b < 0 e a__ < 0,
T T8

Prova do Teorema U.

Pela escolha do conjunto inicial R, lema 1 implica que o teorema .= &
verdadeiro para k = 1. Afirmamos que o resultado & verdadeiro para k e
provaremos para k + 1 .

Ciclo K do método dual termina com uma solugdo Stima com 1 ou como 2
termina com a informagdo que o problema € invidvel, ou 3 continue para o

proximo ciclo. No caso 1 de acordo com o lema 1 a relaxagdo também termi

na.
Método Dual - Ciclo K
Risicas NSo basicas
%o B M 5
T 1 1 I
| [ ] ] -—
l l | I b
i { I [
| | ] .
‘ | ____1_____'_:__- mais
Solu- : 3 | |
- = . B nega
cao : ! “rs | : °r =
t1
_k [ e e va
X=X | | I Lo
l | ] I Y
] | | S
I ! | : bm
I { | 1
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Método Dual - Ciclo K + 1

le vee X “'ij Xjr
] T i
I ] ! =
| I I 1?1
- l [ | :
Solugao I I ' .
I | ' ~
K+ 1 | | : b] |=x >0
| | .
l -
X =X | ] | .
| ] | .
| ! ] iy
| | | m
! ! '
! I
T T~
N-R-f +s Fig. 2.2

Pelo lema 2 no caso 2 a relaxagdo também termina no ciclo K+ 1 com um
subproblema invidvel. No caso 3 a situagdo no ciclo K e K + 1 do método
dual sao mostradas na figura 2. Pela hipStese de :i.nduga“p, R estd mostra
do e = XK. Desde que todas varidveis em R s3o nulas a relaxagdo nao

. » . . . [ .
suprime nenhuma. Ela seleciona Xjr’ as mails negativas variaveis em N-R

e adiciona o indice j, a Ry isto &, R« R+ f,. Isto entdo solucicna '

R+fr,. PR+fI’_S.

P Pelo lema 1., a solucdo X1 g 4 Gnica solugdo para

. . . o~ - K+ l o~ -,
Pelo lema 3. X & positivo nesta solugao, assim X € a solucdo Unica

R+Tp | Desde que o dual ndo € degenerado, xR e . ch, assim a

para P
relaxagdo suprime todas as varidveis possiveis através R + £. A Gnica
tal varidvel € xg» assimque R+ £, « R+ f -5, e o teorema estd pro

vado.

Aspectos Computacionais. A fim de que a relaxacao seja eficiente ,

o procedimento efetivo para identificar as restrigdes violadas (isto &,

escolher o conjunto V) e para resolver, sucessivos problemas PR devem es
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tar disponiveis. HE uma ampla liberdade permitindo a escolha de V. Uma
escolha comum é o indice da restricio mais violada, como no método  sim-
 plex dual. Esta escolha é frequentemente usada quando o nimero de res-
‘trigaes é grande, e quando o conjunto de fungdes restrigles tem alguma '
estrutura especial. Entdo a restricSo mais violada pode frequentémente
ser gerada sem avaliar todas as fungdes restricoes, resolvendo um subpro
blema adequado. Fsta linha gerada & dual para o procedimento de geragao
em coluna discutido no capitulo 1. Portanto, a experiéncia computacio -
nal com varias taticas para dar pregos as colunas em programacdo Llinear

tem sido usado aqui.
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Procedimento de Particdo Roseri's para Problemas Angular e Dual-Angular.

2.3.1. Desenvolvimento do Algoritmo. O método de partigdo de Rosen resolve um

par de problemas primal-dual da forma seguinte:

Problema Dual-Angular
: P
max V=3 flu, +b'y (L
iz, 11 o

. i=1,p (2)

* . ' '
sujeito a { Bi us + Ai y e

Problema Angular

P
mn?7=3 c! x. (3
. i i
i=1
(P
T Ai X; = bo ()
i=1
sujeito a B, x; = b, (5)
x; 20, i=1,P (6)
L ' :

As mé'trizes Ai sao m, X N, enquanto que Bi sao m, X n.. Esta tég
nica pode ser vista com uma especializagdo do mEtodo de Ritter's, para
problemas com somente restricdes acopladas ou varidveis acopladas. As-
sim, € um procedimento de relaxacdo. Isto funciona num problema angu-
lar gerando uma sequéncia de solugdes basicas invidveis e uma sequéncia
correspondente de solugdes bdsicas viaveis no dual. Mostraremos que,
pela especializacdo deste par de problemas primal-dual, um nimero de sim
plificagbes ocorre. Restrigdes adicionais ndo sdo requeridas no proble
ma reduzido, assim este problema nunca necessita ter mais que m(-)linhas.

fsd - . . . -
Alem disso, sucessivos problemas reduzidas podem ser solucionados efi-
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cientemente pelo método dual simplex, por caus da base Stima no ciclo i

ser dual viavel para o problema em 1 + 1.

Através do exposto faremos a seguinte suposicdo.

Suposigdo 1. A matriz restrigdo do problema angular tem dimensao comple
ta (dim B = m).

Isto implica o seguinte resultado:

Teorema 1. Sobre a suposigdo 1,. cada matriz restrigao B, contém uma ndo

singular sub-matriz, B.py» de dimensao m, .

Prova - Se dim B, <m,, ent3o a linha correspondente do problema angu-
lar seriam dependentes (desde que elas sao formadas por zeros acrescenta
dos as linhas de Bi) contradizendo a suposigdo 1. Portanto, n, >m, e
B, contém as B contém as sub-matriz desejadas.

Podemos também supor que n, > m., desde que se n, =m., as varia-
veis X sao determinadas unicamente e podem ser eliminadas.

Un conjunto. inicial de matrizes basicas Bil’ podem ser sempre encon
tradas, empregando o procedimento da fase 1 em cada bloco angular. Um
ponto inicial vidvel pode ser usualmente determinado solucionando, umdos
>pares de subproblemas.

Subproblema Dual-Angular

max b! n.
i1

sujeito a { B! n. <c. - A.y (7
i7i—"1 i _

Subproblema Angular
min c! X.
171
B.x. = b, (8)

i i
xi_P_O

sujeito a
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No caso acima, y € um vetor para o qual as restrigdes de 7. sdopos
siveis. Fm todos os casos, diremos que as matrizes basicas inicial se-
jam escolhidas assim que as solucOes bisicas associadas sejam ndo nega—
tivas, e portanto sdo vidveis para o i-€simo bloco angular. Esta condi
c3o € mantida depois disso pelo algoritmo. Como veremos no teorema 2,
esta escolha garante a existéncia de uma sequéncia de operacles de pivo
teamento em cada bloco angular ndo-Gtimo levando a interrelagio de va-

ridveis positivas e negativas.
Suposicdo 2. A matriz basica inicial B.q satisfaz

-1 .
Bjyb; 20, i=1,P

As matrizes basicas Bi sao utilizadas para particionar o problema

1
angular & dual-angular como segue:

Dual-Angular

max I b!n. +b'y
. 1 1 O

i
] 1
By n; t ALY s (9
sujeito a
1 1
Bl,ng + Al, vy < ey (10
Angular
- 1 1
min I (cly x5y + ey X55)

r~

) B b 11

i (Ag) %51 + Ay X5

b (12)

sujeito a <« Bil X;q * Bi2 Xip = by
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Relaxando as restrigOes X:q 2 0 e usando 12. para eliminar X1

través da restricdo acoplada 1l. leva ao problema reduzido, Solucionan

a-

do 12 para Xsq produz

=B b, -BlB (13)
41 7 Pi1 P17 P Bio 4o
Entdo o problema reduzido &
- 1
min Z di Xi2
i Mi Xi2 = bO (1)
sujeito a
*ip 20
onde
-1
| B 1 -
d! = Ci2 cil Bil Bi2 (15)
M. = A,. - A.. Bl B (16)
i~ 42 il il Ti2
P -1
B =b - oA Bpb o an

Este problema tem somente m linhas. De maneira que se problema reduzi-
do € invidvel o outro também €. O problema reduzido pode ser ilimitado

quando o primal ndo €, o qual pode ser novamente tratado adicionando a

restricao
. .
E ej sz <t, t positivo
Seja {xzz, i=1, ... P} a solugdo do problema reduzido. Substi-

tuindo estes vetores em 13 produz valores para os X;q!

x%. = Bl b, - B °

i1 7 By Py 7 Byy Byp X5y 1=1, P (18)

De acordo com nossos resultados prévios a relaxagdo, a solucdo acima &
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. ~t «
Ootima se, e somente se ela e viavel.

Teorema 2. (Teste de otimalidade). Os vetores {X:?_l,. ‘e ,xzz} resolve o
problema angular se, € somente se

o .
xil_>_0 i=1,.. P (19)

Se o teste de otimalidade ndo € atingido, entdo seguindo a estr‘até
gia de relaxamento pelo menos uma violacdo ndo-negativa & forgada en-
quanto que, uma n3o-negativa correspondente a uma variavel positiva e
relaxada. No problema com ambas varidveis e restrigoes acopladas, a
operagac pivoteamento nao pode sempre ser processada neste intercambio,
e restrigdes adicionals torna-se necessario. Desde que ndo haja varia-
vel acoplada no problema angular, a sequéncia de pivoteamento existe, a

qual leva a solugao desejada.

Teorema 3. (Rosen). Se, para algum i, x;.)_ tem componente negativa,uma

1
sequéncia de operagdes pivoteamento pode ser efetuada no i-&simo bloco

. «, (o]
angular, intermudando uma compconente de X:p» Que é positiva em X;o €2

2
- . 0
componente de X (que e negativa em Xil) .

A prova deste teorema requer o seguinte lema:

Iema 1. Considere o sistema linear
Ax = Db
onde A € uma matriz mm, n > m € dim(A) = m. Se este sistema tem uma

solugdo nao-negativa, ele tem uma solugdo basica ndo-negativa.

Prova do Teorema 3. Para simplificar, suprimimos o bloco subscrito i,

e concentramps num bloco particular ndo Gtimo, usando subscrito  para
denotar componentes particulares de X;, Xo; etc.

Temos avaliado duas solugdes ao sistema
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B]_Xl + B2X2 =D 240D

Sao elas

viavel invidvel

X
o : 21)
5 e 88 80 e L B S AR B Y
0 x5
onde
-1
xg = Bl (22)

. . - e~ . (o]
A primeira € nao—nega‘tlva, a Segunda ‘tem alguma componen‘te em Xi- Todos

vetores da forma

(o]
XBl Xl
1-0)| —— R (23)
o)
0 X9

também satisfazendo Byxj + BoXp = b, X3 > 0. Quando © = 0, esta solu-
gao € viavel para 20, enquanto que para 0 = 1 ela € invidvel.
Seja
J={J | xfj < 0} (2w)
O maior ©, que mantém a solugdo em 23 ndo-negativa € limitada pe-
las componentes de 23 com indices j € J. Tornando estas componentes
iguais a zero, teremos

y=0, 5 J (25

Xp + 0(x%. - x
1]

1 1] B

ou

_ 17 '
0. = S (26)
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Note que 0 < ej < 1. Omaior © que mantem 23 ndo-negativo &

@ = min 0. Q7
S jeg 3

Seja _ o
K= {K| X, > O}

Observe que K deve ser diferente do vazio, desde que se todos XZK

~ -1 . .-
fosse zero, entao x = B;'b > 0, contraria a nossa hipotese que x‘f tem

componente negativa. Quando 0 = 0.» 23 satisfaz

o K 0 _
Bl(XBl + OS(X]_ = X )) + I BZ(GS XZK) = b (28)

Bl kex
com B12< a K-ésima coluna de B. Por definicdo de 6_» 0s coeficientes da
s-8sima coluna de By, BY em 28 & zero.
Desde que B foi suposta m x m e ndo-singular, a matriz [ B; By |
tem dimensao m. Deixe identificar a coluna B? através 28 e examinar a
dimensdo do sistema resultante. Multiplicando o sistema identificado !

por Bl  produz

oo ~k ) -1
I Vie,+ I By (0_x,)=Bb (29
j=1 1 1 ke K s "2k
i#s

o] « - . (o] . -,
com Vi a i-esima componente da Xp + G)S(Xl XBl), e; @ l-esima compo-
nente vetor unitario, e B;k a k-sima coluna B;' B,. O sistema acima
mesma dimensao de sistema 28 sem B?. Alén do mais pelo menos um dos
vetores B;]f k € K, diz B;k, deve ter a s-ésima componente diferente de
zero. Isto € porque j € J o vetor

x] = Xg, ~ B-l-l By X9 (30

tem componente negativa, Desde que S € J, se todas componentes de BIIBZ
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na linha s e coluna k € K fosse zero, entao

X, =X > 0 (3D

que € uma contradicdo. Os vetores e:s i=1,i04y m, i# s, e B;k sao
assim independentes, assim o sistema 28 com B'? escolhido tem dimensao m.
Desde que este sistema tem uma solugdo tem uma solugdo nio-negativa, en-
tao, pelo lema 1, ele tem uma solucdo basica ndo-negativa. Qualquer uma
solugdo nao envolve B? e pode incluir somente aquelas colunas B]z< com
k € K, assim o teorema estd provado.

Observe que o teorema precedente nao garante. a éxisténcia de uma sim
Ples operagao pivoteamento, gerando uma nova base, Bil . No entanto, es-

tas bases podem ser encontradas, solucionando o programa linear

min x

ls
m
T B}f X * T B}Z< Xy = b (32)
Sujeito a < k=1 k K
L X1k 20, Xox 20

onde o indice escolhido em 27. A base inicial para este progrema € By ,
e existe uma solugdo Gtima com X, Snéo-bé'sica. Somente mais um novo umas
operacgoes pivoteamento seriam requeridas para resolver este programa.
Naturalmente, um de tais programas & resolvido para cada bloco ndo-Gtimo
no qual ele requerido para reforcar as restrigoes violadas.

— Resolvendo o programa 32 produz-se nova matriz_ bdsica, Bil s Ppara
cada bloco angular n3o-Gtimo. Estes s3o usados para formar um novo pro-
blema reduzido, e um novo ciclo comeca. Desde que o algoritmo & novamen

te uma realizagao particular do procedimento de relaxagdo, a convergén -
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cia finita segue sobre condigdes andlogas aquelas dadas no teorema 2.3.2.
Aqui, no entanto, nao tem sido feito nenhuma previsdo para obrigar asndo
negativas as restrigOes ndo-negativas violadas incluindo restrigdes adi-
cionais como em 2.3.26 no problema reduzido. Isto poderia ser feito se
necessario, e ent3o o teorema 2.3.2 garantiria isto. Se n3o adicionar
restrigoes, a suposigdo que cada problema reduzido ndo tem solucdo Stima

alternada que garanta as condigOes de convergéncia finita.
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" Consideracoes Computacicnais

Selecgdo de restricdes violadas a serem forgadas. Como no método
Ritter's, existem varias maneiras para escolher, que restrigao violada
forcada. O mesmo comentario pode ser aplicado aqui, exceto para o fato
em que o problema reduzido & de tamanho constante, independente do nflmg
ro de nao-negativas forgadas. Isto é feito forgando tantas quantas de-
las, quanto possivel em cada iteragdo mais atrativa. Esta opinido € es
colher, a mais implementada para solucionar o programa linear 32 com
fungao objetivo

Z= I X. (39)

onde J € dado em 24. Novamente, existe um tal programa para cada bloco
angular.

Solucionando Problemas Reduzidos Sucessivos. Aplicando este algo-
ritmo particdo, maioria do tempo computacional provavelmente seria gas-
to solucionando o problema reduzido. Isto & consequentemente importan-
te que informagdo da solugao no ciclo K pode ser utilizada eficientemen
te na solugdo do problema no ciclo K + 1. 0s resultados seguintes mos—
tram como isto pode ser feito.

Para simplificar, consideremos primeiro um bloco problema angular

min Z = Cc1xXy + 82)(2

mO A1X1 + RZXZ = B
linhas ©
sujeito a ﬁ
my B1X1 + szz'r- Bl
linhas (40)
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onde B; & uma matriz basica de dimensdo m;. Note que qualquer programa
linear pode ser escrito desta maneira, assim o algoritmo Rosen's parti -
c3o & completamente geral. Usando a matriz B; para eliminar x; atraves
das primeiras m linhas e atraveés da funcgdo pbj etivo produz o seguinte

quadro:
min coXs

Ax =D
o
sujeito a X1 + Boxyp = by (41)

X7y > 0, Xzio

0 problema reduzido € obtido relaxando a restrigdo x; > 0

min cpX,
Ax =D
o)
sujeito a (42)
Xa E_ 0

. Q o~ . . -, .
Seja xs solugao deste problema e seja BO a matriz bisica associada com
(o} . o e - . .
Xp. Novamente para simplificar, supomos que B o © composto das m primel

ras colunas de A,:

1 m,
B, = [Asyeees Ay ] (43)

Seja
x=(y . w (uy)

-, 0 o~ -,
com y contendo as componentes basicas de x5 € w as nao-basicas. Colocan-
do o problema reduzido na forma candnica em relacdo a y produz-se o se-

guinte quadro (com x = X3, b = by):

y+EBr=y
-7 + cw = =7° (45)
Xx+tey+De=Dh



3a
Suponhamos agora que componente r do vetor
x> = b~y (46)

& negativa e que uma simples operacdo pivoteamento para intercambiar X,
com alguma componente de y, que € positiva em yo, diga-se Vg Se este
pivoteamento € extendido para as m_ linhas de 45, y_ & eliminado atra -
vés do problema reduzido, X, é introduzido, e os elementos da matriz do
problema reduzido muda. Seja X, agora substituindo yg com as s-&simas
variaveis bdsicas do problema reduzido e seja B a matriz bidsica corres-
pondente. Mostraremos que B tem mesmo multiplicadores simplex como Bo’
e & um Gtimo, porém uma base invidvel para o novo problema reduzido.
Este resultado garante quando um numero de componentes de y e X sdo in-
tercambiadas. Isto implica que o novo problema reduzido pode ser solu
cionado eficientemente usando B como uma base inicial para o métododual
simplex.

As importantes relagOes entre problemas reduzidos sucessivos  s30
dadas pelo teorema seguinte, que € uma extensdio do resultado anterior

devido a "Gauss".

Teorema 5. No quadro 45, seja um nimero de operagdes pivoteamento efe-
tuadas, intercambiando uma ou mais componentes de x com igual componen-
te de y, todas positivas em y°. Se B dervota a transformagSo pivoteal

do problema reduzido prévio base otima, B, entdo

a) B tem mesmo multiplicadores simplex como B, e estes causa todas nao
basicas colunas do problema reduzido novo para prego fora ndo nega-

tivas variaveis. Assim B € uma base Gtima.

b) A solugdo bisica associada com B tem y; = yz se y; & bisica e xj=x§.)
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. -, .
se X € bisica. Portanto, esta solugio € invidvel somente em compo
o
nentes onde Xj < 0.
Prova - Considere a primeira operacdo pivd simples sobre C s Que inter

cambia X, ey, no quadro seguinte, que € uma revisdo detalhada de 45:

S Y1 -e: Vg ..ymo = 72 W] e Wy
i o
1 | €17 sos el_t Vi
' O.l *
., 0
1 e . e A
m. 1 mot m;
- - o)
1 . G 7
.l _Cl]_ Cl cus Clm d . d.l_t bl
1 Cp +es Cpovee O b,
O .
.l ° .
lel leS lem dml dm t my __|

Note que Et >0 ¥, desde que y° & uma solugdo &tima para o problema
reduzido. Depois o pivo scbre a linha m_ + 1 (o quadro do problema re-

. duzido) aparece como segue:
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: .o . . vee -7 w ‘W
X1 X Xm1 y1 Yq Ymo 1 '+

(o]
1 y1

o. : c .

c ‘e rm
. '. 0
haet —%- . e . E-ILS— -. 0' ce C O . s 08 8 08 . yS = brlcrs

s s ., 'S .

'. - o
l ymo
'l 61 «0 e E_t - Z

Como indicado, X, eV sao intercambiados, produzindo o novo quadro de

problema reduzido. Para colocar este na forma candnica relativa as va-

riaveis basicas y ,... ¥ X5 ¥

" cer Vo5~ 2 multiplicamos todas

o)
colunas da matriz elementar de dimensao m_ + 1.

s-1’ s+1

rs

Desde que esta operagao deixa a linha 7, imutdvel, o novo quadro ainda

satisfaz as condicCes &timas c. A inversa da nova base e

> 0.
l—

(48)
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A matriz E _ tem o vetor unitario W, + 1 comona (ltima linha, assim
Bl e B;I tém as Ultimas linhas igugis. ' Desde que estas linhas contém
os multiplicadores simplex, parte do teorema esta provado para este sim-
ples pivoteamento.

A extensdo do argumento acima sobre multi-pivOs & correta. A nova |
forma candnica € obtida, multiplicando-se a original pela matriz elemen-

tar, cada diferindo da identidade em somente uma linha. A nova base in-

versa € dada por

-1 -1

B~ = Erksk Erk—lsk_l . Erlsl Bo‘ ‘ (49)
Novamente, desde que todas variaveis ' t&m coeficientes zero na linha Z,
esta linha ndo muda com a operagao pivo e cada matriz elementar tem o ve
tor unitario w, *+ 1 como né Gltima linha. Assim B ' tem os mesmos mul
tiplicadores s:i_r?lplex como B;I e € uma base Stima, assim parte a do teore
ma esta provada.

Para provar a parte b procedemos como segue. Comw = 0, equagao b5
tem a Unica solucdo y 8 y°, Z = 2%, x = x° = b - cy°. Depois qualquer
(nUmero) operagao pivo € efetuado neste a Unica solugdo (novamente  com
w 8 0), de qualquer forma o sistema é transformado. Portanto, qualquer

variavel introduzida na linha m de 45 tem o valor xg?_ na nova forma cano

. .- . (o]
nica, enquanto variaveis y. tem valores ;i -
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0 Principio de Decomposi¢do - DANTZIG-WOLFE

Introducdo

0 procedimento do principio de decomposigdo € eficiente quando apli
cado a programas de programacao linear, cuja matriz dos coeficientes tem
uma estrutura angular, isto €, tem um ou mais blocos independentes e um
bloco coletivo envolvendo todas as varidveis. Ele opera formando um Pro
grama Principal equivalente, com menos linhas do que as existentesnopro
grama original, mas com mais colunas. Este programa € resolvido sem le-
var em consideragdo todas estas colunas, gerando-as quando o Método Sim-
plex (utilizado na resolugdo) necessitar, uma técnica que chamaremos de
geragdo de colunas. O algoritmo resultante, envolve iteragles entre um
conjunto de subproblemas independentes, cujas funcdes objetivo, contém !
varios parametros, e o programa principal. Os subproblemas recebem  um
conjunto. de parfimetros (multiplicadores do Simplex) através do programa
principal. Os subproblemas enviam suas solugdes ao programa principal ,
que combina estas com as solugbes prévias vidveis e calcula novos multi-
plicadores do Simplex. Estes s@o novamente enviados aos subproblemas e
o processo iterativo procede até que o ponto Stimo seja atingido.

0 capitulo comega com breves segbes sobre um teorema a ser usado
frequentemente mais tarde e sobre a geragao de colunas. O procedimento
basico e algumas de suas variaveis s3o entdo desenvolvidas e um exemplo
numérico € dado. Finalmente, uma técnica alternativa para resolver o
problema principal € descrita, envolvendo aplicacdo do método primal-dual

em programacao linear.
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3.2. Un Teorema sobre Combinacdes Corvexas

0 desenvolvimento do principio de decomposigdo de Dantzig-Wolfe, de
pende principalmente de duas notagbes. A primeira destas, gerador de co
lunas, € descrito na secdo seguinte. A segunda € um teorema, afirmando
que um ponto esta contido num politopo convexo, limitado e fechado se, e
somente se pode ser escrito como uma combinacdo convexa de pontos extre-
mos do politopo. Esta prova requer os seguintes resultados a respeito

de conjuntos convexos:

1. Seja X um conjunto convexo e y um elemento ndo pertencente a X. En-

tao, existe um hiperplano, que separa y e X.

2. Se X & um conjunto convexo e compacto, entdo qualquer hiperplano su-

porte para X contém um ponto extremo de X.

Teorema 1. Seja X um conjunto compacto convexo em En, E(X) o conjunto

dos seus pontos extremos e C[E(X)] a fronteira convexa de E(X). EntSo,
CEX] = X.
Prova.

I. Deve mostrar que C[E(X)] L X Escrevemos, ¥y C[E(X)] como

yEIAx, A; 20, =1 X" € E(X) (1)
1

Ent3o, desde que X' € X e X & convexo —> X.
y

IT. Resta mostrar que X  C[E(X)]
Seja x* € X, mas x* ¢ CEX)]. EntSo, x* pode ser separado de

C[E(X)] por um hiperplano, isto &, existe (c,a) tal que

c!' x% = g (2)

c'y s ¥Fye CEX] (3
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Seja o = max {c'x|x € X}. O nimero o° existe desde que X & compac
to. Intd3o, (¢, o®) define o hiperplano suporte para X desde que
c'x < ¥ ¥x €X

Como tal, ela deve conter um ponto extremo de X, xi, assimc'xi = a° L,

Mas, isto contradiz o fato de que, todos pontos de C[E(X)] satisfa-

o
zem 3. desde que o~ > .



3.3.

37

Coluna Geratriz

Considere o problema de programacdo linear

n
min 27 = I c. X.
j=l] J
n
sujeitoa { & P.x. =Db
j=lj J
inoa j=1,n
L

onde Pj e b sdo vetores

Afirmamos que uma solugdo bisica inicial viavel, Xp € valiosa, com
a matriz bdsica B e coeficientes de custo cg. Uma tal solugdo, se ela'
existe podemos encontrar. Os multiplicadores do Simplex associados com
estas bases sao 1 = cp B e estio sempre disponiveis. Para introdu-~

zir a solugdo basica viadvel, analizamos fora todas as colunas correspon-

dentes as variaveis n3o basicas com seus coeficientes de custo relativo

E.=é.—1rP.
se J ] J

entdo, salvo degeneragdo, a solugdo corrente pode ser melhorada, introdu

zindo-se Xg na base, através de um pivoteamento.
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3.4, Desenvolvimento do Principio de Decomposigdo

Considere um problema de programacdo linear, cuja matriz dos coefici

entes tem P-blocos em estrutura angular com P > 1

. B
-'p‘

Qualquer programa de programagdo linear, pode ser considerado para

esta forma com P = 1 dividindo suas restrigces em dois sub-conjuntos:

min Z = cx (L

A; X = by my restrigao 2)
sujeito a A X=b my restrigdo (3)

X>0 %)

Afirmamos que o politopo convexo
Sy = {x{A)x = by, x> 0} (5)

€ limitado. Ent3o, qualquer elemento de S, pode ser escrito como

X=%A x (6)
J
onde
T A, =1 A. >0 (7
o J =
e xJ & um ponto extremo de Sy.

0 problema original 1 - 4 pode ser revisto como segue. Escolher atra
ves de todas as solugoes de 3 - U4, aquelas que satisfazem 2 e min Z. Pa-
ra executar, satisfazendo 2, substitue 6 em 2 obtendo

% (B xj)A A: = b (8)
i ]
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Substituindo 6 em 1 obtemos uma expressdo para Z em fungio de Aj :

(7 =% (cx)) A, (9
: J
J
Definindo { A; xJ :':'Pj (10
cx = f. (1)
. N
relacionando 7 com 9 obtemos um problema de programacdo linear em )\j .
min ¥ £, A. (12)
J 3
[ £P. A =D (13
J 3 )
J
sujeitoa { I Aj =1 (14)
J
A. >0 (15)
L J

Este programa acima, chamado de programa principal, € completamente equi
valente ao original. Ele tem somente m; + 1 linhas, comparadas com m; +
my, linhas do problema original. E o nimero de colunas € correspondente
aos muitos pontos extremos do politopo S,. Como afirmamos a principio ,
nao vamos tabular todas estas colunas, utilizaremos uma técnica de colu-
na-geratriz, com o objetivo de gerar colunas e introduzi-las na base obe
decendo um critério de prioridade para a introdugdo de cada uma delas.
De uma maneira mais generalizada, vamos considerar o coeficiente de cus-
to relativo para a variavel A s
P.
T.o=f. -0 | -2-| (16)

J J 1
Considerando m como m = (w; mg) onde w; correspende a restrigao 13 e o
escalar wy a simples restrigdo 14. Entd3o, usando as definigdes de fj e
Pj em 10 e 11 ?j pode ser escrito:

-f—j = (cm A x3 - T an
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0 usual critério simplex que encontra

min ?j=fs=(c—ﬂlA1>XS-ﬂ0 (18)
J

na ordem para escolher a variével )‘s » para entrar na base. Chega-se que

x} & o ponto extremo de S, e que ?j & linear em x3. Ent3o, desde que uma

solugdo Gtima de um problema de programacdo linear, cujo conjunto de res-
trigdes € limitado, ocorre num ponto extremo do conjunto, 18 & equivalen-

te ao subproblema

min (C - m] A]_)X (19)
A2 X '—nbz (20)
sujeito a
x>0

Para encontrar a coluna que deve entrar na base do programa principal, re
solve este subproblema, obtendo uma solugdo x>, Ent3o, a coluna para en-

trar na base e

A]_ XS
P = | - (21)
5 1
com coeficiente de custo
fo=c x> (22)
Esta aproximagao torna-se particularmente atrativa, porque se P, o

numero de blocos independentes na estrutura angular &€, maior do que um, is

to é, se 0 problema a ser resolvido tem a forma:

mn Z = C1Xy + CoXp + oo + C X (23)
141 242 P D



41

rAx + Apxo + oo+ AX =D
141 242 D P
B]_X]_ = b]_
sujeito a < B,x, = by (21)
Tre ., Bx =D
PP P
x >0, P>1 (25)
. P~
entdao o subproblema 19 - 20 se torna
n
m:m'Z (Cl - M3 Al)Xi (26)
1=1
B.x. = b,
: iti i
sujeito a .
x. >0, 1i=1, P (27)

1

Desde que a fungZo objetivo 26 & aditivamente separavel em X, bem como as
restricoes 27 sao independentes sobre Xs este problema se reduz a P sub

problemas independentes:

min (c; - ™ AX, (28)
B.x. =D
i1 i
sujeito a (29)
X: >0
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........

Algoritmo Deccmposicdo

Afiymamos que uma solucdo basica inicial vidvel para o programa prin
cipal 12-15 € valiosa, com matriz bisica Be multiplicador Simplex (my,mg.

Passo 1. Usando o multiplicador do simplex w;, resolvendo os subproble-

mas 28, 29, obtendo solugoes x;(m) e valor cbjetivo Stimo Z;?_.

Seja x(my) = (x3 (M) yenny xp(ﬂl))'
Passo 2. Calcule o min f. = £ Z.; - m (30)
B o411
Se min 'f‘j >0 Pare (31)
A solugSo Stima para 23-25 8 x° = I A x3, onde @ xI
j basico

880 os pontos extremos de S, correspondendo a )\j basico.

Passo 3. Se min 'fj < 0, forme a coluna

g,
"

Z Ai Xi ('ﬂ']_) ) 33)

fagamos P' @ B} P. Transforme o pivoteamento em P' no pro-
blema principal, teremos uma nova base Aj , uma nova matriz B e

um novo vetor (my,my). Retorne ao Passo 1.
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Programa Principal Restrito

Por definigdo, um programa principal restrito é um programa com uma
formulagdo mais simétrica possivel, com o cbjetivo de solucicnar proble-
mas de programagdo linear. Isto, nada mais &€ do que o programa princi-
pal 12-15 constituido de todas as colunas que estdo na base corrente e
mais a coluna gerada que deve entrar na base neste estagio iterativo.

Fnt3o, o programa principal restrito é&:

mn f; Ay + ..o+ £ A+ LA (34)
m m
Py Ay 4 oo # P2+ P A ab(35)
sujeito a 1 Mt oo+ + 4 =1 (36)

Ay 2.0, i=1, m e >0 (37)

N
ondem=m + 1, A sdo as variaveis basicas e A a variavel introduzida
neste estagio. Se a varidvel A entra na base, afirmamos que ela tem um
f < 0. Se a base em curso € ndo degenerada, a variavel que sobra tera
T > 0 e s6 a nova solugdo serd Otima. Quando realmente a base  em
curso € degenerada, mais que uma iteragdo € necessdria para se atingir o

. LR . -t .
otimo e o elemento pivo na coluna a ingressar e negativo, Portanto, o

pequeno lucro obtido € para solucionar 34 - 37.
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3.7. ‘Alternativas Estratégicas para Decompor o Primal

Existem varias maneiras para se processar uma decomposigio do primal,
sendo que, cada das quais afeta a forma do programa principal restrito.

Especificamente, se solugdes para as restricles
BiX.=b. «X. 20 (38)
sao escritas

A, X3 (39)

onde X;i| e ‘ponto extremo de Bixi = bi C X5 2 0, entdo o programa principal

resultante € o seguinte:

min = fi. )\i. (40)
1,3 J J
% Pi. }\i. = bo (41)
. i,3 J ]
sujeito a
Dodgy =l =1, Py a2 0 (42)
]
onde .
= oCL XS (43)
ij 171
P.. = A, x3 (L)
ij i

Este programa difere do original 12-14 obtido previamente, em dois
aspectos. Primeiro cada subsistema Bixi = bi - Xy > 0, &, representado
separadamente por um conjunto de variaveis }‘ij . 0 segundo aspecto €, a
abertura computacional possivel. Para ver isto, considere a solugao 40—
42 utilizando o método simplex com a coluna gerada. Seja B a matriz basi
ca vidvel (my + P) x (m + P) e seja (I, H°1""H0p) os multiplicadores !

simplex para esta base, com I associado com U4l e I . com 42 valorizando fo

0i
ra a coluna associada com }‘ij » resulta
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- - ] .

0 problema de encontrar min fij para um fixado i &, equivalente a

resolver o i-ésimo subproblema:

sujeito a

~ e~ . . . . O
Estes subproblemas sao identicos aos previamente obtidos. Seja z; ©

valor objetivo minimo acima. Se

mJ:.n min f'j = min (zi - Hoi) >0 u46)
i i

a solugdo corrente € otima. Se n3o a coluna para entrar na base € tal que

mn (5 -1 .) (47)
i (0NN

1<i<P

Se o0 minimo ocorre para i = S e XS(]Il) resolve o subproblema S, a co

luna que deve entrar & dada por

---------- (48)

onde Mg € um vetor da coordenada "1" na s-ésima posigao e "0" (zero) nas
demais. Embora esta coluna entre, agora a base produz novos multiplicado
ves (M1, NMp), similarmente, colunas terao de ser geradas atraves das solu
coes dos subproblemas dos outros subsistemas. Um destes, provavelmente '

terd custo relativo negativo usando os multiplicadores antigos. Se qual-



46

quer coluna prego, fora € negativa, usando os novos multiplicadores, ela
pode ser utilizada para reduzir o objetivo. Isto € uma boa motivagdo pa-
ra se construir um novo programa principal, com uma nova coluna de cada

subsistema.
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3.8. Exemplo Numérico do Principio Decomposigdo

Para ilustrar o principio decomposicdo, considere o problema:

min z = =x; - 8x, — 5y; — 6y,

r

Xy + 10xp + by; + 2y9 < 21

2X1 + 3X2 _<_ 6

5X1 + X5 i 5

sujeito a<

Syl + '-I-yZ < 12

V1 b
y2|2 3
Xlsyiz_os i=1, 2

"~
Este problema tem uma restricdo coletiva envolvendo todas as varia
veis e dois blocos de restricoes independentes. A seguir apresentaremos

as regices viaveis correspondentes aos blocos.

Xo Y2
5
3
N
2
R! L Y1

Conjunto S Conjunto Ss
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Este problema pode ser decomposto em dois subproblemas, cada um con=-
duzindo para um diferente nimero de restricdes convexas, § Aij =1 no
programa principal. Para fazer uso inteiramente das restrigdes do progra
ma principal, duas restrigoes convexas serdo incluidas. Seja x e y solu-
goes viaveis para os blocos 1 e 2 respectivamente e escrevemos

i i

X =20 X > YEIB Y
1 1

i i . o .
com X e y pontos extremos destes blocos. A restricao coletiva e a fun-
gao objetivo sdo escritas em notagdo vetorial como:
Z @ C1X + Coy

aix + ay + S = 21

onde ¢; = (-1, -8), cp = (=5, -6), a; = (1, 10), ap = (5, 2) e S > 0 vari
avel de folga. .

0 programa principal, entac se torna:

. i i
min z @ I(c;x do, + (cpy )8

i

Z(alxl)ai + (azyl)si + 8 =21

Los =1

i

sujeito a <4
LB. a ]
.o
i
kozi . Bi_>_0

Uma éolugao inicial basica pode ser obtida escolhendo

xt =yl @m(0,0), oy =8 =1, §=21

Portanto, o quadro inicial do simplex revisado € o seguinte:
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1 S o B1
-z 0 0 0 0
S 21 1
o4 1 1
B1 1 1

Primeira Tteracgao

0s multiplicadores do simplex para o programa principal estao conti-
dos na parte superior do quadro e s3ao todos nulos. Portanto o primeiro

conjunto de subproblemas é:
min z; = ¢1X = =x; = 8Xp ‘ min zo = cpy = By; - 6y,
sujeito a x E S1 sujeito a y E Sy
com solugdo &tima obtida por inspegdo:
x2 a (0, 2) y2 = (4, 0)

z{ = -16 79 = =20

-« . . o~
Os custos minimos relativos de fatores sao

. F o 0 _ - -

mlnfx-zl Hol 16

mn¥ =2z5 -1 _ = ~20
y 2 ol

Associar com o programa principal cada coluna juntamente com a solu
gdo dos subproblemas.

As colunas correspondentes a solugdo corrente s3o



C1X2

0 programa principal

L |

principal base mais estas

sujeito a

50

novas colunas:

coy?

agy

min - 16 a; - 20 B,

oy + o
p 1 2

B1 + Bo

8 Go + 20 52 + 8

Este programa é resolvido, utilizando-se o

produzindo a seguinte sequéncia de quadros:

1 -
— e J

restrito € agora formado utilizando o programa

21

metodo simplex revisado,

Para minimizar, a

coluna corresponden

te a By deve entrar

na base

1 o] B1 Bo

-7 0 0 0 =20
S 21 20
aq 1 1 0
81 1 1 1
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1 G2
-z 20 20 -16 Agora se deve intro
duzir a coluna cor-
S 1 ~20 20
respondente a asp
&3] 1 1
Bo 1 1 0
1
416 16
z 70 20 0 *
1 1 0
%2 30 50 = .
19 1
! 20 20 1 1
B2 1 0 S 1

A nova solucdo do problema primal &

com valor objetivo

X B a1X® + osX

y 8 Byy?

19
20

416

T

1
(0, 0) + —5— (0, 2)

1., 0
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Os novos multiplicadores do simplex sdo encontrados na primeira 1i-
nha do Ultimo quadro, isto é&:

(- _16

20 0 W)

(n,nol,noz)n

Estes valores sdo utilizados para formar novos subproblemas

(cy = Tapx = [(-1, =8) + =2~ (1, 10) Jx & = —=—x; + 0xp

21 20
2o = (cp - Map)y = [(-5, -6) + —%%— (5,2) Jy=-y1 - —gg— y2
Minimizar estes subsistemas para as regiCes vidveis S; e S, . En-
contrando por inspegdo a seguinte solucio:
x3=(, 0 e y3 = (4, 0)
_O 4 o)
21 = T30 2y = ~h
com custos minimos relativo de fatores
.= _ O -8 4. __h
mn L= -y F g T 0= -
mnF =23 -1 _ =-4+4=0
y = 72 02 ~ -
e a coluna associada
c1x3 -1 i coy? -18
a;xd = 1 e ayy3 = 6
1 1 0 0
0 0 J 1 1

0 novo programa principal (novamente) & constituldo do anterior

mais estas novas colunas:
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min - 16 ap = 20 By = ag - 18 Bg

20 ap + 20 By + ag + 6 By B 21

sujeito a ) a1 +ao + o3 a 1

n
-

B2 + B3

Agora este programa principal € resolvido, juntando-se ao Ultimo
.. . ~ . c s -1
quadro da primeira iteragao, a coluna obtida se multiplicando 8 pelos

coeficientes da nova variavel a ser introduzida na base, isto &, o3

— 1 —
T 0 1
gl I
B = 50 1 1
0 0 1
1
a3 = 1
0
— — - - — —_
1 1
70 0 1 1 70
. ) 19
B a’s - -—2—'0—- l 1 l = —2—0—
0 0 1 0 0




ok

1 o3
"z 5 7 0 * - 2
oy - o 0 -1 -
o e - > 1 1 o2
By 1 0 0 1 0

Efetuando o pivoteamento, teremos:

1
- 420 300 4 80
20 380 19 19
0 1 1 20
%2 19 19 19
L 1 20 20
3 19 19 13
A solugao corrente para o. problema primal &
X = apx? +agx>=0. (0,2)+1.(1,0)
y = Bsy? =1. (4, 0)
com o valor objetivo
420

20
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Terceira Tteracao

Os novos multiplicadores do simplex sao

. 300 4 80
Cm, a5 0,0 =~ (355> 5> 19— )

e o0s subsistemas

300 80 4.0
Zl:[(“l, —8)+-—3-8=0—-(l, 10)]x=——%—0—x1——§-87x2
300 400 16800
22 = [(=8, -6) + =55~ (5, 2) ]y = - g5~ 1 ~ 3550 ¥
com solucdo Gtima dos subproblemas
x* = (0, 2) y* = (4, 0)
e
o_ _ _80 ,0 - _ 1600
21 = 7 7380 2 777380

com custos minimos relativo de fatores

. = _ O _ . _ 80 b

min £ =2y -0, =~ —gg *+ 15 =0
. = _ O _ _ _ 1600 80 _
mJ_nfy—zz I[Oz— 50—t T C 0

Desde que sao nao-negativos, a solugdo corrente do primal € Gtima,

isto €, o Otimo estd na iteragdo anterior.
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Decomposigdo - Principio para Descentralizagdo e Economia Externa

Dantzig e Wolfe, tém desenvolvido uma técnica computacional, chama-
da o método decomposigdo, o qual em muitos casos permite a solugdo de pro
gramas lineares de grande porte.

A este método decomposig@o pode ser dado uma interpretacdo econdmi-
ca. Esta técnica parte com decomposigdo primaria, tornando assim um ins
trumento de anilise econdmica.

0 principio decomposigdo indica caminho para descentralizar a econo
mia, tomando decisdes por divisSes dentro da firma. O método inclue nas
suas operagoes um coordenado mecanismo, o qual prevé a decisdo descentra
lizar através do trabalho em proposito.

Este mecanismo utiliza com seus instrumentos uma generalizada inter

pretacao de preco - abrigo da teoria de dualidade de programagdo linear.

A parte do processo de decomposigao que descentraliza decisao aotra

balho em andamento, oferece uma aproximacdo maxima necessaria para o pro

blema que se levanta fora da presenga da economia externa e deseconomia.

Para descentralizar decisoes, n3o automaticamente, produz-se umGti-

mo sobre os resultados justos, porque desta espécie de fendmeno - o fato
que a subdivisdo da firma ou a indlstria ou a economia ndo pode  tomar
prestacoes de contas dos beneficios conferidos ou os custos impostos por
suas atividades sobre outras subdivisoes.

0 principio de decomposigdo, entdo, pode somente trabalhar para man
ter controle sobre esta economia externa ou problemas de deseconomia. A
seguir discutiremos como isto € mantido.

Devemos sempre ser cuidadoso no sentido de nao exagerar o grau de

autonomia da decisao divisional, tomada no processo de decomposigdo.
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A administragdo central ndo existe para conhecer tudo acima a inter
na tecnologia das divisdes. Mas, na andlise final a produgdo decisdes
sao feitas e aplicadas pelo plano central.

Num certo estagio das operaces uma decisdo central, embora baseada
sob propostos planos divisional, deve impor diretamente sobre as deci-
sCes, como veremos. Isto se processa baseado nos teoremas basicos de
procedimento de decomposigao. Ele entdo, para descrever os fatores da
teoria de dualidade utilizada nos diversos estagios, cuja interpretagdo
€ considerada de interesse para o nosso trabalho. Finalmente, uma inter
pretagao econdmica do processo de decomposigdo € dado ao longo do desen-
volvimento com observadas somas sobre suas implicagdes para planejar e
controlar detalhes fora diregdo central na presenca de economia externa
e deseconomia.

Esta discussdo € igualmente aplicavel para problemés de Otimizacdo

de Grande Porte, bem como a firmas que desejam descentralizar as suas de

cisces, delegando-as as suas divisOes e também a organismos governamen-
tais, que procuram organizar as atividades a fim de empreender no setor
privado da economia, tendo em vista a consisténcia com o bem-estar comum

da coletividade.



4.1.1.

58

" Tlustracdo - Estrutura Decomposigdo

Vamos considerar uma companhia com duas subdivisOes de manufaturas
Divisdo 1 € capaz de produzir um bem ou outro, ou ambos, cuja produgdo
€ representada por X; e X,. Similarmente, os trés bens da divisao 2,

sdo denotadas por yi, ¥s © y3. Ambas as divisOes fazem uso da mesma

‘quantidade recurso para insumo, cujo abastecimento & limitado a quanti-

dade C;. Por exemplo C; pode representar a quantidade de capital dispo
nivel a companhia. Divisdo 1 (produtos) € também limitada pela capaci-
dade C, e C3 de seus proprios recursos, onde C; e C3 representam dois

mecanismos especializados, que ndo s3o necessarios a outra divisdo. Ana

logamente, Divisdo 2 tem uma limitada capacidade Cy.

Este problema pode facilmente ser escrito em termos de programagao

linear assim:

P - representa o lucro total da companhia
Pj - representa o lucro por unidade de produto j

aij_ representa a soma de insumo i requerido para produzir uma uni

dade de produto j, onde Pj e a;, sao constantes.
Entdo, nosso problema tem a formulagao:

Max P = P]_Xl + P2X2 + P3y1 + P4y2 + P5Y3

apix) tajgXp +ajgyy tays taisys £ G
d21X1 T anoXs
sujeito a L

a3z1X31 tazaXe

aysyl tayyys taysyz < Cy
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Note a especial caracteristica estrutural deste programa. Restri
¢80 contém somente varidvel x e outra contém somente varidvel y.

Hn termos gerais, este género de estrutura pode ser descrito na
forma sem@ntica na tabela 1, onde cada A's representa uma multiplicida
de de restrigles.

0 algoritmo decomposicdo € aplicavel para qualquer programa, que

pode ser escrito nesta forma.
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4.1.2. Esbogo do Procedimento

Decomposicdo:

As divisces da companhia, podem ajudar a entender o inteiro proce
dimento decomposicdio. A id€ia basica € verificar simplesmente a viabi
lidade com o processo seguinte. A alta administracdo solicita a cada
divisdo da companhia calcular e submeter um &timo plano de produgdo iso
lado. De uma sG vez os resultados das divisOes s@o encaminhados & ad-
ministracdo central para modificd-los e adaptd-los aos propGsitos da
companhia. Por sucessivas reformulagoes deste plano divisiona%l. sobre
a base de lucro marginal, cujas cifras sao recalculadas em cada estd-
gio, pelas divisGes e encaminhadas & administragdo central com o obje-
tivo de obter um plano de produgdo 6timo & companhia.

E esta a solucdo do problema (programa original) a qual tem que

ser encontrada por subdivisces.

TABELA 1
Funcao Objetivo: p
Restrigao Coletiva: A <k
Restrigao - Divisao a: A <k
Restrigao = Divisao b: A <k
Restricdo - Divisao n: '."'An < k)
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Porque os planos da divisZo sao designados a prestar contas dos edl
culos das interdivisionais iteracSes num estagio intermedidrio, através
do ponto de vista da companhia, eles ndo serdo Otimos como um todo. Em
particular, se a produgao de algum produto pela Divisdo k impoe algum
peso sobre a outra Divisdo por usar esta linha de produgdo da companhia
recurso escasso ou por mudanca da fungdo custo relativo a outra opera-
g0 da companhia; os calculos divisdo k's do ponto de vista da  compa-
nhia €, provavel para fazer a produgdo deste Item, porque os custos de
outras divisdes ndo entrardo nesta contabilidade. Isto &, o classico
problema de deseconomia externa. Analogamenfcé , se uma divisao k's pro-
duz economia externa isto €, se aumentar nesta produgdo, cresce a possi
bilidade de lucro das outras divisces, divisao k pode nao produzir su-
ficiente deste produto para maximizar os lucros da firma,

Isto ent3o, € o basico problema de descentralizar tomada de deci-
sOes: para introduzir divisoes para aumentar estas atividades, que pro-
duzem economia externa e para decrescer aquelas, que pr*odx.;zem desecono-
mia externa. |

0 procedimento decomposicao, entao procede como segue:

1. Cada divisao submete a companhia um plano baseado sobre uma
unidade de lucro, figurando para cada atividade, a qual temque

ser designada pela companhia.

2. A companhia calcula o peso que tal plano impoe a todas as ou- .

tras divisoes.

3. A companhia ent@o, narra a divisdo que sua unidade retorno so-

bre produto j, ndo estd distante da unidade lucro original, Pj'
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4. A divisao submete novos planos, com o objetivo de melhorar a
sua fungao, antes do interesse total da companhia, recalcula-

dos em termos da cifra do lucro liquido revisado.

5. O processo inteiro € repetido com tempo necessario a atingir
um &timo. Desde que existe somente um nimero finito de op-
goes a ser experimentado e desde que cada passo no procedimen
to & designado para crescer os lucros da companhia, este cal-
culo é garantido para atingir uma solugao Gtima, depois de um

numero finito de tais passos.



4.1.3.

63

Precos Dual - Provisorios

Podemos designar valores Gtimos das varidveis estruturais do pro-

blema dual por Vy,..., V , e os valores Stimos das varidveis de folga
por Lyse.es Lo De forma que, para uma Otima solugdo basica do proble

ma produgao, os valores destas variaveis podem ser interpretados como
segue: |

Vi - lucro marginal, prego do insumo i

Lj - custo de oportunidade, envolvido na produgdo de uma unidade

do produto j.

De forma que, Vi narra a companhia como seus lucros cresceriam
com seus investimentos no insumo i onde cresce por uma unidade, tal
que V:.L = 3p/ BCi, onde P representa lucro total e Ci vepresenta a va -
liosa capacidade do insumo i. Analogamente, Lj narra como muitos lu-
cros da companhia seriam reduzidos. se ela determinasse a produgao de
uma unidade de mais um bem, que ndo estd na sua linha de produgdo.

Isto &, para salientar que a interpretacSo usual destas varidveis
€ confinada a uma &tima solugdo basica do prﬁblema primal e dual., N3o
obstante, elas denotam que, aniloga cifra, que anunciard prego dual pro
visGrio, pode ser determinada para qualquer solucdo bisica vidvel para
correspondéncia do problema primal se a solugdo & Gtima ou ndo. Nesta
secgao, descreveremos os resultados simplesmente, com provas feitas
posteriormente, onde especificaremos também um método de cdlculo  de
nosso prego dual provisorio.

Seja nosso preco dual provisdrio designado por Ip,..., L, 3
Ayseery Ao Na solugdo Otima eles se tornam o prego dual (protecSo) e

(dqual folga). Oportunamente, a cifra de custo serd conhecida em andli
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se de programagdo linear. Os I[i, 0S8 quais representam os valores pre-

O Y . . o~
gos dual provisorios dos escassos insumos da companhia, sao chamados

multiplicadores simplex e os Aj , que sao os custos provisdrios de opor

tunidade da produgdo sdo chamados avaliadores simplex.

Mais especificamente, temos os seguintes resultados:

1. L, € o lucro marginal de insumo i, tal que n, = op/ BCi. Por

mais que esta derivada represente a adigdo do lucro P, que
seria ganho por incrementar a soma de insumo i, quando o re-
curso € usado na maneira prescrita pela corrente solugdo basi
ca viadvel, isto €, quando aquele recurso ndo € utilizado oti-

mamente.

Os- Aj representam as perdas oportunas ocorridas com a introdu
¢a0 na producao do bem, menos lucro correntemente utilizado
nas bases, ou alternativamente, se ele é negativo, —Ak pode
representar o ganho liquido obtido pela introdugdo de umauni-
dade do produto k na produgdo, se k € mais lucrativo, que qual
guer tépico correntemente na base. Para qualquer t5pico r
correntemente na base, isto €, qualquer produto r, o qual &

produzido em nossa solugao vidvel, temos naturalmente A = 0.

Portanto, os valores Otimos destas varidveis dual, as quais
sdo todas n3o negativas, o provisorio valor dual, o Aj pode
ser negativo, zero ou positivo. Analogamente, os I podem
ser negativos.

Para o presente proposito a possibilidade de I, e Aj ne-
gativo €, somente a diferenca entre os multiplicadores  sim-

plex e avaliadores.
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Em particular, vemos que por introduzir item k, para o qual

-A, > 0, podemos obter uma melhor (mais lucrativa) solugdo ba-

k
sica viavel.

Além disso, teremos chegado a uma solugao Gtima, se, e
somente se todo Aj > 0 (tal que a introdugao de qualquer item

na linha de producac através da base corrente, envolva a nao

negativa oportunidade de perda).
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Conceitos para o procedimento Decomposigdo

0 procedimento decomposigdo & conveniente na discussio seguinte
para utilizacdo de uma terminologia emprestada e adaptar ao presente
proposito através de uma linguagem apropriada de produgao. A ilustra-
cdo foi mostrada num pequeno programa problema, formulado no principio.

Uma restricdo tal como 1 na qual os produtos de varias divisdes
sao envolvidos, serd chamada de restrigdao coletiva, a restrigdo 2, que
envolve somente produtos de uma simples divisdo, serd chamada de res-
tricdo divisional. Uma solugdo para a divisdo k programa problema &
uma solugdo Gtima ao programa sub-problema constituido pela restricdo
divisional e fungao objetiva divisional convenientemente escolhida.
Para simplificar nossa discussao, vamos considerar exclusivamente, dois
casos divisional e denotaremos estas solugdes por X:; e Y; para as
divisCes 1 e 2 respectivamente onde X; e Y; sao ambos vetores solugdo
expressando as magnitudes dos produtos de cada um dos dois bens produ-
zidos pela divisdo 1 e cada um dos tres produtos excluidos pela divi-
sao0 2.

Desde que as divisdes podem submeter um nimero finito de proposta
solugao divisional, X-{ R XZ seves X+q e Y'Il- sesas Y;. Os recursos cole
tivas. Coeficientes lucro divisional, sao os coeficientes das fungGes
objetivo dos problemas divisionais. Algumas ou todas cifras destes 1lu
cros, sao recalculadas em cada ciclo.

0 programa executivo & um programa aparentemente artificial, in-
cumbido pela administragao da companhia a determinar os valores apro-
priados aos divisicnais coeficientes lucros no corrente estagio dos

caleculos.
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Os cilculos do programa executivo consistem dos valores designados

por cada programa divisional na solugdo do problema inteiro.
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0 Programa Executivo

2 0 Y, 2.
" w @ o«

Suponhamos que Xl,...,Xq e Yi,ii0nY, sd0 as propostas solugoes
divisionais enviadas em tempo ao oficio de prestacdo de contas coletiva.
Onde, se a divisao 1 € envolvida na produgio de n; itens, entéo X: € o
vetor (qu,...,anq) onde qu representa a produgao do bem - k da divi
sdo 1, e € a recomendada q-ésima solugdo proposta. Yi é para ser inter
pretado similarmente. Observe que, onde os Xiq e er ndo sdo variaveis,
eles representam numeros especificos calculados pelas divisGes nas  g-
ésima solugdes iterativas dos programas divisiocnais e transmitido por
eles a prestagac de contas coletivas.

Quando se tem em mios os valores da q-ésima solucdo pioposta atra-
vés da divis3o 1 ou os valores da r-ésima solugao proposta através da
divisao 2, a prestacado de conta coletiva toma estes e os corresponden -
tes para prévia solugdo proposta e forma as seguintes cifras para cada

produto Xi e Yj, usando pjseses uq € Viseesp V)

X, = X.. + b .
H1 %5 T H2 %4, Hq Mg

)

Vly. +\)2y.2+ l!!+\) Y‘

jr J1 J r7jr

onde Mg e v, s&o requeridos a satisfazer

r

py + + .00 F =1
1 H2 uq
VI + Vz + s + vr = 1 :
(5)

< > 0

Hq

e
vr > 0
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Estes valores X?_q e Y?r sdo entfo utilizados pela prestagdo de con
tas coletiva como as varifveis do programa executivo, o qual agora pode

ser descrito:

"0 Programa Executivo tem tr€s comperientes: uma fungdo objetivo, a

qual & baseada na funcdo objetivo do programa original, restricdo que
corresponde a restricdo coletiva e restrigSes sobre os nao conhecidos

valores § .

-5 . 0
Duas caracteristicas do programa executivo serao notadas:

a. A restrigio divisional ndo aparece no programa executivo,

b. Observando as expressoes 4 as varidveis Xaiq e Y?r do programa execu
tivo, concluimos que ele consiste de dois tipos de elementos: osnao
conhecidos valores uq ev,eas constantes dadas tal como Xiq e er,
as quais sdo obtidas através das propostas solugbes divisionais.

Segue que, as Unicas varidveis verdadeiras sio os valores M € Ve
0 programa executivo € reescrito como um simples problema de programa-
cdo linear envolvendo somente estas varifveis, Além disso, em qualquer
estigio intermedidrio nos cdlculos, o objetivo do programa executivo &
a determinacdo de uma aproximagdo vifvel e bisica de valor ﬁq ev, as-
sociados a cada programa divisional proposto.

Estes novos valores sao designados para produzir umamaior cifra de
lucro a companhia, do que os retornos correspondentes aos cilculos pre-
cedentes do programa executivo.

Un exemplo da construgdo de um programa executivo fard estes pon-

tos claros.

— Suponha que a fungdo objetivo e a restrigio coletiva sdo respec-
tivamente:
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P = Pl X1 + P2 X2 + P3 Yl + Pq Yz + Ps Y3

aj; X3 +ajg xp +aysg Y1 +ay Yo +as ¥z < G

reescrevendo
P= X3 + 2X2 + 3Y1 + Y2 + 2Y3

(6)
UXy + Xo + 2Y7 - 5Yp + ¥3 < (4 .

Além disso, suponha que trés solugdes tem que ser proposta pela di

visdo 1 e duas solugdes propostas pela divisdo 2 como segue.

Solucdes Propostas Divisdo 1

.
X11=7 X12=2 X13=6
X21=’+ X22=0 X23=5
o~ - N
Solugoes Propostas Divisao 2
9
Y3 =0 Y12 =0
Y21 = 12 Yzz =0
Y3 = 0 Y32 = 9
L
Substituindo estes valores em Y4, teremos
-
a
Xy =7 u; +2 ug + 6 us
Xp =4+ 0up+5ug

0 vy +0v2

7 -
(8)
Y%=12V1+0\)2

Yaé=0 \)1+9\)2
k .
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Agora nosso programa &:
Max P = Pl X? + Py X% + P3 Y? + Py Y% + Pg Y%

fallX?+a12X§+al3Y?+athg+aISY? < G

Hp + Ho + pgz =1
v, + Vo =1
sujeito ﬁ
a u > 0
q
e
vr > 0
\

. através de 6 e os valores dos

Substituindo os valores dos 'Pi ea.,

X? e Y? através de 8, teremos:

Max P = 15u; + 2up + 16u3 + 12v; + 18vp

-
32”1 + 8u2 + 29“3 - 60v1 + 9V2 < Cl

U3 + U 2 + u 3 = 1
sujeito
+ v = 1
a ﬁ Vi 2 _
U1, Hos M3 > O

e

Vis Vo 2 0]

L

que represerita o programa executivo na forma final.

E 3 medida que se propSe uma nova solugdo divisional, o nlmero de
varidveis no programa executivo cresce. Além disso a diviso submeteuma
nova proposta solucdo, onde outra importante varidvel € adicionada ao
programa executivo e se calcula os recursos da prestagao de contas cole
tiva. Portanto, quando a divisdo 1 envia ao programa Xc'l +1 para o ofi-
cio de prestagdo de contas da companhia, entdo pq ‘1 serd adicionada ao

conjunto de varifiveis do programa executivo,
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4.1.6. 'Descrig¢as do Procedimerito Decomposicdo

Afirmamos agora que, para este estdgio divisdo 1, tem submetido
g-1 e divisao 2 r-1 proposta solugdo e a prestagdo de conta coletiva
tem agora recebido a gq-eésima e r-ésima proposta solugdo.

Usando o método do simplex revisado por um pivoteamento, calcular
uma melhor solucao viavel para o problema executivo, Além disso, a
proposta deste cdlculo € para determinar o prego dual provisério (multi
plicador simplex) I = (l;,..., L I, T,) para cada um dos recursos co
letivos. Os dois Gltimos pregos dual I e I,, correspondem respectiva-
mente as restrigdes Iu; =1 e Ivs = 1.

Agora utilizando estés precos dual provisorio, as unidades de lu-
cro divisional revisadas, sdo entao calculadas para estas g-ésima e p-
esima propostas solugdo divisional, de acordo’com as seguintes expres-

soes:

qu =P, - (Hlali *hpa,, + ..o+ 1 a.)
(9)
SPj = Pj - (nlalj + 10, 255 toae A I amj)

Estas cifras de lucro divisional revisado, sdo para ser utilizados
como os coeficientes das fungdes objetivo divisional nos calculos da

proxima iteracdo.

(10
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Podemos observar que, os Ultimos dois valores I} e T, ndo influen-
ciam a determinacao da cifra de lucro revisado.

Estas cifras de lucros divisional revisado sdo entregues as divi -
sdes 1 e 2, que entao calculam a solugdo Gtima para o programa linear '
divisional, oqual &€ da funcdo objetivo lg_com.as restrigoes divisionais.

As solucdes propostas aos programas divisionais para a proxima ite

ragao sao X e Y Depois estas serSo encaminhadas & prestagao

g+l r+1°
de contas coletiva, que calcula o peso médio da nova solugdo 4 a ser
utilizada nos calculos do proximo programa executivo,

Agora podemos descrever o teste de otimalidade. E neste estagio

que os Ultimos dois pregos M e I, sdo utilizados. Para este proposi-
to, a total cifra de lucro revisado contribui para as duas divisces, Rq
e Sr dadas por 10 serao comparadas com T, e N, respectivamente. Assim,
se cada R.q > I ou S, > M, ou ambos, entdo a nova proposta solugdo divi
sional, melhora o lucro da companhia. Neste caso, o procedimento decom
posicao introduz uma destas solugOes no programa executivo e uma outra
iteracdo € processada, oﬁtendo assim uma nova solugdo Gtima. Por outro
lado, se Rq =T; e S, =1, entdo uma solugdo otima para o problema
executivo tem de ser encontrada. E os valores u; e Vj determinados pe-
los éélculos do programa executivo representam o Gtimo.

A solugao Otima para nosso original programa problema € dada pelos
niveis de producao Xi e Yj, os quais sdo obtidos pela averiguagao da

proposta solucao divisional indicada:

X &% X + % X & Xa‘:
. = . e, F ol F .
i 7 WL A4y T M2 Ay Fq g
Y. = VI Y. + vy Yo 4 ... 4 v, Y.
J J1 J2 r Jr

Isto entdo, € a essencia do Procedimento Decomposigdo.
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Programa Executivo - Interpretacao

Permite examinar a proxima funcdo objetivo artificial revisada, a
qual & designada para divisdo 1 pela administragdo central., Em cada
estldgio, antes que maximize % P,X;, a primeira divisdo & informada pa-
ra maximizar a funcdo objetivo revisada, isto &:
max & R . X.
qi i
inicial - z. P. X..

J 3 3
Esta funcdo lucro revisada, difere da original 1, pela soma

= %.(P. - I. @I.a..)X., a qual substitue a funcdo objetivo
J ] i 11] ]

- Z-Z.H-a- -X- .
1737174373

A significativa econcmia desta expressdo reside na seguinte inter
pretagado:

Xj - Quantidade do produto j.

ai:.| - Soma de insumo 1 necessario para produzir uma unidade do

produto J.
Hi - Iucro marginal da firma, quando aumenta de uma unidade a

utilizagdo do insumo coletivo i.

Portanto, I, I, a4 Xj & o valor total de todos os insumos desti-

nados & produgdo do produto j e ~zs ):j i aij Xj € o custo de oportuni
dade para a firma de todos recursos usados pela divis@o 1 na produgdo
de todos estes produtos. Em sintese, em cada iteragdo a divisdo € le-
vada para maximizar ndo seu proprio lucro, mas preferivelmente uma ci-
fra 1iquida, = qu Xi’ a qual subtrai através da cifra de lucro os va-
lores do resto dos insumo escassos da firma que a divisdo usa.
Portanto a divisao € forcada a pagar uma penalidade pela desecono

mia externa, que seus produtos impSe sobre o restante da firma, Isto

seria adicionado no caso onde um T negativo suceder (indicando que
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nesta iteragao um insumo k envolve a inutilidade para oresto da firma),
-Hkaijj serd positivo e que a divisdo recebe uma gratificagdo para
produzir acima deste incomodo recurso, Vemos entdo, como o procedimen
to decomposigdo prova com cada cifra de lucro liquido, as quais sdo de
signadas & economia externa para compensar a deseconomia causada  por
estas atividades.

Serd informado que em nossos dois casos divisionais cohtem m_+2
restrigdes no programa exe.cutivo.

As m - primeiras restrigdes destes casos correspondem ao m - insu
‘mo (recurso escasso da companhia) para cujo uso hd competicao das duas
divisces da companhia. Correspondentemente a este m - recurso escasso,
existem os m multiplidadores simplex Ij,... 1. Na adiggb existem duas
restricoes T, =1, e Evj = 1, as quais sdo associadas com os multipli
cadores ﬁ_l e fz. Estas restrigdes servem para requerer a selecao dos
valores X?_q e Y‘;r variaveis 4 para serem usados no programa principal
e $3o solugOes divisionais ’pr.opostas verdadeiras. Para ver o que is-
to implica, suponha as restrigdes I, = 1, onde se reescreve por Iy, >1L.
Isto significa que os X‘zq utilizados na solugdo corrente do programa
executivo poderiam exceder um valor em média da solugdo divisicnal pre
viamente proposta para divisao 1. fl pode, agora ser interpretado co-
mo o lucro marginal de uma unidade aumentada na capacidade, associado
com a restrigﬁo‘ correspondente Iy, = 1.

Desde que T; deve ser interpretado como lucro marginal por deixar
os ui's adicionados acima ao total maior que 1. Como temos visto, is-
to € equivalente ao aumento dos produtos pela divisdo 1, além da  im-
portancia média previamente proposta pelo programa. Como resultado,es

ta divisdo deve usar mais recurso da companhia. Em outras palavras ,
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T; pode ser considerado o lucro marginal relativo da transferéncia de
mesmo recurso da companhia para divisdo 1, e T, & a cifra (de lucro
marginal) correspondente a divisdo 2.
Sempre que a divisdo completa os c8lculos de outro sub-Otimo, ba
seada na fungdo objetivo revisada, ela terd determinado uma nova pro-

posta solucao divisional Xq = (qu, X uny ,qu) . Esta solugao pro-

2q
posta deve ser comparada em lucratividade para a companhia com as so-
lugdes dos programas, os quais as divisGes possuem previamente prepa-

rados. Para este propbsito, serd lembrado que, a cifra lucro divisSo

revisada &:

R (X T.(P. -2 .
q( q) S jq’

i T3 243
que & produzida peld programa proposto, Rq € comparado com os valores
de T, isto €, os multiplicadores simplex associados com a restricao
By, = 1 do programa principal. Se Rq = I; (e as condigbes correspon-
dentes sdo satisfeitas para cada divisdo) a solugdo corrente do pro-
grama executivo € considerada Gtima, tendo em vista que, se Rq > T, um
novo programa executivo melhorado pode ser obtido, tomando o mais re-
cente Xq’ calculado no programa divisional, Mas, veremos nesta segao

que, a cifra de lucro revisado Rq(X ) € uma medida da contribuicio ao

d
lucro 1iquido que a nova solugdo divisdo 1's propde & companhia, onde
I; € também uma medida da contribuicSo de lucro oferecida pela solu -
gdo divisional previamente proposta. Desde que, a comparacdo de Rq
com 1} € simplesmente um exame do lucro 1fquido da solugdo nova pro -
posta Xq emrelagdo aos lucros, os quais sdooferecidos pela importincia

em média Stima da solugSo divisional previamente proposta. Se Rq exce_

der Ty, o potencial 1fquido ganho através da introdugdo de nova solucSo,
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&, maior que o marginal produzido M;, da designagdo de recurso adicio-
nal a divis3o 1, para ser utilizado em acordo com a solugdo prévia.

Isto equivale a dizer que a nova solugac oferece um lucro marginal mais
alto do que o anterior e neste caso a companhia ganhara pela utilizacdo
de alguns recursos, que nao estavam sendo utilizados até entdo pela so-
lucdo prévia e alocacdo nao acentuada dos produtos padrdo descritos pe-

la nova solugao.



4.1.8.

78

Una vez que o estdgio final do cilculo € reencontrado, um conjunto
Stimo de valores uso e v to € calculado com o auxilio do programa exe-
cutivo. A substituigio destes valores Gtimos em 4, produz uma solugdo
divisional em média Otima. E estas decisGes GOtimas constituem a solu-
¢80 que & mais lucrativa a companhia como um todo.

A nova divisdo da énfase 3 administracdo para narrar a companhia
que valores dela sdo para ser utilizados, isto &, que c;ombinag&o pro-
posta destes, a companhia deseja para producao.

Nao existe motivagdo mecinica administrativa, que conduza a divi-
sao para chegar a uma combinagdo de produtos por suas proprias determi
nagoes. Neste ponto, a descentralizagdio permitida pela  decomposicdo
apresenta saldas vidveis. Para entender a natureza da situagSo, pode-
mos examinar o lucro do problema graficamente.

A figura 1 representa a regifo vidvel de uma das divisSes. Agora
como € normal em programacao linear, observamos ao longo os extremos 0,
A, B, C, D e E para um programa em um dos quais estd o Stimo, através
do ponto de vista da divisao. Porém, nio existe razdo pela qual a so-
lugdo Otima para a companhia ocorreria num extremo da regiSo vidvel da
divisao. Em geral, os pontos para os quais ocorrem as solugdes Stimas
das companhias ndo sao pontos extremos (tal como S) sobre o limite da
regido vidvel da divisdo. Isto porque um valor em média de algumas di
visOes propostas & requerido nesta solucdo. No caso presente, o ponto
S, € um valor em média das solugdes representadas pelos pontos D e C.

Cada revisao da cifra de lucro da divisdo pelo programa principal

produz uma mudanga na mesma linha de lucro do diagrama. Por exemplo ;
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assim que o porto Stimo da divisdo € C, em algun estdgio dos cdlculos
a revisada fungao lucro pode ser representada pelos pontos da linha pa-
ralela na figura 1.

Calculos subsequentes tragarao esta mesma curva lucro acima. Em
particular, se a solucdo Otima descansa num ponto interior da regido
vidvel limitada, tal como S entdo a linha lucro deve ser paralela ao
segmento limitado CD, o qual contém S. Isto deve ser estabelecido a
través da nossa observagao préevia, que qualquer divis@o proposta, pro-
poe XP, que é examinado e no final da solucdo deve produzir a mesma ci-
fra de lucro revisado Rq (Xb) = ;. Neste caso, conhecido diagrama, e
desde que S & obtido como um valor em média das solugSes em C e D, a
solucao nestes pontos (C e D) deve produzir uma cifra de lucro revisado
igual a I;, isto &, C e D devem estar sobre a mesma curva lucro - ﬁﬁj.

Tsto narra diretamente, porque o sistema prego ndo pode ser impos-—
to sobre as divisdes de uma maneira arbitriria para produzir para a com
panhia, solucdo Gtima em S. Qualquer ponto sobre o segmento limitado !
CD, incluindo C, S e D, deve ser igualmente lucrativo através do ponto
de vista da divisa@o. De fato, desde que S ndo € um extremo da regido
viavel, o conjunto de precos fixados ndo pode fazer S o ponto mais Ilu-
crativo para a produgac da divisao. Para considerar qualquer linha re-
ta de mesmo prego (tal como PP') através de S, a qual nio vai atraves-
sar também ponto C e D. Tanto C ou D deve estar scbre PP', isto &, com
o conjunto de pregos, que produz linha lucro PP! tanto C ou D deve ser
mais lucrativo do que S.

Podemos conjecturar que, esta dificuldade &, em parte, uma conse-
quéncia da linearidade de nosso problema. Se o limite do conjunto via-

vel de solugdes da divis3o (convexo) fosse todo curvo, isto &, se dimi-
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nuisse o retorno (diminuindo a razdo técnica marginal de substituigdo)
este pf*oblema, algumas vezes, desapareceria. Isto estd ilustradona fi
gura 2, na qual a regido vidvel € convexa e seu limite € curvo. Se o
ponto Gtimo € qualquer ponto, tal como S, sobre o limite existird sem-
pre uma mesma linha de lucro TT', que € tangente ao limite da regido
vidvel no ponto Stimo S, que pode consequentemente ser utilizado para
determinar precos apropriados para orientagdo de atividades  divisio-
nais.

"S" & a causa para a combinagdo produtos, que € mais lucrativa pa-
ra a divisao tanto quanto para a companhia e assim com os pregos cor-
respondendo a TT', a divisao tem uma certa autcnomia para tomar deci-
sao produto.

Toda esta discussao tem assumido que qualquer ponto interior da
regido viavel do divisional nivel de atividade € também vidvel & compa
nhia. Isto ndo € uma condic8o necessdria, pois a restrigdo coletiva
pode limitar as solugdes para uma sub-regido da regido vidvel divisio-
nal. Afirmamos que a forga limitagdo levanta-se em dois caminhos, que
veremos a seguir:

1. o abastecimento de algum recurso coletivo pode ser insuficiente pa
ra permitir qualquer divisdo de produzir algum dos produtos, o
qual n3o estd incluido nas proprias restrigdes, isto €, alguma com
binagdo de produtos para as divisSes viaveis, que podem requerer

mais de um recurso coletivo do que € disponivel.

2. ainda que um recurso coletivo fosse usado por uma divisdo Unica
(s0) poderia ser suficiente, mas al o processo solugdo alocaria em

tal, uma distribuigdo insuficiente para uma ou mais divisGes, im—
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. = + . 3 - a -
plicando entdo, uma producdo menor do que a divisional regido wvia-

vel inteira para a companhia como um todo.

Un caso linear simples é mostrado na figura 3, que € uma reprodu-
¢80 da regido viavel da figura 1 com duas restrigdes adicionadas repre-
sentando os recursos coletivos limitados. ~ Pares de valores X1 eXy, que
caem levemente dentro da drea extrema pertencentes ao conjunto de solu-
¢Ses Otima da companhia. A solucdo Gtima pode ser, como consequéncia,
uma combinacdo linear de dois pontos extremos da divisdo, neste caso B
e D. Por exemplo, com a restrigao coletiva conhecida pela linha ponti-
lhada na figura 3, a solucdo Gtima pode ser o ponto V. Mas observe, que
este ponto estd no interior da regifio vidvel da divisSo! No caso pré-
vio, onde a solugdo Gtima fosse no ponto C ou S figura 1, o &timo cole-
tivo correspendente, & divisdo Gtima, embora no ponto S, Nio € um unico.
No presente caso, isto €, quando a solugdo estd no ponto S figura 1, o
sistema de prego ndo garantird que a divisdo automaticamente atingira
este ponto. Esta observagdo é mais forte para o caso onde o ponto &ti-
mo para a companhia, ndo é um divisional Gtimo simultaneamente, isto €,
quando o ponto Gtimo corresponde a companhia estd no interior da regido
vidvel divisional. A divis3o tera ent3o que ser instruida sobre outros
valores para assegurar a divisdo pontos extremos tal como B e D na figu
ra 3, ou para ser imparcial, narrar o valor Gtimo de X; e X, no ponto
V. Esta observagao tem um papel importante sobre decisdo descentraliza
da e o conceito de transferéncia de prego. Assunto este, que ndo sera

abordado nesta tese.
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o N . - .
Conclusao e Comentario

Com o exemplo, podemos cbservar que o Algoritmo de Decomposicdo
constitue um mecanismo de decisdo para uma descentralizacgao, coordenan
do-apenas a organizaco economica.

Em primeiro lugar, ele oferece uma sistemitica aproximada para
planejar problemas resultantes da presenca de economia externa e dese-
conomia (ou, em termos mais globais, a divergéncia entre custo privado
e beneficio social) e a consequente limitacdo, que caracteriza decisdo
sub-Gtima, feita independentemente por subdivisdes das unidades econd-
micas em questao.

Esta analise reafirma que o caminho para produzir quantidade com
externalidade €, para modificar o sistema prego, propondo negbcios no
caso da economia externa e impondo penalidades sobre a produgdo de de-
seconomia externa.

0 Prego Dual ProvisGrio, apenas prev€ a primeira medida eficaz,

pela qual estas penalidades e negbcios podem ser calculados e impostos,

e o Algoritmo de Decomposicdo oferece um método para determinar quando

o programa divisional esta apropriadaménte coordenado para produzir uma

o~ - . . .
solugao, que & &tima para a unidade econdmica como um todo.
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4.1.10. Derivagdo dos Tecremas de Pregos Dual Provisdrios

. . o~ . A . -
Diante da derivacao dos teoremas sobre pregos dual provisorios, €
conveniente apresentar algum modelo preliminar, em particular, obter
o~ ) . .
expressoes para os valores de nossas variaveis primal e para mudar es-
tes valores quando outros itens sao introduzidos na base.

Suponhamos ser dado o seguinte programa de Programacéo Linear, que

- . 3 . [ - » .
e considerado para incluir varidveis de folga entre as varidveis X.,

tal que todas as equagbes sao restrigles da estrutura,

Max Pa Py Xp + oo + B X (1)
~
aji X1+ ...+a1m+nXm+n = C
sujeitoa < .
a X, * "‘+amm+nXm+n:Cm (2)
X. >0
]
j=1l...m+n

"
Podemos assumir, sem perda de generalidade que, na solugdo experi

mental, as varidveis basicas 830 Xj ..« X« Portanto, temos

X1 » 0o X > 0 e X g 5 on =X =0

A partir de entdo, os termos com zero sao eliminados e 2 se reduz

a -
a1 X1+ v ta_ X =20
’11 1 L 1m “m 1
<.
a . X3+ vt a X =C
mi1 mm - m m
L

Usando a notacgdo matricial, teremos:

AX=C X=A7C  onde
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A - matriz quadrada m x m
X - vetor coluna de dimensdo m

C = vetor coluna com m elementos

Agora suponhamos que fosse para aumentar a produgdo de uma unida
de do bem k, cujo nivel inicial de producdo € nulo, isto €, Xk & va-
riavel ndo basica neste estdgio. Com recursos limitados, seria entdo
necessario uma redugdo no nivel de produgdo do bem i (neste estigio '
basico), digo, X, — Xi - X, (AXi > 0),

Neste caso, a equagao 2 se reduz a:

r

ay; X3 = AX3) + o0+ alm(Xm - AXm) tay s Cy

ﬂ L L L I O O L B DL B SN N B B D WL W B U R UL R U O U T W BN NN R NN ]

n
(@]

ou em termos matriciais, escrevendo Ak para representar o vetor coe-
ficiente da k-€sima coluna em 2, resulta A(X - AX) + A, = C, de forma

que, subtraindo de 3, obtemos uma expressdo para X, isto &:

A X - M0 +A =C
- AX = -C
AX =A'“1Ak ()

Tgualmente, um modelo preliminar, permite escrever o vetor  li-
nha P dos m primeiros coeficientes da fungdo ob;']etivo 1, isto €,
P=|P,..., Pm[. E estes permitem definir os precos dual proviso-
rios como o vetor linha I @ [T} ,4es, Hm[ , que & dado por T=P A™' 5.
Esta expressdo € a definigdo dos multiplicadores do simplex, que cha-

mamos de pregos dual provisOrios. Resta mostrar due estes ﬁi tem as
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propriedades requeridas de prego dual, Isto serd demonstrado com o
auxilio dos teoremas seguintes, cuja implicacdo para dualidade, so-

mente torna claro na discussdo, que acompanha sua derivagdo.

Teorema 1. Para qualquer bem k, que nao estd na base corrente, a mu-
danga no resultado do lucro Ao através da introducdo de uma unidade

do produto k na solugdo basica, € dada por

= - IA_+ P, isto & A + A = Py

A
Prova - Atraves da funcdo objetivo 1 (que representa lucro), a va-

riacdo no lucro A, , resultante da introdugdo de uma unidade do bem k

ks
e a consequente mudahc;a Aygeany Am na produgdo e dado por:
Ak= - P MXy; - Py Ay - .., —Pm AXm+Pk

em notagdo matricial teremos:

Ak=---PAX+Pk

Por outro lado, por 4 e 5, temos que
-1
AX = A Ak

m=PA!

~ _ _ 5 a1 -

En'tao,Ak— PA Ak+Pkl=l IIAk+Pk
Portanto, Ak = - IIAk + Pk

Teorema 2. Para gqualquer bem j na base corrente temos lTAj = Pj .

n
g
>

Prova - Por definicdo 1

IA

"
g
o
x>
=
>
"
d

POl’ftaIl‘tO HAj = Pj .










































