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O trabalho em foco retrata a u t i l i z a ~ z o  do FrincTpio de Decompo - 

sição de Dantzig - Wolfe, com o objetivo de descentralizar a produ~zo de uma 

empresa, cujos setores de produção t e m  uma representação em blocos independen- 

tes, bem como um bloco representativo de todos os setores de produção. 

A utilização ê feita com uma interpretação econômica do procedi - 
mento de decomposição, seguida de um exemplo i lus t ra t ivo  resolvido no capítulo 

três, e os resultados são utilizados nesta aplicação. 



PRESENTATION 

T h i s  work shows the  u t i l i za t ion  of the  Principie of Decompositi - 

on of Dantzig - Wolfe, with the purpose of descentralizing the  production of 

an enterprise whose sectors of production have a representation in independent 

Blocks, a s  w e l l  as a representative block of a11 sectors of production. 

The u t i l iza t ion  is made with an economical interpretation of de - 
composition procedure, followed by an i l l u s t r a t i v e  example resolved in chapter 

3 ,  and the resul t s  are used in t h i s  application . 



C e  t r ava i l  montre 1' ut i l i sa t ion  du F'rincipe de Decompositionde 

Dantzig - Wolfe a f i n  de descentraliser la production d '  une entreprise avec  

secteurs de production qui ont une reP&sentation de blocs indêpendants, aussi 

bien que un bloc représentatif de tous les secteurs de production. 

L' u t i l i sa t ion  e s t  f a i t e  avec une in te rpd ta t ion  êconomique du 

procêdé de dêcomposition suivi  d '  un exemple i l l u s t r a t i f  resolu dans l e  chapi- 

tre 3 ,  e t  l e s  &sultars sont u t i l i s é s  dans ce t te  application. 
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1. Geração de Colunas do PPL 

1.1.1. ~ ê t o d o  Simplex Revisado 

Na execução de uma i t e r q ã o  do Simplex, muitas das informações con - 

t idas  no quadro não são util izadas. Por i s t o ,  somente os i tens  seguin- 

tes são necess&ios: 

- 
I. O custo re la t ivo  de fatores c E utilizando-os , calculamos c = 

j ' s 

- 
11. Afirmo que c c 0 ,  i s t o  implica que a coluna Fs = (ãls,. . . ,a ) de- 

j m~ 

ve entrar  na base. Para i s t o ,  os valores das v a r i â v e i s  básicas 

x = (bl , . . . ,b ) ' serão util izados para calcular B m 

- - 
a rs a. 1s r 0  ais 

e a operação pivÔ processada sobre ãps. 

Observe que somente um vetor coluna não básico do quadro corrente 
- 
P ê, requerido. s 

O ~ ê t o d o  Simplex Revisado, u t i l i z a  a inversa da matriz básica cor- 

rente,  com o objetivo de gerar as quantidades desejadas. 

O programa l inear  (PL) para ser resolvido e, escr i to  na forma 

sujei to a Plxl t ... -i- P x b n n (3 1 



ê a j-ésima coluna da m t r i z  coeficiente A. A f ~ o s  ainda que, es ta  

matriz t e m  dimensão m - e o programa é viâvel. Seja 

B = [pji , pj2 pjm1 (6)  

a matriz G s i c a  para o programa e se ja  

X = (x. x. y . . .  , x ) '  
B 11' 12 jm 

( 7  ) 

o correspondente vetor de variâveis bâsicas e coeficientes da função ob- 

jetivo, respectivamente. Note que CB um vetor l inha, o vetor x sa- 
B 

tisf az 

BxB b (9) 

cuja solução é 

Afirmamos que B é u m  base viãvel, i s t o  e 

Definindo 
P = ( a l j  ,..., a c . ) I j = l ,  n 
j mjy I 

(12 ) 

P n t l  = ( cy  O,. .., O ,  1 ) '  (13 ) 

E = (b l ,  ..., bmy O ) '  (14) 

Então, 2 - 3 podem se r  escr i tas  



onde -Z 6 u m  variavel basica permanente 

Desde que B viâvel, a (m + 1) matriz 

ê a base viável para o sistema aumentado 15. A inversa da matriz - 

o que é verificado facilmente por mult ipl icaç~o di re ta  de m t r i z  . 

O vetor linha 

é chamado multiplicador do Simplex associado com a base B. 

Note que, se  o sistema 3 se multiplicarmos a primeira equação por - 
L 

n i , . . . , a m-esima equação por L, somando e subtraindo a equaçb Z , o 

coeficiente de x. n torna c. - .rr P Colocando 
I J j ' 

j -baLsico, dai" t a s  

e íj-l se torna 



Se cada coluna do sistema - 15 8 multiplicada por B-' , forma o se-  

guinte resultado cancnico : 

1 
Desde que 

j não báSic;> 

então a colma adaptada é 

e o custo re la t ivo  de f a to r  ê 

- 1 
Dada a matriz B--' ou equivalentemente, dado B e o multiplicador 

do Simplex v ,  as  quantidades necess&ias para formar uma iteração no 

Simplex, c e P. , podem se r  calculadas do problema original  util izan- 
j J 

do c. e P Afirmamos agora que c ser: calculado por 25 enquanto  
J j j -, 

P. por 24. Se os valores das v d v e i s  bãsims 6, onde varia  no come- 
1 - 

- 
ço do ciclo,  um elemento pivÔ a pode s e r  localizado em P usando 1. rs s - 
I s to  tudo, para introduzir P na base e r e t i r a r  P i s t o  é, para gerar s j ' 
a inversa da nova base. Para ver i s t o  em detalhes , considere a .matriz 

partida. 



onde é a i-&& coordenada do vetor unit&io de dimensão m + 1. Se 

a matriz 8 multiplicada por 8-' , o resultado 6 

.c elemento ~ i v Ô  (27 ) 

Agora se ja  a matriz acima, transformada pela operação pivoteamento so- 

bre ãrs produzindo 

onde os elementos de a não são todos nulos. 

A segunda partição contem agora a desejada matriz . P a r a  

observar i s t o  compare a matriz acima com a original  26. A s  colunas da - 
nova base são 

B = [ P j l  ... P , Ps, P 
jr. j*l . . . P  

Nova jm> 1 

tendo reduzido a matriz unit&ia, 



~ u m â r i o  - do ~ ê t o d o  Simplex Revisado 

1. L,inham+ 1 de 8-I t ema  forma B = ( - - 2 , . . , ,  - 1) ondenisão 
m+ i m' 

os multiplicadores do Simplex. Para cada não bgsica vari&el, fomna-se o 

custo relativo de fa tor  c 
j ' 

Esta operação, frequentemente submete a coluna P aos preços fora. 
j 

2 .  Afirmamos que a coluna selecionada para ingressar na base, para encontrar 

3 .  Se cs - > O ,  Pme. E a solução básica comente Ôtima. 

4. Se cs C 0 ,  calcule a coluna transformada 

Se todos xis c O ,  Pme. O Ótimo ilimitado. 

Seja X = [ x B :  O ]  + x s [ - P  S .  : u s ]  

onde vs é o s-ésimo vetor unitário. &tão, 2 uma so luç~o  viâvel para t o  - 
d o x  ~ 0 , c u j o v a l o r o b j e t i v o  2 = c  x + c  x quandoxs-+~,  en t ão  s - B B  s s  

2 - t - R )  

6. De outro modo, calcule 



7. Construindo a matriz aumentada 

e transformando por pivoteamento sobre ãrs. A primeira m + 1 coluna dore - 
sultado c o n t h  a inversa da nova base. 

Atualizar a solução bâsica por 

(xgli f (xgli - O ã. 1s i f r  

e re tome a 1. 
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Problemas de Grande P o r t e  - 

2 .1 .  Introdução 

Neste cap?tulo, os  programas lineares cujas matrizes de restr ições 

t e m  estrutura de blocos diagonal ligadas por variâveis de folga ser50 es- 

tudados. üm programa acoplado de ambas maneiras 2 mostrado a seguir: 

max z C l X l  +...+ c x + coy 
P P 

suje i to  a 

' B x  + D y = b  
P P  n P 

O princ?pio de decomposição de ibntzig-Wolfe do cap?tulo 3 pode ser 

ut i l izado para resolver este problema, Se o problema t e m  somente varia- 

veis de folga, o procedimento de htzig-Wolfe pode s e r  aplicado para o 

dual. Se ambas variâveis de folga e restrições estão presente, a matriz 

restrição particionada entre  2 e 3 como ê mostrado. ~ e l a ç ã o  3, torna- - - - 
se  a restr ição dos subproblemas e 2, torna-se o programa principal.  Desde 

que os subproblemas t e m  f o m  dual angular, pode se r  tratado pelo princí- 

pio de decomposição de Dantzig-Wolfe, que ê exatamente, a t eo r i a  u t i l iza-  

da no desenvolvimento desta tese ;  assim como, com o assunto deste cap;tu- 

10. mi qualquer caso, o resultado ê um algorftrm de -s nfveis , envol - 



vendo ma iteração (solucionando 

externa ( solucionando o programa 

os subproblemas) dentro de uma i temçao 

principal).  Desde que a iteraçzo inter - 
na é completamente complexa, i s t o  é computacionalmente indesejável, espe - 
cialmente porque o Dantzig-Wolfe . 

- O algorhno desta seção oferecem alternativas para resolver - 1 - - 4. 

Eles são chamados mêtodos de partição porque os problemas variãveis são 

partidos em dois subproblemas de vari&eis de folga, y ,  e blocos varia  - 
veis ,  x,. O s  x, são divididos em conjuntos dependentes e independentes 

I I - 

para especificando as matrizes basicas 

ção permite as variáveis dependentes e 

nados do programa, gerando um problema 

com cada matriz Bi. Esta p a r t i  - 

blocos restrições para ser elimi- 

reduzido (menor), 

O adjetivo relaxação ê empregado porque, eliminando as  variâveis de - 
pendentes , o controle ê pedido sobre as não-negativas , Estas são assim 

relaxadas, e a i t e r a ~ ã o  define novas partições de maneira que, elas $0 

eventualmente sa t i s fe i tas .  

- A s s i m  sendo, como já f o i  destacado por Geofrion, o conceito deres  - 

t r i ção  relaxada pmvsm de um trabalho unificado, no qual os trabalhos ' 

deste e outros mêtodos podem ser compreendidos. 



Considere o programa geral &cavo 

1 - 
Problema 

g i ( x ) > O ,  - i = l , m  
sujei to a 1 

onde f e gi são funções côncavas de um vetor X e S é um subconjunto con- 

vexo de E"(s - E"). Consideremos aqui o caso em que as  restr ições g. > O 
1- 

são bastantes numerosas para darem problemas. %tão uma estratêgia ra- 

zoável de solução relaxar algumas dessas restriç6es e solucionaro pro - 
grama sÔ com as restantes. Se es te  problema inviável , assim também o 

é o original.  Se ê viável, e s e  a solução resultante sa t i s faz  as restri 

çÕes relaxadas a solução é Õtima para P,  Se não, obrigamos uma ou mais 

das restr ições relaxadas e repetimos o procedimento. Relaxamente passa- 

ria a ser uma estratégia definitiva se relativamente pouco das res t r i -  

ções são conhecidas para terem um ponto Ôtimo. I s t o  e ,  verdade e m  pro- 

gramas lineares não degenerados. 

- Gefrion t e m  formalizado es ta  idê ia  com segue, Seja M o conjunto 

R 
de inteiros I1 , . . . ,nl , se ja  R um subconjunto de M , e se ja  P o prograrra 

gi(x) - O ,  i R 5 - 
sujeito. a 

x s 6 - 

Afirmamos que um conjunto i n i c i a l  R pode ser encontrado t a l  que P R 

tem um supram f i n i t o  e que todos supremos f in i tos  são atingidos, &tão, 

a têcnica de relaxação, que permite restriç6es adicionados prccede com 



segue : 

1. Conj . f = + a e escolha um conj . in ic ia l  R t a l  que R estã limitado 

R . superiormente por P . 
R 

2 .  Solucione P . Se Pn é invi&el, P inviãvel, D e  outra maneira ob- 

R 
tenha uma solução Ôtima x . 

R 3. Se gi(x ) - > O ,  i M - R ,  xR Ôtimoparao problema original P. 

4. De outra maneira, seja V (M - R) contendo hd ices  de pelo menos uma - 

restriçao violada, e seja 

R D = { i  I gi(x ) > O ,  i RI 

R - 
5. Se f ( x  ) f ,  substituir R por R '  = RpV e v2 para 2 ,  

R R 
6. Se f (x ) f, substi tuir  R por R'  = R V - D substituir T por f (x ) +- 2. 

- Este procedimento acrescenta uma ou m a i s  restuliçÕes violadas e se 

R f (x ) tem decrescido, deve aquelas restrições em R que não são limitadas 

R R - e m  x . Insistindo que não relação sao deletadas se f (x = f g a r a n t e  

que somente um nÜmero f in i to  de pontos do pmblem pR necessitam ser  re- 

solvidos, como verems. A prova requer dois resultados preliminares. 

R R Teorema 1. Se x soluciona P e a restrição em D são deixadas fora,  en- 

R n e tão x t& resolve P ~ - ~ .  bnçequentemente , se x e solução Ünica pa- 

R-D r a  pR, então e la  ê também solução &ica para P . 
Prova - Afirmams que existe um vetor 2, satisfazendo as restrições em 

R - D t a l  que 

7 - 
R Considm pontos sobre o segmento x e x" : 

x h .  = h x " + ( l y h ) x R ,  . c s h < 1  - 8 



Desde que S e convexo e todas gi são &cavas, x S e x satisfaz X li 

as restrições em R - D para todo c < A < 1. Considere a restrição em D. 

Desde que gi são contavas , 
K 

gi(xh) - Xgi(2) f (1 - X)gi(x 
R 

Desde que gi(x ) >O, i D, então para h ? O e suficientemente pe- 

queno, gi (xh ) > O, i D. Os pontos x e" consequentemente vizvel em P R 
h 

para tal h. Mas, pela concavidade de f. 

R 
f(xX) - > hf(X) + (1 - h)f(xR) > f(x - 9 

R que conwadiz Ò 6 t h  de x . 
R Para provar a &ica possibilidade , se f (2) = f (x ) , então - 9 produz 

R 
f(xh) = f(x 

para todo h > O e suficientemente pequeno, que contradiz a bica possibi - 
R lidade de x . 

- O resultado seguinte mostra que a sequ8ncia de subproblems r&.- 

mos obtidos por relação é mon&ono não-crescente. 

Teorema 2. 

Prova - Se R' = RvV, o teorema ê obviamente ce~o. Pelo teorema 1, 

Desde que 

o teorema estâ provado 



Note que, a concavidade de f e g. convexidade de S permitem deixar fora 
1 

as restrições não obrigatórias. 

Teorema 3. O procedimento de relaxação teumina depois de um numero f in i -  

R t o  de problemas P tenham sido resolvidos, tanto como uma s o l u ç ~ o  O t i m a  

para P ou com um conjunto de restrições t a l  que a comente pR e* inviãvel. 

Prova - Desde que M é f i n i t o ,  ele tem somente um n h e r o  f i n i t o  . de sub- 

R conjuntos diferentes. Desde que f (x ) decresce de iteração para i tera-  

ção, nenhum subconjunto pode s e r  repetido. Desde que restr ições não são 

R'  R # canceladas (suprimidas) se f ( x  = f (x  ) , e pelo menos uma res t r ição  e 

adicionada, f pode permanecer constante, para somente um nihero f i n i t o  de 

iterações . 
~ e l a ~ ã o  para o mêtodo dual simplex. N ~ O  dif?ci l  mostrar que, se o 

programa P é l inear ,  então, com escolha de V ,  r e l axaç~o  ê equiva- 

lente para o dual simplex L em K e '  S. Para mostrar i s t o ,  ê conveniente 

escrever P na forma 

suj e i tos  14 - 

onde A uma matriz m x n ,  e d i m  A = m, 

A r e s t r i ~ ã o  para se r  relaxadas são não-negativas 15, Deixe es ta  ser inde - - 
xada pelos índices das suas v a d v e i s  associadas, e deixe 

As equações 14 serão sempre sa t i s fe i t a s  , i s t o  2, o conjunto S em 3 e - - 

No que segue, supomos o seguinte; 



Afirmaçso 1. Todas bases viaveis do dual de - 1 3  - - 15 são do-degeneradas, 

i s t o  é, exatamente m - da restrição dual ê obrigatÕrio. 

Teorema 4. Deixe os Ldices das vari&eis não Gsicas  no ciclo in ic ia l  

do método dual compreendendo o conjunto inicial,R, de relação, Além dis  - 
so, deixe o conjunto V no passo - 4 de re laxaç~o se o h d i c e  da restrição 

mais violada não-negativamente , Então, no ciclo K do mêtodo dual de re- 

laxação, o conj. %ice das variáveis não-Gsicas no &todo duai g igual 

R - ao conjunto R em relação, e xR = xK, onde x e o vetor de valores para x 

no método dual. 

A prova deste teorema requer três lemas. 

Lema 1. Se R 6 conjunto Gdice de variáveis não-basicas no c ic lo  k do 

K 4 método duai, então x e a &ica solução Õtima para pR. 

Prova - Deixe B ser  a base no ciclo K no mêtodo dual . Ê bastante mos- 

-1 -. trar que rB = cBB e viável para o dual de pR, com valor objetivo dual 

igual a cBxB, que mostrado a seguir junto com o seu dual: 

A x = b  rB = C 

sujeito a sujei to a B 

> O , i  R [ x i  - (rAilci, i 

i L CI 

onde A e a i-ésima coluna de A. No metodo simplex dual , a base B e 

dual viável, assim nB satisfaz todas restriç&s dual e 

- 1 
V (rB) = cBB b = cB xB - 18 

K R Portanto, x resolve P . Pela afirmação 1 da não degeneração dual, t o  - 
das restrições dual e m  R são estritamente sa t is fe i tas ,  assim es ta  solu- 



ção Ôtima é Única. 

Lema 2. Seja R o conj m t o  de Cdices das vari&eis não bâsicas no ciclo 

K do &todo simplex dual, e afirmamos que o algoríbno termina neste c i  - 
- 

c10 com a informação que o prima1 é inviãvel ( i s to  c, com min 1 = b p <  O 

e todos a > O) .  ~ n t ã o  os subproblemas de relaxaçgo formados por adi- r j  - 
cionar o índice fr(o k d i c e  da r-êsúna variâvel bâsica) para R ê tdm 

invisvei . 
Prova - Basta produzir uma so luç~o  não lin-iitada para o dual de P R +  f r  

As  considerações sobre o prirnal-dual são 

max Z = cx m i n V = v b  

~ x = b  r ~ ~ = c  i N - R - f  
sujei to a i ' r 

. c i ,  i R t f  - r 

Considere a solução dual 

onde B;' ê linha r de B-' . Desde que 

O ,  j N - R ,  j # f r  

1 ,  j = f  r 

então B: 6 a soluqão para a restr ição homgênea dual, i s t o  e ,  com todos 

ci substituido por zero. Portanto, n em 1 9  dual viável para todo 0 2 0 , - 
com valor objetivo 

V(n) c B x B  + Obr - 20 

Desdequehrs  O ,  V<n) + - a  com 0 + a 



Lerna 3. Se xs entra na base no ciclo k do mstodo simplex dual, en t ão  

x > O na solução bâsica resultante 
S 

Prova - Pela operação pivoteamento 

Por construção, br < O e ãrs 4 0 

Prova do Teorema 4. 

Pela escolha do conjmto in ic ia l  R,  lema 1 implica que o teorema . 

verdadeiro para k = 1. Afirmamos que o resultado e" verdadeiro para k e 

provaremos para k i 1 . 
Ciclo K do método dual termina com uma so luç~o  Õ t k  com - 1 OU como - 2 

termina com a informação que o problema inviâvel, ou - 3 continue para o 

pr6ximo ciclo. No caso - 1 de acordo com o lema - 1 a relaxação tambêm temi. - 
na. 

Solu- 

ção 

k x=x 

~ ê t o d o  Dual - Ciclo K 

mais 

nega - 
t iva 

N - R  R 



~ ê t o d o  Dual - Ciclo K t 1 

Solução 

K t 1  

x = x  

Fig. 2 .2  

Pelo lema - 2 no caso 2 a relaxação tdm termina no c ic lo  K + 1 com wn - 
subproblema inviavel. No caso 3 a situação no c ic lo  K e K + 1 do método - 
dual são mostradas na figura - 2. Pela hipÕtese de indu~ão,  R esta mostra - 

R K do e x = x . Desde que todas variâveis em R são nulas a relaxação não 

suprime nenhuma. E l a  seleciona x as mais negativas variáveis e m  N-R jr ' 
e adiciona o &dice j a Ri i s t o  ê, R -+ R t fr.  I s t o  então soluciona r 
pR ' fr. pelo lema 1. , a solução x + 6 a bica solução para P R + f r - s  

Pelo lerna - 3. x ê positivo nesta solução, assim xK ' ê a solução Ünica 
S 

para P R t f ,  Desde que o dual não é degenerado, cx R 
+ c , assim a 

relaxação suprime todas a s  variaveis poss?veis atravês R + f A Ünica r' 

t a l  variãvel ê x assim que R t f -+ R + f - s,  e o teorema está pro s ' r r - 
vado . 

Aspectos Computacionais. A f i m  de que a relaxação seja eficiente , 
L o procedimento efetivo para identif icar  as restrições violadas ( i s t o  e, 

R escolher o conjmto V) e para resolver, sucessivos problemas P devem es - 



tar dispon&eis. E 6  uma ampla liberdade permitindo a escolha de V. Ihna 

escolha comum é o &dice da restr ição mais violada, como no método sim- 

plex dual. Esta escolha é frequentemente usada quando o número de res- 

tr ições é grande, e quando o conjunto de funções restrições t e m  alguma 

estrutura especial. ~ n t ã o  a restr ição mais violada pode frequentemente 

ser gerada sem avaliar todas as funções restrições, resolvendo um subpro - 

blema adequado. E s t a  l inha gerada é dual para o procedimento de geração 

em coluna discutido no capztulo - 1. Portanto, a experiência computacio - 
nãl  com várias t á t i cas  para dar preços a s  colunas em programação linear 

tem sido usado aqui. 



Procedimento - de Parti&o Roseri ' s para Problemas Angular -, e Dual-Angular . 
Desenvolvimento - do Algo???-tmo. O mêtodo de p&ição de Rosen resolve um 

par de problemas primal-dual da forma seguinte: 

Problema Dual-Angular 

Problema Angular 

são m: x n; . Esta têc - A s  matrizes A. são m x ni , enquanto que Bi 
1 O I I 

nica pode ser vis ta  com uma especial izaç~o do mêtodo de Ritterls, para 

problemas com somente restrições acopladas ou variâveis acopladas . As- 
sim, um procedimento de relaxação. I s t o  funciona num problem angu- 

l a r  gerando uma sequ&cia de soluçÕes básicas inviáveis e uma sequhcia 

correspondente de soluçÕes bâsicas viáveis no dual, Mostraremos que, 

pela especialização deste par de problemas p r h l - d u a l ,  um nÚhero de sim - 
p l i f  icaçÕes ocorre. Restrições adicionais não são requeridas no proble - 
m a  reduzido, assim es te  problema nunca necessita ter mais que m.linhas. 

O 

Al& disso, sucessivos problemas reduzidas podem ser solucionados ef i -  



cientemente .pelo mêtodo dual simplex, por caus da base &ima no c ic lo  i 

se r  dual viável para o problema em 1 + 1. 

 través do exposto faremos a seguinte suposição. 

suposição 1. A matriz restr içao do problema angular tem dimensão comple - 

t a  (dim B = m). 

I s to  implica o seguinte resultado: 

Teorema 1. Sobre a suposição 1,. cada matriz restr ição Bi contém urra não 

singular sub-matriz, Biby de dimensão mi. 

Prova - Se dim B. < mi, então a linha correspondente do problema angu- 1 

lar seriam dependentes (desde que elas  são formadas por zeros acrescenta - 

dos as linhas de Bi) contradizendo a suposição 1. Portanto, n . > m. e 
1 - 1 ' 

Bi cont& as B. contém as sub-matriz desejadas. 
1 

Podemos t&m supor que ni > mi, desde que se  n. = m as v a r i á -  
1 i 

veis x. são determinadas unicamente e podem se r  eliminadas, 
1 

Um conjunto. in ic ia l  de matrizes básicas Bil, podem se r  sempre encon - 

tradas, empregando o procedimento da fase 1 em cada bloco angular. Um 

ponto inicial viãvel pode s e r  usualmente determinado solucionando, um dos 

pares de subproblemas. 

Subpmblema Dual-Angular 

max b! n. 
1 1  

f 

Subproblema Angular 

B.x. = bi 
sujei to a 



No caso a c b ,  y & um vetor para o qual as restr iç&s de - 7. sao pos - 
szveis . E h  todos os casos, diremos que as  m t r i z e s  bãsicas i n i c i a l  se- 

jam escolhidas assim que as soluçÕes básicas associadas sejam não nega- 

t ivas ,  e portanto são viáveis para o i-&imo bloco angular. Esta condi - 
$0 ê mantida depois disso pelo algor?tmo. Como veremos no teorem 2 ,  

es ta  escolha garante a e x i s t h c i a  de uma sequência de operaç6es de pivo - 
teamento e m  cada bloco angular não-Ôtimo levando a interrelação de va- 

r iáveis  positivas e negativas. 

~uposição 2.  A matriz básica i n i c i a l  B sa t i s faz  
i1 

A s  matrizes basicas B são util izadas para particionar o problema i1 

a n g u l ~  é dual-angular como segue: 

max C b! n .  + b' y 
i 1 1  0 

Bil  ni + Ai1 y 5 til 

Angular 

g (Ail Xil + Ai2 xi2 bo i (11) 

suje i to  a Bil xil + Bi2 xi2 - - bi (12 



Relaxando as restriçoes 

travês da restr ição acoplada 

do - 1 2  para xil pmduz 

~ n t ã o  o problema reduzido é 

onde 

x > O e usando 1 2 .  i1 - - 
11. - leva ao problema 

e M i X  = d  i2  o 
sujei to a 

E s t e  problema tem somente m 

para eliminar x a- i1 

reduzido. Solucionan - 

linhas. De maneira que s e  problema reduzi- 

do inviavel 0 outro t a m b é m  ê. O problem reduzido pode s e r  ilimitado 

quando o prima1 não é, o qual pode ser novamente tratado adicionando a 

restrição 

C e ! x  < t ,  
I j2 - t positivo 

i 

o Seja {xi2, i = 

tuindo es tes  vetores 

De acordo com nossos 

1, . . . P 1 a solução do problema reduzido. Substi- 

em 13 produz valores para os x - ii : 

a 
resultados pr&ios a relaxação, a solução acima e 



Ôtima se, e somente s e  e l a  ê viâvel. 

O O 
Teorema 2. (Teste de otimalidade). O s  vetores {xil,,.,,xi21 resolve o 

problema. angular se ,  e somente se 

Se o t e s t e  de otimalidade não ê atingido, então seguindo a es t ra tê  - 
C 

gia  de relaxamento pelo menos uma violação não-negativa e forçada en- 
a 

quanto que, uma não-negativa correspondente a m a  variavel positiva e 

relaxada. No problema com ambas variáveis e restrições acopladas , a 

operação pivoteamento não pode sempre ser processada neste i n t e r c a i o ,  

e restrições adicionais torna-se necess&io. Desde que não haja varia- 

vel acoplada no problema angular, a sequ&cia de pivoteamento existe ,  a 

qual leva 2 solução desejada. 

O Teorema 3. (Rosen) . Se, para algum i, x tem componente negativa,uma i1 

sequ&cia de operações pivoteamento pode s e r  efetuada no i - ê s k  bloco 

O angular, intermudando uma componente de x , que é positiva em x e a i 2  i 2  

componente de xil (que é negativa em x0 1. i1 

A prova deste teorema requer o seguinte lema: 

Lema 1. Considere o sistema l inear  

Ax = b 

onde A uma naatriz mxn, n - > m ê dim(A) = m. Se este sistema t e m  uma 

solução não-negativa , ele tem uma soluçao básica não-negativa. 

Prova do Teorema 3. Para simplificar,  suprimimos o bloco subscrito i, 

e concentrms num bloco particular não Ôtimo, usando subscrito p a r a  

denotar componentes particulares de xl , x2, e t c  . 
Temos avaliado duas soluç&s ao sistema 



24 

Blxl  t B2x2 = b 

X l  ,o, X2 - > O 

são e las  

viãvei 

onde 
- 1 

x ~ l  = B1 
(22) 

A primeira é não-negativa, a segunda tem alguma componente e m  x?. Todos 
1 

vetores da forma 

(1 - O> 

t a m b é m  satisfazendo Blx l  t B2x2 = b, x2 L O. Quando O = 0, esta solu- 

ção é viável para 20, enquanto que para O = 1 ela inviãvel. 

Seja 

O maior O, que mt& a solução e m  - 23 não-negativa ê limitada pe- 

l a s  componentes de - 23 com h d i c e s  j E J, Tornando estas  componentes 

iguais a zero, teremos 



Note que O - i Q j -  i 1. O maior O que mantem 23 &o-negativo e" - 

O s =  m i n  O 
j c ~  j 

Observe que K deve ser diferente do vazio, desde que se todos xiK 

-1 O fosse zero, então x = B1 b 2 0 ,  contraria a nossa hipótese que xl t e m  

componente negativa. Quando O = O 23 sat isfaz s' - 

com B: a K-ésima coluna de B. Por definição de O os coeficientes da s ' 
s-ésirna colma de B1, B: em 28 é zem. 

Desde que B f o i  suposta m x m e não-singular, a matriz [ B1 : B2 ] 

tem dimensao m. k i x e  identif icar  a coluna B: atravês 28 e examinar a - 
dimensão do sistema resultante. Multiplicando o sistema identificado 

p o r  B ; ~  produz 

o 
com V; a i-és- mmpmente da xB t Os (xi - x , e. a i-&- compo- 

B1 1 

nente vetor unitário, e B ; ~  a k-ésima colma B;' B2. O sistema acima 

S mesma dimensão de sistema 28 sem B1 . Al& do mais pelo menos um dos - 
-k -k vetores B2, k E K, d iz  B2 , deve ter a s-&na componente diferente de 

zero. I s t o  é porque j E J o vetor 

tem componente negativa. Desde que S E J, se todas cmponentes de B;'Q 
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na linha s e coluna k € K fosse zero, então 

X = x  > O  
1s B . - -  (31) 

que uma contradição. O s  

assim independentes, assim 

Desde que es te  sistema tem 

vetores e. i = , ,  rn, i # s ,  e B$ são 
1, 

o sistema - 28 com B: escolhido tem dimensão m. 

wna solução tem uma solução não-negativa, en- 

tão,  pelo lema 1, e l e  tem uma solução básica não-negativa. Qualquer u m  

s k solução não envolve B1 e pode inc lu i r  somente aquelas colunas B2 com 

k € K, assim o teorema es tá  provado. 

Observe que o teorema precedente não garante. a e x i s t h c i a  de uma sim - 
ples operação pivoteamento, gerando una nova base, gil No entanto, es- 

t a s  bases podem ser encontradas, solucionando o pr0grm-a l inear  

min x 
1 s 

onde o h d i c e  escolhido e m  27. A base i n i c i a l  - 
e existe  uma solução Ôtima com x não-básica. 

1 S 

x = b  
2k 

(32 

O 

para este programa 6' B1 , 

Somente mais um novo umas 

opemSÕes pivoteamento seriam requeridas para resolver es te  programa. 

Naturalmente, um de tais programas é resolvido para cada bloco n ã o - 6 t h  

no qual e l e  requerido para reforqar as restrições violadas. 

- Resolvendo o programa - 32 produz-se nova matriz basica, 5 Para 

cada bloco angular não-Ótimo. Estes são usados para f o m  um novo pro- 

blema reduzido, e um novo ciclo começa. Desde que o algor?tmo novamen - 

t e  uma realização particular do procedimento de relaxação, a comerg& - 



cia  f i n i t a  segue sobre condições &logas ãquelas dadas no teorema 2.3.2. 

Aqui, no entanto, não t em sido fe i to  nenhuma previsão para obrigar as não 

negativas as restrições não-negativas violadas incluindo restrições adi- 

cionais como em 2.3.26 no problema reduzido, Isto poderia ser f e i t o  se 

necessãrio , e então o teorema 2.3.2 garantiria i s to ,  Se não a d i c i o n a r  

restrições, a suposição que cada problema reduzido não t e m  soluqão Ôtima 

alternada que garanta as condições de convergência f in i ta .  



2 .3 .2  . ' ~onsideraçÕes Computacionais 

seleção de r e s t r i ç k  violadas a serem forçadas. Com no método 

R i t t e r  ' s , existem v&as maneiras para escolher, que restr ição violada 

forçada. O mesmo comentãrio pode s e r  aplicado aqui, exceto para o fa to  

em que o problema reduzido é de tamanho constante, independente do nÚme - 
ro de não-negativas foqadas. I s t o  é f e i t o  foqando tantas quantas de- 

las, quanto possível em cada iteração mais atrat iva.  Esta opinião é es - 

colher, a mais implementada para solucionar o programa l inear  - 32 com 

função obj etivo 

onde J dado em - 24. Novamente, existe  um tal  programa para cada bloco 

angular. 

Solucionando Problemas Reduzidos Sucessivos. Aplicando e s t e  algo- 

rítmo p&ição, maioria do tempo computacional provavelmente seria gas- 

t o  solucionando o problema reduzido. I s t o  é consequentemente importan- 

t e  que informação da solução no c ic lo  K pode ser ut i l izada eficientemen - 
t e  na solução do problema no c ic lo  K + 1. O s  resultados seguintes mos- 

t r a m  como i s t o  pode ser fe i to ,  

Para simplificar, consideremos primeiro um bloco problema angular 

sujei to a 
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onde Bl uma matriz bâsica de dimensão ml . Note que qualquer programa 

l inear  pode ser escr i to  desta maneira, assim o algori"-mo Rosen ' s p a r t i  - 
ção é completamente geral. Usando a matriz B1 para eliminar xl atmvês 

das primeiras mo linhas e através da funçao obj etivo produz o s e g u i n t  e 

quadro : 

sujei to a 1 
O problema reduzido 

sujei to a 

obtido relaxando a restrição xl - > O 

min c2x2 

A x  = b  
O 

X2 7 O - 

Seja xg solução deste problema e se ja  B a matriz bzsica associada com 
O 

o 
xp. Novamente para simplificar, supomos que Bo ê composto das m primei 

O - 
r a s  colunas de A2: 

Seja 

com y contendo as componentes básicas de xg e w as não-basicas. Colocan- 

do o problema reduzido na forma canÔnica em relação a y produz-se o se- 

guinte quadro (comx - x l ,  b - bl ) :  



Suponhamos agora que componente r do vetor 

e negativa e que uma simples operação pivoteamento para intercambiar x r 
o 

com alguma componente de y, que ê positiva em y , diga-se ys. Se este  

pivoteamento extendido para as mo linhas de - 45, ys elirriinado a t r a  - 
v& do problema reduzido, x introduzido, e os elementos da matriz do r 

problema reduzido muda. Seja x agora substituindo y com as s-;simas r s 

variáveis básicas do problem reduzido e se ja  E a matriz bâsica corres- 

pondente. Mostraremos que t e m  mesmo multiplicadores simplex como B 
0' 

e é um Õtimo, uma base inviâvel para o novo problema reduzido. 

E s t e  resultado garante quando um n h e r o  de componentes de y e x são in- 

tercambiadas. I s t o  implica que o novo problema reduzido pode ser solu - 
cionado eficientemente usando E como uma base i n i c i a l  para o m&tdo dual 

simplex. 

As importantes relações entre problemas reduzidos sucessivos são 

dadas pelo teorema seguinte, que e uma extensão do resultado a n t e r i o r  

devido a "Gauss I'. 

Teorema 5. No quadro - 45, seja  um n&ero de operaç0es pivoteamento efe- 

tuadas, intercarnbiando uma ou mais componentes de x com igual componen- 

te  de y ,  todas positivas em yO. Se E derrota a transformação pivoteal 

do problema reduzido p&io base Ô t i m a ,  B então o 
- 

a) B t e m  mesmo multiplicadores simplex como Bo e es tes  causa todas não 

basicas colunas do problema reduzido novo para preço 

t ivas  vari&eis. Assim B uma base Ôtima, 

o r? b) A solução basica associada com t e m  yi = yi se y. e 
1 

fora nSo nega- 



se x. ê básica. Portanto, esta solução é inviâvel somente e m  compo 
1 - 

nentes onde x? < 0. 
1 

Fmva - Considere a primeira operqão pivÔ simples sobre c , que i n t e r  rs - 

cambia x e y no quadro seguinte, que é uma revisão detalhada de 45 : r s - 

. O 4  Note que 5 > O V., desde que y e uma solução ótima para o problema t -  

I 
1 

* * .  1 

reduzido. Depois o pivÔ sobre a linha mo + 1 (o quadro do problema re- 

duzido) aparece com segue: 

e 1 1 . * * *  e 
lt Y? 

* * .  1 
O  e ... e 

moi - m t y m -  o O 
- - 

' 0 .  1 C ... C t - zO 

- ~ 1 1 ~ ~  * a s  C d . . dlt 
1s - Irno 

b 1 

C ... C ... C 
r -  rs - 

b 
mo r- 

c c c d d b - m l 1  m i s  - mlm m l  m t m 1 -  



Como indicado, x e y são intercambiados , produzindo o novo quadro de r s 

problema reduzido. Para colocar es te  na forma canônica re la t iva  a s  va- 

r iáveis  básicas y , . . . ys-l, xr, ys+ . . . y , - Z multiplicamos todas 
mo - 

colunas da matriz elementar de dimensão m + 1. 
O 

Desde que esta operação deixa a linha' Z ,  imutãvel, o novo quadro ainda 

sa t i s faz  as condições Ó t i m a s  Ti - > O. A inversa da nova base é 



matriz Ers t e m  o vetor unitãrio lim + 1 como na Ú l t i m a  l inha, assim 
O - -1 B e B ~ I  t& as Ú l t i m a s  linhas iguais. Desde que estas  linhas contém 

os multiplicadores simplex, parte do teorema está provado para es te  sim- 

ples pivoteamento . 
A extensão do argumento acima sobre m ~ l t i - ~ i v Ô s  e' c o m t a .  A nova 

forma canônica ê obtida, multiplicando-se a original  pela matriz elenen- 

tar, cada diferindo da identidade e m  somente uma linha. A nova base in- 

versa ê dada por 

Novamente , desde que tcdas variâveis y . t ê m  coeficientes zero na linha Z, 
1 

esta linha não muda com a operação pivÔ e cada matriz elementar t e m  o ve - 
- -1 t o r  unitãr io + 1 como na Última linha. Assim B tem os mesmos m u l  m - 

O 

tiplicadores simplex como B-' e 6 irma base 6 t h ~ ,  assim parte  a do teore o - - 
ma esta provada. 

Para provar a parte - b procedemos como segue. Com w = 0, equação - 45 

O o o tem a &ica solusão y y , Z = zO, x = x = b - cy . Depois q u a l q u e r  

(nhero)  operação pivÔ 6 efetuado neste a &ica solução (novamente com 

w O , de qualquer forma o sistema e transformado. Porkanto , qualquer 

variável introduzida na linha m de 45 tem o valor x: na nova forma cano o - - 
o nica , enquanto v&veis y . tem valores yi . 

1 



O procedimento do princrfpio de decomposição ê eficiente quando ap l i  - 

cada a programas de programação linear, cuja matriz dos coeficientes tem 

uma estrutura angular, i s t o  é, tem um ou mais blocos independentes e um 

bloco coletivo envolvendo todas as variâveis. Ele opera f o m d o  um Pro - 

grama Principal equivalente, com menos linhas do que as  existentesnopro - 

grama original ,  mas com mais colunas. E s t e  programa ê resolvido s e m  le- 

var e m  consideração todas estas colunas, gerando-as quando o ~ ê t o d o  Sim- 

plex (util izado na resolução) necessitar,  uma têcnica que chamarems de 

geração de colunas. O a lgorf tm resultante,  envolve iterações entre um 

conjunto de subproblemas independentes, cuj as funções objetivo , contêm 

vãrios parâmetros , e o programa principal. O s  subproblemas recebem um 

conjunto de p&tros (multiplicadores do Simplex) atravês do programa 

principal. O s  subproblemas enviam suas soluç&s ao programa principal , 
que combina estas  com as soluções pr&ias viãveis e calcula novos m u l t i -  

plicadores do Simplex. Estes são novamente enviados aos subproblemas e 

o processo i te ra t ivo  procede até que o ponto 6 t h  se ja  atingido. 

O capítulo começa com breves seções sobre um teorema a s e r  usado 

frequentemente mais tarde e sobre a geração de colunas. O procedimento 

básico e algumas 'de suas v d v e i s  são então desenvolvidas e m exemplo 

n-ico é dado. Finalmente, uma técnica alternativa para resolver o 

problema principal descrita,  envolvendo aplicaçao do metodo primal-dual 

em programação l inear .  



h Teorema sobre ~ombinaçzes Convexas - 

O desenvolvimento do princ?pio de decomposiç~o de ibntzig-Wolf e, de - 
pende principalmente de duas notações. A primeira destas, gerador de co - 

lunas, descrito na seçao seguinte. A segunda um teorema, afirmando 

que um ponto estâ contido num politopo convexo, limitado e fechado se, e 

somente s e  pode s e r  escr i to  como uma combinaçao convexa de pontos extre- 

ms do politopo. E s t a  prova requer os seguintes resultados a r e s p e i t o  

de conjuntos convexos : 

1. Seja X um conjunto convexo e y um elemento não pertencente a X. En- 

tão ,  existe  um hiperplano, que separa y e X. 

2 .  Se X é um conjunto convexo e compacto, então qualquer hiperplano su- 

porte para X cont& um ponto extremo de X. 

Teorema 1. Seja X um conjunto compacto convexo em E?, E(X) o con jun to  

dos seus pontos extremos e c[E(x)] a fronteira  convexa de E(X), Então, 

Prova. 

I. Deve mostrar que C [E(x)] C - X Escrevemos, Vy C [EE(x)I como 

nitão, desde que xi E X e X ê convexo + y X. 

11. Resta mostrar que X C C [E(x)] - 
Sej a xfi E X , mas x* $ C [E (x)] . Então, x" pode ser separado de 

C [E(x)] por um hiperplano, i s t o  ê , exis te  (c ,a) t a l  que 



Seja ao = r& {c 'xl x E X} . O nÜmero ao existe  desde que X e compac - 
to .  =tão, (c , ao)  define o hiperplano suporte para X desde que 

i i o Com ta l ,  e l a  deve conter um ponto extremo de X , x , assim c 'x = a - 4. 

Mas, i s t o  contradiz o fa to  de que, todos pontos de C[E(X)] sat isfa-  

o zem 3 .  desde que a ? a .  - - 



3.3. Coluna Geratriz 

Considere o problema de programação l inear  

su je i to  a 

onde P. e b são vetores 
J 

Afirmamos que uma soluç3o b&ica i n i c i a l  viâvel, x ê valiosa, com B 

a matriz bãsica B e coeficientes de custo cg. Uma t a l  solução, se  e l a1  

existe  podemos encontrar. O s  multiplicadores do Simplex associados com 

estas bases são n = cB B-' e estão sempre disponíveis. Para introdu- 

z i r  a solução básica viável, analizamos fora  todas as  colunas correspon- 

dentes as variâveis não básicas com seus coeficientes de custo re la t ivo  

então, salvo degeneração, a solução corrente pode ser melhorada, introdu - 
zindo-se x na base, através de um pivoteamento. s 



3.4. Desenvolvimento do Frincfpio - de ~ e c m p o s i ç ~ o  

Considere um problema de programação linear, cuja matriz dos coefici - 
entes t e m  P-blocos em estrutura angular com P - r 1 

A 

. 
' *  P 

Qualquer programa de l inear ,  pode s e r  considerado para 

esta forma com P = 1 dividindo suas restrições em dois sub-conjuntos: 

sujei to a { A x = b  m, restriçzo ( 3 )  

M i m o s  que o politopo convexo 

é limitado. Ehtão , qualquer elemento de S2 pode ser escr i to  como 

onde 

j e x é um ponto extremo de Se. 

O problema original 1 - 4 pode ser revisto como segue. Escolher atra - 
vés de todas as  soluç&s de 3 - 4 ,  aquelas que satisfazem 2 e m i n  Z. Pa- 

ra executar, satisfazendo 2 ,  substitue 6 em 2 obtendo 



Substituindo 6 e m  1 obtemos uma expressao para Z e m  funçao de h 
j 

Definindo i A, x j  P 
j 

relacionando 7 com 9 obtemos um problema de programação l inear  em h . .  
I 

Este programa acima, chamado de programa principal,  < completamente equi - 
valente ao original.  Ele tem somente ml + 1 linhas, comparadas com ml + 

m2 linhas do problema original.  E o número de colunas é correspondente 

aos muitos pontos extrems do politopo S B .  Com afirmarrios a princípio , 
não vamos tabular todas es tas  c o l h a s ,  utilizaremos uma têcnica de colu- 

na-geratriz, com o objetivo de gerar colunas e introduzi-las na base obe - 
detendo um c r i t é r i o  de prioridade para a introdução de cada uma delas. 

De uma maneira mais generalizada, vamos considerar o coeficiente de cus- 

t o  relat ivo para a variável A 
j ' r 1 

Considerando r como n = (n no ) onde ri comspcnde a res t r ição  13 e o 

escalar no a simples restr ição 1h4.  R ~ t ã o ,  usando as  definiç& de f j e 



O usual c r i t ê r io  sinplex que encontra 

na ordem para escolher a variãvel A s ,  para entrar na base. Chega-se que 

j x j  é o ponto e x t m  de S2 e que f. é l inear  em x . Ehtão, desde que urna 
1 

solução Ó t i m a  de um problema de programação linear, cujo conjunto de res- 

tr ições é limitado, ocorre num ponto extremo do conjunto, 18 equivalen- 

t e  ao subproblema 

A2 x b2 
sujei to a 

x > O  - 

Para encontrar a coluna que deve entrar  na base do programa principal,  re - 
solve es te  subproblema, obtendo uma solução xS . Então, a colina para en- 

trar na base 6 

com coeficiente de custo 
s f = c x  

S 
( 2 2 )  

E s t a  aproximação torna-se particularmente a t ra t iva ,  porque se  P, o 

número de blocos independentes na estrutura angular é, maior do que um, i s  - 
t o  é, s e  o problema a se r  resolvido tem a f o m :  



suje i to  a 
B 2 ~ 2  = b2 ( 

* .  
. 

* .  . 
" * .  B X = b 

" * P P  P 

x > o ,  P > 1  
P - 

então o subproblema 1 9  - 20 se t o m a  

suje i to  a 1 x i z O ,  i = l ,  P (27) 

Desde que a função objetivo 26 ê aditivamente sepa&vel e m  x . bem como as 
1  

restr iç&s 27 são independentes sobre x e s t e  problem se reduz a P sub i ' - 
problemas independentes : 

m i n  (ci - r l  A.)x. 
1 1  

suje i to  a 
I X i L o  



Afirmamos que u m  solução basica in ic ia l  vizvel para o programa. prin - 
cipal 12-15 ê valiosa, com matriz basica B e multiplicador Simplex ( T~ ,r$. 

Passo 1. Usando o multiplicador do simplex r , resolvendo os subproble- 

mas 28, 29, obtendo soluções xi(nl ) e valor objetivo Õ t b  z?. 
1 

Seja x h 1 )  = (xl ( r l ) , . . . ,  x ( r l ) ) '  
P 

o Passo 2.  Calcule o m i n  T. = C Zi - "0 (30 ) 
J i=l 

A solução Õ t h a  para 23-25 x0 = C A . x ,  j onde x 
j basico I 

sao os pontos extremos de S2 correspondendo a X basico. 
j 

Passo 3. Se min f. ( 0 ,  forme a coluna 
I 

- 1 façamos P ' B P . Transforme o pivoteamento em P ' no pro- 

blema principal, teremos uma nova base h uma nova matriz B e 
j ' 

wn novo vetor ( r l , r o ) .  Retome ao Passo 1. 



Por definiçso, um programa principal r e s t r i t o  um programa com uma 

formulação mais sin-têtrica possTve1, com o objetivo de solucionar proble- 

mas de programação linear.  I s to ,  nada mais do que o programa princi- 

pal 12-15 const i tddo de todas as colunas que estão na base corrente e 

m a i s  a coluna gerada que deve entrar  na base neste e s t k i o  i te ra t ivo .  

b t ã o ,  o programa principal r e s t r i t o  e :  
ri7in f l  X1 + ... + f X + f A 

m m (34 

P1 A I  + ... + P h + P h bo(35) 
m m 

su je i to  a h l  + ... 
+ 

+ X 1 (36) 

onde m = m l  + 1, A .  são as variáveis bãsicas e h a variãvel introduzida 
1 

neste estãgio. Se a variável A entra na base, afirmamos que e l a  tem um 
- 
f O. Se a base em curso ê não degenerada, a variâvel que sobra te& 

T ? O e s Ô  a nova solução ser; Ótima. Quando realmente a base e m  

curso ê degenerada, mais que uma iteração e" necessâria para se a t i ng i r  o 

Ôtimo e o elemento ~ i v Ô  na coluna a ingressar negativo. Portanto, o 

pequeno lucro obtido para solucionar 34 - 37. 



3.7 .  Alternativas ~ s t r a t ê ~ i c a s  -para Decompor - o Prima1 

Ejc is tem v s i a s  maneiras para se processar u m  decomposição do primi,  

sendo que, cada das quais afe ta  a f o m  do program principal r e s t r i t o .  

Especificamente, se  soluç&s para a s  restriç8es 

são escr i tas  

j a onde x . e ponto extremo de B. x. = bi . x . > 0 ,  então o programa principal 
1 1 1  1 - 

resultante é o seguinte: 

onde 

Este programa difere do original  12-14 obtido previamente, em dois 

aspectos. Primeiro cada subsistema B.x = bi . x. > O ,  é, r e p r e s e n t a d o  
i i 1 - 

separadamente por um conjmto de variáveis X i j  ' O segundo aspecto é, a 

abertura computacional possível. Para ver i s t o ,  considere a solução 40- 

42 utilizando o método simplex com a coluna gerada. Seja B a m t r i z  bãsi - 
ca viável (ml + P) x (ml t P) e seja (ií , i io  1 , . . . ii os multiplicadores ' 

"P 
simplex para e s t a  base, com ií associado com 41 e ií com 42 valorizandofo o i - 
ra a colma associada com h . .  resul ta  

1-J 



O problema de encontrar min f . . para um fixado i é, equivalente a 
11 

resolver o i-&imo subproblema: 

sujei to a 4 

O 
Estes subproblemas são idênticos aos previamente obtidos. Seja zi o 

valor objetivo &irno acima. Se 

a solução corrente é Ó t i m a .  Se não a coluna para entrar  na base é t a l que  

Se o &imo ocorre para i = S e x (iil ) resolve o subproblema S, a co 
S - 

luna que deve entrar dada por 

onde ps é um vetor da coordenada "1" na s-ésima posição e "O" (zero) nas 

demais. m o r a  esta coluna entre,  agora a base produz novos multiplicado - 
res  (g , ii o > , similarmente, colunas terão de ser geradas através das solu - 
çÕes dos subproblemas dos outros subsistemas. Um destes, provavelmente ' 
te& custo relat ivo negativo usando os multiplicadores antigos. Se qual- 



quer coluna preço, fora e" negativa, usando os novos multiplicadores, ela 

pode ser ut i l izada para reduzir o objetivo. I s t o  é uma boa motivação pa- 

ra se construir um novo programa principal, com ma nova coluna de cada 

subsistema. 



3.8 .  Exemplo ~um&ico - do ~ i n c ? ~ i o  ~ecomposiç~o 

Para i lus t ra r  o princTpio decomposi~~o , considere o problema: 

sujei to a 

E s t e  problema tem uma restr ição coletiva envolvendo todas as variá  - 
veis e dois blocos de restr iç&s independentes. A seguir apresentaremos 

as  regiões viáveis correspondentes aos blocos. 

Conjunto SI Conjunto S2 



Este problema pode ser decomposto em dois subproblemas, cada um con- 

duzindo para um diferente n h e m  de res t r iç&s convexas, Z hij = 1 no 
j 

programa principal. Para fazer  uso inteiramente das restr ições do progra - 
m a  principal,  duas restr ições convexas serão incluídas. Seja x e y solu- 

ções viáveis para os blocos 1 e 2 respectivamente e escrevemos 

i i com x e y pontos extremos destes blocos. A res t r ição  colet iva e a fun- 

ção objetivo são escr i tas  em notação vetor ia l  como: 

z C1X + c2y 

a l x  + a2y + S = 2 1  

onde c1 = (-1, -81, c2 = (-5, -61, al = (1, 101, a2 = (5, 2 )  e S > O va r i  - 
&e1 de folga. 

O programa principal,  então se toma:  

i i 
min z H(clx )ai + (c2y )Bi 

su je i to  a 
1 Bi 1 
i 

01. 6. > O 
1 ' 1- 

Ihna solução i n i c i a l  básica pode ser obtida escolhendo 

x1 = y l  ( O ,  O ) ,  a1 = B~ =1, S =  2 1  

Portanto, o quadro i n i c i a l  do simplex revisado ê o seguinte: 



O s  multiplicadores do simplex para o programa principal estão conti- 

dos na parte superior do quadro e são todos nulos. Portanto o primeiro 

conjunto de subproblemas 6 : 

com solução 6 t h  obtida por inspeção : 

x2 (O ,  2 )  y2 = (4, O)  

o o 
ZI = -16 zz = -20 

O s  custos &irnos relat ivos de fatores são 

Associar com o programa principal cada coluna juntamente com a solu - 
ção dos subproblemas. 

As colunas correspondentes 2 solução corrente são 



O programa principal r e s t r i t o  ê agora formado utilizando o programa 

principal base mais estas novas colunas: 

m i n  - 16 ai - 20 B 2  

Este programa é resolvido, utilizando-se o metodo simplex revisado, 

produzindo a seguinte sequhcia de quadros : 

Para rriinimizar, a 

coluna corresponden - 
t e  a B2 deve entrar  

na base 



Agora se deve intro - 
duzir a coluna c o ~  

respondente a a2 

A nova solução do problema prima1 6 

19 x alxl + a2x2 = - 
2 0 to, O )  + , (O, 2 )  

Y 82y2 = i .  (4, O)  

com valor objetivo 



O s  novos multiplicadores do simplex sgo encontrados na primeira li- 

nha do ultimo quadro, i s t o  ;: 

1 6  
( "UOl ' "2 ) ( - -  20 9 o ,  -4) 

Estes valores sao utilizados para formar novos subpmblemas 

1 6  zl  = (cl - Iial)x = [(-I, -8) + 4 (1, 1 0 )  ]x - - 
2 o X l  + 0x2 

Minimizar es tes  subsistemas para as regiões viâveis S1 e S2 . En- 

contrando por inspeção a seguinte solução: 

x3 = (1, 0 )  e y3 = (4, O )  

0 -  4 z 1 - - -  o 
20 z2 = -4 

com custos &irnos relat ivo de fatores 

o 
m i n f  = Z 2 - n o 2 = - 4 + 4 . O  

Y 

e a coluna associada 

O novo programa principal (novamente) 6 constitui"& do anterior  

mais estas  novas colunas: 



min - 1 6  a2 - 20 B2 - a3 - 18 B 3  

20 a2 + 20 B2 + a3 + 6 8 3  2 1  

sujei to a "1 +a2 + . a3 1 

Agora es te  programa principal resolvido, juntando-se ao Último 

quadro da primeira iteraqão , a coluna obtida s e  multiplicando 6-I pe 10s 

coeficientes da nova vari&el a ser  introduzida na base, i s t o  e ,  cc3 



Efetuando o pivoteamento, teremos : 

A solução corrente para o. problema prima1 é 

x = a2x2 + a3x3 = O . (0, 2) + 1 . (1, 0) 
y = t3iy2 = 1 .  (4, O) 

com o valor objetivo 



Terceira ~ te racão  

O s  novos multiplicadores do simplex são 

e os subsistemas 

com solução Ótima dos subproblemas 

com custos h i n o s  relativo de fatores 

Desde que são não-negativos , a solução corrente do prima1 Ó t i m a ,  

i s t o  6 ,  o Ótimo está na iteração anterior. " 



4.1. Decomposição - Princzpio para ~ e s c e n t r l i z a ~ ã o  - e Economia Externa 

Dantzig e Wolfe, têm desenvolvido uma têcnica computacional, chama- 

da o &todo decomposição, o qual em muitos casos permite a solução depro - 

gramas lineares de grande porte. 

A este mêtodo decomposiç~o pode ser  dado uma interpretação econômi- 

ca. E s t a  técnica parte com decomposição primária, tornando assim um ins - 

trumento de análise econÔmica . 
O princípio decomposição indica caminho para descentralizar a econo - 

mia, tomando decisões por divisões dentro da firma. O mêtodo inclue nas 

suas operações um coordenado mecanismo, o qual prevê a decisão descentra - 

l i z a r  através do trabalho em prop&ito. 

Este mecanismo u t i l i za  com seus instrumentos u m  generalizada in te r  - 

pretação de preço - abrigo da teoria de dualidade de programação linear. 

A parte do processo de decomposição que descentraliza decisão ao t r a  - 
balho em andamento, oferece uma aproximação m&na necessãria para o pro - 
blema que se  levanta foria da presença da economia externa e deseconomia. 

Para descentralizar decisões , não automaticamente, produz-se um &i- 

mo sobre os resultados justos, porque desta espêcie de fenômeno - o fato 

que a subdivisão da firma ou a ind&tria ou a economia não pode tomar 

prestações de contas dos benefícios conferidos ou os custos impostos por 

suas atividades sobre outras subdivisões . 
O princzpio de decomposição, então, pode somente trabalhar para man - 

t e r  controle sobre es ta  economia externa ou problemas de deseconomia. A 

seguir discutiremos como i s t o  é mantido. 

Devemos sempre se r  cuidadoso no sentido de não exagerar o grau de 

autonomia da decisão divisional, tomada no processo de decomposição. 



A administração central  nao existe  para conhecer tudo acima a inter - 
na tecnologia das divisões. Mas, na an&ke f i n a l  a produção decisões 

são f e i t a s  e aplicadas pelo plano central.  

Num certo estãgio das operações uma decisão central ,  errbora baseada 

sob propostos planos divisional,  deve impor diretamente sobre as deci- 

sões, como veremos. I s t o  se processa baseado nos teoremas b&icos de 

procedimento de decomposição. E l e  então, para descrever os fatores da 

teor ia  de dualidade ut i l izada nos diversos estâgios , cuja interpretação 

considerada de interesse para o nosso trabalho, Finalmente, ma inter - 
pretação econômica do processo de decomposição dado ao longo do desen- 

volvimento com observadas somas sobre suas implicações para planejar e 

controlar detalhes fora  direção central na presença de economia externa 

e deseconomia. 

E s t a  discussão igualmente aplic&el para problemas de Otimização 

de Grande Porte, bem como a firmas que desejam descentralizar a s  suas de - - 
cisões, delegando-as a s  suas divisões e também a organismos governamen- 

tais, que procuram organizar as  atividades a fim de empreender no setor  

privado da economia, tendo em vis ta  a consist&cia com o bem-estar comum 

da coletividade. 



4.1.1. ~ lu s t r ação  - Estrutura Decomposiç~o 

Vamos considerar uma companhia com duas subdivisões de manufaturas 

Divisão 1 ê capaz de produzir um bem ou outro, ou ambos, cuja produção 

é representada por xl e x2. Similarmente, os  t s s  - bens da divisão 2 ,  

são denotadas por yl , y2 e y3. M a s  as divisões fazem uso da mesma 

quantidade recurso para insumo, cujo abastecimento limitado 2 quanti- 

dade C1. Por exemplo C1 pode representar a quantidade de capi ta l  dispo - 
n&el 5 companhia. Divisão 1 (produtos) ê também limitada pela capaci- 

dade C2 e C3 de seus próprios recursos, onde C2 e C3 representam d o i s  

mecanismos especializados, que não são necess&ios a outra divisão. Ana - 
logamente , Divisão 2 t e m  uma limitada capacidade C4, 

Este problema pode facilmente ser escr i to  em t e m s  de programação 

linear assim: 

P - representa o lucro t o t a l  da companhia 

P - representa o lucro por unidade de produto j 
j 

a..- representa a som de insumo i requerido para -produzir uma uni 
13 - - 

dade de produto j , onde P . e a. são constantes . 
I 1 j  . 

&tão, nosso problema tem a formulação : 

sujei to a 
a3 1x1 + a 3  2x2 



Note a especial caracter.%tica estrutural  deste programa. Restri - 
ção contem somente variável x e outra c o n t b  sorriente variável y. 

Ein t m s  gerais,  este gênero de estrutura pode s e r  descri to na 

forma s&tica na tabela 1, onde cada A ' s  representa uma multiplicida - 

de de restrições. 

O a lgor í tm decomposição é aplic&el para qualquer programa, que 

pode ser escr i to  nesta forma, 



4.1.2. Esboço do Procedimento 

Decomposição : 

A s  divisões da companhia, podem ajudar a entender o in te i ro  proce 

dimento decomposição. A idêia bâsica verificar simplesmente a viabi - 

lidade com o processo seguinte. A a l t a  administração so l ic i t a  a cada 

divisão da companhia calcular e submeter um Ó t b  plano de produção i so  - 

lado. De uma s Õ  vez os resultados das divisões são encaminhados 2 ad- 

ministração central para modificá-los e adaptá-los aos propÕsitos da 

companhia. Por sucessivas refomlações deste plano divisional sobre 

a base de lucro marginal, cujas cifras são recalculadas em cada está- 

gio, pelas divisões e encaminhadas 2 administração central com o obje- 

t ivo de obter um plano de produção Õtimo 2 companhia. 

I? esta  a solução do problema (program original) a qual tem que 

se r  encontrada por subdivisões. 

TABELA 1 - 

Função Obj etivo : 

Restrição - Divisão b : 

- < k  ~ e s t r i ~ ã o  Coletiva : A 



Porque os planos da divisão são designados a prestar contas dos câ l  - 

culos das interdivisionais iterações num estágio intemediãrio , através 

do ponto de v is ta  da companhia, e les  não serão Õt&s  como um todo. Em 

part icular ,  se  a produção de algum produto pela Divisão k impõe a1 gum 

peso sobre a outra Divisão por usar es ta  l inha de produção da companhia 

recurso escasso ou por mudança da função custo relat ivo a outra opera- 

ção da companhia; os c&ulos divisão k 's do ponto de v i s t a  da compa- 

nhia é, para fazer a produção deste ?tem, porque os custos de 

outras divisões n$ entrarão nesta contabilidade. Is to  e, o c l ~ s s i c o  

problema de deseconomia externa. Analogamee, se uma divisão k ' s  pro- 

duz econamia externa i s t o  é, se aumentar nesta produção, cresce a possi - 

bilidade de lucro das outras divisões, divisão k pode não produzir su- 

f ic iente  deste produto para maximizar os lucros da f i m ,  

I s t o  então, é o básico problema de descentralizar tomada de deci- 

sões.: para introduzir divisões para aumentar estas  atividades, que pro- 

duzem economia externa e para decrescer aquelas, que produzem desecono- 

mia externa. 

O procedimento decomposição, então procede como segue : 

Cada  divisão submete 2 companhia um plano baseado sobre uma 

unidade de lucro, figurando para cada atividade, a qual temque 

ser desigpada pela companhia. 

A companhia calcula o peso que t a l  plano impõe a todas as ou- - 

tms divisões. 

A companhia então, narra a divisão que sua unidade retorno so- 

bre produto j , não es tá  distante da unidade lucro original ,  P 
j. 



4. A divisão submete novos planos, com o objetivo de melhorar a 

sua função, antes do interesse t o t a l  da companhia, recalcula- 

dos em t e m s  da cifra do lucro líquido revisado. 

5. O processo in te i ro  é repetido com tempo necessário a a t i n g i r  

um Ôtimo. Desde que existe  somente um n h e r o  f h i t o  de op- 

ç&s a s e r  experimentado e desde que cada passo no procedimen - 
t o  é designado para crescer os lucros da companhia, este cal- 

culo é garantido para a t ing i r  uma solução Õtima, depois de um 

n h e r o  f i n i t o  de tais passos. 



4 .13 .  Preços Dual - P-mvisÔrios 

Podems designar valores Ô t h s  das varigveis estruturais  do pro- 

blema dual. por V1 , . . . , Vm, e os valores Ôtimos das variãveis de folga 

por L1 ,. . . , Ln. De forma que, para uma Õ t i m  solução bãsica do proble - 

m a  produção, os valores destas variãveis podem se r  interpretados como 

segue : 

Vi - lucro marginal, preço do insunm i 

L - custo de oportunidade, envolvido na produção de uma unidade 
j 

do produto j . 
De f o m  que, Vi narra 2 companhia cano seus lucros c r e s c e r i a m  

com seus investimentos no insumo i onde cresce por uma unidade, t a l  - 

que V. = aP/aCi, onde P representa lucro t o t a l  e C. representa a va - 
1 1 

l iosa  capacidade do insumo i. Analogamente , L. narra como muitos lu- - 1 
cros da companhia seriam reduzidos s e  ela determinasse a produção de 

uma unidade de mais um bem, que não es ta  na sua linha de produção. 

I s to  é, para sal ientar  que a interpretaçao usual destas variâveis 

ê confinada a una Õtima solução basica do problema p r k l  e dual, N ~ O  

obstante , elas  denotam que, a&loga c i f r a ,  que anunciar2 preço dual pro - 
visôrio, pode s e r  determinada para qualquer solu$ío bâsica viave1 para 

correspondência do problema primal s e  a solução Ô t i m a  ou não, Nesta 

secção, descreveremos os resultados simplesmente, com provas f e i t as 

posteriormente, onde especificaremos tambh um m&odo de c&ulo de 

nosso preço dual provisÕrio. 

Seja nosso preço dual provisÕrio designado por ?. . , iim ; 

A , . . . , A .  N a  solução Ótima e les  se  tomam o preço dual (proteçao) e 

(dual folga) . Oportunamente, a cifra de custo serã conhecida em anã l i  - 



se de programaçso linear.  O s  iTi , os quais representam os valores pre- 

ços dual provisÔrios dos escassos insumos da companhia, são chamados 

multiplicadores simplex e os A.  , que são os custos provisÓrios de opor 
1 - 

tunidade da produção são chamados avaliadores simplex. 

Mais especificamente, temos os seguintes resultados: 

1. n.  e o  lucromarginal de insumoi, t a l q u e  Ri = aP/aCi. Por 
1 

mais que es ta  derivada represente a adição do lucro P, que 

seria ganho por incrementar a soma de i n s w  i, quando o re- - 
curso e usado na maneira prescri ta  pela corrente solução basi - 

ca vi&el,  i s t o  e ,  quando aquele recurso não é uti l izado o t i -  

mamente. 

2 .  O s -  A.  representam as perdas o p o ~ u n a s  ocorridas com a introdu 
I - 

ção na produção do bem, menos lucro correntemente ut i l izado 

nas bases, ou alternativamente, se e l e  é negativo, -Ak pode 

representar o ganho lTquido obtido pela introdução de muni- 

dade do produto k na produção, se k < mais lucrativo, que qual - 

quer tópico correntemente na base. Para qualquer tópico - r 

correntemente na base, i s t o  e ,  qualquer produto 2, o qual 

produzido em nossa solução viável, temos naturalmente Ar = 0. 

3 .  Portanto, os valores Õ t k s  destas variáveis dual, a s  quais 

são todas não negativas, o provisõrio valor dual, o A pode 
j 

ser negativo, zero ou positivo. Analogamente , os ili podem 

ser negativos. 

Para o presente prop&.to a possibilidade de iii e A.  ne- 
I 

gativo é, somente a diferença entre os multiplicadores sim- 

plex e avaliadores. 



4. Em particular,  vemos que por introduzir i t e m  k, para o qual 

-A > 0 ,  podemos obter uma melhor (mais lucrativa) solução ba- k 

s ica  viável. 

A l é m  disso, terems chegado a uma solução Ô t i m a ,  se, e 

somente se todo A .  > O (tal que a introdução de qualquer item 
1 

na linha de produção através da base corrente, envolva a não 

negativa oportunidade de perda). 



4.1.4. Conceitos para o procedimento ~ecomposição 

O procedimento decomposiç~o conveniente na d i scuss~o  seguinte 

para u t i l i z a ç ~ o  de uma terminologia emprestada e adaptar ao p r e s e n t e  

propÔsito através de uma linguagem apropriada de produção, A i lus t ra-  

ção f o i  mostrada num pequeno programa problema, formulado no prindpio.  

Una restr ição t a l  como 1 na qual os produtos de &ias divisões 

são envolvidos, ser; chamada de restr ição coletiva, a restr ição 2, que 

envolve somente produtos de uma simples divisão, ser; chamada de res- 

4 

t r ição  divisional. Uma solução para a divisão k programa problema e 

uma solução Õtima ao programa sub-problem constitu?do pela restr ição 

divisional e função objetiva divisional convenientemente escolhida. 

Para simplificar nossa discussão , vamos considerar exclusivamente, dois 

+ 
casos divisional e denotaremos estas  soluções por X e Y: para as 

9 + + divisões 1 e 2 respectivamente onde Xq e Yr são ambos vetores solução 

expressando a s  mgnitudes dos produtos de cada um dos dois - bens produ- 

zidos pela divisão 1 e cada um dos três produtos exc1ui"dos pela &vi- 

são 2. 

Desde que as divisões podem submeter um n&em f h i t o  de proposta 

+ + + + 
solução divisional, X1 , X2 , . . . , X+ e Yl , . . . , Yr. O s  recursos cole 

9 - 

t ivas  . Coeficientes lucro divisional , são os coeficientes das funções 

objetivo dos problemas divisionais. Algumas ou todas c i f ras  destes l u  - 
cros , são recalculadas e m  cada ciclo. 

O programa executivo é um programa aparentemente a r t i f i c i a l ,  in- 

cumbido pela administração da companhia a determinar os valores apro- 

priados aos divisionais coeficientes lucros no corrente est&io dos 

cãlculos . 



O s  cálculos do programa executivo consistem dos valores designados 

por cada programa divisional na solução do problema inteiro. 



4.1.5. - O Programa Becutivo 

.'i ,. s'c ,'L -1. ,. 
Suponhamos que X1 , . . . ,X e Y1 , . . . ,Yr são as  propostas soluções 

9 
divisionais enviadas e m  tempo ao ofício de prestaçao de contas coletiva. 

.v. 
C 

Onde, se a divisão 1 é envolvida na produção de nl i t ens ,  então X" e o 
9 

vetor (X , . . . ,Xnlq ) onde $q representa a produção do bem - k da div i  
19 - 

-1. 

são 1, e ê a recomendada q-ésima s o l u ç ~ o  proposta. Y" é para s e r  i n t e r  r - 
pretado similarmente. Observe que , onde os X e Y não são vari&eis, 

i q  jr 

e les  representam números específicos calculados pelas divisões nas q- 

;sima soluções i te ra t ivas  dos programas divisionais e transmitido por 

eles 2 prestação de contas coletivas. 

Quando se t e m  em mãos os valores da q-&ma so luç~o  proposta atra- 

vés da divisão 1 ou os valores da r-ésima solução proposta através da 

divisão 2 ,  a prestação de conta coletiva toma estes e os corresponderi - 
tes para p&ia solução proposta e forma a s  seguintes c i f ras  para cada 

produto Xi e Y. , usando p1 , . . . , v e v l  , . . , , v : 
I 9 r 

onde vs e 'r são requeridos a sat isfazer  



Estes valores X? e Y? são entao utilizados pela prestação de con 
19 I r  - 

tas coletiva como as v a d v e i s  do program executivo, o qual agora pode 

ser  descrito: 

.&eeu tive .ta .&S .c ompcjrientes: uma funçso objetivo, a 

qual 2 baseada na fmçgo objetivo do programa original, r e s t r i ~ z o  que 

comsponde a r e s t r i ç ~ o  coletiva e restriç8es sobre os não conhecidos 

valores 5. - 

Duas caracterlsticas do progmm executivo serão notadas : 

a. A restrição divisional nao aparece no program executivo, 

b. Observando as e x p r e s s k  - 4 2s variâveis X? e Y? do programa execu 
19 I r  - 

tive, c o n c l u b s  que e le  consiste de dois tipos de elementos : os não 

conhecidos valores p e v e as constantes dadas ta l  como X e Yjr, 
9 r is 

as  quais são obtidas atravês das propostas soluç6es divisionais . 
Segue que, as  Únicas variâveis verdadeiras são os valores e v 

9 r* 
O programa executivo e" reescrito como um simples problema de programa- 

ção linear envolvendo somente estas variáveis, Alêm disso, em qualquer 

estãgio intermediário nos &lculos, o objetivo do program executivo e 

a determinação de uma aproximação viâvel e bâsica de valor v e V as- 
9 r 

sociados a cada programa divisional proposto. 

Estes novos valores são designados para produzir mamaior c i f r a  de 

lucro a companhia, do que os retornos correspondentes aos c&ulos pre- 

cedentes do programa executivo. 

Un exemplo da construção de um programa executivo fa& estes pon- 

tos claros, 

- Suponha que a função objetivo e a restrição coletiva são respec- 

tivamente : 



reescrevendo 

A l e m  disso, suponha que t s s  soluções tem que s e r  proposta pela di - 

visão 1 e duas soluções propostas pela divisão 2 como segue. 

~oluções  Propostas Divisão 1 

I X1l = 7 X12 = 2 Xl3 = 6 

x21 = 4 x22 = 0 x23 = 5 

I ~ o l u ~ õ e s  Propostas Divisão 2 

Y32 = 9 

Substituindo estes valores e m  - 4 ,  te] remos 



  gora nosso programa 8: 

sujeito 

a 

Substituindo os valores dos Pi e ali atravês de - 6 e os valores dos 

X: e P através de 8 ,  terams: 
1 - 

sujeito 

a 

que representa o program executivo na f o m  final ,  

E 2 medida que se propõe u m  nova solução divisional, o n h e m  de 

variâveis no programa executivo cresce. M& disso a divisa0 submete uma 

nova proposta solução, onde outra importante variâvel 2 adicionada ao 

programa executivo e se calcula os recursos da prestação de contas cole - 
-1. 

t iva.  Portanto, quando a divisão 1 envia ao programa X" o ofl- 
q + l  

cio de prestação de contas da companhia, e n t k  p v1 swâ adicionada ao 

conjunto de variâveis do p r o p w  executivo, 



4.1.6. ' ' ~esc r ição  'do - 'Procedimerito ~ecomps içao  

Afirmamos agora que, para es te  estâgio, divisão 1, t e m  submetido 

q-1 e divisão 2 r-1 proposta solução e a prestação de conta coletiva 

t e m  agora recebido a q-ésima e r-;sima proposta solução, 

Usando o método do simplex revisado por wn pivoteamento , calcular 

uma melhor solução viável para o problema executivo, A l z m  disso, a 

proposta deste cálculo & para deteminar o preço dual provisôrio (multi - 
- - 

plicador simplex) ii = i i  , . . . , iim, ii 1 , li2 ) para cada um dos recursos co - 
letivos. O s  dois Ultimas preços dual i i ~  e ii2, correspondem respectiva- 

mente às restrições Cp. = 1 e Cv = 1 ,  
1 j 

Agora utilizando estes preços dual provisÓrio, a s  unidades de lu- 

cro divisional revisadas, são então caiculadas para estas  q-&ima e r- 

%ma propostas solução divisional , de acordo com as  seguintes expres- 

sões : 

Estas c i f ras  de lucro divisionai revisado, são para ser util izados 

com os coeficientes das funções objetivo divisional nos &lculos da 

p&xima iteração . 



Podems observar que, os Gltimos dois valores e F2 não influen- 

ciam a determinação da c i f r a  de lucro revisado. 

Estas cifras de lucros divisional revisado são entregues 2s d iv i  - 
s&s 1 e 2 ,  que então calculam a solução Ó t i m a  para o propama linear ' 
divisional, oqual é da função objetivo - 1 0  com as restrições divisionais. 

As  soluç6es propostas aos programas divisionais para a pro"xima i t e  - 

ração são x 
q + l  e yr t l* 

Depois estas  serão encaminhadas 2 prestação 

de contas coletiva, que calcula o peso mêdio da nova solução 4 a ser 

ut i l izada nos &lculos do p&ximo prograrra executivo, 

Agora podemos descrever o t e s t e  de otimalidade . neste estagio 

que os a t imos  dois preços 1[1 e TI2 são utilizados. Para este prop&i- 

t o ,  a t o t a l  c i f r a  de lucro revisado contribui para as duas divisões, R 
9 

e Sr dadas por - 1 0  serão comparadas com Fl e n2 respectivamente. Assim, 

se cada R > Fl ou Sr > OU ambos, então a nova proposta solução div i  
9 - 

sional,  melhora o lucro da companhia. Neste caso, o procedimento decom - 
posição introduz uma destas soluções no programa executivo e uma outra 

iteração processada, obtendo assim uma nova solução 5 t h .  Por outro 

lado, s e  R = li1 e Sr = i i2,  então mia so luç~o  Ôtima para o problema 
9 

executivo t e m  de ser encontrada. E os valores vi e v determinados pe- 
j 

10s c&ulos do programa executivo representam o Ô t k ,  

A solução Ótima para nosso original  programa problema é dada pelos 

nzveis de produção X .  e Y . ,  os quais são obtidos pela averiguação da 
1 I 

proposta solução divisional indicada : 

I 

I s t o  então, ê a essencia do Procedimento ~ c o m p o s i ç ~ o ,  



Permite examinar a pdx.ima funçso objetivo a r t i f i c i a l  revisada, a 

qual designada para divisão 1 pela administraç~o central,  Rn cada 

estagio, antes que mawiUze C P.X. a primeira divisão & informada pa- 
1 1' 

ra maximizar a função objetivo revisada, i s t o  e: 
max Z Rqi Xi = Z . (P - Li n .a. . )X a qual substitue a função objetivo 

I j 111 j S  
in ic ia l  - C .  P. X.. 

1 1 1  

E s t a  função lucro revisada, difere da original 1, pela soma 

A significativa economia desta expressao reside na seguinte in ter  - 
pretação : 

X - Quantidade do produto j . 
j 

a.. - Soma de insumo i necessário para produzir uma unidade do 
1-1 - 

produto - j . 
il. - h c r o  mina1  da firma, quando aumenta de urma unidade a 
1 

utilização do insuno coletivo - i, 

Portanto, C .  ii . a X. e o valor t o t a l  de tcdos os inswnos desti- 1 1 i . j ~  

nados 2 produção do produto j e -C . C .  il . a X. ê O custo de oportuni i j i i j j  - 
dade para a firma de tcdos recursos usados pela divisão 1 na produçgo 

de todos estes produtos. h sultese, em cada iteração a divisão é le- 

vada para maximizar não seu pr6prio lucro, mas preferivelmnte u m  ci- 

fra lTquida, C Rqi Xi, a qual subtrai atravês da c i f ra  de lucro os va- 

lores do resto dos insumo escassos da firma que a divisão usa. 

Portanto a divisão ê forqada a pagar uma penalidade pela desecono - 
mia externa, que seus produtos impõe sobre o restante da firma, Is to  

seria adkionado no caso onde um negat;iVo suceder Cindicando que k 



nesta itemção um i n s w  k envolve a inutilidade para o resto da firma), 

.X. ser; positivo e que a dlviszo recebe uma gratificação para -k%, , 
pmduzir acima deste incomodo recyrso, Vemos então, como o procedimen - 
t o  decomposiç~o prova com cada ci f ra  de lucro l?quido, as quais são de - 
signadas 2 economia externa para compensar a deseconomia causada por 

estas atividades. 

ser; informado que em nossos dbis casos divisionais contem m 9 2 

restrições no programa executivo. 

As m - primeiras restrições destes casos correspondem ao m - insu - 
mo (recurso escasso da companhia) para cujo uso ha competição das duas 

divisões da companhia. Correspondentemente a este m - recurso escasso, 

existem os - m multiplidadores simplex iil , . . . ,nm. Na adição existem duas 

restriçzes Gy. = 1, e Cv = 1, as  quais são associadas com os multipli 
1 j - 

cadores 6 e Tf2. Estas restrições servem para requerer a seleção dos 

valores xa e Y? variâveis 4 para serem usados no program principal 
i q  I r  - 

e são soluções divisionais propostas verdadeiras. Para ver o que is- 

t o  implica, suponha as restrições Epi = 1, onde se reescreve por Eu. il. 
1- 

I s to  significa que os X'? utilizados na solução corrente do programa 
19 

executivo poderiam exceder um valor em Gdia da solução divisional pre - 
- 

viamente proposta para divisão 1 ,  iil pode, agora se r  interpretado co- 

mo o lucro marginal de uma unidade aumentada na capacidade, associado 

com a restrição correspondente Eui  = 1. 

Desde que' El deve se r  interpretado com lucro marginal por deixar 

os yi ' s adicionados acima ao t o t a l  maior que 1. Como temos visto, is- 

t o  ê equivalente ao aumento dos produtos pela divisão - 1, al& da im- 

portância mêdia previamente proposta pelo programa. Com resultado, es - 
t a  divisao deve usar mais recurso da companhia. Em outras palavras , 



7 6 

- 
iil pode ser considerado o lucro mginal relativo da transferência de 

mesmo recurso da companhia para divisão 1, e F2 8 a cifra (de lucro 

marginal) correspondente a divisão 2. 

Sempre que a divisao completa os câlculos de outro sub-Ôtimo, ba - 
seada na funçso objetivo revisada, ela ter3 deteminado uma nova pro- 

posta solução divisional X = (X 
Q 

X , , , , ,X 1. Esta solução pro- 
19-2q n19 

posta deve ser comparada em lucratividade para a companhia com as so- 

luções dos programas, os quais as divisões possuem previamente prepa- 

rados. Para este propÓsito, ser; lembrado que, a cifra lucro divisgo 

revisada 2 : 
R (X ) C.(P - C. ii. a. .)X. 
q q J j 1 1 11 19' 

que produzida pelo pro&r,ama proposto, R e" comparado com 
9 

de 111, isto é, os multiplicadores simplex associados c m  a 
- 

Crii = 1 do programa principal. Se R = ii 1 (e as condições 
9 

os valores 

restrição 

come spon- 

dentes são satisfeitas para cada divisgo) a soluç~o corrente do pro- 

grama executivo é considerada Ôtima , tendo em vista que, se R > h, um 
9 

novo programa executivo melhorado pode ser obtido, tornando o mais re- 

cente X calculado no programa divisional, Mas, veremos nesta seção 
9 , 

que, a cifra de lucro revisado R (X ) uma medida da contribuição ao 
9 9 

lucro lzquido que a nova solução divisão 1's propõe 2 companhia, onde 

6 ê tam& uma medida da contribuição de lucro oferecida pela solu - 
Ç ~ O  divisional previamente proposta. Desde que, a comparação de R 

9 
com ê simplesmente um exame do lucm lfquido da solução nova pro - 
posta X emrelação aos lucros, os quais s~ooferecidos pela brportância 

9 
em mêdia Õtima da solução divisional previamente proposta. Se R exce 

9 - 
der & , o potencial lTquido ganho atravês da introdução de nova soluçb, 



e, maior que o marginal produzido K, da designaçzo de recurso adicio- 

na l  a divisão 1, para ser util izado e m  acordo com a solução previa. 

I s to  equivale a dizer que a nova solução oferece um lucro marginal mais 

a l t o  do que o anterior  e neste caso a companhia ganhará pela util ização 

de alguns recursos, que não estavam sendo utilizados a t é  então pela so- 

lução previa e alocação não acentuada dos produtos padrão descritos pe- 

l a  nova solução. 



4.1.8. ~escentral ização ---- e o Valor &imo (em mêdia) do Programa - 

Uma vez que o estãgio final do c&ulo & reencontrado, um conjunto 

O o 4 Ôtimo de valores ps e vt e calculado com O auxílio do programa exe- 

cutivo. A substituição destes valores Õtimos em 4 , produz uma solução - 
divisional em mêdia Ôtima. E estas decisões Ôtimas constituem a solu- 

ção que é mais lucrativa 2 companhia como um todo. 

A nova divisão da ênfase à administração para n m a r  a companhia 

que valores dela são para ser util izados, i s t o  é, que combinação pro- 

posta destes, a companhia deseja para produção. 

N ~ O  existe  motivação mecânica administrativa, que conduza a divi- 

são para chegar a uma combinação de produtos por suas ~ rÕpr ias  determi - 
nações. Neste ponto, a descentralização permitida pela decomposição 

apresenta sa&s viãveis. Para entender a natureza da situação, pode- 

mos examinar o lucro do problema graficamnte. 

A figura 1 representa a região viãvel de uma das divis8es , Agora 

como é no& em programação l inear ,  observamos ao longo os ex tmms 0, 

A, B , C, D e E para um programa em um dos quais e s t s  o Ótimo , atravês 

do ponto de v i s t a  da divisão. porém, não existe  razão pela qual a so- 

lução Ôtima para a companhia ocorreria num extremo da regi50 vizvel da 

divisão. E h  geral,  os pontos para os quais ocorrem a s  soluço'es Õtimas 

das companhias não são pontos extremos ( t a l  como S) sobre o l imite da 

região viável da divisão. I s t o  porque um valor em m e d i a  de algumas di - 

visões propostas é requerido nesta solução. No caso presente, o ponto 

S, ê um valor em média das soluções representadas pelos pontos D e C. 

Cada revisão da c i f r a  de lucro da divisão pelo programa principal 

produz uma mudança na mesma linha de lucro do diagrama, Por exemplo : 



assim que o ponto O'timo da divisão 2 C, em algum estâgio dos c&culos  

a revisada função lucro pode se r  representada pelos pontos da linha pa- 

ralela na figura 1. 

C&ulos subsequentes traçarão es ta  mesma curva lucro acima, &I 

particular,  se a solução Ô t i m a  descansa num ponto in te r io r  da r e g i ã o  

viave1 limitada, t a l  como S então a linha lucro deve ser paralela  ao 

segmento limitado CD, o qual contêm S. I s t o  deve ser e s t a b e l e c i d o  - a 

través da nossa observação que qualquer divisão proposta, pro- 

põe X , que é examinado e no final da solução deve produzir a mesma ci- 
P - 

f r a  de lucro revisado R (X ) = i I i .  Neste caso, conhecido diagrama, e 
9 P 

desde que - S é obtido como um valor em media das soluç6es em - C e - D , a 

solução nestes pontos ( C  e D) deve produzir uma cifra de lucro revisado - - 
igual a li1, i s t o  e,  C e D devem estar sobre a mesma curva lucro - T I I i l ,  

I s t o  nama diretamente, porque o sistema preço não pode ser impos- 

t o  sobre as divisões de uma maneira a rb i t r á r i a  para produzir para a com - 
panhia, solução Ó t i m a  e m  S. Qualquer ponto sobre o segmento limitado ' 

CD, incluindo C, S e D, deve se r  igualmente lucrativo atravês do ponto 

de v i s t a  da divisão. De fa to ,  desde que S não um extremo da região 

viave1 , o conjunto de preços fixados não pode fazer S o ponto mais lu- 

crativo para a produção da divisão. Para considerar qualquer linha re- 

ta  de mesmo preço (tal como PP') através de S, a qual não va i  atraves- 

sar t d m  ponto C e D. Tanto C ou D deve estar sobre PP1, i s t o  e, com 

o conjunto de preços, que produz linha lucro PP' tanto C ou D deve se r  

mais lucrativo do que S. 

Podemos conjecturar que, es ta  dificuldade ê , e m  parte,  uma conse- 

q u k c i a  da linearidade de nosso problema. Se o limite do conjunto via- 

ve l  de soiuç6es da divisão (convexo) fosse todo curvo, i s t o  e ,  se dimi- 



nuisse o retorno (diminuindo a razão têcnica marginal de substituiçso) 

e s t e  problema, algumas vezes , desapareceria. I s t o  esta i lustrado na f - i 
gura 2 ,  na qual a região viável é convexa e seu limite ê curvo. Se o 

ponto Ótimo qualquer ponto, ta l  com S, sobre o limite ex i s t i r a  sem- 

pre uma mesma linha de lucro TT' , que ; tangente ao limite da região 

viave1 no ponto Ôtimo S , que pode consequentemente se r  ut i l izado para 

deteminar preços apropriados para orientação de atividades divisio- 

nais  . 
" S I 1  é a causa para a combinação produtos, que mais lucrativa pa- 

ra a divisão tanto quanto para a companhia e assim com os preços cor- 

respondendo a TT1 , a divisão t e m  uma cer ta  autonomia para t o m  deci- 

são produto. 

Toda es ta  discussão t e m  assumido que qualquer ponto in te r io r  da 

região viãvel do divisional nível  de atividade ê tambêm viave1 2 compa - 
nhia. I s to  não uma condição necessãria, pois a restr ição c o l e t i v a  

pode l imitar  as soluç&s para uma sub-região da região viável divisio- 

nal.  Afirmamos que a força limitação levanta-se em dois caminhos, que 

v e m o s  a seguir: 

1. o abastecimento de algum recurso coletivo pode ser insuficiente pa - 
ra permitir qualquer divisão de produzir algum dos produtos, O 

qual não estâ incluído nas pGprias restriçÕes, i s t o  e ,  alguma com - 

binação de produtos para as divisões viâveis , que podem r e q u e r e r  

mais de um recurso coletivo do que é disponível. 

2 .  ainda que um recurso coletivo fosse usado por uma d i v i d o  Única 

(sÓ) poderia ser suficiente, mas af o processo solução alocaria em 

ta l ,  uma distribuição insuficiente para uma ou mais divisões, im- 



plicando então, ma produçzo menor do que a divisional regiao vis- 

ve l  in te i ra  para a companhia como um todo, 

4 

Um caso l inear  simples mostrado na figura 3 , que e uma reprodu- 

ção da região viãvel da figura 1 com duas restriçC>es adicionadas repre- 

sentando os recursos coletivos l i r i tados.  Pares de valores X1 e X 2  que 

caem levemente dentro da ârea extrema pe*encentes ao conjunto de solu- 

ções 6 t h  da companhia. A solução Ó t i m a  pode se r ,  como consequência, 

uma combinação linear de dois pontos extremos da divisão, neste caso B 

e D. Por exemplo, com a restr ição coletiva conhecida pela l inha ponti- 

lhada na figura 3 ,  a s o l u ç ~ o  Ótima pode ser o ponto V.  Mas observe, que 

es te  ponto e s t a  no in ter ior  da região viave1 da divisão! No caso p&- 

vio, onde a solução Ó t i m a  fosse no ponto C ou S figura 1, o 6 t h ~  cole- 

t ivo  correspondente, 2 divisão Ôtima, embora no ponto S , Não ê um %co. 

No presente caso, i s t o  ê, quando a solução es ta  no ponto S f igura 1, o 

sistema de preço não g a r a n t i s  que a divisão automaticamente a t i n g i r a  

es te  ponto. E s t a  observação ê m a i s  for te  para o caso onde o ponto Ô t i -  

mo para a companhia, não é um divisional Ótimo simultaneamente, i s t o  e ,  
quando o ponto Ôtimo corresponde 2 companhia es tâ  no in ter ior  da regiao 

viável divisional. A divisão ter; então que ser i n s t r d d a  sobre outros 

valores para assegurar 3 divisão pontos extremos t a l  com B e D na figu 

ra 3 ,  ou para s e r  imparcial, narrar o valor &imo de X1 e X2 no ponto 

V. E s t a  observação t e m  um papel importante sobre decisão descentraliza - 
L1 

da e o conceito de t r a n s f e r k i a  de preço. Assunto es te ,  que não sera 

abordado nesta tese. 



Fig. 1 

Fig. 2 

Fig. 3 
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4.1.9 . ~onclusão - e Comentsio 

Com o exemplo, podemos observar que o Algor?-hm de Dec omposição 

constitue um mecanismo de decisão para uma descentraliza~ão, coordenan - 

do apenas a organização econômica. 

Em primeiro lugar, e l e  oferece uma s i s t e d t i c a  aproximada para 

planejar problemas resultantes da presença de economia externa e dese- 

conomia (ou, e m  termos m a i s  globais, a divergência entre custo privado 

e benefTcio social) e a consequente limitaçao, que caracteriza decisão 

sub-&ma , f e i t a  independentemente por subdivisões das unidades econô- 

micas em questão. 

E s t a  a n a i s e  reafirma que o caminho para produzir quantidade com 

externalidade é, para modificar o sistema preço, propondo negócios no 

caso da economia externa e impondo penalidades sobre a produção de de- 

seconomia externa. 

O Preço ihal ~rovisÔrio,  apenas prevê a primeira medida e f i c a z ,  

pela qual estas penalidades e negocios podem se r  calculados e impostos, 

e o Algorítmo de ~ecomposição oferece um mètodo para determinar quando 

o programa divisional es ta  apropriadamente coordenado para produzir wna 

solução, que é Õtima para a unidade econômica como um todo. 



4.1.10. ~e r ivação  - dos Teoremas - de FYeços - Dual ProvisÔrios 

C 

D i a n t e  da derivação dos teoremas sobre preços dual provisÔrios, e 

conveniente apresentar algum modelo preliminar, e m  part icular ,  obter 

expressões para os valores de nossas variâveis primal e para mudar es- 

tes valores quando outros i tens  são introduzidos na base. 

Suponhamos ser  dado o seguinte programa deProgramação L i n e a r ,  que 

considerado para inc lu i r  variâveis de folga entre a s  variâveis X 
j ' 

t a l  que todas as equações são restriç8es da estrutura, 

X Max P Pl Xl + .,. + Pm+n m + n  (1) 

su je i to  a 
X 1 +  ... + a X = C mm+n m+n m (2)  

Podemos assumir, sem perda de generalidade que, na so luç~o  experi - 
mental, a s  variâveis básicas o X , , , , Xm, Portanto, temos 

A p a r t i r  de então, os temnos com zero sao eliminados e 2 se reduz 

Usando a nota@o matricial,  teremos: 

p X = C  X = A-I C ande 



A - matriz quadrada m x m 

X - vetor coluna de dimensão m 

C - vetor coluna com m elementos - 
Agora suponhamos que fosse para aumentar a produção de uma unida - 

de do bem k, cujo d v e l  inicial de produção 2 nulo, i s t o  3, X ê va- k 

riave1 não bâsica neste estâgio , Com recursos limitados, seria então 

necess&io uma redução no n&el de produçgo do bem - i (neste estâgio ' 
básico) , digo, Xi Xi - AXi (AXi O). 

Neste caso, a equação 2 se reduz a: 

ou em termos matriciais, escrevendo % para representar o vetor coe- 

f ic iente  da k-&ma coluna em 2 ,  resul ta  A(X - AX) + + = C ,  de forma 

que, subtraindo de 3 ,  obtemos uma expressão para X ,  i s t o  é: 

Igualmente, um modelo preliminar, permite escrever o vetor li- 

nha dos m - primeiros coeficientes da função objetivo 1, i s t o  é, 

= P , . . , P .  E estes permitem definir  os preços dual provisÓ- 

r ios  como o vetor linha ii [ ii , . . . , Rm [ , que ê dado por il P A-.' 5. 

E s t a  expressão é a definição dos multiplicadores do simplex, que cha- 

mamos de preços dual provisÔrios , Resta mstrar que estes ll t e m  as  i 



propriedades requeridas de preço dual, I s to  se& demonstrado com o 

auxilio dos teoremas seguintes , cuj a implicaç~o para dualidade , so- 

mente torna claro na d i scuss~o ,  que acompanha sua derivação. 

Teorema 1. Para qualquer bem k ,  que não estâ na base corrente, a mu- 

dança no resultado do lucro Ak,  atravês da introdução de uma unidade - 
do produto k na solução basica, dada por 

A = - t Pk, k i s t o  é IiAk t A, = Pk 

Prova -  través da função objetivo 1 (que representa lucro),  a va- 

riação no lucm Ak, resultante da introdução de uma unidade do b e m  k 

e a consequente mudança AI,, . . , A na produção é dado por: m 

em notação matricial teremos : 

Por outro lado, por 4 e 5,  temos que 

mtão ,  Ak = - P A-'% 4- Pk - rr% + Pk 

Portanto, Ak = - ií+ t Pk 

Teorema 2.  Para qualquer bem j na base corrente temos IiA. = P.. 
I 1  

- 
Prova - Por definição ií = P A-' 

- 
IiA = P À'A , nA = P . 

Portanto li = P j .  




























