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' SUMARIO

O objetivo deste trabalho foi coletar diversos tipos
de Problemas referentes a Multicomodidade em Redes Nao Orientadas e
colocd-los em uma Ginica formulagdo que fosse o mais possivel didati
ca e justificar o porqué de seus processos de resolugdo, visto que
todos os artigos referentes a esses tOpicos s3o muito pouco didati-
cos e nao apresentam justificativa nenhuma para os processos apre -

sentados.

Dos Problemas apresentados, o mais importante & o de
Sintese, no qual necessita-se encontrar as capacidades de uma rede
a ser construida, de modo que satisfaga a requisitos de fluxo previ
amente estabelecidos e tenha um custo total de construgao minimo. A
parte principal deste trabalho, onde entre toda sua originalidade ,
& referente 3 regido vidvel deste tipo de Problema, pois consegui -
mos determinar uma regido viavel bastante limitada, o que em mnuito

nos facilita a busca da solucao &tima.

Outro Problema abordado & referente 3 Viabilidade de
Fluxos, onde a quantidade de fluxo de cada uma das comodidades & co
nhecida a priori e a questdo & sabermos se todas essas quantidades
de fluxo podem ou nao ser satisfeitas simultaneamente para uma rede
dada. Em outras palavras, temos uma determinada rede e desejamos
saber se podemos passar através dela determinadas quantidades de
fluxo. Consideramos também Problemas de Somatdria de Fluxos onde

se tem como requisito determinadas quantidades de fluxo entre espe-



cificos ndés fontes e especificos nds receptores com minimo custo to
tal. A este tipo de problema podemos associar custo, associando a

cada arco da rede um determinado custo de transporte.

Como Giltimo Problema abordado, temos o de Ampliagao,on
de ji existe construida uma rede e, através de uma andlise, sabe -se
gque a mesma hao estd atendendo aos requisitos de fluxo. A questao &
conhecer de quanto deve ser aumentada a capacidade de cada arco da
rede, de maneira que a rede ampliada satisfaca dqueles requisitos e

tenha um custo total de ampliacdo minimo.

Convém lembrar que este trabalho tem finalidade didati
ca, dal a inclusao de determinados itens que funcionam como suporte

aos Problemas referidos.



ABSTRACT

The objective of this work is to collect several kinds
of Problems concerning Multicommodity in Non-Orientéd Networks and
put them in one unicque formulation which is the most didatic possible
and justify their resolution procedures, for all the publications

about these topics are not didatic and do not present any Jjustification.

The most important Problem presented is the Synthesis
Problem, where we have to determine the capacities of a network to be
constructed so that the previously established flow requirement are
satisfied at minimum total construction cost. The main part of this
work, where is all its originality, is the feasible area of this kind
of Problem, for we determine a very restrictive feasible area,which

help us to find the optimal solution.

Another presented Problem is the Feasibility of Flows,
where the flow value at each of the commodities is prescribed, and
the question is to know if all these flow values can be realized
simultaneously or not in a given network. In other words, we have a
network and we want to know if we can pass the prescribed flows
through it. We also considered the Sum of Flows Problems where we
have as a requisite a certain quantity of flow between specific
source nodes with a minimum total cost. To this kind of problem, we
can associate a cost, associating to every arc of the network a

prescribed shipping cost.

As the last Problem presented, we have the Expansion
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Problem, where we already have an existing network and, through
analysis, we find that the network is not satisfying the flow require
ments. The question is to determine how much the capacity of each
arc in the network must be expanded, so that the expanded network

can satisfy those requirements at minimum total expansion cost.

We remark that this work has a didatic finality, and
this justifies the inclusion of some topics which have the only

function to support the mentioned Problems.
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CAPITULO 1

DEFINICAO DO PROBLEMA GERAL

Quando se estuda os classicos problemas de transpor

te numa rede [N,A,Y] , encontrar o fluxo maximo que vai da fonte

NS ao receptor NS' sem violar as capacidades das restricoes xiji
< Yij (para todo i,3j), onde xij € a quantidade de fluxo que atra
vessa O arco Aij e yij e a capacidade do arco Aij' sua formu-

lacao matematica assume o transporte de somente uma Unica comodida-

de.

Resumindo-se, um problema classico de transporte &
apresentado da seguinte maneira:

Sejam Ng e Ng, dois nos distintos de N onde Ng

& a fonte e N o receptor. Um fluxo estatico de valor £(S,S')

Sl

de Ny para N em [N,A,Y] + (uma rede orientada), & uma fungao

S'
f : A= R que satisfaz as seguintes equagOes lineares e inequagdes:

£(s,8") ' x=8
) f(x,w) - ) f(w,x) = 0 , x#S,S!

wel (x) weB (x)
-f£(5,8") ’ x=8"

0 < £(x,w) < y(x,w) ;¥ xw e a.

No caso de existirem diversas fontes e varios recep



tores e se o fluxo de qualquer fonte puder ser enviado a qualquer re
ceptor entao, este problema pode ser trivialmente transformado em um
problema de uma Gnica fonte e Gnico receptor através da criacdo de
uma super fonte a gqual estaria ligadé a todas as fontes originarias

através de arcos com capacidades de transporte iguais a infinito e
também através da criacao de um super receptor o qual também estaria
ligado a todos receptores originarios através de arcos com capacida-

de infinita. Portanto, um problema deste tipo & assim apresentado :

Para maiores detalhes, suponhamos que os N nds de

uma rede .[N,A,Y:] sao divididos em trés conjuntos:

S = conjunto dos nds fontes
S' =conjunto dos nos receptores

R = conjunto dos nos intermediarios ;
e consideremos o problema de. encontrar o maximo fluxo de S para S'.

O fluxo de S para S' pode ser imaginado como u-

ma fungdo de valor real f definida em A que satisfaz :
f(x,N) - £(N,x) = 0 , VYV xer ,

0 < £(x,w) < b(x,w) 'V (x,w) e A,

o valor do fluxo torna-se

f(s,s')y = £(s,N) - £(N,S)

Transformando-se [N,A,Y] na rede [ N* , A% ,Y* ] a-
través do acréscimo de dois nos u e v e de todos os arcos (u,S) ,
(S',v) e alterando a fungao de capacidade b definida em A para

b* definida em A* por



b*¥(u,x) = o ;) X €8,
b*(x,v) = o ;y X €8' ,
b*(x,w) = b(x,w) r (xX,Ww) ¢ A .

Entao a limitagdo f de um fluxo £f* de u para
v em [N*,A*,Y*] e um fluxo de 8 para S' em [:N,A,Y] . Vice-
versa, um fluxo de S para S' em |:N,A;Y] pode ser transformado

em im fluxo f* de u para v emn [:N*,A*,Y*] » definindo-se

£f*(u,x) = £(x,N) - £(N,x) ’ X eS8 ,

f*(x,v) = £(N,x) - £(x,N) ' X e S' ,

£f*(x,w) = £(x,w) , em outros casos .
Consequentemente o problema de fluxo maximo de S

para S' em [N,A,Y:l €& equivalente ao problema de uma Unica fonte

e Unico receptor na rede transformada.

Se, em cima deste problema de transporte apresenta-
do fizermos certas restricoes tais como a obrigatoriedade de que o
fluxo de certas fontes sejam enviados a determinados receptores ou
entao gquando o problema envolve n produtos diferentes para Serem
enviados através de uma rede de transportes de capacidade limitada e
a quantidade de oferta e demanda difere significativamente de produ-
to para produto,entdo o problema torna~se mais complexo e nao mais
é possivel resolvé-lo como um problema comum de transporte ou mesmo
como uma aproximagdo. E que agora temos um problema de multicomodi-

dade de fluxos.

Sejam as fontes Ny e os receptores NS,(S=1,.....

vesesq 3 S'=1",.......,9'), onde 0 fluxo S & de N, para N

S s' -



Seja Xij o fluxo S no arco Aij e f£(S,S') o valor do fluxo S

de Ng para Neo - Um dos problemas em multicomodidade de fluxos

& encontrar

q
max ) £(8,5%)
sS=1
sujeito a : (
—~£(s,8") se j=§,
s _ =3 = . '
; oF % X3k { o se j#s,S',
£(s,8") se j=S'/
i s
DEE SO B . (Y 1,9 .

Em casos muito especiais, como quando da existéncia de
um Gnico tipo de fluxo em toda uma rede, podemos para arcos com flu-
x0s em diregoes opostas, efetuar os respectivos cancelamentos. FEsta
observacdo & de grande importancia para ressaltar o fato de que ar-
~cos com fluxos de diferentes comodidades nao podem se cancelar entre
si, no caso de terem direcoes opostas. Esta é uma das maiores difi-

culdades de problemas de multicomodidade de fluxos.

OQutro tipo de probléma de multicomodidade de fluxos
& o chamado problema de viabilidade que se resume em dados valores
inteiros nao negativos de requisitos de fluxo r(S,S') , (s=1,.....
e ;7 8" = 1", iiiineea, q') , pode existir fluxos simultaneos

com



~-£(8,8") se j=§ ,
8 8
}ox.. - ) R, o= 0 se j#s,s' ,
3 ij i jk
£(s,58") se j=S' ’
9 s
Zl ixijl <- yij ' (‘V i,3) .
S=

Existem diversos modelos de multicomodidade em re -~
des, dois dos quais simplesmente ja apresentados, mas basicamente e
xistem dois tipos de problemas, o problema de andlise e o de sinte-

se que serao apresentados a seguir.

Seja qu o valor do fluxo da fonte Np ao recep-

tor N_ , e x*? o fluxo no arco Ai. com fonte Np e receptor

q i3 3
Ny - A conservacao dos fluxos requer
~f se  J=p ,
pa
. Pd pd .
x T - X, = 0 se i#p.q (1.1)
PRy T E T P
£ se i=q .
pq J1=d
Se Y4 é a capacidade do arco Aij , entao
pa . s
LoIxll 2 vy , (Y 1,9 . (1.2)
p,g 1]

Seja r (t) o fluxo requerido de Np para N no tempo t . O
a

q
fato de que a rede € capaz de transportar todos os fluxos a gualquer

tempo & indicado por



f H = oo . .
b () 2Ty () AV pogs ¥V oe=1,......,m) (1.3)

Evidentemente, o fato da rede [N,A,Y] atender aos
requisitos de fluxo para todos os periodos acarretarid uma transfor-
magao nas equagoes (1.1), (1.2) e (1.3) transformando-as respecti-

vamente em (1.4), (1.5) e (1.6) .

~-f _(t) se Jj=p

pg
z XIJ)_% (t) - X?g (t) = 0 se J#plq (leplq e N),
k £ (t) se j=q (Vt=l, e v ,T) .
pa :
...... (1.4)
Iolx e < ¥y4 Vi en , (YVe=1,....,m0  @.5
jor1s} 1]
£, 21 ® . (Vpgem , (Vem1,...m (1.6)

No caso do Problema de Analise, vy.. e r__(t) sao

i3 Pq

dados e o problema &€ encontrar xij(t) tal que (1.4), (1.5) e (1.6)
sejam satisfeitas. Algumas vezes custos sao associados aos fluxos
nos arcos, entao passamos a ter um problema de minimizagdo do custo
total sujeito a (1.4), (1.5) e (1.6). Portanto, no problema de ana
lise, ja existe construida uma rede e a questao é verificar se de -

terminados requisitos de fluxo podem ser atendidos.



Para o Problema de Sintese, r__(t) & dado e o pro

pq
blema & encontrar Y34 tal que (1.4), (1.5) e (1.6) sejam satis -
feitas com o custo total ) cij yij minimo. Neste caso os custos

sao associados &s capacidades dos arcos que serdo construidos, ou
seja, Cj 4 € o custo de construcao de um arco de capacidade unita-
ria de Ni para Nj . Consequentemente, no problema de sintese,ne
cessita-se encontrar as capacidades de uma rede a ser construida, de

modo que satisfaga a requisitos de fluxo previamente estabelecidose

tenha um custo total de construcao minimo.

O grau de dificuldade dos problemas de analise e sin

tese depende de como © rpq(t) é dado.



cAPITULO 2

VIABILIDADE E SOMATORIO DE FLUXOS

Antes de passarmos a estudar os problemas de Viabi-
lidade e Somatdorio de Fluxos, apresentaremos dois topicos que serao
necessarios para a perfeita compreensao dos referidos problemas.Sao
eles: Método do Simplex Revisado e o Principio da Decomposicao de

Dantzig-Wolfe.

2.1 - Metodo do Simplex Revisado

2.1.1 ~ Introducgao

A forma de resolugdo do método simplex & uma manei-
ra muito conveniente para fins didaticos, mas pode ser muito simpli

ficada.

O que torna possivel esta simplificacao € o fato de
muitas informacoes calculadas em cada quadro do simplex serem per -
feitamente dispensaveis. Cada quadro, conforme serd mostrado, pode
ser determinado a partir do quadro inicial e de algumas informacgoes
do quadro anterior. Este fato tem origem no Método do Simplex Revi
sado. Para isso, necessitamos conhecer um método de inversao de ma
trizes, inversdo por particao e também a forma matricial do sim -

plex.



2.1.2 - Inversao de Matrizes por Particao

Seja M uma matriz (nxn) nao singular, vamos parti

ciona-la da seguinte forma:

M = , onde o & uma matriz (mxm), B8 & (mxs),

y 8 Yy & (sxm) e & & (sxs) ; mts=n

= : -1 .
Como M & nao singular, M existe e pode ser es

crita
_1 A B
M = onde A(mxm), B(mxs), C(sxm} e D(sxs) .
C D
~ o 8 A B Im 0
Por definicao, . = J =
Y § C D 0 IS

onde Im e IS sao matrizes identidade de ordem me s .

Ficamos entao com O sistema :

o . A+ 8 .C = Im
¢ . B+B8 .D = 0
y A+ 6 . C = 0
Yy .B+ 6 .D = Is

Resolvendo-se o sistema, encontramos:

A= (a-ps iyt
B = - Ags T
C = - s'lyA

-1 -1
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Existindo & * , O sistema & possivel.

Um caso particular importante e que nos interessara

& o da matriz M que pode ser particionada como se segue :

I Q
M= de onde tiramos :
O R
A= (I - QR’lo)“l = T
B = -IQR—l = ort
c = -R toa = 0
p=rt-rlog =r1
-1 I ~qr~t
M = _1
o) R

2.1.3 - Forma Matricial do Simplex

Considerando-se um PPL com as variaveis de folga ja

incluidas, podemos representd-lo matricialmente da seguinte forma:

maximizar Z = ¢ X - agp ., sujeito a: Ax= b, x > 0 (2.1)

~

onde ¢ & o vetor linha (CyeChrevesc) , X & um vetor coluna
[xl,xz,...,an » b & um vetor coluna [bl’bz""’bm] e A e uma

matriz (mxn) , A = [aij] .

Podemos escrever (2.1) da seguinte forma :
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a,, ©1 Cy +ee Cy -1 Z
bl ay7 8yg eee B3, X4 0
min 2
sujeito a : b2 821 322 -+ 8y * ) = 0
bm a1 qm2 ccc &un X 0
que podemos resumir em :
min 2 200 < -1 Z
sujeito a : . = (2.2)
b A x 0

Seja agora a matriz :

a c a a_.
: 00 ~ 00 o]j
A* = = (2.3)
a, -
b A io alj
ou seja, cj passa a ser escrito como aOj ’ bi passa a a, e
0 elemento nulo da primeira linha e primeira coluna passa a ser es-
crito o A matriz A* & de (m+l) 1linhas e (n+l) colunas .

A operacao de pivotagem & equivalente a multiplicar

(2.2) A& esquerda pela matriz
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E = 0 O * o 000000 (l / ars) LR 0 F r’#o e
: ) : s#0
0 0 eoveanece —(amS / ars) cee 1

Se particionarmos as colunas de A em colunas basi

cas (B) e nao basicas (N) , teremos de (2.2) :
250 % ~n -1 Z
. = (2.4)
b B N X5 0
~n

onde S, é um vetor linha de m componentes, S, é um vetor 1li -

nha de (n-m) componentes e sao correspondentes aos custos na fun

cao objetivo. Xy & um vetor coluna de m componentes, Xn é um

vetor coluna de (n-m) componentes e sao correspondentes a varid -

[} - I3 ) ~ - (]
veis basicas e nao basicas.

Fazendo-—-se X, como variaveis basicas de partida ,
e como a ordem das colunas de B e N nao & importante desde que em

X, eem x  as varidveis estejam na mesma ordem que as colunas cor

respondentes em B e em N e que seus coeficientes corresponden-

tes em c

e em c¢C
~b ~

n estejam nessa mesma ordem, o que estamos real
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mente querendo & uma matriz identidade no lugar de B . O que & e-

guivalente a multiplicarmos (2.4) & esquerda por

-1
1 gbB
o BT
denotando-se gbB_l =1 , temos :
_ -1 _ - -1
1 gbB 0 % Sn 1 1 gbB Z
*® . X = -
- ~b -
0 p~1 b B N 0 p~t 0
~n
-1 -1
aOO gbB g 9 ChH gb B N -1 Z
. = (2.5)
57l p I B 1y x 0
= b v
~n
O que & equivalente a :
_ -1 _ -1
Z = ch 9 + (c gbB N)}~cn
I P 1
Xp B Q B "Nx
Como x_ =0 , temos :
-1
Z = gbB 9
(2.6)
X, = B"lg
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Para mudarmos de base, observamos os elementos da

n

matriz (cn - gbB_lN). Seja a a coluna j da matriz N e Zj

~ J
= (c,B 1)a. . Os elementos o. da matriz (c. - ¢,B"IN) serdo da-
~b ~] J ~n <b
dos por Ej =cy - 2y . onde Ej é o custo relativo.
A base B & viavel se B-lg <0, e & 6tim@ se c.<0

para todo j . Se nao, escolhemos o maior Ej positivo. A varia-

vel j correspondente entrarad na base. Para escolhermos a variia -

vel que sairad, calculamos os quocientes by / ajy onde b, € oe

lemento i de b e a

i € o elemento i da coluna 2y - A me-

.

nor razao corresponderd 3 variadvel que saird da base.

O vetor linha 1 = (nl,...,nm) & o peso a ser mul
tiplicado por cada linha e ser subtraido da linha custo para elimi-

nar os coeficientes de custo das varidveis basicas.

2.1.4 - Método do Simplex Revisado

Todo este item 2.1.4  sera baseado no seguinte pro
blema:

maximizar Z = ¢ X , sujeito a: Ax =Db ,

13
|v
1o

No método do simplex, todos os nimeros do quadro
mudam de uma iteragao para outra. Durante o calculo, uma vez obti-
do um quadro, podemos esquecer todas as informagOes anteriores,pois

temos em cada quadro as informagoes necessirias para construir o se
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guinte.

Suponhamos que mantemos o quadro inicial e queremos
gerar um determinado quadro. Que informacoes precisamos? Digamos
que estamos interessados em todos os nimeros do 299 quadro. Preci-
samos de B! associada ao 299 quadro e dos nomes das variaveis basi
cas atuais. Todos os outros nlmeros do quadro podem ser gerados a

1

partir do quadro inicial e da matriz B~ do 299 quadro, como vere-

mos a seguir.

Observe-se que I = gb.B_l , ou seja, o I atual &
obtido multiplicando-se ¢, do quadro inicial pelo g™t atual.Con
vém lembrar que conhecendo-se as varidveis basicas atuais, conhece-
se ¢y , 5 (termos independentes do 299 quadro) & dado por B—l.g,

onde b é do quadro inicial. Qualquer coluna 'éj da matriz A &
1

dada por B~ ay , onde ay & do quadro inicial. Também o coefi-
ciente Ej , da fungdo objetivo, & dado por Ej = cy~1ay , onde ¢y

~ . . . 1 X
e aj sao do gqguadro inicial. Portanto, se tivermos B e as vari

aveis basicas, podemos gerar todo o quadro.

Suponhamos agora que temos o quadro inicial e Bfl
do 299 quadro. Que nimeros adicionais do 299 quadro devem ser gera

1

dos para que possamos obter B~ do 309 quadro? Os numeros adicio

nais sao os da coluna 3 ndao basica do 299 quadro que entrard na

base e 5 do 299 quadro. O vetor éj € candidato a entrar na base

se c. > 0 . Escolhemos um c, >0 e calculamos a =B “.a, e
-1

E =B ".b . Estes determinardo B ~ do 309 quadro.



16

0 Método do Simplex Revisado consiste em conservar
o quadro inicial e em cada iteragao gerar apenas os dados neces-
sarios para tomar decisoes, ou seja, o vetor linha § , @ coluna da
varidvel que entrard na base e o vetor coluna E. Estes dados, jun
tamente com a inversa atual B T , determinario 5l 4o quadro

seguinte.

Quando temos gL , éj e § (estes formarao um qua

dro de tamanho (m+1l)x(m+2) ), podemos usar o teste da razao e deter
minar o pivo para,por pivotagem, acharmos 571 4o proximo quadro.
Entao, a cada iteragao, calculamos no maximo n-m custos relativos
c. , a coluna E e.o vetor és . Como o quadro inicial contém uma

J
matriz identidade (mxm) com todos os seus coeficientes na fungdo ob

jetivo nulos, os numeros que aparecem no lugar dessa matriz identi-
~ ) -1 :
dade em um outro quadro formarao a matriz B desse quadro, e os

que aparecem no lugar dos coeficientes da funcao objetivo formarao

I = gbB_l desse quadro. Conhecendo-se ] e B_l de um quadro,ge

ramos os Ej desse quadro por Ej = cj - I §j . Se um coeficiente

Ej for n3o positivo, nao estaremos interessados nos componentes de

a. correspondentes. Escolhendo-se qualquer Ej > 0 , podemos ge-

~

-

rar o vetor associado a cj para entrar na base. Observe-se que

- c. R . c,
1 N ] I . Byl S
B |as B~ a. a.
9 25 2y 24
e
1 -1 0 -1b ~%
0o st b 57 b
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No quadro inicial, B & igual & sua inversa e ] &

nulo, visto que I = ¢ B--l e ¢ = Q . Portanto, podemos acrescen

-

tar uma coluna [1,0,...,0] a matriz B e obtemos :

ou seja,o quadro inicial pode ser tratado como qualquer outro.

0 Método do Simplex Revisado € muito Gtil, especial
mente para processamento eletrdnico, j& gque efetua menos operagoes
que o simplex comum. Note-se que no Método do Simplex Revisado nds

nao precisamos calcular todos os cj .

Como exemplo para um problema resolvido por este mé

todo, citamos [6] .

2.1.4.1. - Variacao nos Dados do Simplex Revisado

Sabendo-se da possibilidade de em alguns problemas
de programacao linear os dados nao serem exatos, torna-se muito im-
portante saber como estes dados irdo afetar a solugao. Seja o se -

guinte problema de programagao linear:

min z = ¢ X = gy X ooy X,

sujeito a :
Bx, + Nx, = b ’ (2.6.1)
i{big ’ §n19 *
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Considerando-se X, como as variaveis basicas, po-
demos transformar (2.6.1) no seguinte problema de programagao li-

near equivalente :

min Z = ¢, B 1p + (c, - gbB"lN)gn
sujeito a:
x, +BNx, = B b (2.6.2)
X 2 0 ., %20 .
Se X & uma solugdo Otima, implica em :
i) %, = B—lg >0 , ou seja, & primal viavel
ii) ¢ - gbB—lN >0 , ou seja, & dual vidvel .

Deve-se notar que a viabilidade do primal nao depen
de do vetor custo ¢ , e que a viabilidade do dual nao depende do

vetor 9 .

Vamos agora considerar os seguintes tipos de varia-
¢oes dos dados:

a) O vetor b & alterado para bt+Ab. Como a condicao de viabilida-
de do dual nao depende de b, a solucao original X,, Ppermanece
dual viavel. A solugao original Xy, sera também primal viavel
se :

37l + 87hab > 0 (2.3.6)

Portanto, duarnte os calculos (iteragSes), devemos pegar a base

original B a qual &€ dual vidvel e usar o Método Dual Simplex
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c)
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para continuarmos 08 calculos.

O vetor custo cC €& alterado para c + A (gb, gn). . A solugao ori

ginal ¢, permanece primal viavel. Também serd dual viavel se:

-1 -1
(gn - S B "N) + (Agn - Agb B N) >0 (2.6.4)
Se Ag, =0 , a condigao (2.6.4) reduz-se a :
.~ 0 a, > - Ac, .
3 T3 = j

Este terceiro tipo de variagdo de dados & o gue mais nos interes

sara.

Se um novo vetor coluna an+l com custo c & acrescentado ’

n+l

entdo a solugdo Gtima original x,  continuard a ser otima se :

No Método do Simplex Revisado, isto & exatamente a operacao de
avaliagdo para determinarmos se um vetor coluna nao binario deve

ra ser introduzido na base.

2.2 - Principio da Decomposicao de Dantzig-Wolfe

2.2.1 - Introdugao

O Principio da Decomposicao de Dantzig-Wolfe [2-]

foi o que deu inicio a um extensivo trabalho em programacao matema-

tica de grande porte. Este procedimento se torna mais eficiente

quando aplicado a problemas lineares cujos coeficientes das matri-

zes tem uma estrutura angular, ou seja, um ou mais blocos indepen-
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dentes sao ligados por equagaes de acoplamentos. Este processo o-
pera através da formagao de um programa principal com apenas umas
poucas linhas a mais do que as equagoes de acoplamento do problema

original, mas éom muito mais colunas. Este programa € resolvido sem
tabularmos todas estas colunas através da geragdo delas quando o mé
todo simplex as necessita; a técnica & denominada "geracdo de colu-
nas". O resultado do algoritmo envolve iteragoes entre o conjunto

de sub-problemas independentes cujas fungOes objetivo contém paramg
tros variaveis e o problema principal. Os sub-problemas recebem um
conjunto de parametros do programa principal. Eles enviam suas so-
lugOes ao programa principal, o qual as combina com as solugdes pré
vias de uma maneira otima e computa novos pregos. Estas sao nova -
mente enviadas aos sub-programas e as iteracoes prosseguem até se -

rem aprovadas num teste de otimalidade.

2.2.2 - Um Teorema sobre Combinagoes Convexas

O desenvolvimento do Principio da Decomposigao de
Dantzig-Wolfe estd apoiado principalmente em duas nogoes. A primei
ra & a"geracdo de colunas" e a segunda € um teorema o qual afirma
que um ponto pertence a um poliedro convexo fechado e limitado se e
somente se puder ser escrito como combinagao convexa dos pontos ex-
tremos do poliedro. Esta prova requer os seguintes resultados acer-

ca de conjuntos convexos, cujas provas podem ser encontradas em[ﬁ4]:

1. Seja X wum conjunto convexo e y um elemento nao pertencente a

X . Entao existe um hiperplano o qual separa ye X.
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2. Se X & um conjunto convexo compacto, entao qualquer hiperplano
suporte (& um hiperplano tal que todo o conjunto X esteja em
um de seus lados e pelo menos um ponto de X pertence ao hiper-

plano) de X contém um ponto extremo de X .
O teorema que nos interessa € o seguinte:

TEOREMA 1 :

Seja X um conjunto compacto convexo em Rn; E(X) o conjun-—
to de seus pontos extremos e C[E(Xﬂ a envoltdoria convexa de E(X).

Entdo C[E(X)] = E(X) .

Prova:
a) Para mostrarmos que X 2 C[E(X)] , escreveremos qualquer

elemento y , de CEE(X{] como

y = Jax- , A 20, [ag=1, x eE(X (2.7
i

Portanto, desde que x ¢ X e X & convexo, y ¢ X .

b) Para mostrarmos que C[E(XX"Q X , facamos §* e X , mas
x* ¢ C[E(X)] . Entao x* pode ser separado de C[E(X)] pax um hi-
perplano, isto &, existe (c,a) tal que

c' Xk = g (2.8)

c'y <a , VX e C[E(X)] (2.9)
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o » o} .
Fagamos o = max {c¢'xXx /"X ¢ X}. O nlimero o existe, uma
- ~ o . .
vez que X & compacto. Entao (c,a”) define um hiperplano supor-

te de X , visto que
c'x < a® ’ V XxeX (2.10)
Como este deve conter um ponto extremo de X , xi, entao
ctxl = o° (2.11)

Mas isto contradiz o fato de que todos os pontos de C[E(X)]

(desse modo todos os pontos extremos de X) satisfazem (2.9), desde

O TEOREMA 1 pode ser reescrito numa forma mais usé
vel para os préximos desenvolvimentos, usando-se (2.7) e especial -

mente o caso onde X tem um nimero finito de pontos extremos.

TEOREMA 2 :

Seja X = {x/Ax= b,x > 0} nao vazio e limitado, e
seja xl(i=l,2,...,r) seus pontos extremos. Entao, qualquer ele -

mento X € X pode ser assim escrito

N~ K
o
i
}_.l

r
X = ) AX , Ay >0 , i=1,2,...,r ,

eee.(2.10.1)

A extensdo deste caso para quando X €& nao limita-
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do & como se seque.

TEOREMA 3 :

Seja X = {x/Ax = b , x > 0} nao vazio. Entao,um
ponto x ¢ X se e somente se ele puder ser escrito como combinac¢ao
convexa dos pontos extremos de X mais uma combinagao linear nao

negativa dos raios extremos (solugOes homogéneas) de X , isto e,

R N |
X = Z A X
i
onde
J a8y =1, A 20
i
e
1 ponto extremo
Gi = dependendo de X~ ser um de X.
0 L raio extremo

2.2.3 - Principio da Decomposicdo de Dantzig-Wolfe

Em cidlculo de matrizes & comum particionarmos uma
matriz grande em diversos blocos e entao efetuarmos alguns calculos
em cada um dos blocos; Este enfoque & especialmente vantajoso se
algumas das submatrizes tiverem uma estrutura especial, exemplifi -
cando, identidade ou zero . Isto também & verdade em programagao
linear quando a matriz A tem uma estrutura especial. Deve-se en-
fatizar o fato de que o Principio da Decomposigdo, que sera descri-

to a seguir, possa ser usado para qualgquer matriz A , mas O meérito
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deste enfogue & mais evidentemente revelado quando a matriz A tem

uma estrutura especial.

Consideremos O programa linear

min 2 = c X
sujeito a :
Ax = b ' X > 0 . (2.11)

Acontece frequentemente o fato da matriz A ter a
estrutura especial mostrada na Figura 2.1 , onde os coeficientes que

nao pertencam a qualquer um dos blocos sao zero .

i 2 3 P
m L, L, Ly L, b,
| o i |
my Ay | | | : by
'___-——g——___-__— e
m, A2 I | : 92
e — —— ittt .
m A | b
3 I : _____ 4 3
' i
|
! |
| |
: |
, |
m A
P P ~p

Figura 2.1
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Um programa linear de uma grande firma pode conter
esta estrutura. Cada agéncia da firma & apresentada como um progra
ma linear de si propria, ou seja, Ai X, = Ei € a rede da fir-
ma tem uma matriz de restrigoes (equagdes de acoplamento) envolven-
do todas as suas agencias. Algumas das matrizes Ai podem ser va-
zias ; € o caso em que a firma tem uma filial onde seu pessoal é

nao produtivo s mas ele & computado na matriz de restricdes totais

da firma.

Note-se que o vetor b em (2.11) & também particio
nado em p+l vetores ?o' 91’ 92""'§p . Da mesma forma, o ve -
tor ¢ & particionado em p vetores linha Cqyr gz,...,gp . Portan

to, podemos reescrever (2.11l) da seguinte forma :

i
min Z2 = C.
j=l ~3 ~J
sujeito a :
)
L. x. = Db ’
j=1 J ~J] ~0
Aj . ?Ej = Ej ' (j=112:---:P) 7
(2.12)
X, > 0.
—..J —_—
Cada um dos subconjuntos de restrigoes Aj°§j ='§j
define um politopo convexo Sj (Sj={§j/ Aj'§j = Ej ’ §j59})' Se
jam x,. os pontos extremos do politopo convexo, entao, pelo TEORE

1]
MA 2, gualquer solugao §j pode ser escrita como sendo
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= Ay X ’ (2.13)
~J i=1 1] ""iJ
com s
j

onde assumimos ter o politopo Sj ’ Sj vértices e ser limitado. As

sumiremos agora que conhecemos todos xij (pontos extremos). Sejam

gij = Lj §ij ; C,. = C. X,. (2.14)

i3 =3 =ij

Entao, de (2.12) e (2.13), temos :

P S5
min 2 = jzl igl 54 Aij
sujeito a :
P53 N
jgl PR TIE 2T B (2.15)
com Sj
z )\.- = l 7 (j=l,2'--t’p) r
i=1
Aij > 0 ' (i=l,2,...,sj) .

Se os Aij desconhecidos de (2.15) sao determina -
dos, entao podemos determinar §j por (2.13) , supondo.~se gue to-

dos os xij sao conhecidos. O problema (2.15) pode sistematicamen

~
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te ser disposto como na Figura 2.2 .

c vee,sC c eee,C c cee,C
11’ 1Csy1 127 ’ 522 _______________ 1p’ ’ spp
/ell'. .. ,zsll 1812,- P ’£822 —————————— Jelpl- . e ,/esnp =
| i
1,1,000.,1 ! |
—-—“_———————-_-—r——————__—l
j=
1,1,..... L : i
“““““““““““““ R
|
| |
i
|
|
' |
| |
!
, i
1,1,....,1 =

Figura 2.2

A transformacdo de (2.12) para (2.15) provoca uma redugao no ni

p

mero de linhas de m + ) my para m_ + p linhas. Por outro
j=1

lado, h& um grande acréscimo do nimero de variaveis, passando de

p p
I n, para ) s, . Felizmente nds nao necessitamos traba-
j=1 j=1 |

lhar com todas as variaveis Ay e também nao precisamos conhecer
todos Xys o
oS Xy
Desde que a matriz da Figura 2.2  tenha mo+p li-
nhas , m_+p vetores serdo necessirios para formar uma s6lugao ba-

sica vidvel. Assumiremos que temos uma solugdo basica viavel de
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partida e usaremos o método do simplex revisado. Isto ird gerar pre

gos para cada uma das linhas. Seja o vetor prego (I, ﬁ) » onde I

é referente ao vetor m, e E é referente ao vetor p . Note-se
que [éij’gj] €& um tipico vetor coluna nd Figura 2.2 . De acordo

com o método do simplex, um vetor que nao estd na base deve ser co-

locado na base se seus custos relativos forem negativos, isto é,se

cij = cij - (E 7 E) [{'ij’gj] < 0 .
Seja :

ﬁ = (ﬁl]ﬁzyucnyﬁp) .
Entao :

clj = Cij -1 gij - Hj .

Dentre todos os vetores que nao estao na base, alguns estao em Sqyr

outros em 82 , € assim por diante. Se o minimo dos custos relati-

vos dos vetores em cada S. €& nao negativo, isto &, mini c

3 ij

entdo a solucao atual é Ootima. Portanto, devemos pesquisar em cada

>0,

S pelo vetor com o minimo custo relativo. Desde que em um dado

J
, I. & o mesmo para todos os vetores, nos resolvemos

min (cij - I éij) = min, (gj - ng)x

sujeito a
X, . .
~1] J

(Escolhemos o menor vértice do politopo convexo Sj)‘ Mas, este @&
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E muito importante se notar que este problema nao
€ primal viadvel, pois na coluna 1 temos um elemento negativo (aioﬁO)
e para ser primal viavel teriamos que ter todos os elementos da co-

luna 1 nao negativos (ai > 0). Portanto, para podermos resolver e

o
te problema temos que primeiramente torna-lo primalrviével,e para
isto vamos introduzir arbitrariamente tantas colunas (cadeias que

satisfagcam o reQuisito de ligagao entre os nds previamente estabele
cidos, 1~-3 e 2-4) quanto for necessario para retirarmos esta invia-
bilidade. Como todas as colunas sao da forma [—l, gj] ; (1) por -
que & o coeficiente de x; na equagao - } X5 + s, = —bo , e em
(-2) temos o custo total desta coluna. Entao, a medida que vamos

vamos introduzindo estas colunas na base, vamos gradativamente eli-
minando a inviabilidade, pois vamos tornando o valor de s, na ba-

se, positivo. Quando isto ocorrer, S, 2 0 , entao paramos de ge~

rar colunas (cadeias) , pois o problema sera primal viavel.

Vamos agora gerar a primeira destas colunas, isto &,
temos que gerar cadeias que unam os nos 1 e 3 e 0s nds 2 e 4 sem
nos preocuparmos com as capacidades dos arcos destas cadeias, pois
somente estamos interessados em gerar cadeias que unam 0s nos previ
amente estabelecidos. Como primeira cadeia serd a que une os nos 1
e 3 da rede G ;[ N,A] da Figura 2.12, usando—-se apenas o arco 5 .
Portanto, termos ay = [O, 0o, 0, O, l] . O custo desta cadeia e
quatro, cg = 4 pois somente usamos o arco 5 . Com isto, podemos
montar o vetor coluna completo que seri posicionado sob Xy no Qua

dor 2.1' , que é :

[ 4, -1, 0, 0, 0, O, 1]















































































































































































































































































































