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Resumo da Tese apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessérios
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Esta tese apresenta um estudo sobre coloragao orientada e sua complexidade,
descrevendo seus principais conceitos, propriedades, resultados existentes na litera-
tura, e resultados obtidos.

Definimos o numero clique cromdtico orientado de um grafo combinando os pro-
blemas de clique coloracao e coloracao orientada.

Estudamos os limites para o problema da coloracao orientada de grafos planares.
No limite superior oferecemos uma demonstracao simples de que Florestas tém uma
coloracao orientada com no maximo 3 cores. Para o limite inferior, apresentamos
um refinamento para grafo orientado planar conhecido com maior niimero cromatico
orientado. Ainda no limite inferior apresentamos uma lacuna, que encontramos na
determinacao de que o numero cromatico orientado é maior ou igual a 16, apresen-
tada por Sopena. Também exibimos um torneio com 5 vértices que é subgrafo de
todo grafo de cor para a classe dos grafos planares. Caracterizamos a classe dos
grafos cujo ntimero croméatico orientado é menor ou igual a 3, e conseguimos esta-
belecer limites para o nimero croméatico orientado de algumas unioes disjuntas de
grafos.

Demonstramos que ¢ NP-completo determinar se um grafo orientado conexo,
aciclico, planar, bipartido e com grau no méximo 3 tem uma 4-coloragao orientada.
Desenvolvemos um algoritmo de tempo linear para atribuir uma 8-coloracao para
grafos orientados aciclicos com grau méaximo 3. Por iltimo, apresentamos um estudo
computacional sobre a conjectura de Sopena de que os grafos conexos orientados com

grau maximo 3 admitem uma 7-coloracao orientada.
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This thesis presents a study of oriented coloring and its complexity, describing
its key concepts, properties, results in the literature, and our results.

We define the oriented chromatic clique number of a graph assembling the prob-
lems of clique coloring and oriented coloring. We study the bounds for the oriented
coloring problem on planar graphs. For the upper bound we offer a simple proof
that Forests have an oriented coloring with at most 3 colors. For the lower bound,
we present a refinement for the known oriented graph with the largest oriented
chromatic number, and we also show a gap, found in the proof of Sopena that the
oriented chromatic number of planar class is greater than or equal to 16. We also
exhibit a tournament with 5 vertices that is a subgraph of every color graph to the
oriented chromatic number of planar class. We characterize the class of oriented
graphs whose oriented chromatic number is less than or equal to 3, and we have also
established bounds or values for some disjoint union of graphs.

We prove that it is NP-complete to determine whether a connected, planar,
bipartite and acyclic oriented graph with degree at most 3 has an oriented 4-coloring.
We devise a linear time algorithm to assign an oriented 8-coloring to an acyclic
oriented graph with maximum degree 3. Finally, we present a computational study
on the Sopena’s conjecture that connected oriented graphs with maximum degree 3

admit an oriented 7-coloring.
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Capitulo 1
Introducao

O problema da “COLORAGCAO ORIENTADA” foi introduzido em 1994 independente-
mente por Courcelle E], e Raspaud e Sopena @] Nas duas ultimas décadas, diver-
sos autores produziram uma ampla literatura sobre o assunto dﬁ, , @, , ]

Uma coloragao orientada para um grafo orientado G é uma funcao ¢ : V. — N
que atribui cores aos vértices de é, tal que para todo arco xy € A(é) temos que
d(z) # ¢(y) e além disso, para dois arcos zy, 2t € A(G) se ¢(z) = @(t) entdo
o(y) # ¢(z). Em outras palavras, se V; e V; sdo duas classes de cores distintas em
uma coloragao orientada, entao os arcos de G sempre vao em um tunico sentido, isto
é, se existe um arco uv com u € V; e v € Vj, entao nao existe um arco xy com
x € V; ey € V,. Una k-coloracao orientada ¢ uma coloragao orientada ¢ : V(@) —
{1,2,3,...k}. O nimero cromatico orientado de é, denotado por Xo(é), ¢ o menor
k tal que G admite uma k-coloracao orientada.

O problema de decisao NUMERO CROMATICO ORIENTADO ¢ formalmente

definido por:

NUMERO CROMATICO ORIENTADO (OCNy)

INSTANCIA: Grafo orientado G'= (V, A) e um inteiro positivo k.
PERGUNTA: G tem uma k-coloracao orientada?

Limites para o ntimero cromatico orientado de determinadas classes de grafos
@, , @], e a complexidade computacional do problema OCNy dﬁ, Iﬁ], sao assuntos
recorrentes na literatura. Nesta tese, apresentamos nossa abordagem estrutural e
de complexidade para o problema da coloracao orientada.

No inicio deste doutorado, quando procuravamos um assunto para trabalhar,
alguns problemas foram estudados. Dois problemas em particular chamaram nossa
atencao, a clique coloracgao B, Iﬂ] e a coloragao orientada. Dado um grafo G =
(V, E), uma k-clique colora¢ao de G é uma fungao ¢ : V(G) — {1,2,...,k} tal

que, para toda clique maximal K de G, existe u,v € K com c(u) # c(v), isto



¢, nenhuma clique ¢ monocromética. Resolvemos combinar estes dois problemas.
Este estudo culminou na definicao do nimero clique cromdtico orientado de um
grafo GG, denotado por £(G). Em particular mostramos que se toda aresta de G é
uma clique maximal, entao £(G) = x,(G). Nosso intuito inicial, além de estudar o
numero clique cromatico orientado para algumas classes de grafos, era conseguir uma
maneira mais simples de limitar o nimero cromatico orientado a partir do nimero
clique cromatico orientado. Porém, quando consideramos grafos onde cada aresta é
uma clique maximal, ambos os problemas sao idénticos. Apesar de nosso interesse
no problema do numero clique cromdtico orientado, decidimos voltar nossa atengao
para o primeiro tema, que para noés se demonstrou, mais frutifero, o problema da
coloracao orientada.

Dentre as classes nas quais ja foram determinados limites para o ntmero
cromatico orientado estao os grafos periplanares @, @], os grafos planares 5, ,
Iﬁ, ], as grades 2-dimensionais BI]J , IB]

Alguns limites também foram estabelecidos para operacoes sobre grafos, por exemplo

, os grafos com grau menor ou igual 3

para produtos de grafos ﬂﬂ, ]

Neste contexto, estudamos o limite superior e inferior para o ntimero cromatico
orientado de grafos planares. No limite superior oferecemos uma demonstragao
simples de que Florestas tém uma coloracao orientada com no méaximo 3 cores. Para
o limite inferior, apresentamos um refinamento para o grafo orientado conhecido com
0 maior numero cromatico até o momento. Ainda no limite inferior apresentamos
uma lacuna, que encontramos na determinacao do niimero cromatico maior ou igual
a 16, apresentada por Sopena [42]. Caracterizamos a classe dos grafos com nimero
cromdtico orientado menor ou igual a 3 [13]. Também obtivemos alguns limites ou
valores para o numero cromatico orientado de algumas unioes disjuntas de grafos
orientados [13, [14].

Conforme ja dissemos, outro assunto de grande interesse é a complexidade do pro-
blema OCNy, que tem sido estudada exaustivamente. O primeiro trabalho e uma das
referéncias mais importantes é o artigo de Bang-Jensen, Hell and MacGillivray E]
Eles provaram que se T é um torneio com pelo menos dois ciclos, entao decidir se
um digrafo G tem um homomorfismo para Té NP-completo. Klostermeyer e Mac-
Gillivray @] em 2004 estabeleceram uma dicotomia P wversus NP-completo com
respeito ao numero de cores: OCNy € polinomial se £ < 3 e NP-completo se k£ > 3.
Em [18], Culus e Demange demonstraram que 0CN4 é NP-completo mesmo restrito
a grafos orientados bipartidos com grau méximo A = max(p + 3;7), e também que
OCN, é NP-completo mesmo restrito a grafos orientados aciclicos com grau maximo
A = max(p + 3;6).

Neste contexto, demonstramos que OCN; € NP-completo mesmo quando restrito

a grafos orientados aciclicos, planares, bipartidos, conexos e com grau no maximo



3 B} Para grafos orientados aciclicos com grau maximo 3, apresentamos um algo-
ritmo de tempo linear para atribuir uma 8-coloragao orientada , ] Observamos
que este algoritmo é uma 2-aproximagao para OCNj; em grafos aciclicos com grau
maximo A < 3, pois OCN3 é um problema polinomial. Também apresentamos um
estudo sobre a conjectura de Sopena [40] de que o nimero cromético orientado de
grafos conexos orientados com grau maximo 3 é menor ou igual a 7. Este estudo
conduziu a um experimento computacional que mostrou o resultado que: se existe
um grafo cibico contrariando a conjectura de Sopena, entao ele necessariamente
tem pelo menos 20 vértices.

Nosso texto estd distribuido em 8 capitulos. No presente capitulo além da in-
troducao propriamente dita, apresentamos as principais definigbes e notacoes que
serao utilizadas ao longo desse texto. No Capitulo [2 definimos o nimero clique
cromético orientado de um grafo G, denotado por £(G). No Capitulo [3, mostra-
mos os resultados existentes na literatura sobre o nimero cromatico orientado de
grafos planares, exibimos um grafo planar com numero cromético orientado 15 e
muitas arestas no grafo de cor, apresentamos uma lacuna na demonstracao de So-
pena [42] e apresentamos um resultado topolégico sobre a coloragao orientada dos
grafos planares. No Capitulo [, caracterizamos a classe dos grafos com ntimero
cromatico orientado menor ou igual a 3, também obtemos alguns limites ou valo-
res para o niumero cromatico orientado de algumas unioes disjuntas de grafos. No
Capitulo [, apresentamos nossos resultados sobre a complexidade do problema OCNy,.
No Capitulo [l exibimos um algoritmo para atribuir uma 8-coloragao orientada para
grafos orientados aciclicos com grau maximo 3. No Capitulo [ discutimos os nossos
resultados computacionais com respeito aos argumentos relacionados a conjectura

de Sopena. E no Capitulo [ descrevemos as conclusoes de nosso trabalho.

1.1 Definicoes e notacoes

Nesta secao introduzimos algumas defini¢oes e notagoes em grafos, como coloragao
de vértices, grafos orientados e coloracao orientada que serao utilizadas ao longo do

e7 cl}j]ior‘iﬁr' e

texto. Para escrever este capitulo utilizamos os livros de West

Murty [4], além de alguns artigos sobre coloracao orientada |17,

1.1.1 Grafos

Um grafo simples é um par ordenado G = (V, E), onde V' é um conjunto finito e nao
vazio de wvértices, e EF é um conjunto de pares nao ordenados de vértices distintos,
chamados de arestas. Quando houver ambiguidade denotamos V' por V(G) e E por

E(G). A ordem de G ¢ a cardinalidade, |V| = n, do conjunto de vértices. Denotamos



por m a cardinalidade do conjunto de arestas, isto é |E| = m. Utilizamos o termo
grafo para denotar grafos simples.

Usamos a notagao e = uv para denotar uma aresta e € F ligando os vértices u
e v. Neste caso u e v sao denominados extremidades da aresta e, dizemos que e é
incidente aos vértices u e v, e que u e v sao adjacentes. Um vértice v é isolado se
nenhuma aresta for incidente a v. Duas arestas que possuem um vértice em comum
sao chamadas adjacentes.

Uma representacao de um grafo pode ser obtida por um desenho no plano, onde
a cada vértice do grafo associamos um ponto no plano e a cada aresta e = wv
associamos um segmento de reta ou de curva ligando os vértices u e v. Na Figura[[ ]

um grafo com ordem cinco é representado.

Figura 1.1: Grafo G com |V(G)|=5¢ |E(G)| =T.

O grau, dg(v), de um vértice v € V(G) é o nimero de arestas de E(G) que
incidem em v. O grau minimo de G é o valor §(G) = min{dg(v) : v € V(G)} e o
grau mdzimo é o valor A(G) = max{dg(v) : v € V(G)}. A vizinhan¢a de um vértice
v € V(G), denotado por Ng(v), é o conjunto de todos os vértices adjacentes a v.
Por exemplo, na Figura [l dg(a) = 4, Ng(a) = {b,c,d, e}, §(G) =2 e A(G) = 4.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo Gse V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Um
subgrafo H de G é prdprio quando V(H) G V(G) e E(H) & E(G). Seja X C V(G)
um conjunto de vértices nao vazio, o subgrafo induzido G|X] de G por X é tal que
V(GX]) =X e E(GX]) = {2y € E(G) : x € X ey € X}. Para um subconjunto
S CV(G), G — S denota o subgrafo induzido G[V(G) \ 5].

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia de vértices P = (vg, vq,. .., v;) onde
Vi1 € B(G), paratodoi =0,...,k—1, o vértice vy é chamado de vértice inicial e
vk € o vértice final de P. O comprimento | de um passeio P é o nimero de arestas de
P. Um passeio fechado é um passeio P = (vg, vy, . .., vx) onde vy = vi. Um caminho
(trilha) é um passeio onde os vértices (as arestas) sao todos distintos. Denotamos
por P, um caminho com k vértices, seu comprimento é £ — 1. Dizemos que existe
um caminho P de u para w em um grafo G, u,v € V(G), se vg = u e v = w.
Um ciclo é um passeio fechado com 3 ou mais vértices onde todos os vértices sao
distintos, com excecao de vy e v,. Um ciclo com k vértices é denotado por C}. Se

G contém um ciclo como subgrafo entao G é um grafo ciclico, caso contrario, G é



um grafo aciclico. Em um grafo G que tem pelo menos um ciclo, o comprimento do
menor ciclo é denominado de cintura e denotamos por g(G).

Um grafo G é conexo se para cada par de vértices v e w, existe um caminho de
v para w no grafo GG, caso contrario, G é desconero. Se um subgrafo conexo H de
um grafo G nao é subgrafo préoprio de nenhum subgrafo conexo de G, entao H é
um subgrafo conexo mazximal de G. Uma componente conexa de um grafo G é um
subgrafo conexo maximal de G. A wunido disjunta de dois grafos G e H é o grafo
G'U H com conjunto com vértice V(G) UV (H) e conjunto de arestas E(G) U E(H).

Seja G um grafo e S C V(G), se G[S] nao tém arestas entao S é um conjunto
independente, se os vértices de G[S] sao dois a dois adjacentes entao S é uma clique.

Um grafo trivial ¢ um grafo com um unico vértice. Um grafo completo é um
grafo onde os vértices sao dois a dois adjacentes. O grafo completo com n vértices
¢ denotado por K,.

Um conjunto bipartido é um subconjunto B C V(G), que pode ser particionado
em B=V,UV,, ViNV, =10, onde Vi, V5 sdo conjuntos independentes nao vazios.
Se para todo v; € Vi e v; € Vy, vv; € E(G), entdo B é um conjunto bipartido
completo. Uma biclique é um conjunto bipartido completo maximal. Um grafo
bipartido (completo) é um grafo induzido por um conjunto bipartido (completo).
Um grafo bipartido completo é denotado por K, ,,, onde n = |Vi| e m = |V3].

Um grafo é planar se existir uma representacao geométrica do grafo no plano de
tal forma que suas arestas se interceptem apenas nas suas extremidades.

Uma drvore T é um grafo conexo e aciclico. Toda arvore é um grafo bipartido
e planar com exatamente n — 1 arestas. Uma folha é um vértice de uma arvore T’
com grau 1. Toda arvore com n > 1 vértices possui pelo menos uma folha. Uma
floresta F' é um grafo aciclico.

Um grafo G é regular se todos os vértices tém o mesmo grau. Se todos os
vértices de G possuem o mesmo grau k, entao G é k-reqular. Um grafo O-regular
é um conjunto independente. Um grafo 1-regular é um emparelhamento. Um grafo
2-regular e conexo é chamado de ciclo. Um grafo 3-regular é chamado de cubico.

Os grafos G e H sao isomorfos se existir uma funcao bijetora f : V(G) — V(H)
com a propriedade que a e b sdo adjacentes em V(G) se e somente se f(a) e f(b)
forem adjacentes em V(H), para todo a e b em V(G). Tal fun¢ao é chamada de
isomorfismo. Um automorfismo é um isomorfismo f : V(G) — V(G). Um grafo
vértice transitivo é um grafo G tal que, dados quaisquer dois vértices vy e vy de G,
existe algum automorfismo f : V(G) — V(G) tal que f(v1) = vs.

Uma coloragao de um grafo G é uma atribuigao de cores aos vértices de G tal que
vértices adjacentes nao tenham a mesma cor. Em uma coloracao de G os vértices
coloridos com cores iguais formam um conjunto independente. Uma k-coloragdao é

uma particao de V(G) em k conjuntos independentes. O numero cromdtico x(G) de



G é o menor k tal que G admite uma k-coloragao. Se x(G) = k entdao G é chamado
de k-cromético. Por exemplo, um grafo bipartido com biparticao (4, V3) pode ser
colorido com apenas duas cores, uma cor para Vj e outra para V5. Na Figura
temos uma 2-coloracao para o ciclo Cjs. Observe que, ciclos com nimero par de
vértices sao grafos bipartidos.

Dados dois grafos G e H, um homomorfismo de G para H é uma funcao de
V(G) em V(H) que preserva as arestas, isto é, uma funcao f : V(G) — V(H) tal
que se xy € F(G), entdao f(z)f(y) € E(H). Um grafo G tem nimero cromdtico
X(G) = k se, e somente se, existe um homomorfismo de G para Kj; mas nao existe
um homomorfismo de G para Kj;_;. Observamos que existe um homomorfismo de
Csy, para K.

Seja G um grafo, uma coloracao aciclica de GG é uma atribuicao de cores aos
vértices de G tal que os vértices adjacentes tenham cores diferentes e o subgrafo
induzido pelos vértices de duas classes de cores distintas nao forma um ciclo. Uma
coloracao aciclica com k cores é denominada de k-coloracao aciclica. O nimero
cromdtico aciclico x,(G) é o menor inteiro k, tal que G admite uma k-coloragao
aciclica. Note que em uma coloracao aciclica, um ciclo deve ter pelo menos trés
cores. Na Figuratemos uma 3-coloracao aciclica para o ciclo Cs. Observamos
que Xq(Cox) = 3. Assim, x(Cor) =2 e X(Cors1) = Xa(Cor) = Xa(Cory1) = 3.

1 1
2 2 3 2
1 1
1 1
2 2
(a) Cs (b) Cs

Figura 1.2: (a) uma 2-coloracao para Cg e (b) uma 3-coloracao aciclica para Cg.

1.1.2 Grafos orientados

Dado um grafo G, uma orienta¢io de uma aresta e = uv € E(G) é um dos dois
possiveis pares ordenados (u,v) ou (v,u) chamados de arcos. Denotamos um arco
(u,v) apenas por uv e dizemos que u domina v. Um grafo orientado G = (V, A)
¢ obtido de G pela orientagdo de cada aresta de E(G). Dizemos que G é uma
orientacao de G, e G é o grafo subjacente de G. Se G é conexo, dizemos que G é
conexo (0 mesmo para planares, e bipartidos). Outras terminologias e notag¢oes nao
abordadas neste texto sobre grafos orientados sao similares as usadas em grafos.
Dado um grafo orientado G e v € V(G), o grau de saida de v é dg(v) = |{vu €
A(G);Yu € V(G)}|, o grau de entrada é d(v) = [{uv € A(G);Vu € V(G)}]. Dize-

mos que v ¢ uma fonte quando d(v) =0 e dé(v) > 1, e v é um sumidouro quando
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dg(v) =0ed;(v) > 1. Os graus minimo e mdzimo de entrada de G sdo respectiva-
mente, 7(G) = min{d;(v) : v € V(G)} e A™(G) = max{d(v) : v € V(G)}.

Analogamente, os graus minimo e mdximo de saida de G sao respectivamente,
5t (G) = min{dg(v) cv e V(G)} e ATG) = max{dé(v) - v e V(G)}. Con-
sideramos também 6(G) = 6(G) = 6 e A(G) = A(G) = A, onde G é o grafo
subjacente de G.

O caminho direcionado ﬁn ou ciclo direcionado én ¢ uma orientacao de um
caminho P, ou ciclo C,,, onde existe uma sequéncia dos vértices em que cada vértice
domina seu sucessor na sequéncia. Um caminho direcionado possui apenas uma fonte
e um sumidouro, e um ciclo direcionado nao possui nem fontes nem sumidouros.

Um torneio K, com n vértices é uma orientacao de um grafo completo K,,. Um
nimero ¢ é chamado um residuo quadratico médulo p se existe um nimero inteiro
z, tal que 22 = g(mod p). Seja p uma poténcia de primo tal que p = 3(mod 4). O
Torneio de Paley le%p ¢ um grafo orientado com conjunto de vértices V(Qﬁp) =
{0,1,...,p—1} tal que zy € A(Q?%p) se e somente se y — x é um residuo quadratico
diferente de p. Por exemplo, o torneio de paley com 7 vértices Q R, tem conjunto
de vértices V(QR,) = {0,1,...,6}, e zyy € A(QR,) se e somente se y —x = 1,2 ou
4 (mod 7). Na Figura apresentamos o Torneio de Paley Q?%T

0

4 3
Figura 1.3: Torneio de Paley com 7 vértices QiRT

Um arco uv é um lago se u = v e arcos multiplos sao arcos que possuem o mesmo
par de vértices como extremidades. Um digrafo é um grafo orientado que admite
lacos e arcos multiplos. Na Figura apresentamos um digrafo que nao é um
grafo orientado e na Figura um torneio K 5 com cinco vértices.

Em geral, uma classe de grafos orientados é obtida considerando todas as ori-
entagoes possiveis para os grafos de uma determinada classe de grafos. Por exemplo,
a classe F das florestas orientadas consiste dos grafos orientados cujos grafos sub-
jacentes sao florestas. O mesmo ocorre para a classe dos grafos planares orientados
que denotamos por P.

Um circuito orientado é uma orientagao de um ciclo tal que, para todo vértice

v, o numero de arcos que entram em v é igual ao nimero de arcos que saem de v.
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(AN

(a) D (b) K;
Figura 1.4: (a) Digrafo D ¢ (b) um torneio K.

Grafos orientados livres de circuito consistem dos grafos orientados que nao contém
um circuito orientado como subgrafo. Portanto, grafos orientados livres de circuito
sao0 uma excegao, porque nao sao obtidos a partir de uma determinada classe de
grafos.

Seja C uma classe de grafos simples e G um grafo em C, como toda aresta
e € E(G) pode ter duas orientagoes possiveis, entdo cada grafo G da origem a

21P(@) grafos orientados na classe C obtida de C.

Numero cromatico orientado de grafos orientados

Seja G um grafo orientado, zy, 2t € A(C_j) e C'={1,2,...,k} um conjunto de cores.
Uma k-coloragio orientada de G ¢ uma funcao ¢ : V(G) — C, tal que

i) 6(2) # 6(y);
if) Se ¢(x) = 6(¢), entio ¢(y) # 6(2).

O numero cromdtico orientado, denotado por Xo(é), é o menor k tal que G admite
uma k-coloragao orientada.

Observe que se V; e V; sao duas classes de cores distintas em uma k-coloragao
orientada de @, e se existe um arco xy € A(é) onde v € V; ey € Vj, entao
VieVieVzeV; 2zt ¢ A(é) Isto implica que dois vértices ligados por um caminho
direcionado de tamanho 1 ou 2 devem ter cores distintas.

A Figura ilustra um caminho com trés vértices G = P, a Figura
um grafo orientado G obtido de G, e na Figura uma coloracao orientada de
G com 3 cores e atingindo xo(G) = 3.

oo o o—>o——>o o —e—>e
(a) G (b) & (c) G

Figura 1.5: (a) G = P5, (b) grafo orientado G e (c) coloragao orientada de G.



Numero cromatico orientado de grafos nao orientados

Podemos estender a definigao de coloracao orientada a grafos nao orientados. Dado
um grafo G, o nimero cromdatico orientado de G, denotado por x,(G), é 0 maximo
de Xo(é) para qualquer orientacao G de G. Apresentamos nas Figuras ,
e todos os grafos orientados livres de isomorfismo obtidos do caminho P
da Figura Também representamos uma coloracao orientada com o minimo

de cores para cada orientacio, sendo Yo(G1) = 3, Yo(G2) = Xo(Gs) = 2, assim
XO(Pg) = 3
*——0
(a) G
*—>0—>0 *—>0<«—0 o—0—>0
1 2 3 1 2 1 2 1 2
(b) Gy (c) Gy (d) Gy

Figura 1.6: (a) Grafo G = P3 e uma coloragao orientada para as trés possiveis
orientacoes de G = P3 em (b), (c¢) e (d).

Agora, vamos definir o homomorfismo entre grafos orientados e relaciona-lo com
o nimero cromatico orientado. Sejam G e G, grafos orientados, um homomorfismo
¢ de Gi em G, ¢ uma funcio ¢ : V(G,) — V(Gs), tal que se zy € A(G,) entdo
o(z)p(y) € A(Gs). Um homomorfismo ¢ de Gy em Gs corresponde a uma k-
coloragao orientada de Gy se G tem k vértices. Neste caso, dizemos que G, ¢
ng—colom/vel e os vértices de ég sao as cores atribuidas aos vértices de él. Se existe
um homomorfismo ¢ de G, em ég, entdo Gy é chamado de grafo de cor ou palheta
para él. O menor numero de vértices k de ég tal que él admite um homomorfismo
para Gy é o nimero cromdtico orientado de Gy, isto ¢, yo(G1) = min|V(Gs)|.
Esta definicao é uma generalizagao mais natural do ntimero cromético no caso nao

direcionado.

Numero cromatico orientado de classes de grafos

Considere C uma classe de grafos orientados, x, (5 ) é 0 maximo do ntimero cromético
orientado para todos os grafos em C. Observamos que, para determinar o ntimero
cromatico orientado de uma classe de grafos devemos considerar todas orientacoes
possiveis, assim, por exemplo, usamos indistintamente grafos planares ou grafos
planares orientados. Um grafo orientado G é um limite homomdarfico para C se

existe um homomorfismo de cada grafo orientado em C para (G, neste caso G é um



C-limite. Na literatura, também é utilizado o termo C-Universal para denotar C-
limite. Quando G ¢ um C-limite e nenhum subgrafo proprio de G ¢ um C-limite
entdo G é um C-limite minimal.

O numero cromdtico orientado uniforme de uma classe C?, denotado por Xu(@),
é a menor ordem de um C-limite. Se nio existe um C-limite entdo Xu(é) = 0o. Uma
classe C é uma classe de grafos completa se para quaisquer dois grafos orientados
(71, 62 € d existe um terceiro 63 e C com 61 subgrafo de 63 e 62 subgrafo de 63.

Observamos que (5) < xu(C) ¢ a igualdade ¢ valida quando C é uma classe de
0

grafos completa [40]. Apresentamos nas Figuras[1.7(a)] e [[.7(b) a classe K3 de todos

os grafos orientados livres de isomorfismo obtidos do grafo completo K3. A classe

K3 tem xo(Ks3) = 3 e xu(Ks3) = 4, na Figura temos um Ks-limite minimal.

(a) G (b) Go (c) Gs

Figura 1.7: Dois torneios orientados com trés vértices: o circular (a) e o transitivo
(b), e um Ks-limite minimal (c).

O estudo de coloracao orientada para uma classe de grafos C 6 interessante
quando algum grafo completo K, nio pertence a nenhum elemento de (,7, para n
suficientemente grande. Por exemplo, o grafo K5 nao pertence a nenhum elemento
da classe Planar P.

Os limites inferior e superior do niimero cromatico orientado para P tém sido
bastante estudados, isto ocorre devido a dois fatos importantes. O primeiro é que
a estrutura dos grafos planares nao permite grafos completos com mais de quatro

vértices como subgrafo induzido. O segundo é obtido da Proposicao [L.I] em ]

Proposicao 1.1 (Sopena dﬂ]) Para todo k € N, k > 0, se xo(P) < k entdo

existe P-limite membro de P, com k vértices.

A demonstracao é feita por contradicao e utiliza o fato de que um grafo ge-
rado pela identificacao de um vértice de dois grafos planares também é planar, veja
Figura [[L.8, mostrando que P é uma classe completa.

Para uma classe C de grafos orientados com Yy, (5 ) < k nao existe necessariamente
um C-limite com k vértices. A classe dos grafos orientados K, contendo todos os
torneios com k vértices tém x,(Kx) > k. Um exemplo com Kj esté representado na
Figura [L7l Pela Proposicao [Tl a classe P admite um P-limite com k vértices, e

—

assim x,(P) = Xu(ﬁ)
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(a) (b) ()

Figura 1.8: (a) Grafo orientado Pj, (b) Grafo orientado P, e (c) grafo planar P
obtido da identificacao do vértice v de Py e Ps.
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Capitulo 2

Numero Clique Cromatico

Orientado

Neste capitulo, definimos o numero clique cromdtico orientado combinando dois pro-
blemas conhecidos: clique coloragao e coloragao orientada. Iniciamos com algumas
definicoes a respeito da clique coloracao.

Dado um grafo G = (V, E), uma k-clique colora¢io de G é uma fungao c :
V(G) —{1,2,...,k} tal que, para toda clique maximal K de G, existe u,v € K com
c(u) # ¢(v), isto é, nenhuma clique é monocromdtica. O numero clique cromdtico
k(G) é o menor k tal que G tem uma k-clique coloragao. Para a conveniéncia do

leitor nés oferecemos na Figura 2] um par de grafos com x(G) = 2.

; a) [b) ol 2

Figura 2.1: Grafos G e H ambos com uma 2-clique coloracao.

Um hipergrafo é um par ordenado H = (V(H),E(H)), onde V(H) = {v1,...,v,}
¢ um conjunto nao vazio de vértices e E(H) = {E1,...,E,} é uma colegao de
hiperarestas F; C V(H), para i = 1,...,m. Uma k-coloragao de H é uma fungao
c:V(H) = {1,2,...,k} tal que para todo £ € E(H) existe u,v € E com c(u) #
c¢(v), isto ¢, nenhuma hiperaresta é monocromatica. O ndmero cromatico x(H) de
H é o menor k tal que H tem uma k-coloracao.

Seja G = (V, E) um grafo, o clique-hipergrafo H(G) = (V,E) de G é o hipergrafo,
onde £ = {K C V : K é uma clique maximal de G}. Uma k-coloracao de H(G)
define uma k-clique coloragao de G, e o nimero cromaético de H(G) é o nimero clique
cromdtico de G. Usamos a notagao x(G) = x(H(G)). Na Figura [22] apresentamos
um grafo G e o clique-hipergrafo H(G).

12



~7 9

04 N
(a) G (b) H(G)

Figura 2.2: (a) Grafo G e (b) clique-hipergrafo H(G).

Agora, apresentamos alguns conceitos relacionados a hipergrafos direcionados.
Tais conceitos podem ser encontrados na tese de doutorado de Guedes [26], nos
baseamos fortemente neste trabalho para a escrita das proximas definigoes.

Um hipergrafo direcionado é um par ordenado H = (V(H), E(H)), onde V(H) =
{v1,...,v,} é 0 conjunto nio vazio de vértices e E(H) = {Ey, ..., Ey} é uma colecio
de hiperarcos Ei, para ¢ = 1,...,m. Um hiperarco Ez S 5(7—2) é um par orde-
nado (X,Y), onde X e Y sado subconjuntos disjuntos nao vazios de V(?—Z) deno-
minados respectivamente por origem e destino, e denotados por X = ORG(E) e
Y = DEST(E;). A notacao origem e destino também ¢ usada para conjuntos de hi-
perarcos. Assim, se A é uma colecao de hiperarcos entdao ORG(A) = Ujzc ORG(E)
e DEST(A) = g, DEST(E).

Na Figura damos exemplos de representagoes de hiperarcos direcionados,
E\ = ({vi}, {v2}), E, = ({vs}, {va, vs, ve}), Ey = ({vr,vs}t, {vo}) e Ey = ({v10, 011,

1112}7 {U13, 7114})-

vr
vy Vo . o P e
o———>0
V6 Ug
(a) Ey (b) Es (c) Ej

Figura 2.3: Hiperarcos direcionados.

Dado um hipergrafo direcionado H e s, t € V(?-_i) Um hipercaminho de com-
primento k de s a t é uma sequéncia de hiperarcos P = (E,;l, 2-2, . Ezk), onde
s € ORG(Eil) et e DEST(E:-,), e para cada hiperarco Eip eP,p=12,...k,

temos que:
i) ORG(E;)) N (DEST({E;,, E,,, ..., E;, ,})U{s}) #0;

Eipyre o By ) ULL)) #0.

—

i) DEST(E;,) N (ORGH{E

ipt1)
Seja P = (E; ,...,Eik) um hipercaminho, usamos ORG(P) denotando ORG(Eil)

e DEST(P) denotando DEST(E;, ). Um hiperciclo em um hipergrafo direcionado
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H 6 um hipercaminho P de H onde ORG(P) N DEST(P) # 0. No hipergrafo
representado na Figura 2.4l os hipercaminhos possiveis de v; a vs sao (El,ﬁg),
(51753,55), (51,54,56,55). Um hipercaminho P é minimal em um hipergrafo
direcionado ?-_[, se nao existe outro hipercaminho em H que esteja propriamente

contido em P.

Figura 2.4: Hipergrafo direcionado.

Um hipergrafo orientado H é um hipergrafo direcionado no qual todos os hiper-
ciclos minimais tém comprimento maior que 2. Uma k-colora¢ao orientada de um

hipergrafo orientado H é uma funcao c: V(?—Z) —{1,2,...,k} tal que:

i) VE € £&(H), 3z € ORG(E) e 3y € DEST(E) com ¢(x) # ¢(y);

—

ii) Sejam (X,Y),(Z,T) € £(H) dois hiperarcos distintos. Se 3x € X e It € T
tal que c(z) = ¢(t), entao Yy € Y e Vz € T, ¢(y) # c(2).

O nimero cromdtico orientado x,(H) de um hipergrafo orientado H é o menor

inteiro k, tal que H admita uma k-coloracao orientada. Exibimos exemplos de

coloragoes orientadas para hipergrafos orientados nas Figuras [2.7(c)), 2.8(b)} [2.9(b)|
¢ ET00D)

Dado um hipergrafo H e E; € £(H). Uma orientagao de H é um hipergrafo
direcionado H, onde cada hiperarco E; € 5(7—2) é o par (X;,Y;), com X, Y; # 0, X;N
Y; =0 e X;UY; = V(E;). Uma orientagao H de H é chamada orientacao valida se H

¢ um hipergrafo orientado, caso contrario, H é uma orienta¢ao invailida. Lembramos

que um hipergrafo orientado nao tem ciclos de tamanho 2. O nudmero cromdtico
orientado xo(H) de um hipergrafo H é o max{xo(ﬁ)}, para toda orientacao vélida
H de #. Um clique-hipergrafo orientado de um grafo G é uma orientacao vélida
para o clique-hipergrafo H(G). Uma questao natural que surge é a complexidade
de dado um hipergrafo direcionado 7—2, determinar se H é uma hipergrafo orientado.
Apresentamos o Algoritmo 2] que permite determinar em tempo O(mn) se um

hipergrafo direcionado é também um hipergrafo orientado.

Nas Figuras 2.5(a)| e [2.5(b)| mostramos dois exemplos de orientagdes invalidas
Hi(G) e Hy(G) para o hipergrafo H(G) da Figura 22(b)] Nao podemos atribuir
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Algoritmo 2.1: Algoritmo Hipergrafo Orientado ?—Z; Tempo de Execucao
O(nm).
Entrada: Hipergrafo direcionado H.

Saida: Se H é um Hipergrafo orientado ou um certificado para a resposta
NAO - um ciclo de comprimento 2.

1 inicio

2 para cada vértice v € V faga

3 buscar todos vértices a distancia 2 de v e colocar no conjunto A;
4 se v € A entao

5 ‘ retorna o ciclo C' com v;

6 fim

7 fim

8 retorna SIM;

9

fim

uma coloragao orientada aos hipergrafos direcionados da Figura Para isso,
vamos verificar para H(G). Sejam E; = (X,Y) = ({vs}, {v1,1}), By = (Z,T) =
({vg, v}, {vs}) € V(H,(@)) da Figura 2.5(a)] O vértice v3 € X a origem de Ei e
v3 € T o destino de E,. Pela segunda regra da coloragao orientada, cada par (y, 2)
onde y € Y,z € Z satisfaz c(y) # ¢(z) mas Y N Z = {wy}, isto é uma contradi¢ao
pois ¢(v3) = ¢(vy). Assim, Hi(G) é um hipergrafo direcionado com um ciclo minimal

de comprimento 2.

v 2 v U2
U3 U3
Uy 4
Vs 7 Us V7
6 Ve
(a) Hi(G) (b) Ha(G)

Figura 2.5: Dois hipergrafos direcionados Hi(G) e Ha(G).

—

Apresentamos na Figura duas orientacoes validas ﬁl(G) e Ho(G) para o

—

grafo G da FiguraZ2 Veja que vy ¢ um sumidouro em ambos H,(G) e Hy(G).

v 2 U 2
V3 V3
Uy V4
Us, U7 (Y V7
Ve Ve
(a) Hs(G) (b) Ha(G)

—

Figura 2.6: Dois hipergrafos orientados Hs(G) e H4(G).
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2.1 Clique coloragao orientada de um grafo G

Seja G um grafo e H(G) uma orientacio valida de H(G), ¢ : V(H(G)) —
{1,2,...,k} uma k-coloracdo orientada de ﬁ(G), dizemos que ¢ é uma k-clique
coloracao orientada de G. O nimero clique cromdtico orientado de G denotado por

7= R(G) == xo(H(G)) é o menor k tal que H(G) admite uma k-clique coloracio

orientada, dentre todas as orientacoes validas 7—2(G) de G. Apresentamos nas Figu-

ras [2.7(a)l [2.7(b)[ e [2.7(c)| respectivamente, um grafo G, o clique hipergrafo H(G) e

uma 2-clique coloracio orientada de H(G).

(a) G

Figura 2.7: (a) G, (b) H(G), (c) 2-clique coloracio orientada para H(G).

Teorema 2.1 Seja G um grafo
i) Se G é um grafo completo, entio K(G) = 2;
i1) Se todo hipergrafo orientado 7—2(6‘) ¢ um grafo orientado, entao K(G) = xo(G);

Demonstracao. i) Seja K, um grafo completo com n vértices. Por defini¢ao, qual-
quer hipergrafo orientado obtido do grafo completo K, tem apenas um hiperarco,
que é uma orientagao valida do clique hipergrafo H(K,,). Pela defini¢ao de clique
coloracao orientada duas cores sao suficientes.

i1) Seja G um grafo no qual toda clique maximal de G tem tamanho 2. Por
definicao, cada aresta de G é uma clique maximal, entao cada hiperaresta do clique
hipergrafo H(G) também é uma aresta. Assim, como G é um grafo simples, toda
orientacao de H(G) nao tem hiperciclos de tamanho 2 e é uma orientagao vélida.
Qualquer orientacao ?—Z(G) do clique hipergrafo H(G) é um grafo orientado.

Pela primeira regra da coloragao orientada para hipergrafos orientados, cada
hiperarco de H(G) tem pelo menos duas cores. Como cada hiperarco E; = (X;,Y)
de H(G) tem dois vértices, |X;| = |Vi| = 1. Neste caso, a segunda regra da
coloracao orientada para um hipergrafo orientado é igual a segunda regra da
coloracao orientada para grafos orientados. Portanto, uma k-coloracao orientada de

G, corresponde biunivocamente a uma k-clique coloracao orientada de ﬁ(G) Logo
R(G) = xo(GQ). O

16



Xo(G), sen>4, e

2 sen =3.

Corolario 2.2 Se G = C,,, entio K(G) = {

Demonstragao. Se n = 3, pelo Teorema 2Tl item i) R(G) = 2. Se n > 4, entao todas
as cliques de G sao arestas. Entao ﬁ(G) ¢ um grafo orientado. Pelo Teorema [2.1]
item ii) xo(Cy) = K(G). O

Exemplificamos o item ¢) do Teorema 2] na Figura 28] onde atribuimos uma
2-coloracdo orientada para o hipergrafo orientado H(K5) na Figura2.8(b)] obtido de
K5 na Figura [2.8(a)

1 2
1 2
1
(2) K (b)
H(K5)

Figura 2.8: (a) Grafo completo K5 ¢ (b) H(Ks).

Apresentamos dois exemplos para o item i) do Teorema 2.I] nas Figuras 2.9 e
210 a Figura também é um exemplo para o Corolario

! 2
5
\: L:s
(a) Cs (b) H(C5)

Figura 2.9: (a) Ciclo Cs e (b) H(Cs).

(a) G
Figura 2.10: (a) G e (b) H(G).

Nosso objetivo, introduzindo o conceito de clique coloracao orientada e ntimero
clique cromaético orientado de um grafo G, era o de estender varios resultados de
clique coloracao existentes na literatura, para grafos considerando agora orientagoes.
Além disso, conseguir uma maneira mais simples de limitar o niimero cromético ori-

entado a partir do niimero clique cromatico orientado. Porém, quando consideramos
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grafos onde cada aresta é uma clique maximal (Teorema 211 ii), ambos problemas
sao idénticos. Embora nao tenhamos nos aprofundado mais nesse tema, optamos
por apresentd-lo, porque foi um tépico que estudamos e que aponta um caminho
promissor de pesquisa, e que pretendemos explorar no futuro. Por fim, deixamos

uma conjectura sobre ntimero clique cromatico orientado.

Conjectura 2.3 Seja G um grafo, entio k(G) < K(G) < xo(G).
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Capitulo 3

Limites para o nimero cromatico

orientado de grafos planares

A classe P dos grafos planares tem sido bastante estudada no contexto de coloragao
orientada @, @, @, , ] Sabemos que 18 < yo(P) < 80 @, @] Neste

capitulo descrevemos varias ferramentas propostas e tentativas para encolher este
intervalo. Primeiro na prova que Xo(ﬁ) < 80 é usado uma 4-coloracao orientada para
uma floresta orientada. Nés demonstramos que existe uma 3-coloracao para uma
floresta orientada. Isto poderia melhorar o limite Xo(ﬁ) < 80, mas infelizmente
nés nao conseguimos introduzir na prova [37] este argumento. Pelo propdsito de
acreditarmos nessa possibilidade de uso do resultado e esclarecer ao leitor onde é
usado o argumento da floresta colorida nds reproduzimos na primeira se¢ao a prova
original @], bem como nossa demonstracio. E um resultado da literatura que
existe um grafo planar orientado com nimero cromatico orientado 18, porém nunca
foi exibido um grafo orientado com Xo(é) > 16. Na segunda secao, nés propomos
uma técnica para tentar encontrar um grafo planar orientado G com Xo(é) > 16.
O artigo @] que prova que 18 < x,(P), ainda ndo foi publicado. No artigo [42]
que contém a demonstragao para 16 < X0(73) noés encontramos uma lacuna, e com o
proposito de registro mostramos na terceira secao. E para que o texto ficasse auto-
contido, reproduzimos também a demonstracao de Sopena nesta secao. Na quarta
se¢ao, mostramos nosso resultado topoldgico que: o limite homomérfico da classe
dos grafos planares ctibicos contém um torneio especifico K Y como subgrafo.
Muitos trabalhos relacionaram o ntimero cromatico orientado de grafos planares
P com a cintura do grafo subjacente, obtendo limites mais restritos. Os resultados
apresentados na Tabela [B.I] podem ser encontrados em ] e sumarizam a relacao

do x,(G) com a cintura ¢(G) do grafo subjacente G, quando G é planar.
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Tabela 3.1: x,(P)x Cintura

’ 9(Q) ‘ Xo(G) ‘ Referéncia/Comentario ‘
S12[ =5 9], [35] (usto)
>11 | 5<x, <6 [35], [34]
ST [ 52, <7 351, [6]
>6 | 5<x, <11 35], [8]
>5 | 5<x, <16 [35], [32]
>4 |11 < xo <47 33], [7]
>3 |18 <x, <80 30], [37]

3.1 Limite superior para grafos planares

Um problema em aberto é determinar se 80 cores é um limite justo para coloragao
orientada de grafos planares. Na demonstracao de que Xo(ﬁ) < 80 sao usados dois
resultados importantes que enunciamos a seguir. O primeiro resultado afirma que o

numero cromatico aciclico para grafos planares é igual a 5.
Teorema 3.1 (Borodin E]) Se G é um grafo planar entio x,(G) < 5.

Observamos que o limite de Borodin é justo. De fato, seja K5 o grafo completo
com cinco vértices e e € E(K5). Veja na Figura que Ks\{e} tem uma 4-
coloragao aciclica, e K5\{e} ndo tem uma 3-coloragao aciclica pois x(K5\{e}) = 4.
Assim, x,(K5\{e}) = 4. Como qualquer grafo planar G com 5 vértices é um subgrafo
de K5\{e}, temos que x,(G) < 4 Na Figura [3.1(b)] temos um grafo planar G com

Xa(G) =5 e 0 menor nimero de vértices possivel |V (G)| = 6.

A &

a) Ks\{e}

Figura 3.1: Uma coloragao aciclica para (a) K5\{e}, e (b) grafo G com x,(G) = 5.

O segundo resultado assegura que existe uma 4-coloracao orientada para uma
floresta orientada F' gerada a partir de uma 2-coloracao aciclica para uma floresta
F.

Lema 3.2 (Raspaud e Sopena @]) Seja F' uma floresta, ¢ uma 2-coloracao de

F usando as cores i e j, (i < j), e F qualquer orientacdao de F'. Entao existe uma
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4-coloragio orientada f de F usando as cores (f1(x), f2(x)) € {i,j} x {0,1} tal que
para qualquer vértice v em F, fH(x) = c(x).

Na demonstracgao do Lema a coloragao orientada f pode ser obtida da 2-
coloracio ¢ usando uma regra simples. Seja xy € E(F) entao f(z) = (c(z),a),
fy) = (c(y), B), com o = 3, se e somente se ¢(z) < c(y), onde «, 5 € {0,1}. Assim,
toda floresta orientada tem um homomorfismo no grafo orientado apresentado na

Figura B2l onde i < j.

(4,0)  (5,0) @1 (1)

Figura 3.2: Grafo de cor para florestas apresentado no Lema B.2]

Na Figura oferecemos um exemplo para a regra criada na demonstracao do
Lema 3.2 Na Figura 3.3(a)| temos uma 2-coloracao (aciclica) ¢ para a floresta F', e
na Figura[3:3(b)| temos uma 4-coloracdo orientada para a floresta orientada F obtida

de c.

1 1
/.\. 2 2
2 2 2

1 1 1

(a) F

Figura 3.3: (a) 2-coloracio para a Floresta F' e (b) 4-coloracio orientada para F.

O Teorema [3.3] estabelece o limite superior atual para o niimero cromético orien-
tado de grafos planares. Outros limites superiores mais baixos foram estabelecidos

quando considerado a cintura dos grafos planares, veja Tabela [3.1]

Teorema 3.3 (Raspaud e Sopena @]) Se G = (V,A) é um grafo orientado
cujo grafo subjacente G = (V, E) tem uma k-colorag¢ao aciclica, entdo G tem uma

coloracao orientada usando no mdzimo k x 2¥=1 cores.

Demonstracao. Seja G = (V, E) um grafo, V1,...,Vj as k classes de cores de V em
uma coloracao aciclica, e seja G uma orientacao de G. Por hipétese, F; ; = G V;uVj]
¢ uma floresta, para i,j € {1,2,...,k} e i # j (o subgrafo orientado induzido por
ViuV;). Como F; j e Fj,; denotam a mesma floresta, o nimero de florestas diferentes

é k(k — 1)/2. Note que cada vértice colorido com a cor i pertence a exatamente

21



k — 1 florestas F;; distintas. Pelo Lema 3.2 segue que F;; tem uma 4-coloracao

orientada f; ; = f;,, satisfazendo que para qualquer z € V; (resp. Vj), llj(x) =1

(resp. j). Para cada x € V existe i € {1,2,...,k} tal que = € V; e = pertence a
(k—1) florestas F;;, j € {1,2,...,k}, i # j.

A coloracao orientada ¢ de G é dada por

o) = (4, fle(x), e >fi2,ik,1($))a (3.1)

onde {i1,... i1} é o conjunto {1,... k}\{i}, com i; < iy < ... < ix_1 e onde
2
1,7
loracao aciclica, os vértices adjacentes recebem cores diferentes e a primeira condigao

(x) € {0,1} denota a segunda componente de f; j(x). Desde que f é uma co-

da coloracao orientada é satisfeita.

Falta demonstrar a segunda condicao. Por contradicao, suponha que existem
quatro vértices z,y,z,t € V(G) tal que zy, 2t € A(G) com ¢(z) = ¢(t) e d(y) =
¢(z). Pela definigao de ¢ temos que z,t (resp. y,z) estdo na mesma classe de cor

Vi (resp. V;). Consequentemente,

gb(?/) - ¢(Z) = (27 fj2,j1 (y)7 L] f]‘%jk_l(y))'

Além disso, xy e zt pertencem a mesma floresta F; ;. Mas pelo Lema B2 f; ; ¢ uma
coloracao orientada, uma contradicao.

Portanto o nimero de cores de ¢ é no maximo k x 2F71. 0

—

Assim, o limite superior y,(P) < 80 para o nimero cromético orientado de grafos
planares é definido pelos Teoremas B.1] e O enunciado da Proposicao B4 pode
ser encontrada em [18] e em ], embora nao haja uma demonstracao para a mesma

nos artigos. Portanto, apresentamos a seguir uma prova para a proposicao.

Proposicao 3.4 Toda Floresta orientada F admite um homomorfismo h no ciclo

direcionado 53, assim Xo(ﬁ) < 3.

Demonstracao. Se cada componente conexa de um dado grafo orientado G, tem ho-
momorfismo em um unico grafo orientado ég, entdo G, também tem homomorfismo
em Go. Assim, basta demonstrar que toda arvore T admite um homomorfismo A no
ciclo direcionado C da Figura B4

A demonstracao pode ser feita por indugao no nimero de vértices n da arvore.

—

Paran = 1 e v € V(T), podemos mapear v em qualquer vértice 1,2,3 do ciclo
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direcionado Cs. Paran = 2 e uv € A(T), faca h(u) = 1 e h(v) = 2, ou h(u) = 2 ¢
h(v) =3, ou h(u) =3 e h(v) = 1.

Quando n > 2, suponha que T admite um homomorfismo no ciclo direcionado
Cs. Seja v é uma folha de T. A drvore T —v tem n — 1 vértices, entao por hipdtese
T — v admite um homomorfismo h no ciclo direcionado C’},. Retorne v em T' — v,

seja u o vizinho de v, h(u) € {1,2,3} e v pode ser mapeado em um vértice de Cs.
U

O grafo de cor para uma 3-coloragao orientada de uma floresta orientada é o

ciclo direcionado com 3 vértices apresentado na Figura [3.4]

¢ .o

1 2 3

Figura 3.4: Ciclo direcionado com 3 vértices.

Pela ProposicaoB.4lsabemos que uma floresta admite uma 3-coloracao orientada.
Na demonstracao do Teorema B.3, de que XO(73) < 80, é usado uma 4-coloracao

orientada para florestas. Assim uma pergunta natural que nés nao respondemos é:

Pergunta 3.5 Utilizando uma 3-coloracao orientada para florestas é possivel me-

lhorar este limite?

3.2 Limite inferior para grafos planares

Uma maneira de estabelecer um limite inferior para o nimero cromatico orientado
de uma classe (,7, consiste em identificar um grafo orientado G pertencente a (?, tal
que xo(G) = k ¢ assim yo(C) > k.

Seja G = (V,A) um grafo orientado e z,y € V(G). Se existe um caminho
direcionado de comprimento maximo 2 entre x e y, entao x e y tem cores distintas
em uma coloracao orientada. Utilizando este fato, Sopena [39] descreve um primeiro
limite inferior para os grafos planares. A seguir apresentamos a construgao necessaria

para obtencao desse limite.

3.2.1 Borboletas

Considere GG; um grafo orientado com um tnico vértice (grafo trivial), e G;, 2 < i, 0
grafo orientado obtido de duas cépias disjuntas de (G;_; mais um vértice adicional x;

tal que z; é incidente a todo vértice da segunda copia e é incidido por todo vértice
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da primeira cépia, note que ‘V(éz)| = 21 — 1. Denotamos G; por Byi_; a borboleta
de ordem 2¢ — 1. Na Figura apresentamos as borboletas Byi_q, © = 1,...,5.
Por construcao, existe um caminho direcionado de comprimento maximo 2 entre
quaisquer dois vértices z,y € Boi_y. Logo, por definigao, x,(Bai_1) = |V (Bayi_1)| =
28— 1.

U3

V2

V1

Figura 3.5: Grafos éi, i1=1,....,5,

(@)

o)

=
=

I
=

Q.

Note, pela Figural33l que parai € {1,2,3,4} os grafos G pertencem a P. Como
Xo(é4) = 15, temos um primeiro limite inferior para a classe dos grafos planares,
Xo(ﬁ) > 15. Sopena ], em 2002, demonstrou que yo(P) > 16 e Marshall B
em 2007, melhorou este resultado obtendo que Xo(ﬁ) > 17. Ambos resultados
usam o fato de que Xo(ﬁ) = Xu(ﬁ>7 obtido pela Proposicao [Tl e estabelecem tais
limites a partir de restrigoes no P-limite. Ainda pela Proposicao [Tl e o artigo de
Marshall @], sabemos que existe um grafo planar G tal que Xo(é) = 17, porém
este grafo nunca foi exibido pois a demonstracao nao ¢ construtiva.

Nosso interesse é investigar tais limites, tentando exibir um grafo planar que

alcance 16 ou 17 cores, e também contribuir para a demonstracao de Sopena ] de
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que X0(73) > 16. Primeiro refinamos a estrutura do grafo Bis obtendo um P-limite

com maior nimero de arcos, porém ainda com 15 cores. Depois mostramos um

—

pequeno equivoco cometido em [42] para estabelecer que x,(P) > 16. Na busca do
estabelecimento desta afirmacao, Sopena [42] usou o Teorema B8 onde substituindo

o valor de n por 1, temos que: Nao existe um torneio com 15 vértices tal que o
conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices, o conjunto dos
sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em comum e o conjunto
dos sucessores de cada trés vértices tem pelo menos 1 vértices em comum. Sopena
demonstrou que se U é um P-limite minimal com 15 vértices, entao U é um torneio
onde o conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices e o conjunto
dos sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em comum. Assim,
para concluir que nao existe U com 15 vértices, faltava verificar que o conjunto dos
sucessores de cada trés vértices tem pelo menos 1 vértices em comum, neste ponto

ocorre uma lacuna na demonstracao do Lema [B.13] que nao conseguimos corrigir.

Refinamento do Grafo Bi;

Sopena dﬂ] e Marshall @] estabeleceram, respectivamente, os limites inferiores

Xo(P) > 16 e xo(P) > 17, porém ambos nao apresentaram um grafo planar orientado
G alcancando estes limites. Na tentativa de encontrar um grafo planar orientado G
com X,(G) > 15, construimos a partir de Bz o grafo planar orientado Bz, = (V, A)
mais robusto com relacao ao nimero de vértices e arcos. Nosso grafo B3, tem um

conjunto com 75 vértices:

6 14
V= U{Ui,h Vi 2, Vi 3, Vi, Vis, Vi, Vit U {us}t U U{Ui,h V3,2, V33, Vi, Vis, Vi Vi7 }-
i=1 i=9

Onde os vértices v;11,1 € v; 7 representam o mesmo vértice. O conjunto de arcos ¢

definido por:

6

A= U {{vi Vi1, V1045 V32V, V3416, Viavig € {1,2,3,4,5,6} U
i=1

{Ui,7vi,17 Ui,ﬁvi,'?} U {vi,jv& VgV 0 - (RS {17 2a 37 47 57 6}7.] € {1a 2a 37 47 57 6a 7}a
ke {1,2,3,4,5,6},1 € {9,10,11,12,13, 14,15} }U

14

U {{Ui,jvi,j+1>Uz‘,lvi,élaUi,?'UiA:'Ui,4vi,6:vi,4vi,7a S {1, 2,3,4,5, 6}}U
i=9

{%’,7%’,1, Ui,6vz’,7}} :
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Seja U = {v11,...,071, Us,Vg1,...,0151} um subconjunto de V(Bi;) entao o
subgrafo induzido Bi;[U| é isomorfo ao grafo Bjs. Apresentamos nosso grafo na
Figura [3.6

V7.1

V1,1 V9 1

Figura 3.6: Grafo planar orientado B35 com x, = 15, |V| =75 e |E| = 216.

Teorema 3.6 B7; tem uma 15-coloragao orientada e o grafo de cor C para B35 tem
22 arcos a mais que o grafo de cor para Bis. Além disso, sejam os conjuntos de
vértices C, = {1,2,...,8} and Cy = {8,9,...,15}, os subgrafos induzidos C[C1] e

—

C[Cy] sao torneios.

Demonstracao. Da construcao de Sopena sabemos que Bis tem uma 15-coloracao
orientada ¢, assumimos que c(v;1) = @ e c(vg) = 8, v1,v8 € V(Bh),i = 1,...,7,

9,...,15. Mostramos como essa coloragao deve ser estendida a fim de colorir B3.
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Procedemos analisando a extensao das cores para cada conjunto {v; 1, v;2, Vi3, Vi,
Vis, Vig, Vi y de vértices, ¢ = 1,...,6. Na demonstracdo, usamos N; — N,
N1, Ny € N, para denotar que existe um arco NiN, entre as cores N; e Ny no grafo

de cor de Bz;.

Item 1 Sabemos que c¢(vy4) # 6 € c(v46) # 6, desde que 5 — 6 e ¢(vy7) = ¢(vs1) =
5, € VgaUs7,Vs6vs7 € A Além disso, c(vaa) # 1 e c(vga) # 1, c(va2) # 2
e c(vyq) # 2, e c(vg2) # 3 e c(vga) # 3, desde que 1 — 4,2 — 4,3 — 4,

c(vg1) =4, € vg1V44, V41042 € A. Consequentemente, c(vyy) = T7.

Como vg 4045, V44016 € Ae 1l =7, c(vyp) # 1 # c(vye). Portanto, c(vy3) = 1.

Como 2 — 3, temos que ¢(vy5) = 2, € c(vs6) = 3. Finalmente, ¢(v42) = 6.

Note que, o homomorfismo original de By5 define somente a relagao mostrada
na Figura [3.7] sobre as cores 1,2,3,4,5,6,7.

@@o

2 3 4 5 6 7

Figura 3.7: Relacao entre as cores de 1,2,3,4,5,6,7 para Bs.

Apresentamos na Figura a relagao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 para o

grafo de cor de B, obtemos essa relacao apés a andlise do Item 1.

Figura 3.8: Relagao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 apds o Item 1.

Item 2 Como vs4v37, 036037 € A, c¢(vs7) = 4,4 — 5,4 — 6 e4d — 7, entdo
c(vsa) # 5 e c(vgg) # 5, c(vsa) # 6 € c(vsg) # 6, e c(vga) # 7 e c(vsg) # 7.
Como 2 — 3, c(vs1) = 3, e v31v34 € A temos que c(vs4) # 2, e entao
c(vs4) = 1. Desde que v39v54,v33034 € A, 1 — 7 e c(usy) = 1, temos que

c(vss) # 7 e c(vgn) # 7. Como 5 — 6 temos que ¢(vs2) =5, c¢(vs3) =6, e

c(vs5) = 7. Finalmente, c(vs ) = 2.

Apresentamos na Figura a relacao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 para o

grafo de cor de B, obtemos essa relacao apds a andlise do Item 2.

Figura 3.9: Relagao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 apds o Item 2.
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Item 3 Como vy 4017, 016017 € A, c(v17) =2,2 — 3,2 — 4, entdo 3 # c(v14) # 4
e 3 # c(vg) #4. Comob —1e6 — 1, v11014,0110120 € A, entdo c(vy o) #
5 # c(v14) € c(v12) # 6 # c(v14). Consequentemente, c(vy4) = 7. Desde que
V14V 5, 014016 € A, 4 — T e 6 — 7, entao 4 # c(vys) # 6 ¢ 4 # c(v16) # 6.
Como 5 — 6, temos que ¢(v12) =4 e ¢(v13) =6. Como 3 — 5, ¢(v15) =3 ¢
c(v16) = 5.

Apresentamos na Figura 3.10] a relacao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 para o

grafo de cor de B35, obtemos essa relacao apés a andlise do Item 3.

Figura 3.10: Relacao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 apds o Item 3.

Item 4 Desde que vg4v67, V66067 € A, c(vgr) = 7, 7 — 2, 7 — 3, entdo 2 #
c(vea) #3 e 27 c(uvgg) # 3. Como4d —6eb— 6, v61U64, V61062 € A, entao
c(vea) # 4 # c(vea) € c(vs2) # 5 # c(vea). Assim, c(vgs) = 1. Desde que
V6 4V65, Ve aVss € A, c(vga) = 1,3 = 1eb — 1, entdo c(ves) # 3 # c(vgp)
e c(vgp) # 5 # c(vgg). Como 3 — 5 e 2 — 4, entao c(vs2) = 3, c(vgs) =5,

c(ves) =2 e c(vgp) = 4.

Apresentamos na Figura 3.1l a relagdo entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 para o

grafo de cor de B35, obtemos essa relacao apés a andlise do Item 4.

Figura 3.11: Relacao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 apds o Item 4.

Item 5 Como v5 4057, V56057 € A, c(v57) =6,6 — 1,6 — 7, entdo 1 # c(vs4) # 7
el c(vgs) # 7. Como 3 —5ed — 5, U51054,051U52 € A, entao c(vss) #
3 # c(vsa) € c(vsa) # 4 # c(vs4). Consequentemente, ¢(vs4) = 2. Desde que
Vs 4U5.5, Vs aVs6 € A, c(v54) =2, 1 = 2 e 7 — 2, entao c(vs5) # 1 # c(vsp)
e c(vsp) # 7 # c(usg). Como 1 — 7e3 — 4, entdo c(vs2) =1, c(vs3) =7,

C(’U5,5> =3Je C<U5’6) =4.

Apresentamos na Figura B.12] a relacao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 para o

grafo de cor de B, obtemos essa relacao apds a andlise do Item 5.

. ~ s 14
Fazendo as mesmas con&deragoes para os vertices () U Ui:g{viJJ Ui 2,Vi3,Vi4,Vi5,

Vi, Vi7}, obtemos o resultado desejado. 0]
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Figura 3.12: Relacao entre as cores 1,2,3,4,5,6,7 apds o Item 5.

Do resultado anterior, obtemos um grafo de cor com 15 vértices para os grafos
planares, no qual conhecemos todas as restricoes entre as cores de 1 a 8 e entre
as cores de 8 a 15. Usando a construgao definida na demonstracao do Lema B.I1]
podemos criar as restri¢oes entre os conjuntos de cores A = {1,2,3,4,5,6,7} e
B ={9,10,11,12,13,14,15}. Até o momento nao conseguimos fixar tais restrigoes

e apresentar o torneio de cor com 15 vértices para os grafos planares.

Pergunta 3.7 A exploracao da construgao de tal torneio pode facilitar a obtencdo

de um grafo orientado planar G com Xo(é) > 167

—

3.2.2 Uma lacuna na determinacgao de x,(P) > 16 por Sopena

—

Na busca para estabelecer x,(P) > 16, Sopena dﬂ] usou o Teorema [3.8 onde substi-
tuindo o valor de n por 1, temos que: Nao existe um torneio com 15 vértices tal que
o conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices, o conjunto dos
sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em comum e o conjunto
dos sucessores de cada trés vértices tem pelo menos 1 vértices em comum. Como
Xo(Bi1s) = 15 (veja Bis na Figura (d)), entdo um P-limite tem pelo menos 15
vértices. No restante desta secao vamos usar U para denotar o P-limite minimal.
Sopena demonstrou que se U tem 15 vértices, entdao U é um torneio, pelo LemaBITlo
conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 7 vértices, e pelo Lema B.12]
o conjunto dos sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 3 vértices em co-
mum. Assim, para concluir que nao existe U com 15 vértices, faltava verificar que o
conjunto dos sucessores de cada trés vértices tem pelo menos 1 vértices em comum,

neste ponto ocorre uma lacuna na demonstragao do Lema [3.13]

Teorema 3.8 (Brown e Reid ]) Nao eziste um torneio com 8n + T vértices
tal que o conjunto dos sucessores de cada vértice tem pelo menos 4n + 3 vértices,
o conjunto dos sucessores de cada dois vértices tem pelo menos 2n + 1 vértices em
comum e o conjunto dos sucessores de cada trés vértices tem pelo menos n vértices

em comum.

Vamos analizar a lacuna na demonstracao do Lema B.I3 de Sopena. Primeiro,

vamos transcrever alguns resultados preliminares do artigo [42].
Teorema 3.9 (Sopena ]) Xo(P) > 16.
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A demonstracao do Teorema [3.9serd feita ao longo desta se¢ao. Seja G um grafo
orientado e = € V(é), denotamos o subgrafo de G induzido pelos sucessores de x

por Fg(x), e o subgrafo de G induzido pelos predecessores de z por I’é(w)

Lema 3.10 (Sopena dﬂ]) Existe um grafo planar orientado P* tal que para todo
homomorfismo ¢ : P* — U e todo arco wv € E(U) existe um arco xy € E(P*) tal

que p(x) =u e p(y) = v.

Esquema da demonstragao. Como U é minimal, existe um grafo planar orientado
P, tal que todo homomorfismo de P, para Uusaw € F ([7 ). P* é obtido pegando
uma cépia de P,, para cada uwv € E(U) e identificando um vértice de cada um
deles em um tnico vértice. Veja um exemplo na Figure [L.§ P é planar e cada

homomorfismo de P* em U tem que utilizar todos os arcos de U. U]

Lema 3.11 (Sopena dﬂ]) Para todo vértice u € V(U), |V(F5(u))| > T e
V(I5(w) =7

FEsquema da demonstragao. Seja P*o grafo orientado obtido do Lema BI0 e B; a
borboleta de ordem 7. Obtemos um grafo planar orientado P de P* pela adicao
de duas cépias de B; para cada vértice x € V(P*) com arcos de x para cada
vértice da primeira cépia e arcos de cada vértice da segunda coépia para x. Cada
homomorfismo de P em U tem que usar cada vértice de U e como Xo(B7) =17, isto

finaliza a demonstracao. 0]

Como consequéncia do Lema BTIl em particular, se U é um grafo orientado com
15 vértices entao U é um torneiro e cada vértice u € V(U) tem 7 predecessores e 7

Sucessores.

Lema 3.12 (Sopena dﬂ]) Se U é um torneio com 15 vértices, entdo para cada
arco uwv € A(U), e para cada X € {FE(U),F&(U)}, Y € {F—UL—(U),F[}(’U)}, V(X N
Y)| > 3. Além disso, se |V(XNY)| =3 entao o subgrafo XNY € o ciclo direcionado

com 3 vértices.

Pelo Lema [B.12] se U é um torneio com 15 vértices entdo para quaisquer dois
At 7 + + + - -
vértices u,v € V(U), um dos quatro subgrafos I';(u) I'%(v), I (w)NI5(v), Ta(w)n
Fg(v) e I'-(u)NI';(v) tem exatamente 4 vértices, enquanto cada um dos outros trés
subgrafos é um ciclo direcionado com trés vértices.

A seguir, transcrevemos e discutimos a lacuna na demonstracao do Lema B.13]

Lema 3.13 (Sopena ]) Se U ¢ um torneio com 15 vértices entdo quaisquer 3

—

vértices u,v,w € V(U) tem um sucessor em comum.
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Demonstracao. Sao dois casos a considerar dependendo se u, v, w induzem um tor-
neio transitivo ou um ciclo direcionado.

Caso 1: wu,v,w induzem um torneio transitivo. Sem perda de generalidade,
assuma que uv, uw,vw € A(U). Se I'(u) N TS (v) é o ciclo direcionado com 3
vértices, Lema [3.12] como w € V(Fg(u) N Fg(v)) entao o sucessor de w neste ciclo
¢ um sucessor de u e v. Suponha agora que Fg(u) N FE(U) tem 4 vértices. Se w
tem um sucessor em FE (u)N FJUS(U) entao este sucessor é novamente um sucessor de
w e v. Se w nao tem sucessor em Fg(u) N Fg(v), vamos contar os predecessores de
w em U. Sabemos que w tem 3 predecessores em Fg(u) N Fg(v), 3 predecessores
em I'-(u) NI';(w), e incluindo u e v, dao 8 predecessores. Uma contradigao com o
Lema [B.17]

Caso 2: wu,v,w induzem um ciclo direcionado. Assuma por contradicao que
u,v,w ndo tem sucessor comum em U. Na Figura representamos a estru-

tura do grafo U, esta estrutura sera utilizada para mostrar uma contradi¢cao com o

Lema B.1T1

Figura 3.13: A estrutura do grafo orientado U.

Os conjuntos V(I';(u) N Fg(v)z, V&Fg(v)qﬂ IL(w)) e V(I'5(w) NI (u))) serdo
denotados, respectivamente, por U,,, Uy, € Uy,. Estes 3 conjuntos sao disjuntos,
senao os vértices entre wu, v, w teriam um sucessor em comum. Pelo Lema 0s
conjuntos (Zw, ﬁvw, ﬁwu contém no minimo 3 vértices e, por hipétese, w é um
sucessor de ﬁuv, u € um sucessor de (jvw e v € um sucessor de [jwu.

Pela estrutura do grafo U , 0s sucessores do vértice u sao os vértices dos conjuntos
ﬁuv e ﬁwu, bem como o vértice v. Desta forma, [jw e [jwu contém exatamente 3

vértices cada, sendao haveria uma contradi¢ao com o Lema B.I1l Seguindo o mesmo
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caminho, mas usando os sucessores de v ou de w, o terceiro conjunto [jvw também
contém exatamente 3 vértices. Pelo Lema B12, cada um destes 3 conjuntos induz
um ciclo direcionado com 3 vértices. Seja entao ﬁuv o ciclo direcionado ajasas, ﬁvw
o ciclo direcionado b;bybs e ﬁwu o ciclo direcionado cjcacs. Os 3 vértices restantes
no grafo U serdo denotados por tq, to e t3. Desde que u, v e w ja tém 7 sucessores,
os vértices ty, ty e t3 sao necessariamente predecessores de u, v e w, caso contrario
haveria uma contradicdo com o Lema B.TT]

Finalmente, pelo Lema BI2] deve existir no minimo 3 sucessores comuns entre
u e qualquer a;, 1 <1i < 3. Um deles é a;11( mod 3) e ha pelo menos dois outros
necessariamente ao longo de ﬁwu. A lacuna ocorre neste ponto, quando Sopena
conta os sucessores comuns de u e qualquer ¢;, 1 <7 < 3, considerando que cada c¢;
tem pelo menos dois sucessores em ﬁuv. Entao o ntmero de arcos entre ﬁuv e ﬁwu
¢é pelo menos 12, chegando a uma contradicao desde que cada um destes conjuntos

tém somente 3 vértices. O

A lacuna na demonstracao anterior esta no fato de que u e qualquer ¢; podem ter
apenas um sucessor em Uye. Pelo Lema BI2, devem existir no minimo 3 sucessores
comuns entre u e qualquer ¢;, 1 < ¢ < 3. Um deles é ¢;11( mod 3), outro é o
vértice v que nao foi contado na demonstracao anterior, e necessariamente existe

pelo menos outro vértice no conjunto U,,. Assim o numero de arcos entre Uy, e

Uy deve ser 9. Agora vamos continuar com a construcao do grafo U.

Vamos considerar a demonstracao anterior até o tultimo paragrafo. Vamos adici-
onar mais algumas arestas para o grafo U a partir das propriedades ja conhecidas.
Pelo Lema BI2] existem pelo menos 3 sucessores comuns entre cada dois vértices
em V(U).

Considerando os sucessores comuns de u e qualquer a;, 1 < ¢ < 3, um deles
é a;11( mod 3) e os outros dois estao necessariamente em Uwu. Considerando os
sucessores comuns entre u e qualquer ¢;, 1 <14 < 3, um deles é ¢;;1( mod 3), outro
é o vértice v e existe um ultimo vértice em ﬁuv.

Considerando os sucessores comuns de w e qualquer ¢;, 1 < i < 3, um deles
¢ ¢;+1( mod 3) e os outros dois estdo necessariamente em ﬁvw. Considerando os
sucessores comuns entre w e qualquer b;, 1 <7 < 3, um deles é b;,1( mod 3), outro
é o vértice u e existe um ultimo vértice em U,,.

Agora considerando os sucessores comuns de v e qualquer a;, 1 < 7 < 3, um
deles é a;11( mod 3), outro é o vértice w e existe um ultimo vértice em (jvw. Agora
considerando os sucessores comuns de v e qualquer b;, 1 < ¢ < 3, um deles ¢
bi+1( mod 3) e os outros dois estao necessariamente em ﬁuv. Apresentamos o grafo

U acrescentado dos arcos descritos na Figura B 14 Note que, cada um arco que
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comega em um conjunto (conjunto de saida) e fim em outro conjunto (conjunto de
entrada), representa que todos os vértices do conjunto de saida tém um arco para

algum vértice do conjunto de entrada.

Figura 3.14: A estrutura corrente do grafo U.

Denominamos por 7" o conjunto dos vértices tq,9,t3. Note que, nao pode ser
adicionado mais arcos entre os vértices u, v, w, a;, b; e ¢;, 1 <1 < 3.

Como cada vértice a;, b; e ¢;, 1 <1 < 3, tem somente cinco sucessores e pelo
Lema 3.1 deve ter sete, entao existem mais dois sucessores em 1" para cada a;, b; e
¢;. Assim os predecessores de cada t;, 1 <7 < 3, estao completos.

Como cada t;, 1 < i < 3, ja tem quatro sucessores (u, v, w e t;11) e pelo
Lema B.I1] deve ter sete sucessores, ainda faltam trés sucessores. Cada vértice t;,
1 < < 3, tem um sucessor em comum com o vértice u (resp. v e w), que é v (resp.
w e u). Como cada vértice t;, 1 <i < 3, deve ter mais dois sucessores comuns com
cada um dos vértices u, v e w, entao cada t; tem um sucessor em U,,, um em U,
e um em U,,. Assim, os sucessores de cada t;, 1 < i < 3, estao completos e além
disso t; tem trés sucessores em comum com cada um dos vértices u, v e w.

Os predecessores comuns de u e v sao ty, ty e t3, portanto pelo Lema B.12 o
subgrafo induzido U [T] é o ciclo direcionado com trés vértices. Assim, concluimos
a construcao do grafo U com respeito aos Lemas B.I1] e B12 Apresentamos a
estrutura corrente do grafo U acrescentado dos arcos descritos na Figura B.I3
Assim nds nao conseguimos chegar a uma contradigao e o resultado de Sopena nao

esta corretamente demonstrado.
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Figura 3.15: A estrutura corrente do grafo U.

Apesar dessa lacuna, Marshall @] em 2007 demonstrou que cada P-limite tem
grau maximo pelo menos 16, assim x,(P) > 17. O resultado de Marshall @]
continua valido, pois nao usa yo(P) > 16 de Sopena [42]. Além disso, a idéia de
Sopena ] de limitar o nimero cromatico orientado de grafos planares pelo seu
ﬁ—limite, veja Proposicao [LT], foi amplamente utilizada em outros artigos incluindo

o resultado de Marshall [30].

3.3 Uma caracteristica para o limite homomorfico

de grafos planares e de grafos cubicos

Nesta secao apresentamos o torneio K, U (Figura[3.16]), o tinico torneio com 5 vértices
que contém como subgrafo todos os torneios com 4 vértices. O torneio K g deve ser
subgrafo de todo limite homomérfico para os grafos planares e para os grafos ciibicos,
veja Teorema B.I8l Relembramos que P ¢ a classe dos grafos planares orientados,
e vamos denotar C a classe dos grafos cubicos orientados. Primeiro demonstramos

que todo torneio com 4 vértices tem homomorfismo em KY.

Lema 3.14 Todo torneio com 4 vértices tem pelo menos um homomorfismo f em
KV da Figura 310,

Demonstragao. Existem apenas 4 torneios com 4 vértices livres de isomorfismo M],

apresentamos estes torneios na Figura3.I7l A Tabela[3.2lcontém um homomorfismo
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D 1

Figura 3.16: KV.

f V(l?i) — V(}?E)U), i =1,2,3,4, entre os vértices de cada grafo da FiguraBI7 e

os vértices de KY da Figura B0 Assim, concluimos que todos os torneios com 4

Tabela 3.2: Resultado da fungdo f(v;), onde v; € V(K1), para j = 1,2,3, 4.

| | K3 R3] RS [ AT
flo)=1] 1 | 5| 3 | 2
floa)=1] 4 | 1 | 4 ] 5
flus) =1 5 | 2 | 2 1
fluo)=1] 3 | 4] 5| 3
vértices tém pelo menos um homomorfismo em K, g O
U o

K, Kj K K
Figura 3.17: Todos os torneio com 4 vértices livres de isomorfismo.

Sabemos do Lema [B.I4] que todo torneio com 4 vértices tem uma K Y_coloracao
orientada. Assim, todo grafo que tem uma 4-coloragao orientada também tem uma
K Y_coloragao orientada. Observamos que as fungoes de homomoérfismo contidas na
Tabela B2l também representam que os torneios com 4 vértices sao subgrafos de K .
Agora, demonstramos que K Y ¢ o tinico torneio com 5 vértices que contém todos os

torneios com 4 vértices como subgrafo.
Teorema 3.15 Todo P-limite e todo C-limite possui o torneio f(g como subgrafo.

Demonstracao. Segue do Lema BI4l que I?g contém todos os torneios com 4

vértices como subgrafo. Basta verificarmos que os outros torneios com 5 vértices
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nao contém algum torneio com 4 vértices como subgrafo. Apresentamos na
Figura todos os torneios com 5 vértices livres de isomorfismo, o nimero de
torneios com 5 vértices livres de isomorfismo pode ser encontrado nos Livros de
Gross e Yellen dﬂ] e de Harary e Palmer dﬂ] Para cada torneio Kf, i =1,...,12,
Figura B8, apresentamos um torneio com 4 vértices que nao é subgrafo de I?g
Para i € {1,2,4,8} os torneios l?g da Figura nao contém como subgrafo o
torneio K* da Figura BI7 Para i € {3,5,9} os torneios K! da Figura BIS nao
contém como subgrafo o torneio K% da FiguraBI7 O torneio K¢ da Figura [3.18(f)]
nao contém como subgrafo o torneio I?f da Figura BI7 Para i € {10,11,12} os
torneios K ¢ da Figura BI8 nao contém como subgrafo o torneio K + da Figura 317

O torneio K7 da Figura [B.18(g)| ¢ o grafo K. O
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(j) K3° (k) K3! (1) K32

Figura 3.18: Todos os torneios com 5 vértices livres de isomorfismo.
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Capitulo 4

Limites para o nimero cromatico
orientado da uniao disjunta de

grafos

Neste capitulo, estudamos alguns limites para o nimero cromatico orientado da
uniao disjunta de algumas classes de grafos. Na primeira secao apresentamos a
classe dos grafos cujo nimero cromatico orientado é menor ou igual a 3 ] Por
ultimo, abordamos alguns de nossos resultados obtidos sobre a uniao disjunta de

algumas classes de grafos [13, [14].

4.1 A classe CN;

Dado um inteiro positivo k, denotamos por CN, a classe dos grafos G tal que x,(G) <
k. Podemos decidir em tempo polinomial se um grafo pertence a CN3 Q enquanto
é NP-completo decidir se um grafo pertence a CN}, para todo k > 4 El_g, Ifg, IE]
Em ] nés demonstramos que decidir se um grafo pertence a CNy é NP-completo
mesmo quando restrito a grafos orientados aciclicos, planares, bipartidos com grau
no méximo 3. Porém uma caracterizacao para os grafos em CN3 nao era conhecida.

Nesta se¢ao, apresentamos uma caracterizagao para a classe CN3 = {G; x,(G) < 3}

, ] Um grafo G € CNj se e somente se:
e Quando G for conexo, G é um K3 ou uma arvore;

e Quando G for desconexo, GG é uma floresta ou K3 U S, onde S é uma floresta

de estrelas.

Primeiro, consideramos o caso onde o grafo G é conexo.

Lema 4.1 (@]) Se Cs € o ciclo com 5 vértices, entdo x,(Cs) = b.
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Demonstracao. Seja 65 o ciclo direcionado obtido de (5, em outras palavras,
A((i) = {vov1, v1V2, VoV3, V3Ug, V40 } (Figura @2l (a)). Para quaisquer dois vértices
v, V5 € V(C%), existe um caminho de tamanho no méaximo 2 iniciando em v; e ter-
minando em v; ou iniciando em v; e terminando em v;, v; # v;. Pela definicao
de k-coloragao orientada, a cor de v; é diferente da cor de v;, Vi, j € {0,1,2,3,4}.
Assim, xo(C5) > xolGi) = 5.

Reciprocamente, C5 tem somente cinco vértices, entao y,(Cs) < 5. O

Sopena @] provou que se G é um grafo com grau maximo 2, entao x,(G) <5 e

apresentou o torneio de Paley com 5 vértices (Figura [4.]) como grafo de cor.

1

Figura 4.1: Torneio de Paley com 5 vértices.

Este fato nao implica que todo ciclo precisa de 5 cores em uma coloracao
orientada, apresentamos a seguir algumas configuragoes para os ciclos que proibem

estes de pertencerem a CN5.

U3I<:.‘."~ 7131;3;} Vgl
(2)Cs (b)ék (¢)Crp (d)Crpa

Figura 4.2: (a)Cs direcionado. (b), (c) e (d) respectivamente os casos 1, 2 e 3 do
Lema 2]

Lema 4.2 Seja G um grafo conexo |V| > 4. Se G contém Cj como subgrafo, com
k > 3, entio xo(G) > 4. Em particular, se G contém Cs como subgrafo, entdio
XO(G) > .

Demonstracao.
Seja G' um grafo conexo que contém C} como subgrafo, k£ > 3. Se G contém Cj

como subgrafo, entao pelo Lema 1l x,(G) > x,(Cs) = 5.
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Suponha que G contém C3 como subgrafo nds vértices u,v,w € V(G). Como
G é conexo, existe um vértice t ¢ {u,v,w} em V tal que t é adjacente a pelo
menos um vértice em {u,v,w}. Assuma que tu € E(G). Considere uma orientagao
G = (V,A) de G onde wv,vw,uw,tu € A(é), veja Figura Precisamos de 3
cores diferentes para os vértices u,v,w desde que u,v,w pertencem a C3. Como
existe um caminho de tamanho no méximo 2 de ¢ para cada vértice em {u,v,w}
pela defini¢ao da k-coloracao orientada, uma quarta cor adicional é necessaria para
t. Assim, x,(G) > 4.

Suponha que G nao contém C3 ou C5 como subgrafo e suponha por absurdo que
Xo(G) < 3. Vamos dividir o restante da demonstracao em 3 casos:

Caso 1: G contém Cj;, como subgrafo, k > 1.

Seja V(Cs) = {v1, va,..., vg}. Considere uma orientagao G para G onde
A(C_”gk) = {v1vy, VaUs3, . .., Usp_1U3k, U1U3k}. Seja ¢ uma 3-coloracao orientada para
G e assuma que c(vy) = 1, ¢(vy) = 2 e ¢(v3) = 3 (lembramos que devido as arestas
V109, VU3, a cor de qualquer par em {vy, va, v3} deve ser distinta).

Afirmagao 1: Afirmamos que se ¢(v;) = 1, c(vip1) = 2 e ¢(vi42) = 3 com i = 3¢+ 1,
¢ >0, e xo(G) < 3, entdo c(vigs) = 1, c(vips) = 2 e ¢(vizs) = 3 para todo
ge{l,....k—1}.

De fato, suponha que c¢(v;) = 1, c(vir1) = 2 e ¢(viy2) = 3. Como existem as
arestas v;U;11 € V11042, entao c(v;13) = 1. Novamente, devido as arestas v;1v;12 €
Vit2Uit3, temos que ¢(v;44) = 2. Finalmente v;, 20,43 € v;430;44 implica que ¢(v;15) =
3. Pela Afirmacao 1, temos que para todo ¢ € {1,...,k— 1}, ¢(v;) = 1, c(viz1) = 2,
e c(vi42) = 3. No entanto, quando g = k — 1 isto implica que ¢(vsx) = 3. Desde que
c(v1) = 1 e vyug, € A(G) temos uma contradigio porque a cor 3 do vértice vs incide
na cor 1 do vértice vy.

Caso 2: G contém (31 como subgrafo, k > 1.

Seja V(Csgy1) = {v1,v2, ..., U3k, v3rr1}. Considere uma orientagao G para G
onde A(63k+1) = {v1va, VoUs, ..., VskUsE11, Vskr1v1}. Pela afirmacdo 1 temos uma
contradicao porque a cor 1 do vértice vs,11 incide na cor 1 do vértice vy.

Caso 3: G contém (.o como subgrafo, & > 1.

Seja V(Csy2) = {v1, U2, ..., Usk, Usgyo}. Considere uma orientagao G para
G onde A(é3k;+]_) = {vivg, VaUs, ..., Uspi1Uskr2, Uskr2U1}. Usando novamente a
afirmacao 1 temos uma contradicao porque a cor 2 do vértice v, o incide na cor 1

do vértice vy e a cor 1 do vértice v; incide na cor 2 do vértice vs.

O

Teorema 4.3 Seja G um grafo conero. G € CN3 se e somente se, G ou é um Ks

ou uma drvore.
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Figura 4.3: Grafo G usado no Lema E2 onde x,(G) > 4.

Demonstracao. Seja G € CN3 um grafo conexo. Se G ¢ aciclico entao G é uma
arvore. Se (G nao ¢ aciclico, entao pelo Lema G nao pode ter 4 vértices, segue
que G = Kj3. Concluimos que G ou é K3 ou uma arvore. Suponha que G é K3 ou
G é uma arvore. Reciprocamente, se G é um K3 entao x,(G) = 3. Se G é uma
arvore, entao y,(G) = 3 pela Proposicao B4l Portanto G € CN5. O

Agora vamos considerar o caso onde GG ¢ um grafo desconexo.

Lema 4.4 Seja G um grafo com q componentes conexas Xy, Xo,..., Xy, ¢ > 2,
tal que para algum i, X; contém K3 como subgrafo, i € {1,...,q}. Se existe uma
componente X;, i # j, j € {1,...,q}, que contém K3 ou Py como subgrafo, entdo
Xo(G) = 4.

Demonstracao. Considere um grafo G com ¢ componentes conexas X1, Xo, ..., X,
g > 2. Suponha que exista uma componente X;, i € {1,2,...,q} tal que X; tem
K3 como subgrafo. Se existe uma componente X, i # j, j € {1,...,¢q}, tal que
X, contém K3 como subgrafo, obtemos um grafo orientado G de G com Xo(é) >4
da seguinte maneira: faga o subgrafo K3 da componente X; um torneio direcionado
e o subgrafo K3 da componente X, um torneio transitivo. Seja ¢ uma coloragao
orientada para G. Os vértices do subgrafo K3 da componente X;, tém 3 cores,
suponha as cores {1,2,3} com a propriedade de que nenhuma cor domina as outras
duas. Entao os vértices do K3 da componente X, tém que ser coloridos com uma
4% cor visto que uma cor domina as outras duas, portanto y,(G) > 4.

Agora, suponha que existe uma componente X; que contém P, como subgrafo.
No grafo orientado G obtido de (G, escolhemos a orientacao transitiva [?3 para o
subgrafo K3 da componente X; e o caminho direcionado P, para o subgrafo P, da
componente X;. Em uma coloracao qualquer de G assumimos que as cores 1, 2
e 3 sao atribuidas aos vértices de I?g da componente X;. Escolhemos a coloragao
orientada de Kj tal que o vértice com a cor 1 é a fonte e o vértice com a cor 2 é o
sumidouro. Vamos demonstrar que, uma 4¢ cor é requerida para colorir o subgrafo
P, da componente X;. Ao leitor sugerimos que siga a Figura .4l

Nos consideramos trés casos:
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Caso 1: (Atribuir a cor 1 para a fonte de ]34) Como o vértice com a cor 1 é
predecessor do vértice com a cor 2 na coloragao orientada de K 3, podemos atribuir
a cor 2 ao sucessor da fonte em Py. O vértice com cor 2 em K. 3 € o sumidouro, assim
nao podemos atribuir qualquer uma das cores 1, 2 ou 3 ao sucessor do vértice com a
cor 2 em Py. Uma quarta cor é necessdria na componente X;. Se a cor 3 ¢é atribuida
ao sucessor da fonte em ﬁ4. Podemos atribuir a cor 2 ao sucessor do vértice com a
cor 3 em ]34, mas novamente a cor 2 é atribuida ao vértice que nao é sumidouro em
]34 e uma quarta cor € requerida na componente X;.

Caso 2: (Atribuir a cor 2 a fonte de ]34) O vértice com a cor 2 na coloracao
orientada de Xg ¢ um sumidouro, assim nenhuma das cores 1, 2 ou 3 pode ser
atribuida ao sucessor da fonte em 154. Uma quarta cor ¢é requerida na componente
Xj.

Caso 8: (Atribuir a cor 3 a fonte de ﬁ4) Respeitando a restricao na coloracao
de K 3, podemos atribuir a cor 2 ao sucessor da fonte em ]34. Novamente, o sucessor
do vértice com a cor 2 em 134 nao pode ser colorido com qualquer cor usada em K 3.
Uma quarta cor é requerida na componente X;.

Concluimos que x,(G) > 4. O

Segue do Lema [£.4] por exemplo, que os grafos K3 U K3 ¢ CN3 e K3U Py ¢ CN3
(Figura [4]).

®b
d e [ g
a/\c.—»’—»‘—»‘

Figura 4.4: Grafo [?3 U 134.

Lema 4.5 Seja F' uma floresta com o conjunto {11, Ts,...,T,} de q drvores dis-

Juntas, entdo xo(F) = max{x,(T;);i=1,2,...,q}.

Demonstra¢ao. Segue da demonstracao da Proposicao B4l que toda arvore tem
homomorfismo no ciclo direcionado com 3 vértices C3. Assim todas as componentes

de uma floresta tém homomorfismo em 53 e obtemos o resultado. O

Teorema 4.6 Seja G um grafo. G € CN3, se e somente se, G é uma floresta ou

um K3 U S, onde S € uma floresta de estrelas.

Demonstracao. Suponha que G € CN;. Se G tem um ciclo, entao existe pelo
menos uma componente conexa X; de G que tem um ciclo como subgrafo, e pelos

Lemas [£.2] e 4] temos que X; = K3. Ainda pelo Lema .4l as componentes restantes
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tém diametro inferior a 3, portanto G é a uniao disjunta de K3 e uma floresta de
estrelas S. Se G € CN3 e G é aciclico, entao G é uma floresta. Reciprocamente,
suponha que G é uma floresta. Pelo Lema concluimos que x,(G) < 3 e
portanto G € CN3. Agora suponha que G = K3US. A componente conexa Kj
pode ser orientada de duas formas diferentes, com orientacao circular ou com
orientacao transitiva. Se a componente K3 tem orientacao circular K3, sabemos
pela Proposicao B.4] que existe um homomorfismo de Sem K e Xo(G) < 3, portanto
G € CN3. Agora, considere a componente K3 com uma orientacao transitiva [?:’),
Escolhemos a coloracdo orientada de K. 4 com as cores 1, 2 e 3, onde o vértice com a
cor 1 é a fonte e o vértice com a cor 2 é o sumidouro. Definimos um homomorfismo
da floresta de estrelas S em IZ}’,, onde toda fonte em S é mapeada no vértice com a
cor 1 em I?é, todo sumidouro em S é mapeado no vértice com a cor 2 em I?g, se o
vértice nao é nem fonte nem sumidouro em S , entao é mapeado no vértice com a
cor 3 em [?:’,J Este homomorfismo é facil de ser verificado, desde que somente um

vértice com mais de um vizinho em S pode ser mapeado no vértice com a cor 3 em
1
K3, O

4.2 Numero cromatico orientado da uniao dis-

junta de grafos

O estudo da classe CA3 nos motivou a estudar o nimero cromdtico orientado de
grafos desconexos, pois observamos que muitos grafos desconexos nao pertencem a
esta classe, apesar de suas componentes pertencerem. Na Figura 4], temos um
exemplo onde o nimero cromatico orientado do grafo G = K3 U P, é maior do que
o nimero cromatico orientado de cada uma das suas componentes.

Na Figura .3 onde G = K4 U Ps, considere a orientagao G de G em que Kiéo
torneio transitivo e ]35 é o caminho direcionado. Usando as restri¢oes da 4-coloracgao
orientada de [?4 na componente 135, sabemos que 135 nao pode ser colorido somente
com quatro cores e uma quinta cor ¢ requerida, assim o grafo G = K, U P5 ¢ CNj.
Portanto, temos outro exemplo onde x,(G) > max{x,(K4); xo(FP5)}, onde Ky e P;

sao componentes de G.

@4 1 2 3 4 5
*—>0—>0—>0 >0

Figura 4.5: Grafo [?4 U 135.

Agora, vamos obter o nimero cromatico orientado da unido disjunta entre o
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grafo completo e outros grafos como estrelas, arvores, florestas e o préprio completo.
Também utilizamos o torneio K, Y (Figura B.I6]) para obter o niimero cromético ori-
entado da uniao disjunta entre o ciclo e outros grafos que pertencem a CNy. A seguir,
apresentamos alguns teoremas estruturais que serao usados no estabelecimento do

numero cromatico orientado das classes estudadas.

Teorema 4.7 Se G é um grafo com duas componentes conexas G, e Go, onde Gy
¢ o grafo completo K, p > 3, e G € o grafo tal que todos grafos orientados Go tém

um homomorfismo f para o caminho direcionado ]33, entao xo(G) = p.

Demonstragao. Como G é supergrafo de K,, x,(G) > p. Para mostrar que
Xo(G) < p, é suficiente exibir uma p-coloragao orientada para qualquer ori-
entacao G de G. Dada uma orientacao G de G. Colorimos I?p com p cores:
{1,2,3,...,p}. Como p > 3, existe um K transitivo ou um Ks circular subgrafo
de Xp. Em qualquer dos dois existe um caminho direcionado 153. Portanto, existe
um caminho direcionado ]33 subgrafo de I?p que assumimos ser nas cores 1,2, 3.

Colorimos G5 com as cores apropriadas usando o homomorfismo f : V(ég) — Py O

Corolario 4.8 Se G = K, U S, onde S é uma floresta de estrelas, e K, o grafo
completo em p vértices, p > 3, entdo x,(G) = p.

Demonstracao. Pelo Teorema .7, é suficiente demonstrarmos que toda orientacao
S de S , tem um homomorfismo para o caminho direcionado P;. Consideramos
A(Py) = {v109, vus}.

Para toda orientagao S de S , podemos dividir o conjunto de vértices em treés
conjuntos distintos. O conjunto com um unico vértice s, onde s é vizinho de todos
os outros vértices. Entao vamos dividir os vizinhos de s em dois conjuntos disjuntos,
o conjunto de sucessores de s denotado por Suc(s) e o conjunto de predecessores de
s denotado por Pred(v).

Seja f: V(S) = V(P) tal que

Uy, Se V=S5,
fv)=1qwv, sev=r Vre Pred(s),

vy, sev=t Yte Suc(s).

Para cada fonte r € V(S), rs € A(S) e f(r)f(s) = vivs € A(P;). Para cada

sumidouro t € V(S), st € A(S) e f(s)f(t) = vyvs € A(P3). Assim, se zy € A(S)
entio f(z)f(y) € A(Ps). O
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Teorema 4.9 Se G ¢ um grafo com duas componentes conexas G, e Go, onde Gy
¢ um grafo completo K,, p > 3, e toda orientagao Gy de Gy tem um homomorfismo

no torneto circular Xg, tal que Gy tem diametro maior que p, entdo x,(G) = p+ 1.

Demonstra¢ao. Vamos provar que Y,(G) > p + 1. Considere é, onde G, é
transitivo, G5 tem diametro maior que p e G contém uma geodésica direcionada.
Neste caso, o grafo de cor de G é Kg circular. Como em qualquer coloracao de G
o grafo induzido por 3 vértices de le satisfaz que uma cor domina as outras duas,
uma cor adinonal as p cores que colorem 61, é necessaria para colorir Go. Vamos
demonstrar que x,(G) < p+ 1. Dada uma orientagao G, colorimos l?p com p cores.
Tomamos 2 destas p cores e com uma adicional colorimos apropriadamente }?3
circular. Através do homomorfismo f : V(GE) — [?3 circular colorimos ég com 3
cores. Logo x,(G) < p+ 1. O

Corolario 4.10 Sejam P, T, F respectivamente um caminho, uma drvore e uma
floresta, onde P, T e F tém diametro maior que p. Sejam também C3 o ciclo com
3 wvértices e K, o grafo completo com p vértices, p > 3. Se G € um dos grafos,
G=K,UP ouG=K,UT ouG=K,UF ouG = K,UCs, entio x,(G) =p+ 1.

Demonstragao. Segue diretamente do Teorema e da Proposicao B4l O]

Seja G = K4 U Py, observamos que para toda orientagao }?4 de K, existe um
caminho direcionado P; como subgrafo, veja Figura[3I7l Todas as orientagoes P, de
P, tém homomorfismo no ciclo direcionado 63, porém o diametro de P, é igual a p.

Assim, o grafo G nao satisfaz as condigoes do Teorema [£9 De fato x,(G) = p = 4.

Teorema 4.11 Dado um grafo G. Se G € CNy e C um ciclo, entio x,(GUC,) <5
em particular x,(G U Cs) = 5.

Demonstracao. A partir de um resultado, afirmado por Sopena ], nos sabemos
que se 6n nao é o ciclo direcionado em 5 vértices, entao x,(C,) < 4, e que se 6n é
o ciclo direcionado em 5 vértices, entdo yo(Ch) = 5.

Considere GUC,, e que C', ndo é o ciclo direcionado em 5 vértices. Entdo ambos
G e O, pertencem a CNj. Assim, existe um homomorfismo a partir de G' para um
torneio em 4 vértices e existe um homomorfismo a partir de C),, para um torneio em
4 vértices. A partir do Lema [B.14] existe um homomorfismo a partir de G U C,, para
KY, entao x,(GUC) <5.

Considere G U 65, onde 65 é o ciclo direcionado em 5 vértices. Pelo Lema 1],
Xo(C5) = 5. Pelo Lema BI4 todo G € CN; tem um homomorfismo em KY

(Figura BI6). Como I?éj tem o ciclo direcionado 1,2,3,4,5,1 como subgrafo, o
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ciclo direcionado Cs também tem homomorfismo em K, Y. Portanto, x,(GUC5) =5

possui KY como grafo de cor. U]

Corolario 4.12 Se G = CUC ou G =CUP ou G =CUT ou G = C UKy,
entao xo(G) <5, onde C, P,T, K4 sao respectivamente um ciclo, um caminho, uma

arvore e o grafo completo com 4 vértices.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema LTIl porque todas orientacoes de

C,P, T e K; tém pelo menos um homomorfismo em K g U]

Lema 4.13 Seja ¢ uma coloragao orientada de }_('p U l?q. Se G e Gy sdo subgrafos
induzidos de K'p € [?q respectivamente, tal que 4 u € V(él) se e somente se 3 a €
V(Gs) com ¢(u) = ¢(a), entdo Gy e Gy sdo isomorfos.

Demonstracao. Como G, e G5 sdo subgrafos induzidos pelos vértices de torneios,
entdo G, e G também sdo torneios. Na coloracio orientada ¢ de [?p U I?q nao
existem cores idénticas entre os vértices de él, bem como entre os vértices de ég.
Por hipdtese sabemos que as mesmas cores atribuidas por ¢ para C_jl, também sao
atribuidas para Gs, assim |V (G1)| = [V(G2)].

Para quaisquer u,v € V(él) e quaisquer a,b € V(éQ) tal que ¢(u) = ¢(a) e
d(v) = ¢(b). Definimos o isomorfismo f : V(Gy) — V(Gs) tal que wv € A(Gy) se e
somente se f(u)f(v) € A(Gy), onde f(u) — a e f(v) — b. O

Dado G = K,UK, e G uma orientacio de G. O nicleo de G é o maior inteiro z
tal que Elfl = l?l, subgrafo de l?p e Hfg = I?x subgrafo de [?q tal que T’l ¢ isomorfo
a Tp. A alma gémea Ag(p,q) = r é o nicleo minimo entre todas as orientagoes
G de G = K, U K,. Note que alternativamente, sejam K, e K, grafos completos,
e K o conjunto de todos os torneios. Considere as colecoes P e () consistindo de
todas as orientagoes de K, e K, respectivamente. Definimos o conjunto L = {I? Le
K; V(K| = max{|V(K)|; K/ C K/, K/ C K!}, VK, € PeVK! € Q}. Seja
r = Ag(p,q) = min{|V(K")|;VK' € L}.

Teorema 4.14 Se G = K, U K, entio x,(G) =p+q—r.

Demonstragio. Seja K, um torneio com r vértices, onde r = min{|V (K')|;VK! €
L}. Denotamos por fff’ um subgrafo K, de [?p e fff:’ um subgrafo K, de l?q. Desde
que [23? e }?ﬂ sao isomorfos, podemos atribuir r cores idénticas para os vértice de
ambos grafos. Como r < ¢ < p restam p + q — 2r vértices para ser coloridos. Entao
Xo(KpUK,) <p+q—2r+r=p+q—r.
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Pelo Lema B3l o nimero méximo de cores em comum usadas em ambos
K, e K, é r, caso contrario contradizemos a cardinalidade de K,. Portanto
Xo(Kp,UK,) =p+q—r. O

Tabela 4.1: Valores de Ag(p,q) com p:=1,2,3,4,5eq:=1,2,3,4,5.

Ag(p,q) | 1123|415
1 1{1(1]1]1
2 1121222
3 1121222
4 11212133
5) 11212133

O valor de Ag(p,q) com p := 1,2,3,4,5 e q := 1,2,3,4,5 pode ser visto pela
andlise das orientagoes nas FigurasB.IeB.I8 Para ver que Ag(4,3) = Ag(4,4) = 3,
veja que todas as orientacoes de K, na Figura B.I7 tém um K, transitivo, e que
nenhum par de torneios na Figura BT sdo isomorfos. Assim, se min{p,q} = 3,
entao Ag(p,q) > 3. Em particular o valor de Ag(5,5) pode ser visto observando
as Figuras BI8(a) e BIR(1). Pois, os grafos orientados K} e K12 da Figura
sdo vértice-transitivos, ¢ K2 — {v} e K22 — {v} sdo isomorfos, respectivamente, aos

grafos orientados K} e K} da Figura[BI7 Porém, K} e K} nao sao isomorfos.

3 3

I R
Figura 4.6: yo(Ks U K5) =7 — Uma 7 coloracio orientada 6tima de K} U K12,
Em geral poderiamos perguntar:

Pergunta 4.15 Dados p e q inteiros positivos, qual a complexidade de determinar
Ag(p,q)?

Ainda nao sabemos classificar este problema, mas mais especificamente, consi-

deramos, a seguir, dois problemas de decisao relacionados as defini¢coes de nticleo
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Tabela 4.2: Valores para o x,(K, U K,)

(K, UK,

1| | Co| b e
Tt | co| b |
Ot | wo| b Do o
o or| | wo| wo| wo
o o | | |
| o o] | ar| an

de dois torneios e alma gémea.

NUCLEO DE DOIS TORNEIOS

INSTANCIA: Torneios [?p e [?q, e inteiro positivo 7.
PERGUNTA: Existem conjuntos de vértices S, C Kp e Sy C [?q com |Sy| =|Ss| > r,
tal que K,[S1] é isomorfo a K ,[Ss]?

ALMA GEMEA
INSTANCIA: Inteiros positivos p, q e 7.
PERGUNTA: Existem dois torneios K. »e€ K 4> tal que existem dois conjuntos de vértices
Sy C K,e Sy C K, com |Si| =S| <r, tal que K,[S1] é isomorfo a K,[S,]?

Que também nao sabemos classificar. Na Tabela apresentamos oS Nossos
resultados sobre limites para o niimero cromatico orientado da uniao disjunta entre

alguns grafos.

Tabela 4.3: x,(G7 U Gs) da uniao disjunta

diametro > 3 e diametro > 3 e
U Kp,p>3 P3| K3 homomorfismo p/ | homomorfismop/ | Cp
133 direcionado I?g direcionado
K seq<4,<5
S p+aq— Ag(p,q) q | ¢+1 | ¢q q+1 se q>5,<
q=3
q+4
Floresta || p 313 3 3 <5
de Sp,’s
sep<4,<5
CNy sep>5< 4 | <5 4 5 <5
p+4— Ag(p,4)
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Capitulo 5

Sobre a complexidade do

problema da coloracao orientada

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados presentes na literatura sobre a com-
plexidade do problema da coloracao orientada e demonstramos que OCNj é NP-
completo mesmo quando restrito a grafos conexos orientados aciclicos, planares,
bipartidos com grau no maximo 3.

Lembramos que se G é conexo, dizemos que G é conexo (o mesmo para planares,
e bipartidos). O grau maximo de G é denotado por A(G) e definimos A(G) =
A(G) = A.

Ao final dedicamos uma secao aos nossos resultados apresentados no VII Latin-
American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LAGOS 2013) ]

5.1 Introducao e Resultados prévios

O NUMERO CROMATICO ORIENTADO (OCNy) foi introduzido por Klostermeyer e
MacGillivray @]

NUMERO CROMATICO ORIENTADO (OCNy)

INSTANCIA: Grafo orientado G = (V, A) e um inteiro positivo k.

PERGUNTA: G tem uma k-coloracao orientada?

Um grafo orientado G admite uma k-coloracao orientada se e somente se existe
um torneio 7' com k vértices, tal que G tem um homomorfismo para T. Uma das
referéncias mais importantes para o estabelecimento da complexidade de OCNy, é o
artigo de Bang-Jensen, Hell e MacGillivray B] de 1988. Eles provaram que se T
¢ um torneio com pelo menos dois ciclos, entao decidir se um digrafo G tem um

homomorfismo para T ¢ NP-completo. Klostermeyer e MacGillivray @] provaram
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em 2004 usando E], que OCNy4 é NP-completo. Eles estabeleceram uma dicotomia P
versus NP-completo com respeito ao niimero de cores: OCNj é polinomial se £ < 3
e NP-completo se k& > 3.

Teorema 5.1 (Klostermeyer and MacGillivray @]) Seja k um inteiro posi-
tivo. Se k < 3, entdo OCNy pode ser decidido em tempo polinomial. Se k > 4,
entao OCNy é NP-completo, mesmo quando a entrada € restrita a grafos orientados

CONexros.

Pelo grande interesse, a complexidade do problema OCNj, tem sido estu-
dada exaustivamente.  Dois artigos recentes apresentaram provas para NP-
completude dﬁ, Iﬂ], ambos usando o problema NP-completo 3-SAT e cada um

adicionando algumas melhorias nos resultados preliminares.

3-SATISFABILIDADE (3-SAT)

INSTANCIA: Conjunto U de varidveis e cole¢ao C' de cldusulas sobre U, |U| = n e
|C'| = m, tal que cada clausula ¢ € C tem |c| = 3;

PERGUNTA: Existe uma atribuicao de verdade para U satisfazendo cada clausula de

c?

Em 2006, Culus e Demange dﬁ] apresentaram 2 resultados.
Teorema 5.2 (Culus e Demange @])

(i) ocNy é NP-completo mesmo se a entrada € restrita a grafos orientados biparti-
dos com A = max(p + 3;7).

(ii) ocny € NP-completo mesmo se a entrada € restrita a grafos orientados aciclicos
com A = max(p + 3;6).

Onde p denota o nimero maximo de ocorréncias de um literal. Recentemente,
em 2010, Ganian and Hlinény dﬁ] melhoraram o resultado de Culus e Demange

demonstrando que

Teorema 5.3 (Ganian and Hlinény dﬂ]) OCNy € NP-completo para grafos co-

nezos orientados aciclicos com A = max(p + 2;4).

Observamos que nao era conhecido se OCN, é NP-completo para grafos aciclicos e
bipartidos com A = 3.

Para estender o resultado de NP-completude para grafos orientados bipartidos e
grafos orientados aciclicos, Culus e Demange [18] usaram a técnica de construgao por
componentes com trés grafos diferentes. Culus e Demange |18] reduziram 3-SAT para

OCNy. O grafo orientado G obtido nesta reducao para a instancia de OCNy, pode ser
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bipartido ou livre de circuito, dependendo do grafo fz associado com cada variavel
da instancia de 3-SAT. Apesar de nao ter sido feito, se Culus e Demange tivessem
usado P3-SAT3 ao invés de 3-SAT eles teriam obtido uma prova que o resultado que
CN, é NP-completo mesmo para grafos conexos orientados aciclicos, planares com

grau maximo limitado.

5.2 NP-completude de grafos orientados aciclicos,

planares, bipartidos com grau maximo 3

Uma pergunta natural quando estudamos a complexidade de um problema de
decisao em teoria dos grafos é determinar para quais classes de grafos e para
quais limites sobre os graus dos vértices o problema permanece NP-completo.
Isso pode ser muito 1til no conhecimento e na investigacao da verdadeira difi-
culdade de um problema combinatério. Nesta secao, demonstramos que OCNy
é NP-completo mesmo quando restrito a grafos orientados aciclicos, planares,
bipartidos com grau no maximo 3. Nosso resultado também estabelece uma
dicotomia P versus NP-completo com respeito ao grau maximo A de uma instancia
é, pois se A < 2 sabemos que OCNy é um problema polinomial ﬂﬂ], isto é:
OCN4 é NP-completo mesmo para grafos conexos orientados aciclicos, planares,

bipartidos, com A(G) = 3. Este resultado é obtido usando o problema NP-completo:

PLANAR 3-SAT COM NO MAXIMO 3 OCORRENCIAS POR VARIAVEL (P3-SATj)

INSTANCIA: [ = (U,C), onde U é um conjunto de varidveis booleanas e C' uma
colegao de clausulas sobre U, |U| = n e |C| = m, tal que: (i) cada cldusula ¢ € C
satisfaz |c¢| = 3 ou |¢| = 2; (ii) cada varidvel tem 3 ou 2 ocorréncias e cada literal
negativo ocorre uma tunica vez em C; (iii) O grafo bipartido G = (V, E) ¢ planar,
onde V=U|JC e E contém o par (u,c) se e somente se u ou u pertence a cldusula
c.

PERGUNTA: Existe uma atribuicao de verdade para U satisfazendo cada clausula de
C?

A seguir construimos a instancia G = (V,A) e k = 4 para o problema OCN
definido a partir da intancia [ = (U, C) de P3-SATs.

5.2.1 A instancia especial G = (V,A) e k de OCNy,

Seja G= (V, A) um grafo orientado e ¢ uma coloragao orientada de G. Denotamos
os vértices de G por letras mintsculas e as cores da coloracao orientada ¢ por letras

maitsculas. Quando houver mais de uma possibilidade de cor para um vértice,
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listamos as cores separadas por uma barra “|” para representar a lista de cores
permitidas para o vértice.

Usamos a técnica de construcao por componentes. Para este propdésito, a par-
tir da instancia I = (U,C) de P3-SATs, construimos para cada varidvel u; de U
uma componente Truth Setting fz e para cada cldusula ¢; de C' uma componente
Satisfaction Testing 57]

O Truth Setting T, é construido de algumas cépias do grafo orientado que deno-
minamos por dgua-viva ff, i€{1,2,3,...,n}, d € {1,2,3}, descrita pelo conjunto
de vértices V(J?) = {i?, j2, k%, ¢4, m? n?, o, pd, ¢, v s 1, u?, vl 29} e pelo

- 7d\ _ fs;dpd sd;d pdod sdgd ,odpd odood pdd oodod odod
conjunto de arestas A(J%) = {ifk¢, jii¢, king, jied, meee, nims, (4o, mips, niq?,

iV 1Y 170 ]

odpd, qipd, rdod, qird, rdsd, sitd tdud, udvd, vixd}. Veja Figura Bl (a).

[ (2 R A 2 771 K3

Figura 5.1: (a) Agua-viva J? ¢ (b) grafo de cor H para J%.

Lema 5.4 Se G = (V, A) contém J* como subgrafo, x,(G) < 4 e as cores A, T, B, F

(ndo necessariamente distintas) sio respectivamente atribuidas aos vértices of, pg,

qf, rf, entao:

1. Xo(G) >4 e as cores atribuidas aos vértices of, pl, qf, r¢ devem ser distintas.

1

2. 0 grafo de cor de G é o torneio H com 4 vértices com a sequinte relagao entre

—

as seis cores A(H) = {AB, AT, BT, BF,TF, FA} (Figural51 (b)).

3. As cores permitidas para os vértices i, j¢, k&, 19, mé, nd, of, pd, ¢¢, r

(R 2 7

ud, vd, z¢ de J:d sao respectivamente T, B, F, F, B, A, A, T, B, F, A, B|T,

1) Vi

T|F, F|A, A|B|T.

d gd 4d

19 21 Yio

Demonstragdo. Para provar (1) observe que para cada par de vértices em {o¢, p?,
q, r?} existe um caminho de tamanho 2 ou 1 conectando os vértices no par.
Para provar (2) note que por hipdtese x,(G) < 4, assim ao vértice n¢ é atribuida a

cor A. Como ¢p¢, ¢ird € A(G), a cor de ¢! é B, e as cores de pf e rd sdo T e F.

Como xo(G) < 4, (9%, ofp? ndg? € A(G), cor de of e de nd é A, e as cores de p? e

1Y Y
d

7

diferentes: A, F e T, e xo(G) < 4, a cor de m? tem que ser B. Assim k%nd € A(G),

q? sao T e B, temos que a cor de ¢ tem que ser F. Como m¢ é incidente a 3 cores
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e a tnica cor em {A, B, F,T} que incide na cor A é F, a cor de k¢ tem que ser F.
Note que a cor dos vértices (¢ e ki é F, e como a cor F é incidente na cor A, entao
aos vértices jé e i tém que ser atribuidas, respectivamente, as cores B e T'. Como
a cor B é incidente a cor T e j%i¢ € A(G), finalmente atribufmos a cor B para o
vértice j¢ e a cor T ao vértice i¢. As cores atribuidas definem o grafo de cor com 4
vértices e as arestas AB, AT, BT, BF, TF, FA na Figura[G.|(b).

Para provar (3) ¢ suficiente seguir o grafo de cor da Figura B.II(b) para obter as

cores apresentadas na Figura [5.1(a). O

P @

<

01

3)7:1 b)gj

Figura 5.2: (a) Componente Truth Setting T, para a varidvel u,, (b) componente
Satisfaction Testing S;.

Agora definimos a componente Truth Setting T; (Figura(a)) V( ) = V(JHu
V() U V() U {yl, o3, 20 \ UL {i9, 52, k%, ¢4, md, nd}, para i > 2, definimos

V(T;) = V(I UV () UV (U {yz,yz, 23\ U 1{%,Jw ki 6, m nd} A(T) =

177

A(JHUA(J2) UA(THU{yBa3, a2y?, 2y, ylizl, xlyl}. A construcao de T; é concluida

renomeando o vértice u2 como u2.

Para cada cldusula G € (), existe uma componente Satisfa,ctz'on Testing § ; (Fi-
gura52(b)), onde V(S;) = {Fk:=1,2,...,18} ¢ A(S)) = {cicj, &3, cicd, ¢

3950 ©5%0 “5%0

c?c?, c?c;, c;cf, c?c?, c?cjlo, cjwcjll, 0}10}7, 0}50}6, 0;80;5, 0}60}7, 0;80}7, 0}40}3, 03130}2,
c;’c}.

A tnica parte da construcao de G que depende de quais literais ocorrem em quais

clasulas, é o conjunto A; descrito a seguir. Se ¢; = (A\;;, \;,) € C entdo A; = {c”)\il,

chel A2l se ¢ = (N, Aiy, Aiy) € C entao Ay = {N, A, A} onde

7€ Nip GG b1y 72 i1 le’ Z3J
e {uf ahy de Ty, AP o€ {u®,a®} de Ty, AP € {uP @} de Tj,. Assim,

71 7 22 7 13 7 Z3

VId) = U, (VD) UL, (VS) e A(G) = u;;l( T Ul (4(5) U ).

Agora, consideramos o grafo bipartido planar ((U,C), A(U U ('), e obtemos um
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desenho planar para GG substituindo os vértices u; € U pelos grafos correspondentes
a T; e no lugar dos vértices ¢; € C os grafos correspondentes a S;. A seguir,

—

provamos alguns lemas estruturais sobre G. Oferecemos na Figura .3 um exemplo
da instancia AQJ 4) obtido a partir da instancia P3-SAaTs [ = (U, C) = ({uy, ug, us},

{(ur, ug, uz), (uy, ug, u3), (U, uz) }).

Figura 5.3: (a) Grafo G = (V, E) e inteiro k = 4, obtido da intancia de P3-SATy [ =
(U,C) = ({ur,ug,us}, {(ur,us,us), (uy,us,ds), (1, as)}), and (b) Desenho planar

—

do bipartido B = ((U U C), E(B)) para instancia /.
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5.2.2 Propriedades estruturais do grafo G

Por favor siga a Figurab.4l

i2(T)

(T

3

Figura 5.4: As duas atribuicoes de cores possiveis para u?, u3 e uj. Figura[5di(a): a

atribuicao (u?, u3, ui) = (T, F, F) e FiguraB4(b): (u?, u3, ui) = (F,T,T).
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Lema 5.5 Se G = (V, A) contém Ty e T, como subgrafo, i > 2, xo(G) < 4 e as

cores A, T, B, F sdo respectivamente atribuidas aos vértices o}, pi, qi,ri, entdo para

cada i € {1,2,...,n} as cores T, F, F sao, respectivamente, atribuidas aos vértices
u?, u} eul, ou as cores F,T,T sao, respectivamente, atribuidas aos vértices u?, u?

1
e u;.

Demonstracao. Primeiro note que ff ¢ um subgrafo de T. Consequentemente, pelo
Lema F4(3) a cor F é atribuida para o vértice !. Por hipétese xo(G) < 4, e pelo

Lema [54)(2) checamos na Tabela 5] que as cores A, T', B, F' sao, respectivamente,
d d

atribufdas para os vértices of, p¢, ¢, r¢. Na Tabela E]] fixamos as cores para 7

e entdao checamos as cores admissiveis para os vértices restantes of, p¢ e ¢¢ nesta
ordem.

d

Tabela 5.1: Cores para os vértices re, of, p¢, ¢¢ do grafo Tj, i > 2.

| Cor de rf | Cor admissivel p/ of | Cor admissivel p/ pf | Cor admissivel p/ ¢/ |

F A T B
A B|T T\F Nenhuma
B T|F F|A Nenhuma
T F A Nenhuma
Como 1ds¢, sdtd e tdud € A(é), temos que a cor A é atribuida para o vértice s¢,

e a cor B ou T é atribuida para o vértice ¢/, portanto para o vértice u¢ é atribuida
a cor T ou F. Agora, consideramos dois casos de acordo com a cor 1" ou a cor F

ser atribuida para o vértice u}. Usamos recorrentemente o Lema [5.4l

1. Suponha que a cor T ¢ atribuida para o vértice u}, por favor acompanhe na
Figura5.4l(b). Assim a cor F' é atribuida ao vértice v} e a cor A é atribuida ao
vértice z}. Consequentemente, uma das cores B|T é atribuida ao vértice v},

uma das cores T|F ¢ atribuida ao vértice z}, e uma das cores F'|A é atribuida
2

ao vértice y?. Pelo Lema 5.4, sabemos que o vértice z7 recebe uma cor em
A|B|T. Se por absurdo a cor A ¢ atribuida ao vértice y?, entdo nao existe

cor para ser atribuida ao vértice z?. Assim, a cor F ¢ atribuida ao vértice
1

y?. Entao, a cor T é atribuida ao vértice z} e a cor B ao vértice y;. Como a
cor F ¢ atribuida ao vértice 3, a cor A é atribuida ao vértice z7. A cor F é
atribuida ao vértice v3. Como somente as cores T' ou F podem ser atribuidas
ao vértice u?, entdo para o vértice v3 ¢ atribuida a cor F. Como u3v? € A(G),
entdo a cor T tem que ser atribuida ao vértice u7. Como a cor F ¢ atribuida
ao vértice y3, uma das cores B|T é atribuida a z7. Segue que uma das cores

A|B ¢ atribuida a v?. Por absurdo, se a cor B é atribuida a v?, entao a cor A
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é atribuida a u?, uma contradigao. Portanto, a cor A ¢ atribuida a v?, e a cor

F ¢ atribuida a u?.

2. Suponha que a cor F é atribuida ao vértice u}, por favor acompanhe a Fi-

guraB.4l(a). Similarmente ao primeiro caso, provamos que a cor F' é atribuida
2

ao vértice v? e a cor T é atribuida ao vértice u?.

Lema 5.6 Se ¢c; = (Aij, Miy, Aiy) [¢j = (Niy, Aiy)] € C, entao existe uma 4-coloragdo
orientada ¢ para é, usando o grafo de cor H descrito no Lemmal[57)(2), se e somente
se (A1), d(NZ), S(NED)) # (FLFF) (N, A) # (FLF)], onde NI X2 AL sdo os

12 7

— — —

vértices de T;,,T;,, T, adjacente aos vértices de S;.

Demonstracao. Fazemos esta demonstragao por exaustao. Primeiro na Tabela

avaliamos todas as cores que podem ser atribuidas a sequéncia de vértices (cjl, c?, ce

0}4) quando as cores T, F' sao atribuidas a )\?11, )\?22, Ai., excluindo apenas o caso
F F F.
Tabela 5.2: Avaliacao de cores para os vértices (cjl-, c?, e ,0}4).
(N A2 ) (chc2,. ...t

T.T.T B,AF.T.F,AB,T.F.A,B,B,A,F

T.T,F A, F, B|T, A, B|T, F|T, A|F, A|B|T, B|F|T, A|[F, A|B, F, B|T, A

T.F.T BT, A, F,T,F,A,B,T,F,A,B,B, A, F

T.FF T,B,A,F, A, B,F, A B|T,A|F,AB,T,B, A

FT,T B,AFT,F,A.B,T.F,.A B,B,A,F

F.T.F A, F,BIT,A,B|T, F, A, B|T,F, A, B, F,B|T, A

F.FT B|T,A,F,T,F,A,B,T,F,A,B,B,A,F

d

Pelo mesmo argumento usado no Lema [5.5] para colorir of, p¢, ¢¢, r¢, a sequéncia

- 15 16 17 .18
de vértices (c;°,¢;% ¢;, ¢

omitimos estes vértices na Tabela na segunda coluna. Por conveniéncia, ofere-

) sempre tém a sequéncia de cores (F, A, T, B), por isso

cemos na Figura 5.5 todas as atribuicoes possiveis de cores.
TR - fot di \dz \d
Suponha que (F, F, F) é atribuido & sequéncia de vértices (Aj', Aj7, Af?), por
; : : : 11yd1 11,17 5 diy _ 17y
favor siga a Figura B.0(i). Assim, c;'Af|, cj'c;" € A(G), ¢(N\) = F e ¢(c¢;") =T,

j N0 GG
entao a cor B é atribuida ao vértice ¢j'. Avaliando a sequéncia (cj*, ¢j*, ¢;?) obte-
mos que as cores possiveis sao (A, B|T, T|F), e pela avaliacao da sequéncia (cj, ¢7, ¢})

obtemos que as cores possiveis sao (T'|B, B|A, A[F). Como c}c} € A(G) entdo po-

demos atribuir o conjunto de cores {B, F, T} para cj, por outro lado ¢j*c} € A(G) e

podemos atribuir o conjunto de cores { F, A} para c?, assim a cor [ é atribuida a c;*, e
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N T >

oo R e B v

Figura 5.5: componente Satisfaction Testing S; obtido da clausula ¢; = (Ai;, Aiy, Aiy)

mais os trés vértices /\?11, )\f;, )xf-l; das trés correspondentes Componentes Truth

Setting (a). Coloracao orientada de S; quando as cores T' e F' sao atribuidas aos
- di \d2 \d : : P
vértices A, Ai2, A2 (b)), (¢), (d), (e), (f), (g), (h), (i). Conflito no vértice ¢;' quando

21 12 7

consideramos as cores F, I, F' atribuidas aos vértices /\fll, )\fj, )\ﬁf (1).

temos uma nova avaliagao (T, B, A, A, B, T) para a sequéncia (c},c?, ¢3, cit, cl3, cl?).

VR i Rl Bt
Novamente, pela avaliacdo da sequéncia (c},c5,cf, 5, ¢, c}’) obtemos que as cores

possiveis sao (A, B|T, F|T, A|F, A|B|T, B|F|T). Como as cores B, F,T podem ser

atribuidas para c}o, temos uma contradicao com nossa suposicao de que a cor B é

atribuida ao vértice ¢;', assim ¢;%¢;' € A(G).
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Teorema 5.7 OCNy é NP-completo mesmo para grafos conexos orientados aciclicos,

planares, bipartidos, com A(G) = 3.

Demonstracao. Sabemos que OCNy esta em NP, pois podemos checar em tempo
polinomial no tamanho da entrada, que entre cada par de cores em classes de cores
diferentes, se as arestas tém a mesma diregao.

Agora, demonstramos que a instancia I = (U, C') de PLANAR 3-SATj3 é satisfativel
se e somente se o grafo G tem uma 4-coloragao orientada.

Considere I = (U,C) uma instancia de P3-saT3, e G = (V, A) obtido como
descrito. Por construgao, o grafo subjacente G = (V, E) é planar, bipartido e com
grau maximo 3. Oferecemos na Figura [5.3 uma instancia G = (V, A).

Suponha que existe uma atribuicao de verdade n para U satisfazendo cada

clausula de C'. Definimos uma coloracao orientada para G definindo uma orientagao
3

de T; onde as cores T, T, F sdo, respectivamente, atribuidas aos vértices u;, u?, u_f
se e somente se u; = T em 7, para cada clausula satisfeita definimos uma orientagao
adequada de S; ilustrada na Figura b5l Suponha que existe uma 4-coloracao
orientada para G. Definimos uma atribuicao de verdade n para U satisfazendo cada
clausula de C, onde u; é definido como verdadeiro se e somente se as cores T, 7T, F'
1 w3, w2 Para verificar que

sao, respectivamente, atribuidas para os vértices u 0, ou;
esta é uma atribuicao de verdade é suficiente observar que a atribuicao da tripla
F, F F para os vértices literais de uma mesma clausula gera o conflito definido na

Figura B.5(1). O

Oferecemos na Figura um exemplo de atribuicao de uma 4-coloracao para
instancia G = (V, A) obtido da satisfativel P3-saT; I = (U,C) = ({u1,u2, us},
{(u1,ug,us), (ur,us,as), (u1,us)}) pela atribuicao de verdade u; = Uy = uz =T

Atualmente, o estado da arte do problema OCNg, k > 4 pode ser visto na Ta-
bela

Para a conveniéncia do leitor, oferecemos na Figura5.3lum exemplo de atribuicao
de uma 4-coloracao para o grafo G= (V, A) obtido a partir da instancia I = (U, C')
de P3-sAT3. No Corolario 5.8 provamos que 0CNy é NP-completo mesmo para grafos

cubicos planares.

Corolario 5.8 0CNy é NP-completo mesmo para grafos cibicos conexos orientados

planares.

Demonstracao. Agora construimos outra instancia ciibica planar G’ a partir de G, tal
que G’ tem uma 4-coloracao orientada se e somente se G tem uma 4-coloracao orien-

tada. Para isso, observe que o grafo orientado especial G tem vértices somente com os
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Figura 5.6: 4-coloracao orientada para o grafo orientado G obtido da instancia
satisfativel Huwlm>wﬁw 1 = AQ«“ Qv = AAQT Us, way AAQT us, Qwv“ AQT Q\wu@wv“ Aﬂfﬂwvwv
pela atribuicao de verdade u; =T = uy = us.

graus 2 e 3. Para construir G’ nés consideramos para cada vértice v de grau 2 de Go
gadget adicional. G4(v) = ({v], vh, v, v}, vi }, {vhv], vhvs, v)v], vivs, vivl, vivh, vivl})
na Figura [.7(a), mais a aresta vjv. Observe que qualquer que seja a cor em
{A, B, F,T} assumida pelo vértice v, existe uma coloracao correspondente na
Figura B7(b), na Figura B7(c) e na Figura B.7(d) que pode ser estendida para
o gadget Gy4(v). Agora o grafo G’ é cibico e planar. E a instancia I = (U,C) é
satisfativel se e somente se G’ tem uma 4-coloracao orientada. Note que G’ nao é

nem bipartido, nem aciclico. U]

60



Tabela 5.3: Estado da arte para NP-Completude do problema OCNy.

[3] | Decidir se um digrafo tem homomorfismo para um torneio T
com pelo menos dois ciclos direcionados, é NP-completo.
[28] | ocNy é NP-completo.
[18] | ocNy é NP-completo para grafos orientados aciclicos com A =max(p+3,6).
OCNy é NP-completo para grafos orientados bipartidos com A =max(p+3,7).
[23] | ocNy é NP-completo para grafos orientados aciclicos com A =max(p+2,4).
[12] | ocNy é NP-completo para grafos orientados aciclicos, planares, bipartidos

com A = 3.

Figura 5.7: Grafo orientado para o Corolario 5.8
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Capitulo 6

Limites para o nimero cromatico
orientado de grafos orientados

aciclicos com grau maximo 3

Neste capitulo apresentamos o limite superior 8 e um algoritmo linear para deter-
minar uma 8-coloracao orientada de grafos orientados aciclicos com A < 3 [15].
Observamos que este algoritmo é uma 2-aproximacao para OCNj em grafos aciclicos
com A < 3, pois OCN3 é um problema polinomial.

Xo(G) < 16. Sopena e Vignal

—

A < 3, entao x,(G) < 11. Em 1997 Sopena [40] conjecturou:

Em 1997 Sopena @] provomue se G é um grafo orientado com A < 3, entao

|, provaram que se G é um grafo orientado com

Conjectura 6.1 Se G é um grafo orientado tal que A < 3 e o grafo subjacente G

¢ conexo, entdo x,(G) < T.

Demonstramos que: Se G ¢ aciclico com A < 3, entao Xo(é) < 8. De fato,
provamos que existe um torneio R com 8 vértices tal que G é R-colorivel. Escrevemos

também um algoritmo de tempo linear para computar uma ﬁ—colora@éo para G.

6.1 O grafo de cor R

Seja G um grafo orientado aciclico com A < 3. Nesta secao, apresentamos um
grafo orientado R com 8 vértices tal que G admite uma ff—coloragéo. Para descrever
o grafo orientado ﬁ, primeiro vamos considerar a definicao do torneio de Paley. O
torneio de Paley ¢é utilizado em muitos artigos sobre limites para o niimero cromatico
orientado, veja por exemplo @], ], @], ] Seja p uma poténcia de primo tal
que p = 3(mod 4). O Torneio de Paley QiRP é um grafo orientado com conjunto de
vértices V(Q_Rp) ={0,1,...,p—1} tal que 2y € A(QY%p) se e somente se y —x é um

residuo quadratico diferente de p. Aqui estamos interessados apenas em QQR-, que é
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0 torneio com conjunto de vértices V(QR;) = {0,1,...,6} tal que zy € A(QR,) se
e somente se y —x = 1,2 ou 4 (mod 7). Na Figura apresentamos o Torneio de
Paley Q_R7 .

4 3

Figura 6.1: Torneio de Paley com 7 vértices Q_R7.

Existe uma infinidade de grafos aciclicos orientados com A < 3 que nao sao
Q_R7-color1’veis. Observe que o torneio transitivo ﬂ, na Figura [6.2)(a), é um grafo
orientado aciclico com A(f 1) = 3, que nao é Q7%7—colorivel. Note que cada vértice
v E V(Cﬂ%ﬂ tem 3 sucessores, que sempre formam entre si um ciclo direcionado.
O mesmo ocorre com os predecessores de v. Assim, nao existe homomorfismo de
T, em Cﬁ% pois os 3 sucessores do vértice v, € V(ﬂ) definem um grafo aciclico,
veja Figura B2(a). Na Figura B2(b) apresentamos um grafo orientado aciclico G
com A(G) < 3 que nao é Q7%7-colorivel. Com o grafo G ¢ uma érvore F' podemos
construir uma familia infinita de grafos com A < 3 que nao sao Q_R7—0010riveis.
Por exemplo, no grafo da Figura [6.2(c) basta definir qualquer orientagao F para [
e identificar um vértice de grau 1 em F com o vértice vs de uma cépia do grafo
orientado G da Figura B2(b).

v 5 “ A %

Vs U3

(a)T} (G (e)F

Figura 6.2: (a)Torneio transitivo Ty, (b) Grafo orientado G com A(G) < 3. (¢) Uma
arvore F' onde identificamos algum vértice de grau 1 com vs € V(G).

Por fim, construimos o grafo R a partir de Cﬁ@ pela adi¢ao do vértice s, e o
conjunto de arcos S = {sv: v € V(QR,)}. Consideramos as cores {0,1,2,3,4,5,6}

atribuidas para os vértices de Q?% e a cor 7 atribuida para o vértice s. Na Figural6.3]
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ilustramos o grafo orientado R com 8 vértices, que tem um vértice fonte s a mais

que o grafo Q_R7.

Figura 6.3: Grafo orientado R com 8 vértices.

6.2 ﬁ—coloragz’io de um grafo orientado aciclico G

—

com A(G) =3

Nesta secao apresentamos uma demonstracao de que um grafo orientado aciclico G
com A(G) = 3 ¢é R-colorivel utilizando indu¢ao no nimero de vértices. Adicional-

mente obtemos um algoritmo de tempo linear para atribuir uma é—coloragéo para

—

G.

Lema 6.2 (Sopena M]) Se QR, ¢ o torneio de Paley com 7 vértices, entio para
cada arco xy € A(Q?%) existem a,b,c,d € {0,1,2,3,4,5,6} tal que ax,ay, b, by,
cx,yc, xd,yd € A(Cﬁ%).

Foi demonstrado em M] que Q7%7 ¢ o menor grafo orientado que satisfaz a
propriedade do Lema

Seja G um grafo orientado, u, v, w € V((j), e ¢ uma R-coloracdo para G \ {w},
onde u e v recebem as cores ¢(u), ¢(v) em {0,1,2,3,4,5,6}. A fungao triple (w,
o(u), ¢(v)) = k é a menor cor k em {0,1,2,3,4,5,6}, tal que k tem a mesma
relagao de adjacéncia com ¢(u) e ¢(v) em Q?%% que w tem com u e v em G. Vamos
acompanhar um exemplo utilizando a Figura Bl Se wu,vw € A(G), ¢(u) = 0 e
¢(v) = 1, entdo triple (w, p(u), p(v)) = 3. Note que as cores incidentes em 0 sao

3, 5,6, enquanto as cores em que 1 incide sao 2,3 e 5.

Lema 6.3 Seja ¢ uma ﬁ-colomgdo de um grafo aciclico orientado G com A < 3.
Se existe um vértice v € V(C_j), tal que degz;i(x) =3 e¢(x) € {0,1,2,3,4,5,6},
entao uma nova R-coloracdo ¢’ pode ser definida a partir de ¢ pela substituicao da
cor ¢(x) pela cor ¢'(x) =T.
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Demonstracio. Veja que o vértice s é predecessor de todos os vértices de V(R)\s
que sao os vértices de Q?%T Como degg(x) = 3, nao existe conflito se substituirmos
¢(z) pela cor ¢'(z) = 7. O

Lema 6.4 Seja ¢ uma ﬁ-colomgda de uma grafo orientado aciclico G com A < 3.
Se existe um vértice x € V(G), tal que dega(z) < 2 e ¢(x) = 7, entdo uma nova
R-coloracio ¢/ (x) = triple(z, d(y), p(2)), onde {y,z} = Ng(z), pode ser definida a

partir de ¢ substituindo a cor ¢(x) pela cor ¢'(x) em {0,1,2,3,4,5,6}.

Demonstragao. Se ¢(x) =7 e degg(x) < 2, entdo x é uma fonte. Se degg(z) = 0,
entao qualquer cor em {0,1,2,3,4,5 6} pode ser atribuida para x. Suponha que
1 < dega(z) < 2. Seja Ng(x) = {u1, Ugegy(x) }- Pelo Lema G2 a cor:

triple (:1:, o(uq), ¢(udega(x))) em {0,1,2,3,4,5,6} pode ser atribuida para z. O

Teorema 6.5 Se G ¢ um grafo aciclico orientado, A < 3, entao existe uma R-

coloracao para G.

Demonstragio. Por inducdo no nimero de vértices n = |V(G)|. Por hipétese G &
aciclico, entao existe pelo menos uma fonte s € V(é) Se n = 1, entao atribuimos
qualquer cor de Cﬁ-’w para este vértice. Suponha que para qualquer n <p,p > 1, a
afirmacao ¢é verdadeira. Seja G um grafo orientado aciclico com A(é) =3en=p+1
vértices. Dividimos a demonstracao em trés casos de acordo com dngGS(s) para uma

fonte s em G:

1. deg/(s) = 3, onde sa, sb, sc € A(G), Figura 64 (a).
Construimos H a partir de G pela remocao do vértice s de GG. Note que
H ¢é aciclico desde que nao inserimos um nNovo arco em G. Por hipotese de
inducao atribuimos uma F?—colora(;éo ¢ para H. Pelo Lema [6.4] podemos
obter uma nova ﬁ—colora(;éo qb;; para H onde todo vértice de grau 2 recebe
uma cor em {0,1,2,3,4,5,6}. Agora usamos (Z)’ﬁ para definir uma coloracao
orientada ¢5 para G. Como os vértices a,b,c tém grau 2 em H, a cor 7
pode ser considerada nao ter sido atribuida a nenhum dos vértices a, b, c em
(b;?. Obtemos G de H retornando o vértice s e os seus respectivos arcos.
Finalmente, fazemos ¢5(s) = 7, e obtemos uma R-coloracao vélida para G

pois no grafo R o vértice 7 aponta para qualquer cor em {0,1,2,3,4,5,6}.

2. df(s) = 2, onde sa, sb € A(G), Figura 64 (b).
Construimos H a partir de G pela remocao do vértice s de G. Note que Hé

aciclico desde que nao inserimos um novo arco em (. Por hipétese de inducao
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Figura 6.4: (a) Caso para df(s) = 3, (b) Caso para df(s) = 2, (¢) Caso para
db(s) =1.

atribuimos uma R—Coloragéo ¢ para H. Agora usamos ¢ para definir uma
coloragao orientada ¢ para G. Se ¢(a) = 7 ou ¢(b) = 7, entdo pelo Lema BG4
podemos trocar a cor de a ou a cor de b por uma cor de {0,1,2,3,4,5,6}.
Obtemos G de H retornando o vértice s e os arcos sa e sb, pelos Lemas e
0.4l podemos atribuir pelo menos uma cor em Q7%7 para s.
3. d5(s) =1, Figura 64 (c).

Suponha que sa € A(é) Nés construimos H a partir de G pela remogao
do vértice s de G. Note que H é aciclico desde que nao inserimos um novo
arco em G. Por hipétese de inducao atribuimos uma ﬁ—coloragéo ¢; para
H. Agora usamos ¢ para definir uma coloracao orientada ¢z para G. Se
¢(a) = 7, entdao pelo Lema [64] alteramos a cor do vértice a para uma cor em
{0,1,2,3,4,5,6}. Obtemos G de H retornando o vértice s e o arco sa, pelos
Lemas e podemos atribuir pelo menos uma cor em {0,1,2,3,4,5,6}

para s.

O

A demonstracao do Teorema fornece um algoritmo de tempo linear para

colorir um grafo aciclico orientado com A < 3.
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6.3 Um algoritmo para uma ﬁ-coloragéo de um

grafo orientado aciclico G com A(G) = 3

Nosso procedimento segue diretamente da demonstracao do Teoremal@.hl Agora des-
crevemos o algoritmo é—colora(;éo que gera uma 8-coloracao de um grafo orientado
aciclico G = (V, A) com A < 3 e n = |V| vértices.

Algoritmo 6.1: R-coloracdo. Tempo de execucio O(n)

Entrada: Um grafo orientado aciclico G com A < 3
Saida: Uma R-coloragao orientada para G.

1 Procedimento Color(G;).

2 inicio

3 Extraia_fonte(s;);

a | se (|[V(G;)| > 1) entdo

5 se fonte s; em Gy tal que (degg, (si) = 3) entao
6 color(éi_l =G, \ 8:);

7 P(s:) < 75

8 fim

9 se fonte s; em G; tal que (degg, (si) = 2) entao
10 color(él-_l =G, \ 8:);

11 %oSeja Ng (si) = {ai, bi};

12 @(si) < triple (s(i), p(a;), p(b;));

13 fim

14 se fonte s; em G; tal que (degg. (si) = 1) entao
15 color(éi_l =G, \ 8;);

16 %oSeja Ng (si) = {ai};

17 O(si) < triple (s(i), d(a;), (a:));

18 fim

19 fim

20 senao

21 | o(v) « 0;

22 fim

23 fim

24 inicio

25 Rode uma Ordenagao Topoldgica em G;

26 Color(G,, = G);

27 fim

Lembramos que a Ordenagao Topoldgica toma O(m) passos e que em um grafo
com A = 3, m = O(n). Dada uma instancia G, com n vértices, o algoritmo

— —

color(Gy,) seleciona uma fonte s € V(G,) que é fornecida em sequéncia pela Or-
denacao Topoldgica e remove esta fonte de én, este processo se repete até que o

grafo tenha apenas um vértice. Em seguida, o algoritmo retorna as fontes na ordem
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inversa da remog¢ao com uma cor ja atribuida. A complexidade em cada passo é de
O(1). Lembramos que o valor de n é decrementado em cada passo e que precisamos
de n — 1 passos, assim a complexidade do algoritmo é O(n).

Na Figura ilustramos a execucao passo a passo do procedimento color((fn)
onde G,, é a orientacao do grafo de Petersen exibido na FiguraB5(a). Para auxiliar o
leitor, listamos as fontes s;, 1 = 1,2, ..., 10, que sao removidas em cada passo do al-
goritmo, que compreendem as Figuras de[@.0a) até[6.5(i). Em (b) o vértice s19 = vs.
Em (b) o vértice sg = v19. Em (¢) o vértice sg = vg. Em (d) o vértice s; = vg. Em
(e) o vértice s = vo. Em (f) o vértice s5 = v;. Em (g) o vértice s, = v;. Em (h)
0 vértice s3 = vg. BEm (i) o vértice s, = vs. Em (j) temos o grafo G;. Listamos
também as cores que sao atribuidas aos vértices, que compreendem as Figuras de
Bok) até BH(t). Em (k) ¢(vs) < 0. Em (¢) ¢(vs) < triple(vs, p(vs), d(v4)) =
3. Em (m) ¢(vg) < triple(vs,d(vs),¢(vs)) = 1.  Em (n) ¢(vy) <«
triple(vr, &(vs), &(vs) = 0. Em (0) ¢(vs) « triple(vy, d(vs), é(vs)) = 1. Em (p)
¢(v2) « triple(va, d(v1),d(v1)) = 0. Em (q) ¢(vs) < triple(vs, d(v1), d(v7)) = 6.
Bm (1) 6(v5)  triple(vy, 6(v1).6(vs))= 5. Em (s) 6(vio) < 7. Em (£) ¢(vg) 7.

V7 [V4 1}5”2 V7 (V4 05”2 ve U7
U1
® @ ® e
-y o
U1
(£) (2) () (i Q)
: Ly
(k) 0
0 1 010 1 0
1
(p) (a)

Figura 6.5: Passos da execucao do procedimento colour(élo) onde G 10 € a orientagao

do grafo de Petersen da Figura (a).

Depois que demonstramos que todo grafo aciclico com A < 3 tem uma 8 co-
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loracao orientada, nosso objetivo passou a ser o de encontrar um grafo Gcom A <3
e Xo(é) = 8 para refutar de vez a conjectura de Sopena @], ou talvez provar a con-
jectura. Decidimos no inicio do ano de 2013 que seria interessante comecar pelos
grafos cubicos, porque ja tinhamos bancos de dados na literatura e cobririam uma

vasta quantidade do universo dos grafos com A < 3.
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Capitulo 7

Argumentos a favor e contra a

conjectura de Sopena

Nesta secao apresentamos nossas analises realizadas na tentativa de estabelecer o
nimero cromatico orientado para grafos com A < 3. Primeiro apresentamos resul-
tados computacionais que comprovam que todos os grafos cubicos até 18 vértices
podem ser coloridos por um tnico grafo de cor com 7 vértices. Por fim, apresentamos
alguns torneios com 7 vértices que nao sao grafos de cor para os grafos com A < 3.
Os arquivos fontes dos programas e também arquivos dos resultados computacionais

estardo disponiveis para consulta em <http://www.inf.ufg.br/ hebert/>.

7.1 Resultados computacionais e o torneio magico

—

Usando o Algoritmo [7I] de forga bruta, verificamos até o momento que x,(G) < 7,
onde G é um grafo ciibico qualquer com |V (G)| < 18. Nosso resultado computacional
é uma evidéncia positiva para suportar a conjectura de Sopena [40] de que: Se G é
conexo com A < 3, entdo Xo(é) <T.

Nosso algoritmo gera todas as ¢+ = 2™ orientacoes G possiveis para um grafo
cubico G, e entao verifica se existe um homomorfismo de cada Gi em pelo me-
nos um torneio ﬁ com 7 vértices. O numero de torneios livres de isomorfismo
com 7 vértices ¢ igual a 456 , ] Estes torneios podem ser encontrados no
site <http://cs.anu.edu.au/~ bdm/data/digraphs.html> [31], e nés indexamos de

0,1,2,...,455.

Implementamos o Algoritmo [Z1] em linguagem C, e utilizamos matrizes de ad-
jacéncia como nossa estrutura de dados para armazenar os grafos orientados. Fa-
zemos uso de duas bases de dados disponibilizadas na internet por autores com
diversos artigos na area de geracao de grafos. Na primeira base de dados @],

<http://hog.grinvin.org/Cubic>, obtemos os grafos clibicos com nimero de vértices
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Algoritmo 7.1: OCNT7
Entrada: Um grafo ctibico G com n vértices e m arestas
Saida: Uma 7 coloragao orientada para toda orientacgao Gi de G, ou um
grafo orientado G com 8 cores.

1 inicio

2 para i =0 até 2™ — 1 faga

3 flag < 0;

4 Gerar orientagao G de G;

5 para j = 0 até 455 faca

6 se existe homomorfismo de Gi para ﬁj entao
7 Armazene ﬁ] ;

8

9

flag < j;
j 455+ 1;
10 fim
11 fim
12 se flag = 0 entao
13 ‘ retorna G';
14 fim
15 fim
16 fim

entre 4 e 24 com cintura 3, o ntimero destes grafos foram também determinados
teoricamente por Robinson and Wormald [38]. Na segunda base de dados [31],
<http://cs.anu.edu.au/~ bdm/data/digraphs.html>, obtemos todos os 456 tor-
neios livres de isomorfismo com 7 vértices.

Utilizando os computadores da grade computacional do grupo de inte-
ligéncia artificial do Programa de engenharia de sistemas e computacao GRID-
IA/PESC/UFRJ, veja <http://grid-ia.cos.ufrj.br:32593/index.php/Main_Page>,
resolvemos o proble-ma para grafos com até 18 vértices. Apresentamos na Tabela[7]]
alguns dados relativos aos grafos ciibicos e o tempo médio por instancia que a nossa
implementacao do Algoritmo [Tl gastou para ser executado em méaquinas com diver-
sas configuragoes, incluindo méquinas do Laboratorio de Algoritmos e Combinatéria
do PESC/UFRJ e médquinas do GRID-IA/PESC/UFRJ.

Quando rodéavamos o algoritmo para grafos cubicos de 16 vértices, observamos
que todos os grafos cuibicos podiam ser coloridos por um torneio especial - ;114, 0
qual passou a ser, desde entao, nosso melhor candidato para ser a “palheta” que
provaria a conjectura. Denominamos entao este torneio de ﬁM =T M4 o torneio
mdgico com 7 vértices exibido na Figura [Tl

Verificamos que T}M é o grafo de cor para todos os grafos ctibico com até 18
vértices. O torneio T M gatisfaz a condicio estabelecida no Teorema B.I5 ou seja, o
torneio KV da Figura 316 ¢ seu subgrafo. A fungao f: V(KY) — V(T;M) tal que
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Figura 7.1: Torneio mégico com 7 vértices T M no qual todo grafo ciibico orientado
G, tem homomorfismo para T onde n < 18.

Tabela 7.1: Tempo por instancia para uma implementacao do Algoritmo [Z.1] }.

’ (NV) n° de vértices ‘ (NC) n° de cibicos * ‘ n° de orientagoes * ‘ Tempo médio I ‘

4 1 64 0,000
6 2 1024 0,000
8 d 20480 0,130
10 19 622592 1,995
12 85 2,23 x 107 11,694
14 509 1,07 x 10° 29,859
16 4060 6,81 x 1019 453,181
18 41301 5,54 x 1012 3800,955
20 510489 5,48 x 101 ?
Observagoes:

1 O algoritmo foi implementado em linguagem C;
* Ndmero de grafos ctbicos livres de isomorfismo, as instancias foram obtidas em IE],

* Nossa implementacao gera todas as orientagoes, nao removendo os isomorfismos. Férmula = NC x 2

1 Tempo médio em segundos por grafo cibico nao orientado, fixando j = 114.

f(1)=6, f(2) =5, f(3) =2, f(4) =1, f(5) = 4, estabelece um homomorfismo de
KY em T}M , como ambos grafos sao torneios, a fungao também estabelece que KY

é um subgrafo de T.
Apresentamos na Figura[7.2] dois grafos cubicos orientados com 8 vértices e com

niimero croméatico orientado igual a 7, os niimeros na figura representam uma 7T27-

NV =

coloracao geradas pelo computador utilizando o algoritmo [T OCNY.

Atualmente, ainda rodamos o Algoritmo [[.J OCN7 no GRID-IA/PESC/UFRJ.

Prosseguimos, no momento de escrita desta Tese com a verificagao dos ciibicos com

20 vértices. Resolvemos até entao poucos grafos, todos coloridos por T,

72




Figura 7.2: Dois grafos ctibicos orientados com T -coloragao.

7.2 Analise sobre torneios proibidos

Nesta secao, fazemos uma breve andlise sobre alguns torneios com 7 vértices que
nao sao palhetas para a classe dos grafos com A < 3. Primeiro analisamos alguns
grafos orientados com A < 3 que proibem determinados torneios como palhetas. No
Capitulo @l apresentamos uma familia de grafos com A < 3 que restringe o Torneio de
Paley com 7 vértices Cﬁ7 como palheta. Pelo Teorema B.I5 do Capitulo B sabemos
também que toda palheta para os grafos ctibicos deve possuir o torneio K Y como
subgrafo. Assim, os torneios com 7 vértices que nao possuem K U como subgrafo,
também nao sao palhetas para os grafos com A < 3.

Apresentamos na Figura um grafo orientado él com A < 3 que proibe
alguns torneios com 7 vértices com palheta. Como para quaisquer dois vértices
T,y € V(@l) existe um caminho direcionado de comprimento maximo 2, entao o
Xo(le) = 7. Como todo vértice de él tem grau de saida pelo menos 1 e grau de
entrada pelo menos 1, todo vértice de uma palheta com 7 vértices para G, também
deve ter a mesma configuragao. Assim, os torneios com 7 vértices com algum vértice
que tem grau de saida igual a 6 ou grau de entrada igual a 6 nao sao palhetas para
G,. De fato, a palheta com 7 vértices para a classe dos grafos com A < 3 deve ter

G4 como subgrafo.

6

Figura 7.3: G, com A < 3 e x,(G) =T.

Observamos que o vértice v € V(él) tem grau 2, e podemos construir uma
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familia de grafos orientados com A < 3 que tem as mesmas caracteristicas apre-
sentadas do grafo él. Na Figura [7.4] usamos cinco cépias de él para construir um
grafo orientado Gy com Xo<ég) = 7. Além disso, em G, existem pelo menos 4 cores
distintas com grau de entrada 2 (vértices vg, v7, vs, vg) € pelo menos 5 cores distintas
com grau de saida 2 (vértices vy, vq, v3,vy,v5). Assim uma palheta para 62 deve
ter pelo menos 4 vértices distintos com grau de entrada 2, e pelo menos 5 vértices

distintos com grau de saida 2.

Figura 7.4: G5 com A < 3 e yo(G) = 7.

Gostariamos de encontrar outros grafos orientados com A < 3 que adicionam
mais restricoes estruturais a uma palheta, como restricoes ao grau de saida ou ao
de entrada dos vértices. Porém, esta tarefa nao parece ser simples. Conforme apre-
sentamos na se¢ao anterior, o torneio ﬂM pode colorir todos grafos ctibicos com até
18 vértices. O torneio ﬁM também respeita todas as restricoes apresentadas nesta
secao. Assim, para determinar alguns torneios proibidos sem conhecer restrigoes
estruturais sobre eles, resolvemos usar outro algoritmo de forca bruta ﬁimilar a0

, ] tor-

neios livres de isomorfismo com 7 vértices sao proibidos. Apresentamos na Tabela[l.2]

Algoritmo [1]) para verificar com ajuda computacional, quais dos 456

todos os torneios proibidos para os grafos ctibicos com até 10 vértices, também apre-

sentamos os torneios proibidos para os grafos cibicos com 12 e 14 vértices que foram
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determinados até o momento da escrita da tese. O nimero total de torneios proibi-
dos é de 275, restando ainda 181 torneios que nao foram determinados ou que nao

sao proibidos.

Pergunta 7.1 Euziste alguma caracteristica estrutural comum aos 181 torneios res-

tantes com 7 vértices?
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Tabela 7.2: Torneios proibidos com 7 vértices para ctibicos

N° de
vértices

Torneios proibidos

4

0, 1,2 3,5,6,8, 11, 15, 24, 27, 33, 34, 49, 52, 75, 100, 119, 147, 158, 202, 227, 248,
252, 258, 262, 266, 283, 284, 286, 315, 402, 418, 424, 437, 454, 455

0,1,2 3 4,5,6,7 8,09, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 49, 50, 51, 52,
53, 54, 60, 66, 67, 68, 70, 73, 75, 76, 77, 78, 79, 88, 91, 98, 99, 100, 102, 106, 107,
108, 111, 113, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 132, 134, 135, 137, 138, 143, 144, 145,
146, 147, 148, 149, 150, 155, 158, 159, 167, 172, 173, 174, 175, 176, 177, 178, 179,
182, 191, 197, 202, 203, 204, 205, 206, 208, 209, 216, 217, 227, 230, 240, 242, 248,
249, 250, 252, 253, 254, 256, 257, 258, 259, 261, 262, 263, 264, 266, 267, 268, 269,
270, 271, 273, 274, 275, 277, 278, 279, 280, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290,
291, 292, 293, 295, 296, 297, 302, 303, 304, 305, 312, 314, 315, 316, 317, 318, 320,
328, 331, 336, 337, 338, 339, 340, 341, 342, 343, 344, 345, 346, 347, 349, 358, 364,
368, 379, 380, 383, 384, 386, 402, 403, 405, 407, 408, 409, 411, 412, 413, 414, 415,
416, 418, 424, 425, 427, 430, 431, 433, 437, 439, 441, 448, 449, 452, 453, 454, 455
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Capitulo 8
Conclusoes

Nesta tese, trabalhamos com o problema da coloracao orientada para grafos e grafos
orientados. Apresentamos na Figura 8] uma estrutura do trabalho desenvolvido
nesta tese, neste diagrama os temas que continuam em desenvolvimento sao repre-

sentados pelas setas que nao apontam para nenhum assunto.

[Clique Coloragﬁo] (Coloragﬁo Orientada)

Numero
Clique

Cromatico
Orientado

Limites
para
Planares

Uniao NP-C A <3

Disjunta

13, [12]

esultados
Computacionais

Limite Limite
Inferior | | Superior

|

Figura 8.1: Diagrama do trabalho desenvolvido nesta tese.

Definimos o nimero clique cromdtico orientado K(G) de um grafo G' combinando
os problemas de clique coloracao e coloragao orientada. Demonstramos dois resul-
tados que seguem da defini¢ao apresentada, K(K) = 2 e B(C) = x,o(C), onde K é
um grafo completo e C' é um ciclo. Observamos que esses conceitos nao existiam na
literatura. Acreditamos que esse tema tem muito a ser explorado. Por exemplo, um
problema interessante é estudar a clique coloracao orientada para classes especiais

de grafos. Esse tema faz parte dos nossos trabalhos futuros.

77



Estudamos os limites para o problema da coloracao orientada sobre grafos plana-
res orientados P. Nés propomos uma técnica para tentar encontrar um grafo planar
orientado G com O(C_j) > 16. Encontramos uma lacuna na demonstracao apresen-
tada por Sopena [42] para determinar que yo(P) > 16. Também apresentamos um
torneio com 5 vértices K¢ que é subgrafo de todo grafo de cor para 73, lembramos
que KV também ¢ subgrafo de todo grafo de cor para os grafos ciibicos.

Podemos decidir em tempo polinomial se G tem uma 3-coloragao orientada

], porém uma caracteriza¢ao para estes grafos nao era conhecida. Seja CN}, =
{G; x0(G) < k}, nds apresentamos uma caracterizagdo onde um grafo G € CNj3 se e

somente se:
e Quando G for conexo, G é um K3 ou uma arvore;

e Quando G for desconexo, G é uma floresta ou K3 U .S, onde S é uma floresta

de estrelas.

O estudo da classe CN5 nos motivou a estudar o niimero cromatico orientado da
unido disjunta de grafos. Demonstramos que x,(K, US) = p, xo(K, UF) =p+1
e Xo(K,UCs) =p+1, p> 3, onde K, é o grafo completo com p vértices, S é uma
floresta de estrelas, F' é uma floresta com diametro maior que p e C3 é o ciclo com

3 vértices. Uma pergunta natural que surge é:
Pergunta 8.1 Quais grafos pertencem a classe CNy ¢

Dado G = K,UK, e G uma orientacao de GG. O nicleo de G é o maior inteiro z tal
que Hfl = [?m subgrafo de [?p e Elfg = I?m subgrafo de I?q tal que fl ¢é isomorfo a
Ty. A alma gémea Ag(p,q) = r é o nucleo minimo entre todas as orientagoes G de
G = K, U K,. Demonstramos que x,(K, UK,) =p+q—1.

Pergunta 8.2 Qual a complexidade para determinar Ag(p,q) =1r?

Dados um grafo orientado G = (V,A) e um inteiro positivo k, a pergunta do
problema de decisio do NUMERO CROMATICO ORIENTADO (OCN;) é: G tem uma
k-coloracao orientada? Demonstramos que é NP-completo decidir se G tem uma
4-coloragao orientada, mesmo quando G é aciclico, planar, bipartido e com grau no
maximo 3. Nosso resultado, estabelece uma dicotomia P wversus NP-completo com
respeito ao grau maximo A de uma instancia C_j, pois se A(é) < 2 sabemos que
OCNj, é um problema polinomial M}

Seja G A<3 um grafo orientado, tal que o grafo subjacente Ga<3 tem grau maximo
3. Estudamos o limite do ntiimero cromatico orientado para G A<s, motivados pela
conjectura de Sopena M] que diz: Se Gacs é conexo, entio yo(Gacs) < 7. Neste
sentido, demonstramos que o numero cromatico orientado de grafos orientados

aciclicos Ga<s € no maximo 8. Apresentamos o torneio R com 8 vértices que pode
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colorir G'a<g aciclico. Como consequéncia da demonstracao, exibimos um algoritmo

linear para atribuir uma R-coloragao para G'a<s aciclico.

Pergunta 8.3 Qual o menor k tal que OCNy, € polinomial e OCNy,_1 € NP-Completo,

quando restrito a grafos com A = 3.

Por dltimo, motivados a encontrar um grafo orientado G A<3 conexo onde
Xo(é A<3) > 8, usamos um algoritmo de for¢a bruta para colorir pequenas instancias
de grafos cubicos. Nao encontramos o contra-exemplo exemplo desejado, porém
apresentamos T}M o torneio magico com 7 vértices que é o grafo de cor para todos
grafos ctibicos orientados com até 18 vértices. Este resultado computacional é uma
evidéncia positiva para suportar a conjectura de Sopena [40]. Também conjectura-

mos o seguinte resultado:

Conjectura 8.4 FEziste um unico torneio T; com 7 vértices, tal que todo éAgg tem

homomorfismo para T%.

Se esta conjectura for verdadeira, isto implicaria que mesmo se G a<s for desco-
nexo, entao yo(Ga<s) = 7.

No momento da conclusao da escrita da versao para a Banca de Candidatura
de Doutorado, tinham sido coloridos aproximadamente 6,149 x 102 grafos conexos
cibicos orientados: sao 1 x 2% de 4 vértices, 2 x 2% de 6 vértices, b X 2% de

10x3

8 vértices, 19 x 272~ de 10 vértices, 85 x 272~ de 12 vértices, 509 x 275~ de 14

vértices, 4060 x 275" de 16 vértices, 41301 x 2757 de 18 vértices, que totalizaram

todos os grafos conexos ciibicos com menos de 18 vértices. Adicionalmente, foram
coloridos aproximadamente 500 grafos conexos ctibicos com 20 vértices em um total
de 500 x 2°%" grafos conexos ctibicos orientados com 20 vértices.

Até o momento, todos estes grafos orientados foram coloridos com T como
palheta, e continuamos colorindo. Observe que o fato de todos estes grafos co-
nexos cubicos terem sido coloridos com a mesma palheta, implica que todos os
grafos cubicos, conexos ou nao, orientados com menos de 18 vértices sao co-
loridos com T como palheta. Os arquivos fontes dos programas e também
arquivos dos resultados computacionais estarao disponiveis para consulta em
<http://www.inf.ufg.br/ hebert/>.
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