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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

MODELAGEM E CARACTERIZACAO DE UM PROCESSO DE
AMOSTRAGEM DE VERTICES EM REDES

Vicente de Melo Pinheiro

Dezembro/2013

Orientador: Daniel Ratton Figueiredo

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

O crescente interesse em estudar como as “coisas” se conectam vem sendo ala-
vancado pela crescente abundancia de grandes quantidades de dados relativos as
mais diversas redes. Neste contexto, um importante aspecto é a forma como es-
ses dados sao coletados, pois na maioria das vezes as informagcoes sobre vértices e
arestas nao estao disponiveis publicamente de forma centralizada ou mesmo de ma-
neira organizada (por exemplo, Web, P2P, Facebook). Com isso, se torna necessério
descobrir essas redes através de um processo de amostragem onde este processo in-
fluencia fundamentalmente na forma que a rede é descoberta. Neste trabalho, nds
estudamos o processo de amostragem de vértices que revelam informacoes locais de
vértices escolhidos aleatoriamente na rede. Particularmente, desenvolvemos modelos
analiticos para determinar o nimero de vértices e arestas descobertos pelo processo
de amostragem de acordo com o nimero de amostras e outras caracteristicas da
rede (por exemplo, grau médio). A avaliagdo dos modelos propostos comparada aos
resultados obtidos através de simulacao para diferentes modelos de redes indicam as

condicoes sobre as quais nosso modelo captura bem a realidade.
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The increased interest in studying how “things” connect has being leveraged
by the growing abundance of a huge amount of data concerning many different
networks. In this context, an important aspect is the collection of such data, because
in most cases information on network vertices and edges is not publicly available
in a centralized or organized repository (eg., Web, P2P, Facebook). Thus, it is
necessary to discover these networks through a sampling process in which the process
itself fundamentally influences what is discovered about the network. In this work,
we study the process of sampling vertices that reveals local information around
randomly chosen vertices. Particularly, we develop analytical models to determine
the number of vertices and edges discovered by the sampling process according to
the number of samples and other network characteristics (eg., average degree). The
evaluation of the proposed models against results obtained through simulations for

different network models indicates the conditions under which our model is accurate.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A explosao durante a ultima década pelo interesse em estudar como as “coisas”
se conectam e entender as implicagoes desta conectividade em diversas areas do
conhecimento deu origem a area multidisciplinar conhecida por Network Science
[1]. Nos tltimos anos, estudos sobre as mais diversas redes vem revelando carac-
teristicas estruturais fundamentais e contribuindo na compreensao de fenomenos que
operam sobre estas redes. A disseminacao de uma epidemia por uma rede social;
a distribuigdo de um arquivo por uma rede peer-to-peer (P2P); o ranqueamento de
pesquisadores em redes de colaboracao cientifica sao exemplos reais de redes que
apresentam ao mesmo tempo similaridade e distingao em suas estruturas.

Uma das principais razoes para o grande avango nesta area € o crescente surgi-
mento de diversas redes de grande porte. Essas redes motivam estudos empiricos e
validacoes de modelos tedricos que capturem as mais diferentes propriedades. Entre-
tanto, um importante aspecto que precisa ser levado em conta é a obtencao destas
redes, pois diversas vezes os dados nao estao disponiveis publicamente de forma
centralizada ou organizada, e na maioria das vezes precisam ser coletados através
de algum procedimento.

Podemos utilizar como exemplo a rede social do Facebook, onde representariamos
usuarios através de nos e a relacao de amizade entre duas pessoas através de uma
aresta. Coletar informacoes de uma rede desse tamanho pode ser um problema
maior do que parece. Coletar esse tipo de informacao demora muito tempo e em
alguns casos ainda sao aplicadas restricoes a essa busca.

Imagine que queremos amostrar a rede da web. Vamos supor que essa rede
tenha 10 bilhoes de péaginas e que demoramos em média 100 milissegundos para
visitar cada uma dessas paginas. Para coletar essa rede seriam necessarios pelo

menos 32 anos. Logicamente o cédlculo puro e simples é uma abordagem ingénua,



mas ilustra bem a grandeza das redes e massas de dados de que estamos falando.
Um outro exemplo seria a rede do BitTorrent durante um swarm, representariamos
peers através de nds e conexoes TCP com arestas. Em ambos os casos citados
acima a rede precisa ser descoberta através de algum processo de amostragem, que
ird revelar seus vértices e arestas para que entao seja possivel estudar as propriedades
das respectivas estruturas.

Um problema fundamental ao descobrir uma rede passa a ser a influéncia do
processo de amostragem que serd utilizado, pois em muitos casos é proibitivo coletar
a rede inteira. Utilizando novamente o Facebook como exemplo, coletar toda a rede
é invidvel devido ao seu tamanho ( mais de 1 bilhdo de nés ) e do controle imposto
pela empresa que limita a velocidade com a qual os dados podem ser coletados.
Uma alternativa é tentar coletar parte desta grande rede para entao trabalhar com
esses dados, e a forma de amostrar essa rede também influenciara diretamente na
estrutura da rede que vamos obter.

Uma técnica muito usada para coletar parte de uma rede é utilizar um processo
de amostragem aleatério. Diversas areas de pesquisa utilizam processos de amos-
tragem baseados por exemplo em passeios aleatérios (random walks), onde a ideia
¢ dar sucessivos passos sobre a rede em diregoes aleatorias para descobrir novos
vértices e assim descobrir parte de sua estrutura. A estrutura da rede obtida é ape-
nas uma amostra da rede toda e portanto, nao possui necessariamente as mesmas
caracteristicas da rede como um todo.

Uma outra técnica para amostrar uma rede é através de seus vértices. Imagine
que temos um grafo qualquer onde um de seus vértices é revelado aleatoriamente.
Vamos supor que esse vértice traz consigo informagoes locais, como suas arestas e
seus vizinhos na rede. Agora basta repetirmos esse procedimento diversas vezes para
comecar a descobrir outros vértices e seus vizinhos. Um ponto importante é entender
este processo de amostragem. Por exemplo, quantas amostras sao necesséarias para
descobrir quase toda a rede? Conseguimos estimar o niimero de vértices e amostras
descobertas utilizando este processo? E da rede original como um todo? Estas e

outras perguntas fazem parte dos nossos questionamentos neste trabalho.

1.2 Contribuicao

Neste trabalho iremos estudar o processo de amostragem de vértices onde a cada
passo um vértice da rede escolhido de forma aleatoria é revelado ao observador junta-
mente com outras informagoes de redes locais (ex. seus vizinhos). Iremos considerar
dois casos de informacao local: (i) o vértice escolhido revela sua identidade e todos
seus vizinhos; (1) vértice escolhido releva sua identidade, todos seus vizinhos, todos

os vizinhos dos vizinhos e arestas entre esses vértices. E as principais contribuicoes



deste trabalho sao:

e Modelagem analitica do processo de amostragem. Estamos interessa-
dos em caracterizar como este processo descobre vértices e arestas de uma
rede desconhecida em funcao do nimero de amostras. Neste sentido, desen-
volvemos modelos analiticos (exatos e aproximados) que caracterizam o valor
esperado do numero de vértices e arestas descobertos em funcao do nimero

de amostras para os dois tipos de amostragem.

e Simulacao e avaliagao. Desenvolvemos um ambiente para simular o pro-
cesso de descobrimento em redes para gerar resultados empiricos, fizemos uma
avaliacao numérica utilizando quatro modelos classicos de redes e comparamos
os resultados previstos pelos modelos com resultados obtidos através dessa si-

mulacao detalhada do processo de amostragem.

Nossos resultados validam o modelo exato e mostram que o modelo aproximado
possui bom desempenho para todos os casos de descobrimento de arestas, além
de um bom desempenho em todos os casos de descobrimento de vértices até
distancia 1. Para descobrimento de vértices até distancia 2, apresentamos um
bom desempenho para dois dos modelos. Além disso, discutimos a influéncia

das diferentes redes no desempenho do processo de amostragem.

Por fim, apesar de considerarmos e avaliarmos o processo de amostragem de
vértices de forma abstrata, este processo é uma boa abstracao para redes que per-
mitem que um vértice seja inspecionado e que informagoes locais sejam obtidas.
Por exemplo, em redes P2P um par (vértice) controlado pelo observador pode ob-
ter informacoes locais, e a partir disso podemos inserir varios vértices controlados e
amostrar a rede para estudar caracteristicas de sua estrutura; Em redes sociais online
podemos amostrar vértices usando identificadores aleatérios e descobrir informacgoes
locais a estes vértices. Contudo, nosso objetivo neste trabalho nao é aplicar o método

de amostragem de vértices e sim caracterizar como o mesmo descobre uma rede.

1.3 Organizacao desta dissertacao

Esta dissertacao esta organizada em 6 capitulos, sendo este primeiro a introdugao.

No capitulo [2| serao apresentados alguns trabalhos relacionados e a literatura
para compreender este trabalho. Apresentaremos os modelos de grafos aleatorios
que serao utilizados, evidenciando as particularidades em sua estrutura, entraremos
em detalhes sobre processos de amostragem conhecidos e ja utilizados na literatura
e finalmente apresentaremos alguns trabalhos relacionados que abordam o problema

de descobrimento de redes.



No capitulo definiremos formalmente o processo de amostragem utilizado,
justificando, exemplificando e abordando as diferentes variacoes adotadas neste tra-
balho. Explicaremos o que consideramos como monitor (vértice revelado) e, em
seguida, apresentaremos as medidas de interesse que utilizaremos para caracterizar
como o processo de amostragem revela informacoes sobre a rede.

No capitulo 4] faremos uma avaliacao tedrica apresentando modelos analiticos.
Estudaremos o nimero de monitores distintos apés um certo niimero de amostras e
analisaremos o descobrimento na rede, detalhando a técnica utilizada para deduzir
o modelo matematico que captura o ntmero de vértices e arestas descobertos pelo
processo.

No capitulo |p| apresentaremos o simulador que foi desenvolvido para validacao
dos modelos, descreveremos o cenario utilizado (tamanho da rede, grau médio,
parametros do simulador, etc.) e apresentaremos os resultados de descoberta de
vértices e arestas, analisando e criticando seu comportamento ao ser comparado
com resultados analiticos.

Por fim, o capitulo [6] apresenta a conclusdo desta dissertacao, apontando os

resultados mais interessantes e trabalhos futuros que podem ser derivados deste.



Capitulo 2

Trabalhos Relacionados

A seguir, sera apresentada parte da literatura dos trabalhos cientificos que possuem

relacao com o tema desta dissertacao.

2.1 Modelos grafos aleatodrios

Grafos aleatorios sao grafos gerados a partir de algum processo aleatério definido
por um modelo. O niimero de vértices e arestas e o conjunto de arestas sao exemplos
de caracteristicas que podem variar entre realizagoes do modelo. Grafos aleatorios
vem sendo amplamente utilizados na literatura por conta de caracteristicas estru-
turais especificas observadas apds sua geragao. Em muitos casos as caracteristicas
observadas sao semelhantes a caracteristicas existentes em redes reais, o que facilita
o estudo e comparagao entre resultados obtidos com redes sintéticas e redes reais.

Existem diversos modelos de grafos aleatérios propostos na literatura. Diferentes
modelos dao origem a graficos com diferentes propriedades estruturais, entre elas
talvez a mais marcante seja a distribuicao de grau.

A clusterizagao de um vértice representa a probabilidade de dois vizinhos de um
mesmo vértice também serem vizinhos. Essa métrica pode ser calculada localmente
para um unico vértice ou globalmente como uma média para todo o grafo. Ou-
tras métricas muito importantes sao observadas e estudadas na literatura como por
exemplo a distancia entre vértices.

Neste trabalho optamos por quatro modelos de grafos aleatérios. Utilizamos esses
modelos para gerar redes sintéticas através de um simulador, avaliar e caracterizar
o processo de amostragem proposto. Geramos diversas instancias de cada modelo
para avaliar o processo de amostragem aplicado ao conjunto de redes que recebem

aquela denominagao.



2.1.1 Modelo de Erdés-Rényi - G(n,p)

Dentre os diversos modelos de grafos aleatoérios existentes na literatura atualmente,
0 mais antigo e muito utilizado é o modelo Erdés-Rényi.

O modelo Erdés-Rényi, também conhecido como G(n, p), possui dois parametros
deterministicos, n e p. O parametro n define o nimero de vértices do grafo e
p a probabilidade de existéncia de cada aresta do grafo, independentemente. E
importante ressaltar que mesmo com dois parametros deterministicos, o grafo gerado
é aleatério e pode variar como mostra a figura Na verdade, qualquer grafo
com cinco vértices pode ser gerado neste exemplo, e cada um deles possui uma

probabilidade de ser gerado.

(a) (b) (c)

Legenda:

@

Weértice da rede  Aresta da rede

n=>5 p=0.25

Figura 2.1: Exemplos de grafos diferentes gerados através do modelo G(n,p) com
parametros iguais.

Podemos ressaltar também outras caracteristicas marcantes do modelo, como
sua distribuicao de grau, valor esperado do grau de um vértice, numero esperado
de arestas e clusterizacao. A distribuigao de grau de um grafo G(n, p) é facilmente
deduzida [2] e segue uma distribuigdo binomial observada na equagao onde Z

representa a variavel aleatoria que denota o grau de um vértice.

P|Z =d] = (n ; 1)pd(l —p)t0<d<n (2.1)

Consequentemente seu grau médio é:

E[Z) = (n—1)p (2.2)

Outra medida que também pode ser obtida facilmente é a clusterizacao média

do grafo apresentada na equacao [2.3

(2.3)
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O valor da clusteriza¢ao no modelo G(n, p) é p pois probabilidade de cada aresta

¢ independente.

2.1.2 Modelo de Watts-Strogatz - Small World

O modelo Watts-Strogatz é um modelo de geracao de grafo aleatorio que pode
produzir redes com propriedades Small World(SW). O modelo SW representa redes
onde temos alta clusterizagao e curtas distancias (numero de passos de um vértice
a outro).

Um l4tice inicial é utilizado para iniciar o processo do modelo Watts-Strogatz.
Cada vértice é ligado entao aos seus k vizinhos mais préximos como mostra a figura
2.2l Em seguida cada aresta é desconectada de seus vértices originais com uma

probabilidade p e religada aleatoriamente em outros dois vértices.

Figura 2.2: Exemplo da primeira etapa de geragao de uma rede através do modelo
Watts-Strogatz (k = 4).

Como o modelo inicia com uma estrutura nao aleatoria que possui um vértice
ligado a k vizinhos, isso origina um grafo com alta clusterizacao e distancias médias

altas com grau médio k:

E[Z] =k (2.4)

O segundo passo, que reposiciona as arestas, pode criar “atalhos” que reduzem a
distancia média do grafo e fazem com que o mesmo seja aleatério e que seja possivel
gerar um grafo do tipo SW.

A sua distribui¢ao de grau [3] pode ser obtida da seguinte forma:

fldk) g . (E d—k—i
ETEDY (;)(1—p>zpz—f%exp<—p§> 25)



de:
o= S22y (2.6

2.1.3 Modelo de Barabasi—Albert (BA)

O modelo Barabasi-Albert (BA) é utilizado para gerar redes aleatdrias livres de
escala baseado na ideia de preferential attachment. Preferential attachment é ideia
de que novos vértices que entram na rede tendem a se relacionar com vértices mais
populares. Ou seja, vértices populares tendem a ser cada vez mais populares com
o passar do tempo. Essa teoria possui diversas aplicacoes em redes reais, como por
exemplo a web, onde novas paginas tendem a criar links para paginas mais populares,
mais conhecidas e confidveis. Outro exemplo é a rede de citagoes onde novos artigos
tendem a citar artigos mais populares.

O modelo Barabasi—Albert inicia com um grafo conexo com mg vértices. Um
novo vértice ¢ é adicionado a cada iteracao e ligado a m < mg vértices com proba-
bilidade p; proporcional ao grau dos vértices existentes, como mostra a equacao [2.7

onde d; é o grau do vértice ¢ e temos a soma do grau de todos os vértice da rede.

d;
Vi= =3
ZWGV dj

O modelo Barabasi—Albert aplica a ideia de Preferential attachment em redes

(2.7)

de forma que a popularidade passa a ser dada pelo grau dos vértices. Desta forma,
depois da adicao de um certo nimero de vértices, a distribuicao de grau segue uma

lei de poténcia, tendo sua distribuicao de grau calculada da seguinte forma :

B(d,7)

P2 =0 Bl -1

(2.8)

onde 7 = 3 no caso BA e B(x,y) é a Funcao Beta de Euller [3].
Como cada vértice traz para a rede m arestas, quando n >> |mg| temos aproxi-
madamente mn arestas. Com isso podemos obter o grau médio:
2mn
ElZ] = 7 = 2m (2.9)
n
A clusterizagao [6] pode ser definida como:
6m?*((m +1)2(Inn)? — 8mInn + 8m)

€= 8(m — 1)(6m? + 8m + 3)n (2.10)




2.1.4 Configuration Model (CM)

Configuration model (CM) é um modelo de redes aleatério que recebe como entrada
uma sequéncia de graus (de soma par) dos vértices e nao possui uma distribuicao
de grau especifica. Cada vértice da rede tera um grau fixo e o processo de formagao
da rede sera baseado nesse conjunto de entrada.

O fato do grau dos vértices ser fixo induz que o nimero arestas m também sera
fixo. Podemos calcular esse nimero somando o grau d de cada um dos vértices i e
dividindo por 2 para evitar que cada aresta seja contada duas vezes, como mostra a

Equacao [2.11

1 n
m = QZdi (2.11)

Para formar a rede utilizaremos as pontas das arestas. Cada aresta liga dois
vértices e, portanto, possui duas pontas. Consideraremos que cada vértice possuira
d pontas de arestas, totalizando 2m pontas de arestas. O processo de formagao
da rede consiste em sortear, iterativamente, duas pontas de arestas aleatoriamente
de maneira uniforme dentre todas existentes e entao criar uma aresta ligando as
mesmas.

Essa forma uniforme de criacao das arestas no CM fara com que cada ponta de
aresta tenha a mesma chance de ser ligada a qualquer outra ponta de aresta. Essa
propriedade é muito importante pois garante independéncia no processo de formagao
da rede.

Como falamos anteriormente, esse modelo nao possui uma distribuicao de grau
especifica, portanto podemos calcular a distribuicao de grau e o grau médio a partir
da sequéncia de graus recebida como entrada como mostram as Equacoes e

respectivamente :

Numero de vértices com grau d

PlZ =d] = 2.12
| | Numero de vértices (2.12)
E[Z) =) iP|Z =] (2.13)
=0
A clusterizagao [7] do modelo pode ser definida como:
__ 1(E[Z%] - E[Z])?
== 2.14
‘T n E[ZP (2.14)



2.2 Processos de amostragem em grafos

Informagoes estruturais das mais variadas redes em geral nao estao disponiveis pu-
blicamente de maneira centralizada ou organizada e precisa ser coletada através de
algum processo de coleta. Em muitos casos a quantidade de informagao existente
disponivel impede que a mesma seja coletada exaustivamente. Muitos casos como
a rede de amizade do Facebook, a Web, rede de citacoes ou até mesmo uma rede
P2P sao exemplos de redes onde coletar todas essas informagcoes se torna inviavel.
Desta forma, o projeto e avaliacao de processos que coletam informacoes estruturais
dessas redes de forma representativa e sem tendéncias se torna fundamental no es-
tudo empirico de redes. Processos de coletas de dados, ou seja, amostragem podem
ser deterministicos ou aleatorios. No primeiro caso a amostragem ¢é determinada
seguindo uma regra deterministica que define unicamente a ordem de amostragem.
No segundo caso, a regra de amostragem ¢é aleatéria, podendo ou nao considerar

variaveis observadas no passado.

2.2.1 Processos deterministicos

Um processo de amostragem deterministico é um processo onde o método de amos-
tragem possui uma ordem de amostragem pré-definida. Essa ordem pode variar de
acordo com o método. As escolhas de amostras serao feitas de acordo com algum
critério, evitando assim que amostras sejam escolhidas ao acaso. Os métodos de
busca em profundidade ou DFS (Depth-first search) e busca em largura ou BFS
(breadth-first search) sao exemplos de dois métodos muito conhecidos para percorrer
os vértices de um determinado grafo.

A busca em largura consiste basicamente em a partir de um vértice, amostrar
todos os seus vizinhos. Esse procedimento entao ocorre iterativamente sobre esses
vizinhos amostrados pelo vértice inicial. As figuras [2.3|(a), (b) e (c) mostram itera-
tivamente como funciona este processo de amostragem. Primeiramente iniciamos o
processo de amostragem em um vértice qualquer (9 no nosso caso), que revela todos
os seus vizinhos. Em seguida, visitamos todos os seus vizinhos que nos revelam seus
vizinhos, e assim por diante (visitamos 6 e depois 7 na figura).

A busca em profundidade, como o préprio nome diz, tem como objetivo explorar
a “fundo” cada vizinho encontrado de um vértice. As figuras 2.4(a), (b) e (c)
mostram iterativamente como funciona este processo. Partimos de um vértice (9 no
nosso caso) e fazemos a busca em cada primeiro vizinho encontrado (supomos que
o primeiro vizinho seria o de menor indice). Sendo assim, amostramos os vizinhos
do vértice 6 e em seguida do vértice 3.

Note que os dois mecanismos de busca, BFS e DFS, descobrem redes diferentes

nos exemplos acima depois de explorar trées vértices.
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Legenda:

@

Weértice nao descoberto Vértice descoberto Vértice visitado  Aresta da rede

Figura 2.3: Exemplo de amostragem da rede utilizando busca em largura (BFS).

Legenda:

@

Wértice nao descoberto Vértice descobertn Vértice visitado  Aresta da rede

Figura 2.4: Exemplo de amostragem da rede utilizando busca em profundidade.
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2.2.2 Processos aleatorios

A amostragem aleatdria possui diversas variagbes. Um método muito conhecido
e utilizado é o passeio aleatério (Random Walk). O random walk é um processo
onde a cada passo, um vértice vizinho do atual é escolhido aleatoriamente para ser
explorado. O random walk é um processo de amostragem aleatério sem memoaria,
isto é, cada decisao de proximo passo de amostragem nao leva em conta o seu estado
anterior ou qualquer outro dado armazenado e decide aleatoriamente qual diregao
tomar na amostragem. Suponha que temos um passeio aleatério que revela vértices
de uma rede representada pelo grafo da figura . Escolhemos um vértice inicial (9
no caso) e em seguida o passeio aleatério ird escolher um dos seus vizinhos para se
posicionar no proximo passo. Note que o vértice 9 possui 3 vizinhos e com isso os

vértices 6, 7 e 8 possuem a mesma chance de serem descobertos no préoximo passo.

Legenda:

@

Weértice da rede (desconhecido)  Vértice revelado Arestadarede  Possivel movimento  Vértice atual

—_—

Figura 2.5: Exemplo de amostragem da rede através de um passeio aleatorio.

Sendo assim, as figuras 2.5 (b) e (c) ilustram as préximas iteragoes do random

walk.

2.3 Outros trabalhos

Diversos trabalhos recentes propoem e avaliam diferentes processos aleatorios de
amostragem em redes [8-10]. Entender e identificar propriedades nas estruturas das
redes também é muito importante e diversos trabalhos, principalmente nos ultimos
anos, vem surgindo com o propédsito de definir metodologias de amostragem que
facilitem o estudo dessas redes |11 [12].

Um dos processos de amostragem mais estudados sdo os passeios aleatérios (Ran-
dom Walks) por terem suas propriedades de amostragem relativamente bem conhe-
cidas e estudadas. Em [§] os autores propoe um novo método de amostragem de-
nominado Frontier sampling baseado em passeios aleatérios m-dimensionais. Esse

novo método utiliza m passeios aleatorios dependentes caminhando sobre a rede e
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descobrindo novos nés. Com este trabalho, os autores foram capazes de mitigar
os erros de amostragem ao estimar propriedades da rede, tendo assim o Frontier
sampling resultados mais eficientes na descoberta de vértices que o passeio aleatoério
tradicional e m passeios aleatérios independentes.

Um outro trabalho muito relacionado analisa o processo de amostragem BFS
para caracterizar a tendéncia desse processo [10]. Baseado nisso, os autores propoe
uma funcao de correcao de tendéncia para esse processo e compara com outras
funcgoes ja conhecidas na literatura, mostrando que essas sao menos efetivas que o
método proposto.

Com o enorme crescimento das redes sociais, processos de amostragem eficientes
e nao tendenciosos comegaram a ser aplicados nesse universo. Em [9] os autores tem
como objetivo obter uma amostra nao tendenciosa dos usuarios do Facebook através
de um processo de amostragem. Neste estudo, varias abordagens sao avaliadas afim
de determinar qual o método mais eficaz. Apds essa andlise, uma das abordagens é
utilizada para determinar propriedades estruturais da rede de amizades do Facebook.

Uma das aplicacoes mais populares na internet atualmente é o BitTorrent, um
programa de peer-to-peer para compartilhamento de arquivos. No entanto, conhecer
os detalhes da topologia de um swarm BitTorrent ainda é um desafio, tendo em
vista que o tamanho e dinamismo da rede e a informagao distribuida. Em [I1] os
autores se dedicam a mostrar através de estudos empiricos que swarms BitTorrent
nao podem ser considerados redes aleatérias como no modelo Erdds-Rényi nem redes
small-world. Além disso, os autores consideram outros fatores como o caso onde a
popularidade afeta a topologia de um swarm e o quanto dinamica é a estrutura de
um swarm os longo do tempo.

Por fim, diversos trabalham procuram relacionar redes reais com redes sintéticas

afim de conseguir entender melhor
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Capitulo 3

Processo de amostragem de

vértices

O processo de amostragem tem como objetivo coletar iterativamente parte de uma
rede definida por um grafo direcionado ou nao-direcionado afim de obter dados
suficientes para estudar suas caracteristicas estruturais. Consideraremos um grafo
nao-direcionado denotado por G = (V, ), onde V representa o conjunto de vértices
que sao rotulados unicamente de tamanho |V| =n e E é o conjunto de arestas de
tamanho |E| = m.

Podemos interpretar G como sendo uma rede sintética gerada por algum modelo
de grafos aleatérios ou uma rede real obtida empiricamente. Esta abstracao nos
permite representar qualquer tipo de rede, por exemplo, uma rede P2P em que a
identidade dos vértices sao seus enderecos IPs e as arestas indicam a presenca de
conexao TCP entre cada par de vértices. Apesar da rede existir e ser estatica no
NnossO €aso, iremos assumir que nao temos conhecimento da mesma. O processo
de amostragem serda responsavel por revelar estas informagoes conforme descrito
abaixo. Por fim, por mais que a maioria da redes reais sejam dinamicas, neste
trabalho iremos assumir que a rede é estatica durante o processo de amostragem,
nao sofrendo qualquer altera¢ao em sua estrutura (tanto nos vértices quanto em suas

arestas).

3.1 Amostragem de vértices

O processo de amostragem de vértices é uma abstragao de um processo real de desco-
brimento dos vértices de uma rede e consiste em revelar iterativamente um ou mais
vértices, que chamaremos de monitores. O monitor serd um vértice escolhido aleato-
riamente entre todos os vértices da rede e cada monitor ird nos revelar informacgoes

locais a ele sobre a rede, tais como a identidade dos seus vizinhos. Repare que se o
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vértice é vizinho do monitor, entao existe uma aresta entre eles e a mesma também
sera revelada. Este processo podera se repetir, com monitores sendo amostrados
aleatoriamente, de forma iterativa, onde cada novo monitor potencialmente revelara
novas informacoes sobre a rede.

Particularmente, iremos considerar dois tipos de monitores, que diferem com
relacao ao que observam sobre sua localidade, e também podem representar diferen-

tes processos reais de amostragem. Sao eles:

e Monitor revela sua identidade e a identidade de todos seus vizinhos. O monitor
neste caso, além de revelar a si proprio, também revelara todas as arestas que
incidem sobre ele e os vértices que estiverem na outra ponta destas arestas

(vizinhos). Chamaremos esta caso de monitor revela vértices a distancia 1.

e Monitor revela sua identidade, a identidade de todos seus vizinhos, e a identi-
dade de todos os vizinhos dos vizinhos. Neste caso, o monitor além de revelar
sua identidade, revelara além de seus vizinhos, a identidade de todos os vizi-
nhos dos vizinhos do monitor e todas as arestas entre eles. Chamaremos este

caso de monitor revela vértices até distancia 2

Para que o processo de amostragem através de monitores seja melhor entendido,

apresentaremos exemplos praticos utilizando a seguinte rede.

Figura 3.1: Exemplo de uma rede a ser descoberta.

Considere a rede ilustrada na figura [3.1} A descoberta de vértices e arestas tem
comportamento diferente para os dois tipos de amostragem citados acima.

A figura [3.2)(a) ilustra a informacao revelada para o caso onde o monitor revela
vértices a distancia 1 quando o vértice 9 é escolhido como monitor. Note que os
vértices 6, 7 e 8 sao revelados além do monitor e das arestas que ligam esses vértices
ao vértice monitor, totalizando 4 vértices e 3 arestas descobertas. E importante
ressaltar que para esse metodo de amostragem as arestas entre os vizinhos reve-
lados nao sao reveladas, pois consideramos que o vértice monitor nao possui essa

informacao. Um exemplo, é a aresta (6,7) que permanece desconhecida.
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Legenda:

o O

Weértice da rede  Wértice revelado  Vértice monitor  Aresta da rede Aresta revelada

Figura 3.2: Exemplo de rede revelada no caso onde o monitor revela vértices a
distancia 1.

O processo de amostragem considerado permite escolher mais de um vértice da
rede para assumir o papel de monitor e assim revelar informacoes locais aos mesmos.
Desta forma, um parametro fundamental do processo é o nimero de amostras de
monitores, que denotamos, por k. Note que k nao é o nimero de monitores distintos,
mas sim o numero de amostras de monitores. Isso porque, assumimos que nao
controlamos o processo de amostragem de monitores (que é aleatério) de forma
que um mesmo vértice pode ser amostrado mais de uma vez para ser monitor.
As informacoes reveladas sobre vértices e arestas, coletadas pelos monitores, serdao
agregadas para que possamos estimar caracteristicas estruturais da rede que esta
sendo descoberta.

A figura[3.2((b) ilustra o caso com k = 2 monitores (vértices 9 e 5). Supondo que
o vértice 5 tenha sido amostrado apds o vértice 9 podemos notar que, por possuir
vizinhos em comum com o vértice 9, o mesmo s6 revela um vértice e trés arestas
novas. Com isso, podemos facilmente notar que nem toda nova amostra de monitor
resultard necessariamente em mais informacoes sobre a rede. Eventualmente duas
amostras de monitores podem ter vizinhos em comum ou ainda serem o mesmo
vértice. Considere, por exemplo, a figura (C) que ilustra um exemplo com k = 3
amostras de monitores (vértices 9, 5 e 7 nessa ordem). Note que o monitor 7
praticamente nao acrescenta nova informacao a nao ser pela aresta (6,7). Apesar
disso, em redes muito grandes os monitores nao devem colidir na informacao que
revelam quando seu nimero for baixo.

Agora vamos analisar o caso onde o mesmo vértice 9 é um monitor que revela
vértices até distancia 2. Notamos, obviamente, que mais informacao é descoberta
com cada monitor. A figura [3.3|a) nos permite observar que além dos vértices 6, 7 e
8 descobertos para o caso anterior, também sao revelados seus vizinhos e as arestas
que os ligam aos mesmos, totalizando 7 vértices e 8 arestas descobertas.

Nesse caso podemos observar que a aresta (6,7), que nao seria conhecida para o
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Legenda:

o O

Weértice da rede  Wértice revelado  Vértice monitor  Aresta da rede Aresta revelada

Figura 3.3: Exemplo de rede revelada no caso onde o monitor revela vértices até
distancia 2.

caso anterior (figura[3.2(a)), agora foi descoberta. Isso ocorre pois o vértice 6 além
de estar a uma distancia 1, também estd a uma distancia 2 do vértice 9 passando
pelo vértice 7. Mas repare que arestas entre vértices que estao a distancia 2 nao sao
revelados. Por exemplo, neste caso (3,4) ndo é revelada.

A figura [3.3(b) apresenta o caso que discutimos anteriormente onde o mesmo
vértice é amostrado e, portanto, nenhuma informacao nova é descoberta. A figura
3-3((c) apresenta o caso onde o terceiro vértice escolhido como monitor é o vértice 1.
Note que a informacao revelada por este monitor, em conjunto com o monitor 9, é

suficiente para revelar toda a rede.

3.2 Medidas de interesse

O objetivo principal deste trabalho é caracterizar como o processo de amostragem
de vértices através de monitores revela informacoes da rede que esta sendo desco-
berta. Em particular, temos interesse no niimero de vértices e arestas que o processo
revela em funcao do nimero de amostras de monitores, k. Sejam Y, e W}, respec-
tivamente, o nimero de vértices e arestas reveladas pelo processo de amostragem
apos k amostras de monitor. Como o processo de escolha de monitores é aleatorio,
assim como a rede também pode ser resultado de um modelo de grafo aleatério, Yy
e Wy sao variaveis aleatorias. Desta forma, estamos interessados em caracterizar
seus respectivos valores esperados, ou seja, E[Y] e E[W}], que representa o numero
médio de vértices e arestas revelados.

Para exemplificar essas variaveis, vamos utilizar as figuras|3.2| e |3.3| e determinar
os valores de Y, e Wy, para k =1, k = 2 e k = 3 amostras de monitores.

A tabela apresenta esses valores.

Como podemos observar, os dois processos de amostragem descobrem a rede de
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Vértices descobertos Arestas descobertas

Y Yy Ys | W | Wy | W
Revela a distancia 1 (figura [3.2)) 4 6 6 3 6 7
Revela até distancia 2 (figura[3.3) 7 7 9 8 8 13

Tabela 3.1: Numero de vértices e arestas descobertas por amostras de monitores.

maneira diferente. E também interesse nosso compreender como este processo de
amostragem varia de acordo com a estrutura da rede. Ou seja, entender questiona-

mentos como:

e QQuais sao as caracteristicas estruturais da rede que mais influenciam este pro-

cesso de descoberta de informacgao?

e Qual ¢ a diferenca entre o primeiro e segundo tipo de monitor quando aplicadas

a diferentes estruturas de rede?

Como veremos nos proximos capitulos, o processo de descoberta de vértices e
arestas sdo bem distintos, assim como os tipos de monitores (revelando distancia
1 e distancia 2). Além disso, o grau médio da rede possui um papel fundamen-
tal, enquanto a distribuicao de grau e a clusterizacao podem possuir um papel
secundario, mas importante em alguns casos. O cédlculo destas medidas de interesse
sera apresentado nas proximas secoes, assim como a avaliagao numérica e discussao

dos resultados.
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Capitulo 4
Avaliacao teorica

Entender como um processo de amostragem se comporta e suas particularidades é
fundamental para que seja possivel amostrar uma rede de maneira eficiente. Como
o processo de amostragem abordade neste trabalho permite repeticao de monitores,
iniciaremos este capitulo fazendo um estudo do niimero de monitores distintos em
uma determinada iteracao. Em seguida iremos obter analiticamente o valor esperado

de vértices e arestas descobertas da rede em todos os casos definidos no capitulo [3]

4.1 Deducao do niimero de monitores distintos

Seja G = (V, E) um grafo nao direcionado onde cada vértice u € V' é identificado
por um unico inteiro do conjunto {1,2, 3, ...,|V|}. Seja |V| = n o nimero de vértices
do grafo.

Um monitor é um vértice v € V escolhido uniformemente do conjunto de vértices
V', com reposicao, de forma que um mesmo vértice pode ser escolhido como moni-
tor mais de uma vez. Com isso, as escolhas dos monitores sao independentes e
identicamente distribuidas.

Apesar da escolha com repeticao, sortear o mesmo vértice duas vezes pratica-
mente nao irda ocorrer quando o nimero de vértices do grafo é muito grande. De
qualquer forma, quando o numero de amostras de monitores aumenta, a chance de
termos repeticao de monitores também aumenta.

Para entender melhor o processo de repeticao de monitores, definiremos C}, como
a variavel aleatéria que representa o conjunto de monitores distintos apds k amostras
de monitores e N}, como a cardinalidade deste conjunto. Ou seja, Ny, = |Cyl.

Podemos obter a distribuicao de N; de forma recursiva. Considere que apds
k — 1 amostras possuimos Np_; = D monitores distintos. Temos entao somente
duas possibilidades para a etapa k. A nova amostra pode sortear um vértice que ja
pertence ao conjunto Cj (continuando com D monitores distintos) ou pode sortear

um vértice que ainda nao pertence ao conjunto Cj (aumentando em um o nimero
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de monitores). Esses dois casos podem ser representados, respectivamente, pelas
equagoes de probabilidade condicional [.1] e [4.2]

D

n—D
P[Ny, =D+ 1|Ny_1 = D] = " (4.2)

Utilizando esta distribuicao condicional, podemos entao calcular o valor esperado
de N, dado N,_; = D:

D - D —1
E[Ny|Ny—1 = D] = ED—l— n (D+1) = I

D+1 4.3
D+ (13)

Com esse resultado, podemos utilizar a propriedade da esperanca exibida na

equagao [£.4] e obter uma equagao geral para o valor esperado de N}, a partir de .3}
E[N,] = E[E[Ny|Ny_, = D] (4.4)

n—1

E[N,] =

E[Ny4] +1 (4.5)

Com a equacao[4.5|podemos agora desenvolver a recursao e verificar que o nimero
esperado de monitores /Vy, se trata de uma soma de prograssao geométrica com razao

q:”T_londealzl.

« B[N =1

o B[Ny ="=L1E[N]+1="1 41

o B[Ns] = "E[No] + 1= ("71)" + "% + 1

o B[Ny ="LE[Ns]+1 = (%2)3 4 ()2 4 2= 4]
o B[N = (zhyhtp(nelyh2p pnslyg

BN = (" (1.6

Resolvendo este somatério, podemos notar que o niimero de monitores distintos
depende do nimero de vértices n e do nimero de amostras de monitor k, e temos o
seguinte resultado:

n—1

E[Ni] = n(1 —( )*) (4.7)

Obviamente, para um ntimero muito grande de amostras de monitores, obtemos:

n

lim E[Ng] =n (4.8)

k—oo
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Observar o resultado obtido na equacao graficamente nao é muito simples,
pois o nimero de monitores tinicos varia de acordo com o tamanho do grafo e isso
torna dificil comparar redes de tamalhos diferentes. Para ficar mais claro, na figura
apresentamos esse resultado de uma outra forma. Dividimos a equagao por
n para obter a fracao de monitores 1inicos da rede no eixo das abscissas.

Em seguida chamaremos de o = k/n a fragdo de monitores amostrados em
relacdo a n e o apresentaremos no eixo das coordenadas. Observe que a pode ser
maior do que 1 pois k& pode ser maior que n.

Feito isso, temos que a fracao de monitores tinicos e variamos a. Essa equacao
nos denoratemos por L.

E|N,
Lazﬁ,k:axn (4.9)
n

Simplificando, temos a equacao abaixo:

yne (4.10)

e podemos avaliar esse resultado para n grande, e aproximar pela equagao 4.11}

lim L,~1—¢e® (4.11)

n—oo
A figura[4.T mostra a fracao de monitores tinicos em relagao ao nimero de amos-
tras normalizado («). Nele apresentamos a equagao m para diferentes valores de
n e comparamos esses resultados com a equagao 4.11j e com a equagao y = «, caso

onde s6 seriam descobertos monitores tinicos (sem repeticao).

Andlise de monitores Uinicos

v
<}
31
‘T 08| ]
=
7]
z
g 0.6
=
5
g 04} < .
L} . em repeti¢ao
s =~ n=10 —
W02 i n=50 —— |4
g n=100 —
o 1-exp(-x)
0 = i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 |
o

E

Figura 4.1: Fracao de monitores uinicos em relacao a a =

n’

Observe que para a <= 0.2 o caso com repeticao tem o mesmo comportamento

que o caso sem repeticao, independente do valor de n. Ou seja, quando a fracao de
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monitores em relacao a n é baixa, o caso sem repeticao praticamente nao difere do

caso com repeticao.

4.2 Analise de descobrimento de vértices

Nesta secao iremos obter analiticamente o valor esperado do ntmero de vértices
descobertos na rede seguindo os processos de amostragem definido no capitulo 3 A
ideia da analise é calcular a probabilidade de um vértice da rede ser descoberto e

utilizar esta probabilidade para calcular o nimero esperado de vértices descobertos.

4.2.1 Monitor revela seus vizinhos

Considere um vértice u da rede. Estamos interessados em calcular a probabilidade
de u ser descoberto apds uma amostra de monitor. O vértice u é revelado quando o
mesmo € escolhido como monitor ou um de seus vizinhos é escolhido como monitor.
E caso estejamos considerando monitores que revelam vértices até distancia 2, o
vértice u pode ser revelado se um vizinho de seus vizinhos (que nao é vizinho direto
de u) for escolhido como monitor. Estes trés casos estao ilustrados na figura [4.2]
Repare que estes trés eventos sao mutuamente exclusivos, pois uma amostra de
monitor assume a identidade de exatamente um vértice da rede. Para facilitar a

exposicao, definiremos os seguintes eventos:

(a) b O

Figura 4.2: Exemplo das trés formas que um vértice u da rede pode ser descoberto
por uma amostra de monitor: (a) o préprio vértice u é escolhido; (b) um vizinho de
u é escolhido; (c¢) um vizinho do vizinho de u (que nao ¢ vizinho de u) é escolhido.

e N = vértice a distancia 0 de u (préprio u).
e N! = vértices a distancia 1 de u (vizinhos de u).
e N2 = vértices a distancia 2 de u (vizinhos dos vizinhos de u).

e DF = vértice u foi descoberto apés k amostras de monitores.
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Vamos assumir que o processo de escolha de monitores na rede é uniforme. Ou
seja, todos os vértices da rede tem igual probabilidade de ser escolhido como monitor.
Desta forma, a probabilidade do vértice u ser escolhido é |N?| = 1 em n, pois temos
n vértices na rede. Ou seja, P[N?] = 1/n.

A probabilidade de um dos vizinhos de u ser escolhido como monitor pode ser
calculada condicionando no grau de u. Seja d o grau do vértice u. Desta forma,
como qualquer outro vértice da rede, cada vizinho de u pode ser escolhido com
probabilidade 1/n. Como os eventos de escolha dos vizinhos para ser monitor sao

mutualmente exclusivos, temos

d
1
PINZ=d=3 =
n

i=1

d
— 4.12
. (112

Desta forma, a probabilidade do vértice u ser descoberto dado que o mesmo
possui grau d é dado pela soma das duas probabilidades, de ele ser escolhido ou de
um de seus vizinhos ser escolhido. Repare que a probabilidade de u ser escolhido
como monitor independe do seu grau. Desta forma, temos:

1 d 1+4d

PID,|Z =d] = -+~ = (4.13)
n n n

Vamos considerar que um total de k amostras de monitores serao realizadas
na rede com reposicao. Vamos assumir que o processo de escolha de amostra é
independente e identicamente distribuido (iid). Desta forma, todo o vértice tem igual
probabilidade de ser escolhido como monitor a cada amostra de monitor. Novamente,
estamos interessados em calcular a probabilidade do vértice u ser descoberto. Repare
que o vértice u pode ser descoberto por qualquer uma das k amostras, o que dificulta
o calculo de maneira direta. Entao podemos considerar seu complemento, ou seja a
probabilidade do vértice u nao ser descoberto por nenhuma das k amostras. Como
o processo de escolha de monitores € iid, esta probabilidade sera dada por:

PR Z =d = (1 - 14

- )k (4.14)

Repare que 1 — (1 + d)/n é a probabilidade de u nao ser descoberto por uma
das amostras de monitor. Por fim, a probabilidade de u ser descoberto é apenas o
complemento dele nio ser descoberto, ou seja P[D¥|Z =d| =1 — (1 — (1 +d)/n)*.

Podemos agora descondicionar para obter a probabilidade de w ser descoberto,

independente de seu grau. Ou seja,

i
L

1+d
n

PDy] =) (1-(1-

Y¥VP[Z = d] (4.15)

I§
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onde P[Z = d] ¢ a probabilidade do vértice u ter grau d.

Vamos definir X, ; como sendo uma varidvel aleatéria indicadora que retorna
1 quando o vértice u é descoberto depois de k amostras de monitores na rede e 0
caso contrario. Repare que P[X,; = 1] = P[D*]. Lembrando que Y} representa o
nimero de vértices descobertos depois de k amostras de monitores, esta pode ser

definida como:

Vi= > Xux (4.16)

YueV

Repare que cada vértice contribui com 1 (caso foi descoberto) ou 0 (caso nao
foi descoberto) para a soma que define Y;. Por fim, estamos interessados no valor

esperado de Yj. E pela linearidade da esperanca temos:

ElY,] = E[Z Xkl = Z E[Xux] = Z P[D}] = nP[D}] (4.17)

YueV VueV VueV
O pentltimo passo ¢ vélido pois o valor esperado de uma variavel aleatoria indi-
cadora é simplesmente sua probabilidade de assumir valor 1, e o tltimo é valido pois
estamos assumindo que todos os vértices da rede sao estatisticamente equivalentes
e nao dependem do seu identificador (rétulo).
E importante notar que a equagao depende da distribuicao de grau da rede
para ser calculada por causa do termo P[DF]. Isto indica que a forma como o

processo de amostragem revela vértice ird depender da distribuicao de grau da rede.

4.2.2 Monitor revela seus vizinhos e vértices até distancia 2

Estamos agora interessados na probabilidade do vértice u ser descoberto quando
uma amostra de monitor revela nao somente a identidade do vértice escolhido e de
seus vizinhos, mas também dos vizinhos dos vizinhos, ou seja, todos os vértices até
distancia 2 da amostra escolhida. Desta forma, um vértice u da rede tem mais chance
de ser descoberto, pois basta estar a distancia 2 ou menor do monitor escolhido.
Lembrando que N2 é o conjunto de vértices a distancia 2 de u, temos que a
probabilidade de um deles ser escolhido como monitor é dada por:
2
P[N?] = 1N (4.18)
n
Infelizmente, o valor |[N?2| (na verdade, sua distribui¢ao) nao é trivial e pode
depender da estrutura da rede. Entretanto, podemos condicionar no grau do vértice
u e utilizar o nimero de vértices que sao incidentes a cada vizinho v de u, como
pode ser visto na figura [4.3] Esta medida é conhecida como restante de grau de v

(j& que a aresta e ja é incidente a u).
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Figura 4.3: Exemplo onde as arestas, exceto a aresta e, sao contadas para obter o
restante de grau de v (vizinho de u).

Seja R a varidvel aleatoria que representa o restante de grau de um vértice v
incidente a u. Repare que R é diferente de Z pois sabemos que v tem grau ao menos
um. O valor esperado de restante de grau de um vértice ao final de um aresta

qualquer da rede foi obtido por Newman em [7], e é dado por:

E[Z%] - E[Z]

PR = =5

(4.19)

Onde Z é a variavel aleatéria que representa o grau de um vértice da rede.
Utilizando este resultado, podemos obter uma aproximagao para o valor esperado
de vértices a distancia dois, assumindo que cada vizinho v de u tera este nimero

médio de vizinhos. Desta forma, temos:

IN2|Z = d| =~ dE[R] (4.20)

onde d é o grau condicionado do vértice u. Entretanto, dois vizinhos v e w de u
também podem ser vizinhos e seus restantes de grau estariam sendo contado duas
vezes. Este efeito de “triangulos” pode ser medido pelo coeficiente de clusterizacao
da rede, que caracteriza a fracao de arestas entre os vizinhos de um vértice qualquer.
Seja ¢ o coeficiente de clusterizagao médio da rede, obtido através da probabilidade
de dois vizinhos de um vértice serem vizinhos. Utilizaremos esse valor para calcular
o numero de arestas entre os vizinhos de u. Essa é uma aproximagao pois nao temos
a clusterizacao analitica condicionando no grau de wu.

Seja Ay o numero de arestas entre os vizinhos do vértice u dado que seu grau é
igual a d. O valor esperado do niimero de arestas entre os vizinhos do vértice u da

seguinte forma:

ElA) ~¢ (g) = M, d>1 (4.21)

onde utilizamos ¢ (;l) para calcular a probabilidade de dois vizinhos de u serem
vizinhos para cada par de vizinhos. Utilizando este resultado, podemos melhorar a

aproximacao para o numero de vizinhos a distancia 2 de v removendo os vértices que
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serao contados duas vezes na aproximacao dada pela equacao [4.20, Assim temos:

d(E[Z°] - E[Z))
E[Z]

|IN2|Z = d| ~ dE[R] — 2E[Aqg] ~ —ed(d—1) (4.22)
Com isso, podemos aproximar a probabilidade de um vértice a distancia 2 de u
ser escolhido como monitor, usando a aproximacao acima na equagao [4.18|
Por fim, a probabilidade do vértice u ser descoberto é dada pela soma das trés

possibilidades para a escolha do monitor (distancias 0, 1 e 2 de u). Ou seja:

1+d d(E[Z% - E[Z]) @d(d-1)
n * nE|[Z] a n

P[D}|Z =d] = (4.23)

Utilizando a mesma abordagem para o caso da distancia 1, podemos calcular
a probabilidade do vértice u ser descoberto depois de k amostras de monitores da

rede, de acordo com a equacao |4.15|

n—

POy =3y d(E[ié[_Z]E[ZD ML) py — (4.24)

Em seguida, podemos definir as varidveis aleatérias indicadoras X, para cada
vértice u e calcular o valor esperado do nimero de vértices descobertos, F[Yy] de

acordo com a equacao |4.17} Desta forma, temos:

E[Y;] = nP|Dt] = ;(1 +d+ d(E[Zg[;]E[Z]) —ed(d—1)P[Z=d] (4.25)

4.3 Analise de descobrimento de arestas

O objetivo desta secao é calcular analiticamente o valor esperado do numero de
arestas descobertas pelo processo de amostragem definido no capitulo[3] Assim como
no caso de vértices, iremos derivar a probabilidade de uma aresta ser descoberta
quando temos k amostras de monitores. Usaremos entao esta probabilidade para

calcular o nimero médio de arestas descobertas.

4.3.1 Monitor revela seus vizinhos

Seja e = (u,v) uma aresta de rede incidente sobre os vértice u e v. Esta aresta serd
descoberta se o monitor escolhido for o vértice u ou o vértice v. Caso estejamos
tratando do tipo de monitor que revela informacao até distancia 2, entao a aresta e
também sera descoberta se um vizinho do vértice u ou um vizinho do vértice v for

escolhido como monitor. A figura[d.4]ilustra estes dois casos. Repare que todos estes

26



casos sao mutuamente exclusivos, pois uma amostra de monitor assume a identidade

de apenas um vértice da rede.

(a) (b)

Figura 4.4: Exemplo das duas formas com a qual uma aresta e = (u,v) pode ser
descoberta por uma amostra de monitor: (a) um dos vértices incidentes a aresta é
escolhido; (b) um vizinho de um dos vértices incidentes a aresta (que nao é incidente
a aresta) é escolhido.

Vamos considerar primeiro o tipo de monitor que revela vértices a distancia 1.
Seja D¥ o evento que denota que a aresta e foi descoberta depois de k amostra de
monitores. Como a escolha de monitores é uniforme, a probabilidade da aresta e ser
descoberta apés exatamente uma amostra é simplesmente P[D!] = 2/n. Ou seja,
um dos vértices incidentes a aresta e deve ser escolhido como monitor para que a
aresta seja revelada.

Considere agora k amostras de monitores. Temos que a aresta e serd descoberta
se ao menos uma das k amostras for um dos vértices incidentes a aresta e. A
probabilidade de nenhuma das k amostras revelar a aresta e é dada por (1 —2/n)".
Logo, a probabilidade de e ser revelada é o complemento desta probabilidade, dado

por:

PIDF=1-(1-2/n)* (4.26)

Seja (). uma variavel aleatéria indicadora que denota se a aresta e foi revelada
(assumindo valor 1) ou nao (assumindo valor 0) depois de k amostras de monitores.
Lembrando que W}, representa o nimero de arestas descobertas depois de k amostras

de monitores, esta pode ser definida como:

We= Qex (4.27)

eckE

Onde o conjunto de arestas da rede é representado por E. Com isso:

EWi] =) E[Q.i] =Y P[D!] (4.28)

eckE eckE

Isso se deve ao fato de (). ser uma varidvel aleatéria indicadora e seu valor

27



esperado é dado pela probabilidade dela assumir valor 1. Repare que a equacao

acima depende do nimero de arestas na rede. Seja M a variavel aleatéria que denota

o numero de arestas na rede, ou seja, M = |E|. Podemos obter o valor E[W}]
utilizando a regra do valor esperado condicional, ou seja, E[Wy] = E[E[W)|M]].
Repare que temos E[W,|M = m] = mP[D"], pois as arestas sdo estatisticamente

equivalentes. E finalmente, temos que:

E[Wi] = E[mP|[D;]] = Elm] P[D¢] (4.29)

pois P[D*] nio depende de m e E[m] é o valor esperado do niimero de arestas na
rede. Mais ainda, temos que E[m] = nFE[Z]/2, pois o valor esperado do nimero de
vértices esta relacionado com o valor esperado do niimero de arestas. Assim sendo,
temos finalmente que:
nE|[Z] 2

(1= (1-=)") (4.30)

EWi] = 2 n

E importante notar que diferentemente do ntimero de vértices, o valor esperado
do numero de arestas descobertas nao depende da distribui¢ao de grau da rede, e

sim apenas do grau médio, E[Z].

4.3.2 Monitor revela seus vizinhos e vértices até distancia 2

Vamos considerar agora monitores que revelam vértices a distancia 2. Neste caso,
precisamos considerar que a aresta e = (u,v) serd descoberta também quando um
vizinho de um dos seus vértices incidentes for escolhido como monitor, conforme
ilustrado na figura [4.4(c). Precisamos calcular entdo o nimero de vértices que sdo
vizinhos aos vértices u e v.

Seja N1 = NOU Nl U N? U N} o conjunto de vértices que ao serem escolhidos
como monitor revelam a aresta e = (u,v). Nosso objetivo é calcular a cardinalidade
deste conjunto, pois a probabilidade da aresta e ser descoberta quando uma monitor
é escolhido, k = 1, é simplesmente:

01
P[D!] = o] (4.31)
n

Considere o vértice u incidente a aresta e como pode ser visto na figura [4.5]
Vamos condicionar em seu grau para obter o niimero de vizinhos de u. Um destes
vizinhos é o vértice v e precisamos considerar o restante de grau de v para contar
os vizinhos de v que também podem revelar a aresta e.

Estamos condicionando no grau do vértice u porque além de simplificar a re-
solucao do problema nao teriamos a distribuicao de grau conjunta de u e v.

Um fato importante que devemos levar em conta é que um vizinho de v também
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pode ser vizinho de u (vértice w na figura [4.5)) e ser contado duas vezes, em par-
ticular se a rede possuir um alto grau de clusterizacao. Mas podemos aproximar a
quantidade destes vértices considerando o coeficiente de clusterizacao da rede e o

grau do vértice u de forma similar ao procedimento para descobrimento de vértices.

Figura 4.5: Exemplo de vértice vizinho de u e v (vértice w) que pode ser contabili-
zado mais de uma vez ao se considerar o restante de grau de v.

Seja ¢ o coeficiente de clusterizacao médio da rede e A; o nuimero de arestas
entre os vizinhos do vértice u dado que seu grau é igual a d, cujo valor esperado é
dado pela equagao[£.21] Entretanto, estamos interessados apenas nas arestas entre o
vértice v e os outros vizinhos de u e nao em todas as arestas entre todos os vizinhos
de u. Podemos aproximar o nimero de arestas entre v e os outros vizinhos de u
assumindo que E[A4] estd distribuido igualmente entre os d vizinhos de u, sendo
um deles o vértice v. Desta forma, o nimero de arestas que incidem sobre v e
outros vizinhos de u (por exemplo, vértice w na figura ¢ dado por 2E[A,]/d.
O fator multiplicativo 2 é necessario pois cada aresta possui duas pontas que serao
distribuidas pelos d vizinhos.

Podemos agora estimar o valor para |[N2!| dado que o grau do vértice u é d da

seguinte forma:

2E[Ad]
d

onde 1 representa o vértice u, d representa seus vizinhos, que inclui v, F[R| re-

\N%ﬂ%1+d+EW}— (4.32)

presenta o restante de grau de v, ou seja, os vizinhos de v e 2E[A4]/d representa os

vizinhos de v que também sao vizinhos de u. Utilizando esta aproximacao e substi-

tuindo os valores para E[R] e E[A,] e simplificando, podemos calcular P[D}|Z = d],

ou seja:

d FE[Z?] ¢d-1)

=z — 4.33

n * nk|Z] n (4.33)
Lembrando que como visto na secio [4.2.2] E[R] = E[Z%/E[Z] — 1 e E[A ] est4

definido apenas quando d > 1.

P[D}!|Z = d] ~

A probabilidade da aresta e ser revelada ao menos uma vez por uma das k

monitores pode ser calculada considerando seu complemento. Como cada amostra
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de monitor ¢ independente, a probabilidade da aresta nao ser revelada é dada por
(1 — P[D}|Z = d])k. Logo, temos:

BE[Z?]  ed—1)

ngzzﬂ:ﬂfw1—wn—nEwr% -

)k (4.34)

Podemos agora descondicionar o grau do vértice u e obter a probabilidade de

uma aresta e ser descoberta, ou seja:

PO =3(1— (1—d/n - fgz]] Ldd=1)

d=0

¥ YP[Z = d] (4.35)

n

onde P[Z = d] é a distribui¢ao de grau dos vértices da rede. Finalmente, po-
demos calcular o valor esperado do niimero de arestas descobertas quando temos k&
amostras de monitores na rede, substituindo a equagio acima para P[D¥] em m

e simplificando para E[M], de forma que temos:

nE[Z]

E[Wy] = 5

P[DF] (4.36)

E importante notar que a equagao acima é uma aproximac¢ao para o valor es-
perado do nuimero de arestas descobertos e que ainda assim depende também da
distribuicao de grau dos vértices da rede. Assim como no caso para descobri-
mento de vértices, a andlise acima indica a dificuldade de se calcular analitica-
mente a quantidade de arestas descobertas quando amostras de monitores revelam
vértices a distancia 2. Em todo caso, no capitulo [5|iremos avaliar estas aproximacoes

comparando-as com resultados obtidos através de simulacao.
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Capitulo 5
Avaliacao Numérica

Neste capitulo apresentaremos o simulador que foi desenvolvido para obter resul-
tados empiricos utilizando os quatro tipos de redes citadas no capitulo 2] Serao
apresentados também os cenarios especificos que foram avaliados e faremos uma
comparagao entre os resultados numéricos e os resultados previstos pelo modelo

analitico.

5.1 Simulador

Para este trabalho, implementamos um simulador do processo de amostragem de
vértices e arestas descrito no capitulo 3} reproduzindo fielmente seu comportamento.

A cada amostragem de monitor, armazenamos o ntimero de vértices e arestas
descobertos para comparar com o modelo analitico. As iteracoes do simulador sao
bem definidas. A cada iteragao um vértice é escolhido como monitor, seus vizinhos
identificados, assim como as arestas entre estes. No caso de vértices até distancia
2, os vizinhos dos vizinhos também sao identificados assim como arestas que levam
até eles.

Todo esse processo de iteragoes pode ser melhor entendido através do algoritmo
[ O primeiro passo é sortear aleatoriamente um monitor, como mostra a linha [I}
Em seguida, se for o caso, adicionamos esse novo vértice ao conjunto de vértices
conhecidos (linhas [2] a[d). Nas linhas [f] & [24] varremos a lista de vizinhos do vértice
monitor e adicionamos os vértices e as arestas encontrados no conjuntos de vértices

e arestas conhecidas. Repare que nas linhas[13|a[22] fazemos o mesmo procedimento
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para os vizinhos do vizinho do monitor se for o interesse do estudo.

Algoritmo 1: Iteracao de amostragem de monitor e descoberta de vértices e

arestas.
1: M < sorteiaNovoMonitor() //Uniforme e com repeti¢ao

2: if M ¢ VerticesConhecidos then

3:  VerticesConhecidos U {M}

4: end if

5. N < pegalistaDeVizinhos(M)

6: for n € N do

7. if n & VerticesConhecidos then

8: VerticesConhecidos U {n}

9: end if

10: if (M,n) € ArestasConhecidas then
11: ArestasConhecidas U {(M,n)}

12:  end if

13:  if DescobreAteDistancia2 then

14: K <« pegalistaDeVizinhos(n)

15: for k € K do

16: if k& ¢ VerticesConhecidos then
17: VerticesConhecidos U {k}

18: end if

19: if (n,k) ¢ ArestasConhecidas then
20: ArestasConhecidas U {(n, k)}
21: end if

22: end for

23:  end if

24: end for

Este ¢ o ciclo fundamental do processo de amostragem, chamado pelo ciclo prin-
cipal do simulador.

O algoritmo [2] apresenta o ciclo principal do simulador onde redes diferentes sao
geradas pelo modelo de rede (linhas [2| e [3) . Para cada rede sao realizadas vérias
rodadas de simulagao conforme a linha [5, onde realizamos o ciclo de amostras de
monitores, conforme linha [9

Dentro do ciclo de amostras de monitores o algoritmo [1| ¢ chamado na linha
e armazenamos o numero de vértices conhecidos e arestas conhecidas apds aquela
iteracao nas linhas |11 e[12| através dos vetores “VConhecidos” para vértices e “ACo-
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nhecidas” para arestas.

Algoritmo 2: Iteracao de chamada do algoritmo [l| e armazenamento dos

resultados.
1: 2+0

2: while i < NumeroDeRedes do
3: G < GeraNovaRede()

4: 540

5. while j < NumeroDeSimulacoes do

6 k<0

7 VerticesConhecidos = {}

8 ArestasConhecidas = {}

9: while £ < NumeroMaximoDeAmostras do

10: Algoritmol()

11: VConhecidos[i][j][k] = |V erticesConhecidos|
12: AConhecidas[i|[j][k] = |ArestasConhecidas|
13: k=k+1

14: end while

15: J=J+1

16:  end while

17 1=1+1

18: end while

5.2 Cenarios avaliados

Para auxiliar no processo de desenvolvimento, utilizamos a biblioteca igraph [13]
para gerar os modelos de redes listados no capitulo 2} modelo de Erdés-Rényi,
conhecido por G(n, p) (2.1.1), modelo de Watts e Strogatz, conhecido como modelo
small world (SW) (2.1.2)), modelo de Barabdsi e Albert, conhecido como modelo de
preferential attachment (BA) e configuration model(CM) (2.1.4]).

Parametrizamos os modelos analiticos propostos com as respectivas carac-
teristicas das redes escolhidos. Em particular, para os modelos SW, BA e G(n,p),
utilizamos a distribuicao de grau, seu valor esperado, segundo momento, e a cluste-
rizacao induzida pelo modelo.

O tnico caso que tratamos de forma diferente ¢ o CM. Para este modelo utiliza-
mos como entrada de cada rede o mesmo conjunto de graus dos vértices originados
através do modelo SW. Com isso, nosso objetivo foi preservar para o modelo CM
a mesma distribuicao de grau do modelo SW e somente variar a estrutura da rede,
como a clusterizacao.

Todas as avaliagoes consideram uma rede com 30000 vértices e trés diferentes
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graus médios: 4, 8 e 16. Para cada cenario, 30 redes diferentes sao geradas pelo
modelo de rede, e para cada rede sao realizadas 100 rodadas de simulacao, onde
realizamos 15000 amostras de monitores.

Ao final, calculamos a média amostral utilizando os vetores de armazenamento
de nimero de vértices conhecidos e de niimero de arestas conhecidas indicados no
algoritmo [2] linhas [11] e [12] respectivamente. Com isso, obtemos o nimero médio de
vértices conhecidos apés k amostras (Y;) e o niimero médio de arestas conhecidas

apds k amostras (Wy), conforme as equagoes a seguir:

S V Conhecidosi] ] K

Y, 1
k 30 * 100 (5-1)

T S0, 3% AConhecidasli[f][k]
R 30 % 100

Repare que esse calculo é feito para todos as 15000 possiveis valores de k. Além

(5.2)

da média amostral do nimero de vértices e arestas descobertos em cada cenario,
calculamos ainda um intervalo de confianca de 95%

Dezesseis casos foram abordados, particularmente:

e Descobrimento de vértices a distancia 1

— Andlise de descobrimento de vértices

* Modelo de Erdds-Rényi - G(n,p)
* Modelo de Watts-Strogatz - SW
*x Modelo de Barabasi—Albert - BA
x Configuration Model - CM

— Analise de descobrimento de arestas
* Modelo de Erd6s-Rényi - G(n,p)
x Modelo de Watts-Strogatz - SW
* Modelo de Barabasi-Albert - BA
x Configuration Model - CM

e Descobrimento de vértices a distancia 2

— Andlise de descobrimento de vértices

* Modelo de Erdés-Rényi - G(n,p)
x Modelo de Watts-Strogatz - SW
*x Modelo de Barabési-Albert - BA
x Configuration Model - CM
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— Aniélise de descobrimento de arestas

Modelo de Erdés-Rényi - G(n,p)
Modelo de Watts-Strogatz - SW
*x Modelo de Barabasi—Albert - BA
x Configuration Model - CM

*

*

Para melhor comparacao dos resultados obtidos, apresentaremos o eixo das abs-

cissas como numero de amostras de monitores normalizado, ou seja, dividindo o
k

nimero de amostras pelo nimero de vértices da rede (av = %) e o eixo das ordenadas
como fracao de vértices ou de arestas descobertas com relagao ao niimero de vértices
e arestas da rede. Dessa forma nosso objetivo é analisar a relacao entre a fracao de
amostras de monitores e a fracao de vértices ou arestas descobertos. As curvas em
cada grafico indicam os resultados obtidos pelo modelo (M) ou simulagao (S) para

os diferentes graus médios.

5.3 Descoberta de vértices

5.3.1 Monitores descobrem vértices a distancia 1

A Figura [5.1] apresenta os resultados de descoberta de vértices para os quatro mo-
delos de redes utilizados quando um monitor revela vértices a distancia 1. Em todo
os casos o resultado do modelo analitico proposto é idéntico ao resultado obtido por
simulagao. Isso ocorre pois a equagao representa exatamente o valor esperado
do processo de descoberta de vértices.

Note que quanto maior o grau médio, mais rapido o processo de amostragem
descobre os vértices da rede em todas as redes investigadas. Em particular, quando
o grau médio é 16, mais de 70% dos vértices sao descobertos com apenas 10% da
rede em amostras para todos os quatro casos. Isso nos sugere que o processo de
amostragem tem resultados muito eficientes para redes muito densas (com grau
médio alto).

Além disso, quando o grau médio é igual a 4, mesmo quando temos a metade da
rede em amostras, nao atingimos 100% de vértices descobertos pois o grau médio é
baixo e com isso cada monitor nao nos fornece informacao suficiente. Repare que
quando dizemos metade da rede em amostras, nao significa que metade de vértices
da rede estao sendo utilizados como monitores, e sim que o nimero de vezes que

n
5

Apesar dessa similaridade entre os casos, é importante destacar que as curvas de

amostramos ¢ igual a

descobrimento sao diferentes para os quatro tipos de redes por conta das diferentes

distribuigoes de grau. Por exemplo, no caso G(n,p) (figura 5.1a), para grau médio

35



8 com 20% dos vértices em amostras temos aproximadamente 80% dos vértices
descobertos. J& para o caso BA (figura [5.1¢]), esse valor é menor, representando

aproximadamente 77% dos vértices descobertos.

Modelo Erdos-Renyi ( Vertices) Modelo Small World (Vertices)

0 0.1 02 03 4 05
Numero de amostras normalizado

0 0.1 02 03 04 05
Numero de amostras normalizado

Fracao de vertices descobertos
Fracao de vertices descobertos

(a) Modelo G(n,p) (b) Modelo SW

Modelo Barabasi-Albert (Vertices) Configuration Model (Vertices)

Z v
i
—
[exN e
"\"

= B o0 oo

I~

‘ ‘ )

Zwlwn

0 0.1 02 0.3 04 05
Numero de amostras normalizado

0 0.1 0.2 0.3 0.5
Numero de amostras normalizado

Fracao de vertices descobertos
Fracao de vertices descobertos
(]

[¥)]

(c) Modelo BA (d) CM

Figura 5.1: Descoberta de vértices quando monitor revela vértices a distancia 1

5.3.2 Monitores descobrem vértices até distancia 2

A figura[5.2] apresenta os resultados quando um monitor revela vértices até distancia
2. Podemos verificar que o modelo analitico aproximado apresenta um resultado
idéntico ao de simulagao para o modelo G(n, p) (Figura[5.2a)). Isso ocorre pois neste
caso a rede é construida conectando os vértices de forma independente, tornando a
aproximagao que fazemos para o valor esperado de restante de grau de um vizinho
(E[R]) adequada para este tipo de rede. Entretanto, ndo vemos a mesma acurdcia
para as redes SW e BA (figuras e , respectivamente) e a aproximagao para
o valor esperado do restante de grau de um vizinho nao é muito boa, influenciando
negativamente os resultados do nosso modelo.

A Tabela compara os valores da clusterizacao média utilizada por nosso
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Modelo Erdos-Renyi (Vertices)

0

Fracao de vertices descobertos

0.1 0.2

0.3 04

Numero de amostras normalizado

(a) Modelo G(n,p)

Modelo Barabasi-Albert (Vertices)

0.5

Fracao de vertices descobertos

0

Fracao de vertices descobertos

0.02 0.04

0.06 0.08

Numero de amostras normalizado

(c) Modelo BA

0.1

Fracao de vertices descobertos

Modelo Small World (Vertices)

0.1

02

Numero de amostras normalizado

(b) Modelo SW

Configuration Model (Vertices)

0

0.1

02

Numero de amostras normalizado

(d) CM

Figura 5.2: Descoberta de vértices quando monitor revela vértices até distancia 2

modelo com resultados de simulacao para diferentes redes e graus médios.

Esse

valor é fundamental pois a clusterizacao média analitica é parametro de entrada
para a Equacao 4.22 que estima o nimero de vizinhos a distancia 2 de um vértice.
Tal funcao, por sua vez, é utilizada para calcular a Equacao valor esperado do

numero de vértices descobertos.

Clusterizagao Média (c)
Analitico Simulacao
[ E[Z] 4 { 8 { 16 4 8 { 16
BA 1,8 x 10~3 2,3x10°3 [ 3,99 x 10~3 0,82x10~3 [ 1,88 x10~3 | 3,92 x 10~3
G(,p) | I,33x10 % | 2,66 x 10 * | 5,33 x 10~ * 1,30 x 10-% | 2,59 x 10 % | 5,31 x 10" *
SW 485 x10° 1 [ 6,23x10° T | 6,79x 10 L 4,72x10°F | 6,06x10° T | 6,59 x 10~ L
CM 0,76 x 10-% | 2,09 x 10 % | 4,70 x 10 % |[ 0,759 x 10~ % | 2,05 x 10~ % | 4,7 x 10" *

Tabela 5.1: Comparagao de clusterizagao obtida analiticamente (ver equagdes no
capitulo [2) e por simulagao (n = 30000).

Podemos verificar através desta tabela que a clusterizagao utilizada para os mo-
delos SW, G(n,p) e CM é bem préxima da realidade, diferente do modelo BA,

prejudicando significativamente nossos calculos para este modelo.
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O fato da estimativa analitica da clusterizacao nao ser boa afeta diretamente o
resultado para nimero de vértices a distancia 2. A Tabela utiliza a equacao
descondicionada para caracterizar o numero médio de vértices a distancia 2 de um
monitor, ou seja:

d(E[Z%] - E[Z])

E[N] = ( 57 —2d(d—1))P[Z = d] (5.3)

Note que para os modelos G(n,p), SW e CM os valores analiticos sdo muito
proximos dos valores de simulacao. O tnico caso onde esses valores realmente sao

muito diferentes é o caso BA por conta da clusterizacao.

Numero de vértices a distancia 2
Analitico Simulagao
[ E[Z] 4 [ 8 [ 16 4 ] 8 [ 16
BA 100,45 | 327,35 | 1123,75 36,05 | 166,06 | 720,56
G(n,p) 15,99 63,98 255, 86 15,52 63,38 255.4
SW 6,19 21,09 77,04 6 21,96 81,02
CM 12,03 56, 06 240,04 12 56 240

Tabela 5.2: Comparacao de nimero de vértices a distancia 2 obtido analiticamente

(equagao [4.22)) e por simulagao (n = 30000).

A Figura [5.2¢| apresenta o grafico de descoberta de vértices para o modelo BA.
Podemos verificar que os resultados para grau médio 4 e 8 sao distantes do obtido
empiricamente. O modelo analitico s6 comeca a apresentar um melhor desempenho
quando o grau médio é 16. Tal fato ocorre pois a Equacao que usamos para
estimar a clusterizacao neste modelo é mais precisa para redes mais densas, como
pode ser visto em [6]. Podemos verificar essa melhora através da Tabela que
compara a clusterizacao média obtida analiticamente para o modelo BA segundo a
equacao com o resultado empirico (simulagdo) conforme o grau médio da rede
cresce.

De fato, para graus médios altos, a equacao para clusterizacao é mais precisa

afetando diretamente o estimador para para grau médio baixo.

Clusterizacao Média (¢) para o modelo BA

[ E[Z] 4 [ 8 [ 16 [ 32 [ 64

¢ empirica | 0,82 x 1073 [ 1,88 x 1075 [ 3,92 x 10°3 [ 7,76 x 10~5 | 1,44 x 10~2
¢ analitica | 1,80 x 1073 [ 2,33 x 10=3 | 3,99 x 10=3 [ 7,49 x 10~3 | 1,455 x 102

Tabela 5.3: Comparacao de clusterizacao obtida analiticamente (ver equacao [2.10))
e por simulagdo para o modelo BA (n = 30000).

Repare que essa analise explica o motivo de nao termos uma boa estimativa para
o modelo BA, mas mantém em aberto o problema em relacao ao modelo SW que

abordaremos a seguir.
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5.3.3 Descobrindo vértices a distancia 2 e o problema dos

quadrados

Quando analisamos a descoberta de vértices até distancia 2 em algumas redes, po-
demos nos deparar com o problema do “quadrados”. Quadrados sao nada mais que
subgrafos originados quando dois vizinhos de um vértice v possuem um vizinho w
em comum além de v, como mostra a figura[5.3] A existéncia desse quadrado leva a
um erro no estimador apresentado no capitulo {4 pois o mesmo ird contar o vértice
w duas vezes, superestimando o niimero de vértices a distancia 2 de v. O estimador
ird contar o vértice w uma vez partindo de v e passando por u; e a uma segunda
vez partindo v e passando por us.

No capitulo {4] resolvemos o problema dos “triangulos” (vizinhos de v também
serem vizinhos) utilizando o coeficiente de clusterizagdo, mas essa abordagem nao
¢ suficiente para resolver o problema dos quadrados apresentado agora o qual nao

sera abordado neste trabalho.

Figura 5.3: Problema do “quadrado” ao contar o nimero de vértices a distancia 2
do vértice v. Nesse caso o vértice w é contado duas vezes.

Em todo caso, esse problema serd mais evidente para modelos como o SW, onde
h& muitos quadrados. Mesmo com o célculo analitico da clusterizacao proximo do
valor obtido empiricamente, o niimero de quadrados existentes nessa estrutura sera
muito grande e com isso a acuracia do nosso estimador sera prejudicada.

Visualizar a presenga desse problema para o modelo SW é simples se olharmos
para o algoritmo de formagao dessas redes (apresentado em. Exemplificaremos
o caso especifico onde o grau médio é 4 e 8, como mostram as figuras e

A Figura apresenta o inicio do processo de formacao de uma rede SW com
grau médio igual a 4. Conforme apresentamos no Capitulo[2] inicialmente temos um
latice regular onde cada vértice se liga aos seus vizinhos a distancia k = 2 no anel.
Note que o vértice v se liga aos vértices u; e us formando apenas um “triangulo”,
assim como se liga aos vértices uyy e uy;. Para esse caso, o processo de formagao

inicial do modelo nao origina nenhum quadrado. Os quadrados que serao gerados
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(a) Parte do processo de formagao de uma (b) Parte do processo de formagao de uma
rede SW com grau médio 4 (k = 2). rede SW com grau médio 8 (k = 4).

Figura 5.4: Parte de dois processos de formagao de uma rede SW.

aparecerao somente na etapa aleatoria do algoritmo e nao serao muitos. Justamente
por isso nosso modelo se aproxima melhor quando o grau médio é 4, como podemos
ver na Figura (comparar S=4 com M=4).

O mesmo nao acontece para a Figura onde o grau médio serd igual a 8. O
processo de formacao ird conectar cada vértice aos seus vizinhos a distancia k = 4
no anel. Note que nesse caso o vértice v se ligard aos vértices uy, us, us € uy de
um lado e ug, ug, u1g e uy; do outro. Com essas arestas teremos originado quatro
“quadrados”, como por exemplo o composto pelos vértices v, uy, us e us. Como
falamos anteriormente, a aproximacgao do nosso modelo nesse caso nao sera boa e
podemos constatar através da Figura (comparar S=8 com M=S8).

Conforme apresentado, no modelo CM utilizamos valores de entrada diferentes
dos outros modelos. A ideia de utilizar os graus originados das redes SW é garantir
que o modelo CM possua a mesma distribuicao de grau do modelo SW, porém
gerando uma estrutura de redes cujo processo de formacao é independente.

A alteracao no CM nos gera redes onde a quantidade de “quadrados” é muito
menor devido a independéncia no processo de formacao da rede. Como o valor
analitico da clusterizagdo para o modelo SW é muito préxima do empirico (ver
tabela , a presenca de muitos “quadrados” serd o problema fundamental ao
estimar o numero de vértices a distancia 2 nesta rede. A Figura apresenta o
resultado de descoberta de vértices para o CM.

Como esperado, o resultado do nosso modelo bate exatamente com o resultado
de simulagao. Esse resultado confirma a hipdtese de que o problema do estimador
para o modelo SW se deve a estrutura originada pelo seu processo de formacao, que
induz muitos quadrados, e nao tem relacao nenhuma com a sua distribuicao de grau

ou clusterizacao.

40



5.4 Descoberta de arestas

Iremos agora apresentar os resultados para descobrimento de arestas.

5.4.1 Monitores descobrem vértices a distancia 1

A figura apresenta os casos onde o monitor revela vértices a distancia 1. Con-
forme o resultado obtido através da equacao temos que a fracao de arestas
descobertas independe da distribuicao de grau e isso pode ser confirmado quando
comparamos o modelo analitico com o resultado de simulagao dos quatro modelos.
Observe que em todos os casos o resultado obtido analiticamente é idéntico ao re-
sultado de simulagao. Um fato muito interessante que podemos perceber, é que o
processo de amostragem de vértices descobre a fracdo de arestas sempre da mesma
forma, independente de qualquer propriedade estrutural da rede sendo avaliada, seja
grau médio, ou distribuicao de grau. Como conhecemos o processo de amostragem,
isso nos ajudaria por exemplo, a estimar o nimero de arestas em uma rede onde o
grau médio é previamente conhecido, ou possa ser estimado.

Para tornar mais claro, a fracao de arestas descobertas pode ser obtida dividindo

~ , E ~
a equacao pelo niimero de arestas do grafo, m = = 2[21, como mostra a equacao

a seguir:

E[Wy] _ nb[Z] (1-(1- g)k) =(1—-(1— z)k) (5.4)

m 2m n n

Com esse resultado podemos verificar matematicamente a afirmacao de que a
equacao de fragao de arestas descobertas nao depende do grau médio da rede, apenas
de n e k, nimero de amostras.

Uma outra caracteristica do descobrimento de arestas através desse método de
amostragem ¢é que o descobrimento de arestas ¢ bem mais lento que o de vértices.
Como podemos ver em todos os casos na figura [5.5] mesmo com 10% dos vértices
da rede em amostras de monitores descobrimos em média pouco menos de 20% das
arestas da rede. Mesmo quando consideramos 50% dos vértices da rede em amostras
de monitores, menos de 65% das arestas da rede sao descobertas. Ou seja, descobrir
arestas é mais dificil que vértices. Isso ocorre pois a probabilidade de uma aresta
ser revelada é muito menor que a probabilidade de um vértice ser revelado.

Mesmo sendo lento, é importante ressaltar que quando temos um nidmero re-
duzido de amostras de monitores esse descobrimento é préximo do caso onde cada
amostra de monitor descobre exatamente o grau médio da rede (W}). A fragao de
arestas descobertas nesse caso é representada pela reta y = 2a (o = %) no grafico,

conforme a equacao abaixo:
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Wy kE[Z]  k2m 2k

2 (5.5)

m m mn n

Tal fato ocorre, pois quando temos poucos monitores a probabilidade de um
monitor ser amostrado mais de uma vez é muito pequena, e como levamos em conta
a média amostral, praticamente nao temos repeticao. Isso faz com que cada monitor
traga de informacgao aproximadamente o grau médio da rede. Conforme aumentamos
o numero de monitores passamos a ter mais repeticoes e nos distanciamos da reta
de descobrimento 6timo.

Com um nimero reduzido de vértices da rede em amostras (10%) o nimero de
monitores tnicos (20%) seria muito préximo do resultado com repetigao, enquanto
com uma grande quantidade dos vértices da rede em amostras (50%) o ntimero de
monitores unicos (100%) é muito distante do resultado com repetigdo (pouco mais
de 60%).
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Figura 5.5: Descoberta de arestas quando monitor revela vértices a distancia 1
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5.4.2 Monitores descobrem vértices até distancia 2

O resultado para o caso onde monitores revelam vértices até distancia 2 é apresen-
tado na Figura [5.6f Podemos ver que os resultados do modelo analitico proposto
sao surpreendentes para as redes G(n,p), SW e CM, sendo praticamente idénticos
aos obtidos por simulacao para todos os graus médios analisados.

E importante notar que a existéncia de “quadrados” na rede nao afeta os resul-
tados para arestas mesmo quando estamos tratando descobrimento de arestas até
distancia 2, uma vez que a Unica possibilidade de contarmos uma aresta duas vezes
¢ quando temos um triangulo, caso esse que estamos tratando no nosso modelo.

Devemos reparar que o bom desempenho nao é observado para os modelos BA,
pois a clusteriacao analitica para este modelo nao é muito precisa como apresentado

anteriormente e ilustrado na tabela [5.1]
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Figura 5.6: Descoberta de arestas quando monitor revela vértices até distancia 2
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Capitulo 6
Conclusao e trabalhos futuros

Neste trabalho estudamos um processo de amostragem de vértices baseado em moni-
tores escolhidos aleatoriamente em uma rede. A ideia consiste em sortear monitores
que tragam informacoes locais, ajudando assim a reunir conhecimento da rede como
um todo.

Consideramos dois tipos de monitores em nosso estudo: i)os que revelam vértices
a distancia 1 e ii)os que revelam vértices até distancia 2. Estudamos as carac-
teristicas desses dois modelos, e apresentamos em seguida um modelo analitico para
determinar o valor esperado do nimero de vértices e arestas descobertos por estes
processos em funcao do niimero de amostras de monitores.

Desenvolvemos um simulador que representa fielmente os dois processos de amos-
tragem e utilizamos o mesmo para avaliar o modelo analitico. Fazemos uma avaliacao
numérica comparando as previsoes do estimador com os resultados de simulagao uti-
lizando quatro modelos de redes aleatorias com diferentes graus médios.

Nossos resultados mostram que o modelo analitico para descobrimento de vértices
e arestas a distancia 1 é exato. Apesar de ser exato, notamos que o mesmo depende
da distribuicao de grau para o descobrimento de vértices e por isso apresenta dife-
rentes resultados para redes diferentes. Ja para o caso de descobrimento de arestas
os resultados nao dependem de caracteristicas estruturais da rede como grau médio,
distribuicao de grau ou clusterizacao.

Os resultados também mostram que o modelo proposto para o caso de distancia
2 oferece boas estimativas para diversos casos tanto para o descobrimento de vértices
quanto para arestas. Em particular, nos casos onde a rede é construida conectando
vértices de forma independente, obtemos uma boa aproximacao para o nimero de
vértices a distancia 2, o que é fundamental no nosso modelo para descoberta de
vértices. Nos casos onde o resultado nao é muito bom, entendemos que o problema
do estimador esta relacionado com o célculo da clusterizacao para o modelo BA e
apresentamos o problema dos “quadrados” existente para o modelo SW. Utilizamos

o modelo CM para validar que o problema na acuracia para o SW esta relacionado
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com o problema dos “quadrados” e nao com sua distribuicao de grau.

O modelo descrito neste trabalho pode ser utilizado para prever o numero de
vértices e arestas em redes desconhecidas partindo dos valores obtidos ao se aplicar
o processo de amostragem de monitores.

Por fim, parte deste trabalho resultou em uma publicacao no Workshop em
Desempenho de Sistemas Computacionais e de Comunica¢ao (WPerformance) que
ocorre no Congresso da Sociedade Brasileira de Computacao (CSBC) onde recebeu

o titulo de melhor artigo da conferéncia em 2012 [14].

6.1 Trabalhos futuros

Os modelos analisados neste trabalho podem ser utilizados para guiar diferentes
pesquisas em diferente areas. Em particular, apontamos os seguintes pontos como

trabalhos futuros:

e Descobrimento de grandes redes reais utilizando os modelos apresentados neste
trabalho para prever caracteristicas de redes quando nao temos nenhuma in-

formacao, tais como distribuicao de grau ou clusterizacao.

e Resolver o problema dos “quadrados” para obter uma melhor estimativa para

o numero de vértices a distancia 2 do monitor.

e Comparar o processo de amostragem proposto com outros processos de amos-

tragem de vértices, como por exemplo o Random Walk.

e Estudar o processo quando monitores revelam vértices até distancia k > 2.

Neste trabalho avaliamos vértices que descobrem até distancia k =1 e k = 2.
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