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Resumo da Dissertacdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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JOGOS OCULTOS DE MARKOV

Rafael Souza Nader

Setembro/2013

Orientador: Mario Roberto Folhadela Benevides

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagdo

Este trabalho analisa elementos da teoria dos jogos, em especial jogos
repetidos, com énfase em jogos repetidos com falta de informacdo. Apresentamos um
modelo para uma nova classe de jogos, chamada de Jogo Oculto de Markov, onde
temos um jogo estocastico com falta de informacdo em um dos lados. Neste jogo o
jogador assume diferentes tipos ao longo do tempo, onde a transicdo entre os tipos
ocorre de forma estocastica e independente do histérico. O tipo de um jogador define a
forma como ele avalia o resultado das decisdes dos jogadores em cada rodada.

Esse jogo difere dos trabalhos relacionados pelas caracteristicas da falta de
informacgéo: os jogadores ndo conhecem como ocorrem as transicfes do tipo do
oponente. Apresentamos um modelo formal para o jogo oculto de Markov e propomos
uma solugdo heuristica para ajudar na escolha de qual estratégia jogar. Essa solugéo
envolve uma hipotese sobre jogos estocasticos com as caracteristicas do jogo tratado
aqui. Utilizamos o Modelo Oculto de Markov na solucdo para auxiliar na falta de
informac&o. Alguns exemplos séo utilizados para demonstrar que a solugdo apresenta

bons resultados.
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This work analyses game theory elements, specially repeated games, with
focus in repeated games with lack of information. We present a model to a new class of
game, called here hidden Markov game, which is a stochastic game with lack of
information on one side. In this game each player takes different types through the time
in a stochastic way and memoryless. The type of a player defines how he evaluates the
result of the decisions of each player each round.

This game differs from related works by the lack of information particularity: the
players do not know how opponent’s type transition occurs. We present a formal model
to the hidden Markov game and suggest a heuristic solution to help player chooses
which strategy to play. This solution uses a hypothesis about stochastic games with the
game features discussed here. We use hidden Markov model to help with the lack of
information. Some examples are used to demonstrate the good results of the heuristic
and the solution.
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Capitulo 1

Introducéao

A teoria dos jogos € amplamente utilizada para modelar diferentes problemas na
area da economia, campo de atuacdo no qual se originou. Embora tenha papel
fundamental nesta area, ndo se restringe a ela e tem sido cada vez mais utilizada em
diferentes aplicagbes, podendo destacar sua importancia nas relacdes politicas,
relagdes diplomaticas, biologia, entre outros.

Na computacgdo sua importancia e utilizacdo se da pela possibilidade de modelar e
reproduzir fenbmenos sociais. Uma vez que a teoria dos jogos apresenta uma
formalizagdo matematica de comportamentos humanos, sua relagdo com o campo da
l6gica computacional e da inteligéncia artificial ocorre de forma direta, se tornando um
campo pertencente a computagdo quase tanto quanto a economia.

O estudo da teoria dos jogos se baseia em descrever, modelar e resolver
problemas relacionados a interacdes entre agentes racionais tomadores de deciséo.
Embora ndo esteja restrito somente a isso, a origem e a motivagdo na pesquisa em
teorias dos jogos envolve a disputa entre jogadores que escolhem suas a¢bes da
melhor forma possivel, e sabem que seus oponentes jogam da melhor forma possivel
também.

Embora a origem filoséfica da Teoria dos Jogos date da Grécia antiga, a sua
formalizagdo matemética sé ocorreu no século XX com von Neumann & Morgenstern
(1944). Essa formalizacdo foi um marco na teoria da economia, que sempre foi
considerada uma teoria dificil de ser modelada matematicamente, por apresentar
fatores indefinidos e interacbes humanas. Desde entdo diversos modelos foram
criados, visando especializar a teoria existente para fendmenos especificos,

melhorando a qualidade dos resultados.



Dentre as classes de jogos existentes, destacamos neste trabalho os jogos
repetidos, que refletem as interagdes sucessivas entre 0s mesmo agentes. Essa
divisdo entre jogos de uma Unica rodada e jogos de multiplas ou infinitas rodadas ndo
€ tdo direta, com diferencas importantes entre os dois.

Nesta dissertacdo apresentamos uma nova classe de jogos repetidos e propomos
uma solucdo heuristica para a escolha da estratégia neste jogo, combinando
elementos da teoria dos jogos com modelo oculto de Markov. No capitulo 2 faremos
uma revisado dos principais conceitos de teoria dos jogos utilizados neste trabalho, com
exemplos classicos e reais de jogos simples.

No capitulo 3 apresentamos trabalhos relacionados, que nos levaram ao modelo
proposto. Neste capitulo faremos uma revisao de jogos repetidos, apresentaremos o
jogo repetido com falta de informacgéo, introduzido por Aumman e Maschler em 1967.
Em seguida apresentamos o jogo de Markov com falta de informacdo de um lado,
trabalho de Renault em que ele utiliza os resultados de Aumman e Maschler em uma
classe especifica do problema.

No capitulo 4 definimos o jogo oculto de Markov, com a apresentacdo formal do
problema que queremos resolver, juntamente com um exemplo para ilustrar. Neste
capitulo apresentamos uma definicdo formal do modelo proposto para essa classe de
jogos, seguida da solugcdo proposta para a escolha de estratégias, que utiliza uma
heuristica baseada no principio da racionalidade limitada, e faz um paralelo com
modelos ocultos de Markov. Finalizamos com testes que indicam que a heuristica
utilizada na solucdo apresenta bons resultados, e comparamos esses resultados com
outras possiveis estratégias para o problema.

No capitulo 5 apresentamos uma conclusdo e indicacbes de pesquisa para
trabalhos futuros. Avaliamos a contribuicdo do modelo proposto para a area de teoria
dos jogos, as limitagbes encontradas com os resultados da solucdo proposta, e
analisamos pontos de interesse para pesquisa futura na verificacdo e validacéo
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analitica do modelo, como a demonstracdo da existéncia ou ndo de um valor para o

jogo, de estratégias 6timas e de um equilibrio uniforme.



Capitulo 2

Teoria dos Jogos

O conceito de teoria dos jogos se refere ao estudo de problemas que envolvem a
interacdo entre tomadores de decisdo, cada um com o objetivo de maximizar seu
retorno com a decisdo escolhida. A palavra jogo corresponde a uma atividade
competitiva onde os jogadores interagem seguindo regras (Osborne, 2004). O estudo
dessas relagbes pode ser encontrado em textos de filésofos gregos como Platéo e
Sdcrates, mas artigos relacionando o tema a assuntos econémicos tiveram inicio com
Cournot (1838) em seu modelo de duopdlio, onde empresas deveriam decidir como
seriam suas producgdes. Embora Cournot tenha feito uma analise de um problema de
teoria econbmica utilizando elementos relativos a teoria dos jogos, ndo é apresentado
um modelo geral para problemas da area de economia.

A formacdo da teoria dos jogos como um campo da economia se deu inicio mais
tarde com o trabalho de von Neumann & Morgenstern (1944), responsaveis pela
criacdo do modelo matemético das relagcdes competitivas entre agentes racionais. Este
trabalho é responsavel pela criacao de diversos modelos mateméaticos de fenbmenos
econbmicos. Ndo existia até entdo nenhum sistema para a teoria econdmica,
considerada uma ciéncia de grande dificuldade em ser modelada, pela falta de
conhecimento e descricdo dos fatos envolvidos (von Neumann & Morgenstern, 1944).

Outro ponto importante na histéria da teoria dos jogos € o trabalho de Nash (1950),
provando a existéncia de um equilibrio em um jogo, ou seja, em todo jogo existe pelo
menos uma estratégia (pura ou mista, conceitos apresentados a seguir) em que um
jogador pode garantir um valor minimo. Iremos explicar o conceito de equilibrio de

Nash nas secdes a seguir.



Desde entdo indmeros estudos relacionados a teoria dos jogos surgiram,
complementando o trabalho de von Neumann e Morgenstern, visando aumentar a
gquantidade de fenbmenos econdmicos modelados pela teoria dos jogos. A capacidade
e 0s Otimos resultados em explicar fendmenos sociais fez com que diversas areas se
interessassem pelo assunto, expandido o nimero de aplicacdes relacionadas.

Na area da computag¢do temos importantes aplicacdes em redes e sistemas multi
agentes, e como instrumento para modelagem de problemas reais, sua aplicacao esta
relacionada diretamente com a inteligéncia artificial, na modelagem de aprendizado e
automacédo de decisdes.

Nesta secdo definimos os principais conceitos de teoria dos jogos necessarios
para o entendimento desta dissertacdo. Apresentaremos a definicdo de jogos

estratégicos, equilibrio de Nash puro e misto, e alguns exemplos.

2.1. Conceitos Basicos de Teoria dos Jogos

Como dito anteriormente, a teoria dos jogos € a ciéncia que estuda a interacao
social entre dois agentes tomadores de decisdo. Nesse contexto, um agente pode ser
uma pessoa, uma indudstria, uma empresa, um pais, um politico, um partido, etc. O
termo tomadores de decisdo define que esses agentes possuem acdes que devem ser
escolhidas. Esses agentes sdo chamados de jogadores.

Cada jogador possui um conjunto de a¢Bes ou decisfes que podem ser tomadas,
chamadas de estratégias. A escolha de uma estratégia, combinada com as estratégias
escolhidas pelos outros jogadores resulta em uma recompensa, chamada de utilidade.
O objetivo de cada jogador € escolher uma estratégia que maximize o valor utilidade
no jogo.

Esse objetivo, por sua vez, decorre do principio da escolha racional, base da teoria
da economia. Esse principio enumera que cada jogador age de forma racional,
visando maximizar sua satisfacdo, e sabe que o jogador oponente é racional, e sabe

que o jogador oponente sabe que ele é racional, assim sucessivamente. Embora muito
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se discuta sobre esse principio em (Simon, 1955), (Arrow, 1986) e (Rubinstein, 1998),
a teoria da economia de baseia nele para conseguir modelar as interagdes sociais.
Iremos discutir o significado e as alternativas a escolha racional na secao 4.1.2.
2.1.1.Jogo estratégico ou Jogo normal
Um jogo pode ser definido de diferentes formas, dependendo da sua natureza e
das suas caracteristicas. Neste tdpico iremos apresentar 0 jogo em sua forma mais
simples, chamado jogo estratégico ou jogo normal.
Com os conceitos apresentados anteriormente, podemos utilizar a definicdo formal
de jogo estratégico G apresentada em Osborne (2004):
e Conjunto finito de N jogadores
¢ Conjunto de estratégias S; para cada jogador
e Funcao de recompensa u;(s) para cada perfil s = (sy, ..., Sy) de estratégias,

sendo u; a funcdo do jogador i e s; a estratégia do jogador i

Um jogo é a composicdo das regras acima, e uma jogada € a escolha de uma
estratégia feita por cada jogador. No jogo estratégico ndo temos o conceito de tempo,
e a escolha de cada jogador ocorre simultaneamente, no sentido de que os jogadores
ndo conhecem as estratégias escolhidas pelos outros jogadores. Ao final da jogada,
cada jogador conhece as estratégias escolhidas e avalia a recompensa associada pela
funcdo ui(s). Um jogo estratégico € um jogo de uma rodada s6, ou seja, ocorre
somente uma jogada.

Os jogos estratégicos com 2 jogadores podem ser representados por uma tabela
com duas dimensdes, com uma linha para cada estratégia do jogador 1 e uma coluna
para cada estratégia do jogador 2. O valor de cada entrada da tabela é dados pelo par

de valores da funcéo ui(s) para cada jogador.



Jogador 2

S3 Sy
S1 (U1(s1, S3), (Uy(s1, S4),
U2(S1, S3)) U2(S1, S4))
Jogador 1
Sy (U]_(SQ’ 33), (U]_(SQ’ S4),
U2(S2, S3)) U2(S2, S4))

Tabela 1 — Jogos estratégicos

Como convengdo, nos proximos exemplos iremos omitir o rétulo dos jogadores,
sendo a linha sempre referente ao jogador 1 e a coluna ao jogador 2. O conjunto de

estratégias S pode ser o mesmo para cada jogador, o que geralmente ocorre.

2.1.2.Exemplo de jogo estratégico: Dilema do Prisioneiro

Para ilustrar melhor a definicdo de jogo estratégico, iremos utilizar um problema
classico de teoria dos jogos, chamado dilema do prisioneiro. O objetivo é mostrar
como um problema pode ser modelado, dando significado aos termos apresentados
até o momento.

O problema do dilema do prisioneiro envolve dois suspeitos de terem cometido um
crime, que serdo nossos jogadores. Ambos estdo presos em celas separadas e é
oferecido a cada um a opc¢éo de delatar o outro preso ou negar ter cometido o crime.
Essas seréo nossas estratégias. Caso os dois neguem o crime, ambos ficam presos
por pouco tempo. Caso somente um preso opte pela delagéo, ele ser& liberado e o
outro ficara muito tempo na prisdo. Caso os dois optem pela delagdo, ambos ficardo
um tempo médio na prisao.

Pela descricdo do problema, podemos modelar uma funcdo de utilidade que
represente a consequéncia da escolha de cada estratégia. Iremos utilizar os seguintes
valores: 0 para muito tempo na prisdo, 1 para tempo médio na prisdo, 2 para pouco

tempo na prisédo e 3 para nenhum tempo na prisédo. Poderiamos escolher o tempo na



prisdo como funcdo de utilidade, mas como por convencdo queremos maximizar o

valor do jogo, utilizamos essa conversao. A tabela a seguir modela o exemplo descrito.

Negar Delatar
Negar (2, 2) (0, 3)
Delatar (3,0) (1,1)

Tabela 2 - Dilema do Prisioneiro

O objetivo de cada jogador é decidir qual estratégia escolher. O principio da
escolha racional indica que cada jogador quer maximizar seu valor e sabe que o

oponente vai qguerer o mesmo.

2.1.3.Estratégia dominante

O objetivo da teoria dos jogos € modelar o problema e resolvé-lo da melhor forma
possivel. Por resolver entenda-se encontrar a melhor estratégia para cada jogador. Em
um modo geral, a teoria formaliza o comportamento humano diante de uma situagéo
como essa. A intuicdo na escolha da estratégia no problema anterior é simular uma
escolha, analisar o que o outro jogador esta pensando e em como ele jogaria, e tentar
jogar da melhor maneira possivel de acordo com o que imagina que ele ira jogar.

Uma estratégia dominante € uma estratégia que, independente de qual estratégia
o outro jogador escolher, ela apresenta um valor maior na fungéo utilidade. Isso
significa que as outras estratégias sdo dominadas por essa, € nunca deverdo ser
escolhidas.

Uma maneira de encontrar a melhor estratégia para um jogador é através da
eliminacao iterativa de estratégias dominadas, ou seja, analisar cada estratégia e

verificar se ela € dominada por alguma outra. Caso seja, retira ela do jogo, e continua

o processo. No final irdo restar somente as estratégias dominantes.



Negar Delatar
Negar &2 ©6-3)
Delatar 350 (1,1

Tabela 3 - Eliminacédo das estratégias dominadas

Na tabela anterior, podemos verificar que para o jogador 1 a estratégia Negar €
dominada pela estratégia Delatar, uma vez que para qualquer estratégia do jogador 2,
o valor utilidade para o jogador 1 serd maior escolhendo Delatar (3>2e 1> 0). O
mesmo ocorre com o jogador 2. Podemos observar que restou apenas a estratégia
Delatar para cada um dos jogadores, com recompensa (1, 1), e essa deve ser a

estratégia escolhida.

2.1.4.Equilibrio de Nash

A estratégia encontrada anteriormente produz um valor inferior & estratégia (Negar,
Negar) com utilidade (2, 2) para ambos os jogadores, como pode ser observado na
Tabela 2. O motivo para os jogadores ndo escolherem essa estratégia € porque ela
nado esta em equilibrio, ou seja, dada a estratégia escolhida pelo outro jogador, existe
uma estratégia diferente da atual que produz um valor melhor. Isso significa que se o
jogador 1 acha que o jogador 2 ira jogador Negar, para ele é melhor jogar Delatar.
Pelo principio da racionalidade o jogador 2 sabe disso, e dado que o jogador 1 ir4
escolher Delatar, ele prefere escolher Delatar também.

Uma estratégia em que nenhum jogador queira mudar de estratégia
unilateralmente, ou seja, sem que o outro mude de estratégia, € chamada de equilibrio
de Nash. Segue abaixo a definigcdo formal (Gibbons, 1992).

Definicdo: Em um jogo estratégico G de n jogadores, com um conjunto de
estratégias S; para cada jogador, funcdo de utilidade u; para cada jogador, as

estratégias (s:*, s>*, ..., Sp*) sdo equilibrio de Nash se, para cada jogador i, s* é a



melhor resposta para as estratégias dos outros jogadores n - i, (Si*, ..., Si1*, Sit1*, o
sp¥). Ou seja: ui(s1*, ..., Sit*, Si*, Sit1™, ..., Sn*) 2 U(S1*, ..., Si1*, Si, Sis*, ..., Sp¥) para cada
S e Sp

O equilibrio de Nash representa a solugcdo para o jogo, uma vez que nenhum
jogador tera interesse em mudar de estratégia e que ela representa o melhor valor
dada as estratégias dos outros jogadores. Em (Nash, 1950) é apresentada a prova de
que todo jogo estratégico tem pelo menos um equilibrio de Nash, ou seja, tem uma
solucdo que pode ser calculada utilizando teoria dos jogos. Essa estratégia, no
entanto, pode ser pura, sendo representada por uma estratégia do conjunto de
estratégias do jogador, ou mista, que sera explicado a seguir.

Uma boa descrigdo do significado do equilibro de Nash é indicada em (Osborne,
2004), apresentando como sendo a situacdo definida com uma populagdo de
individuos representando cada jogador, e em cada jogada um individuo é selecionado
aleatoriamente de cada populacéo. A acdo escolhida por cada jogador vai depender
das acdes escolhidas anteriormente. Em um determinado momento, cada jogador que
venha a ser selecionado ira escolher a estratégia escolhida anteriormente, pois a
mudanca de estratégia ndo ira melhorar a sua recompensa. Esse estado € um estado
estacionario do jogo, assim como um equilibrio de Nash.

Uma discussdo que ocorre sobre a escolha do equilibrio € que Nash nao
apresenta uma forma de escolher um equilibrio caso haja mais de um. Pela descri¢cdo
anterior, podemos pensar na solucdo como sendo a escolha que se estabilizou
primeiro. Mesmo podendo ndo ser a melhor opg¢do, nenhum dos jogadores tera
incentivo para desviar da sua escolha. Dentre os possiveis equilibrios, podemos ter

um equilibrio considerado Ponto Focal' no jogo. A escolha do Ponto Focal pode

1 - . < . . . . .
Ponto Focal é o equilibrio com maior chance de ser escolhido em um jogo com diversos

equilibrios. E expectativa do individuo sobre o que os outros esperam que ele espera ser

esperado ser feito (Schelling, 1960).

10



ocorrer por diversos fatores, pode ser um fator estético, temporal, aleatério, cultural. A
teoria do equilibrio de Nash é neutra em relacdo a escolha feita, ou seja, ndo

diferencia os diferentes equilibrios (Osborne, 2004).

2.1.5.Equilibrio misto

No exemplo anterior, nés encontramos um equilibrio de Nash utilizando eliminagao
de estratégias dominadas. Mas existem 0s casos em que esse método nado resulta em
nenhuma estratégia, como no exemplo abaixo, chamado de par-ou-impar, onde o
jogador 1 ganha caso os dois escolham estratégias diferentes, e o jogador 2 ganha

caso escolham estratégias iguais.

Par impar
Par -1, 1) 1,-1)
impar (1, -1) (-1, 1)

Tabela 4 — Par-ou-impar

Neste exemplo ndo existe um equilibrio de Nash composto por estratégias puras,
uma vez que cada jogador irA sempre querer trocar de estratégia. Para resolver esse
tipo de jogo, utilizamos uma estratégia mista, que é uma distribuicao de probabilidade
sobre as estratégias puras.

O equilibrio misto é dado pela distribuicdo de probabilidade sobre as estratégias
que faz com que o jogador ndo dependa da escolha dos outros jogadores. O objetivo é
que a escolha do jogador sendo independente faz com que a escolha dos outros
jogadores também fique independente da sua, ndo permitindo a oportunidade de
explorar comportamentos ou falhas que fagcam a recompensa ser menor para ele. A

forma de calcular o equilibrio misto é a seguinte, utilizando o exemplo anterior:
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e Para o jogador 1, atribuimos probabilidade p de jogar Par e 1-p de jogar
impar
e A recompensa média do jogador 1 para cada estratégia do jogador 2
o Par=(()*(-1)+ (1 -p)=*())
o Impar=((p) * (1) + ((1 = p) * (1))
e Como queremos que a escolha da estratégia independa da escolha da
estratégia adversaria, igualamos as duas equacdes
o () * (=) +((A—p)* (V) = () * (V) + (A —p) * (-1))
o —p+l—-p=p—-1+p
o —4p=-2

o p=205

Com p = 0.5, o jogador 1 ndo depende da estratégia do oponente, e o oponente
ndo conseguird uma estratégia que faca com que o jogador 1 ganhe menos do que a
média, dada por:

e m(p=05)= (05 *(-1))+((1-05)%(1))=0.

Como provado por Nash (1950), todo jogo estratégico finito apresenta pelo menos
um equilibrio misto.

2.2. Aplicacao

Sao inlmeras as aplicacdes de teoria dos jogos na area da teoria econ6mica.
Considerada a formalizagdo matematica mais importante de fenbmenos sociais, ela é
utilizada para modelar situacbes entre empresas, estados, governantes, diplomatas,

jogadores, sistemas inteligentes, etc.
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Como dito no inicio do capitulo, a criacdo” da teoria dos jogos por von Neumann &
Morgenstern (1944) possibilitou o estudo de interacBes entre tomadores de decisdes
em niveis ndo atingidos antes, tendo como resultado a analise de fenbmenos na
economia como a entrada de uma nova empresa no mercado, a criacdo de
monopolios, duopdlios e oligopdlios, célculo de preco de mercadorias, controle da
producdo em industrias.

Ndo demorou muito e sua aplicacdo se estendeu para a &rea da politica,
analisando a geracdo de partidos, coligacoes, resultados de votacdes, escolha de
representantes, etc. Na area diplomatica atua na interacao entre paises, escolha de
aliados, cumprimento de exigéncias e de acordos.

Em (Aumann & Maschler, 1995) é discutida a importancia da Teoria dos Jogos no
mundo real, mais especificamente no mundo da diplomacia politica, e serviu de
motivacdo para o desenvolvimento deste trabalho. O material apresentado no livro foi
desenvolvido entre 1966 e 1968, com a reunido de diversos matematicos, entre eles
os autores do livro, para pensar o problema do desarmamento. De diversas reunibes
do grupo Mathematica Inc, foram escritos relatérios encomendados pela agéncia
americana de controle de armas e desarmamento (USDA em inglés). O governo
estava pedindo consultoria aos matematicos para o problema do desarmamento
durante a Guerra Fria, problema este que foi modelado como sendo de Teoria dos
Jogos, e sera discutido mais na frente.

E interessante observar a posicdo dos proprios autores em relacdo as limitacdes
do uso de Teoria dos Jogos para resolugao do problema: “No mathematical treatment
can possibly take account of all the implications involved in a political decision. (...) The
analysis of such a highly simplified abstraction can very seldom lead to any specific

recommendations in a specific situation. But it can lead to insights of general nature.

2 .z . . . N ~
Embora o assunto Jj& fosse discutido antes, consideramos a sua criagdo com a
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These insights can then be used by policy makers in making specific decisions or in

formulating general policies.” (Aumann & Maschler, 1995)

formalizacdo matemdtica apresentada em (von Neumann & Morgenstern, 1944).

14



Capitulo 3

Trabalhos Relacionados

Neste capitulo iremos apresentar dois trabalhos que direcionaram a nossa
pesquisa e foram importantes na geracao do modelo proposto. O primeiro € o trabalho
de Aumann & Maschler (1995), considerado o pioneiro na classe de problemas de
jogos repetidos com falta de informacdo. Embora a publicagdo tenha ocorrido em
1995, os trabalhos foram desenvolvidos entre 1966 e 1968, periodo de guerra fria.

O outro trabalho é a extensdo do trabalho anterior para uma classes especifica de
problemas. Renault (2006) apresenta uma abordagem para o problema de jogos
repetidos com falta de informacéo aplicada em jogos estocasticos. E discutida a

existéncia de um valor para o jogo e de estratégias 6timas.

3.1. Jogo Repetido com Informacéo Incompleta

Jogos repetidos e falta de informacédo sempre foram elementos importantes na
modelagem de problemas em teoria dos jogos. O trecho apresentado abaixo é retirado
de Aumann & Maschler (1995), e serve de motivagéo para o estudo de problemas do
género:

“Whenever one wants to apply game theory to real life situations, one has to bear
in mind, among other things, two aspects in which classical game theory differs from
real life:

I - unlike a game situation, which is essentially a one-shot affair, a conflict
situation in real life usually leads to another conflict situation. Thus, in real life, when
one takes actions one should consider not only the immediate payoffs but also the
effect that the actions may have on the other conflict situations that will occur in the

future.
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Il - unlike in a game situation, in which it is assumed that the players know all the
available strategies as well as the payoff functions, in real life each participant usually
has only partial knowledge of the strategies available to him and to the other
participants; moreover, the actual payoff that results from the possible actions taken by
the participants is impossible to determine because of a lack of knowledge of relevant
facts.”

O conflito em questéo tratado na série de artigos encomendada pelo departamento
de controle de armas e desarmamento dos Estados Unidos (ACDA em inglés) é em
relacdo ao cumprimento ou ndo dos acordos de desarmamento. A descricdo do
problema envolve dois paises que tém que decidir entre cumprir ou ndo termos de
desarmamento impostos. Ambos sdo incertos em relacdo a alguma informacao
relevante nesta decisdo, tal como arsenal atual ou capacidade de produgédo de armas
do outro pais.

Dada a motivacdo para o estudo, definimos abaixo o0 modelo apresentado por
Aumann & Maschler (1995), que chamaremos neste trabalho de jogo repetido com
informag&o incompleta em um lado:

¢ Dois jogadores, J; e J,

¢ Conjunto finito K de estados

e Distribuicdo de probabilidade p = p(k), k € K, em K

e Conjunto de estratégias S; para cada jogador

¢ Conjunto de jogos estratégicos G = {Gy, ..., Gk}, com 0 mesmo conjunto S;

de estratégias para cada jogador

No inicio do jogo um estado k em K € sorteado de acordo com p e anunciado ao
jogador J;. Este jogo tem falta de informacdo em um lado, no caso o jogador J,, que
desconhece o estado sorteado. A partir de entdo o jogo G € jogado repetidamente, e
a cada rodada é informado aos dois jogadores somente a estratégia s; de cada

jogador. A recompensa de cada jogo ndo € informada, mas é dada por Gk(Sy, S»).
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Em (Aumann & Maschler, 1995) é apresentada uma prova da existéncia de um
valor v para esse jogo, ou seja, um valor minimo que cada jogador pode adquirir no
final jogo, além da prova da existéncia de uma estratégia 6tima para cada jogador que
garante v.

E discutido ainda se o jogador J; deve ou n&o jogar de forma reveladora, ou seja,
utilizando a informacédo do estado k informada para ele no inicio do jogo. A ideia € que
se o jogador utilizar essa informacao, ao longo do jogo o jogador J, pode descobrir o
estado inicial k. A estratégia 6tima apresentada envolve uma escolha aleatéria por
parte do jogador J; de qual jogo Gy jogar em cada rodada, fazendo com que o jogador

J,> ndo consiga criar uma relagéo entre as jogadas dele e o estado inicial.
3.2. Jogo de cadeia de Markov com falta de

informacéo em um lado
No trabalho de Renault (2006), temos um jogo repetido com algumas
caracteristicas diferentes do apresentado anteriormente. Neste trabalho ele apresenta
um jogo estocastico, também conhecido como jogo de Markov ou jogo de cadeia de
Markov, que em resumo é um jogo repetido com uma série de estados associados,
com um jogo diferente em cada estado, mas que o estado atual muda com o tempo,
através de uma distribuicdo de probabilidade independente do tempo, conforme uma
cadeia de Markov.
A definicdo formal deste jogo é dada por:
¢ Dois jogadores, J; e J,
e Conjunto finito de K de estados
¢ Distribuicdo de probabilidade inicial ™ = 11 (k), k ¢ K, em K
e Matriz de transicdo M = M(k, k’) de probabilidade de transicao de cada
estado para os outros estados

e Conjunto de estratégias S; para cada jogador
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e Conjunto de jogos estratégicos G = {Gy, ..., Gk}, com 0 mesmo conjunto S;

de estratégias para cada jogador

O jogo inicia com um estado inicial ko dado pela loteria em 1 e informado apenas
ao jogador J;. Os dois jogadores escolhem suas estratégias, e sao informados da
escolha do outro jogador, e o proximo estado sera escolhido pela matriz de transi¢ao
M e novamente sera informado somente ao jogador J;.

Renault apresenta formas de calcular o valor v para algumas variagbes desse jogo,
como o caso do jogo repetido infinitamente, jogos de soma-zero, e estratégias 6timas
para cada jogador. Segundo ele, o jogador informado ndo deve jogar uma estratégia
reveladora, ou seja, ndo deve utilizar a informacdo sobre o estado atual para
maximizar sua estratégia. A estratégia 6tima se baseia em uma série de escolhas
ponderadas pela distribuicdo de probabilidade dos estados e as a¢bBes escolhidas
pelos jogadores.

Este trabalho serviu como motivacdo para o estudo de classes de jogos repetidos,
que nos levou a geragcdo do modelo apresentado a seguir, juntamente com o trabalho
de Aumann & Maschler, onde fica clara a importancia de jogos repetidos com falta de

informagé&o para modelagem de fendmenos utilizando teoria dos jogos.
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Capitulo 4

Jogo Oculto de Markov

O problema da existéncia de um equilibrio uniforme em jogos repetidos com falta
de informacdo em um lado, assim como o célculo do valor do jogo e a existéncia de
uma estratégia 6tima para os dois jogadores ainda é um problema em aberto em
algumas classes de jogos (Renault, 2012). O estudo de classes de jogos deste tipo é
motivada por uma tentativa de encontrar melhores formas de se jogar um jogo com
caracteristicas distintas de informacéo.

O que propomos neste trabalho € um modelo para uma nova classe especifica de
jogos repetidos com falta de informacdo em um lado, chamada de Jogos Ocultos de
Markov, apresentando uma solucdo heuristica para o mesmo. Apresentamos neste
capitulo a discussao sobre escolha racional presente em (Simon, 1955), (Rubinstein,
1998) e (Arrow, 1986) como embasamento para a nossa solu¢do. Concluimos com

alguns testes e comparag0des de resultados.

4.1. Descricédo do problema

O problema apresentado por Renault (2006) ainda exige que o jogador com falta
de informacao tenha conhecimento de como o estado do jogador informado muda de
acordo com o tempo, ou seja, conhece a distribuicdo de probabilidade de cada estado.
Neste trabalho estamos interessados nos problemas em que isso ndo é conhecido.

Jogo oculto de Markov é um jogo de cadeia de Markov com falta de informacao de
um lado, onde essa falta de informacao € ainda maior. Nas outras classes de jogos
com falta de informacédo, sempre se assumiu um minimo de conhecimento, como a
distribuicdo de probabilidade dos estados nos jogos Bayesianos, o vetor de transicdo
entre os estados e o estado atual nos jogos estocésticos ou a cadeia de Markov dos

estados no jogo de Markov com falta de informacéo.
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4.2. Exemplo: jogo de ténis

O exemplo utilizado para ilustrar o problema descrito anteriormente simula uma
partida de ténis, onde estamos interessados somente ho momento do saque. Os dois
jogadores sdo o sacador e 0 receptor. As estratégias possiveis para o sacador sao
jogar no centro, de forma mais segura, ou jogar aberto, mais arriscado. Para o jogador
receptor, as estratégias sao tentar prever e se preparar para um saque no centro ou
para um saque aberto. Para efeito de nomenclatura, os dois conjuntos de estratégias
serdo iguais.

O jogador sacador apresenta a caracteristica de mudar de tipo, que pode ser
entendido como o0 seu comportamento ao longo do jogo. Como resultado dessa
mudanca, sua eficiéncia com cada estratégia escolhida muda. Os tipos apresentados
pelo jogador sacador sdo agressivo, moderado ou defensivo. A mudanca de tipo do
jogador ocorre de forma estocéastica, mas independente do tempo e do histérico de
tipos, importando somente o tipo atual. Tal mudanca pode ser modelada como uma
cadeia de Markov.

O jogador receptor sabe que o oponente apresenta essa variagcdo de tipos e
conhece cada comportamento dele, mas nao sabe qual o tipo atual, nem conhece a
forma como a mudanca de tipo ocorre.

O jogo é composto por varias rodadas repetidas entre os dois jogadores, um
numero finito, mas desconhecido, de vezes. Ao final de cada rodada, os dois
jogadores sao informados das acdes de cada um. A recompensa de cada jogador
pode ser vista como a performance de cada um até o préximo saque. Essa

recompensa nao é informada imediatamente aos jogadores.

4.3. Modelo

“Um modelo é uma abstragdo que usamos para entender nossas observacgdes e

experiéncias. (...) Se ele melhora nosso entendimento do mundo, entao serve ao seu
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proposito.” (Osborne, 2004). Esse trecho mostra a importancia dos modelos para a

compreensado e estudo de diversos fendbmenos. O objetivo do modelo deve estar bem

estabelecido para que as variaveis mais importantes sejam levadas em consideracao,

enquanto as varidveis menos relevantes sejam ignoradas.

O problema que queremos resolver, descrito anteriormente, € um caso particular

do jogo apresentado em (Aumann & Maschler, 1995) e (Renault, 2006), e 0 nosso

modelo é baseado nesses dois trabalhos. O principal diferenca na definicdo é a

mudanca na falta de informacéo que o jogador tem.

A descricao formal do problema segue abaixo:

Um conjunto finito de N jogadores
Um conjunto de estratégias S; para cada jogador
Um conjunto de tipos T; com K; tipos para cada jogador
Uma funcéo de transigédo T : TixS;x...xSy — PD(T)) para cada jogador

o Onde PD(Ti) é uma distribuicdo de probabilidade sobre T;
Um conjunto de jogos estratégicos G(t,, ty, ..., ty) para cada combinagéo de
tipos t; ¢ T; de cada jogador, com 0 mesmo conjunto S; de estratégias para
cada jogador
Funcdes de recompensa u; em cada jogo G
Distribuicéo de probabilidade T j, representando a crenca inicial de cada
jogador i sobre o tipo do oponente j, para todos os jogadores
Um conjunto finito de estados observaveis O(Sy, ..., Sy), representando a
informacé&o divulgada em cada rodada associada a estratégia escolhida por

cada jogador

As informacdes disponiveis para cada jogador sao:

e Os jogadores conhecem o conjunto de tipos T; de cada jogador

¢ Os jogadores conhecem o conjunto de estratégias S; de cada jogador
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e Os jogadores conhecem 0s jogos estratégicos e suas respectivas
tabelas de recompensa de cada combinacédo de tipo T{xT,x...xTy

¢ Os jogadores conhecem o conjunto de estados observaveis O

e Os jogadores nao conhecem a funcdo de transicdo dos outros
jogadores

e Os jogadores ndo séo informados do estado atual dos outros jogadores

e Os jogadores ndo sao informados da recompensa ao final de cada

rodada

Para melhor entendimento do modelo, neste trabalho estamos interessados em
jogos com dois jogadores e com falta de informagdo em um lado, ou seja, somente um
jogador apresenta mais de um tipo. Iremos utilizar N = 2 jogadores, os conjuntos de
estratégias S; = S, = {A, B}, 0s conjuntos de tipos T; = {Tipo 1} e T, = {Tipo 2, Tipo 3},
vetor de transi¢éo entre os tipos 7y = {Tipo 1 -> Tipo 1 = 1}, T, = {Tipo 2 -> Tipo 2 = a,,
Tipo 2 -> Tipo 3 = 1- a,, Tipo 3 -> Tipo 3 -> as, Tipo 3 -> Tipo 2 -> 1- az}.

Na figura abaixo temos a representacdo do modelo. Temos os dois jogos G(ty, to) e
G(t;, t3), com as respectivas tabelas de recompensa. A distribuicdo de probabilidade
inicial T, = {th, = x, t3 =y} e myy ={t; = 1}.

O conjunto de estados observaveis O representa a informacéo divulgada ao final

de cada rodada, associados aqui a estratégia escolhida por cada jogador.
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Jogador
1

Figura 1 - Modelo do Jogo Oculto de Markov

O jogador 1 é o jogador com falta de informacéo, logo desconhece o estado atual
em cada rodada do jogador 2, assim com a funcéo de transicdo T,. Ele é informado
somente da estratégia escolhida pelo jogador 2, através do estado observavel
associado. O jogador 2 € completamente informado, uma vez que o jogador 1 sé tem
um tipo.

Com o modelo definido, estamos interessados em resolvé-lo, ou seja, apresentar
uma forma de cada jogador escolher suas estratégias a cada rodada. Na proxima

secao apresentamos a solugéo proposta.

4.4. Solucéo

Como o problema do calculo do equilibrio, da geracao de um valor para o jogo ou
da geragcdo de uma estratégia 6tima para os jogadores € um problema em aberto, o
gue propomos para a resolucdo do jogo apresentado € uma forma pratica de escolher

a estratégia a ser jogada. Uma heuristica é apresentada e comparada com outras
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possiveis solu¢des para o problema, que ndo necessariamente utilizam teoria dos
jogos.

Como dito em (Osborne, 2004), “a teoria dos jogos estratégicos se presta ao
estudo experimental: providenciar para individuos jogarem e observarem suas
escolhas é uma relacao direta.”, se referindo a necessidade na geracao de um modelo
de se relacionar com comportamentos reais, que possam ser observados
empiricamente.

A solucéo proposta parte da relacdo direta que existe entre o0 modelo apresentado
e Modelo Oculto de Markov. A ideia, apresentada primeiramente em (Waghabi, 2009),
utiliza a natureza estocastica dos dois modelos para acrescentar informagfes ao
jogador com falta de informacdo. O que queremos €&, a partir das informacdes
apresentadas, inferir outras informagfes que auxiliem na escolha de uma boa
estratégia para o jogador. A intencéo € utilizar o ferramental disponivel para modelos
ocultos de Markov no nosso modelo.

A existéncia dos estados observaveis no modelo relacionados com as estratégias
escolhidas por cada jogador resulta na relacdo mostrada na figura abaixo. A figura

representa a visao do jogador 1 sobre o jogo, sendo a linha tracejada a divisdo entre a

informacé&o disponivel (abaixo) e a informacao omitida (acima).
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Observagao A, Observagao B,

Figura 2 — Estados observaveis

O valores by, bog, baa, bap representam o que chamaremos de vetor B. A cada
rodada, a escolha da estratégia pelo jogador 2 resulta em uma observacao para o
jogador 1. Essa observacgédo representa a estratégia escolhida. O vetor B representa a
relacé@o entre o jogo G(T,, T,) e a estratégia escolhida.

A representacdo acima do jogo facilita a visualizacdo da relacdo entre o modelo
apresentado e modelos ocultos de Markov. Temos na definicho do nosso jogo
mostrada acima todos os elementos necessarios para a constru¢cao do modelo oculto:

e Conjunto de estados ocultos, representado por {(Tipo 1, Tipo 2), (Tipo 1,
Tipo 3)}

e Vetor de transicdo A entre os estados ocultos, representado pela transicao
T

e Conjunto de estados observaveis O, representado pelas estratégias

escolhidas {Observacéo A,, Observacao B}
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e Vetor de transicdo B entre os estados ocultos e os estados observaveis

7

O nosso objetivo é apresentar uma solucdo para a escolha das estratégias.
Primeiramente estamos interessados no caso especifico do jogador com falta de
informacdo, onde queremos, a partir das observacdes, apresentar uma heuristica
razoavel de escolha. Por isso estamos interessados na constru¢do do modelo oculto
de Markov. Através dele é possivel inferir valores sobre as informacdes néo
disponiveis, possibilitando uma escolha menos arbitraria.

Para a construcdo do modelo oculto de Markov temos todas as variaveis
disponiveis, com excecdo do vetor de transicdo A dos estados ocultos e o vetor B de
transicdo entre o0s estados ocultos e o0s estados observaveis. Como mostrado
anteriormente, o valor do vetor B esta relacionado diretamente com a estratégia adota
pelo jogador informado. Surge entdo a questdo de qual estratégia o jogador 2 devera
seguir.

4.4.1.Estratégia do jogador informado

Nesta secdo apresentamos uma hipotese para a escolha da estratégia por parte
do jogador informado. Como o problema de um valor para o jogo esta em aberto,
assim como a existéncia de uma estratégia 6tima e um equilibrio para o jogo,
discutiremos aqui uma possibilidade de estratégia que garante um valor minimo para o
jogador.

Hipotese: a estratégia S, do jogador informado em cada rodada sera a estratégia
do equilibrio misto do jogo G(t,) da rodada atual.

A escolha da estratégia no equilibrio misto de cada jogo faz com que a
recompensa do jogador ndo dependa da estratégia escolhida pelo outro jogador.
Como mostrado na secado 2.1.5, o equilibrio misto representa uma distribuicdo de
probabilidade entre as estratégias, de forma que a recompensa tenda a ser a mesma.

N&o conseguimos provar que esta estratégia é um equilibrio no jogo repetido como

um todo, uma vez que ndo temos ainda uma forma de calcular as estratégias 6timas
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de cada jogador. No entanto, baseamos essa escolha heuristica na discussao
apresentada em (Simon, 1955), (Arrow, 1986) e (Rubinstein, 1998), onde é

gquestionado o principio da escolha racional.

4.4.2.Racionalidade limitada

Arrow (1986) questiona o uso da racionalidade como principio bésico no estudo da
teoria econbmica. Para ele, a racionalidade varia de acordo com as situagfes e nao &
uma coisa estatica e caracteristica do individuo, depende do meio. A racionalidade
utiizada na teoria € plausivel em condi¢cbes ideais, mas se as condi¢cdes se
degeneram, se degenera também o conceito de racionalidade. Contudo, Arrow coloca
que o principio da escolha racional é essencial para a teoria econémica, sem o qual
ndo haveria qualquer teoria, e mesmo com muitos autores discordando do principio,
ndo veem um alternativa viavel.

Rubinstein (1998) fala sobre a racionalidade limitada, introduzida por Simon
(1955), que se refere a tentativa de tornar mais reais os modelos de teoria dos jogos.
A ideia de que cada jogador tem controle e conhecimento completo das suas
estratégias, das expectativas que cada combinacdo de estratégias resulta e
raciocinam de forma perfeita a ponto de conhecer exatamente os equilibrios de
determinado problema é colocada em discussao.

O conceito de racionalidade limitada é o fato de que um individuo, na hora de
tomar uma decisédo, pode em muitos casos nao ter conhecimento de tudo, ndo ter toda
a informacéo.

Simon (1955) propde que as escolhas devem seguir estratégias que fagam sentido
em um contexto humano da situacéo, onde a falta de informacéo e o comportamento
de cada individuo deve ser levado em consideragdo. Utiliza de elementos empiricos
para justificar seu ponto de vista, e apresenta como opcao de escolha de estratégia o

uso de heuristicas ao invés das estratégias Otimas, representando o conceito de
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“estratégias satisfatorias”, onde a recompensa ndo € méxima, mas é um valor
suficiente.

No nosso trabalho apresentamos um solu¢do que se encaixa nessa definicdo. A
escolha do equilibrio misto em cada rodada, garantindo um valor minimo em cada
jogo, é uma estratégia satisfatéria dada a falta de informacdo apresentada no
problema.

4.4.3.Calculo do vetor B

Com a escolha da estratégia do jogador informado como sendo o equilibrio misto
no jogo do tipo atual, podemos voltar a definicdo do vetor B de transi¢cdo entre os
estados ocultos e os estados observaveis.

Como dito anteriormente, o vetor B representa a probabilidade de cada
observacdo ocorrer em cada estado oculto. Como a observagdo em questdo € a
estratégia escolhida pelo jogador, a probabilidade b, da observacdo A, é a
probabilidade do jogador jogar a estratégia A no jogo G(ty,t,). Essa probabilidade é

dada calculando a estratégia do equilibrio misto, dada pela equagéo:

e Ganho quando o adverséario utiliza a estratégia A = ((p)*(b))+
(A-p = @)
e Ganho quando o adversario utiliza a estratégia B = ((p) = (f)) +

(A-p)=®)

Igualamos os ganhos:

e (M*M)+(A=-p) @)= (® =)+ (@A-p)=*H)

__ (h-a)
T (b—d—f+h)

O calculo da probabilidade b,z da observacéo B, é analogo e dado por (1-p).
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Observagao A, Observagao B,

Figura 3 - Probabilidade das observacoes: vetor B

4.4.4.Construcdo da solucao

Com a definicdo da estratégia do jogador informado como sendo jogar no equilibrio
misto em cada jogo G, resta definirmos qual estratégia o jogador nao informado
devera jogar. A escolha de uma estratégia apresenta a dificuldade do
desconhecimento do tipo atual e da forma como o tipo muda com o tempo, dificultando
a inferéncia do tipo atual utilizando métodos probabilisticos como em (Renault, 2006).

Como dito anteriormente, utilizaremos um modelo oculto de Markov, relacionado
com o modelo do jogo oculto de Markov apresentado, e 0s algoritmos disponiveis para
0 mesmo para o calculo das transi¢cdes dos estados ocultos e a inferéncia do estado
atual.

Apresentamos a seguir 0s passos para a construcdo da solucgéo:

1. Geracao do Modelo Oculto de Markov relacionado ao Jogo Oculto de Markov

2. Gerar observacoes

3. Atualizar modelo oculto de Markov

4. Inferir estado atual

5. Jogar contra o estado inferido
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4.4.4.1. Geracédo do Modelo Oculto de Markov

A solucédo proposta parte do mapeamento dos tipos do jogador oponente com a
cadeia oculta no modelo oculto de Markov. Como mostrado anteriormente na secao
4.4, e com o céalculo do vetor B em 4.4.3, temos todos 0s elementos necessarios para
isso, ficando em aberto somente o célculo do vetor A de transicdo dos estados ocultos.

O modelo oculto de Markov a ser utilizado sera:

etor de transicdo A

M1 o(ts) =

Glt,t,) | A B Gltuts) | A B
A ab| cd A (8] k1
B e, f | gh B mn | op
_ (h—a) (G—n)
P —d—f+n (I—j-p+n)

Figura 4 - Modelo oculto de Markov

4.4.4.2. Gerar observacgoes

Uma vez que temos o modelo oculto de Markov, podemos iniciar 0 nosso jogo. A
cada rodada, cada jogador escolhe uma estratégia, que é observada pelos jogadores.
A estratégia do jogador informado sera a estratégia no equilibrio misto do jogo atual. A
estratégia do jogador com falta de informacao sera descrita a seguir. Apés escolher a

estratégia, o tipo do jogador 2 pode mudar, de acordo com o vetor de transicao A.
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4.4.4.3. Atualizar modelo oculto de Markov

Utilizando o ferramental de modelo oculto de Markov, € possivel através das
observagdes obtidas a cada rodada atualizar o modelo de forma que o vetor A da
cadeia oculta de Markov tenda a se aproximar do original (Rabiner & Juang, 1986).

Utilizamos o algoritmo Baum-Welch (Welch, 2003), (Baum & Eagon, 1967), para
estimar o valor das transi¢cdes dos estados ocultos. A ideia bésica do algoritmo é tentar
encontrar a melhor cadeia oculta que geraria a sequéncia de observacdes passadas
como parametro.

Como a Unica variavel que queremos estimar € o vetor A, a eficiéncia do algoritmo
€ maior do que a apresentada em (Waghabi, 2009), onde era calculado também o
vetor B de transi¢des. Iremos mostrar no exemplo que a cadeia gerada estimada se

aproxima bastante da cadeia original.

4.4.4.4. Inferir o estado atual

Uma vez estimada a cadeia oculta do modelo oculto de Markov, precisamos inferir
gual o estado mais provavel que o jogador esta. Utilizamos neste trabalho o algoritmo
de Viterbi (Viterbi, 1967), que dada uma sequéncia de observacgles, infere qual a
sequéncia de estados mais provavel que ocorreu até o momento, e qual a

probabilidade de cada estado ser o préximo.

4.4.4.5. Jogar contra o estado inferido

A heuristica escolhida nesta solucdo para a escolha da estratégia do jogador com
falta de informacdo € utilizar o tipo atual mais provavel do oponente, inferido
anteriormente, e jogar contra ele, ou seja, utilizar a estratégia no equilibrio misto de
Nash do jogo com a tabela do tipo inferido.

O principio para a escolha dessa estratégia € o mesmo utilizado para o jogador
informado, apresentado em 4.4.1. Na secao de resultados, é apresentada outra opgéo

de escolha de estratégia, utilizando as probabilidades resultantes do algoritmo de
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Viterbi sobre os tipos como ponderagdo para a escolha da estratégia, mas que
apresentou resultados inferiores.

Com isso, repetimos a partir do passo 4.4.4.2 até o término do jogo.

4.5. Exemplo aplicado: testes

Iremos utilizar o exemplo do jogo de ténis apresentado em 4.2 para a aplicacdo do
modelo proposto. Foram criados dois cenarios diferentes, para representar
comportamentos diversificados do jogador sacador. Teremos o cenario onde o jogador
sacador € mais agressivo, ou seja, a cadeia oculta faz com que ele fiquei mais tempo
no tipo agressivo. O outro cenario sera defensivo, onde o jogador sacador fica mais
tempo no tipo defensivo.

Para construgcdo do modelo, precisamos dos valores das transicdes dos dois
cenarios explicados anteriormente, do valor 1T inicial de cada tipo do jogador sacador,
dos valores da matriz de recompensa de cada jogo relacionado aos trés tipos:
agressivo (A), moderado (M) e defensivo (D); as observacfes sao as duas estratégias
aberto (Ab) e centro (Ce), e o0 vetor B sera calculado em cada tabela.

As figuras abaixo mostram os dois jogos, um para cada cenario, com o calculo do

equilibrio misto ja realizado em cada jogo e aplicado no vetor B.
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G(A) Ab Ce G(M) Ab Ce G(A) Ab Ce
Ab 0.65, 0.89, Ab 0.15, 0.80, Ab 0.10, 0.55,
0.35 0.11 0.85 0.20 0.90 0.45
Ce 0.98, 0.15, Ce 0.90, 0.15, Ce 0.85, 0.05,
0.02 0.85 0.10 0.85 0.15 0.95

0.691

Centro

Figura 5 — Exemplo Jogo de Ténis: cenario agressivo

0.80

0.05

0.15 0.35 0.60
m=0.30 N E A n=0.57

G(A) Ab Ce G(M) Ab Ce G(A) Ab Ce
Ab 0.65, 0.89, Ab 0.15, 0.80, Ab 0.10, 0.55,
0.35 0.11 0.85 0.20 0.90 0.45

Ce 0.98, 0.15, Ce 0.90, 0.15, Ce 0.85, 0.05,
0.02 0.85 0.10 0.85 0.15 0.95

Aberto Centro

Figura 6 - Exemplo Jogo de Ténis: cenario defensivo
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Os valores do vetor A das transi¢cdes da cadeia oculta sdo utilizados na simulacdo
do jogo, mas nao sao conhecidos pelo jogador 1.

Para a realizacdo dos testes em cada cenario, simulamos as rodadas do jogo
oculto de Markov, comecando pelo passo apresentado em 4.4.4.1, gerando o modelo
apresentado na Figura 5 e Figura 6. Um tipo inicial € sorteado para o jogador 2
(jogador informado) de acordo com Trinicial.

Na viséo do jogador 2, a simulacdo ocorre da seguinte forma:

e E escolhida uma estratégia de acordo com o equilibrio misto do tipo atual

e O tipo atual muda de acordo com a cadeia oculta

Na visédo do jogador 1 (ndo informado), ocorre da seguinte forma:
e E gerada uma cadeia oculta com valores iniciais arbitrarios. No nosso caso,

utilizamos uma divisdo igual sempre que possivel resultando em:

o m= 1/; paracada tipo
o a= 1/3 para toda transi¢éo do vetor A

e E sorteado um tipo inicial aleatério do jogador 2 ponderado por .

e E escolhida uma estratégia de acordo com o equilibrio misto do tipo
sorteado

e O estado observavel é revelado

e A cadeia oculta é atualizada utilizando Baum-Welch

e O proximo tipo do jogador 2 é estimado utilizando Viterbi

Para a simulacdo desenvolvemos programa em Java baseado no apresentado em
(Waghabi, 2009), o mesmo utilizado em (Benevides, Lima, Nader, & Rougemont,
2013) com uma estrutura para a geracdo das variaveis aleatérias de acordo com o
nosso modelo. Neste programa, utilizamos o pacote JAHMM disponivel em (Francois,
2006) para a implementacdo dos algoritmos de modelo oculto de Markov utilizados,

Baum-Welch e Viterbi.
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4.6. Resultados

Nesta sec¢do iremos apresentar os resultados obtidos resultantes da simulacao do
exemplo descrito. Como apresentado na descricdo do modelo, a solu¢cdo é empirica e
tem como objetivo apresentar uma opc¢ao de estratégia em problemas com pouca
informacéao.

O teste realizado € composto de duas simulagfes, a primeira ho cenario agressivo,
a segunda no cenario defensivo. Foram executadas 200 rodadas com 100

observagdes em cada rodada, com o calculo da recompensa média em cada rodada.

4.6.1.Resultados do cenario agressivo

No cenério agressivo, abaixo temos a cadeia de Markov estacionéria original e a
cadeia de Markov ao final da simulagdo. As imagens foram geradas primeiramente
através da exportacdo das cadeias para um arquivo “.dot” através do framework
JAHMM, e transformadas em imagem pela aplicacdo Graphviz (Gansner, Koutsofios,

& North, 2010).
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0
Pi=0.8
[ ABERTO 0,691, CENTRO 0,309 ]

1
Pi= (.16
[ ABERTO 0,464, CENTRO 0,536 ]

2
Pi=0.04
[ ABERTO 0.4, CENTRO 06 ]

Figura 7 - Cadeia estacionaria original - Agressivo
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0
Pi=0.79
[ ABERTO 0.691, CENTRO 0,309 ]

1
Pi=0.21
[ ABERTO 0.464, CENTRO 0,536 ]

7

[ ABERTO 0.4, CENTRO 0,6 ]

Figura 8 - Cadeia treinada — Agressivo
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Na imagem, o estado 0 é o tipo Agressivo, o estado 1 € o tipo Moderado e o
estado 2 é o tipo Defensivo. Podemos verificar pelas imagens que as duas cadeias se
aproximam. O gréafico abaixo apresenta a distancia entre os dois modelos ocultos de
Markov ao longo das rodadas, utilizando o algoritmo Kullback-Leibler implementado no

framework JAHMM.

Distancia
0,012
0,01
0,008
0,006
0,004

0,002
0
o~
=l

-0,002
-0,004
-0,006

19
1 Qo

37
43
49
5
67
7l
85
9
97
103
109
115
1%
13
145
151
157
163
169
175
181
187
193
199

Figura 9 - Distancia entre as duas cadeias - Agressivo

Os resultados obtidos utilizando a solugéo proposta em 4.4.4.5, chamada aqui de
solucdo Viterbi, € comparada com a solucao onde o estado atual do adversario é
conhecido, e é jogado no equilibro misto dele, com a intencdo de apresentar a
eficiéncia do algoritmo de Viterbi em inferir o estado atual. Essa segunda solucéo foi
chamada de “Real” nos graficos a seguir. Como comparativo, apresentamos também o
resultado caso a estratégia do jogador fosse escolhida de forma aleatéria.

Abaixo um gréfico com a média das trés solugdes.
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Recompensa Média

70
69
68
67
66

65

64
Média Vitterbi Média Aleatdria Média Real

Figura 10 - Recompensa média - Agressivo

Podemos verificar que a recompensa média obtida utilizando a solugéo proposta é
praticamente igual a recompensa média utilizando o estado real do jogador adversario,
indicando que a inferéncia do estado atual é satisfatoria. Embora a diferenca absoluta
observada seja pequena em relacdo a média aleatéria, isso depende da natureza do
problema e dos valores apresentados na tabela de recompensa.

Abaixo o grafico com média ao longo das rodadas das duas solugdes.

Viterbi Vs Real
100

80

O e 0k bt oA A A A U M et e A A

40

20

O O N OO T O VN I O ONKO IO O N I O VU N0 IO O N0 I O OV o
I H N MmN TN O O NMNOOODDOOOO A AN AN MM T NN W OIS 0 0 3
R o B B B B B B I T e T I B O B o B |

e \/itErD| == Real

Figura 11 - Recompensa ao longo das rodadas — Agressivo
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A média das recompensas em cada rodada varia dentro de um intervalo pequeno,
devido a natureza do problema, que apresenta valor minimo e valor maximo de

recompensa muito proximos.

4.6.2.Resultados do cenario defensivo

Os mesmo testes foram realizados no cenario defensivo, e os resultados obtidos

foram semelhantes, conforme gréficos abaixo.
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0
Pi=0.05
[ ABERTO 0,691, CENTRO 0,309 ]

1
Pi=0.24
[ ABERTO 0,464, CENTRO 0,536 ]

2
Pi= 0.71
[ ABERTO 0.4, CENTRO 0,6 ]

Figura 12 - Cadeia estacionaria original - Defensivo
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0
Pi= 0.02
[ ABERTO 0,691, CENTRO 0,309 ]

1
Pi= 0.33
[ ABERTO 0.464. CENTRO 0.536 ]

2
Pi= 0.65
[ ABERTO 0.4, CENTRO 0.6 ]

Figura 13 - Cadeia treinada — Defensivo
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Figura 14 - Distancia entre as duas cadeias — Defensivo

Recompensa Média

Média Vitterbi Média Aleatéria Média Real

Figura 15 - Recompensa média — Defensivo
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Figura 16 - Recompensa ao longo das rodadas - Defensivo
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Capitulo 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

Nessa dissertacdo apresentamos uma classe nova de problemas em teoria dos
jogos e propomos um modelo de jogo para este problema, chamado de jogo oculto de
Markov. O problema apresentado se assemelha com outros problemas conhecidos da
area, mas com uma caracteristica que ndo permite a utilizacdo de solucdes ja
existentes.

Assim como alguns outros problemas de jogos repetidos, o jogo proposto nao
apresenta uma prova de existéncia de um valor nem de estratégias 6timas, o que é
proposto nesse trabalho € uma solugdo heuristica baseada na natureza do problema.

Percebemos uma correlagdo entre os valores do equilibrio de cada tipo com a
performance da solucdo proposta. Quanto menos definido cada tipo, menos
informacdo conseguimos obter com as observacfes, e mais préximo de uma
abordagem randdmica ficard nossa solucdo. Isso ndo representa um problema
exatamente, mas indica uma classe de problemas onde a nossa solu¢do alcanca
melhores resultados.

Como questionado em (Simon, 1955), (Arrow, 1986) e (Rubinstein, 1998), o
principio da escolha racional pode nao ser a melhor representacdo da escolha de
estratégias por parte do jogador. Utilizamos isso para corroborar a escolha de algumas
hipbteses e restricdes no desenvolvimento do trabalho.

Os resultados obtidos, conforme apresentado na se¢do anterior, indicam que a
modelagem proposta apresenta bons resultados na inferéncia das informacgfes
ausentes no problema. O treinamento do modelo oculto e sua proximidade com a
cadeia original resultaram em uma boa inferéncia do estado atual pelo algoritmo de

Viterbi.
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E importante observar que os resultados apresentados estdo diretamente
relacionados com a natureza do exemplo utilizado. Tanto as cadeias de Markov
originais quanto as tabelas de recompensa de cada jogo em cada tipo interferem nos
resultados de outras estratégias. O objetivo deste trabalho era apresentar uma solugéo
que garantisse o valor do equilibrio misto utilizando o estado inferido.

Para trabalhos futuros podemos analisar os tipos de jogos em cada estado em que
a solucdo apresenta melhor resultado, mostrando a relacdo entre o vetor de
probabilidade B e a eficiéncia da solu¢cdo. Podemos analisar também que tipo de
cadeia oculta apresenta melhor capacidade de treinamento utilizando os algoritmos de
modelo oculto de Markov. Ficou em aberto também a verificagdo da existéncia de um
valor no modelo de jogo proposto, e caso exista esse valor, qual estratégia étima de

cada jogador para atingir esse valor.
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