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Capitulo 1

Introducao

Os primeiros trabalhos envolvendo a ideia de conjuntos dominantes remotam a
meados do século XIX com o estudo de problemas em tabuleiros de xadrez. Segundo
Haynes et al. [20], o alemao Max Bezzel [6], jogador de xadrez, publicou em 1848
um trabalho onde propos o problema das n-rainhas, que consiste em determinar o
nimero de maneiras nas quais n rainhas podem ser posicionadas em um tabuleiro

de xadrez n X n de modo que nenhuma rainha possa atacar alguma outra.

No jogo de xadrez as pecgas podem somente efetuar movimentos especificos:

(i) Uma rainha pode mover-se horizontal, vertical ou diagonalmente um ndmero

qualquer de casas;

(ii) Um rei pode mover-se apenas uma casa nas dire¢oes horizontal, vertical ou

diagonal.

(iii) Uma torre pode mover-se um nimero qualquer de quadrados horizontal ou

verticalmente;

(iv) Um bispo pode mover-se um nimero qualquer de casas somente na diregao

diagonal;

(v) Um cavalo no quadrado de coordenadas (i,j) pode mover-se para qualquer
quadrado do tabuleiro com indices (i £2,7 £ 1) ou (i £ 1,7 £2).

Em 1892, Ball [3] menciona o Problema das Oito Rainhas que consiste em
alocar oito rainhas em um tabuleiro de xadrez padrao de tamanho 8 x 8 de modo
que todas as casas do tabuleiro sejam ocupadas ou dominandas pelas rainhas. Ele
conclui que existem 92 solugoes distintas, sendo 12 solugoes fundamentais e a partir

dessas, por meio de operacoes de rotacao e reflexao, chega-se ao total de 92 solugoes.



Ball analisa também o caso mais geral, em que n rainhas podem ser colocadas
em um tabuleiro de xadrez de n? células, com n > 4 . Para tabuleiros de 42, 52,
62, 72, 82, 92, 102 células existem, respectivamente, 1, 2, 1, 6, 12, 46, 92 solucoes
fundamentais, enquanto que todas as solugoes juntas perfazem 2, 10, 4, 40, 92, 352,

724 solugoes.

Posteriormente, o problema foi estendido a outras pecas do jogo de xadrez: rei,
bispo, torre e cavalo. Todos esses problemas podem ser modelados utilizando Teoria
dos Grafos. Um grafo G(V, E) é um conjunto finito ndo-vazio de vértices V' e um
conjunto de arestas E de pares nao-ordenados de elementos distintos de V. Mode-
lamos este problema associando um vértice para cada casa do tabuleiro de xadrez e
dois vértices sao adjacentes no grafo se, e somente se, a peca pode mover-se para
casa representada pelo vértice. Assim, podem ser definidos o grafo-rainha, o grafo-
rei, o grafo-torre, o grafo-bispo e o grafo-cavalo, representados por Q,, K,, R,, B,

e N,,, respectivamente. Como exemplo, considere o grafo-rei ilustrado na Figura|2.1]

Figura 1.1: Grafo relativo aos movimentos do rei no tabuleiro de xadrez.

Em 1958, Claude Berge [4] definiu pela primeira vez o conceito de conjunto
dominante, entretanto, com o nome de conjunto estavel externamente, em oposigao
ao conjunto estavel internamente, que equivale ao atual nome de conjunto inde-
pendente. Berge definiu também o nimero de dominacao de um grafo GG, mas com

nome de coeficiente de estabilidade externa, utilizando a notacao de B(G).

Um conjunto dominante é um subconjunto de vértices D de V(G) tal que todo
vértice de G que nao pertence a D é adjacente a algum vértice em D. O nimero de

dominagao de um grafo GG, denotado por v(G) é a cardinalidade do menor conjunto



dominante de G.

Também em [4], Berge transcreveu o Problema das Cinco Rainhas, que consiste
em posicionar em um tabuleiro de xadrez padrao o menor nimero possivel de
rainhas de modo que toda casa do tabuleiro seja alcangada por ao menos uma
rainha. Berge modela o problema utilizando a Teoria dos Grafos considerando
que cada quadrado do tabuleiro corresponde a um vértice do grafo e dois vértices
sao ligados por uma aresta se as casas que eles representam no tabuleiro de
xadrez estao em uma mesma linha, coluna ou diagonal. Berge, entao, nota que o
problema é equivalente a encontrar um conjunto dominante minimo nesse grafo
com 64 vértices. Como resposta, chega a conclusao que y(Gy) = 5, onde G,
é o grafo em questao, conhecido como grafo das rainhas. Além disso, ele ofe-

rece as solugoes para os problemas dos cavalos [y(G3) = 12] e dos bispos [y(G3) = §].

Em 1962, Oystein Ore [42] empregou pela primeira vez os termos “conjunto
dominante”e “nimero dominante”, embora tenha utilizado a notacao J(G) para

representar o nimero dominante.

Ainda em [42], Ore exibe uma condi¢ao necessiria e suficiente para que um
conjunto dominante D seja minimal (esse é considerado o primeiro teorema
envolvendo conjuntos dominantes) e estabelece também quando um grafo pode ter

seu conjunto de vértices particionado em dois conjuntos dominantes.

A notagao v(G) para o nimero dominante de um grafo G foi introduzida por
Cockayne e Hedetniemi [I6] em 1977 em uma pesquisa que reuniu alguns poucos
resultados conhecidos naquela época sobre conjuntos dominantes em grafos. A

partir de entao, a notacao foi aceita pela comunidade cientifica.

No decorrer dos anos, conforme o estudo deste tema tornou-se mais intenso,
surgiram diversas variagoes da definicao classica de conjunto dominante. Neste tra-
balho, estudamos mais profundamente a variagao denominada conjunto dominante

total, introduzida em 1980 por Cockayne et al. [13].

Um conjunto dominante total 7' de um grafo G é um subconjunto de vértices T
de V(G) tal que todo vértice de V(G) é adjacente a algum vértice em 7. O niimero
de dominagao total, denotado por 7;(G) é a cardinalidade minima de um conjunto

dominante total.

Cockayne et al. [13] relacionaram, entre outros parametros, o numero de do-



minagao total 7;(G) com o numero de vértices n e o grau maximo A de um grafo
(G. Assim, obtiveram os seguintes limites superiores para o nimero de dominacao
total:

Wl N

(i) Se G é um grafo conexo com n vértices, entao 1(G) < -n;

(ii) Se G é conexo, sem vértices isolados e grau maximo A, entao v, (G) < n—A+1;

(iii) Se G' é conexo e A <n — 1, entao 1(G) <n — A.

H&a muitos resultados que oferecem limites isoladamente para os numeros de
dominacao e dominagao total de um grafo GG, porém a relacao entre esses dois
parametros ainda nao foi muito bem compreendida na literatura. Portanto, o
objetivo do nosso trabalho foi tentar compreender melhor a relacao entre esses dois

parametros e melhorar os limites existentes que os relacionam.

Seja G um grafo sem vértices isolados. Como todo conjunto dominante total

também é um conjunto dominante, temos que:

Y(G) < %(G).

A partir de um conjunto dominante D podemos obter um conjunto dominante
total incluindo no conjunto D, para cada vértice isolado u do subgrafo de G induzido

por D, um vizinho de u em G. Logo:

(@) < 29(G).

Assim, os dois parametros estao relacionados pela desigualdade trivial:

YG) < %(G) < 29(G).

O grafo completo bipartido K, tem (K, ,) = 2 = v(K,,); e o grafo completo
com n vértices K, tem v(K,) = 1 e 14(K,) = 2. Estes dois exemplos mostram
que ambos os lados desta desigualdade sao atingidos. Em [23], 29], os autores ca-

racterizam construtivamente as drvores que atingem os lados da desigualdade acima.

Conjuntos dominantes ocorrem naturalmente em uma variedade de situagoes
da vida real. Em [26], podemos encontrar diversas aplica¢oes de dominagao em
grafos tais como: rota de Onibus, relacao entre pessoas, rede de comunicacao em
computadores, estacoes de radio, agrimensura de terras, entre outras aplicagoes. Ha
uma vasta pesquisa sobre problemas combinatoérios relacionados a dominagao em
tabuleiros de xadrez [14) [15] 24], 27, 138].



Os numeros de dominacao e dominacao total estao entre os mais fundamentais
e bem-estudados parametros em teoria de grafos [I, 26H28| 30 B33]. Estudamos a
relacao entre esses parametros nos grafos cibicos com cintura grande. H&a uma

vasta pesquisa na literatura sobre este problema condicionado a grafos cubicos.

Em 1996, Reed [44] conjecturou que todo grafo cibico tem ntimero de dominagao
no maximo [n/3]. Somente em 2005, Kostochka e Stodolsky [36] mostraram que a
conjectura era falsa, mas tornava-se verdadeira quando impunha-se a condicao de

que o grafo cubico tivesse cintura pelo menos g.

Em 2006, Kawarabayashi et al. [34] encontraram o limite superior

3 3943
com g divisivel por trés, e sem pontes.

1 1
(—+ n para grafos cubicos, com n vértices, cintura no minimo g,

Em 2008, Lowenstein e Rautenbach [39] mostraram que grafos cibicos, com n

44 82
vértices e cintura g > 5 possuem ntimero de dominagao no maximo | — + —— | n.
135 135¢g

Mais precisamente, provaram que:

(@) < 0.325926n + O (g) .

Ainda em 2008, Rautenbach e Reed [43] melhoram a desigualdade acima para

0.321216n + O (E)
g
Em 2009, Kostochka e Stodolsky [35] provaram que para todo grafo cibico de n

vértices e cintura pelo menos g:

@) < (% + %) n.

Em 2012, Kral et al. [37] obtiveram o melhor limite superior conhecido até o

momento para o nimero de dominagao de um grafo ciibico com n vértices e cintura

pelo menos g:

(@) < 0.299871n + O (9) <2 n40 (E) .
g 10 g

Neste trabalho mostramos que o nimero de dominacao total de um grafo cibico

com cintura grande G é no maximo:

13 n
2" +0 (5) + O(en).



Consequentemente, provamos que:

7%(Q)
7(G)

1
csmao(1).

o que constitui uma melhora significativa para o limite 1:(G) < 2v(G).
Esta dissertacao estd estruturada como segue. No Capitulo 2, apresentamos as

defini¢oes que usaremos ao longo do texto, no Capitulo 3 elencamos os resultados e,

por fim, no Capitulo 4 expomos as conclusoes e propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos basicos de Teoria de Grafos, conceitos

especificos sobre dominacao em grafos, de complexidade computacional e de
probabilidade.

Para fins de terminologia, adotamos os livros classicos de Bondy e Murty [§] e
de Jayme Luiz Szwarcfiter [45]. Também utilizamos algumas definigdes contidas
nos livros de West [46], Diestel [22], Chartrand [12] e Brandstédt et al. [10]. A
respeito do problema de complexidade, usamos Papadimitrou et al. [20], Cormen
et al. [17) e Garey e Johnson [25]. Especificamente em relagdo a dominagao em
grafos, seguimos os livros de Haynes, Hedetniemi e Slater [26, 27]. Em relacao a
probabilidade, utilizamos os livros de Meyer [40], Alon e Spencer [2] e Molloy e
Reed [41].

Um grafo G(V,E) é um conjunto finito nao-vazio V= V(G) e um con-
junto F = FE(G) de pares nao-ordenados de elementos distintos de V(G). Os

elementos de V(G) sao os vértices e os de E(G) sao as arestas de G, respectivamente.

Denotamos por (v, w) uma aresta e € E(G) formada pelos vértices v e w. Nesse
caso, os vértices v, w sao os extremos da aresta e, sendo denominados adjacentes.
Uma aresta em que os extremos coincidem é chamada de lago. Duas arestas que
possuem os mesmos extremos sao chamadas de arestas paralelas. Um grafo é dito

simples se nao possui lagos e arestas paralelas.

Um subgrafo Go(Va, Es) de um grafo G1(Vi, Ey) é um grafo tal que Vo C V] e
E, C E;. Se além disso, Gy possuir toda aresta (v, w) de G tal que ambos v e w
estejam em V5, entao G é o subgrafo induzido pelo subconjuntos de vértices V5.

Diz-se entao que V3 induz G e representamos por G[V5].



O grau de um vértice v em um grafo simples, denotado por d(v), é o nimero de
vértices adjacentes a v. Um vértice de grau zero é chamado de vértice isolado. O
grau minimo de um grafo G, denotado por 6(G), é o menor grau dentre os graus de
todos os vértices de G. Em contrapartida, o grau mdzimo de um grafo GG, denotado

por A(G), corresponde ao maior grau dos vértices de G.

A wvizinhanca aberta de um vértice v de um grafo G é definida como
Nw) =A{u € V(G)|(u,v) € E(G)}, ao passo que a vizinhanga fechada de um vértice
v ¢é definida como N|[v] = {v} U N(v).

Para um conjunto S C V(G) a wvizinhanga aberta do conjunto de vértices S é

definida como N(S) = U N (v). Analogamente, a vizinhanca fechada do conjunto

veES
de vértices S é definida por N[S] = N(S) U S. Para um conjunto D C V', o vértice

v € D é chamado de enclave de D se Njv] C D. Um conjunto de vértices é dito

livre de enclave se nao possuir nenhum enclave.

Um grafo ¢é dito regular se possui todos os vértices com o mesmo grau. Se um
grafo é regular de grau r, dizemos que ele é r-reqular. Um grafo cibico é um grafo
3-regular. Um grafo é denominado completo se todo par de vértices é adjacente.
Denotamos por K, o grafo completo de n vértices. Note que todo grafo completo é

(n — 1)-regular.

Uma k-coloragao de vértices de um grafo G é uma funcao f : V(G) — {1,2,.... k}
tal que f(u) # f(v) para toda aresta (u,v) € E(G). O nimero cromdtico x(G) é o

menor k tal que G admite uma k-coloracao.

Na prova do Corolario 3.2 usamos o Teorema de Brooks:

Teorema 2.1 Seja G um grafo conexo. Se G nao é um grafo completo nem um
ciclo impar, entao

X(G) < A(G).

Um caminho é um grafo simples cujos vértices podem ser dispostos em uma
sequéncia linear na qual dois vértices sao adjacentes se eles sao consecutivos na
sequéncia e sao nao adjacentes caso contrario. Similarmente, um ciclo é um grafo
simples em que os vértices podem ser colocados em sequéncia ciclica na qual dois
vértices sao adjacentes se eles sao consecutivos na sequéncia e sao nao adjacentes

caso contrario. Em um ciclo, uma aresta que une dois vértices nao-adjacentes é



chamada de corda.

Um caminho com n vértices representamos por P,. Um ciclo com n vértices
denotamos por C,,. O comprimento de um caminho ou ciclo corresponde ao niimero
de suas arestas. Um caminho ou ciclo de tamanho k é chamado de k-caminho ou
k-ciclo, respectivamente. Um grafo que nao contém ciclos é chamado aciclico. A

cintura de um grafo G é o comprimento de seu menor ciclo.

Denomina-se distancia d(u,v) entre dois vértices u e v de um grafo ao com-
primento do menor caminho entre u e v. O diametro de um grafo G é a maior
distancia entre dois vértices de G. Um grafo G é dito conezo se existe um caminho
entre cada par de vértices de GG, caso contrario é denominado desconexo. Um corte
de vértices de um grafo conexo G é subconjunto minimal de vértices V'(G) C V(G)
cuja remocao de GG torna o grafo desconexo ou trivial. Sendo k um inteiro positivo,
dizemos que um grafo G é k-vértice conexo se nao existe corte de vértices de

tamanho menor do que k.

Um grafo G é bipartido quando seu conjunto de vértices V(G) pode ser
particionado em dois subconjuntos V) e V5 tal que toda aresta de G tenha um
extremo em V) e outra extremidade em V5. Uma outra maneira de definir um grafo
bipartido é afirmar que seu nimero cromatico é no maximo dois. Representamos
um grafo bipartido por K, ,, onde |Vi| = p e |V3| = ¢. Um grafo é chamado de

bipartido completo se contém todas as arestas possiveis entre as partigoes V; e Vj.

Denomina-se estrela S, o grafo bipartido completo em que uma das partigoes
possui cardinalidade unitaria e a outra tem n vértices. Uma roda W,, com
n > 4, é um grafo que contém um ciclo com n — 1 vértices e um vértice central

que ¢ adjacente a todos os vértices do ciclo. Uma drvore é um grafo aciclico e conexo.

O grafo linha L(G) de um grafo G é o grafo que possui as arestas de G como
vértices e dois vértices sao adjacentes em L(G) se as arestas que eles representam

sao adjacentes em G.

A k-ésima-poténcia de um grafo simples G(V, E) é grafo G* cujo conjunto de
vértices é V e dois vértices distintos sao adjacentes em G* se, e somente se, a

distancia entre eles no grafo G é no maximo k.

Um grafo G é chamado cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos quatro

contém uma corda. Na literatura, também sao conhecidos como grafos triangulari-



zados.
Passemos agora as defini¢oes especificas de dominacao em grafos.

Um subconjunto de vértices D C V(G) de um grafo G = (V, E) é chamado
conjunto dominante se todo vértice v € V(G) é um elemento de D ou é adjacente
a algum elemento de D. Note que todo grafo GG possui um conjunto dominante
trivial que corresponde ao préprio V(G). Na Figura o conjunto D = {1,3,5} é

um conjunto dominante.

4 5)

Figura 2.1: Conjunto dominante em um grafo.

Existem diversas maneiras de definir um conjunto dominante em um grafo. As
seguintes definigoes sdo equivalentes entre si e podem ser encontradas em [26]. Um
conjunto de vértices D de um grafo GG é dito dominante se, e somente se:

(i) para cada vértice v € V — D, existe um vértice u € D tal que v é vizinho de u;

(ii) para todo v € V — D, tem-se que d(v, D) < 1;

(iv) para cada vértice v € V' — D, ocorre que |N(v) N D| > 1, ou seja, todo
vértice que nao esta no conjunto dominante D é adjacente a pelo menos um vértice
de D;

(v) para cada vértice v € V| ocorre que |N[v] N D| > 1;
(vi) V. — D ¢ livre de enclave.

Um conjunto dominante D de um grafo G também pode ser visto como uma

funcao f : V(G) — {0, 1} definida por f(v) = 0, quando v € V(G)\ D, e f(v) =1,
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se v € D, que satisfaz a seguinte condigao, para todo v € V(G):

> flw) =1

uwENgG[v]

Seja D um conjunto dominante de um grafo G. Entao, todo superconjunto
D" O D também é um conjunto dominante de (G. Por outro lado, é facil ver que

nem todo subconjunto D’ C D é necessariamente dominante.

Dizemos que D é um conjunto dominante minimal se nenhum subconjunto
préprio de D' C D também é um conjunto dominante. Dizemos que um D é um
conjunto dominante minimo se nao existe nenhum outro conjunto dominante de
cardinalidade menor do que a cardinalidade de D. Obviamente, todo conjunto
dominante minimo é minimal, mas nem todo conjunto dominante minimal é
minimo. O conjunto de todos os conjuntos dominantes minimais de um grafo G ¢é

denotado por M DS(G).

Na Figura2.2(A) o conjunto D = {1,3,6} ¢ um conjunto dominante minimal,
mas nao ¢ minimo. J4 na Figurg2.2(B), o conjunto D’ = {1,5} ¢ um conjunto

dominante minimo.

2 4 2 4
3 3
5 5
6 6

(A) (B)

Figura 2.2: Conjunto dominante minimal e minimo.

O nidmero de dominagao, denotado por v(G), de um grafo G é cardinalidade
minima de um conjunto dominante em G. No exemplo anterior, o nimero de do-

minancao v(G) = 2. Equivalentemente podemos dizer que o nimero de dominagao
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¢ a cardinalidade minima de um conjunto em M DS(G). Para qualquer grafo G,
claramente 1 < v(G) < n.

E facil de verificar que v(K,) = 1, 7(S,) = 1 e v(W,) = 1. Também ¢ trivial
determinar o nimero de dominacao de alguns grafos pequenos, representados na
Figura [2.3] que recebem nomes especiais na literatura: y(diamante) = 1, v(pata)
= 1, y(touro) = 2, ~y(casa) = 2, y(cadeira) = 2, y(dardo) = 1, y(gema) = 1,
~v(dominé) = 2 e y(3-sol) = 2.

AV ant e A

diamante pata touro casa cadeira dardo gema domind 3-sol

Figura 2.3: Conjuntos dominantes em alguns grafos especiais.

E facil ver que (K, ) = 2, parap > 2,q > 2, e v(P,) = v(C,) = [n/3]. No caso
dos grafos bipartidos, um vértice selecionado em uma das duas particoes do grafo
domina todos os vértices da outra particao, logo sao necessarios apenas dois vértices
(um de cada partigao) para dominar todos os vértices do grafo. Para os caminhos
e ciclos, a cada vértice selecionado para o conjunto dominante sao dominados, no
maximo, trés vértices (o proprio vértice e seus dois vizinhos, ou um vizinho se for um
extremo de caminho). Portanto, para um caminho com n vértices e para um ciclo

com n vértices sdo necessarios [n/3] vértices para dominar todos os vértices do grafo.

Ao longo das iltimas cinco décadas foram definidas diversas variagoes do
conceito de conjunto dominante classico. Uma variedade de condig¢oes podem ser
impostas ou no conjunto dominado V' — D ou em V', ou ainda no método pelo
qual os vértices em V — D sao dominados. Dentre essas variantes, estudamos mais
profundamente a dominacao total, também chamada de aberta, que foi introduzida

na década de 80 por Cockayne et al. [13].

Um subconjunto de vértices T' C V(G) é chamado de conjunto dominante total
se para todo vértice v € V(G) existe um vértice u € T' que é adjacente a v. Perceba
que, pela definicao, a cardinalidade de qualquer conjunto dominante total é pelo

menos dois. Note que, também pela definicao, grafos com vértices isolados nao
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admitem conjunto dominante total. Na Figura o conjunto D = {1,2} é um

conjunto dominante total.

Figura 2.4: Conjunto dominante total em um grafo.

Dizemos que T' é um conjunto dominante total minimal se nenhum subconjunto
préprio de 7" C T também é um conjunto dominante total. Dizemos que T é um
conjunto dominante total minimo se nao existe nenhum outro conjunto dominante

total de cardinalidade menor do que a cardinalidade de T'.

Na Figura 2.5(A) temos que T = {1,4,5,6} ¢ um conjunto dominante total
minimal ao passo que na Figura 2.5(B) tem-se que 7" = {2,3,5} ¢ um conjunto

dominante total minimo.

2 4 2 4
3 3
5 5
6 6

Figura 2.5: Conjunto dominante total minimal e minimo.

Denominamos nimero de dominagdo total, denotado por v;(G), a cardinalidade
do menor conjunto dominante total de um grafo G. Obviamente todo conjunto
dominante total também é um conjunto dominante em um grafo GG, mas a reciproca
nem sempre ¢ verdadeira. Na Figura 2.6(A) o conjunto D = {2,3} é um conjunto

dominante, mas nao é um conjunto dominante total ao passo que o conjunto
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T = {2,4} na Figura 2.6(B) ¢ um conjunto dominante total e um conjunto

dominante.

(A) (B)

Figura 2.6: Conjunto dominante e conjunto dominante total.

Complexidade Computacional

Passaremos agora para as defini¢oes relacionadas a complexidade computacional.
Dado um problema computacional, definimos como instancia uma colegao de casos

particulares do problema, onde cada instancia é definida por um conjunto de dados.

Para Cormen [I7], um algoritmo é um procedimento computacional bem
definido que recebe um valor, ou conjunto de valores, como entrada e produz algum
valor, ou conjunto de valores, como saida. Assim um algoritmo é uma sequéncia
de passos computacionais que transforma uma entrada em uma saida. Dizemos
que um algoritmo resolve um determinado problema se devolve uma solugao para

qualquer instancia do problema ou diz que ele nao possui solucao.

Um problema algoritmico consiste de um conjunto de todos os possiveis dados do
problema, denominado conjunto de dados e por uma questao solicitada, denominada

objetivo do problema.

H4 certas classes de problemas algoritmicos como, por exemplo, os problemas de

decisdo em que o objetivo é decidir se a resposta a questao levantada é SIM ou NAO.
Um algoritmo ¢é dito polinomial quando sua complexidade for uma funcao

polinomial. Defiminos a classe P de problemas de decisao como aquela que

compreende os problemas que admitem um algoritmo polinomial.
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Se um problema pode ser verificado em tempo polinomial dizemos que ele
pertence a classe NP. Para estes problemas ha algoritmos que geram um solugao
candidata ao problema, denominada certificado e verifica em tempo polinomial se
o certificado é ou nao uma solucao para instancia dada. Pela propria definigao,
podemos ver que todo problema que pertence a classe NP também pertence a classe
P, ou seja, P C NP. Assim, a classe NP engloba todos os problemas da classe P e

a pergunta central da teoria da complexidade é se P=NP.

H&4 também a classe dos problemas NP-completos. Um problema II é NP-

completo se satisfaz a ambas condigoes:
(i) Il € NP;
(ii) um problema NP-completo II" é polinomialmente transformado em II.

Agora, estamos interessados em analisar a complexidade do problema de
dominagao em grafos. Garey e Johnson [25] estabeleceram o problema bésico de

decisao relacionado a dominacao em grafos:

DOMINATING SET
INSTANCE: Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.

QUESTION: G possui um conjunto dominante de tamanho no maximo k?

Também em [25], os autores provam que o problema DOMINATING SET é NP-
completo, através de uma redugao ao conhecido problema 3-SAT. Transcrevemos a
seguir a prova da NP-completude do problema DOMINATING SET.

Teorema 2.2 DOMINATING SET é NP-completo.

Prova: Devemos provar duas coisas. Primeiro que DOMINATING SET € NP. Mas,
dado um grafo G = (V| F), um inteiro k£ e um conjunto arbitrario S C V(G) com

|S| < k é facil verificar em tempo polinomial se S é um conjunto dominante.

Segundo, devemos construir uma reducao de um problema NP-completo conhe-
cido ao problema DOMINATING SET. Para isso, usaremos o problema 3-SAT.

3-SAT
INSTANCE: Um conjunto U = {uy,us,...,u,} de varidveis e um conjunto
C = {C,Cy,...C,,} de conjuntos com 3 elementos, chamados clausulas, onde

cada clausula C; contém trés ocorréncias distintas ou da varidvel u; ou do seu
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complemento u}. Por exemplo, uma cldusula pode ser Cy = {uy, u), uy}.
QUESTION: C' possui uma atribuicao verdadeira satisfativel, isto é, uma atribuigao
de Verdadeiro (T) e Falso (F) as varidveis em U de tal maneira que pelo menos

uma variavel em cada clausula em C' seja atribuido o valor T?

Dada uma instancia C' de 3-SAT, construimos uma instancia G(C') do problema
DOMINATING SET como segue. Para cada variavel u;, construa um triangulo
com vértices rotulados w;, u, e v;. Para cada clausula C; = {u;,uy, w} crie um

vértice tnico rotulado Cj, e adicione arestas (u;, C;), (ug, C;) e (u, Cj).

4
1 c, Cy

Figura 2.7: Reducao de 3-SAT a DOMINATING SET.

Devemos mostrar que C' tem uma atribuicao satisfativel se, e somente se, G(C)

tem um conjunto dominante de cardinalidade menor do que k.

Suponha primeiro que C' tenha uma atribuicao satisfativel. Por exemplo na
Figura 2.7 seja uy =T, us = F, u3 = F, uy = T e us = T. Crie um conjunto S
de vértices em G(C) da seguinte maneira: se u; = 7', entdo ponha o vértice u; em
S e se u; = F, entdo coloque o vértice u, em S. O conjunto S serd um conjunto
dominante por dois motivos: (i) cada triangulo contém exatamente um vértice em S
e, por isso, todos os vértices em um triangulo ou estao em S ou sao dominados por
um vértice em S; e (ii) cada vértice-clausula C; é dominando por pelo menos um
vértice em S ja que, por hipdtese, cada clausula contém pelo menos uma varidavel
cujo valor é verdadeiro e, por construcao, o vértice correspondente pertence a S.

Assim, G(C') possui um conjunto dominante S de cardinalidade n.

Reciprocamente, suponha que G(C) tem um conjunto dominante de cardina-
lidade < n. Devemos mostrar que C' tem uma atribuicao verdadeira satisfativel.
Perceba primeiro que, como cada vértice da forma v; deve ou estar em S ou
ser dominado por um vértice em S, cada triangulo deve conter no minimo um
vértice em S, por isso |S| > n. De fato, cada triangulo deve conter exatamente

um vértice em S. Assim, S nao contém vértice-clausula C;. Mas, como S é um
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conjunto dominante, cada clausula deve ser dominada por pelo menos um vértice
em S. Podemos entao criar uma atribuicao verdadeira satisfativel para C' como
segue: para cada varidvel wu;, atribua a u; o valor Verdadeiro T se u; € S, caso
contrario atribua a u; o valor Falso F. Desse modo, é direto ver que essa atribuicao

¢é verdadeira e satisfativel para C'.

Por fim, devemos mostrar também que a construgao representada na Figura [2.7]
para criar uma intancia de DOMINATING SET a partir de uma instancia de 3-SAT,
pode ser construida em tempo polinomial. O tamanho de uma instancia de 3-SAT é
O(3m +n), isto é, C é formada por m conjuntos de tamanho trés mais n variaveis.
O grafo G(C) possui 3n + m vértices e 3n + 3m arestas. Portanto, a cardinalidade
de G(C) é no maximo uma constante multiplicada pela cardinalidade de C' e, por
isso, o grafo G(C') pode ser construido a partir de uma instancia do problema 3-SAT

em tempo polinomial. [J

Vérios pesquisadores estudaram a complexidade do problema de dominagao
em classes especificas de grafos. Por exemplo, Dewdney [21], Chang e Nemhau-
ser [II], Bertossi [5] e vérios outros autores mostraram independentemente que
DOMINATING SET continua NP-completo para grafos bipartidos. Segundo Booth
e Johnson [9], DOMINATING SET ainda permanece NP-completo para classe dos

grafos cordais.

Probabilidade

Utilizamos na prova do teorema central da dissertacdo uma poderosa ferramenta
denominada Método Probabilistico. Segundo Alon e Spencer [2], o método funciona
da seguinte maneira: a fim de provar a existéncia de uma estrutura combinatéria
com certas propriedades, construimos um espaco probabilistico apropriado e mos-
tramos que um elemento escolhido aleatoriamente nesse espago tem as propriedades
desejadas com probabilidade positiva. Inicialmente é necessario introduzir algumas
definicoes de probabilidade e estatistica a fim de compreender o método. Para isto,

utilizamos o classico livro do Meyer [40].

Determinado experimento é dito aleatorio ou nao-deterministico se satisfaz as

seguintes caracteristicas:

(i) E capaz de ser repetido indefinidamente sob condigdes essencialmente

inalteradas;
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(ii) Embora, nao sejamos capazes de dizer em geral qual resultado particular
ocorrera, somos capazes de descrever o conjunto de todos os possiveis resultados do

experimento;

(iii) Conforme o experimento é realizado repetidamente, os resultados individuais
parecem ocorrer de uma maneira a esmo. Entretanto, a medida que o experimento

¢ repetido um nimero grande de vezes, um padrao definitivo ou regularidade aparece.

Considerando experimentos que possuem somente um numero finito de re-
sultados possiveis, chamamos o conjunto de todos resultados possiveis de espaco
amostral e o denotamos por 2. Um espaco amostral é chamado de equiprovdvel

quando todos todos os resultados sao igualmente provaveis.

Um evento A com respeito a um espago amostral particular {2 associado a
um experimento £ é simplesmente um conjunto de resultados possiveis, ou seja,
um evento é um subconjunto do espaco amostral 2. Dois eventos A e B sao

denominados mutualmente exclusivos se eles nao podem ocorrer juntos.

Seja € um experimento. Seja S um espago amostral associado a €. Para
cada evento A associamos um numero real, designado por P(A) e denominado a

probabilidade de A satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) 0 < P(A) < 1;

(iii) Se A e B sao eventos mutualmente exclusivos, entdo P(A U B) =

P(A) + P(B);
(iv) Se Ay, As, ..., A, ... s@o eventos mutualmente exclusivos dois a dois, entao

P(D A;)) = P(A1) + P(Ay) + ... + P(A,) + ...

Considere 2 um espaco amostral equiprovavel. Podemos calcular a probabilidade

P(A) de um evento A ocorrer através da seguinte féormula:

_ 14

P(A) = 5
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Seja € um experimento e {2 um espaco amostral associado ao experimento. Uma
funcao X atribuindo a cada elemento w € ), um numero real, X(w), é chamada
varidavel aleatdria. Na maioria das vezes nao precisamos indicar a natureza funcional
de X.

O walor esperado, também chamado de esperanca, de uma variavel aleatoria X

E(X)=> PwX(w).

we

Intuitivamente, E(X) é o valor que esperariamos obter se repetissemos o

experimento aleatorio varias vezes e tomassemos a média dos resultados de X.

Segundo Molloy e Reed [1], o chamado Método do Primeiro Momento é a
ferramenta mais importante do método probabilistico e pode ser definido como

segue.

Para um inteiro positivo k, o k-ésimo momento de uma varidvel aleatéria de valor
real X é definido como sendo E(X*), e assim o primeiro momento é simplesmente

o valor esperado. A esséncia do método pode ser descrita pelas seguintes afirmacoes:
PRINCIPIO DO PRIMEIRO MOMENTO: Se E(X) <t entao P(X <t)>0.

DESIGUALDADE DE MARKOV: Para toda variavel aleatoria positiva X e para

todo t >0,

P < BX)

Para uma variavel aleatoria discreta X,

P(X £0)= P(X > 0) = P(X >1).

Mas, aplicando a desigualdade de Markov para t = 1, tem-se que:

P(X >1) < B(X).

Ainda de acordo com Molloy e Reed [41], o Método do Primeiro Momento é o

nome geralmente usado para descrever a aplicacao dessas duas ferramentas.
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Capitulo 3

Resultados

O objetivo do nosso trabalho é analisar a relagao entre o nimero de dominacgao e o

nimero de dominacao total de grafos ciibicos com cintura grande.

Relembramos do Capitulo 1 que os nimeros de dominagao e dominagao total sao

parametros que estao relacionados por algumas desigualdades simples:

(@) = A(G). (3.1)

nG) < 29(G). (3.2)

Embora haja numerosos resultados sobre limites dos nimeros de dominagao
e de dominacgao total sob varias condigoes, a relacao entre esses dois parametros

ainda nao foi muito bem entendida na literatura.

Considere o grafo G construido, por exemplo, subdividindo cada aresta do grafo

completo K, com n > 3, exatamente duas vezes, entao 7(G) =n e (G) = 2n — 1.

Por exemplo, veja a Figura 3.1 onde exibimos o grafo K3 e os grafos G| e G,
obtidos através da construcao descrita anteriormente. No grafo G; destacamos um
conjunto dominante D = {1,4,7} e no grafo G5 exibimos um conjunto dominante
total T' = {1,2,5,6,7}. Note que v(G1) = 3 =n e %(Gy) =5 = 2n — 1, sendo

n = 3.
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Ks

Figura 3.1: Exemplo de conjuntos dominante e dominante total de uma subdivisao
do Kg.

Similarmente, considere o grafo G que tem conjunto de vértices U (A;UB;UC),
i€[k]
onde:
e os conjuntos A4;, B;, e C; sao disjuntos para todo i € [k];

e |A| =a, |Bi|=a+1,e|Ci| = ka para todo i € [k] e algum a € N;

e a vizinhanga fechada Ng[u] de um vértice v em A; para j € [k| é B; U U A
1€[k]

e a vizinhanca fechada Ng[v] de v em B; para j € [k] é A; U{v}UCj; e
e a vizinhanca fechada Ng[w| de um vértice w em C; para j € [k] é B; U C}.

Entao temos que G possui as seguintes caracteristicas:

(i) é regular de grau (k + 1)a.

De fato:

e seu € Aj, para j € [k], entdo N[u] = B; U Uie[k] A;, o que implica que
|IN[u]| = (a + 1)+ ka = a(k+ 1) + 1. Logo, d(u) = (k+ 1)a, Yu € A;;

ese v € B;, j € [k], entao N[v|] = A; U {v} U C;. Entao,
IN[v]| =a+14ka=a(k+1)+1 e, consequentemente, d(v) = (k+ 1)a,
Yo € BJ,

e sc w € C;, N[w| = B; UCj, o que acarreta |[N[w|| = (a + 1) + ka =
a(k+ 1)+ 1. Portanto, d(w) = (k + 1)a, Vw € Cj.

21



(ii) tem conetividade a.

O grafo G é a-vértice conexo porque para torna-lo desconexo basta retirar a

vértices de um dos conjuntos A;.

(iii) tem diametro 5.

Sejam u,v € GG. Consideremos todos os casos possiveis para a distancia entre

uev.:

e se u,v € A;, entao d(u,v) = 1, para todo j € [k;

e sc u,v € Bj, entdo d(u,v) = 2, para todo j € [k[;

e se u,v € Cj, entao d(u,v) = 1, para todo j € [k];

e seu€c Ajeve A, comj#l entdo d(u,v) =1, para todo j,l € [k];

e se u € B; ev € By, com j# [, entdo d(u,v) = 3, para todo j,l € [k];

e seue Cjeve(y,comj#l, entdo d(u,v) =5, para todo 7,1 € [k];

e seuc Ajev e Bj, entdo d(u,v) = 1, para todo j € [k;

e scuc Ajewve ()}, entdo d(u,v) = 2, para todo j € [k];

e se u € B; ev e (}, entdo d(u,v) = 1, para todo j € [k];

e seuc Ajeve By, com j#l, entdo d(u,v) = 2, para todo j,l € [k];

e seuc AjeveC, comj#l, entdo d(u,v) = 3;, para todo 7,1 € [k];

e seu € B;eve (), comj#l, entdo d(u,v) =4, para todo j,l € [k].
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Logo, maz, vev(a)yd(u,v) = 5. Portanto, G possui diametro igual a 5.

(iv) v(G) =k + 1.

Para construir um conjunto dominante minimo basta selecionar um vértice
em cada conjunto C;, portanto k vértices, mais um vértice em algum conjunto

A;. Assim, obtemos um conjunto dominante minimo com k + 1 vértices.

(V) %(G) = 2k.

Para obter um conjunto dominante total minimo é suficiente tomar um vértice
em cada A;, para todo i € [k], e um respectivo vizinho em cada B;, para todo
i € [k]. Com isso, selecionaremos k vértices nos conjuntos A; e mais k vértices

nos conjuntos B;. Logo, 1(G) = 2k.

Na Figura [3.2] exibimos um exemplo de um grafo GG obtido a partir desta cons-
trucao em que k = a = 2. Representamos os conjuntos A; = {1,2}, Ay = {3,4},
By ={5,6,7}, By = {8,9,10}, C; = {11,12,13,14} e Cy = {15,16, 17, 18}. Perceba
que o conjunto D = {1,11,17} é um conjunto dominante em G e os vértices do

conjunto 7' = {1, 3, 5,8} formam um conjunto dominante total no grafo G.

Figura 3.2: Exemplo de grafo em que a = k = 2.

O grafo G obtido através da construcao descrita possui um grau minimo grande,

um alto grau de regularidade, uma grande conectividade, um diametro pequeno
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e um grande numero de dominacao, entretanto nao conseguimos uma melhora

significativa para ((3.2)).

No exemplo da Figura [3.2] o grafo G é 6-regular, possui diametro 5, tem
conectividade 2, possui 7(G) = 3 e %(G) = 4.

Agora, mostraremos como melhorar as desigualdades ja existentes que relacio-
nam os numeros de dominacao e dominacao total para a classe dos grafos ciibicos

com cintura grande.

Se GG é um grafo ctibico com n vértices temos claramente os seguintes limites

inferiores para v(G) e para v.(G):

Como G é 3-regular, um vértice v € G domina seus trés vizinhos, além de si
mesmo, logo 7(G) é no minimo i Da mesma forma, pelo fato do grafo G ser
cubico, dois vértices vizinhos u e v em um conjunto dominante total qualquer
dominam, além deles mesmos, os dois outros vizinhos. Portanto, a cada dois
vértices adjacentes selecionados em um conjunto dominante total, sao dominados

1
seis vértices ao todo. Assim, conclui-se que v (G) é pelos menos En = gn

O melhor limite superior conhecido até entao para o nimero de dominacao de
grafos ctibicos de ordem n e cintura pelo menos g foi dado por Kral et al. [37], que

mostrou:

(@) < 0.299871n + O (g) . (3.3)

Combinando esta desigualdade com ~;(G) > gn, conseguimos uma melhora para

BD.

Corolario 3.1 Se G € um grafo cubico de ordem n e cintura pelo menos g, entdao

> 1.111589 — O (1> Al
g
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O préximo coroldrio utiliza o resultado de Henning and Yeo [31], [32] enunciado

a seguir:

Teorema 3.2 Se G é um grafo de ordem n, grau minimo pelo menos 2, e cintura

pelo menos g, entao

1 n
G S—n—l—O(—). [
’Yt() 9 g

Aplicando um artificio de [39], que consiste em utilizar o Teorema de Brooks
(Teorema 2.1), chegamos ao seguinte corolario a partir do resultado de Henning and
Yeo [31], 32].

Corolario 3.3 Se G € um grafo cubico de ordem n e cintura pelo menos g, entdao

121 n n
G)<—n+0 (—) < 0.4883n + O (—) ) 3.4

Prova: Considere G um grafo cibico, com n vértices e cintura pelo menos g. Para

obter o limite desejado, podemos assumir que g é suficientemente grande.

3
Seja H a quinta poténcia do grafo linha de G. Como G é cubico, possui 771
n
arestas. Logo, L(G), o grafo linha de G, é 4-regular e possui > vértices. Assim,

.on . , . ~ . ;
H possui - vértices e, além disso, nao é um ciclo impar nem um grafo completo

porque tomamos ¢ suficientemente grande.

Temos que H possui grau maximo igual a 124. Entao, pelo Teorema 2.1,
V(H) _ 3n

> — t
(i) = 218 arestas

X(H) < 124. Ou seja, existe um conjunto M de pelo menos

que estao duas a duas a uma distancia pelo menos 5 em G.

Sejam Ty o conjunto com 2|M| vértices incidentes as arestas M, e
G1 = G\ Ng[Tp]. Como |Ty| = 2|M| e G é cibico, temos que |Gy| = n — 6|M].

Além disso, G; tem grau pelo menos 2 e cintura pelo menos g.

Logo, pelo Teorema 3.2, o grafo G; possui um conjunto dominante total T} tal

que:

W) < <n—6|M|>+o(§).

N | —
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Como Ty U T é um conjunto dominante total de G, obtemos:

WG) < 2+ ot +0 (%)

o que completa a prova. [

1
Combinando o corolario acima com ~v(G) > e obtemos a seguinte melhora de

B2.

Corolario 3.4 Se G € um grafo cibico de ordem n e cintura pelo menos g, entdo

1(G) 121 L0 G) <1952+ 0 G) .

< ?
1G) ~ .
4
o que implica que
v(G) 484 1
< -
@) =28 O\

e, consequentemente

w(G) 121 (1> (1)
<4 0(Z)<1952+0(=). O
¥(G) — 62 g g

A seguir enunciamos nosso principal resultado que mostra um limite para o
ntmero de dominagao total melhor do que o estabelecido por (3.4)). Especificamente,

provamos o seguinte resultado.
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Teorema 3.5 Se G ¢ um grafo cibico com n vértices, cintura pelo menos g e

1
numero de dominac¢ao (é_l + e) n para algum € > 0, entao

13 3n 91 n
G) < — —— + —en < 0.40625 Ol - O .
A )_32n+4(g—2)+8m_ "t (g)+ (en)

Prova:

Seja G um grafo cibico de ordem n, cintura pelo menos ¢, e numero de

1
dominacao 1 + € | n, para algum € > 0. Por questoes de simplificacao, considere

7 =7(G) e v =%(G).

Seja D um conjunto dominante minimo de G. Entao, |D| = 7. Associe
arbitrariamente a cada vértice em V(G)\ D algum vizinho em D. Por um resultado
de Bollobés e Cockayne [7], podemos assumir que para todo vértice u em D, pelo

menos um vértice em V(G) \ D é associado a u.
Seja Dy o conjunto de vértices de D para os quais trés vértices em V(G) \ D

foram associados. Seja D1 = D\ Dy. Note que Dy e D; formam uma parti¢ao do

conjunto dominante D, conforme esquematizado na Figura (3.3

\W\x ,
Y

0

U

=]

]
AR

Figura 3.3: Particao do conjunto dominante D em Dy e D;.

f

Sejam g = |Do| € 71 = |D1|. Como |D| = |Dg| + |D1], tem-se que:

Y =%+ (3.5)
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Como as vizinhancas fechadas dos vértices em Dy sao distintas e, para todo

vértice em D1, pelo menos um vértice foi associado, tem-se que:

47 + 271 < n. (3.6)

1
Substituindo v =v — v ey = (Z + e) n na desigualdade conclui-se que:

Yo < (i — 6) n. (3.7)

A partir de 3.7 e usando [3.5] concluimos que:

<1
’}/0_467’L

T > 2en. (3.8)
Como D é dominante, temos que:
n<dy+37 =4y —m)+3n

1
=47—71=4(;1+e>n—71

= (1+4e)n—my,

que implica

11 < den. (3.9)

Seja U o conjunto de vértices de V(G) \ D associados aos vértices em Dy e
ny = |U|, conforme ilustrado na Figura [3.4]

Como, pelo menos, um vértice foi associado a cada vértice em Dy:
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nu+v+2n<n

ny <n—y —27n

ng <n—(y—m)—2n
ny<n—y-—m

1
ng <n-— (Zn+6n) - M

3
nUSZn—en—fyl.

Mas, por 3.8 —y1 < —2en. Entao,

3
ny < Zn—en—Qen,

o que implica

ny < (§ - 36) n. (3.10)

Seja R = V(Q)\ (Do UU).

AT

V.V

D

e
AR \

Figura 3.4: Representacao esquematica dos conjuntos Dy, Dy, U e R.

Em D; ha dois tipos de vértices: os do tipo A, que foram associados a apenas
um vértice em V(G) \ D e os do tipo B, aos quais foram associados dois vértices

em V(G) \ D, como ilustrado na Figura [3.5]
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\\L JAV
\y 0

et
I

Figura 3.5: Vértices do tipo A e do tipo B

D

Tipo B

Se u € Dy é do tipo A, exatamente um vértice foi atribuido a ele, digamos v,
entao ha no maximo 2 arestas entre u e U e no maximo 2 arestas entre v e U. Se
u € Dy é do tipo B, exatamente dois vértices, digamos v; e vo, foram atribuidos a
u, entao hd no maximo 1 aresta entre v e U, no maximo 2 arestas entre vy e U e
no maximo 2 arestas entre v, e U. Logo, entre U e R ha no maximo 5y, arestas.
Utilizando , chegamos a conclusao que existem no maximo 5vy; < 20en arestas
entre U e R.

Ja que cada vértice em U possui exatamente um vizinho em Dy, o grafo G[U] é

a uniao disjunta de r ciclos e s caminhos porque o grau méximo de G[U] é 2.

Para cada caminho precisamos de no minimo uma aresta. Logo, a quantidade
maxima de caminhos existentes em U é a metade no niimero maximo de arestas

entre U e R. Assim, 2s < 57 < 20en, o que implica que:
s < 10en.

Como n, é a quantidade de vértices em U e todo ciclo contém pelo menos g
vértices (porque o grafo tem cintura no minimo g), tem-se que:
nu.
r< —
g

Se H é um ciclo ou um caminho de tamanho ¢, entao podemos obter uma

particao de V(G) em no maximo 5 + 1 conjuntos, em que cada conjunto induz

um caminho de tamanho no maximo g — 2.

Portanto, é possivel particionar U em k conjuntos que induzem k caminhos
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P, ..., P, de tamanho no maximo g — 2 tais que:

ny ny 27’LU

3
+r+4+s< +n—U+8§ +s<—n+106n.

k< <
g—2 g—2 g g—2 2(g —2)

Assim, temos no maximo k caminhos, sendo:

k<" 1o

T 2(9-2)

Note que, pelo fato da cintura de G ser pelo menos g, nenhum vértice em
V(G) \ V(F;) tem mais de um vizinho V(P;) para todo i € [k].

Construiremos agora um conjunto dominante total randéomico 7' de G comecando

com um conjunto vazio da seguinte forma:

e adicione todos vértices em Dy a T

e para todo vértice u em Dq, escolha um dos vértices associados a u uniforme,

independente e aleatoriamente e adicione-o ao conjunto 77,

e adicione todos vértices em 7" a T.

Se v € Dy é do tipo A, a probabilidade u € R ser escolhido ao acaso é igual a
1. Se v € Dy é do tipo B, a possibilidade de seu vizinho u € R ser escolhido para
T é de 1/2. Como para todo vértice em D; ou um ou dois vértices foram associa-
dos em V(G) \ D, todo vértice em R tem um vizinho em 7' e todo vértice em R

pertence a T' com probabilidade pelo menos 1/2, como esquematizado na Figura .
i\

p

Figura 3.6: Conjunto 7".
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e para cada ¢ € [k], procedemos como segue:

— seja P, = ujus . . . uyg;
— escolhemos randomicamente z; € {0,2} independente e uniformemente;

— adicione a T todos os vértices no conjunto 7; com

Ti=Au;: (€ )AN((j =z;mod4)V ((j —1) =x;mod4))}.

1
Note que todo vértice em U pertence a T' com probabilidade 27 o que implica

que o valor esperado da cardinalidade de U T; satisfaz:
i€[k]

E|YITI| =5

i€[k]
Até agora, todos vértices internos dos caminhos Pi, ..., P, tem um vizinho em
T. Além disso, todos os extremos de P, ..., P, nao possuem vizinhos em T com

1
probabilidade no maximo T

e para cada vértice u em U que nao possui vizinho 7T até entao, adicione um

vizinho de u ao conjunto T".

e adicione todos vértices em 7" a T.

Note que E[|T"]] <

o=t
2

e~ =

e para cada vértice u em Dy que ainda nao possui vizinho em 7T até agora,

adicione um vizinho de u ao conjunto 7".

e adicione todos os vértices em 7" a T.

Como todo vértice em Dy tem trés vizinhos em U, onde dois a dois nao pertencem

a um mesmo caminho F;, obtemos:

Bl < (3)
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Agora T é um conjunto dominante total de G. Como ~; é cardinalidade do

menor conjunto dominante total, sabemos pelo Método do Primeiro Momento que

é no maximo o valor esperado da cardinalidade de T":

%(G)

IN

IN

IN

IA

IA

E[T]]

D\ +E[T'|+E | Y _IT:|| +EIT"] +E[T"|]
1€[k]

k]
1T N 5 5 8%

— 4+ —4+=|-€e—en
Ny Ty e\ ge

1/3 1 3n n
2(4 — (2 - (41 —
(en)+2(4 3e>n+2<2(g_2)—|— Oen>+32

3n  3en 3n n en

13 n 3n n 91
—n+——-——+ —en

32" T ag—2) "8

) + O(en),

n

0.40625n + O <g

que completa a prova do teorema. []

Finalmente, a partir do resultado do Teorema 3.4 com o resultado fixado no

Corolario 3.2, conseguimos obter uma melhora para o Coroléario 3.3.

Corolario 3.6 Se GG é um grafo ciubico com n vértices e cintura pelo menos g, entao

%(G) _ 11011 1 1
< ) <1.89714 ).
v(G) — 5804 o (g> = 189714+ 0 <g>

1
Prova: Seja G um grafo que atenda as hipéteses fixadas e seja y(G) = (— + e) n

para algum € > 0.

Pelo Corolario 3.3 e Teorema (3.5 obtemos:
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min E + % —121
(@) 328 248 |
G < - +o(=).
gl 1. 9

4

C 13+91 / 1+ ¢ t funcao de e > 0 13+91
omo —_— —€ — € | e crescente Como uma runcao de € €C —T+—€ =
32 8 4 > - 732 8
121

248 P €= gy

o resultado desejado segue. [J
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Capitulo 4
Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesse trabalho estudamos a relagao entre o nimero de dominagao v(G) e o niimero
de dominagao total v;(G) para grafos ctibicos G de cintura grande. Para um grafo
cibico G com n(G) vértices, claramente v(G) é pelo menos n(G)/4. Se v(G) é
préoximo de n(G)/4, entdo isso forga uma certa estrutura dentro de G. Estudamos
esta estrutura e provamos um limite superior para v,(G), que depende do valor
de v(G). Como consequéncia, melhoramos consideravelmente a desigualdade

7 (G) < 29(G) para classe dos grafos ciibicos de cintura grande.

Este trabalho foi apresentado no Seventh FEuropean Conference on Combina-
torics, Graph Theory and Applications (Eurocomb 2013) e seu resumo extendido
publicado em seus anais [I8]. A versao completa deste trabalho foi submetida para
a revista Discrete Applied Mathematics [19]. Embora nossos resultados melhorem
os existentes na literatura, acreditamos que é possivel que eles sejam melhorados

ainda mais.

Modificando adequadamente a estratégia da prova do Teorema 3.4 é possivel
mostrar um limite superior para o nimero de dominacao de um grafo ctibico de
ordem n(G), cintura pelo menos g e com numero de dominacao total préximo a
n(G)/3. Mas, infelizmente, esse limite nao é melhor do que o resultado estabelecido
por Kral et al. [37].

Como trabalhos futuros, podemos tentar melhorar ainda mais esse resultado
obtido, além de estender o estudo para outras classes de grafos e considerar também

outros tipos de dominacao.

Desse modo, concluimos que nosso trabalho contribuiu significativamente para a
compreensao da relacao entre dominagao e dominagao total em grafos ctibicos com

cintura grande.
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