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Seja G = (V, E) um grafo nao-direcionado com um conjunto de vértices V' e
um conjunto de arestas E. Associado a (G, assuma que um conjunto nao vazio
W C V ¢ identificado e que este induz um subgrafo Gy em G. W é denominado
um conjunto dominante, se todo vértice de GG pertence a W ou tem um vizinho
em W. Por sua vez, quando Gy é 2-aresta (resp. 2-vértice) conexo o conjunto
dominante W é dito 2-aresta (resp. 2-vértice) conexo. Em vérios contextos, teoricos
ou préaticos, encontrar um conjunto dominante 2-{aresta,vértice} conexo de minima
cardinalidade é do especial interesse, sendo este o tema desta tese. Antes de nossa
investigacao, nenhuma formulacao ou algoritmo de solucao exata existia para o pro-
blema, na literatura. Aqui, introduzimos sete formulacgoes, para ele e algoritmos
de solugao exata baseados nessas formulacoes. Além disso, duas heuristicas pri-
mais sao também propostas e testadas nesta tese. Da mesma forma, comparagoes
analiticas e computacionais foram conduzidas para as formulagoes e experimentos
computacionais foram efetuados para testar os algoritmos de solugao. Como resul-
tado de nossa investigacao, instancias do problema definidas sobre grafos com até

200 vértices foram resolvidos & otimalidade.
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Let G = (V, E) be an undirected graph with a set of vertices V' and a set of
edges . Assuming that a non empty set W C V is given, let Gy be the subgraph
it induces in G. W is called a dominating set if every vertex of G belongs to W
or has a neighbor vertex in that set. Additionally, if Gy is 2-edge (resp. 2-vertex)
connected, the dominating set W is called 2-edge (resp. 2-vertex) connected. In
various contexts, practical or theoretical, it is particularly interesting to finding a 2-
{edge,vertex} connected dominating set with a cardinality as small as possible, and
that is precisely the subject of this thesis. Prior to our investigation, no formulation
or exact solution algorithm was found in the literature for the problem. Here, seven
different formulations are introduced for it, together with corresponding exact solu-
tion algorithms. Furthermore, two primal heuristic are also investigated . Likewise,
analytical and computational comparisons are carried out among our formulations
while computational experiments were implemented to test the solution algorithms.
As a result of our investigation, problem instances defined over graphs with as many

as 200 vertices were solved to proven optimality.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, a ampla gama de servicos oferecidos através de redes de co-
municagoes ou redes afins e o consequente aumento de trafego que isso provoca, tém
crescido acentuadamente. Dessa maneira, para o enorme nimero de usuérios que se
beneficiam desses servigos, o nivel de confiabilidade por eles oferecidos é de extrema
importancia. Em particular, isso se aplica a redes de comunicagao sem-fio, redes
de sensores sem-fio, redes de comércio movel e redes de procura e resgate, dentre
outras. Como ponto em comum, entre os exemplos citados, nenhuma dessas redes
possui uma infra estrutura fixa de comunicacgao, sendo entao chamadas de redes
sem-fio ad-hoc. Tomando como exemplo as redes de sensores sem-fio, seus sensores
podem transferir dados uns com os outros desde que a distancia entre os mesmos
seja menor ou igual ao alcance de transmissao. Uma estrutura denominada virtual
backbone (espinha dorsal virtual) foi proposta (ALZOUBI et all [2002) como uma
estrutura béasica para esse tipo de rede, e impoe que os dados sejam transferidos
apenas entre os nos (ou seja, sensores) dessa estrutura central, ao invés de serem
transferidos diretamente entre todos os sensores da rede. Alguns trabalhos (SINHA
et al., 2001) mostram que a utilizagdo deste tipo de estrutura pode impactar posi-
tivamente na robustez da rede. Neste contexto, um sensor pode apresentar falhas
devido a um dano acidental ou a um esgotamento de energia. Da mesma forma, a
conexao entre um par de sensores pode ser desfeita devido ao distanciamento entre
os mesmos. Assim sendo, é extremamente importante que a rede em questao seja,
tanto quanto possivel, tolerante a falhas, ou seja, possua uma certa redundancia em
seu trafego de dados. O problema de desenhar virtual backbones tolerantes a falhas
pode ser formalizado como um problema de otimizacao combinatoéria.

Seja G = (V, E) um grafo simples nao-direcionado com um conjunto de vértices
V' e um conjunto de arestas ££. Um subconjunto W C V' é um conjunto dominante
de G se todo vértice de V' pertence a W ou compartilha uma aresta com um vértice
de W. Um conjunto dominante é conexo se o subgrafo Gy, que este induz em G ¢é

conexo. Por conseguinte, W é 2-aresta (2-vértice) conexo se Gy é 2-aresta (2-vértice)



conexo. Para simplificar a notagdo, o termo “2-{aresta,vértice}” seré utilizado no
decorrer deste texto sempre que a escolha do tipo de conexidade for arbitraria.
Investigaremos aqui o Problema do Conjunto Dominante 2-{aresta,vértice} Conexo
Minimo (PCD2CM), ou seja, o problema de encontrar um conjunto dominante 2-
{aresta,vértice} conexo de G com a menor cardinalidade possivel. No contexto de
redes de sensores sem-fio, esse problema equivale a encontrar um wvirtual backbone
Gw com uma quantidade minima de sensores e possuindo uma redundéancia no caso
da perda de uma conexao, ou na perda de um sensor, respectivamente para as
variantes 2-aresta conexa e 2-vértice conexa, do problema.

Outras aplicacoes envolvendo conjuntos dominantes conexos podem ser encon-
tradas no ajuste de estratégias de defesa contra ataque de worms em redes peer-
to-peer (LIANG e SENCUN| [2007), no desenho de redes de fibra 6tica quando re-
generadores de informagao s@o necessarios (CHEN et all, 2010), e como modelos
para investigar interacdes proteina-proteina (MILENKOVIC et all 2011). Confia-
bilidade também é uma questao muito importante no desenho de algumas dessas
redes. Quando isto se aplica, impor que um conjunto dominante associado a elas
seja 2-conexo é um passo natural a ser dado.

Algumas poucas versoes diferentes de nosso problema ja foram investigados
na literatura. Dentre eles, o Problema do Conjunto Dominante Conexo Minimo
(PCDCM), que tem relagdo com o Problema da Arvore Geradora Com Namero Ma-
ximo de Folhas (LUCENA et al., 2010)), é a variante que atraiu, até agora, o maior
interesse. Contribuigoes para este problema envolvem formulagoes de Programacao
Inteira, como em LUCENA et al.| (2010), SIMONETTT et al. (2011) e CHEN et al.
(2010), algoritmos aproximativos como em THAI et al.|(2008), heuristicas como em
SIMONETTTI et al.| (2011)) e |LI et al| (2005) e algoritmos de solugdo exata como
em LUCENA et al| (2010), SIMONETTT et al.| (2011)) e |CHEN et al|(2010). Além
disso, a variante especifica do problema onde é exigido que Gy seja um ciclo de
G foi investigado para classes especiais de grafos em COLBOURN et al. (1985),
PROSKUROWSKI (1981) e SKOWRONSKA e M. (1991). Para um grafo geral,
uma formulagao para esse tipo de problema e um algoritmo de solugao exata foram
recentemente introduzidos em LUCENA et al.| (2013)). Por fim, uma generalizacao
ampla do PCDCM, o Problema do Conjunto M-Dominante e K-Conexo Minimo,
foi investigado em WU et al|(2007) e SHANG et al|(2008)). Este problema requer
um conjunto dominante W, K-{aresta,vértice} conexo, tal que qualquer vértice de
V' \ W é dominado por pelo menos M vértices distintos de W. No entanto, até
esta data, aparentemente apenas uma heuristica (WU et al., [2007)) e um algoritmo
aproximativo (SHANG et al., [2008) foram propostos para esse problema. FEspeci-
ficamente para o PCD2CM, tanto quanto sabemos, as tnicas referéncias existentes

na literatura, até o momento, dizem respeito a um algoritmo aproximativo (WANG



et al., [2009) e uma versdo preliminar (vide DO FORTE et al| (2013)) dos temas
abordados nesta tese, introduzindo formulagoes e algoritmos de solugao exata para
o problema.

Neste trabalho propomos sete formulagoes de Programacao Inteira Mista para
o PCD2CM, inédita na literatura, desigualdades vélidas, duas heuristicas primais e
algoritmos exatos para o PCD2CM, em suas variantes 2-aresta e 2-vértice conexa.
Duas formulacoes sao baseadas em desigualdades de corte nao-direcionados. Outras
duas se utilizam de multi-fluxos. Por fim, as trés dltimas sao baseadas em reformu-
lagoes direcionadas do problema. A for¢a destas formulacoes, medida em termos dos
limitantes duais obtidos com a resolugao de suas relaxacoes lineares, sao comparadas
neste trabalho, tanto teoricamente quanto computacionalmente. Testes computa-
cionais sao também conduzidos para os algoritmos de solugao exata resultantes de
nossas formulagoes. Dois conjuntos distintos de instancias aqui introduzidos foram
utilizados nos experimentos, e nossos algoritmos foram capazes de resolver, provando
a otimalidade, instancias do problema com até 200 vértices.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, inicialmente, sao
introduzidas as notagoes que serao utilizadas ao longo do texto e apresentados al-
guns resultados bésicos relativos ao PCD2CM. Em seguida, neste mesmo capitulo,
diferentes formulagoes de Programacao Inteira Mista sao propostas para ambas as
variantes do PCD2CM. Da mesma forma, um conjunto de desigualdades validas é
introduzido neste capitulo, para algumas das formulagoes propostas. Encerramos o
segundo capitulo apresentando demonstragoes referentes a relagoes de dominancia
entre as formulagoes propostas. No Capitulo 3, duas heuristicas primais sao pro-
postas para ambas as variantes do problema, além de um procedimento de busca
local para tentar reduzir a cardinalidade das solugbes encontradas. Algoritmos de
solucao exata sao descritos no Capitulo 4. No Capitulo 5 sao apresentados os resulta-
dos obtidos no experimento computacional conduzido com os mesmos. Comparagoes
dos resultados obtidos pelos diferentes algoritmos sao ali efetuadas. Finalmente, no

Capitulo 6, sao apresentadas algumas conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Formulacoes e Desigualdades
Validas.

Neste capitulo serao apresentadas formulagoes de Programacao Inteira Mista para
o PCD2CM. Inicialmente, serao apresentadas formulagoes para a variante 2-aresta
conexa do PCD2CM, bem como serao investigadas possiveis relagoes de equiva-
léncia entre as formulacoes propostas. Em seguida, formulagoes para a variante
2-vértice conexa serao apresentadas e suas possiveis relagoes de equivaléncia serao
investigadas. Por fim, serao apresentadas desigualdades validas para algumas das
formulacoes propostas neste trabalho, para o PCD2CM.

Antes de descrevermos as formulacoes proposta, iremos apresentar um breve
resumo contendo as informagoes teodricas basicas acerca de formulagoes de Progra-
magao Matematica.

Dado um Problema de Programagao Linear,

z = cx é a funcao objetivo composta pelo vetor linha n-dimensional de custo ¢ e
o vetor coluna n-dimensional x contendo as variaveis de decisao do problema. As
restricoes do problema sao representadas por Ax < b, sendo A uma matriz m X n
contendo os coeficientes a;; € QQ da variadvel de decisao j na restri¢ao ¢ e b o vetor
coluna m-dimensional contendo o valor do-lado-direito das m restrigoes do problema.

Se ao Problema de Programacao Linear acima for adicionada a restrigao de que
todas as variaveis de decisao devam ser inteiras, o problema resultante serd um

Problema de Programagao Inteira.



r>0x €™

Contudo, se a apenas algumas das variaveis for imposta a restricao de integrali-

dade, o problema considerado sera um Problema de Programacao Inteira Mista.

Min z = cx + hy
Ar+ Gy <b
x,y >0y eZb.

Neste caso, G € Q™*P é uma matriz com dimensao m X p e y é o vetor coluna
de variaveis de decisao inteiras p-dimensional.

Sem perda de generalidade, apresentaremos os resultados teodricos assumindo
que os problemas considerados sejam Problemas de Programagao Inteira e que
encontram-se na forma de minimizacao. No entanto, os resultados sao extensiveis
para Problemas de Programacao Inteira Mista (WOLSEY], [1998)).

Para que um algoritmo de solucao obtenha solugoes exatas para um dado pro-
blema, é essencial obter uma formulacao matematica para o mesmo. Em relacao a
isso, considere as seguintes defini¢oes (WOLSEY], [1998)).

Definicao 2.0.1 O conjunto de R™ descrito por um conjunto de desigualdades li-

neares R = {x € R™ : Ax < b, x > 0} é uma regiao poliedral.

Definigao 2.0.2 (Formulagao) Uma regiao poliedral R C R™ é uma formulagao
para o conjunto X = {xy,xs,...,2,} CTZ" das solugoes vidveis para o Problema de

Programacao Inteira, se e somente se X = RNZ".
Considere os seguintes resultados.

Definigao 2.0.3 Dado um conjunto X = {x1,22,...,2;} C R"™, a envoltéria con-
vera de X, denotada por conv(X), € definida como: conv(X) = {z : z =
Z§=1 i, 27;:1 Xi =1, X\ >0 para todo i =1, ..,t.}.

Proposicao 2.0.1 conv(X) é uma regiao poliedral.
Proposigao 2.0.2 Todos os pontos extremos de conv(X) pertencem a X.

Com base nos resultados apresentados acima, a seguinte relagao é valida para
um Problema de Programacao Inteira: R N Z"™ C conv(R NZ").

5



Dessa forma, podemos entao substituir o Problema de Programacao Inteira

Min{z=cx : x e RNZ"}

pelo Problema de Programacao Linear

Min{z =cx : x € conov(RNZ")}.

Como todo ponto extremo de conv(R NZ") pertence & R NZ™ o problema seria
facilmente resolvido utilizando o Método Simplex. No entanto, a menos que se prove
que P = NP, seria impraticavel, no caso geral, trabalhar com uma tal representagao
do problema.

A partir da relaggo R N Z" C conv(R NZ") C R, se torna pertinente buscar
formulagoes R’, tal que R’ esteja mais proxima, de um ponto de vista geométrico, da
regido poliedral conv(RNZ™) que a formulacao R, ou seja, conv(RNZ") C R’ C R.

Com isso, a qualidade de uma formulacao em relacao a outra é definida a seguir.

Definicao 2.0.4 Dado um Problema de Programacao Inteira e duas formulagoes

R1 e Ry para esse problema, R1 € melhor que Ry se R1 C Ros.

Basicamente, métodos de solugao para Problemas de Programagao Inteira, con-
sistem em encontrar um limitante inferior e um limitante superior para o valor da
solucao 6tima do problema de tal forma que z = Z resulte.

O limitante inferior, para o caso de minimizacao, também chamado de limitante

dual, esté associado & uma relaxagao para o problema tal como definida a seguir.

Defini¢ao 2.0.5 (GEOFFRION]| (2010)) Dado um Problema de Programagao

Inteira, o problema

z=Min{z=dx : x € F}, (2.1)

onde d € R e ' C R, é denominado uma relaragao para o Problema de Progra-

macao Inteira se e somente se:
e RCF
o dx < cx,VxreR.

Com isso, z € um limitante inferior para o valor da fun¢ao objetivo z associada

a solugao otima do Problema de Programacao Inteira.

Decorre diretamente dessa definicao que o Problema de Programagao Linear

resultante da remocao da restricao de integralidade das variaveis inteiras, ou seja,



Min{z = cz : Az <b,x >0},

¢ uma relaxagao valida para

Min{z =cx : Az <b, >0, x € Z"}.

A essa relaxacao é dado o nome de relaxacao linear.

Por outro lado, o limitante superior z, para o caso de minimizacao, também
chamado de limitante primal, corresponde ao custo de uma solugao vidvel conhecida
para o problema. Em termos praticos, essas solugoes sao obtidas através de procedi-
mentos especificos denominados heuristicos. Estes sao construidos de forma a encon-
trar solucoes viaveis de "boa qualidade", em tempos computacionais aceitaveis. No
entanto, nao oferecem a garantia de que a solucao encontrada seja 6tima. Neste tra-
balho de tese, procedimentos heuristicos serao apresentados em detalhes no decorrer
do texto.

A nao ser que conv(R NZ") = R, a simples resolugao da relaxacdo linear nao
garante que o valor do limitante dual 2z seja igual ao valor de z para a solugao 6tima
do problema.

A definicdo de uma formulagao de boa qualidade esta intimamente relacionada

a definicao de uma relaxacao linear de boa qualidade da seguinte maneira.

Proposigao 2.0.3 (WOLSEY]| (1998)) Suponha que R1 e Ro sejam duas formu-
lagoes para um Problema de Programagao Inteira com Ry sendo uma formulacao de
melhor qualidade que Ro, ou seja, Ry C Ro. Se z; = Min{z = cx : x € R;} para

i ={1,2} sao os valores das relaragdes lineares, entio z, < z, para todo c.

Com isso, um grande esforco deve ser dedicado & encontrar formulagoes de boa
qualidade, visando facilitar o processo de obtencao da solugao 6tima para o pro-
blema.

Neste sentido, certas técnicas podem ser utilizadas para restringir uma formu-
lacao de forma a aproxima-la, na vizinhanca da solucao 6tima, da regiao poliedral

conv(RNZ").

Definicao 2.0.6 (Desigualdade valida (WOLSEY), 1998))) Uma desigualdade
D ={z e R} : mx < m} € vdlida para um Problema de Programacdo Inteira, se
mx < my para qualquer solugcao vidvel desse problema. Uma classe de desigualdades
€ dita valida para o problema se cada desigualdade nesse classe for vdlida para o

mesmo.

Seja x, a solucao 6tima da relaxacao linear para o problema de Programacao

Inteira, se T for inteiro, entao z = Z e T é€ uma solugao 6tima para o problema. Caso
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contrario, o Método de Planos de Corte (veja DANTZIG et al.| (1954) ¢ GOMORY:
(1958)) identifica uma desigualdade valida que corta a solugao z, ou seja, 7= > o,
sem que as solucdes pertencentes & R NZ" sejam violadas por essa desigualdade. A
tal desigualdade é dado o nome de corte. Apods serem identificados, esses cortes sao
adicionados, na forma de restri¢oes, a formulagao R, resultando em uma formulagao

R’ C R, cujo valor de 2/ = Min {z =cx : x € RN{nz < m}} é tal que 2’ > z.

2.1 Notacoes e Resultados Basicos

Antes de apresentar as formulagoes, serdo introduzidas algumas notagoes utilizadas
ao longo desta tese.

Seja G = (V, E) um grafo nao-direcionado tal como definido anteriormente. Uma
aresta pertencente a F ligando vértices (extremidades) i, 7 € V' é denotada por {7, j}.
Por sua vez, para qualquer subconjunto S C V', o conjunto das arestas de G com
uma extremidade em S e a outra em V'\ S é denotado por §(S) = {{i,j} € F : i €
S, jeV\S}t Com o objetivo de simplificar a notagao, quando S possuir apenas
um tnico vértice, S = {i} por exemplo, escreveremos (i) ao invés de §({i}). No
decorrer deste texto, 0(.5) serd frequentemente aludido como um corte (cutset) de
S. Além disso, como cortes estdo associados a diferentes grafos neste texto, §(5)
pode eventualmente aparecer com um termo subscrito, como em J;(S), indicando
explicitamente para qual grafo esta sendo definido. F(S) ={{i,j} € E : i,j € S}
é usado para definir o subconjunto das arestas de G com ambas as extremidades em
S enquanto Gg = (5, E(5)) representa o subgrafo de G induzido por S. Por fim,
Gonzy = (V\Z,E(V \ Z)) denota o grafo resultante da remocao de um conjunto
nao-vazio Z C V, do grafo G = (V, E).

Para um dado subconjunto S C V, I's C V denota a vizinhanga fechada de
S, ou seja, o subconjunto de vértices de V' constituido por S e todos os vértices
pertencentes & V' \ S que compartilham ao menos uma aresta com vértices de S.
Simplificamos a notacao escrevendo I'; ao invés de I'y;;, quando S contiver apenas
um TUnico vértice 7. Note também que quando a igualdade I'g¢ = V for satisfeita, S
define um conjunto dominante de G.

Ao longo do texto, D = (V, A) denota o grafo direcionado obtido de G = (V, E)
apos considerar, para cada e = {i,j} € E, dois arcos (i,7) e (j,7), com as mesma
extremidades e diregoes opostas. A Figura [2.1] apresenta um grafo direcionado
D = (V, A) obtido a partir de G = (V, E'). Dado um subconjunto S C V', o conjunto
de arcos apontando de um vértice de S para um vértice de V' \ S é denotado por
d1(S). Por conseguinte, () identifica o conjunto de arcos apontando de vértices
de V'\ S para vértices de S. Devido a orientagao de seus arcos, 67 (S) e 67 (5) serao

chamados respectivamente de cortes para frente (forward) e para tras (backward).



~0”" \

Figura 2.1: Um grafo G = (V, E) e o seu correspondente grafo direcionado D =
(V, A).

Visando simplificar a notagao, quando S contiver apenas um tnico vértice, S = {i}
por exemplo, 1 (i) e 07 (i) serdo utilizados no lugar de §*({i}) e 6= ({i}), respec-
tivamente. Um conjunto dominante W C V' é 2-aresta (respectivamente 2-vértice)
conexo para (G se, para cada par de vértices distintos u,v € W, existirem dois cami-
nhos aresta (respectivamente vértice) disjuntos em Gy conectando u e v. Deixando
de lado o tipo de 2-conexidade envolvida, denotamos genericamente por PCD2CM
o problema de encontrar um conjunto W de cardinalidade minima que seja 2-aresta
ou 2-vértice conexo.

Para dois vértices distintos quaisquer s,t € V', qualquer corte em G com s € S
et e V\S échamado de corte s —t. Para um grafo direcionado D, com s e t como
anteriormente definidos, fazemos uma distin¢ao. Um corte s-t corresponde aos arcos
em §7(S) enquanto um corte ¢-s corresponde aqueles em 0~ (.5).

O teorema a seguir apresenta um resultado amplamente utilizado na construcao
de modelos para problemas de desenho de redes (GROTSCHEL et al., [1995; MAG-
NANTI e RAGHAVAN] 2005), nos quais alguns requisitos especificos de conexidade

sao impostos.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Menger, como descrito em DIESTEL| (2010))
Seja G = (V, E) um grafo nao-direcionado e i,j € V um par de vértices distintos
quaisquer de G. A quantidade minima de arestas em qualquer corte separando i e

j € igual a quantidade mdzima de caminhos aresta-disjuntos conectando i e j.



Uma orienta¢do de um grafo G = (V, E) nao-direcionado é definida como um
digrafo D' = (V, A’) tal que, para cada aresta {i,j} € E, existe apenas um tnico
arco (i,7) € A" ou (j,i) € A’. Assim sendo, podemos caracterizar um grafo 2-aresta

conexo em termos de uma orientagao conforme o resultado apresentado a seguir.

Teorema 2.1.2 (ROBBINS) (1939)) Um grafo G = (V, E) é 2-aresta conexo se
e somente se existir uma orientacao D' de G tal que, para cada par de vértices
distintos u,v € V', tivermos um par de caminhos arco disjuntos em D' conectando

U GV e vice-versa.

Uma versao do Teorema para 2-vértice conexidade é expressa pelo teorema

descrito a seguir.

Teorema 2.1.3 (CHIMANI et al.| (2010)) Umn grafo G = (V,E) é 2-vértice
conexo se e somente se para um vértice t € V escolhido arbitrariamente, existir
uma orientagao D' = (V, A") tal que apenas um arco aponta para o vértice t e para
todo vértice v € V' \ {t}, eziste um par de caminhos direcionados em D' indo de t

até v e de v até t, ambos possuindo vértices distintos exceto port e v.

Como iremos trabalhar com subgrafos 2-{aresta,vértice} conexos, o resultado
imediatamente a seguir estabelece uma condicao para que um grafo seja 2-vértice
conexo e se baseia na contragao de grafos. O resultado imediatamente subsequente
identifica a existéncia de uma relagao de transitividade entre qualquer par de cami-

nhos 2-aresta-disjuntos com um vértice em comum.

Teorema 2.1.4 (DIESTEL (2010)) Um grafo é 2-vértice conezo se e somente se
pode ser obtido através da expansao de qualquer de seus subgrafos 2-vértice conexos
iterativamente adicionando ao subgrafo (e suas subsequentes expansées) caminhos

com ambas extremidades pertencentes ao subgrafo corrente.

Lema 2.1.1 Seja G = (V, E) um grafo nao-direcionado e i,j e k trés vértices distin-
tos pertencentes a este grafo. Se existirem dois caminhos aresta-disjuntos conectando
1 € J e dois caminhos aresta-disjuntos conectando j e k, entao existem dois caminhos

aresta-disjuntos conectando 1 e k.

Prova 2.1.1 Para chegar a uma contradi¢ao, vamos supor que nao existam dois
caminhos aresta-disjuntos conectando os vértices i e k em G. Com isso, pelo Teo-
rema de Menger existe um conjunto S, tal que i € S, k € V\'S e|§(S)| < 1. Dessa
forma, para que existam dois caminhos aresta-disjuntos conectando i e j, j deve per-
tencer a S, e de maneira andloga, para que existam dois caminhos aresta-disjuntos
conectando k e j, j deve também pertencer a V\'S. Como SN (V' \ S) =10, chega-
mos a uma contradi¢ao para a suposi¢ao inicial de que nao existem dois caminhos

aresta-disjuntos conectando v e 5. [J
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Finalmente, fechando esta subsecao, o resultado a seguir estabelece uma condicao

suficiente para que um grafo possua um solucao para a variante 2-aresta conexa do

PCD2CM.

Teorema 2.1.5 Seja G = (V. E) um grafo conexo e L = {l € V : |§(])] = 1}
seu conjunto de folhas. V' \ L é um conjunto dominante 2-aresta conexo de G se e
somente se existir um subconjunto W C V' \ L que seja dominante 2-aresta conexo

para G3.

Prova 2.1.2 Se V'\ L € um conjunto dominante 2-aresta conezo de G, o resultado
¢ obtido diretamente ao se tomar W = V' \ L. Consequentemente, deve-se provar
que se existir um conjunto dominante 2-aresta conexo W C V' \ L, entao o conjunto
V'\ L é dominante 2-aresta de G. Se W € um conjunto dominante 2-aresta para G,
VAW € dominado por W e como Gy € 2-aresta conexo, L C (V\W). Se L = V\W
entao W = V' \ L e portanto V'\ L € um conjunto dominante 2-aresta conexo para G.
Se L # V\W, temos que V\W ¢ L e consequentemente deve existir um conjunto
V'CcVita que V'NL=0 eV C (V\W). Lembrando que, para cada i € V",
|0(2)] > 2 € vdlido, se |I'; N W| > 2, entao {i} UW ¢ 2-aresta conexo. Por outro
lado, se |I'; N W| = 1, deve entao existir um j € V' tal que j € T';. Dessa forma,
{i,j} UW deverd ser 2-aresta conexo e V' UW um conjunto dominante 2-vértice
conexo para G. Como V'NL=0e V' C (V\W), VUW deverd ser igual a V '\ L.
Portanto, pode-se concluir que V'\ L € um conjunto dominante 2-aresta conezxo para
G. U

Embora o Teorema apresente condicoes suficientes para que um grafo G
contenha conjuntos dominantes 2-aresta conexos, o mesmo argumento nao pode ser
estendido a variante 2-vértice conexa do problema. Tal fato pode ser constatado no
exemplo descrito na Figura[2.2] onde existe um subgrafo dominante 2-vértice conexo
de G e V'\ L induz um subgrafo 2-aresta conexo. No entanto, se V' \ L induz um
subgrafo 2-vértice conexo, ainda existe um conjunto dominante W C V' \ L tal que

Gy é 2-vértice conexo, ja que W pode ser igual a V' \ L.
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Figura 2.2: W induz um subgrafo 2-vértice conexo enquanto V'\ L induz um subgrafo
2-aresta conexo.

2.2 Formulacoes Para a Variante 2-Aresta Conexa

Nesta sessao vamos introduzir quatro formulagoes para a variante 2-aresta conexa
do PCD2CM. Uma formulacao é definida diretamente sobre o grafo G = (V, E),
outra se utiliza de multi-fluxos e, finalmente, as duas restantes sao reformulagoes

definidas em grafos direcionados.

2.2.1 Uma Formulacao Definida Sobre o Espaco Natural de
Variaveis
Esta formulagao se origina diretamente do Teorema de Menger e é aplicada a variante
2-aresta conexa do problema. Ela envolve dois conjuntos de variaveis, {y; € {0,1} :
ieV}ie{0<z <1:ee€ E}. O primeiro conjunto é responsavel por identificar
os vértices pertencentes ao conjunto dominante W. Assim sendo, y; = 1 implica
na pertinéncia do vértice ¢ ao conjunto W, com y; = 0 implicando o contrario. O
segundo conjunto de variaveis traz informacao similar com relacao as arestas de
Gw = (W, E(W)), ou seja, o subgrafo de G induzido por W. Dessa forma, x, = 1
resulta se e pertence ao conjunto Gy, enquanto z. = 0 se aplica em caso contrario.

Em conjunto com essas variaveis, considere a regiao poliedral R, definida como

Z y; >y + 1, eV (2.2)
Jjeri\{i}
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xegyka GZ{i,j}EE, ]{?G{Z,]} (23)

> w20y t+y; - 1), ScV, ieS, jeV\S (2.4)
e€d(9)
0<z. <1, eck (2.5)
0<y; <1, ieV. (2.6)

Uma formulagao para o PCD2CM ¢é entao dada por

min {} g : (x,y) € Rin (R, BV} (2.7)

9%

e sua relaxacao linear correspondente

min {Z yi - (x,y) € Ry} (2.8)
eV

As desigualdades impoem a condi¢cao de dominancia. Desse modo, se i € V'
pertence ao conjunto dominante W, ao menos dois vértices vizinhos de ¢ devem
também pertencer a W. Por outro lado, se ¢ nao pertence a W, ao menos um
vértice vizinho de ¢ deve pertencer a esse conjunto. Desigualdades indicam
que uma aresta e € E s6 pode pertencer a Gy quando ambos os seus vértices
terminais pertencerem a W. As desigualdades garantem que o subgrafo Gy
é 2-aresta conexo. Portanto, se dois vértices de G, ¢ e j por exemplo, pertencem
a W, qualquer corte de Gy separando ¢ e j deve conter ao menos duas arestas
como especificado pelo Teorema de Menger. Por fim, as desigualdades e

impoem os limitantes necessarios nas variaveis da formulacao.

2.2.2 Uma Formulagcao Multi-Fluxos

Em seguida, apresentaremos uma formulacao compacta para a variante 2-aresta
conexa do PCD2CM. Esta conta com um quantidade polinomial de restricoes com
relacao a dimensao do grafo. O apelo para este tipo de formulacao origina-se do fato
de que, para instancias de dimensao pequena, esta pode, a principio, ser resolvida
diretamente por um software genérico de Programacao Inteira Mista.

A formulagao é definida simultaneamente sobre o grafo nao-direcionado G' =
(V,E) e seu correspondente direcionado, D = (V, A). Solugdes viaveis para esta
formulagao, além do conjunto dominante W, também caracterizam os subgrafos
correspondentes Gy = (W, E(W)) e Dy = (W, A(W)), respectivamente de G e D.
Sendo Dy o subgrafo induzido pelo conjunto dominante W em D. A ideia basica as-
sociada é utilizar fluxos em rede para impor a conectividade desejada para a solugao.

Esse objetivo ¢ alcancado impondo, para todo par de vértices distintos s,t € W,
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com s < t, a existéncia em Dy, de dois caminhos distintos em termos de seus arcos,
conectando s & t. A formulagao origina-se da formulagao introduzida em MACU-
LAN] (1986)), para o Problema da Arborescéncia Geradora Minima. Esta envolve,
dentre outras, as variaveis previamente definidas, x e y. Além disso, também conta
com variaveis {0 < ff < 1:s,t €V, s <t,(i,j) € A}, onde f; assume um valor
igual a 1 se existir um caminho em Dy, com origem em s e destino em ¢, contendo o
arco (i,7) € A. Caso contrério, fjt = 0 se aplica. Finalmente, para garantir que pelo
menos dois caminhos arco-disjuntos existem em Dy, duas unidades de fluxo serao
enviadas de s para t, através de uma rede em que a capacidade dos arcos ¢ igual a
1. Tal condicao é modelada através de variaveis {0 < ¢;; <1:4,5 € V,i < j}, com
¢i; = 1 indicando que ¢,j € W e ¢;; = 0 resultando em caso contrario.

Para as variaveis definidas acima, considere a regiao poliedral R, descrita como

—2qqsel=s
Z ot — Z fil =4 2qusel =t L Vs, tleV, s<t  (29)
JEV,(jl)eA jeV,(lj)eA .
0 caso contrario
st st (s
gL <we, Ve={ijlelesteV s<t (2.10)
Te Syr, €={i,j} € B, ke {ij} (2.11)
G <Yieqj<yj, ,jeEV,i<] (2.13)
Y yizyit+l i€V (2.14)
JeT\{i}

0<z.<1, eel (2.15)
0<y; <1, ieV (2.16)
0<¢; <1, 4,jeV, i<y (2.17)

st s
0<fi <1, (i,j)eAsteV, s<t. (2.18)
Uma formulagao multi-fluxo para a variante 2-aresta conexa do PCD2CM é entao

dada por
WVI.AVI=1.14] _ [VIQVI=1)
min {d y: (faxy)eRNR, > R, 7 RELZV) (219)
eV

e sua relaxacao linear correspondente é definida por
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min {Z yi - (f,q,x,y) € Ro}. (2.20)
iev

As desigualdades (2.10) e (2.11)) impoem, para qualquer par de vértices distintos

st
]
e = {i,j} € E pertencer ao subgrafo Gy,. Além disso, para s e t ja definidos,
desigualdades (2.9), (2.12), (2.13), (2.17), e (2.18) impdem que duas unidades de

um tunico tipo de mercadoria (commodity) sdo enviadas de s para t. Por fim, as

s,t € W, com s < t, que e jsf podem apenas assumir valores nao-nulos se

desigualdades (2.14)), como anteriormente impoem a condigdo de dominancia.
A formulagao (2.19) é mais compacta que a formulagdo (2.7) em termos do

numero de restricoes que utiliza. Por outro lado, envolve uma quantidade enorme

VE+(VI2AE+2) - (IVIUE[+1)+4] E|
2

restricoes e |E|(|V > — |V] + 2) + @ variaveis. Por exemplo, para um grafo com

de varidveis e restrigoes. A formulagao (2.19)) contém

100 vértices e 1000 arestas, obtemos 5.461.950 restricoes e 9.907.000 variaveis, o que
é excessivo para se considerar diretamente em um software de Programacao Inteira
Mista.

2.2.3 Uma Reformulagao Usando Grafos Direcionados.

Uma motivagao para introduzirmos uma reformulagao de baseada em grafos
direcionados é que, tipicamente, para problemas de desenho de redes tal como o que
discutimos neste trabalho de tese, as relaxacoes lineares tendem a gerar limitantes
duais de melhor qualidade (MAGNANTI e RAGHAVAN]| 2005). A formulacdo a
ser descrita a seguir resulta diretamente do digrafo D = (V, A) e envolve, além das
variaveis y previamente definidas, variaveis {0 < h;; < 1: (i,j) € A}, correspon-
dendo aos arcos de D. Esta reformulacgao ¢ obtida substituindo x. por (h;; +hj;) em
, assumindo que e = {7, j} € E. No entanto, como ja definido, tal reformulagao
deve conter mais solugoes viaveis que . Tome, por exemplo, os trés subgrafos
distintos de D e o tnico subgrafo de G representados na Figura [2.3. Embora os
subgrafos direcionados definam solucoes viaveis para a reformulacao, de acordo com
o Teorema , somente o altimo deles seria valido. Ademais, este seria também
o tnico correspondendo a solucao vidvel para o PCD2CM definida pelo subgrafo
nao-direcionado da figura. De acordo com o teorema, se um grafo nao-direcionado
Gy é 2-aresta conexo, este pode ser mapeado diretamente em um grafo direcionado
Dy que contem um tinico arco para cada aresta de Gy,. Além disso, Dy é tal que,
para cada par de vértices 7,5 € W distintos, dois caminhos arco-disjuntos devem
existir em Dy, respectivamente indo de ¢ para j e de j para .

Tendo em mente as observacoes feitas acima, uma reformulacao direcionada de

(2.7) é definida através da seguinte regiao poliedral R3
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Figura 2.3: Apenas o corte em C é suficiente para garantir 2-aresta conectividade.

Y heZyity -1, SCV,i€S jeV\S (2.21)
aest(9)
S oyizyi+l i€V (2.22)
Jjeri\{i}
hij + hji <y, (i,5) € A (2.23)
0<y; <1, ieV. (2.25)

Por conseguinte, uma reformulacao direcionada para o PCD2CM é dada por

min {} g : (h,y) € Rs N (R, BV}, (2.26)
eV

com uma relaxagao linear correspondente,

min {Z y; - (hyy) € Rs}. (2.27)

iev
Desigualdades garantem, para qualquer par de vértices i, j € V' distintos,
que qualquer corte separando ¢ de j contém ao menos (y;+y;—1) arcos. Dessa forma,
como sugerido pelo Teorema[2.1.2] devem envolver ao menos um arco, quando ambos
os vértices pertencerem ao conjunto dominante W, ou seja, quando y; = y; = 1.

Caso contrario, as desigualdades ser@o inativas. Desigualdades (2.23) impoem que
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existe apenas um arco em Dy correspondendo a uma aresta de Gy,. Por fim, como

anteriormente, desigualdades (2.22)) impoem a condi¢ao de dominancia.

2.2.4 Reformulacao Direcionada Usando Um Vértice Artifi-
cial

Pelo Lema podemos inferir, para um grafo conexo G = (V, E'), que se existir
um vértice i € V tal que, para cada j € V' \ {i}, existem dois caminhos aresta-
disjuntos conectando 7 a j, entao também existirao dois caminhos aresta-disjuntos
conectando cada par de vértices em V. Ou seja, o grafo G é 2-aresta conexo.

Essa ideia permite construir uma outra reformulacao direcionada, diferente de
. Nesta formulagao, dado um conjunto dominante W e um vértice i € W,
a 2-aresta conexidade do subgrafo induzido pelo conjunto dominante W pode ser
estabelecida impondo que, para todo vértice j € W\ {i}, existam dois caminhos arco
disjuntos saindo de ¢ e chegando em j e vice-versa. No entanto, j& que os vértices
que farao parte do conjunto dominante sao desconhecidos, introduzimos um grafo
estendido D, = (V,, A,) com V, =V U{r} e A, = AU{(r,i): i € V}, onde r é um
vértice raiz artificial. O grafo resultante ¢ mostrado na Figura[2.4] O objetivo de se
utilizar o vértice artificial é selecionar um vértice ¢ pertencente & W, para fazer, de

fato, o papel de raiz do subgrafo de D a ser identificado.

\/\

Figura 2.4: Um grafo D, = (V,, A,).

Pela definicao de conjunto dominante, ao menos um vértice pertencente ao con-
junto I'; pertencerd ao conjunto dominante, ou seja, I';y N W # (). Dessa forma,
é necessario apenas impor que o vértice raiz artificial esteja conectado a ape-

nas um vértice do conjunto I';. Seja 'y = argmin{|l;| : ¢ € V} a vizi-
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nhanga fechada de menor cardinalidade do grafo G. Dessa maneira, o grafo es-
tendido D, = (V;, A,) é redefinido utilizando apenas o conjunto reduzido de arcos
A, = AU{(r,i) : i € T'yyin}. O subgrafo induzido em D, por uma soluc¢ao viavel
define uma topologia de solugao que deve conter um conjunto dominante W C V
de D, o no raiz artificial 7 e um subconjunto particular de arcos de A,. Este sub-
conjunto deve contar com apenas um arco apontando de r para um tnico vértice ¢
de I');n N W. Além desse arco, o subconjunto deve conter, para cada outro vértice
j € W, caminhos arco-disjuntos conectando 7 & j e vice-versa. A Figura ilus-
tra uma topologia associada & uma solugao viavel para o grafo D, representado na
Figura [2.4] Nesta figura, as linhas pontilhadas representam arcos ou vértices que

fazem parte do grafo D, e nao pertencem a topologia de solucao.

Figura 2.5: Topologia de solucao viavel para a reformulagao direcionada com vértice
artificial.

A formulagao descrita acima envolve variaveis {y; € {0,1} : ¢ € V'}, definidas
como anteriormente. Envolve também variaveis {0 < b5 < 1:(i,5) € A, e i #71}
para determinar os arcos do subgrafo 2-arco conexo induzido por W. Utiliza ainda
variaveis {z; € {0,1} : (r,i) € A,} para determinar o arco tnico que sai de 7 e

aponta para um vértice de W. E definida pela regido poliedral R4, descrita como

> hat Y. zmzw,  ScV, reS, ieV\S (2.28)
aEd— (S) ]ermﬂl\s

> het > zZw,  ScV, reS ieV\S (2.29)
a€dt(9) JETmin\S
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Y um=1 (2.30)

iermzn
zi <y, 1€ in (2.31)
SToyizw+l, i€V (2.32)
JeT\{i}
gy + hiay < Y (i,j) €A, i,j#r (2.33)
0<h,<1, acA (2.34)
0<2z <1, i€l un (2.35)
0<y; <1, i€V, (2.36)
sendo dada por
min {d y;: (h,z,y) € Ry N (R B! BV} (2.37)
eV
e tendo uma relaxagao linear
min {Z yi - (hyz,y) € R4} (2.38)
eV

A existéncia de caminhos saindo do tnico vértice i € I',;, conectado a r para

um vértice j € W\ {i} e Voltando do vértice j para i sdo respectivamente garantidos

pelas desigualdades de corte e - Além disso, as restri¢oes (2.30) e -

garantem que apenas um arco samdo de r é selecionado. Por ﬁm, as restrlgoes

restantes ja foram discutidas anteriormente para a formulagao (2.26|).

2.3 Formulacoes Para a Variante 2-Vértice Conexa

Nesta secao serao apresentadas nossas formulagoes para a variante 2-vértice conexa
do PCD2CM.

2.3.1 Formulacao Definida Sobre G

A formulacao é obtida restringindo ainda mais a regiao poliedral R, para impor

2-vértice conectividade a Gy. Desigualdades

> mezyity—1 ScV\{k}, i€ S, jeV\Su{k},kecV, (2.39)
C€0G 1\ (413.(5)

sao entao utilizadas para essa fungao. Isto é feito de acordo com a investigacao con-
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duzida em GROTSCHEL et al. (1995)), para redes sobreviventes. A ideia implicita
nas mesmas ¢ que um grafo nao-direcionado G = (V, E) é 2-vértice conexo se este
continua conectado apds a remog¢ao de um tnico vértice, no caso o vértice k. Uma
regiao poliedral R associada & formulacao é definida pela intersecao de R; com
as desigualdades . Dessa maneira, a variante 2-vértice conexa do PCD2CM ¢é

formulada como

min {} 4 : (x,y) € Rs N (RIFL BV}, (2.40)

eV

tendo uma relaxacao linear

min {Z vt (x,y) € Rs}. (2.41)

%
2.3.2 Reformulacao Direcionada

O Teorema sugere uma caracterizacao de grafos 2-vértice conexos através de
uma orientagao D’ do grafo G. Este teorema é similar ao Teorema utilizado na
Secao para obter uma reformulagao direcionada da formulagao para a
variante 2-aresta conexa do PCD2CM. No entanto, para a variante 2-vértice conexa
do problema duas condigbes devem ser impostas. A primeira estabelece que, dado
um vértice arbitrario ¢ € V, dois caminhos vértice-disjuntos devem existir na orien-
tagdo D', conectando t a cada vértice de v € V' \ {t} e vice-versa. Adicionalmente,
para que G seja 2-vértice conexo, é também necessario a existéncia de um tnico arco
entrando no vértice ¢, ou seja, que [0~ (t)] = 1.

Obtemos uma reformulacao direcionada para , com base na reformulacao
direcionada com noé raiz artificial . Dessa forma, a regiao de viabilidade a
considerar é composta pela uniao da regiao poliedral R4 com um conjunto de de-
sigualdades que garantem que uma solugao vidvel Dy, corresponde a orientagao
definida pelo Teorema [2.1.3] Para tal sao adicionados dois conjuntos de restrigoes a

regiao poliedral R4. O primeiro deles é definido como

Yo het D> et Y sy, SCV\{k}jeV\SU{k}L ke,

(S) (8) i€l min\S

I est
S0P v 1y “SOD v 1y

(2.42)
sendo tais desigualdades analogas aquelas definidas por (2.39). Ou seja, para cada

J,k € V, se j fizer parte do conjunto dominante W, y; = 1 resulta e qualquer corte

— +
ou ¢

Dv\(kyy Div\(kyy

segundo conjunto de restri¢coes é definido como

no digrafo Dy \(xyy deve conter pelo menos um arco. Ja o
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> he < Mi(1—z)+1 i € Tonin. (2.43)
a€d— (1)

Nas desigualdades , para todo ¢ € I'),;,, se i pertence ao conjunto domi-
nante W e este for o tinico vértice conectado ao vértice raiz artificial, z; = 1 resulta
e a soma das variaveis h, correspondente a todos os arcos que entram em ¢ deve
ser no maximo igual a um. Caso contrério, z; = 0 resulta e tal soma devera ser no
méaximo M; + 1. Como o nimero de arcos entrando em ¢, no digrafo D, é igual a
IT;| e a0 menos um arco deve sair de i se este fizer parte do conjunto dominante,
M; pode assumir o valor |I';|] — 2. Dessa maneira a desigualdade pode ser

reescrita na forma mais justa

> he < (2= iz + Ty -1, i € Tonin. (2.44)

a€d— (1)
Denotamos por Rg a regiao poliedral resultante da intersecao de R4 com as
desigualdades (2.42)) e (2.44]). Dessa forma, uma reformulagao direcionada para a

variante 2-vértice conexa do PCD2CM é dada por

min {Y_y;: (h,z,y) € Re U (R BTl BIVT)} (2.45)
1<%

e sua relaxacao linear é definida como

min {Z yi - (hyz,y) € Re}. (2.46)

i€V
2.3.3 Formulacao Multi-Fluxos

Como proposto anteriormente para a variante 2-aresta conexa do PCD2CM, uma
formulacao baseada em multi-fluxos pode também ser definida para a variante 2-
vértice conexa do problema. Para isso basta garantir, para todo par de vértices
1,7 € W C V, que os caminhos utilizados para transportar o par de mercadorias
demandadas de ¢ para j sejam, a menos de ¢ e j, simultaneamente aresta e vértices
disjuntos. Denote por R; a regiao poliedral resultante da insercao de R, com as

seguintes restrigoes,

S fi<isteVis<t leV\{st}. (2.47)

i€y, (il)eA
De acordo com essas restri¢oes, duas unidades de fluxo nao poderao mais passar
por um unico vértice. Assim sendo, todos os fluxos originarios de um vértice s

deverao percorrer caminhos vértice-disjuntos até o vértice ¢t. Dessa maneira, para
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cada par s — t, os fluxos obtidos identificam um ciclo no subgrafo induzido pelo

conjunto dominante. Disto resulta que

min {d v 1 (£,x,2,y) € Ry 0 (R R Bl BV} (2.48)
iev
¢ uma formulagao multi-fluxos para a variante 2-vértice conexa do PCD2CM. Por

sua vez, sua relaxacao linear correspondente é definida como

min {Z yi - (f,x,2,y) € Rr}. (2.49)

2.4 Desigualdades Validas

Algumas desigualdades validas para e sao descritas a seguir. Para tanto,
note que, pela definicdo de um conjunto dominante W, de G = (V| E), temos que
W NT; # 0, para qualquer 7 € V. Logo, para qualquer par de vértices distintos
i,j € V tais que I NT'; = 0, qualquer corte separando I'; e I'; deve conter ao menos
duas arestas, como pode ser observado na Figura [2.6] Desigualdades vélidas para o
PCD2CM, que se originam daquelas desigualdades introduzidas por [SIMONETTI
et al.| (2011)) para o Problema do Conjunto Dominante Conexo Minimo, sdo entao

dadas por

ZLEGEQ FlCS, FJCV\S, FZHFJZQ (250)
e€d(9))

Figura 2.6: Corte separando os conjuntos I'; e I';.
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2.5 Relacao de Equivaléncia Entre Formulacoes

Duas formulacoes para um mesmo problema sao ditas equivalentes quando suas
relaxagoes lineares definem um mesmo espaco de solugoes vidveis.
Considere as duas formulagoes que se seguem, para um mesmo problema. A

primeira é descrita por

Min{cz : x € PNZ"}, (2.51)

sendo P uma regiao poliedral tal que P C R". A segunda é uma formulagao "esten-

dida", que é dada por

Min{cz : (z, f) € QN (Z",RP)}. (2.52)

Para determinar se ha uma relagao de equivaléncia entre as formulagoes (2.51)) e
(2.52)) & necessario definir uma projecao da regiao poliedral ) no espago das variaveis

originais x.

Definigao 2.5.1 (Projegao) Dada uma regigo poliedral QQ C (R™ RP), a proje¢cdo

de Q) no subespago R™ € definida como
Proj,(Q) ={xz € R" : (z, f) € Q, para algum f € RP}.

De acordo com esta definicao, a regiao poliedral obtida pela eliminagao das va-
ridveis f é uma projecao da regiao poliedral ) no espago de variaveis originais x.
Como esta projecao e a regiao poliedral P estao sob o mesmo espago de variaveis,

podemos entao compara-las.

2.5.1 Caso 2-Aresta Conexo

Relagoes de dominancia entre as relaxacoes lineares das diferentes formulagoes aqui
introduzidas para a variante 2-aresta conexa do PCD2CM, sao discutidas a seguir.

Para tanto, vamos inicialmente mostrar que a formulagao e a formulagao
multi-fluxos, , tém um mesmo valor 6timo para as suas respectivas relaxagoes
lineares. Para obter esse resultado, tendo em vista as diferentes dimensoes de R4 e

Ro, a projegao

Projey(Ra) = {(z,y) e REVE . (fq,2,9) e Ry

WVIdvi=D(A|=1)

para algum (f,q) € R,

é utilizada.
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Proposicao 2.5.1 Ry e Proj,y)(R2) correspondem a mesma regiao poliedral.

Prova 2.5.1 Dado que o par de desigualdades (2.9)-(2.9) e - s@o idénti-

cas, nao precisaremos levd-las em consideracao diretamente em nossa demonstracao.

(=)Projzy(R2) € Ry: E preciso mostrar que (Z,7) € Ri para qualquer
(Z,q, f,7) € Ry. Assim sendo, para chegar a uma contradicdo, seja (T, q, f,9) € R
e assuma que um par de vértices i,j € V existe tal quei € S CV,j€ V\S e
2665(5) ZTe < 2(y; +y; — 1) se aplicam. Decorre entao disso que a capacidade do
corte minimo separando i e j € maior que 2(y; +y; — 1) e, de acordo com o Teorema
do Corte-Minimo Fluzo-Mdzimo de|FORD e FULKERSON, (1956), o fluxo mdzimo
de i a j nao é maior que 2(y; + y; — 1) < 2g;;. No entanto, desigualdades
seriam entao wvioladas para s = 1 e t = j, contradizendo nossa premissa de que
(z,q, f,9) € Ra. Logo, (z,7) satisfaz as desigualdades e, consequentemente,
(Z,9) € Ry.

(€)R1 € Projuy(Ra) : Para qualquer ponto (Z,7y) € Ry, devemos mostrar que
evistem f e q tais que (%,q, f,§) € Ra. Se tomarmos q;; = maz{y; + y; — 1,0},
as desigualdades (2.13), (2.15) e (2.17) sao satisfeitas. Dessa forma, se existir

f satisfazendo as desiqualdades e para os valores selecionados de ¢,
obtemos o resultado. Para mostrar que este € o caso, note, de , que a capacidade

do corte minimo separando qualquer par distinto de vértices i,j € V € 2(y; + y; —
1). Portanto, pelo Teorema do Corte-Minimo Fluxo-Mdzimo, o fluzo mdximo com
origem em i e destino em j deve ser igual a 2(y; + y; — 1) = 2¢;;. Com isso, para
os valores selecionados de q e para todo par de vértices distintos s,t € V', existe ;‘“"f
satisfazendo e , e a demostracao € entao concluida. ]

Vamos agora comparar R e R3 e, para isso, uma projecao

Projiy(Rs) = {(t,y) € REFVI . (hy) € Ry, te = hyjy + hiay, € = {4, 5} € E}
de R3 no espago de variaveis de R; é considerada.

Proposigao 2.5.2 Ry e Proju,)(Rs) correspondem a mesma regido poliedral.

Prova 2.5.2 Dado que o par de desigualdades — e — sa0

1dénticas, nao tremos levd-los em consideracao diretamente em nossa demostracao.

(=)Proju,)(Rs) < Ri : Dado um ponto (h,y,z) € Rs, a sequinte re-
lagao se aplica a todo i € S C V ej € V\S: Za@,(s) ha > 4 +7; — 1
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2 Zae5_(v\s) he > U + 9; — 1.  Somando as duas desigualdades, obtemos
Zaeé,(s) he + Zaed,(v\s) ha > 27 + gzj — 1) e apois algumas poucas mani-
pulacoes algébricas, temos que Zaeé,(s) he + Za€5+(s) he > 2y +y, — 1) =
Ze:{k,l}eé(S)<Bkl + hy) > 2(5i + 9y; — 1). Por fim, substituindo por t, obtemos

> ees(s) te = 2(Yi + 75 — 1) e portanto (t,y) € R

(<)R1 € Projuy)(Rs) : Dado um ponto (z,y) € Ru, desigualdades Y- 55y Te =
2(y;+1y; — 1) sao vdlidas para qualqueri € S CV eje V\S. Além disso, tomando
hi = hy, = %, para todo e = {k,l} € E, as sequintes relagoes se aplicam:

(i) Yees(s) Te = 2oacs—(s) Mo T Laest(s) ha = 2(7i + 55 — 1),

(i) qes—(s) ha 2 Ui+ 55— 1 e

(m) Za65+(5) Ba > Yi + gj - L

Dessa forma, (Z,9) € Projuy(Rs). O

Por fim, fechando essa se¢ao, R3 e R4 sao comparadas e, para tanto, uma pro-

jecao

AVI+D|V]

Projiny)(Ra) = {(h,y) eR, ? : (h,y,z) € Ry para algum z € R‘f‘}

de R4 no espago de varidveis de R3 é considerada. A demonstracao é baseada
em exemplos. Consideramos especificamente os dois grafos distintos G = (V, E)
descritos nas Figuras e 2.8, acompanhados dos pontos de R4, para o primeiro

grafo, e de R3, para o segundo.

Proposigao 2.5.3 R3 e Projp,)(R4) nao correspondem a mesma regido poliedral.

Prova 2.5.3 (=)Projuy)(Ra) ¢ Rs : Considere o grafo G = (V, E) apresentado
na Figura e o grafo suporte que o acompanha, o qual estd associado a um
ponto (l_z,gj, Z) € Ry. As entradas nao-nulas correspondentes a este ponto sao:
Z1 = Zigp = 0.5, hay = hag = hiy = has = hs1 = hsy = hzg = hg10 = hig7 = higs =
hse = he1o = hes = hap = 05, 9o = Ys = s = U5 = U6 = Yr = Js = Yo = 0.5,
e i = %o = 1.0. Assim sendo, ¢ fdcil verificar que (h,y, %) satisfaz todas as
desigualdades em e que portanto pertence a R4. Neste sentido, note que
0s arcos mais externos do grafo suporte correspondem a um circuito Hamilto-
niano onde todo arco possui capacidade 0.5. Portanto, as desigualdades

e (2.29) sao satisfeitas para qualquer subconjunto S \ V' contido em {2,...,9}.
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Figura 2.7: G = (V, E) e uma solugao correspondente de R4 e Rg.

Figura 2.8: G = (V, E) e uma solugao correspondente de Rs.
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Da mesma forma, para subconjuntos S \ V que contém os vértices 1 e 10,
zZ1 = Z10 = 0.5 garante que essas desigualdades também sao satisfeitas. No entanto,
aplicando Proj, ,)(R4) a (h, ¥, z), resulta em um ponto (h,§) que viola pelo menos
uma das desigualdades de (2.26). Especificamente, viola a desiqualdade ,
correspondente a S = {1,2,3,4,5}. Podemos entio afirmar que Projg, 4)(Ra) ¢ Rs.

(<)Rs & Projuy)(Ra) : Considere o grafo G = (V, E) apresentado na Fz'gum e
o grafo suporte que o acompanha, o qual estd associado a um ponto (h,y) € R3. As
entradas nao-nulas correspondentes a este ponto sao: hiy = hig = hog = hoy = hgq =
hay = hss = hsy = hsy = hss = hrg = hgs = hio11 = h1o12 = hi112 = hizg = ho11 =
hoto =05 et =P =Ys =1 = U5 = ¥ = Jr = Us = Yo = Y10 = Y11 = Y12 = 0.5.
Dessa maneira, verificar que (h,y) satisfaz as desigualdades (2.29),(2.29),(2.24)), e
¢ imediato. Além disso, jd que y;+y; —1 = 0 para todo par de verticesi,j € V
distintos, temos que (h,y) também satisfaz as desigualdades M Portanto, pode-

se concluir que (h,y) pertence o Rs. Nos restaria entdo mostrar que nao existe valor

para z tal que (h,7,2) € Ry. Para isso, como ocorre um empate na escolha Ty,
tomamos arbitrariamente I',,;, = I's. Dessa forma, apenas as varidveis zy, Zs, € Z3,
podem, a principio, assumir um valor nao-nulo. No entanto, nao existem valores
que permitam as desiqualdades € serem satisfeitas para S = {1,2,3,4}
ei=10. Logo, Rs ¢ Projny)(R4). O

2.5.2 Caso 2-Vértice Conexo

Relagoes de dominéncia envolvendo as relaxagoes lineares das formulagoes para a
variante 2-vértice conexa do PCD2CM serao discutidas a seguir.

Inicialmente iremos mostrar que a formulacao (2.40]) e a sua reformulacao dire-
cionadas, , nao sao equivalentes. Tendo em vista as diferentes dimensoes de

Rs e Rg, a projecao

Proju,y(Re) = {(t,y) e RIEFVT . (hy,2) € Ry, te = hiijy + by,
e=1{i,j} € E, paraalgum z € R'X‘}

de Rg no espago de variaveis de R5 é considerada.
Consideramos especificamente os dois grafos distintos G = (V, E) apresentados
nas Figuras 2.7 e 2.9 acompanhados dos pontos de Rg, para o primeiro grafo, e R,

para o segundo.

27



»

7

7\5
AN

RN

Figura 2.9: Um grafo e uma solucao correspondente de R5 para o mesmo.

Proposigao 2.5.4 Rs e Proj ) (Rg) nao correspondem a mesma regido poliedral.

Prova 2.5.4 (=)Proju,)(Res) ¢ Rs : Considere o grafo G = (V, E) apresentado
na Figura e o grafo suporte que o acompanha, o qual estd associado com um
ponto (h,7,2) € Re. As entradas nao-nulas correspondentes para este ponto sao:
Z1 = Z10 = 0.5, hay = hiz = hia = has = hsy = hsy = hyg = hg10 = hio7 = higs =
hse = he10 = hes = hug = 0.5, §o = s = Ga = U5 = U6 = Yr = §s = Yo = 0.5, e
1 = Yo = 1.0. Como jd visto na Proposi¢ao E a solugdo (h, 7, 2) satisfaz todas
as desiqualdades contidas em Ry. Assim sendo, € facil verificar que (h, ¥, ) também
satisfaz as desigualdades em e e que portanto pertence a Rg. Note que
0s arcos mais externos do grafo suporte correspondem a um circuito Hamiltoniano
onde todo arco possui capacidade 0.5. Portanto, ao eliminarmos qualquer vértice
desse grafo, existird ao menos um caminho onde todo arco possui capacidade 0.5.
Com isso, as desigualdades sao satisfeitas para qualquer subconjunto S\ V
contido em {2,...9}. Da mesma forma, para subconjuntos S \'V que contém os
vértices 1 e 10, z; = z1g = 0.5 garante que essas desiqualdades também sao satis-
feitas. No entanto, aplicando Proj,)(Re) a (h,y,z), resulta em um ponto (I,y)
que viola pelo menos uma desigualdade de . Neste caso, a desigualdade
correspondendo & S = {1,2,3,4,5}. Podemos afirmar entio que Proju,)(Re) Z Rs.

(<)Rs ¢ Projiy)(Re) : Considere o grafo G = (V, E) apresentado na Figum

e o grafo suporte que o acompanha, o qual estd associado a uwm ponto (t,7) € Rs.
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As entradas nao-nulas correspondentes para este ponto sao: 5{1,2} = 5{1,3} = 5{273} =
toay = trsay = Ly = tssy = tsy = tisry = sy = trey = tesy = tro 1y =
tro12y = tpi 1y = thogey = to11y =ty =05 e fh = 0o = U3 = s = Y5 =
U = UYr = Ys = Yo = Y10 = Y11 = Y12 = 0.5. Dessa maneira, a verificacdo de que
(t,7y) satisfaz as desigualdades ,,, e (@ ¢ imediata. Além disso, jd
que y; +y; — 1 = 0 para todo par de vertices i,j € V distintos, temos que (t,7)
também satisfaz as desigualdades € . Portanto, pode-se concluir que
(t,5) pertence a Rs. Considerando hy = hy = %, para todo e = {k,l} € E,
mostraremos que nao existe valor para z tal que (h,y,z) € Rg. Para isso, como
hd empate na escolha Ty, tomamos arbitrariamente 1, = . Dessa forma,
apenas as varidaveis zi, z, e zs, podem, a principio, assumir um valor nao-nulo. No
entanto, nao existem valores que permitam as desigualdades e serem
satisfeitas para S = {1,2,3,4} ei=10. Logo, Rs ¢ Proj,)(Re). O

Por fim, serdo comparadas a formulacao (2.40)) e a formulagao multi-fluxos, (2.48])

e, com isso, uma projecao

Proj(z,y)(R'?) = {($ay) € RLEH_‘V‘ : (faq7$7y) € R7
VIAVI=1)(JA|=1)

para algum (f,q) € R,
é considerada de R; no espago das variaveis de Rs.
Proposicao 2.5.5 R5 e Proj,)(R7) correspondem a mesma regido poliedral.

Prova 2.5.5 Dado que, a regiao poliedral Rs € composta pela uniao da regiao Rq
com as desigualdades |2.39 e a regiao poliedral R; é composta pela uniao da regiao
Ro com as desigualdades , na Proposi¢ao m ja mostramos que Ry e
Projz.)(Ra) correspondem a mesma regido poliedral. Dessa forma, devemos levar
em considerag¢ao somente as desiqualdades , de Rs, e , de R; em nossa

demonstracao.

(=)Projy(R7) € Rs: E preciso mostrar que (Z,7) € Rs para qualquer
(z,q, f, y) € R7. Partindo da Proposigdom precisamos mostrar que (T,7) satis-
faz também as desigualdades . Assim sendo, para chegar a uma contradic¢ao,
seja (T, q, 1, y) € Ry e um vértice k € V' qualquer, assumimos que um par de vértices
i,j € V\{k} exviste tal quei € SCV,j€V\S, Zee&c{v\{k}}(a

2666(5) Te > 2(y; +y; — 1) sejam verdadeiras. Decorre entao disso que a capacidade

fe<gi+gj_]-e

do corte minimo separando i e j no grafo Gy € menor que J; +y; — 1 e, de

acordo com o Teorema do Corte-Minimo Fluro-Mdximo, o fluxo mdzximo de i a j
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em Gungryy nao € maior que §; + §; — 1 < g5 No entanto, pelas desigualdades
(@, mais de uma unidade de fluxo teria que passar pelo vértice k, ou seja,
Ziefk,(ik)eA it > 1 para s =i et = j. Dessa forma, seriam entio violadas as
desigualdades , contradizendo assim a nossa premissa que (T, q, f. y) € Rr.
Logo, (z,y) satisfaz as desigualdades e, consequentemente, (T,y) € Rs.

(&)Rs C Projey)(Rr) : Para qualquer ponto (T,y) € Rs, devemos mostrar que
ezistem f e q tais que (Z,q, f,y) € Ry. Partindo da Proposicdo PTecisamos
mostrar que f satisfaz também as desigualdades . Tal como na Proposi¢ao
faremos @i; = y; + yJ; — 1. Dessa forma, se existir f satisfazendo as desigual-
dades para aqueles valores selecionados de ¢, obteremos assim o resultado.
Para mostrar que este € o caso, note, de , que a capacidade do corte minimo
separando qualquer par distinto de vértices i,j € V € 2(y;+y;—1). Além disso, pelas
restrigoes , para uma escolha arbitrdria de k € V', o corte minimo separando
qualquer par distinto de vértices i,5 € V' \ {k} no grafo Gy € de pelo menos
Yi +y; — 1. Pelo Teorema do Corte-Minimo Fluxo-Mdzimo, o fluro mdzimo com
origem em i e destino j deve ser igual a 2(y; + y; — 1) = 2¢;; no grafo G e igual
a Y +y; — 1 para o grafo Gpngryy. Como a unica diferenga entre os grafos G e
G\iryy € a auséncia das arestas que incidem em k e do vértice k, podemos afirmar

que ZieFk,(ik)eA <y +y;—1<1emG. Portanto, para os valores selecionados

75}5

de q e para todo par de vértices distintos s,t € V \ {k}, existe f;j satisfazendo

, e a demostragao € entao concluida. [
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Capitulo 3
Heuristicas Primais

Neste capitulo, serao apresentados dois métodos heuristicos desenvolvidos neste
trabalho para a obtencao de solugoes primal vidveis para ambas as variantes do
PCD2CM. Em seguida, sera apresentado um procedimento para tentar reduzir a

cardinalidade das soluc¢oes viadveis encontradas.

3.1 Verificacao de 2-Conexidade

Antes de apresentarmos as heuristica desenvolvidas para as duas variantes do
PCD2CM, faz-se necessario apresentar um procedimento responsavel por verificar se
um dado grafo G = (V| E) é 2-aresta conexo, ou 2-vértice conexo, sendo esse essen-
cial para a construcao de solucoes primal vidveis para o problema. Caso o grafo
GG nao seja conexo, este procedimento fornece uma lista contendo todas as pontes,
arestas de GG que ao serem removidas desconectam o grafo, e todos as articulagoes,
vértices de G que ao serem removidos desconectam o grafo.

Diversos algoritmos foram desenvolvidos com o propésito de verificar a 2-{aresta,
vértice} conexidade de um grafo. Dentre eles destacam-se os algoritmos Open Ear
Decomposition (LOVASZ, [1985)), Block-Cut Tree (HARARY e PRINS, 1966), Bipo-
lar Orientation (BRANDES| 2002), s-t-Numbering (BRANDES| 2002) e Far De-
composition (LOVASZ, [1985). A maior parte desses algoritmos utiliza uma arvore
proveniente de um algoritmo de busca em profundidade para obter valores chama-
dos de low-points, introduzidos por [TARJAN (1972)). No entanto, neste trabalho,
foi escolhido um procedimento introduzido por SCHMIDT| (2013)), que se baseia
em caminhos ao invés de valores de low-point. A motivacao dessa escolha vem da
simplicidade e da facilidade de implementacao desse procedimento.

O procedimento de Schmidt consiste em decompor um grafo conexo G = (V, E)
em um conjunto de caminhos e ciclos, denominados "cadeias". A partir dessa de-
composi¢ao em cadeias, algumas propriedades irao determinar se G é ou nao um

grafo 2-aresta conexo, ou 2-vértice conexo.
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V10

Figura 3.1: Grafo G = (V,E), a esquerda, e arvore correspondente a busca em
profundidade com suas back-edges em linhas tracejadas, a direita.

Inicialmente, neste procedimento, uma busca em profundidade é realizada, ve-
rificando dessa forma se o grafo é conexo. Caso nao seja, o procedimento informa
que G nao é 2-aresta conexo e nem 2-vértice conexo. Alternativamente, se o grafo
¢é conexo, uma arvore T com raiz em um vértice r € V' é obtida através dessa busca
em profundidade. Neste processo, a ordem em que os vértices sao visitados é ar-
mazenada, de tal forma que o vértice u, por exemplo, é visitado na posigao I BP(u).
Em seguida, o grafo G é orientado de tal forma que todos as arestas de G que tam-
bém pertencem a arvore T, corresponderao, na orientacao, & um arco direcionado
para o vértice raiz r. Adicionalmente, todas as arestas que nao pertencem a T sao
chamadas de back-edges e corresponderao a arcos orientados no sentido oposto de 7.
A Figura ilustra o processo de orientagao. Nessa figura, r = vy e os back-edges
sao indicados por linhas tracejadas. Pode-se observar que cada back-edge e € E faz
parte de um ciclo orientado C'(e). Apods a orientagao de G, todos os seus vértices
sao inicializados como nao-visitados.

A decomposicao de G em cadeias é realizada seguindo a ordem crescente de
IBP. Para cada back-edge e com extremidade v, o ciclo C(e) é percorrido rotulando
cada vértice percorrido como visitado, até que um vértice ja rotulado como visitado
for encontrado. Note que um percurso serd um caminho ou um ciclo direcionado,
denominado cadeia. Cada cadeia esta associada a vértices e arestas, de G, e a i-

ésima cadeia encontrada ¢ identificada por C;. Um total de |E| — |V| 4+ 1 cadeias
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serao encontradas nessa decomposicao, uma vez que cada back-edge dara origem a
exatamente uma cadeia. Note que a primeira cadeia C, se existir, serd sempre um
ciclo, j& que, inicialmente, todos os vértices estao rotulados com nao-visitados. Uma
decomposigao em cadeias é um conjunto C' = {C1, Cy, ..., C(jg|—v|+1)}. O Algoritmo

(1)) ¢ um pseudo-codigo da decomposigao em cadeia.

Dados: Um grafo simples G = (V, E)

Resultado: Uma decomposi¢ao em cadeias C' para o grafo G (C = () se G
nao for conexo).

C=10

Um Busca em Profundidade ¢é realizada em G.

se G € conexo entao

T = (V, E;) < Arvore definida pela busca em profundidade em G.

IBP < Indices para os vértices de V com a ordem em que os vértices

foram visitados.

BackEdges = {{u,v} : {u,v} € Ee{u,v} & E;}

A ={(u,v) : {u,v} € Ey e IBP(v) < IBP(u)}U{(u,v) : {u,v} €

BackEdges e IBP(u) < IBP(v)}

D = (V, A) orientac@o de G definida por T' e BackEdges.

i=0

Rotular todos os vértices de V' como nao-visitados.

para cada (u,v) € A tal que {u,v} € BackEdges faga
Rotular u como visitado.
C; + Caminho iniciando em u e terminando no primeiro vértice
rotulado como visitado.
Rotular todos os vértices e arestas no caminho C; como visitados.
11+ 1

fim

C={Cy,Cy, ..., C(|E|7|V|+1)}

fim

Retorna C'.
Algoritmo 1: Decomposigao em cadeias de um grafo G = (V, E).

Na referéncia SCHMIDT| (2013), Schmidt introduz uma série de teoremas para
caracterizar um grafo conexo G = (V| F') como 2-aresta conexo ou 2-vértice conexo.

Estes teoremas sao discutidos a seguir.

Teorema 3.1.1 (SCHMIDT| (2013)) Seja C' uma decomposi¢io em cadeias de
um grafo simples conezo G = (V, E). O grafo G € 2-aresta conexo se e somente se

o conjunto de arestas contidas em C' particiona o conjunto de arestas E.

Durante a decomposi¢ao em cadeias do grafo GG, se além dos vértices de V', forem
também rotuladas como visitadas todas as arestas de G visitadas, basta verificar,
segundo o Teorema|3.1.1} se alguma aresta de GG nao foi rotulada para determinar se

o grafo é, ou nao, 2-aresta conexo. Com isso, um algoritmo pode ser definido para
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determinar a 2-aresta conexidade de um grafo qualquer. Este algoritmo é expresso

pelo pseudo-codigo Algoritmo 2]

Dados: Um grafo simples G = (V, E)

Resultado: Conjunto Pontes C E das pontes do grafo G (Pontes = () se G
for 2-aresta conexo).

C < Decomposicao em cadeias do grafo G.

Pontes = )

Rotular todas os arestas de £/ como nao-visitados.

se C # () entao

para cada C; € C faga

para cada e € (; faca
| Rotular a aresta e como visitada .

fim
fim
para cada e € F faga

se e estd rotulado como nao-visitado entao
| Pontes < Pontes U {e}
fim

fim

fim
Retorna Pontes (Se o grafo G for 2-aresta conexo, Pontes = ().)

Algoritmo 2: Verificagdo de 2-aresta conexidade de um grafo G = (V, E).

Teorema 3.1.2 (SCHMIDT| (2013)) Seja C' uma decomposi¢io em cadeias de
um grafo simples 2-aresta conexo G = (V, E). O grafo G € 2-vértice conexo se e

somente se C; € o unico ciclo contido em C.

Quando G é 2-aresta conexo, segundo o Teorema , se para alguma cadeia
de sua decomposicao em cadeias, além de C, tiver o primeiro e o ultimo vértices
iguais, o grafo G’ nao é 2-vértice conexo.

Um algoritmo para determinar se um grafo GG é 2-vértice conexo é expresso pelo

pseudo-codigo Algoritmo [3]

3.2 Primeira Heuristica

Dado um grafo conexo G = (V| E), uma heuristica simples e eficiente para obter
conjuntos dominantes conexos de G foi proposta em LUCENA et al.| (2010). Por
outro lado, se o subgrafo de G induzido por um conjunto dominante conexo nao é
2-{aresta,vértice} conexo, é possivel expandi-lo, introduzindo vértices adicionais, na
tentativa de obter um conjunto dominante com aquele grau de conexidade. Dessa
forma, um algoritmo para gerar solucoes primal vidveis para ambas as variantes

do PCD2CM pode ser obtido através de dois procedimentos. O primeiro é uma
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Dados: Um grafo simples G = (V, E)

Resultado: Um conjunto Artc C V com as articulagoes de G (Artc = () se G
for 2-vértice conexo).

C <+ Decomposicao em cadeias do grafo G.

Pontes < Verifica a 2-aresta conexidade do grafo G

Artic =)

se G € 2-aresta conexo (Pontes =()) entao

para cada C; € C' et > 1 faga
Seja s e t € C; o primeiro e o ultimo vértices da cadeia C},

respectivamente.
se s =t entao
| Artic < ArticU {s}

fim
fim
senao
para cada e = {u,v} € Pontes faga

| Artic + Artic U {u,v}

fim
fim
Retorna Arte (Se o grafo G for 2-vértice conexo, Artic = ().
Algoritmo 3: Verificacao de 2-vértice conexidade de um grafo G.

heuristica simples e eficiente para a obtencao de um conjunto dominante conexo.
Por sua vez, o segundo é um procedimento de expansao daquele conjunto, para
obter, caso necessario, um conjunto dominante 2-{aresta,vértice} conexo.

Seja G = (V, E') um grafo conexo e ¢ € V um vértice escolhido arbitrariamente.
O algoritmo heuristico para obtengao de um conjunto dominante conexo se inicia
escolhendo um vértice k € I';, que dentre todos os vértices da vizinhanca fechada
I'; de i tenha o maior valor de |I'x|, ou seja, serd escolhido o vértice vizinho de i
com a maior quantidade de vizinhos em . Escolhido o vértice k, o conjunto conexo
inicial é dado por W = {k} e o conjunto de vértices dominados por W é dado por
L =Ty \ {k}. Caso W nao seja um conjunto dominante, o algoritmo prossegue
escolhendo um vértice v € L que tenha, na sua vizinhanga, a maior quantidade de
vértices nao pertencentes & W U L. Escolhido v, o conjunto W ¢é expandido com esse
vértice. Da mesma forma, o conjunto L é atualizado inserindo-se a ele os vértices
vizinhos de v que nao pertencem ao conjunto W. O procedimento ¢é finalizado assim
que W for um conjunto dominante de G, ou seja, assim que |W|+|L| = |V| resulta.
Como o conjunto W inicial é unitério, é facil verificar que o conjunto W final induz
um grafo Gy conexo. Para tanto, basta observar que todo vértice adicionado a W é
vizinho de algum vértice ja inserido em W. Um pseudo-coédigo para o procedimento
descrito acima ¢ apresentado no Algoritmo [4]

Passamos agora a descrever o segundo procedimento que compoe nosso primeiro

algoritmo heuristico para encontrar solugoes viaveis para o PCD2CM. Ele consiste
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Dados: Um grafo simples G = (V, E) e um vértice u € V
Resultado: Um conjunto dominante conexo W.
v =argmax{|ly| : i € T}
W = {v}
L=T,\ {v}
enquanto |W|+ |L| < |V| faga
v=argmaz{|l';\ (WUL)| : jeL}
W+ W uU{v}
fim

Retorna .
Algoritmo 4: Encontrar um conjunto dominante conexo W.

em expandir um conjunto dominante conexo W que nao seja 2-{aresta, vértice}
conexo, até que, eventualmente, ele assim se torne.

Neste procedimento, inicialmente, serda utilizado o algoritmo descrito em
SCHMIDT] (2013), apresentado na Secao 3.1} Este, verifica se o grafo Gy é 2-
{aresta,vértice} conexo. Caso nao seja, pela estrutura do Algoritmo , as pontes
do subgrafo Gy sao especificadas pelo conjunto de arestas nao-visitadas, Pontes.
Dada uma ponte {u,v} € Pontes, existe apenas um tnico caminho conectando u
a v em Gy. No entanto, pelo Teorema [2.1.5] para que haja uma solucdo viavel
para o PCD2CM, é necessario que G seja 2-aresta conexo. Dessa forma, existe pelo
menos um caminho distinto, que nao utiliza a aresta {u,v}, conectando u & v em
G. Um tal caminho pode ser obtido utilizando o algoritmo de DIJKSTRA (1959).
Este, identifica um caminho minimo em um grafo auxiliar G’ = (V, E'\ {u, v}), com
custos zero para as arestas {i,j} € E \ {u,v} sei,j € W, igualaumsei € W e
Jj &€ W eigual & |E| sei,j ¢ W. Com isso, o caminho encontrado prioriza vértices
que pertencem ao conjunto dominante. Encontrado um caminho que conecte u a v
sem passar por {u, v}, seus vértices nao pertencentes a W sao entdo inseridos neste
conjunto. Apods essa insercao, a aresta {u, v} deixara de ser uma ponte para o novo
grafo Gy .

Ao implementar o passo descrito acima, é possivel que algumas das outras arestas
pertencentes ao conjunto Pontes tenham deixado de serem pontes. Portanto, o
procedimento de verificagao de 2-aresta conexidade deve ser executado novamente
e um novo conjunto Pontes deve ser obtido. Este procedimento é repetido até que
Gyw torne-se 2-aresta conexo.

O Algoritmo [5| descreve um pseudo-cdédigo para o procedimento heuristico des-
crito acima.

Se quisermos obter um grafo Gy que seja 2-vértice conexo, é necessario even-
tualmente inserir vértices em W até que Gy nao contenha articulacoes, ou seja,

vértices que ao serem removidos desconectam o grafo. O Algoritmo [3| ao ser apli-
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Dados: Um grafo simples G = (V, E)
Resultado: Um conjunto dominante 2-aresta conexo V.
W=V
para cada i € V faga
Encontrar o conjunto conexo W iniciado com o vértice 1.
Verifica a 2-aresta conexidade de GGy e retorna o conjunto Pontes.
enquanto Pontes # () faca
{u,v} € Pontes
G' = (V,E\{u,v})
C + Conjunto dos vértices do caminho de custo minimo conectando
avemG.
W—wucl
Verifica a 2-aresta conexidade de Gy e retorna o conjunto Pontes.
fim
se |W*| > |W| entao
| W« W
fim
fim

Retorna W*.
Algoritmo 5: Primeira heuristica primal para o PCD2CM 2-aresta conexo.

cado para verificar a 2-vértice conectividade do grafo Gy, retorna um conjunto
Artic C V. Este conjunto contém todos os vértices de W que sao articulagoes
de Gy, caso este nao seja 2-vértice conexo. Dado v € Artic, sao escolhidas duas
arestas, {u1,v},{uz,v} € E(W), adjacentes a v em Gy . Para que v deixe de ser
uma articulacdo de Gy, deverao ser adicionados a W os vértices de um caminho
em (G que conecte u; a uy e envolva a menor quantidade de vértices em V \ W e
ao mesmo tempo nao utilize as arestas {uy,v} e {ug, v} e o vértice v. Esse caminho
pode ser obtido utilizando o algoritmo de DIJKSTRA! (1959)), para encontra o menor
caminho conectando u; a us no grafo auxiliar G” = (V' \ {v}, E'\ {{u1, v}, {ug,v}}),
com custos de arestas similares aqueles do grafo auxiliar G’. O Algoritmo [6] descreve
um pseudo-coédigo para o procedimento heuristico descrito acima.

A construcao de um conjunto dominante conexo se inicia com a escolha arbi-
traria de um vértice do grafo G. Dessa forma, dependendo da escolha feita, o
conjunto dominante 2-{aresta,vértice} conexo encontrado pode ter maior ou menor
cardinalidade. Dessa forma, é interessante executar o procedimento, tomando alter-
nadamente cada vértice de V' como vértice inicial. Assim procedendo, |V| solugoes

primal viaveis sao obtidas para o PCD2CM e escolhemos a melhor delas.
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Dados: Um grafo simples G = (V, E)
Resultado: Um conjunto dominante 2-vértice conexo W.
W=V
para cada i € V faga
Encontrar o conjunto conexo W iniciado com o vértice 1.
Verifica a 2-vértice conexidade de Gy e retorna o conjunto Artic.
enquanto Artic # () faca
v € Artic tal que existam uy,uy € W e {uy,v},{ug,v} € £
G = (V\ {v}, B\ 6(v))
C + Conjunto dos vértices do caminho de custo minimo conectando
up A ug em G”.
W—wucC
Verifica a 2-vértice conexidade de Gy e retorna o conjunto Artic.
fim
se |W*| > |W| entao
| W« W
fim
fim

Retorna W*.
Algoritmo 6: Primeira heuristica primal para o PCD2CM 2-vértice conexo.

3.3 Segunda Heuristica

O Teorema fornece uma ideia que ¢ central para o desenvolvimento de um
procedimento para construgao de subgrafos 2-vértice conexos.

Com base nesse teorema, dado um grafo 2-vértice conexo G = (V, E) e um sub-
conjunto W° C V tal que Gyyo é 2-vértice conexo, podemos reconstruir G a partir de
Gyyo inserindo sucessivos caminhos de G em Gyo. Genericamente, a cada iteracao
i € {0,1,...,n}, inserimos caminhos P* = {pi,ph,...,p!,} C V em Gy, tais que
PN Wi = {pt pi 1, ou seja, tomamos Gyir1 = (Wt = Wiu P! E(WiT!)), até
que W"=1V.

Usando a ideia acima, desenvolvemos uma segunda heuristica para encontrar
solugoes primal viaveis para o PCD2CM. Esta consiste em expandir um subconjunto
W C V inicial, cujo subgrafo Gy é 2-vértice conexo, até que este se torne um
conjunto dominante 2-vértice conexo de G.

Para encontrar um subgrafo 2-vértice conexo inicial, a heuristica é inicializada
por um vértice ¢ € V' arbitrariamente escolhido. Feito isso, encontramos o caminho
com o menor nimero de vértices ligando i a j € (I';\ {i}), sem utilizar a aresta {7, j}.
Este caminho pode ser obtido aplicando o algoritmo de DIJKSTRA] (1959)), sobre
um grafo auxiliar G” = (V, E'\ {i,7}), com custo igual a um em todas as arestas.
Dentre todos os caminhos encontrados, para os diferentes valores de j, selecionamos
aquele de menor cardinalidade e introduzimos os seus vértices ao conjunto inicial

W. Sendo assim, Gy é o menor subgrafo 2-vértice conexo contendo o vértice 2. O
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conjunto dos vértices dominados por W, L, é definido como L = T'y, \ W.

Em seguida, vértices adicionais sao inseridos em W até que este se torne domi-
nante 2-vértice conexo. Como nosso objetivo é encontrar W com menor cardina-
lidade possivel, o vértice de L com o maior niimero de vizinhos em V' \ (W U L)
¢ o proximo a ser escolhido para entrar em W. Dessa forma, um par de vértices
u,veVtalqueuwe W,veL, {uv}eEell',\ (WUL)| tenha o maximo valor,
sao selecionados. Para inserir v em W e ainda assim manter a 2-vértice conexidade
de G, seré usada a ideia contida no Teorema[2.1.4 Ou seja, o caminho selecionado
para aumentar o conjunto dominante conectara o vértice v a um vértice [ € I'y, N W
passando pelo vértice v, usando a menor quantidade de vértices de V' \ W. Uma vez
adicionados ao conjunto dominante, o conjunto L é atualizado como L = T'y, \ W.
O procedimento ¢ repetido até que |W|+ |L| = |V| resulte.

Como a heuristica inicialmente seleciona um vértice ¢ € V' arbitréario, o procedi-
mento é repetido utilizando cada i € V' como vértice inicial. Por fim, a solucao que
apresenta o menor valor de |WW| é selecionada. O Algoritmo [7| é um pseudo-codigo

da heuristica que acabamos de descrever.

Dados: Um grafo simples G = (V, E)

Resultado: Um conjunto dominante 2-vértice conexo W.

L'={veV :|iv) =1}

W' =Vv\L

para cada i € V faga

W < Conjunto dos vértices pertencentes ao menor ciclo contendo i no
grafo G.

L=Twy\W

enquanto |W|+ |L| < |V| faga

{u,v} = argmax{|l', \ (WUL)| : veLueW{unv}eFE}
para cada j € (WNT,)\ {u} faga
| C; + Conjunto dos vértices do menor caminho ligando v a j.

fim
C =argmin{|C;| : j € (WnNT,)\{u}}
W=wucC
L=Tw\W
fim
se |W’'| > |WW| entao
W'« W
fim

fim

Algoritmo 7: Segunda heuristica primal para a variante 2-vértice conexa do
PCD2CM.

Para que este procedimento possa ser utilizado para encontrar solugoes viaveis
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para a variante 2-aresta conexa do problema, algumas adaptacoes devem ser feitas.
Especificamente, a cada iteragao, inserimos em W os vértices do caminho de menor
cardinalidade conectando u a v, sem entretanto utilizar a aresta {u, v} e ndo havendo
a necessidade de utilizar o vértice [ € I', N W. O Algoritmo |8 ¢ um pseudo-codigo

para variante 2-aresta conexa da heuristica.

Dados: Um grafo simples G = (V, E)

Resultado: Um conjunto dominante 2-aresta conexo W.
L'={veV :|iv)|=1}

W' =VvV\L

para cada i € V faga

W <« Conjunto dos vértices pertencentes ao menor ciclo contendo ¢ no
grafo G.

L=Tw\W

enquanto |W|+ |L| < |V| faga

{u,v} = argmax{|l', \ (WUL)| : ve Liuec W, {u,v} € E}

C' < Conjunto dos vértices do menor caminho ligando u & v sem
utilizar a aresta {u,v}.

W=WwWucC

L=Ty\W

fim

se |W'| > |W| entao
W'« W

fim

fim

Algoritmo 8: Segunda heuristica primal para o PCD2CM 2-aresta conexo.

3.4 Redugao da Cardinalidade de W.

E natural que, um conjunto W, obtido por um procedimento heuristico como os que
acabamos de descrever, nao seja minimal. Quando isso se aplica, podemos entao
tentar reduzir sua cardinalidade, mantendo entretanto as exigéncias de conexidade.
Dessa maneira, dado u € W, se existir v € L tal que I', N W = {u}, o conjunto
W\ {u} ndo é dominante. Sendo assim, NR = {v € L : |[I',nW]| = 1} ¢
definido como o conjunto dos vértices de L que compartilham arestas com apenas
um vértice de WW. Com isso, qualquer vértice pertencente ao conjunto R C W tal
que 'r N NR = () pode ser removido de W sem que este deixe de ser dominante.
Note que s6 ¢é possivel remover um vértice de R, pois a remocao de miltiplos vértices
nao garante que o conjunto resultante seja dominante. Dessa forma, a atualizagao

dos conjuntos NR e R ap6s a remocao de cada vértice é necesséria.
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Baseado nessa ideia, foi desenvolvido um procedimento para tentar reduzir a
cardinalidade da solugao obtida pelo procedimento heuristico. Este procedimento
consiste em, dado uma solucao W, construir o conjunto R, tal como descrito anteri-
ormente, e se existir um vértice u € R, tal que Gy u}} € 2-vértice(aresta) conexo,
fazemos W <« W\ {u}. Repetimos esse processo até que R = () ou se para todo
u € R, Gw\{u}} ndo for 2-aresta(vértice) conexo. Apresentamos no Algoritmo 9 um

pseudo-cédigo para este procedimento.

Dados: Um grafo G = (V, E) e um conjunto dominante 2-vértice (aresta)
conexo W C V.

Resultado: Um conjunto dominante 2-vértice (aresta) conexo W.

L=V\W

NR={vel :|I',nW|=1}

R={veW :T,NnNR=0}

enquanto R # () faga

ue R

se G\ (uy € 2-vértice(aresta) conexo entao
W« W\ {u}
NR={vel : |I',nW| =1}
R={veW :T,NnNR=0}

senao

| ReR\{u)
fim
fim

Algoritmo 9: Procedimento para reducao de solugoes viaveis para o

PCD2CM.

3.5 Experimentos Computacionais Preliminares

Com o objetivo de decidir qual heuristica primal sera utilizada como parte inte-
grante de nossos algoritmos Branch and Cut, efetuamos um pequeno teste computa-
cional para identificar qual das abordagens gera limitantes superiores de melhor
qualidade. Implementamos dois algoritmos H EU, e HEU,, associados, respecti-
vamente, & primeira e a segunda heuristicas construtivas descritas neste capitulo.
Ambos os algoritmos contam com o procedimento para reducao de cardinalidade.
Para esse experimento, geramos pseudo-aleatoriamente um conjunto teste contendo
grafos G = (V, E) 2-vértice conexos com |V| = {30, 50, 70,100, 120,200} e porcen-
tagem de densidade do conjunto de arestas {5%, 10%, 25%, 50%, 70%}. Os grafos
foram inicializados com um ciclo Hamiltoniano 1,...,|V|. Entao, arestas geradas

pseudo-aleatoriamente foram introduzidas em G até que a densidade exigida pelo
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grafo fosse atingida. Para os grafos assim gerados, a existéncia de um conjunto
dominante 2-{aresta,vértice} conexo é garantida.

Os algoritmos foram implementados em linguagem C-++ e foram executados em
uma maquina com processador Intel Xeon 3.0 GHz e 4 GBits de memoéria RAM.

A Tabela apresenta, para ambas variantes do problema, os valores das
solugoes primais obtidas para as instancias do conjunto teste pelas heuristicas H EU;
e HEU,. Nesta tabela, as duas primeiras colunas informam, respectivamente, o
numero de vértices e densidade dos grafos associados as instancias teste. A seguir,
dois blocos de 4 colunas, cada, sao utilizados para descrever os resultados obtidos
para as variantes 2-aresta conexa e 2-vértice conexa das heuristicas. Cada um desses
blocos é dividido em dois conjuntos de duas colunas. As duas primeiras estao asso-
ciadas a heuristica HFEU; e as duas ultimas a heuristica HFEU,. Em cada caso, a
cardinalidade do conjunto W obtido é indicada, assim como o tempo de CPU, em
segundo, demandado para encontra-las.

Como podemos observar na Tabela [3.1, a diferenca entre as solugoes primais
produzidas pelos algoritmos nao é muito grande. O tempo de CPU gasto por ambos
também nao apresenta uma diferenca significativa. No entanto, o algoritmo H EU,,
correspondente a segunda heuristica proposta neste trabalho, apresentou resultados
um pouco melhores para algumas instancias, tanto para a variante 2-aresta conexa,
quanto para a variante 2-vértice conexa. A partir deste experimento utilizaremos a
segunda heuristica construtiva como parte dos algoritmos de solugao exata descritos
no proximo capitulo.

Evidentemente esse pequeno teste computacional nao é suficiente para afirmar
conclusivamente que uma heuristica ¢ melhor que a outra. Testes mais elaborados
devem ser conduzidos para tal efeito. No entanto, aprofundar ainda mais o estudo
sobre as heuristicas primais fugiria do escopo de nosso trabalho. Deixamos, entao,

essa tarefa para trabalhos futuros dedicados a esse proposito.

42



2-Aresta Conexo

2-Vértice Conexo

HEU; HEU, HEU, HEU,

VI dens.(%) [W| t(s) W] ts) [W] t(s) [W] #(s)
30 10 20 0.02 20 0.02 19 002 19 0.02
25 7 0.02 7 0.02 7 0.02 7 0.02

50 3 0.04 3 0.03 3 0.05 3 0.04

70 3 0.07 3 0.06 3 0.08 3 0.08

50 ) 18 0.03 18 003 18 0.05 18 0.04
10 10 0.05 10 005 10 014 10 0.13

25 7 0.13 6 0.11 6 0.3 6 0.31

20 3 0.33 3 0.31 3 0.31 3 0.32

70 3 0.59 3 0.49 3 0.59 3 0.58

70 ) 33 0.37 34 033 33 044 33 0.38
10 15 0.21 6 019 16 025 16 0.22

25 7 0.42 7 0.4 7 0.45 7 0.44

20 4 1.14 4 1.2 4 1.25 4 1.23

70 3 2.05 3 2.05 3 2.15 3 2.13

100 ) 31 0.82 34 081 32 0.8 34 0.73
10 16 0.7 17 07 17 098 16 1.64

25 8 1.54 7 1.56 7 1.55 7 1.54

20 4 4.9 4 4.8 4 4.9 4 4.9

70 3 9.63 3 8.89 3 9.8 3 9.75

120 ) 33 1.37 33 138 33 122 33 1.23
10 17 1.2 16 132 17 124 16 1.24

25 7 3.04 7 3.02 7 3.03 7 3.08
20 4 10.71 4 1055 4 9.98 4 10.03

70 3 17.7 3 16.8 3 1878 3 20.3

150 ) 33 2.59 32 2.6 32 214 32 215
10 18 2.47 17 2.5 17 246 17 245

25 9 7.62 8 6.9 8 7.7 7 7.78
50 9 31.3 5 2188 5 24.5 5 26.95

70 3 69.16 3 52.7 3 69 3 67.5

200 ) 31 5.15 33 489 31 515 31 4.63
10 19 2053 19 21 20 27 20 26.81
25 9 22.89 8 24.6 9 2756 & 27.28
20 5 132772 5 9375 5 139 5 153.3

70 3 21986 3 301 3 224 3 356

Tabela 3.1: Testes computacionais preliminares para HEU; e HEU,.
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Capitulo 4
Algoritmos de Solucao Exata

Por volta de 1960, os trabalhos de (CROES| (1958) e [LAND e DOIG]| (1960) deram
origem a uma classe de algoritmos chamados de Branch and Bound. Tais algoritmos
se destinam a solugao exata de Problemas de Otimizacao Inteira ou Combinatoria.
O termo Branch and Bound, cunhado por |LITTLE et al.| (1963), ¢ composto pelas
palavras Branch (Ramificacdo) e Bound (Poda), e evidencia as duas estratégias
basicas empregadas para a resolugao do problema.

A primeira estratégia empregada, o Branching, consiste em particionar o espago
de solugao do problema em subespacos disjuntos, onde o problema considerado em
cada subespago é teoricamente mais facil de ser resolvido que o problema origi-
nal. Ja a segunda estratégia, o Bounding, calcula limites duais para cada um dos
problemas considerados em cada subespaco. A combinacao dessas duas estratégias
permite elaborar um esquema de enumeragao inteligente , também chamado de enu-
meragao implicita, objetivando encontrar a solucao do problema sem a necessidade
de enumerar todas as solugoes viaveis para o mesmo.

Dado o seguinte problema geral de otimizacao

z= Min{cx : z € S}, (4.1)

segundo a Proposicao 4.0.1) a solugao para um problema geral pode ser obtida

através da resolucao de subproblemas menores e mais faceis de resolver.

Proposicao 4.0.1 Seja S = S; U ... U Sx uma decomposicao do conjunto S em

subconjuntos menores, e seja 2* = Min{cx : x € S,} para k = 1,..., K. Entdo

z = Min{z', ..., 2K}.

Informagoes sobre os valores obtidos para os limitantes dos subproblemas con-
siderados, podem ser integradas e utilizados para obter melhores limitantes para o

problema original como um todo. A proposicao que se segue formaliza esta ideia.
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Proposicao 4.0.2 Seja S = S; U ... U Sg uma decomposi¢ciao do conjunto S em

-

subconjuntos menores, e seja z¥ = Min{cx : x € Sy} para k = 1,.... K, 2k ¢

k

um limitante inferior para o valor de z* e zZ¥ é um limitante superior para o valor

k

de 2. FEntdo z = Mz’n{gl,...,gK} € um limitante inferior para o valor de z e

zZ = Min{z', ..., 2K} € um limitante superior para o valor de z.

Sejam z, e Zy, respectivamente, os melhores limitantes inferior e superior que
podem ser obtidos para o problema . Caso z, < Zp, uma enumeragao implicita
¢ iniciada. Dessa forma, utilizando um critério qualquer de particionamento, S é
dividido em K conjuntos mutuamente disjuntos S7,9s,...,Sk. Associados a estes,
temos K mnovos problemas, z¥ = Min{cz : z € Sk} a resolver. A solugao de
menor custo assim obtida define uma solucao 6tima para nosso problema original,
. Idealmente os problemas resultantes de uma particao devem ser mais faceis
de resolver que o problema original. Caso isso nao se verifique, a enumeragao im-
plicita prossegue particionando cada um dos K subconjuntos em subconjuntos ainda
menores, e assim sucessivamente. As sucessivas particoes podem ser representadas
na forma de uma arvore, tal como aquela apresentada na Figura (4.1]), chamada de
arvore de enumeracao. Cada um dos subproblemas esta associado a um né6 dessa

arvore, assim como os seus limitantes inferiores e superiores correspondentes.

Figura 4.1: Arvore de enumeracao.

Seja z, um limitante inferior obtido para o problema definido sobre uma regiao
Si, se z; > Z, nao € necessario particionar a regiao .S;, uma vez que qualquer solugao
para um problema definido a partir de um subconjunto de .S; tera o valor da funcao
objetivo maior ou igual a z;,. Com isso a solugao do problema nao seré encontrada
na regiao S;, excluida assim do espago de solugoes (poda). Por outro lado, suponha

que para um dado né j, cujo problema ¢ definido sobre o conjunto S;, foram obtidos
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limitantes z; < z; < z. Neste caso, ainda ha a possibilidade da solugdo 6tima para
o problema (4.1)) pertencer ao conjunto S;. Por conseguinte, a regiao S; deve ser
particionada (ramificada) em subconjuntos. Estes, por sua vez, terao limitantes
associados tao ou mais apertados que aqueles correspondentes ao n6 j. Além disso,
o limitante superior Z para o problema original podera ser atualizado para Zz;.

O procedimento de Branch and Bound (Ramificagao e Poda) continua até que,
para todos os nos da arvore de enumeracao, um limitante inferior obtido naquele n6
seja maior ou igual ao melhor limite superior obtido para o problema, ou que nao
seja possivel obter uma solucao viavel nesse n6, chamado de poda por inviabilidade.

O método de Branch and Bound foi descrito, até agora, da forma mais geral
possivel, nao tendo sido definido um critério especifico de ramificacao e nem a forma
de obter limitantes. A generalidade desse método permite a elaboracao de diversos
algoritmos, de solugao, especificos para a resolucao de um dado problema, ou de
uma classe de problemas. Suponha, por exemplo, um Problema de Programagao

Inteira

z= Min{cx : Ax <b,x € Z"}, (4.2)

onde A € QM b€ Q" ¢ € R". Aregiao S ={x € Z" : Az < b} pode ser

particionada em dois subconjuntos disjuntos

Si=5N{x; <UL} e Se=5n{x; >1;+ 1}, (4.3)

para [; € Z. Definindo, assim, os problemas

z1 = Min{cz : Az <b,x; <lj,x € Z"} (4.4)

2o = Min{cz : Az <byx; > l;+1,z€Z"} (4.5)

associados respectivamente aos noés 1 e 2 da arvore de enumeragao. Nesse caso, como
a ramificacao d& origem a dois nos, esta recebe o nome de arvore de enumeragao
binaria, e o esquema de ramificagdo se denomina ramificagdo por varidveis. Um
limitante superior pode ser obtido através de uma heuristica desenvolvida para o
problema, ou pode estar associado ao valor da funcao objetivo da primeira solugao
viavel eventualmente encontrada ao longo da enumeragao. Ja o limitante inferior
para cada né pode ser obtido resolvendo-se a relaxagao linear do problema conside-
rado que, como visto anteriormente nesse texto, define um limitante inferior para o
Problema de Programagao Inteira.

Uma outra classe de algoritmos é obtida quando o Método de Plano de Cortes

¢ inserido no Método de Branch and Bound. Como resultado, limitantes duais de
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melhor qualidade sao obtidos em cada n6 da arvore de enumeracao e o processo de
enumeracao ¢ acelerado ao se podar mais nos da arvore de busca. Esta classe de
algoritmos é chamada de Branch and Cut (GROTSCHEL et al., (1984; PADBERG:
e RINALDI, 1991).

Nos algoritmos Branch and Cut, em cada n6 ¢ da arvore de enumeragao, os li-
mitantes duais z; sao obtidos através da resolugao da relaxagao linear associada a
regiao S; definida para esse n6. Caso a solucao 6tima assim obtida seja fracionaria,
desigualdades vélidas D violadas pela solugao sao identificadas e adicionadas a regiao
S;, tomando-se entao 5; <— 5; N D. Dessa forma, um novo limite inferior, teorica-
mente melhor que o anterior, serd obtido através da resolugao da relaxacao linear
para essa nova regiao, mais apertada.

As desigualdades validas aludidas acima sao identificadas por meio da resolucao
de um problema de separagao. Todo algoritmo capaz de encontrar uma desigualdade
valida violada pela solucao 6tima da relaxagao linear corrente, caso exista uma, é
chamado de algoritmo exato de separacao. Se nao houver garantia que toda de-
sigualdade valida violada pela solugao sera encontrada, esse algoritmo sera chamado
uma heuristica de separacao.

Dada uma formulagao para um problema qualquer, suponha que exista em sua
correspondente regiao poliedral R uma classe D de exponencialmente muitas restri-
¢oes. A medida que a dimensao do problema aumenta, a quantidade de restrigoes
dessa classe aumenta explosivamente, tornando impraticavel a resolucao direta da
relaxacao linear daquela formulacao. Alternativamente, considerando essa classe de
restrigoes da formulagao como desigualdades vélidas, os algoritmos de Branch and
Cut podem ser utilizados para tratar esse tipo de formulacao. Isso é feito resol-
vendo em cada né da arvore de enumeragao uma relaxacao linear contendo todas as
restricoes de R que nao pertencem a D e um subconjunto reduzido das restrigoes
contidas em D. Em seguida, as restricoes de D violadas pela solucao da relaxacao
linear corrente sao separadas através de um algoritmo de separacao exato e inclui-
das na relaxacao corrente. Esse processo continua até que nao haja restrigoes em D
violadas pela solucao 6tima da relaxagao linear corrente.

Frequentemente, num dado né da arvore de procura de um algoritmo Branch
and Cut, um numero crescente de planos de corte é demandado para obter ganhos
cada vez mais reduzidos nos limitantes duais. Num caso extremo esses ganhos ficam
estagnados embora desigualdades violadas continuam a ser identificados. Esse com-
portamento tende a reduzir significativamente a eficiéncia do algoritmo de Branch
and Cut. Para atenuar seu efeito, diversas metodologias foram propostas (KOCH
e MARTIN| 1998; LUCENA e RESENDE, 2004; PADBERG e RINALDI, [1991).
Uma metodologia simples, largamente utilizada para lidar com esse problema, con-

siste em estabelecer um nimero maximo de iteragdes consecutivas (MAXITER) de
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relaxagoes lineares (ou iteragoes do Método de Planos de Cortes) sem obter pelo
menos uma melhora minima (MINIMP) para o limitante dual. quando este limi-
tante é atingido, o Método de Planos de Cortes é interrompido e uma ramificagao é
efetuada no né em questao.

Nesta tese, foram desenvolvidos algoritmos do tipo Branch and Cut
(NEMHAUSER e WOLSEY], [1988) com o objetivo de encontrar solugoes exatas
para ambas as variantes do PCD2CM. Para a variante 2-aresta conexa foram imple-
mentados algoritmos Branch and Cut baseados tanto na formulagao quanto na
sua reformulagao direcionada que utiliza um no raiz artificial . Tais algoritmos
sao respectivamente denominados EUCUT e EDCUT.

Para a variante 2-vértice conexa do problema também implementamos algorit-
mos Branch and Cut. Estes se baseiam na formulacao ([2.40) e na reformulagao
direcionada e sao denominados respectivamente NUCUT e NDCUT.

Foram também implementadas versoes dos algoritmos EUCUT e NUCUT que
resultam da insercao das desigualdades validas nas formulagoes e .
Esses algoritmos sdo denominados respectivamente EUCUT+ e NUCUT+.

A seguir serao descritos em detalhes alguns dos aspectos mais importantes dos

algoritmos Branch and Cut aqui implementados.

4.1 Algoritmos EUCUT e EUCUT*

No né6 raiz da arvore de enumeragao do algoritmo EUCUT, um limitante inferior
valido para ¢ obtido pela resolucao de sua relaxagao linear correspondente.
Por outro lado, um limitante inferior computacionalmente mais barato para é
obtido restringindo as desigualdades de corte para

Z Te > 2y, ieV. (4.6)
e€s(i)

Seja (Z,y) uma solucao 6tima associada ao limitante de que acabamos de
descrever e G = (V, E) o seu correspondente grafo suporte. Dessa maneira, temos
queV ={ieV:y>0eE={e€E:z, >0} Se(z,y) nao viola qualquer
desigualdade de corte (2.4)), ela é 6tima para . Adicionalmente, se os valores
y forem todos inteiros, (z,y) serd também uma solugdo 6tima para . Caso
contrario, a relaxacao deve ser reforcada com desigualdades , violadas.

Para separar as desigualdades ¢ definida uma rede N = (V, A), que se
origina de G. Esta rede ¢ tal que, para cada aresta e € E, dois arcos sao definidos
em A com as mesmas extremidades de e e sentidos opostos. Além disso, uma
capacidade 7, deve estar associada & cada um desses arcos. Dado NN, um corte de

menor capacidade separando i e j deve ser identificado para todo 4,5 € V tal que
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i # j. Quando a capacidade do corte é menor que 2(y; + y; — 1), a desigualdade
(2.4) a ele associada ¢ violada.

Encontrar um corte de capacidade minima é equivalente & identificar o fluxo méa-
ximo com origem em i e destino em j em N (FORD e FULKERSON, 1956)). Para
obter fluxos maximos utilizamos a implementagao de CHERKASSKY e GOLD-
BERG] (1997) para o algoritmo Push-Relabel de GOLDBERG e TARJAN] (1988).
Entretanto, devemos notar que as demandas computacionais associadas ao procedi-
mento de separacao que acabamos de descrever podem ser eventualmente reduzidas.
Isso ocorre quando a desigualdade y; +y; — 1 < 0 ¢ satisfeita. Neste caso, a de-
sigualdade de corte é naturalmente satisfeita para 7,7 € V e pode entao ser
desconsiderada durante o procedimento de separacao. Além disso, se a quantidade
de pares de vértice distintos 4,7 € V satisfazendo g; + 7; > 1 ¢ maior que |V, a
arvore de (GOMORY e HU]| (1961)), se torna entao a opgao de escolha para resolver
nossos problemas de fluxo-méximo. Isso ocorre porque tal estrutura permite calcular
os fluxos maximos entre todos os pares de vértices de N em tempo correspondente
a |V| vezes o tempo necesséario para o célculo de um tnico fluxo méaximo. Tendo
em mente que, no maximo, um problema de fluxo-maximo deve ser resolvido para
cada vértice de V', a complexidade total do problema de separacao para as desigual-
dades ¢ portanto O(|V[*). O Algoritmo [10| descreve um pseudo-codigo para o
procedimento de separagao das desigualdades .

Desigualdades violadas devem ser adicionadas a relaxacao de que deve
ser entao resolvida novamente. Se a solugao 6tima assim obtida, (z,7), for inteira,
esta serd também Otima para . Caso contrario, o procedimento de separacao
deve ser repetido até que a solugao obtida seja inteira, ou, alternativamente, esta seja
fracionaria mas nenhuma desigualdade violada exista em . Quando o ultimo
caso se aplica, devemos entao recorrer a ramificacao.

O resolvedor CPLEX 12.4 (CPLEX] 2013]) foi utilizado para implementar o algo-
ritmo EUCUT. Entretanto, os testes de pré-processamento, heuristicas e geradores
de planos de corte autométicos que oferece foram desativas. O procedimento de ra-
mificacao foi conduzido sobre as variaveis y, deixando a administracao da arvore de
enumeragao para o resolvedor. Para cada n6 da arvore de enumeragao, o Problema
de Programagao Linear correspondente foi reforcado como descrito acima.

No algoritmo EUCUT, a segunda heuristica construtiva e o procedimento para
reducao de cardinalidade propostos no Capitulo 3 foram utilizados para obter um

limitante superior inicial para a arvore de enumeracao.

Nesta tese, implementamos também uma versao do algoritmo EUCUT, denomi-

nada EUCUT™, onde a regiao poliedral R é reforgada com a insercao das desigual-

dades (2.50). O algoritmo EUCUT™ separa essas desigualdades para cada par de
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Dados: Uma solugao 6tima (z,y) para a relaxacao linear corrente e o seu
grafo suporte G = (V, E) correspondente.
Resultado: Um conjunto de desigualdades violadas a serem inseridas no PL.
Construir uma rede N = (V, A) tal que A = {(i,5), (j,i) : {i,j} € F}.
K <+ Quantidade de pares 4,7 € V tais que i < j e §; + 9; > 1.
se K < |V| entao
para cada i € V faga
para cada j € V, i < j faca
se y; +y; > 1 entao
f < valor do fluxo-méaximo com origem em ¢ e destino em j na
rede N.
se f <2(y; +y; — 1) entao
Detectar o corte 6(S) tal que }_ 5 Te = [
Inserir o corte violado »° 55y Te > 2(y; +y; — 1) na
relaxacao corrente.

fim
fim

fim
fim
senao
Calcular a Arvore de Gomory-Hu para a rede N.
para cada i € V faca
para cada j € V, i < j faca
se y; + y; > 1 entao
f < valor do fluxo-maximo obtido com origem em ¢ e destino
em j encontrado pela Arvore de Gomory-Hu.
se f < 2(y; +y; — 1) entao
Detectar o corte 6(S) tal que > 5 Te = [
Inserir o corte violado »_ 5 Ze = 2(y; +y; — 1) na
relaxacao corrente.
fim

fim
fim

fim
fim

Algoritmo 10: Separacao das desigualdades

vértices i,j € V distintos, onde I'; N T; = (). Para isso, um grafo suporte Gy; ¢
obtido ap6s contrair todos os vértices pertencentes a I'; NV (resp. I'; N V) em
um super-vértice ¢ (resp. j). Arestas multiplas que possam eventualmente resultar
desta operacao, sao também contraidas em super-arestas correspondentes. Neste
caso, a capacidade dessa super-aresta seré igual a soma das capacidades das arestas
que lhe deram origem. Tendo feito isso, uma rede N;; é entao construida a par-
tir de Gjj, tal como descrito anteriormente para G e N. Um fluxo méximo com

origem em ¢ e destino em j deve ser entao computado sobre N;;. Quando este for
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menor que 2, a desigualdade que lhe corresponde é entao violada e deve ser
utilizada para restringir a regiao de viabilidade corrente. Como descrito anterior-
mente, parametros MINIMP e MAXITER estao associados a nosso procedimento de
fortalecimento da relaxagao e tém por objetivo evitar a estagnacgao do algoritmo em
um n6 da arvore de enumeracao. O valor adotado para esses parametros foram de
0,001 para MINIMP e 10 iteragoes para MAXITER. O procedimento de separagao

descrito acima é expresso pelo pseudo-cédigo correspondente ao Algoritmo [11]

Dados: Uma solugao 6tima (Z,y) para a relaxagao linear corrente e o seu
grafo suporte G = (V, E) correspondente.
Resultado: Um conjunto de desigualdades violadas a serem inseridas no LP
corrente.
para cada i € V faga
para cada j € V, i # j faca
Construir o grafo H;; = (V;, E;;) a partir da contragao dos vértices em
I'; e I'; nos super-vértices a e b.
Construir uma rede N a partir de H;j.
f < valor do fluxo-maximo com origem em a e destino em b na rede
N.
se f < 2 entao
Detectar o corte tal que 3 c a5y Te = f-
Inserir o corte violado }_ 55) Te > 2 no LP.
fim

fim

fim

Algoritmo 11: Separagao das desigualdades ([2.50)).

4.2 Algoritmo EDCUT

Para o algoritmo EDCUT, no né raiz da arvore de enumeragao, um limitante inferior
valido para a formulacao ([2.37)) e dado pela resolugao de sua relaxagao linear (2.38)).
Por outro lado, um limitante inferior computacionalmente mais barato de ([2.38))

é obtido substituindo-se, em uma primeira etapa, as desigualdades (2.28)) e (22.29))
pelas desigualdades

Z ha Z Yi, (NS V (47)
a€dt (i)
e
> hozyni€V. (4.8)
a€d—(7)
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Seja (h, z, ) uma solucdo 6tima para tal relaxacdo de eD,=(V,,AUR)
o seu grafo suporte. Dessa maneira, temos que V, = {i € V : 3; > 0} U {r},
A={a€A: hy >0} eR={(ri),(,r): z > 0}. Se (h,z7) violar nenhuma
das desigualdades de corte e , este é entao uma solucao 6tima para
. Além disso, se todos os valores de § e z forem inteiros, esta serd também
uma solugao 6tima para a formulacao . Caso contrario, a relaxagao deve ser
reforcada adicionando as desigualdades violadas encontradas em e .

O problema de separacao para as desigualdades e é resolvido como
uma sequéncia de problemas de fluxo-maximo definidos diretamente sober o digrafo
D, = (V,, AU R). Neste processo, capacidades h, e z; sao associadas & cada arco
correspondente de A e R, respectivamente. Por exemplo, para todo i € V,, devemos
encontrar o fluxo maximo com origem em ¢ e destino em r e com origem em r e
destino em i, onde r € S; e i € V;\ S;, para o tltimo caso. Quando (2.28)) (respecti-
vamente (2.29))) é violado para S = S, (respectivamente S = 5;), uma desigualdade
violada (respectivamente (2.29)) ¢ identificada. Como é necessario calcular o
fluxo méaximo duas vezes para cada vértices ¢ € V, tal que y; > 0, o esfor¢o com-
putacional da separacao das desigualdades e sera igual a duas vezes o
esforco computacional para resolver um tnico problema de fluxo-maximo no grafo
D, ou seja, O(]V[*). O procedimento de separacdo descrito acima ¢ ilustrado pelo

pseudo-codigo apresentado no Algoritmo

Dados: Uma solucdo 6tima (h, z,§) para a relaxacio linear corrente e o seu
grafo suporte D, = (V,, AU R) correspondente.

Resultado: Um conjunto de desigualdades violadas a serem inseridas no PL.

paracadai €V, ei # r faga

f + valor do fluxo-méximo com origem em r e destino em i no digrafo D,..

se f < y; entao

Detectar o corte 6 (S) tal que 3,5 () ha + D jer, 52 = [-

Inserir o corte violado >~ st sy ha + 2 jer,,, 15 % = ¥i no PL.

fim

f < valor do fluxo-méximo com origem em 7 e destino em 7 no digrafo D,..

se f < y; entao

Detectar o corte 6~ (S) tal que Y, 55y ha + 2 jer, s % = [

Inserir o corte violado >~ s (s ha + X jer, .15 %5 = Yi no PL.

fim

fim

Algoritmo 12: Separacao das desigualdades (2.28)) e (2.29)).

Sob 0s mesmos comentarios gerais feitos para o algoritmo EUCUT, o algoritmo
EDCUT também foi implementado utilizando o resolvedor CPLEX 12.4. A ramifi-
cagao, nesse caso, foi conduzida sobre as variaveis (y,z). Em todos os nos da arvore

de enumeracao, relaxacoes lineares foram obtidas como descrito acima.
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Da mesma forma como foi feito para o algoritmo EUCUT, o algoritmo EDCUT
utiliza a segunda heuristica construtiva, descrita na Segao 3.3 em conjunto com o
procedimento para redugao de cardinalidade, descrito na Segao [3.4] para obter um

limitante superior inicial para a arvore de enumeracao.

4.3 Algoritmos NUCUT e NUCUT™

Como descrito anteriormente para o algoritmo EUCUT, no né raiz da arvore de
enumeragao do algoritmo NUCUT, um limitante inferior valido para ([2.40]) é obtido
pela resolugao de sua relaxacao linear (2.41). Entretanto, como antes, um limitante

inferior computacionalmente mais barato de (2.41]) ¢ obtido substituindo-se, em uma

primeira etapa, as desigualdades (2.4) e (2.39)) por

Z Te > 2y, ieV. (4.9)
e€d (i)

Seja (Z,y) uma solugdo 6tima para tal relaxacao de e G = (V,E), como
definido na Secao , o seu grafo suporte correspondente. Se (Z,7) nao violar
qualquer desigualdade de corte e , serda também uma solugao 6tima para
. Ademais, se os valores de y para esta solucao forem inteiros, ela sera também
uma solugao 6tima para a formulacao . Caso contrario, a relaxacao deve ser
reforcada com as desigualdades violadas encontradas em e .

O procedimento de separagao das desigualdades e foi implementado
através de uma adaptacdo do procedimento sugerido em |(GCROTSCHEL et al.| (1995).
Isso é feito introduzindo uma rede auxiliar N* = (V*, AT), construida a partir do
grafo G = (V, E), como explicado a seguir. Para todo u € V, dois vértices u; and usy
sao introduzidos em V*, juntamente com um arco (u!,u?) para AT. A capacidade
desses arcos é fixada em uma unidade. Alem disso, para cada aresta e = {u,v} € E,
dois arcos (u?,v') e (v? u') sdo também introduzidos em A", cada um deles com
uma capacidade igual a Z.

Devemos entao calcular o corte de menor capacidade separando os vértice s2 e
t!, em N*, para todo par de vértices s e t! distintos. Seja 67(S’) o corte minimo
associado a um dado par s% e t!, e f a sua capacidade. Devemos entao identificar os
seguintes conjuntos de vértices: Z = {u € V* : (u',u?) € 67(S)}e S={ue V"t :
u',u? € S'}. Feito isso, obtemos die21(S) = {{u, v} € Et : (v*,u') € 67(9)}.
Se Z=0ef<2ys+7 — 1) entdo a desigualdade Zeeag(S) Te > 2ys+yr— 1) &

violada. Por outro lado, se Z # (e f < ,+7; entao a desigualdade > ) Te =

665{G\Z}(S
ys +yr — 1 é violada. O procedimento de separagdo para as desigualdades (2.4)) e
(2.39) ¢ descrito por um pseudo-codigo, no Algoritmo [13]

Denotamos por NUCUT o algoritmo Branch and Cut que acabamos de descrever.
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Como feito feito anteriormente, este também foi implementado utilizando o resolve-
dor CPLEX 12.4. O procedimento de ramificacao, foi conduzido sobre a variavel y.
Em todos os nés da arvore de enumeragao, relaxacoes lineares foram obtidas como
descrito acima.

Um limitante superior inicial para o né raiz da arvore de enumeracao foi obtido
utilizando a solugao primal encontrada pela heuristica da Secao e refinado pela

aplicacao do procedimento de reducao de cardinalidade da Secao [3.4]

Dados: Uma solugao 6tima (Z,y) para a relaxagao linear corrente e o seu
grafo suporte G = (V, E) correspondente.

Resultado: Um conjunto de desigualdades violadas a serem inseridas no LP

corrente.

Uma rede N* = (V*+, A*) é construida a partir de G.

para cada s?> € V* faga

para cada t' € VT, s! £ t! faga

se y; +y; > 1 entao

f + valor do fluxo-maximo com origem em s? e destino em ¢! na

rede N*t.

Detectar o corte 67(S") tal que 5+ (51 Ta = [-

Z={ueV : (u,uz) €67(5)}

S={ueV :u,u €8}

se Z = () entao

se f < 2(y; +y; — 1) entao

6(S) = {{u,v} € E : (vo,uy) € 67(5")}

Inserir o corte violado »° .55y %e > 2(y; +y; — 1) no LP.

fim

senao

se f < y; + y; entao

denz(S) = {{u,v} € E : (vo,u1) € 6%(5")}

Inserir o corte violado ) Te > Y +y; — 1 no LP.

6€5G\z (S)
fim

fim
fim
fim

fim

Algoritmo 13: Separacao das desigualdades [2.4] e 2.39]

Implementamos também uma versao do algoritmo NUCUT, denotada por
NUCUTT, onde a regiao de viabilidade é definida pela interse¢ao da regiao poliedral
Re com as desigualdades . Neste caso, a separagao das desigualdades
¢ feita utilizando o mesmo procedimento usado no algoritmo EUCUT™ definido na
Secao .1} Além disso, também foi adotado um valor de 10 iteragoes para o parame-
tro MAXITER e 0,001 para o parametro MINIMP como uma medida para evitar a

estagnagao do algoritmo.
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4.4 Algoritmo NDCUT

Para o algoritmo NDCUT, no né6 raiz da arvore de enumeragao, um limitante inferior
valido para a formulagao é dado pela resolugao de sua relaxacao linear .
Por outro lado, um limitante inferior computacionalmente mais barato que
¢ obtido desconsiderando-se inicialmente as desigualdades (2.28)), (2.29) e (2.42) e

utilizando as seguintes desigualdades:

> hezyni€V (4.10)
a€dt(z)
(&
Y hazyii€V. (4.11)
a€d—(7)

Seja (h, 2, ) uma solugdo 6tima para a relaxacao de ([2.46)) assim obtida e D, =
(V,, AUR) o seu grafo suporte correspondente. Dessa maneira, temos que V, = {i €
Vigi>0yu{r}, A={ac€ A: h, >0}, e R={(r,i),(i,7): % > 0}. Se (h,z,7)

nao violar nenhuma das desigualdades de corte ([2.28)), (2.29)) e (2.42), esta é uma

solugao 6tima para . Além disso, se todos os valores de ¥ e Z forem inteiros,
ela também serd uma solugao 6tima para a formulacao . Caso contrario, a
relaxacao deve ser reforcada com as desigualdades violadas encontradas em ,
c 1.

O problema de separacao para as desigualdades e é resolvido uti-
lizando o mesmo procedimento de separacao descrito anteriormente para o algoritmo
EDCUT. Para as desigualdades o problema é resolvido como descrevemos a
seguir. Tomando B = {i € Vo Doin & 2 > 0}, inicialmente construimos, para todo
ke Vi\{r}ek ¢ B, umarede N, = (V; \ {k}, (AU R)\ (6T (k) U (k))), que
se origina de D,. A capacidade associada a cada arco (i,7), onde i, j # r, deve ser
igual & soma E(i,j) —1—5(“). Por outro lado, para os arcos (r,14), (i,7) € R a capacidade
deve ser fixada em Z;. Feito isso, para cada rede construida, identificamos o corte
de menor capacidade entre 7 e i, onde i € V, \ {k,7}. Quando a capacidade desse
corte é menor que y;, sua desigualdade (2.42)) correspondente é entao violada. Para
solugoes onde os valores de z sao fracionérios, ¢ importante salientar que o pro-
cedimento de separacao descrito acima nao é exato, uma vez que desconsideramos
a separacao de todas as desigualdades envolvendo £ € B. No entanto, se todos
os valores de Z forem inteiros, temos que B possui um tunico vértice e portanto o
procedimento de separagao é exato. Esse procedimento de separagao é representado
pelo pseudo-codigo [14]

Tal como nos algoritmos apresentados anteriormente, o algoritmo NDCUT tam-
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bém foi implementado utilizando o resolvedor CPLEX 12.4. O procedimento de
ramificacao, como feito em EDCUT, foi conduzido sobre as variaveis (y,z). Em
todos os nos da arvore de enumeracao, relaxacoes lineares foram resolvidas como
descrito acima. O procedimento de separacao para as desigualdades é des-
crito por um pseudo-codigo, no Algoritmo [14}

A heuristica construtiva descrita na Segao [3.3] foi utilizada para gerar solugdes
viaveis para o problema. Em conjunto com esta, utilizamos também o procedimento
de redugao de cardinalidade, descritos na Se¢ao[3.4] para tentar melhorar a qualidade
das solugoes obtidas. O uso desses procedimentos se restringiu ao n6 zero da arvore

de enumeracao.

Dados: Uma solucdo 6tima (h, Z,%) para a relaxacdo linear corrente e o seu
grafo suporte D, = (V;, AU R) correspondente.
Resultado: Um conjunto de desigualdades violadas a serem inseridas no PL.
Identificar o conjunto B = {i € V, N Tpin, : 2z > 0}
paracada k eV, k#r ek ¢ B faga
Construir uma rede Ny, = (V. \ {k}, (AUR)\ (6T (k)Ué~(k))) para cada
i €V, \ {k,r} faca
f <« valor do fluxo-maximo com origem em r e destino em 7 na rede
Nk.
se [ < y; entao
Detectar o corte §~(S) em N, tal que
9€55 ) ) ha+ X uest (5 e+ Dier, s % = f-
Inserir o corte violado
() "o+ 2acsy  (syhat Dier,0s % = i 00 PL.

a€d Dy (k)

Div\{k}}

fim
fim

fim

Algoritmo 14: Separacao das desigualdades ([2.42)).
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Capitulo 5
Experimentos Computacionais

Neste capitulo apresentaremos os resultados numéricos obtidos com os experimentos
computacionais conduzidos neste trabalho. Estes tém como objetivo comparar os
diferentes algoritmos que implementamos para as duas versoes do PCD2CM. Es-
pecificamente, vamos comparar os algoritmos EUCUT e EDCUT, implementados
para resolver a variante 2-aresta conexa do problema. Da mesma forma, vamos
também comparar os algoritmos NUCUT e NDCUT, implementados para resolver
a variante 2-vértice conexa do PCD2CM. Além disso, os experimentos servem para
avaliar os beneficios obtidos ao reforcar as formulagoes propostas para ambas as
variantes do problema com as desigualdades validas ([2.50]). Isso ¢é feito ao analisar o
desempenho dos algoritmos EUCUT™, para a variante 2-aresta conexa, e NUCUT™,
para a variante 2-vértice conexa.

Os algoritmos propostos nesta tese foram implementados em linguagem C++,
utilizando o compilador g+, com chave de otimizacao -O3 ativada. Todos os
testes computacionais foram realizados em uma méaquina com processador Intel Xeon
3.00 GHz e 4 Gbits de memoéria RAM, sob o sistema operacional Ubuntu 12.04.
Apesar da maquina utilizada possuir multiplos nucleos de processamento, apenas
um destes foi utilizado nos experimentos. Para cada instancia testada, um tempo
limite de execugao de 7200 segundos (2 horas) de CPU foi imposto a cada algoritmo
considerado.

As instancias utilizadas nos experimentos estao divididas em dois conjuntos, am-
bos introduzidos nesta tese. O primeiro esté associado a grafos G = (V, E) gerados
pseudo-aleatoriamente com |[V| € {30, 50, 70,100, 120,150,200} e porcentagens de
densidade {5, 10, 25,50, 70}, com excecao da instancia envolvendo 30 vértices e den-
sidade 5%, que nao foi possivel gerar pelo nosso procedimento. Este, para garantir
a satisfagdo da exigéncia de 2-{aresta, vértice} conexidade das instancias, utiliza
grafos inicializados por um ciclo Hamiltoniano onde os vértices sao visitados na or-
dem 1,...,|V|. Feito isso, arestas adicionais sao geradas pseudo-aleatoriamente até

que a densidade exigida para o grafo da definicao da instancia seja atingida.
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As instancias para o segundo conjunto foram construidas com o objetivo de
produzirem solugoes diferentes para cada uma das variantes do problema. Con-
struimos essas instancias como descrevemos a seguir. Assuma, como anteriormente,
que um grafo G = (V, E) com densidade d sera gerado pseudo-aleatoriamente. O
conjunto de vértices |V/| é inicialmente particionado em AU B U {4y|-1,%v|}, onde
|A| = |B|. O conjunto de arestas E ¢ entao inicializado com apenas dois cami-
nhos, Py = 11,...,%4 € Pp = 441, - - -, |a]+|B|, envolvendo respectivamente todos
os vértices em A e em B. Além disso, arestas {iy,%v|-1}, {¢ja],9jvi-1}, {445 9v |}
{Z'|A|+1,Z"V‘_1}, {Z'|A|+1,Z"V‘}, (§] {i\A\+|B|,i|V\—1}; sao também introduzidas em GG. Por
fim, sao adicionadas tantas arestas quantas forem necessarias para que o grafo G
atinja a densidade exigida. Para a variante 2-vértice conexa do problema, solugoes
para essas instancias devem obrigatoriamente conter os vértices 4y—1 e 7). En-
quanto, para a variante 2-aresta conexa, basta que um deles faca parte da solugao.
Instancias com |V| € {30, 50, 70,100, 120, 150,200} com porcentagem da densidade
{5,10, 25}, com excegao da instancia com 30 vértices e densidade 5%, foram geradas

como acabamos de descrever.

5.1 Experimentos Para a Variante 2-Aresta Conexa

Os resultados obtidos para os algoritmos EUCUT e EDCUT sao apresentados nas
Tabelas e A primeira estd associada ao primeiro conjunto de instancias de
teste enquanto a outra se refere ao segundo conjunto. As tabelas indicam, para
cada instancia testada, a cardinalidade do conjunto de vértices (|V]), a densidade
do grafo G = (V, E) (dens.%), o valor da solucao 6tima (SO) ou “ - 7, quando este
é desconhecido, o valor da solugdo primal obtida pela heuristica primal (LS), os
valores obtidos pelos algoritmos EUCUT e EDCUT para as relaxagoes lineares no
no zero da arvore de enumeragao (LI), o nimero de nés da arvore de enumeragao
até o final da execugao, e o tempo de CPU, em segundos, ou o valor do GAP(%),
caso o limite de 7200 segundos seja atingido.

Comparando os resultados apresentados obtidos pelos algoritmos EUCUT e
EDCUT para o primeiro conjunto de instancias, observamos que o primeiro foi capaz
de encontrar a solucao 6tima e provar a sua otimalidade para todas as instancias
com até 150 vértices e também para duas instancias com 200 vértices e densidades
de 5% e 70%. No entanto, EUCUT falhou em resolver a otimalidade trés instancias
contendo 200 vértices e densidades 10%, 25% e 50%. Ja o algoritmo EDCUT falhou
para 12 instancias, sendo bem sucedido em encontrar solugoes comprovadamente
6timas para todas as instancias com até 100 vértices. Além disso, obteve solugoes
comprovadamente 6timas para as instancias com 120 vértices e densidades 5% e

70% e aquelas com 150 vértices e densidade 70%. Para as instancias onde ambos os
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EUCUT EDCUT

V| dens.(%) SO LS LI NN (s LI NN (s
30 10 19 20 18000 3 0211 18.000 5  0.089
25 6 7 5253 9 0065 5253 13  0.085

50 3 3 2030 1 004 2030 1 0.04

70 3 3 1496 13 0.092 1496 14  0.149

50 5 15 18 14.000 11  0.091 14.000 5  0.097
10 9 10 7.830 11 0126 7.830 10  0.144

25 6 6 4391 20 1363 4391 23  0.311

50 3 3 2040 1 033 2040 1 0.32

70 3 3 1465 22 4034 1465 5  0.373

70 5 31 34 30571 4 0196 30571 3  0.183
10 14 16 11.832 114  1.097 11.832 42 1574

25 7T 7 4263 542 419 4263 514  16.63

50 4 4 2069 125 1795 2069 151  9.873

70 3 3 1453 44 1076 1453 63  2.189

100 5 30 34 27.667 33 0541 27.667 87  21.282
10 15 17 11.122 1716 268.814 11.122 2240 3094.24

25 77 4115 2465 59.962 4.115 1877 761.289

50 3 4 2042 99 10429 2.042 204 682.033

70 3 3 1456 156  10.537 1456 164  20.69

120 5 29 33 25211 718  6.257 25211 1031 1425.54
10 15 16 10.650 7010 258.667 10.650 1348 14.94%

25 7 7 4115 2561 70925 4.115 81  36.78%

50 4 4 2054 205 45525 2054 37  45.89%

70 3 3 14338 170 14175 1438 198 184.247

150 5 27 32 23758 1509 102.832 23.758 2471 6.70%
10 15 17 10.862 54772 4797.17 10.862 985 33.21%

25 7 8 4113 55590 2766.03 4.113 27  51.24%

50 4 5 2014 5656 481.286 2014 236 57.40%

70 3 3 1433 256 77.828 1433 289 174.364

200 5 28 33 22.636 57703 342479 22636 33  25.76%
10 - 19 10.606 40880 32.07% 10.606 72  42.52%

25 -8 4097 61750 39.18% 4.097 24  52.13%

50 -5 2014 11751  40%  2.014 226  51%

70 3 3 1434 343 392474 1434 162 5L17%

Tabela 5.1: Comparacao entre EUCUT e EDCUT para o primeiro conjunto de
instancias de teste.

algoritmos falharam, o GAP entre os melhores limitantes obtidos durante a &rvore

de enumeracao foi maior para o algoritmo EDCUT.

Para o segundo conjunto de instancias, apenas aquelas com até 120 vértices e
densidade 10% e aquela com 150 vértices e densidade 5% tiveram a sua otimalidade
provada pelo algoritmo EUCUT. Nenhuma instancia com 200 vértices teve a sua
otimalidade provada. No total o algoritmo EUCUT falhou em provar a otimalidade

para 6 instancias desse conjunto no limite de tempo imposto. Por outro lado, o
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EUCUT EDCUT

V| dens.(%) SO LS LI NN {(s) LI NN #(s)
30 10 22 22 21.000 1 0.040 20.000 3  0.062
25 8 8 5000 16 0158 5000 35 0.489
50 5 40 41 40000 1 0230 39.714 2  0.033
10 17 18 14513 18  1.361 14.492 14  1.633
25 8 8 5245 11 1061 5318 14 3.925
70 5 32 34 31400 7 2539 31400 4  1.054
10 17 18 12.303 109  16.734 12.881 81  9.998
25 8 9 4907 94 72742 4897 98 48219
100 5 30 36 28465 34 20433 28466 68 41.087
10 16 19 11.550 339  72.627 11.765 290 1273.24
25 8 9 5500 94 1903.270 5520 4  34.73%
120 5 29 33 24.882 263 245828 25.050 401 880.186
10 17 19 11.664 3440 1718.290 11.733 4  37.50%
25 10 11 5555 3 4527% 5579 4 45.32%
150 5 30 35 24.340 2856 185556 24494 66 28.56%
10 - 22 12212 1599 31.51% 12.295 4 43.90%
25 - 10 5623 3  3805% 5623 3 38.05%
200 5 ~ 35 23367 662 23.02% 23450 4  32.45%
10 - 20 11862 375 36.57% 11.864 4 39.45%
25 - 10 5646 4  4354% 5646 1  43.54%

Tabela 5.2: Comparagao entre EUCUT e EDCUT para o segundo conjunto de
instancias de teste.

algoritmo EDCUT conseguiu encontrar solu¢oes comprovadamente 6timas apenas
para as instancias com até 100 vértices e densidade 5%, falhando para 9 instancias.
Nenhuma instancia com 150 e 200 vértices teve a sua otimalidade provada pelo
algoritmo EDCUT. Para todas as instancias do segundo conjunto, onde ambos os
algoritmos falharam, o algoritmo EDCUT teve pior desempenho em termos do GAP
de dualidade observado ao interrompermos a execucao.

Para o primeiro conjunto de instancias testadas, as relaxacoes lineares das formu-
lacoes associadas a cada algoritmo tiveram sempre o mesmo valor. Para o segundo
conjunto, uma pequena diferenca entre esses valores pode ser notada. No entanto,
tal diferenca nao ¢é significativa, sendo de aproximadamente 0.58 unidades, a maior
diferenga encontrada.

Considerando as instancias onde ambos os algoritmos foram bem sucedidos, o
tempo de CPU médio consumido pelo algoritmo EDCUT foi de 290,716 segundos
para o primeiro conjunto de instancias e de 205,448 segundos para o segundo. Por
outro lado, para o algoritmo EUCUT, os tempos correspondentes foram de 21,057
segundos para o primeiro conjunto de instancias e de 39,414 segundos para o segundo.

Fazendo a média da razao entre o nimero de nos explorados na arvore de enu-

meragao e o tempo de CPU gasto por cada algoritmo para resolver cada instancia,

60



temos que a razao para o algoritmo EUCUT é de aproximadamente 41 e 11 nés por
segundo para as instancias do primeiro e segundo conjuntos, respectivamente, en-
quanto para o algoritmo EDCUT é de aproximadamente 19 e 8 ndés por segundo para
as instancias do primeiro e segundo conjuntos, respectivamente. Com isso, podemos
inferir que a resolugao da relaxagao linear em cada né do algoritmo EUCUT é em
média mais rapida que para o algoritmo EDCUT.

Pelas informacoes obtidas em nossos experimentos computacionais, podemos
concluir que o algoritmo EUCUT tem melhor desempenho que o algoritmo EDCUT.

A seguir, sera feita uma comparacao entre os resultados obtidos pelos algoritmos
EUCUT e EUCUT™. Para o segundo algoritmo, a mesma formulacao utilizada
pelo primeiro, é reforcada com as desigualdades vélidas .

A Tabela diz respeito ao primeiro conjunto de instancias de teste enquanto
a Tabela |5.4] esta associada ao segundo. Essas tabelas estao estruturadas da mesma
forma como descrevemos as Tabelas[5.1]e[5.2l Da mesma maneira, um tempo limite
de 7200 segundos de CPU foi também imposto para a execucao de cada instancia
testada.

Os resultados para o primeiro conjunto de instancias mostram que o algoritmo
EUCUT™, além de nao conseguir obter certificados de otimalidade para aquelas
instancias onde o algoritmo EUCUT falha, também nao conseguiu obter tais certi-
ficados para 5 instancias onde EUCUT obteve éxito. No entanto, para as instancias
onde ambos falharam, o algoritmo EUCUT™ obteve um menor GAP entre os melho-
res limitantes obtidos durante a arvore de enumeragao. J& para o segundo conjunto
de instancias testadas, vide a Tabela [5.4] os resultados obtidos mostram que, além
das instancias onde ambos falharam, o algoritmo EUCUT conseguiu obter um cer-
tificado de otimalidade para a instancia com 150 vértices e densidade 5% e falhou
para a instancia com 120 vértice e densidade 25%. Para o algoritmo EUCUT™, o
inverso ocorre em relacao a essas duas instancias.

Em relacao a qualidade dos limitantes inferiores obtidos, a incorporacao das
desigualdades validas a formulagao (2.7) ndo resultou em limitantes mais
fortes, para o primeiro conjunto de instancias testadas. No entanto, para o segundo
conjunto, limitantes inferiores mais fortes foram obtidos, sendo a maior diferenca
observada a favor de EUCUT™, igual a 2,36 unidades, aproximadamente 32,44%, e,
na média, sendo superior em 1,42 unidade, cerca de 12,98%.

Para as instancias que ambos os algoritmos conseguiram resolver, o tempo com-
putacional exigido pelo algoritmo EUCUT™ foi maior que aquele exigido pelo al-
goritmo EUCUT. Em detalhes, o algoritmo EUCUT consumiu, em média, 47,33 e
311,93 segundos de CPU, respectivamente para o primeiro e o segundo conjuntos de
instancias testadas. Por outro lado, o algoritmo EUCUT™ consumiu 360,52 e 260,50

segundos, em média, nos dois casos.
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EUCUT EUCUT™*
V| dens.(%) SO LS LI NN t(s) LI NN t(s)
30 10 19 20 18.000 3 0.211  18.000 3 0.178
25 6 7 5.253 9 0.065 0.257 8 0.15
50 3 3 2030 1 0.04 2.030 1 0.04
70 3 3 1496 13 0.092 1.496 13 0.108
50 5 15 18 14.000 11 0.091  14.000 13 1.391
10 9 10 7.830 11 0.126 7.852 10 1.685
25 6 6 4.391 20 1.363 4.391 4 0.592
50 3 3 2.040 1 0.33 2.040 1 0.33
70 3 3 1.465 22 4.034 1.465 22 1.774
70 5 31 34 30.571 4 0.196  30.750 4 0.516
10 14 16 11.832 114 1.097  11.832 o1 34.19
25 7 7 4263 542 4.19 4.263 581 339.68
50 4 4 2.069 125 1.795 2.069 125 2.673
70 3 3 1453 44 1.076 1.453 44 1.762
100 d 30 34 27.667 33 0.541  27.780 129  214.278
10 15 17 11.122 1716 268.814 11.134 1830 4137.84
25 7 7 4115 2465  59.962 4.115 1241 1869.52
50 3 4 2.042 99 10.429  2.042 99 98
70 3 3 1.456 156 10.537  1.456 156 11.02
120 D 29 33 25211 718 6.257 25297  T75 14.267
10 15 16 10.650 7010 258.667 10.650 646  24.09%
25 7 7 4115 2561 70.925 4.115 2390 1664.14
20 4 4 2.054 205 45.525  2.054 5) 42.321
70 3 3 1438 170 14.175  1.438 170 14.267
150 5 27 32 237758 1509 102.832 23.758 779 9.82%
10 15 17 10.862 54772 4797.17 10.862 173  33.77%
25 7 8 4.113 55590 2766.03 4.113 1771 41.58%
50 4 5 2014 5656 481.286 2.014 5569 299.747
70 3 3 1433 256 77.828  1.433 256 61.68
200 d 28 33 22,636 57703 3424.79 22.636 189 = 27.46%
10 - 19 10.606 40880 32.07% 10.606 48451 42.29%
25 - 8 4.097 61750 39.18%  4.097 44440 31.62%
50 - 5 2014 11751 40% 2.014 11742 40%
70 3 3 1434 343 392474 1434 343 561.37

Tabela 5.3: Comparagao entre EUCUT e EUCUT™ para o primeiro conjunto de
instancias de teste.

Analisando os resultados obtidos, podemos concluir que, para a variante 2-aresta
conexa do PCD2CM, o algoritmo EUCUT foi o mais eficiente dentre todos os al-
goritmos testados. Especificamente, conseguiu resolver mais instancias e demandou
menos tempo de CPU para fazer isso. Grande parte da eficiéncia desse algoritmo
vem do procedimento de separagao implementado para o mesmo, que permitiu ex-

plorar mais noés da arvore de enumeracao que os demais. No entanto, o algoritmo

EUCUT™ mostrou-se interessante pelo fato de produzir limitantes inferiores mais

62



EUCUT EUCUT*

V| dens.(%) SO LS LI NN t(s) LI NN t(s)
30 10 22 22 21.000 1 0.040 21.000 1 0.047
25 8 8  5.000 16 0.158 6.591 1 0.039
20 5 40 41 40.000 1 0.230 40.000 3 0.307
10 17 18 14.513 18 1.361 15.848 7 1.641
25 8 8  5.245 11 1.061 5.245 1 0.152
70 5t 32 34 31.400 7 2.539 31.400 2 23.949
10 17 18 12.303 109 16.734  14.486 47 36.275
25 8 9 4907 94 72.742 7.264 10 4.889
100 d 30 36 28465 34 20.438 28486 51 118.060
10 16 19 11.550 339 72.627  13.242 109  157.964
25 8 9 5.500 94  1903.270 7.530 21 38.458
120 d 29 33 24882 263 245.828 25.963 283  795.628
10 17 19 11.664 3440 1718.290 13.821 919 2209.180
25 10 11  5.555 3 4527%  7.492 2075 6347.300
150 D 30 35 24.339 2856 1855.56 26.630 1362  6.19%
10 - 22 12212 1599  31.51% 14.339 846  23.72%
25 - 10 5.623 3 38.05%  7.188 509  17.85%
200 5t - 35 23366 662 23.02% 25312 430  19.23%
10 - 20 11.862 375 36.57% 13.820 95 32.69%
25 - 10 5.646 4 43.54%  7.740 87 20%

Tabela 5.4: Comparacao entre EUCUT e EUCUTY para o segundo conjunto de
instancias de teste.

fortes que aqueles obtidos por EUCUT, principalmente para o segundo conjunto de

instancias testadas.

5.2 Experimentos Para a Variante 2-Vértice

Conexa

A seguir, comparamos os resultados obtidos para os algoritmos NUCUT, NUCUT™*
e NDCUT, implementados para resolver as formulagoes propostas para a variante
2-vértice conexa do PCD2CM.

Nas Tabelas e sao apresentados os resultados obtidos pelos algoritmos
NUCUT e NDCUT. A primeira tabela se refere ao primeiro conjunto de instancias
teste, enquanto a segunda diz respeito ao segundo conjunto. Essas tabelas seguem
a mesma estrutura ja descrita para outras tabelas desse capitulo.

Enfocando inicialmente nos resultados obtidos para o primeiro conjunto de ins-
tancias teste, observamos que o algoritmo NUCUT foi capaz de apresentar certifica-
dos de otimalidade para todas as instancias com até 150 vértices. Da mesma forma

repetiu o desempenho para as demais instancias com densidade 5% e aquelas com
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NUCUT NDCUT
V| dens.(%) SO LS LI NN (s LI NN (s
30 10 19 19 18000 4 0049 18.000 1  0.144
25 6 7 5253 9 0101 5253 9 0310
50 3 3 3000 @1 0.040 3.000 1  0.050
70 3 3 1496 13 0183 1496 15  0.418
50 5 15 18 14.000 9  0.139 14.000 9  0.127
10 9 10 7.830 11 0123 7.830 11  0.25
25 6 6 4390 4 0521 6000 1 5522
50 33 3000 @1 0320 3.000 1  0.330
70 3 3 1465 22 1668 1465 56  3.963
70 5 31 33 30571 13 0498 30571 3  0.631
10 14 16 11.832 76 3350 11.832 149 82.333
25 7 7 4263 546  7.264  4.263 564 146.200
50 4 4 2069 125 2373 2069 130 16.620
70 3 3 1453 44 1406 1453 56  4.602
100 5 30 34 27.667 223 31.814 27.667 94 191.087
10 15 16 11.122 1855 624.719 11.122 2290 4171.53
25 7 7 4115 1155 23.606 4.115 1285 1858.57
50 3 4 2042 99 9346 2042 65 45.23%
70 3 3 1456 156  9.169 1456 209 58.8146
120 5 29 33 25211 818 140.784 25.225 1279 5495.23
10 15 16 10.650 7999 468.939 10.650 2550 13.22%
25 7 7 4115 2582 71.042 4115 185 36.48%
50 4 4 2054 205 40.887 2054 266 5056.5
70 3 3 1438 170 17.622 1438 201  73.042
150 5 27 32 23758 520 135479 23.758 314 15.17%
10 - 17 10.862 13801 16.25% 10.862 420 30.89%
25 77 4113 3475 37.29% 4.113 25 44.85%
50 4 5 2014 5777 532714 2014 382  56.94%
70 3 3 1433 256 769706 1433 283 295.051
200 5 — 31 22636 4065 1041% 22.636 31  26.37%
10 - 20 10.606 13937 34.35% 10.606 92  45.18%
25 -8 4097 9295 43.62% 4.097 92  52.33%
50 4 5 2014 13140 5298.26 2014 17  58.54%
70 3 3 1434 343 808285 1434 52 50.91%

Tabela 5.5: Comparagao entre NUCUT e NDCUT para o primeiro conjunto de

mstancias

150 e 200 vértices e densidades de 50% e 70%. No total, falhou em provar a otimali-
dade de cinco instancias. Ja o algoritmo NDCUT falhou em 12 instancias. Para as
instancias onde ambos os algoritmos falharam, o GAP entre os melhores limitantes

obtidos durante a arvore de enumeracao foi maior para o algoritmo NDCUT do que

para o algoritmo NUCUT.

Para o segundo conjunto de instancias, apenas instancias com até 100 vértices

e densidade 5% e a instancia com 120 vértices e densidade de 5% tiveram a sua
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NUCUT NDCUT
V| dens.(%) SO LS LI NN ¢(s) LI NN i(s)
30 10 24 24 23000 1 008 22500 2  0.111

25 9 9 5.000 13 0.199  5.000 70 1.981
90 ) 41 42 39.167 2 0.158  39.600 2  0.24286
10 19 20 14513 21 3.821 14789 16  5.972
25 10 10 5.245 137  7.298 5331 53 23.7654
70 ) 33 35 32937 2 1.586  33.545 4 10.1427
10 18 22 12303 77 26.140 14.228 79 101.098
25 10 10 5.811 119 88.640 8.523 128 171.23
100 ) 32 33 30.057 41 28.274  29.898 21 58.9727
10 19 19 11.550 459 10.02% 12.172 34 26.58%
25 11 11 5500 132 39.94% 5.519 59  6653.5
120 ) 32 34 24.883 1010 532.222 27.456 346 6.21%
10 - 20 11.665 936 16.03% 11915 9  31.06%
25 - 11 5.555 3 4527% 5583 3 43.69%
150 ) - 36 24.340 817 13.17% 24.845 20 26.23%
10 - 23 12273 554 37.17% 12297 8  46.54%
25 - 11 5.562 3 43.68% 5.623 3 44.41%
200 ) - 36 23367 74 33.66% 23.587 4  34.03%
10 - 24 11.862 70 48.74% 11.866 4  49.57%
25 - 11 5.591 36 41.76% 5.660 3 48.54%

Tabela 5.6: Comparagao entre NUCUT e NDCUT para o segundo conjunto de
instancias.

otimalidade provada por NUCUT. Nenhuma instancia com 150 e 200 vértices foi
resolvida. No total o algoritmo NUCUT falhou em provar a otimalidade para 10
instancias, no limite de tempo de CPU, considerado. Por outro lado, o algoritmo
NDCUT apenas conseguiu provar a otimalidade de instancias com até 100 vértices
e densidade 5%, falhando um total de 10 instancias. Nenhuma instancia com 150
e 200 vértices teve a sua otimalidade provada pelo algoritmo NDCUT. Para todas
as instancias do segundo conjunto, onde ambos os algoritmos falharam, o algoritmo
NDCUT obteve um GAP entre os melhores limitantes obtidos durante a arvore de
enumerag¢ao maior ou igual aos do algoritmo NUCUT.

Em relagao a qualidade dos limitantes inferiores obtidos, para ambos os algorit-
mos, uma pequena diferenga foi observada entre os valores obtidos para as instancias
do primeiro conjunto. Sendo de 1,6 unidade, aproximadamente 36,82%, a maior
diferenca encontrada a favor do algoritmo NDCUT e, na média, sendo superior em
0,05 unidade. Para o segundo conjunto, uma pequena diferenca de valores pode ser
notada. No entanto, tal diferenca sendo de aproximadamente 2,7 unidades, aproxi-
madamente 31,82%, a maior diferenca encontrada a favor de NDCUT e, na média,
sendo superior em 0,55 unidade, aproximadamente 3,87%.

Para as instancias onde ambos os algoritmos resolveram, o tempo de CPU médio
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consumido pelo algoritmo NDCUT foi de 793,70 segundos, para o primeiro conjunto
de instancias teste e de 41,50 para o segundo. Para o algoritmo NUCUT, esses
valores foram, respectivamente, de 44,71 segundos e 17,35 segundos.

Tomando a média da razao entre o numero de nés explorados na arvore de
enumeragao e o tempo de CPU gasto por cada algoritmo para resolver cada instancia,
temos, para o algoritmo NUCUT, taxas de 25 e 6 nds por segundo, respectivamente
para as instancias do primeiro e segundo conjuntos. Por sua vez, para o algoritmo
NDCUT, os valores obtidos sao de aproximadamente 8 e 4 nés por segundo, em cada
caso.

Pelos resultados computacionais obtidos, podemos concluir que o algoritmo
NUCUT tem melhor desempenho que o algoritmo NDCUT.

Nas Tabelas e comparamos os resultados computacionais obtidos pelos
algoritmos NUCUT e NUCUT™. Essas tabelas seguem o mesmo padrao definido
para as outras tabelas desse capitulo. Dessa forma um tempo limite de 7200 segundos
de CPU é imposto ao experimento.

Os resultados obtidos para o primeiro conjunto de instancias teste mostram que
NUCUT™, além de nao conseguir obter certificados de otimalidade para as mesmas
instancias que NUCUT, teve o mesmo desempenho para duas instancias adicionais
para as quais NUCUT obteve éxito. No entanto, NUCUT™ obteve éxito para a
instancia com 150 vértices e densidade 25%, ao contrario de NUCUT. Ja para o
segundo conjunto de instancias, os resultados mostram que, além daquelas onde
ambos os algoritmos falham, NUCUT™ conseguiu obter certificados de otimalidade
para as instancias com 100 vértices e densidades 10% e 25%, ao contrario de NUCUT.
Com relagao aos GAPs obtidos para as instancia onde ambos falham, pertencentes
ao segundo conjunto de instancias teste, NUCUT™ obteve melhor desempenho.

Em relacao a qualidade dos limitantes inferiores obtidos, o uso das desigualdades
validas na formulacao nao resultou em ganhos significativos nos valores
das relaxagoes lineares para a maior parte das instancias do primeiro conjunto de
instancias de teste. No entanto, para o segundo conjunto, ganhos foram observados,
sendo a maior diferenca encontrada de 2,62 unidades, aproximadamente 33,34%, e
a diferenca média igual & 1,43 unidade, cerca de 12,89%.

Para as instancias onde ambos os algoritmos obtiveram éxito, o tempo computa-
cional demandado por NUCUT™ foi maior que aquele exigido por NUCUT. Este
consumiu, em média, 528,80 e 182,82 segundos respectivamente para as instancias
do primeiro e do segundo conjuntos de instancias de teste. Os valores correspon-
dentes para NUCUT foram respectivamente de 94,10 e 68,84 segundos.

Comparando os resultados obtidos pelos algoritmos implementados para resolver
a variante 2-vértice conexa do PCD2CM, notamos que os algoritmos baseado na

formulacao nao-direcionada, NUCUT e NUCUTT, foram os que se mostraram mais
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NUCUT NUCUT™
V| dens.(%) SO LS LI NN t(s) LI NN t(s)

30 10 19 19 18.000 4 0.049  19.000 1 0.043
25 6 7 5.253 9 0.101 6.000 1 0.020
50 3 3 3.000 1 0.040  3.000 1 0.010
70 3 3 1.496 13 0.183 1.496 13 0.094
50 5 15 18 14.000 9 0.139  14.000 9 0.113
10 9 10 7.830 11 0.123  7.830 11 0.123
25 6 6  4.390 4 0.521 4.391 4 0.880
50 3 3 3.000 1 0.320  3.000 1 0.010
70 3 3 1465 22 1.668  3.000 22 0.249
70 5 31 33 30.571 13 0.498  30.750 4 0.250
10 14 16 11.832 76 3.350 11.832 55 12.548
25 7 7 4263 546 7.264  4.263 533 20.225
50 4 4 2.069 125 2373 2.069 125 2.262
70 3 3 1.4525 44 1.406 1.453 44 1.436
100 5 30 32 27.666 223  31.814 27.734 198 118.725
10 15 17 11.122 1855 624.719 11.122 1895 4486.840
25 7 7 4115 1155 23.606 4.115 1128  40.318
50 3 4 2.042 99 9.346  2.042 99 10.190
70 3 3 1.456 156 9.169 1.456 156 9.620
120 5 29 33 25221 818 140.784 25.221 897  1322.790
10 15 17 10.650 7999 468.939 10.650 1983  13.92%
25 7 7 4115 2582 71.042  4.115 2510 111.09
50 4 4 2054 205 40.887 2.054 205 37.962
70 3 3 1438 170 17.622  1.438 170 17.791
150 5 27 32 23.758 520 135479 23.758 959 = 7140.63
10 - 17 10.862 13801 16.25% 10.862 288 32.11%
25 7 8 4113 3475 37.29% 4.113 3864  405.609
50 4 5 2014 577 532.714 2.014 5764  502.766
70 3 3 1433 256 76.9706 1.433 256 91.424
200 5 - 31 22636 4065 10.41% 22.636 250 24.77%
10 - 20 10.606 13937 34.35% 10.606 56806 38.76%
25 - 9 4.097 9295 43.62% 4.097 62352 29.86%
50 4 5 2014 13140 5298.26 2.014 22473  39.22%
70 3 3 1434 343 808.285 1434 343  349.081

Tabela 5.7: Comparacgao entre NUCUT e NUCUT™ para o primeiro conjunto de
instancias de teste.

eficientes. Notamos também que o algoritmo NUCUT™ mostrou-se atraente em

relacao a qualidade dos limitantes duais que gera.
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NUCUT NUCUT™
V| dens.(%) SO LS LI NN t(s) LI NN t(s)
30 10 24 24 23.000 1 0.086  23.000 1 0.044

25 9 9 5.000 13 0.199  7.500 4 0.263
20 ) 41 42 39.167 2 0.158  40.750 2 0.189
10 19 20 14513 21 3.821 16.300 6 2.250
25 10 10 5.245 137 7298  T7.167 26 15.372
70 5 33 35 32937 2 1.586  33.000 1 7.030
10 18 22 12303 77  26.140 14.626 69 89.532
25 10 10 5.811 119 88.640 7.121 107 168.684
100 ) 32 33 30.057 41 28.274  30.057 19 33.683
10 19 19 11.550 459 10.02% 13.760 1861 2707.060
25 11 11 5500 132 39.94% 7.341 1568 4614.880
120 ) 32 34 24883 1010 532.222 26.615 505 1511.140
10 - 20 11.665 936 16.03% 13.930 573 12.82%
25 - 11  5.555 3 4527% 7.491 133 21.95%
150 ) - 36 24340 817 13.17% 26.963 233 11.01%
10 - 23 12273 554 37.17% 13.856 76 36.35%
25 - 11  5.562 3 43.68% 5.623 118  29.06%
200 ) - 36 23367 74 33.66% 25551 14 33.52%
10 - 24 11862 70 48.74% 11.862 27 37.86%
25 - 11 5.591 36 41.76%  7.740 79 27.27%

Tabela 5.8: Comparacao entre NUCUT e NUCUT™ para o segundo conjunto de
instancias de teste.
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Capitulo 6
Conclusoes

Dado um grafo simples nao direcionado G' = (V, E), investigamos nesta tese o pro-
blema de encontrar conjuntos dominantes 2-{aresta, vértice} conexos de cardina-
lidade minima. Tal problema é denominado Problema do Conjunto Dominante
2-Conexo Minimo.

Dentre outras, contribuimos com sete formulagoes de Programacao Inteira Mista
para o problema. Duas destas formulagoes sao definidas sobre o espago das variaveis
naturais do problema e se destinam a cada uma das variantes do mesmo. Trés sao
reformulagoes definidas sobre grafos direcionados e duas sao formulagoes baseadas
em multi-fluxos.

Para avaliar a qualidade das diferentes formulagoes propostas, comparamos teori-
camente a forca dos limitantes produzidos por suas relaxagoes lineares. Dessa forma,
concluimos que, para a variante 2-aresta conexa do problema, todas as formulagoes
sao equivalentes a formulagao nao-direcionada , com excecao da reformulagao
direcionada usando vértice raiz artificial ([2.37)).

Com o intuito de obter melhores limitantes inferiores, introduzimos desigualdades
validas para algumas das formulacoes propostas. Estas se baseiam nas desigualdades
propostas em [SIMONETTTI et al.| (2011) para o Problema do Conjunto Dominante
Conexo Minimo.

Introduzimos também duas heuristicas construtivas para a obtencao de solucoes
primal viaveis para o problema. Uma dessas heuristicas ¢ uma adaptacao da heuris-
tica proposta em [LUCENA et al|(2010), para o Problema do Conjunto Dominante
Conexo Minimo. Além das heuristicas construtivas, introduzimos também um pro-
cedimento que visa reduzir a cardinalidade das solugoes primais encontradas. Um
experimento computacional preliminar foi conduzido para verificar qual das duas
heuristicas tinha melhor desempenho. Os resultados obtidos mostraram uma pe-
quena vantagem para a segunda heuristica. No entanto, nao podemos precisar de
fato qual das duas heuristica é a melhor, uma vez que muito provavelmente ha, es-

paco para melhorias e ajustes finos em ambos os casos. Além disso, um experimento
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computacional mais elaborado deve ser conduzido para essa avaliacao.

Com o objetivo de avaliar de maneira prética a qualidade das formulacoes pro-
postas, implementamos seis algoritmos Branch and Cut, uma para cada uma delas.
Dois algoritmos foram implementados para resolver a formulagao nao-direcionada
e a sua reformulacao direcionada usando vértice artificial , sendo ambos
para a variante 2-aresta conexa do PCD2CM. Tais algoritmos foram denominados
EUCUT e EDCUT, respectivamente. Uma versao do algoritmo EUCUT, chamada
de EUCUT™, com o refor¢o das desigualdades validas foi também imple-
mentado. Para a variante 2-vértice conexa do problema, implementamos os algorit-
mos NUCUT e NDCUT para resolver respectivamente a formulacao nao-direcionada
e a sua reformulagao direcionada Uma versao do algoritmo NUCUT com
o reforco das desigualdades foi também implementado.

Um experimento computacional foi conduzido para avaliar o comportamento
dos algoritmos aqui propostos. Ao fazer isso, os algoritmos foram testados sobre
dois conjuntos de instancias construidas pseudo-aleatoriamente, introduzidas nesta
tese. Analisando os resultados obtidos, concluimos que, para ambas as versoes do
PCD2CM, os algoritmos baseados em formulag¢oes nao-direcionadas tiveram melhor
desempenho.

Vale a pena ressaltar que, os algoritmos EUCUTT e NUCUT™ produziram limi-
tantes inferiores de melhor qualidade para o segundo conjunto de instancias conside-
radas. Dessa maneira, tornasse valida uma investigagao mais profunda sobre essas,
seja efetuando um /lifting ou tornando o procedimento de separagao das mesmas mais
eficiente.

Da mesma forma que acreditamos existir espaco para investigagoes futuras sobre
desigualdades vélidas adicionais para o problema, o mesmo se aplica em relacao a
heuristicas e procedimentos de busca local.

Por fim, uma pequena contribuigao tedrica foi dada com o Teorema [2.1.5] sobre
as condicoes necessarias para que um grafo possua uma solugao para a variante
2-aresta conexa do PCD2CM.

A seguir, listamos algumas investigagdes que poderao ser de interesse efetuar:

e Estudar e desenvolver técnicas de pré-processamento para tentar eliminar

arestas e vértices que nao possam fazer parte da solucao 6tima do problema.

e Desenvolver heuristicas primais que utilizem informagao dual para encontrar

limitantes superiores em cada n6 da arvore de enumeragao.

e Encontrar outras desigualdades validas para as formulagoes propostas.
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e Desenvolver algoritmos baseados no método de Benders Combinatoério, intro-
duzidos por CODATO e FISCHETTI| (2006). Uma implementagao preliminar
mostrou-se promissora, uma vez que, conseguimos resolver todas as instancias
do primeiro conjunto de instancias teste. No entanto, a metodologia deve
ser aprimorada, ja que foi incapaz de resolver qualquer instancia do segundo

conjunto.

e Desenvolver algoritmos de Local Branching, como os sugeridos por |[FIS-
CHETTI e LODI| (2003), tanto para encontrar solugbes exatas para o
problema, como para aprimorar as solugdes primais encontradas por nossas

heuristicas.

e Desenvolver metaheuristicas para encontrar solugoes primais de melhor quali-

dade utilizando como base as heuristicas propostas nesta tese.
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